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Resumo

Nesse trabalho estudamos a teoria de Perron-Frobenius para mapas positivos atuando na algebra
de matrizes M}, e nas suas sub-dlgebras VM,V = {VXV|X € M;}. Apresentamos demonstracoes dos
teoremas principais dessa teoria. Mostramos que para todo mapa positivo atuando em VMV o seu
raio espectral é um autovalor e associado a ele existe um autovetor hermitiano positivo semidefinido.
Além disso, se o mapa ¢ irredutivel entdo a multipilicidade geométrica é 1 e a imagem do autovetor
associado coincide com a imagem de V. Também estudamos mapas que sao soma direta de irredutiveis

e mostramos uma maneira indireta de construi-los.

Palavras-Chave: Mapas Positivos, Raio Espectral, Teorema de Perron-Frobenius, Mapas Irre-

dutiveis, Mapas Completamente Redutiveis.



Abstract

In this work we study Perron-Frobenius theory for positive maps acting on the matrix algebra My
and its subalgebras VMV = {VXV|X € My}. We show that the spectral radius of any positive map
belongs to its spectrum and associated to this eigenvalue there is a positive semidefinite hermitian
eigenvector. Moreover, if the map is irreducible then we show that the geometric multiplicity of the
spectral radius is 1 and the image of the associated eigenvector coincides with the image of V. We
also study positive maps which are direct sum of irreducible maps and we provide an indirect way to

construct them.

Key-words: Positive Maps, Spectral Radius, Perron-Frobenius Theorem, Irreducible Maps, Comple-

tely Reducible Maps.
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Capitulo 1

Introducao

O teorema de Perron-Frobenius é um teorema classico de Algebra Linear [4], [6]. Ele fornece di-
versas informagcdes sobre os autovalores de uma matriz quadrada com coeficientes reais nao negativos.
Uma matriz quadrada com coeficientes ndo negativos é um mapa positivo agindo em C¥. Portanto
o teorema de Perron-Frobenius trata de mapas positivos. Existem generalizagoes desse teorema para
mapas positivos agindo em outros espacos, por exemplo para a algebra das matrizes complexas de
ordem k, e para situagoes ainda mais gerais (apéndice de [7]). Essa colegao de generalizagoes formam
a chamada teoria de Perron-Frobenius.

Nesse trabalho focaremos na dlgebra M}, e nas suas sub-dlgebras VM,V = {VXV|X € My}, onde
V € M}, uma projegao ortogonal. O conjunto das matrizes hermitianas positivas semidefinidas sera
representado por P.

As informagoes principais dessa teoria dizem respeito a mapas positivos irredutiveis (Ver Definigoes
2.1.3 € 2.1.4). Por exemplo, o raio espectral de um mapa positivo L : VMV — VMV (Ver Defini¢ao
2.2.6) é um autovalor e existe um autovetor associado que é hermitiano positivo semidefinido. Além
disso se ele for irredutivel a multiplicidade geométrica do raio espectral é 1 e a imagem do autovetor
coincide com Imagem de V (Proposicoes 2.3 e 2.5 em [4]). Essas condigbes sao necessirias para a
irreducibilidade do mapa. As demonstragoes desses resultados apresentadas neste trabalho seguem as
ideias das referéncias [4, 1].

Determinar quando um mapa positivo arbitrario é irredutivel nao é facil, entretanto se ele for au-
toadjunto com respeito ao produto interno do traco entao essas duas condicGes necessarias também
sao suficientes (Ver Lema 4.1.3). Portanto para mapas autoadjuntos positivos existe uma propriedade
simples equivalente a ser irredutivel.

Depois de estudar mapas irredutiveis o proximo passo é estudar mapas que sao soma diretas de ir-

redutiveis. Chamaremos esses mapas de mapas completamente redutiveis (Ver Defini¢ao 5.0.1). A



maneira direta de construi-los é definindo um mapa a partir de mapas irredutiveis. Aqui mostraremos
uma maneira indireta de construi-los.

Novamente para mapas autoadjuntos existe uma propriedade equivalente a ser completamente re-
dutivel que também vem da teoria de Perron-Frobenius. Essa propriedade é chamada de propriedade
de decomposicao (Ver Defini¢ao 5.0.2).

Construiremos mapas autoadjuntos positivos da seguinte maneira. Seja C' = (¢;;) € My e B € My,.
O produto de Kronecker é definido como C ® B = (¢;;B) € My, (Ver Definicao 2.2.5). Assim identi-
ficaremos o produto tensorial My ® M,, com My, via produto de Kronecker.

Seja A € My, ® M, = My, uma matriz hermitiana. Podemos escrever A =>"" | B; ® C;, onde B;,C;

sao matrizes hermitianas para todo ¢. Assim definimos os seguintes mapas:

FA:Mm—>Mk GA:Mk—>Mm
X — FA(X) = Z?:l tT(CZX)BZ X — GA(X) = Z?:l tT(BZX)CZ .

Esses mapas sdo adjuntos com respeito ao produto interno do traco. Quando A é uma matriz positiva
semidefinida os mapas Fy e G4 sao positivos. Portanto F4 0o G4 : M — M;, é um mapa positivo
autoadjunto.

Dizemos que uma matriz A = Y ;" | B; ® C; é positiva sobre transposicao parcial ou PPT, se A e
A2 = [d® (-)'(A) =Y | B; ® C! sao matrizes hermitianas positivas semidefinidas .

O resultado principal que mostraremos nesse trabalho é que a propriedade PPT para a matriz A
garante automaticamente a propriedade de decomposicao para F4 o G4 : My — M) e portanto ele é
completamente redutivel. Essa propriedade aparece naturalmente em teoria de informacao quantica.
Além da obter uma maneira indireta de se construir mapas completamente redutiveis, existem ou-
tras consequéncias desse resultado. Por exemplo, podemos reduzir o problema da separabilidade dos

estados quanticos a um subconjunto das matrizes PPT (Ver referéncias [2, 5)).
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Capitulo 2

Mapas Positivos e raio espectral

2.1 Resultados Preliminares

Antes de iniciar o trabalho vejamos algumas defini¢bes necessérias para a compreensao do texto.

Definicao 2.1.1. Denotaremos o conjunto das matrizes de ordem k com entradas complexas por My,
e o conjunto de vetores com k entradas complexas por C*. Assim definimos VMW como sendo o

conjunto {VXW|X € My}, onde V e W sao projecoes ortogonais pertencentes a My,.
Definicao 2.1.2. Uma matriz A pertencente ao My, € dita hermitiana, se A* = A, onde

*Mk—>Mk

A A* = (A)

Dada uma matriz hermitiana A, se para todo z pertencente ao C* tivermos que z* Az > 0. Entéo
dizemos que A é uma matriz hermitiana positiva semidefinida, quando a desigualdade é estrita, entao
dizemos que A é uma matriz hermitiana positiva definida. Denotaremos por P, o conjunto de todas

as matrizes hermitianas positivas semidefinidas em Mj,.

Definigao 2.1.3. Seja L : VMV — W M,,W uma transformacao linear, dizemos que L € um mapa

positivo se L(P, "V MiV) C (P, N WM, W).

Definicao 2.1.4. Dizemos que um mapa positivo nao nulo L : VMRV — VMLV ¢ irredutivel, se

VMV C VMV € tal que L(V'MV') C V' M V', entao temos que V' =V ou V' = 0.

Pela definicao 2.1.3, percebemos que um mapa é dito positivo se ele leva matrizes hermitianas
positivas semidefinidas do dominio em matrizes hermitianas positivas semidefinidas do contra-dominio.
Ja a definicao 2.1.4 nos diz que se as Unicas sub-algebras invariantes por L s@o as triviais entao L é

irredutivel.
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Definicao 2.1.5. Seja A € M. Definimos como a norma espectral de A a raiz quadrada do maior

autovalor da matriz A*A, i.e. ||Alla = \/Amaz(A*A)

Nesse texto usaremos a definicao usual de autoadjunto, ou seja, L : VMV — VM,V é dito auto-

adjunto se (L(A), B) = (A, L(B)), i.e. L é igual ao seu adjunto, onde (A, B) = tr(AB*). Além disso

usaremos a definicdo usual de produto interno em C¥: (v,w) =v'w

Os seguintes resultados serao tteis na proxima secao.

Lema 2.1.6. Se L : VMV — VM,V um mapa positivo entdo L(X*) = L(X)* para todo X € VM,V
Em particular, a imagem de toda matriz hermitiana pela L também é hermitiana, isto €, ela preserva

hermitianicidade.

Demonstracdo. Seja 'Y uma matriz hermitiana de V M;V. Podemos escrevé-la como Y = C'— D, onde
C,D e P,NVM,V.

Entao L(Y') = L(C)—L(D) é uma diferenca de matrizes hermitianas positivas semidefinidas e portanto
hermitiana.

Seja X uma matriz qualquer de VM V. Existem matrizes hermitianas Y;,Ys € VMV tais que
X =Y +iYs. Portanto L(X™*) = L(Y7 —iYs) = L(Y1) —iL(Ys) = L(Y1 +iYa)* = L(X)*, pois L(Y7)

e L(Y2) sao hermitianas. O
Lema 2.1.7. Sejam C,D € Py, onde A= C + D. Entao Jm(C) C Jm(A).

Demonstragdo. Se v € Nuc(A) entdao 0 = vIAv = vICv + V! Dv.

Como C e D sdo positivas semidefinidas entdao ¥v'!Cv = 0. Isso implica que C'v = 0.

Em outras palavras se v estd no nucleo de A, ele também estd no nicleo de C.

Nuc(A) € Nuc(C) = Im(C) = Nuc(C)*+ € Nuc(A)+ = Jm(A). O

2.2 Mapas positivos e Raio espectral

Nesta secao provamos os lemas que sao utilizados nas demonstracoes dos teoremas principais do
capitulo 4. Aqui j& demonstramos um resultado importante sobre o raio espectral (Ver Defini¢ao 2.2.6

e Lema 2.2.7).

Lema 2.2.1. Seja A € P, e B uma matriz hermitiana de My. Entdo Jm(B) C Jm(A) se, e somente

se, existe € > 0 tal que A+ eB € Py.
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Dpxn 0

Demonstragao. (=) Como A € Py entao existe R € My tal que RAR* = e Dyxn é
0 0
diagonal positiva. Assim podemos escrever
_1 _1
Idyyn O _ D,z 0 AR D,z2, 0
0 0 0 1d 0 1d
. Dpin 0 .
Definindo S = R temos que Jm(SAS*) = C" x 0 .
0 1d

E asssim temos:

Jm(SAS*) = {SAS*v,v € CF} = {SAw : w € CF} = {Sw: w € Tm(A4)} = S(Tm(A)) .
Como Jm(A)) D Im(B)) entao S(IJm(A)) O S(Im(B)) = Im(SB) = Im(SBS*).
Observe que (SBS*)* = (S*)*B*S* = SBS*.

C 0
Assim SBS* = [ """ , onde C = C*.
0 0
Id+eChy, O
Portanto para € pequeno temos SAS* +eSBS* = € Pg.
0 0

Temos entdo que S~ (SAS* £ eSBS*)(S™1)* = A+cB € B,

(<) Defina C = A—eBe D = A+¢B, tais que C, D € P;. Observe que C+D =2Ae D—C = 2B.
Assim pelo Lema 2.1.7, temos entao que Jm(C) C Jm(A) e Im(D) C Jm(A).

Portanto Jm(B) = Jm(D — C) C Jm(D) + Jm(C) C Jm(A). O

Lema 2.2.2. Sejam 71,72 € My e hermitianas tais que v1 € Py, vo # 0. Além disso, suponha
Jm(y2) C Im(y1) e que 2 nao € maltiplo de 1. Entao eziste um nidmero real A # 0 tal que v — Ay2 €

Py e, um vetor nao nulo, v.€ Nuc(y1 — Ay2) N Im(yp).

Demonstracao. Na demonstracao do lema 2.2.1, vimos que existe S € My, invertivel tal que

Idpsn O C 0 _ Id—XC 0
Sy1.5* = e SyS5* = . Assim Sy1.5* — ASyS* =
0 0 0 0 0 0
Agora escolha A tal que Id — A\C € P, e dim Nuc(Id — X\C) > 1.
Id—XC 0 Id 0
Portanto, dim Nuc| S—! (S~H* | > dim Nuc| S~! (S=H*|.
0 0 0 0

Isso significa que dim Nuc(y; — Ay2) > dim Nuc(y).
Assim dim Nuc(y; — Ay2) + dim(q1) > dim Nuc(q1) + dim Im(q;) = dim C*

Entao deve existir um vetor nao nulo que estd na imagem de 7; e no ntcleo de v; — Ays. O
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Lema 2.2.3. Seja L : VMV — WM, W um mapa positivo. Se v € P, N VMV e L(v) = 0,
entdo L(ViMpVi) € WiM,W1, onde Vi e Wy sao as proje¢oes ortogonais sobre Jm(y) e IJm(J),

respectivamente.

Demonstragdo. Seja v € Vi M Vi uma matriz hermitiana, entao Jm(y;) C IJm(Vy) = Jm(y).

Pelo lema 2.2.1, existe ¢ positivo, tal que v + &vy; é uma matriz hermitiana positiva semidefinida.
Como L(7v1) é uma matriz hermitiana e L(vy) &+ eL(v1) = L(y £ ev1) € Py, entdao Jm(L(vy1)) C
Jm(L(7)) = Im(5) = Im(W1). Pelo Lema 2.2.1 temos que L(v1) € W1 M, W1.

Como cada matriz pertencente a V3 MpV; é uma combinacao linear de matrizes hermitianas perten-

centes V1 M Vy entao L(ViMVy) C Wi My, W,. O

Corolério 2.2.4. Sejam L : VMV — VMV um mapa positivo e v € PNV MV, tal que L(y) = M\,
com A > 0. Entao L(V1MiVy) C ViM Vi, onde Vi € a projecdo ortogonal sobre Jm(7y).

Antes do préximo lema, vejamos a definicdo do produto de Kronecker.

Definicao 2.2.5. Sejam Ay, xn, Bpxg duas matrizes. Definimos o produto de Kronecker delas como:

annB  ai2B -+ a,B

anB axB - ay,B
A®B= "

amiB amaB - amnB

Definigao 2.2.6. O maior valor absoluto dos autovalores de uma transformacdo linear L : VMV —

VM,V € chamado de raio espectral da transformacao.

Lema 2.2.7. Seja L : VMLV — VMV um mapa positivo. Se L(V) =V, entdo o raio espectral de
Lél.

Demonstragdo. Seja U € VM,V uma matriz normal tal que UU* = U*U = V. Assim, U =
Sl A\ivivil, onde s é a dimensao da imagem de V, {\1, ..., A\s} sdo ntiimeros complexos de norma 1
e {vi,...,vs} é uma base ortonormal da imagem de V.

Lembre que L(U*) = L(U)*, pelo lema 2.1.6, e L(U*)V = L(U*), VL(U) = L(U).

5 1 N L(V) LU
Considere a seguinte matriz: B = Z o ® L(vivi!) = V) ()
i=1 \A\i 1 L(U*) L(V)
v L(U) Id 0 \% 0 Id L(U)
L) Vv LU)* Id 0 V—-LU)*LU) 0 Id

14



Como o produto de Kronecker de matrizes hermitianas positivas semidefinidas também é hermiti-
ana positiva semidefinida entdao B € Py, de modo que V — L(U)*L(U) € P.
Assim ||L(U)||]2 < 1, onde ||L(U)||2 é a norma espectral de L(U). Portanto para toda matriz normal
U, tal que UU* = U*U =V, temos que ||L(U)2|| < 1.
Seja A € VMV um autovetor de L associado a algum autovalor a e ||A[]2 < 1. Considere a seguinte

decomposicao SVD de A = ijl ajmjnz», tal que 0 < a; < 1.

160 ; —10
Como a; = cos(#;) = <2t entao
J J 2 5

A= 3(05o eimynt) + 53752, e Pimynt) = (U1 + Us).

Note que U U} = UyU; = UU; = UsU, = V.

Assim,
laf = [all|All2 = [|aAlls = [|L(A)]]2 = [|L(5(U1 + U2)ll2 < 5(|IL{O)]]2 + | L(T2)]]2) < 1.

Portanto o médulo de todos os autovalores de L sdo menores ou iguais a 1. Além disso sabemos

que 1 é um autovalor, pois L(V) = V. Assim 1 é o raio espectral de L. O

Lema 2.2.8. Seja L : VMRV — VMV um mapa positivo irredutivel. Se X € P, N VMV \ {0},
entio Jm((Id + L)*~1(X)) = Im(V), onde s = posto(V).

Demonstragao. Seja X € P, N VMV \ {0} entdo L(X) € P, N VM;V. Pelo Lema 2.1.7 temos que
Im(X) C Im(X + L(X)) C Im(V).

Observe que se IJm(X + L(X)) = Jm(X), como L(X) é positiva, entao IJm(L(X)) C IJm(X), pelo
Lema 2.1.7. Agora, se V' é a projegao ortogonal sobre a imagem de X, pelo Lema 2.2.3, temos que
L(V'MV") c V'MV'. Como L é irredutivel entao V =V’ e Im(X) = Jm(V).

Portanto, se Jm(X) # Jm(V) entao posto((/d + L)(X)) > posto(X). Repetindo o argumento pelo
menos s — 1 vezes, obteremos Jm((Id + L)*~1(X)) = Jm(V). O
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Capitulo 3

Variacao dos autovalores

Seja (Ag)keny uma sequéncia de matrizes de My. Se Ay converge para uma matriz A, serd que os
autovalores de Ay convergem para os autovalores de A?
A resposta é sim. A seguir demonstramos que as raizes de um polinémio dependem continuamente do

polinémio, utilizando analise complexa.

3.1 Raizes de um Polinoémio

Notagao: Denotaremos o conjunto de todas as permutagoes de {1,...,n} por S,.

Definigao 3.1.1. Sejam (x1,...,x5) € (y1,...,yn) € C™. Podemos definir a sequinte relag¢do de equi-

valéncia em C™:

(@1, Tn) ~ (Y1, ¥n) & ITESL ¢ (Tray, s Ta(n)) = (Y1, Yn)
Definigao 3.1.2. Com a relagdo de equivaléncia acima podemos definir o sequinte espago quociente:

Com =0

sym —

Em outras palavras, caso duas n-uplas difiram apenas por ordenacao, as consideraremos iguais.
Um polinémio com coeficientes complexos de grau n, possui n raizes complexas e estas podem ser
vistas como uma n-upla, que ¢é Unica de cada polinémio, exceto por ordenacao.

Seja f(2) = 2" —a12" 1+ a2 2+ ...+ (—1)"a, um polindmio ménico com raizes oy, ..., &,. Sabemos

que para todo j vale,

a; = E ailaig---aij-

1<i1 <...<i;<n

16



Definigao 3.1.3. Sejam A = (A1, ..., \n), = (1, ..., tn) € C3y,. Definimos a distancia entre \ e p

da sequinte forma:

d(, p) = min max |Aj = po ;)|

Essa métrica € chamada de “optimal matching distance”.

Teorema 3.1.4. (Teorema de Rouché - Ver referéncia [?]) Sejam f e g duas fung¢des meromorficas
em uma vizinhanga de B(a; R) e que nao possuem zeros e polos no circulo v = {z : |z —a| = R}.
Se Zy e Py sao os nimeros de zeros e polos, respectivamente, de f dentro do circulo v, contados com

multiplicidade. Se
1f(2) + 9(2)| <|f(2)| +|9(2)], V2 € v, entdo Zy — Py = Zy — Py.
Note que pelo Teorema Fundamental da Algebra a seguinte fungao é uma bijecao:

S:Cr ~— C" definida por

sym

S(a,...,an) = (a1, ...,ap), onde a; = E Qi) Qg O«
1<i1<...<i;j<n

Teorema 3.1.5. O mapa S € um homeomorfismo entre Cg,,,, e C".

Demonstragdo. Primeiramente note que S é continua, pela definicdo de Topologia Quociente. Assim
resta mostrar que S~! é continua.

Para isso mostremos que para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que, se |a; — bj| < § para todo j, entao
a “optimal matching distance”entre as rafzes dos polindmios monicos que possuem a; e b; como seus
coeficientes é menor que e.

Seja f(x) = (z — &)™ ... (z — &)™ = 2™ — a12™ P + ... + (—1)"ay, onde & # & se i # j.

Dado ¢ > 0, escolhemos circulos I';, 1 < j < k, que sao centrados em &;, raio menor que € e que nao
se interceptam. Definimos como I' a uniao desses circulos.

Portanto I" é compacto e f(z) # 0 para todo z € I'. Seja n = ;rellﬁ |f(2)]-

Como I' é compacto entao n > 0. Além disso existe um nimero positvo ¢ tal que se |aj — b;| < ¢ para
todo j e g(x) = 2" — bz" ' + ... + (—1)"b, entdo |f(z) —g(2)| <n, VzeTl.

Pelo Teorema de Rouché f e g possuem o mesmo numero de zeros dentro de cada I'j, onde os zeros
sao contados com multiplicidade.

Assim conseguimos relacionar cada raiz de f com uma raiz de g de modo que a distancia entre as
duas seja menor que €, pois estao dentro do mesmo circulo de raio menor que €. Portanto a “optimal

matching distance”entre as rédizes de f e g € menor que ¢. ]

17



A continuidade de S~™' nos diz que as raizes de um polinémio variam continuamente com os
coeficientes. Como os coeficientes do polindomio caracteristico variam continuamente com a matriz,
segue que os autovalores variam continuamente com a matriz também.

Esse resultado serd muito util na proxima secao.
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Capitulo 4

Raio espectral é um autovalor

Os préximos teoremas (Teoremas 4.1.1 e 4.1.2) s@o os resultados principais desse trabalho. Eles
mostram que todo mapa positivo atuando em VMV tem um autovetor positivo semidefinido asso-
ciado ao raio espectral. Além disso, se o mapa for irredutivel a multiplicidade geométrica do raio
espectral é 1 e a imagem do autovetor é maxima.

Terminamos esse capitulo com um lema que mostra uma maneira de descobrir se uma mapa positivo

autoadjunto com respeito ao produto interno do trago é irredutivel ou nao.

4.1 Teoremas Principais da teoria de Perron-Frobenius

Teorema 4.1.1. Seja L : VMRV — VMLV um mapa positivo irredutivel. Entdo o raio espectral p
de L é um autovalor associado a algum autovetor W € P, N VMV, tal que Im(W) = Im(V'). Além

disso, a multiplicidade geométrica de p € 1.
Demonstracgao. Seja Z ={X € P, N VM V|Im(X) = Im(V)} e defina a funcao:
f:Z —10,00, onde f(X)=sup{AeR | L(X) - \X € P}.

Denote a pseudo-inversa de B por BT. Com isso note que se B € Z, temos que BTB = BBt =V
e BtV =VBT = BT,

A seguir provaremos que f(X) é um func¢ao continua, mostrando que
(i) f(X) é o menor autovalor positivo de L(X)X™ e que

(i) X varia continuamente com X € Z.
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Como o menor autovalor positivo depende continuamente de sua matriz pelo Teorema 3.1.5 e nesse
caso a matriz é L(X)X™ que depende continuamente de X entdao f(X) depende continuamente de X.
Demonstragao de (i) :

Para todo X pertencente a Z existe um Y que também pertence a Z tal que Y2 = X.

Agora, seja V; a projec@o ortogonal sobre Jm(L(X)) e lembre-se que IJm(X) = Jm(V), pois X € Z.
Assim L(VMV) C Vi My Vi, pelo Lemma 2.2.3. Em particular L(Vy M Vi) C Vi M V;.

Como o mapa L é irredutivel, temos entao que V3 = V. Portanto L(X) € Z.

Assim temos YT e L(X) em VMV N Z.

Agora, seja o = {v1, ..., Vs, Vsi1, ..., Uy } Uma base ortonormal de C*, onde {v1,...,vs} é uma base

da Jm(V). Observe que a matriz YTL(X)Y ™ — AV na base «a satisfaz
YTLX)YT = AV = [Y7]3 [L(X)] V]S = AVIS.
Como YT, L(X),V € VMV N Z entdao Y, L(X) e V na base o tem o formato

BSXS 0 CSXS 0 IdSXS O
0 O 0 O 0 0

Assim temos que:

Idsxs 0
- ,onde R = BSB.

yrrpoyg - aviz= [0

0 0 0 0

Note que L(X) — AX > 0 é equivalente & Y TL(X)YT —AYTXY™ >0 e também que YT XY+ =V.
Como R é positiva definida e observando YT L(X)Y ™ — AV na base «, percebemos que o maior A tal
que R — Ald > 0 é o menor autovalor de R.

Como os autovalores de R = BCB sao os mesmos que de B~'BCBB = CBB entdo o maior ) tal
que YTL(X)YT — AV > 0 é o menor autovalor positivo de L(X)YTY ™ = L(X)X ™. Entao f(X) é o
menor autovalor positivo de L(X)X™.

Isso completa a demonstragao de (i).

Demonstragao de (ii):

Agora, se (Ap)02, € Z e (Ap)2, — A, onde A € Z, entdo o menor autovalor positivo de A,
||Af||5 !, converge para o menor autovalor positivo de A, ||[A*|[;!. Existe ng € N, tal que se
n > ng, entdo [|Af|[;1 > (2]|AT|]2)"'. Consequentemente, para n > ng, ||A}|l2 < 2/|AT]|2 e
1A} — ATz = [|AF (A — An) AT |2 < [JAT]2|AT|2]| An — All2 < 2[AT][3]|An — All2.

Portanto A — A™.
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Isso completa a demonstracao de (ii).

Considere agora o seguinte conjunto compacto Z' = {X € P, N VM,V : ||X||2 = 1}. Pelo lema
2.2.8, (Id+ L)*~Y(Z') ¢ um subconjunto compacto de Z. Portanto fl(tas+1)s—1(z») atinge um méximo
p em algum ponto W € (Id + L)*"1(Z') C Z. Como f(W) = p, temos que L(W) — p(W) € P.
Suponhamos que L(W) — pW # 0, entdo pelo lema 2.2.8 temos que (Id+ L)*~1(L(W) — pW) possui a

mesma imagem de V. Portanto f((Id + L)S*]L(HI}{/VH2 )) > p = f(W), o que é uma contradicao. Entao
LW)=pW, W e P,NVMV e Jm(W) =3Jm(V). Para completar a prova, precisamos mostrar que
p € um autovalor com multiplicidade geométrica 1.

Para isso considere o mapa

L: VMgV — VMV, definido por Ly (X) = LM*L(MXM)M*, onde M € Z e M? = W.

Note que L; é um mapa positivo e também que L1 (V) = V. Observemos que se A é um autovetor
de L associado a um autovalor o, entao MTAM™ é um autovetor de L; associado a %.
Pelo lema 2.2.7 temos que |%| < 1. Consequentemente |a| < p e o raio espectral de L é p.
Assuma que Wy € VMV é um autovetor hermitiano de L associado ao autovalor p. Pelo lema 2.2.2,
se Wa e W sao linearmente independentes, entao existe 1 € R nao nulo, tal que W — uWs € Py e dim
Im(W — puWs) < dim Jm(W)=Jm(V).
Portanto L(V'MV') € V'MV’, onde V' é a projegao ortogonal sobre Jm(W — uWs), o que é uma
contradicao pela irredutibilidade de L.
Concluimos assim que todo autovetor hermitiano de L associado a p deve ser multiplo de W. Como L
preserva a Hermiticidade (Lema 2.1.6) e p > 0, entao todo autovetor de L associado a p é combinacao

linear de autovetores hermitianos de L associados a p, entao a multiplicidade geométrica de p é 1. [

Teorema 4.1.2. Seja L : VMV — VMLV um mapa positivo. O raio espectral p de L € um autovalor
associado a algum Z € P, "V M,V .

Demonstragao. Considere inicialmente a sequéncia de mapas positivos irredutiveis L, : VMLV —
VM,V definida por L,(X) = L(X) + Ltr(XV)V, que converge para L : VMV — VMV,

Se X € P, N VMV \ {0}, entao tr(XV) = tr(X) # 0. Com isso temos que Jm(L,)(X) = IJm(V).
Entao L,, é irredutivel.

Seja Z, € P, N VMV o tnico autovetor de L, associado ao raio espectral p, satisfazendo que
1 Znll2 = 1.

Perceba que {X € P, NV M,V : || X||2 =1} é um conjunto compacto, assim existe uma subsequéncia

(Zn,,)ken que converge para algum Z € {X € P, N VM,V : || X]||]2 = 1}.
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Como o raio espectral varia continuamente junto a matriz, temos entao que limy_o pn, = p, onde p

é o raio espectral de L. Portanto, L(Z) = limg_c0 L, (Zn,) = liMg—y00 P Zn, = pZ. O

Determinar a irredutibilidade de um mapa positivo nao costumar ser uma tarefa facil. Entretanto
se o mapa for autoadjunto com respeito ao produto interno do traco entéo ela pode ser realizada com

o seguinte resultado.

Lema 4.1.3. Seja L : VMRV — VMV um mapa positivo autoadjunto. Entdo L € irredutivel se, e
somente se, o maior autovalor tem multiplicidade 1 com respeito a wm autovetor v € P, NV MV, tal

que Jm(y) = Im(V).

Demonstragdo. (=) Como L é autoadjunto, temos que seus autovalores sdo ndmeros reais. Além
disso, como L é um mapa positivo, pelo Teorema 4.1.2, entao o seu raio espectral A é um autovalor e
seu autovetor associado é uma matriz hermitiana positiva semidefinida. Portanto, o raio espectral é o
maior autovalor de L.

Como ele é irredutivel sua multiplicidade é 1 e o autovetor associado tem imagem igual a imagem de
V pelo Teorema 4.1.1.

(<) Para a volta, se L(ViMiVi) C ViMVi,Im(Vi) C Jm(V), entdo, pelo Teorema 4.1.2, existe
~' € P, N Vi M Vy, onde 7/ é um autovetor de L.

Se Jm(V1) # Jm(V), entdo IJm(y") # IJm(~) e o conjunto {+',v} é L.I.

Como a multiplicidade do maior autovalor é 1, temos que ' é associado a um autovalor diferente do
raio espectral. Como L é autoadjunta temos que 7' e y sdo ortogonais com respeito ao produto interno
do trago.

No entanto temos uma contradigao, ja que 7',y € P, N VM,V e Jm(y) C Im(Vy) C Im(V) = Tm(y),
assim nao podem ser ortogonais.

Logo nossa suposi¢ao de que Jm(V;) # Jm(V) é falsa. Assim temos que Jm(V;) = Im(V), V3 =V e

também que L é irredutivel. O
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Capitulo 5

Propriedade de Decomposicao e Mapas

Completamente Redutiveis

Depois de estudar mapas irredutiveis, o préximo passo é estudar mapas que sao soma direta de
irredutiveis. Chamamos esses mapas de completamente redutiveis.
O Lema 4.1.3 do capitulo anterior, mostra uma maneira de determinar quando um mapa positivo
autoadjunto é irredutivel ou ndo. A propriedade que ele deve possuir vem da teoria de Perron-
Frobenius.
Nesse ultimo capitulo mostramos uma propriedade que também vem da teoria de Perron-Frobenius
que é equivalente a ser completamente redutivel para mapas autoadjuntos (Teorema 5.1.1). Chamamos
essa propriedade de propriedade de decomposicgao.
Por fim mostramos uma maneira indireta de construir mapas completamente redutiveis utilizando essa
propriedade de decomposigao. Essa maneira foi descoberta em [2] e serve para reduzir o problema da

separabilidade dos estados quanticos a um caso particular. Nao veremos essa aplicacao aqui.

Definicao 5.0.1. Um mapa positivo L : VMV — VMLV € chamado de completamente redutivel,
se existirem projecoes ortogonais Vi, ...,Vy € My tais que V;V; = 0 se i # j, V;V = V;, VMV =
VIMVI & ..o VMV, ®R, RLVIM VI & ... VoM. Vs e

1. L(V;MV;) C V;M}V;, para todo i € {1, ..., s}
2. Lly g,y € irredutivel.
3. Ll =0.

Definicao 5.0.2. Seja L : VM,V — VMLV um mapa positivo autoadjunto. Nés dizemos que L tem
a propriedade de decomposi¢ao se para todo v € Py NV MV tal que L(y) = Ay, A>0e Vi € My, é a
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projecdo ortogonal sobre Jm(vy), entdo L|p =0, onde R = (V — Vi) MVi @ ViM(V — Vi). Note que
R € o complemento ortogonal de ViMpVy & (V — Vi) Mi(V — Vi) em VMV .

Lema 5.0.3. Seja L : VMV — VMLV um mapa positivo autoadjunto com a propriedade de de-
composicdo. Seja V'MV' C VMV, tal que L(V'MyV') C V'MV', entdo L|y.p o também tem a

propriedade de decomposicao.

Demonstracao. Seja v € P, NV MV’ tal que L(y) = Ay, A > 0, ele existe pelo Teorema 4.1.2.
Como L : VM,V — VM,V tem a propriedade de decomposicao, entdo L|, = 0, onde R = (V —
Vi) MVi & ViM(V — Vi) e Vi € My é a projecao ortogonal tal que Jm(V;) = Jm(y). Note que
IJm(Vy) = Jm(y) € Im(V') C Tm(V).

Considere R' = (V! — Vi) MVi @ Vi My (V' — V1), Além disso, como (V' — V)M Vy = (V — V) (V' —
Vi) MVi € (V= V)M Vi e VIM(V! = Vi) = VIM (V! = Vi) (V = V1) C ViMi(V — Vi), entdao R' C R
e L|p = 0. Portanto, L : V' MV' — V' MV’ tem a propriedade de decomposicao. O

5.1 Equivaléncia entre a propriedade de decomposicao e a reducibi-

lidade completa

Teorema 5.1.1. Se L : VMV — VM,V é um mapa positivo autoadjunto. Entdo L tem a propriedade

de decomposicio se, e somente se, L € completamente redutivel.

Demonstragao. (=) Primeiro suponhamos que L tem a propriedade de decomposigao. Vamos provar
que L é completamente redutivel por inducao no posto de V. Se o posto(V') = 1, entao dim(V M V) =
1 e L éirredutivel em VM, V. Portanto L é completamente redutivel por definigdo. Assumimos entéo
que posto(V) > 1.

Como L é um mapa positivo, entao pelo Teorema 4.1.2, o conjunto S = {y|y € Po N VM V,~ #
0, L(y) = Ay, A > 0} é ndo vazio. Seja vy € S tal que posto(y) = min{posto(v’)| v' € S}.

Pelo Coroldrio 2.2.4, L(ViMgV1) C V1M Vi, onde Vi é a projecao ortogonal sobre a Jm(v). Se L|y; us,14
nao é irredutivel, entao existe V{ MV} C V4 M V; com posto(VY) < posto(Vi) e L(V{ M V() C V] My VY.
Pelo Teorema 4.1.2, existe 6 € P, N VM V] \ {0} tal que L(§) = ud, u > 0. No entanto, posto(d) <
posto(V{) < posto(Vi) = posto(y). Isso contradiz a escolha de 7. Portanto Ll ys, 1, € irredutivel.

Se posto(V1) = posto(V), entdao Vi = V e L]VMkV é irredutivel. Portanto, L : VM,V — VM,V é
completamente redutivel por definigao.

Suponhamos entao que posto(V;) < posto(V). Como L(ViMipVi) C ViMiVi e L é autoadjunto,
entdao L((ViMpV1)*Y) € (ViMpVi)*. Portanto, tr(L(V — V4)V4) = 0. Como L(V — V;) e Vj sdo

positivas semidefinidas, temos entao que Jm(L(V —V;)) C Jm(V — V). Assim, pelo lema 2.2.3, temos

24



LV = V1) M(V = V1)) C (V = V1) Mp(V = W1).

Notemos que L|(V—V1) My (V—V1) ¢ um mapa positivo autoadjunto com a propriedade de decomposicao,
pelo lema 5.0.3. Como posto(V — V}) < posto(V), pela indu¢ao no posto, entao L‘(val)Mk(val) é
completamente redutivel.

Portanto, existem projecoes ortogonais Va,...,Vy € My, satisfazendo V;V; = 0 (Vi,j € {2,...,s} e
i #3), (V=VI)M(V =Vi) = VaM,Vo ® ... ® ViM, Vs @ R. Com R L VaM,Va @ ... © Vo M}V,
L(V;MyVi) C ViMy Vi, Ll oy, v, € irredutivel parai € {2,...,s} e L[z = 0.

Como L(vy) = Ay, onde Im(y) = Im(Vy) e L : VMV — VMV tem a propriedade de decomposi¢ao

entao
o VMV =ViMyVi & (V — Vi)My(V — Vi) ® R,
o« RLVIMAV: & (V — VI)My(V — Vi) e
o L|=0.
Isso implica que VM,V = ViMpVi & (V - Vi) M (V —-V1) @ R =

=ViMVi @ Va1 Vo & ... @ Vi MV, @ RO R

Note que

ViV; =0 para i # j,

ViV =V;, pois ViMV; C VMLV,

Ly, myv; € irredutivel parar todo i,

R®R L ViMVi ® VaMVo @ ... ® Vo M, Vs,

L’REBR =0.

Assim, L é completamente redutivel. Isso completa a demonstracdo de que a propriedade de
decomposicao implica na completa reducibilidade do mapa autoadjunto L.
(<) Agora assumiremos que L é completamente redutivel. Portanto existem projecoes ortogonais
Vi,.... Vs € My, tais que V;V; = 0se i # j, ViV = V;,, VMV = ViMpVi & ... @ VM,V @ R,
R1IVIMVI®...® VsMVse

o L(V;MV;) C V;MV;, para todo i € {1, ..., s}

o Ll . € irredutivel.
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° L|REO.

Seja L(Y) =M/, A>0e~ € PB.NVMV. Seja V' € My, a projecao ortogonal sobre a Jm(y').
Pelo Lema 2.2.3, temos que L(V'M V') C V' M V'.
Observemos que 7' =] + ... + 7%, onde 7, € V; M V;.
Agora, como Jm(v]) C IJm(V;) e Im(V;) L Im(V}), para i # j, entdo cada 7, € P.
Como cada V; M V; é um subespaco deixado invariante por L, entdo concluimos que L(7]) = \v,.
Note que existe ¢ tal que v} # 0. Assumimos sem perda de generalidade, v/ =~} + ... + 7}, e 7 # 0,
paral <7< m < s.
Perceba que se para algum i € {1,...,m}, Jm(v;) # Im(V;), entdo LIy, . ndo é irredutivel, pelo
Corolério 2.2.4, o que é uma contradi¢do. Portanto, Jm(v)) = Jm(V;) paral <i<meVi+..+V, =
%8
Além disso, VMV = V' M V' (V -V )M(V-V')® R, onde R' = (V -V \M,V' @ V' M(V -V").
Perceba que R’ L V'MV' @ (V = V') Mp(V —V').
Visto que Vi MpVi @ ... ® Vi, M Vi, C V' MRV’ e Vi a Mg Vi1 @ ... ® ViM Vy € (V = V)Y M(V = V'),
portanto R L ViMpVi @ ... & VsMVs e R© C R. Portanto L|, = 0 e L tem a propriedade de
decomposicao pela definicao 5.0.2.

Isso termina a demonstragao do Teorema. O

5.2 Propriedade PPT implica na reducibilidade completa

Nessa se¢gdo mostramos que a propriedade PPT (Ver Definigao 5.2.1) para uma matriz em My,
da origem a um mapa positivo completamente redutivel (Ver Teorema 5.2.4) . Essa é uma maneira
indireta de construir mapas positivos completamente redutiveis.

Aqui estamos identificando o produto tensorial My ® M,, com Mj,, através do produto de Kro-

necker.

Definigao 5.2.1. Seja A = "' | B ® C; € My ® My, = My, wma matriz hermitiana positiva
semidefinida. Nos dizemos que A € positiva sobre transposicdo parcial ou simplesmente PPT, se

A2 = Id® ()'(A) = Y1 B; ® C! € hermitiana positiva semidefinida.

Definicao 5.2.2. Seja A = 2?21 B, ®C; € M ® M,, = Mp,, uma matriz hermitiana positiva
semidefinida. Defina as transformacoes lineares Ga : My — My, por Ga(X) = >.°  tr(B;X)C; e
Fy: My, = My, por Fo(X) = > Bitr(C; X).
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Lema 5.2.3. Seja A € My ® M,, = My, wma matriz hermitiana positiva semidefinida. As trans-
formacgoes lineares G4 : My — M,, e Fa : M,, — M; definidas acima sao adjuntas com respeito o

produto interno do traco e também sao mapas positivos.

Demonstragao. Sejam X € My e Y € M, matrizes hermitianas positivas semidefinidas.

Note que tr(A(X ®Y)) > 0, pois A e X ® Y sdo positivas semidefinidas (o produto de Kronecker de
matrizes hermitianas positivas semidefinidas também é hermitiana positiva semidefinida).

Se A=3"" ,Bi®@Cientao tr(AX ®@Y)) =tr(3};, BX @ CY) =" tr(B;X)tr(C;Y).

Agora, por um lado temos que tr(A(X ®Y)) = tr(> i, tr(B;X)C;Y) = tr(Ga(X)Y) e por outro
lado temos tr(A(X ®Y)) =tr(> 1, tr(C;Y)B;X) = tr(XFa(Y)).

Portanto tr(Ga(X)Y) > 0 e tr(XFa(Y)) > 0, para todas X,Y hermitianas positivas semidefinidas.
Isso significa que G4 e F'4 sao mapas positivos.

Agora sejam Z € M e W € M, matrizes quaisquer e considere novamente a igualdade

tr(Ga(Z)W*) = tr(ZFa(W™)).

Como Fa(W*) = Fa(W)*, pelo Lema 2.1.6, entao tr(Ga(Z)W*) = tr(ZFa(W)*), ou seja, G =
Fyu. 0

Teorema 5.2.4. Seja A € My, @ M, = My,,, A € Py,,. Se A é PPT entao Fao G4 : My — M, é

completamente redutivel.

Demonstragao. Seja vy € Py tal que FA(Ga(y)) = Ay, v > 0. Seja V4 € My, a projecao ortogonal sobre

Jm(y). Seja Wi € M, a projecao ortogonal sobre IJm(G 4(7)).

Temos que G4 (ViMpVy) € WiM,, W1 e Fa(W1M,,W1) C Vi MV, pelo Lema 2.2.3. Se V, =
Id—VieWy=1Id—Wyentdao A=37. (Vi@ W)AV,®W,).
Note que tr(A(V1 @ Wa)) =tr(Ga(Vi)Wa2) =0 e tr(A(Vo @ Wy)) = tr(VaF4(W1)) = 0.
Portanto A(V; @ Wa) = (V1 @ Wa)A = A(Va@ W;) = (Vo @ W1)A =0, jd que A, V1 @ Wa e Vo @ W)
sao hermitianas positivas semidefinidas. Assim A = Z?J(Vz Q@ Wi)A(V; @ W),
Agora observe que, 0 = (A(V1 ® Wa))2 = (Id @ Wi)A2(Vi ® 1d) e tr((Id @ Wi)A2(V; ® 1d)) =
tr(A2(Vy @ Wi)) = 0. Como A é PPT, entdo A" ¢ positiva semidefinida e A2(V; @ Wi) = (11 ®
W{) A" = 0. Analogamente, obtemos A% (Vo @ W) = (Vo @ W{)A2 = 0.
Portanto, A" = 372 (V; @ WHAR(V; @ W) e A = Y7 (Vi @ WHAR(V; @ W}). Assim A =
(Vi@ W) A(V; © ).
Note também que se X € R = Vi M Vo @ VoM Vi, que é complemento ortogonal de V3 My Vi @ VoM Vs
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em My, entdo Ga4(X) =0e Fa0Galp =0. Portanto, F4 0G4 é um mapa positivo autoadjunto, pelo
Lema 5.2.3, e possui a propriedade de decomposicao. Portanto pelo Teorema 5.1.1 temos que Fq4 0G4

é completamente redutivel. ]
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Lista de Simbolos

C* - O conjunto de vetores colunas com k entradas complexas.

Mj, - O conjunto das matrizes com entradas complexas de ordem k.

Py - O conjunto de matrizes hermitianas positivas semidefinidas de ordem k.

X ®Y - O Produto de Kronecker das matrizes X,Y .

C" ® C™ - O produto tensorial entre os espagos C" e C™.

M, ® M,, - O produto tensorial entre os espacos M, e M,,.

Id - A matriz identidade.

VMW - O conjunto {VXW|X € M}, onde V,W € M}, sdo projecoes ortogonais.

tr(X) - O traco de uma matriz X.

X! - A transposta de uma matriz X.

X - A matriz cujas entradas sdo o conjugado complexo das entradas da matriz X.

X* - A conjugada transposta da matriz X, i.e., X* = X’

(X,Y) - O produto interno de matrizes quadradas X,Y, i.e., tr(XY™).

Jm(X) - A imagem da matriz X.

Nuc(X) - O ntcleo da matriz X.

T : WM,,W — VM,V - O mapa adjunto de T': VMV — WM, W com respeito a (X,Y).
[|X||2 - A norma espectral da matriz X € Mj.

XT - A pseudo-inversa da matriz X.

R' @ R - A soma direta dos espacos R, R.

R’ 1 R - A ortogonalidade de dois subespacos de M}, com respeito a (X,Y).

R+ - O complemento ortogonal do subespaco R.

L\R - A restricao do mapa L : VMV — VM,V para R C VM,V.

Fy: My, — My, - O mapa Fa(X) =>""  tr(B;X)A;,onde A=Y, A ® B; € M @ Mp,.
Ga: My — My, - O mapa G4(X) =>7" tr(A4;X)B;,onde A=5Y"  A; ® B; € My, @ Mp,.
x! - A transposicao do vetor coluna z* € CF.

Z - O vetor coluna cujas entradas sao as complexas conjugadas das entradas de .
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(z,y) - O produto interno usual de vetores colunas z,y € C*, i.e., (x,y) = x'7.
A" - A transposi¢ao parcial de A =>"" | A; ® B; € M}, @ M, ie., A2 =" | A, ® Bl
det(X) - O determinante da matriz X.

30



Referéncias Bibliograficas

Bhatia, R.; Positive definite matrices, Princeton university press, 2009.

Cariello, D., Completely Reducible Maps in Quantum Information Theory, IEEE Transactions on
Information Theory 62 (2016), no. 4, 1721-1732.

Conway, J. B.; Functions of one complex variable, Graduate Texts in Math, 1978.

Evans, D. E.; Hgegh-Krohn, R. , Spectral Properties of Positive Maps on C*-Algebras, Journal of
the London Mathematical Society, v. 2, n. 2, p. 345-355, 1978.

Gihne, O.; Téth, G. , Entanglement detection, Physics Reports, v. 474, n. 1-6, p. 1-75, 2009.
Meyer, C.D., Matriz Analysis and applied linear algebra(vol. 2) Siam 2000.

Schaefer, H.H., Topological Vector Spaces, Vol. 3, Springer-Verlag, 1999, New York.

31



