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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho um novo método para a determinagio
simultinea da condutividade térmica, k, e da difusividade térmica, «, de
materiais n#do metalicos, usando-se somente dados experimentais
provenientes de uma face de acesso. A estimagio de a baseia-se na
adogio de um modelo térmico unidimensional de um meio submetido a
um fluxo de calor transiente na superficie frontal e isolado na superficie
oposta. Os mesmos dados experimentais das evolugdes de fluxo de calor
e temperatura na superficie frontal sdo usados para a obtencdo de k.
Nesse caso, o modelo térmico usado ¢ o de um meio semi-infinito
submetido a uma historia de fluxo de calor em sua superficie de acesso.
Para isso, estima-se também, um pardmetro definido como efusividade
térmica (bzx/g/k). Observa-se que a técnica proposta usa, como método
de calculo das propriedades térmicas, a técnica de estimagio de
parimetros nos dominios do tempo « e da freqiiéncia b. No dominio do
tempo, minimiza-se as diferen¢as das temperaturas experimentais e
teoricas na superficie do meio para a estimacido de a. No dominio da
freqiiéncia, estima-se b a partir da minimizagdo dos valores
experimentais e teoricos de uma fungfo, definida como a razdo entre as
evolugdes do fluxo de calor e das temperaturas superficiais,'denomin_ada
impedancia de entrada, Zp,. Salienta-se que os dados experimentais
foram simulados numericamente. As evolug¢des de temperatura na
superficie frontal foram calculadas a partir de solug¢des analiticas dos
modelos térmicos e da adigdo de erros aleatorios. Esses erros estdo
situados na faixa de incerteza de medi¢do de temperatura usando-se
termopares. Apresenta-se também uma analise das fontes de erro e das

incertezas da técnica experimental.

PALAVRAS-CHAVE: Estimagao de Parametros, Medigdo de Propriedades

Térmicas, Conducdo de Calor, Técnicas Experimentais.



ABSTRACT

A new method for simultaneous determination of thermal
conductivity, &, and diffusivity, a of the non-metalic materials is
presented. The use of experimental data from only one surface access
is the main novelty of the technique. For the thermal diffusivity
estimation an one-dimensional thermal model is used. A heat flux
history is imposed at the frontal surface of a sample while the other
surface is isolated. The same experimental data are used to thermal
conductivity determination. However, at this case, the heat flux and
temperature evolution at the frontal surface are used in a semi-infinite
thermal model. In this sense, the thermal effusivity (bzw/;/k) is also
estimated. It can be observed that the thecnique proposed uses the
parameter estimation thecnique in the time and the frequency domain.
In the time domain, the minimum square is used at the experimental
and thepretical temperatures to the thermal diffusivity estimation. In
the frequency, the input impedance, Z,,, a ratio of heat flux and
temperature evolution is, then, defined. The difference between
experimental and theoretical values of Z, is minimized for the thermal
effusivity estimation. It should be observed that the experimental data
have been numerically simulated. The temperature evolution are
calculated from the analytical thermal model solution and from the
random error summation. These random errors are located at a range
of uncertainty  of temperature measurements  error using
thermocouples. At the end, is also presented an error and uncertainty

!

analyses of the technique.

KEYWORDS: Parameter Estimation, Heat Conduction, Experimental

Techniques, Thermal Properties Measurements.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

A medi¢do de propriedades térmicas em meios ja construidos
apresenta varios aspectos interessantes do ponto de vista do
desenvolvimento de técnicas experimentais. Pode-se observar, nesse
caso, que O requisito basico deve ser a caracteristica n3o destrutiva do
método. Em outras palavras qualquer inser¢do de sensores de medicéo
devem ser evitadas. Outra caracteristica importante reside no proprio
acesso as superficies do meio. Nesse sentido, a maioria dos meios
existentes (e.g., edifica¢gdes), tem normalmente apenas uma superficie
de trabalho. Ou seja apenas uma superficie onde se deve submeter a
excitagdo térmica para o estabelecimento do problema térmico e, ainda,
serem feitas as aquisi¢des dos dados experimentais. E no contexto
destas particularidades ou restrigdes que esse trabalho se insere. Assim
justifica-se o estudo e o desenvolvimento de métodos capazes de
determinar paréme_tros em materiais ndo metalicos no dominio da
freqiéncia in situ. Ou seja o dominio de uma técnica transiente que
obtenha propriedades térmicas aplicadas em campo com caracteristicas
ndo destrutivas é o nosso grande objetivo.

Como na maioria das técnicas experimentais um modelo tedrico

que possa ser simulado experimentalmente deve ser proposto. Nesse



caso, devido as grandes espessuras dos meios investigados (meios ja
construidos), algumas hipoteses surgem naturalmente: i) meio
semi-infinito, ii) meio finito, com espessura L e temperatura constante
na face oposta ao acesso (imposi¢io de excitagdo térmica), iii) meio
finito, com espessura L e isolado na face oposta ao acesso. A
investigacdo dessas hipdteses juntamente com o desenvolvimento de
metodologias de estimag¢do das propriedades térmicas como
condutividade térmica £ e difusividade térmica «, sdo a base desse
trabalho. O modelo finito (hipdteses ii e iii) inicialmente proposto por
Guimardes (1993), para estimagdo de ¥ e a foi o primeiro a ser
simulado.

O método proposto por Guimardes (1993), tem como
caracteristica principal a estimagio das propriedades no chamado
dominio da freqiiéncia. Para isso uma fung¢io complexa impedincia
generalizada é definida usando-se valores de fluxo e temperatura das
duas superficies da amostra. A fase e o modulo dessa fungio sdo
responsaveis pela separagdo e estima¢do independente de &k e a.
Entretanto, o uso de somente valores medidos de temperatura e fluxo de
uma face da amostra ndo alcanga o ﬁxesmo sucesso. Todavia, uma

propriedade “nova” chamada efusividade térmica, b, definida como

(\/-(;/k), pode ser estimada, com alguma facilidade. A possibilidade de se

determinar esta propriedade, e a busca de um outro método para a

obtengdo de condutividade térmica ou difusividade térmica no dominio



do tempo com apenas uma face de acesso foi o segundo caminho a ser
seguido.

Cabe salientar que ndo existe nenhum método transiente
normalizado para a obtencdo da condutividade térmica e da difusividade
térmica, sendo esse trabalho mais wuma contribuigdio para o
aperfeicoamento dessas técnicas. Além disso, a implementagio, o
~desenvolvimento e a solidificagdo desse método de medigdo ¢é
importante ndo s6 do ponto de vista da medigdo de propriedades em si
como procura suprir, em parte, a caréncia de técnicas experimentais em
laboratorios capazes da identificagdo de materiais em campo.

Inicia-se este trabalho com a apresentagio, de uma revisdo das
técnicas de determinagcdo de trés propriedades térmicas: condutividade
térmica k, difusividade térmica o e efusividade térmica b (Capitulo 2).
A revisio baseia-se especialmente nas técnicas transientes mais recentes
de obtengdo de propriedades como estimagido de parimetros. A seguir
no Capitulo 3, sdo apresentadas duas investiga¢gdes partindo-se das
hipoteses de fluxo de calor nulo e temperatura constante e igual a
inicial, ambas na superficie oposta, em uma amostra de polythene, a
partir do modelo teoérico apresentado por Guimardes (1993). Busca-se
estimar as propriedades a partir da identificacdo da fungido resposta em
freqiiéncia do sistema em suas formas experimentais e tedricas. Faz-se
uma simula¢do para obtengdo do sinal de saida no sistema, adquirido
através das condig¢des de contorno na superficie frontal de uma amostra

de polythene com isolamento em x = L (Apéndices I, IIl e IV).



O Capitulo 4, apresenta o método de obtengdo de &, estimagdes
de b no dominio da freqiiéncia e @ no dominio do tempo com apenas
uma face de acesso. Nesse método desenvolve-se em primeiro lugar o
modelo térmico para a determinag¢io de b, modelo este com a
temperatura constante e igual a inicial na superficie oposta (amostra
semi-infinita). A obten¢do de b, se da a partir da identificaciio e
minimiza¢do do médulo da fungdo resposta em freqiiéncia do sistema em
suas formas experimental e calculada. Em segundo lugar ¢ desenvolvido
outro modelo térmico para a estimacdo de a, onde had um isolamento na
superficie em x = L. Faz-se a determinag¢do desta propriedade através da
minimiza¢gdo em relagdo a diferenca das temperaturas tedrica e
experimental simulada (Apéndices I, III e IV), na superficie frontal da
amostra de polythene com espessura L = 50 mm. A determinagio destas
duas propriedades e consequentemente a obtencdo de k, foram feitas
utilizando as mesmas curvas de temperatura ¢ fluxo de calor.

O Capitulo 5, apresenta uma analise qualitativa da sensibilidade e
incertezas, para a estimag¢do de b, uma vez que dois modelos térmicos
diferentes sdo usados para a estimagdo das propriedades. Além da
analise dos erros inerentes a cada modelo, apresenta-se também a
influéncia da incerteza de b, na estimagdo de a.

Conclui-se o trabalho com algumas sugestdes para o seu

prosseguimento no Capitulo 6.



CAPITULO 2

TECNICAS TRANSIENTES - REVISAO DA BIBLIOGRAFIA

Nesse capitulo mostrar-se-4 algumas técnicas transientes para
estimagdo de propriedades térmicas como a condutividade térmica &,
difusividade térmica «a e efusividade térmica, \/&'/k. Observa-se que
para se determinar propriedades térmicas é necessario um modelo
tedrico, cuja a fungdo é estabelecer e identificar um campo térmico na
amostra ou meio investigado. Determina-se assim as propriedades
térmicas, através da compara¢io de dados experimentais com os dados
teoricos do modelo. Para a definigdio do método utilizado devem ser
conhecidos a localiza¢do da fonte de calor e a localizagdo dos sensores,
e.g, temperatura ou fluxo de calor medidas e calculadas, bem como o
procedimento de calculo dessas propriedades. Faz-se nesse capitulo uma
breve revisdo bibliografica onde se apresenta técnicas transientes de
gstimaqio de propriedades térmicas no dominio do tempo e no dominio
da frequéncia. Apresenta-se, a seguir, métodos para a obtencio
simultinea de ¥ e @ nos dominios do tempo e da freqiiéncia. Conclui-se
o capitulo apresentando técnicas da estimagio da efusividade térmica,

sendo duas no tempo e uma na freqiéncia.



2.1 - Estimacédo de k e a no Dominio do Tempo

A técnica de estimagdo de pardmetros é um procedimento
iterativo que busca determinar os parimetros envolvidos na modelagem
de algum fendmeno fisico. Obtém-se os pardmetros através da
minimiza¢do da diferenga entre uma grandeza medida e o seu valor
teérico calculado. A minimizagdo é feita em relagio aos pardmetros
estimados. Beck & Arnold (1977) obtém £ ¢ a minimizando a diferenca
entre as temperaturas medidas e calculadas nas superficies e/ou no
interior da amostra, descrita pela solug¢do do problema térmico. Uma
aplicacdo desse método foi apresentada por Guimardes (1990). Nesse
caso, o modelo, fisico inicialmente a uma temperatura de equilibrio, foi
submetido a evolug¢do de fluxo de calor em ambas as superficies. Fez-se
a minimizagdo em relacdo a diferenca das temperaturas teorica e
experimental nas superficies.

Também utilizando dados de temperatura e fluxo de calor
variaveis, medidos simultaneamente, Moreno & Trevisan (1994)
apresentam duas técnicas para a determinagio das propriedades térmicas
a e k no dominio do tempo: uma técnica de convolugio e uma técnica
chamada de deconvolugdo.

O modelo teoérico estudado considera a conducgiio de calor
unidimensional em um material homogéneo e isotrépico de propriedades
constantes e submetido as seguintes condi¢gdes de contorno: temperatura

na superficie x = L mantida constante e igual a inicial, histérico de



temperatura ¢ de fluxo de calor conhecidos em x = 0, tendo como
condigdo temperatura inicial homogénea e estabilizada em todo corpo da

amostra.

Na técnica da convolugdo o método baseia-se na aplicagio do
principio de Duhamel (Odeh & Jones, 1965) e na linearizagio da
integral da convolugdo (Kuchuk & Ayestaran, 1985), ou seja

. %

HR(t*nH): ‘2 J‘;H%*(T)'iv‘/*—(t;tﬂ - T)dT (2.1)

i=0 ¥ dt

onde 9, (:*) € a resposta adimensional em temperatura ao fluxo de calor
., * ’ .
variavel, ¢; ¢é o fluxo de calor constante em cada subintervalo de

* . . . . * .
tempo, ¢ é o intervalo de tempo adimensional e y é a solugio para a
problema térmico com fluxo de calor constante e unitario em x = 0 para

pequeno intervalo de tempo, definida por

w*(t*)=—J2-;—\/F (2.2)

Assim, substituindo-se a Equagdo (2.2) na Equagio (2.1) e

resolvendo-se em sua forma dimensional, obtém-se

g(tn+1)=-12(—%f(tn+1) (2.3)
sendo
Tn =T
#ln) = B, (2.4)
n-1 o
REDY (1—“1—"—) (tns1 - 1) (2.5)
i=0 qn+1

onde g(tn+1) corresponde a temperatura modificada, enquanto f(tn+1) é

uma modificagdo da temperatura para a variavel tempo, em condi¢Ses



transitorias de teste. Um grafico de g(t,+1) por f(t,1) apresenta uma

reta de inclinagio

5= 24a
k7 (2.6)
podendo fJ ser achado ajustando-se este grafico pelos minimos

quadrados. A difusividade térmica pode ‘entdo ser obtida da

Equagédo (2.4) como
_(8.%)?
a=5 k) (2.7)

Observa-se que para determinar a na Equac¢io (2.7) é necessario
conhecer-se previamente k. Porém, se condi¢gdes permanentes de fluxo
de calor forem atingidas, a condutividade térmica pode ser calculada
pela seguinte expressdo:

(Tg = T )N(1y) (2.8)

onde L é o comprimento da amostra, 7p é a temperaturaemx =z, T & a
> 4

temperatura inicial em £, =0, g ¢ o fluxo de calor variavel e ¢, o

tempo de teste.

Quando se deseja determinar a fquﬁo unitaria z//* a partir dos
dados de temperatura e fluxo de calor varidveis medidos
simultaneamente o procedimento ¢ chamado de deconvolugio. Nesse

caso Trevisan & Moreno obtiveram k a partir de

k= (2.9)



para tempos suficientemente longos t:>2,5, j& para condigdes

s *
transitorias, 1, > 0,25 tem-se que:

z//*(t*)zjz—;\/t'* (2.10)

e através da forma dimensional pode-se determinar a por

2
a
) {V/(‘thmlm) 'k} -
= — 2.1
In+1/2 4 ( 1)

2.2 - Estimacao de k e a no Dominio da Freqiiéncia

Guimardes et al (1995), através ldo método de estimagio de
parimetros no dominio da freqiéncia, determinaram simultaneamente a
condutividade térmica e a difusividade térmica de um so6lido nio
condutor. O método baseia-se no principio de um sistema dindmico tipo
entrada/saida. O problema da difusdo de calor estabelecido, a partir da
imposicdo de um fluxo de calor na superficie frontal da amostra, foi

abordado pelo modelo tedrico equivalente apresentado a seguir.

¢, l Lo enﬂfda

L Xl amostra sistema
0.0 N |

@ ®) saida

Figura 2.1 - (a) Modelo térmico (b) Sistema dindmico
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Na Figura 2.1(a) ¢; e I sdo respectivamente o fluxo de calor e a
temperatura na superficie em x =0, ¢, e T, sdo respectivamente o

fluxo de calor e a temperatura em x = L e L é a espessura da amostra. O

problema térmico da Figura 2.1(a) pode ser dado pela equagio da

difusido

%0 1

ol @ ot (2.12)
com as suas respectivas condi¢gdes de contorno

6(0,1) = 6,(2) (2.13)

o(L.1) = 6, (1) (2.14)

¢(0,t)=—k—j—0; » = ¢1(7) (2.15)

ALt =2 0 (2.16)
e condigdo inicial

ox0)=0 (2.17)
onde 6 ¢ definida como

0="T-T, (2.18)

Fazendo a transformada de Laplace nas Eqs.(2.12 a 2.18) obtém-se a

solugdo na forma matricial

® | [P -0 |0 .
Oy | [-R P | ¥y (2.19)

onde@l(O,p), @2(L,p) sdo respectivamente a transformada de Laplace
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de 81(0,7), 85(L,7) e ®,(0,p), ®2(L,p) sdo respectivamente a transformada

de Laplace de ¢;(0,¢) e ¢(L.f), sendo

P=cosh[(W)xL] (2.20)
0= {(k p/a)—lj] X senh[(J}/_a) X L] (2.21)
Rz(k p/a)xsenh[(Jp—/E)XL] (2.22)

A partir da definigdo de um sistema dindmico com um sinal de
entrada do tlp() Z¢:¢I+¢2=‘—X(t) e de saida dO tlpO A6:01—92=Y(t),

obtém-se da Equagdo (2.19) a fungio

Z(P)=§2=1+QP=§,(((5)) (2.23)
ou ainda

Z(p)=[1/k(M)]xtanh[l/2 <Jpla|x L (2.24)
onde Z é conhecida como impedancia generalizada,

(Kougbeardjo, 1981). Assim aplicando-se a transformada inversa de
Laplace (Spiegel, 1992), obtém-se no dominio do tempo a impedancia
generalizada.
[—(2n—1)27r2at/L2] |
(2.25)
A estimagio de a e k € feita no dominio da freqiiéncia, a partir da
minimiza¢io de Z(f) em suas formas tedrica e experimental. Como Z(f) ¢
complexa a minimizagdo € feita no modulo e na fase, a partir da

aplicagdo da transformada de Fourier na Equagdo (2.25), ou seja
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z(f) = [2(t) e 27 /1 (2.26)
0

onde j:\[—_l

Para a obten¢do de Z(f) experimental utiliza-se os sinais medidos de
fluxo de calor X(#) e temperatura Y(#) no dominio da freqiiéncia. Nesse
caso obtém-se X(f) e Y(f) através da aplicagio da transformada

numérica de Fourier (Discrete Fast Fourier Transform) (Bendat &

Piersol, 1986).

A estimagdo de a e k ¢ feita através da minimizag¢do da funcdo

minimos quadrados no modulo e na fase definida por

Smod = Z(’Z(f)[ - lz(f)’)z (2.27)

— W2
Sfase = Z(\I’(f)-—‘{’(f)) (2.28)
onde |Z(f) e )Z(f)‘ sdo respectivamente o modulo tedrico e experimental

de Z e ¥(f) e ¥(f) representam as suas fases tedrica e experimental.

2.3 - Determinac¢ao da Efusividade Térmica

a , L
O pardmetro b=—k~, também chamado efusividade térmica

(Log, 1993), ocupa destaque importante na obtengdo das propriedades
e «. Sua influéncia é maior em problemas térmicos que ocorrem em

meios semi-infinitos, ou em contatos térmicos entre dois meios de
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materiais diferentes (Ozisik, 1980). Pode-se observar que quando dois
materiais estdo em contato, quanto mais efusivo for o meio, maior a sua

temperatura superficial. Observa-se ainda que alguns autores definem a

k
efusividade térmica como Ta ( Frank , 1992).
a
Log (1993) apresentou uma técnica transiente de fluxo de calor
unidimensional para a determinagdo da efusividade térmica. O aparato
experimental é um termistor colocado em contato com a superficie

frontal de uma amostra em formato de barra com 5 a 20 mm de largura

Figura (2.2).

4+—Torno

+—— Termistor

Figura 2.2- Aparato experimental

Faz-se passar um pulso de corrente através do termistor entre 5 e
10 s, suficientemente grande para aumentar a temperatura de 1 ou 2 K.

Registra-se assim a variagdo de voltagem sobre um certo periodo de

tempo a partir da passagem da corrente enquanto o termistor esta sendo

aquecido. Dessa forma ¢ possivel obter uma precisa informag¢do do fluxo

de calor entre o termistor e a amostra. Assume-se que 0 aquecimento do
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termistor é desprezivel se comparado com o aquecimento da amostra.
Considerando-se a amostra como uma placa de comprimento L, a uma
temperatura uniforme inicial To e aquecida por um fluxo de calor
constante Fp, obtém-se a temperatura em T(x,t).

Fyt +F0L
pCpL K

32_L2 2 o0 _ln
T(x,)- Ty = X 250D

(2.29)

onde p ¢é a densidade do material, C, o calor especifico.

Fazendo pCp=kla, ¢ colocando o termistor em x = L a temperatura

pode ser expressa por

- OL
w1 25 (0) (2:30)
sendo
f(w).__aﬁl__zf Z n2 exp(—nzﬂza)) (2.31)
3 x n=1
e
a):f%; (2.32)
L

onde C ¢é a espessura da amostra, D ¢ a largura da amostra e QJ; € o
calor de liberagdo (Q0=F0CD). Assume-se que para pequenos valores de

o (w<0.3), 0 comprimento da amostra ndo exerce influéncia no sensor

de temperatura. Assim a superficie frontal de uma placa semi-infinita

pode ser encontrada simplificando-se f(w) por
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f(w)=—1/2;\/5 (2.33)

Substituindo-se a Equagdo (2.32) na Equag¢do (2.33) e retornando a

Equagdo (2.30) a efusividade térmica pode ser obtida por

. Va _ (1(x,0)- N7

k 2Byt (2.34)

Beck et al (1985) desenvolveram também uma técnica para
obtengido da efusividade térmica aplicada a um corpo semi-infinito com

fluxo de calor variavel imposto na superficie. Assim, utilizando-se do

teorema da convolug¢do, definiram

t 1
koc ¢ Y(4)
glt)=,— ”——(————dﬂ
(0 /,, ,{ o (2.35)
onde Y’(A) representa a variagdo linear da temperatura com o tempo e

q(t) a evolugdo do fluxo de calor na superficie. A Equagio (2.35) pode

entio ser integrada, obtendo-se

A /kpc M Y -Y_4
glty) = 2 i i
(Al) T Ié \/11\/[—[,- +\/t1\'1"ti—l (2.36)

onde ¥ ¢é a temperatura medida em tempos discretos ¢ e q(tar) ¢ o

fluxo de calor variavel. A partir do conhecimento do fluxo de calor na
superficie da amostra a propriedade térmica .Jkpc ou % pode entdo
a

ser determinada através da minimizagdo da fungfo minimos quadrados

§=3(G-4) (2.37)
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onde § e g, sdo respectivamente os fluxos de calor experimental e
tedrico.

Uma outra técnica para medi¢do da efusividade térmica ¢
proposta por Didier (1994). O método visa a determinag¢io da
efusividade térmica in situ, a partir de dados provenientes de somente
uma face de acesso. No modelo considera-se a conducio de calor
unidimensional em uma amostra homogénea e isotrdpica de propriedades
térmicas constantes e submetida a uma temperatura inicial . A
temperatura na superficie x = L é constante e igual a inicial e histéricos
de fluxo de calor e temperatura sdo conhecidos em x = 0. A solugio

desse problema no dominio da freqiiéncia pode ser dada por
¢, =bv@ -8, (2.38)
onde b = k/Ja, @ = 2xf, 6y e §y sdo respectivamente a temperatura e

o fluxo de calor na superficie frontal no plano transformado de

frequéncia. Define-se, entdo, uma impedancia caracteristica Z,

|

=1/b fjo | (2.39)

Z,=

-

0

Como Z, é uma variavel complexa obtém-se o seu médulo e a sua fase

respectivamente como

1Z,(f) = 0707V/b,fz | (2.40)

v(z()=-% (@.41)

Obtém-se, assim, a efusividade térmica através da minimizagio da



17

fungdo Smod=Z(|Zce(f)l—lzc(f)])2- Como apresentada na Secio (2.1) a
identificagdo experimental de Z, ¢é feita através da transformada
numérica discreta de Fourier de X(¢) e Y (¢).

Salienta-se que a partir dos métodos apresentados, bem como de
revisio de literatura (Guimardes, 1993) a maioria das técnicas
existentes ndo sdo capazes da obtengdo simultinea de « e k, usando-se
dados experimentais, oriundos somente de uma superficie do meio
invéstigado. Nesse sentido, observa-se que Guimaries (1993) e Didier
(1994) determinaram simultaneamente « € k& porém a partir de dados
obtidos das duas superficies do meio. Por sua vez quando se usou
somente os dados de uma superficie, identificou-se apenas uma
propriedade térmica. Esse foi o .caso da estimacdo da efusividade
térmica num meio semi-infinito nos trabalhos de Didier (1994) e Beck
et al (1985) e o da estimagdo da difusividade térmica descrita por
Trevisan & Moreno (1994). Observa-se nesse trabalho, que a estimagdo
da condutividade térmica s6 foi possivel a partir de experimentos em
regime permanente.

A imposi¢do de um método com caracteristicas nio destrutivas
(medi¢des superficiais) e com aplicagdo direta em meios ja existentes in
situ é pois a grande motivagdo desse trabalho. O capitulo que se segue

apresenta as primeiras investidas na busca de técnicas para a obtencdo

de a e k, usando-se apenas uma face de acesso.



CAPITULO 3

DESENVOLVIMENTO E INVESTIGAGAO DE
METODOLOGIAS NO DOMINIO DA FREQUENCIA PARA A

DETERMINACAO DE k E « in situ

3.1- Introducgao

Neste capitulo, serdo investigadas técnicas para obtengédo
simultinea de ¥ e a no dominio da freqiiéncia, usando-se somente uma
face de acesso para as medidas experimentais de temperatura e fluxo de
calor do meio analisado. O meio analisado, nesse trabalho, é uma
amostra de polythene, cujo o material foi usado por Guimardes (1993).
A escolha desse material deveu-se inicialmente s possibilidade do uso
dos dados experimentais disponiveis naquele trabalho de doutoramento.
Além, do uso do conhecimento preciso das propriedades do material,
como valores de referéncia.

A limitagdo a apenas uma face de acesso e as caracteristicas ndo

destrutivas da medigdo superficial possibilitam assim a aplicagdo do

método em campo.
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3.2 . Desenvolvimento de Modelos Tedricos

O problema da difusdo de calor é criado pelo modelo
experimental a partir da imposi¢do de um fluxo de calor na superficie

frontal da amostra, ¢ a sua conseqiente evolugdo de temperatura.

T ()

0| e

L xl amostra
¢2(t)l N

Figura 3.1 - Problema térmico proposto por Guimardes (1993)

Assim, inicialmente, © problema  térmico  (Figura 2.1)
reapresentado na Figura (3.1) pode ser descrito pela equacdo da difusdo
de calor, a partir das hipoteses da amostra homogénea, propriedades

térmicas constantes e fluxo de calor unidimensional, como

2
o0 106 (3.1)

g”xz-—aé’t

sendo a amostra sujeita as condi¢des de contorno de temperatura
6(0,6) = () - T = 61(t) (3.2)
6 (L,f) = B(t) - T = 62(0) (3.3)
e de fluxo de calor

¢ (0,1) = —k—j—% = ¢1(1) (3.4)

x=0
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¢(Lt)= —k—j—% = $2(1) (3.5)

x=L
e a condig¢do inicial
6 (x,0)=0 (3.6)
Como anteriormente apresentado na Segdo (2.2) faz-se a
transformada de Laplace das Equac;(“)e's (3.1 a3.6). Do mesmo modo, a

solugio em forma matricial apresentada pelas Equagdes (2.19 a 2.22)

sdo reescritas como

PR o7

P= cosh[(JE/E)x L] (3.8)
Q:[(k p/a)_l}xsenh[(‘[;/’a)u] (3.9)
R:(k p/a)xsenh[(W)xL] (3.10)

Observa-se que diferente de Guimardes (1993), o nosso objetivo

& obter k e a simultaneamente, porém utilizando somente os valores

experimentais de fluxo de calor e temperatura da superficie frontal.

Propde-se assim, uma investigagdo nas hipoteses de temperatura

constante e fluxo de calor nulo na saida. Nesse sentido, a definigdo e o

desenvolvimento de duas impedéncias de entrada devem ser analisadas.

Apresenta-se, a seguir, 0 desenvolvimento de técnicas que usam as

defini¢coes dessas impedancias para determinacio de ke « .
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3.2.1 - Modelo Impedancia de Entrada Zg,,
(Temperatura Constante em x = L)

A Impedancia Zg de entrada é definida a partir da hipotese de

temperatura da face oposta (x = L), Figura (3.1) se manter constante e

igual a inicial, ou seja a diferen¢a de temperatura 0, =0. Assim, da

Equagio (3.14) obtém-se

P®1—Q(Dl:0 (311)
ou ainda

Q=9—1 (3.12)

P I

Dessa forma o problema térmico pode ser abordado na forma de um

sistema dindmico equivalente sujeito a um sinal de entrada

®; = X(p) (3.13)
e saida
©, = ¥(p) (3.14)

como mostra a Figura (3.2)

entrada, (I)l

|

sistema

|

saida, @,

Sistema dindmico, tipo entrada/saida

8344/07

Figura 3.2 -
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Define-se assim, a fungdo Z&,(p) como sendo

¥(p)

(p)

substituindo as Eqs.(3.8-3.9) na Equagdo (3.15) obtém-se

Za(p) = |1/ K{(Jp/a)|x tanh|({/p/a) L|

Da tabela de propriedade de transformada inversa de

~

Zg(p) =

(Spiegel, 1992), obtém-se

. senhx\/— _’ 2 n-1 —(2n 1) 22442 nl:(Zn—l)/rx
. l!r\/};cosha\/— J ”ZI( 1) 2a }

fazendo-se x = a pode-se escrever

g"l{ \/E?::S:\C{_\/_J Z( iyl 1)? 2%/4a? n[(Zn%)er

ou ainda
o0
-] tanha\/;:‘ _2 Ze—(2n-—l)27r2t/4a2
\/; an:l

s R
adotando a=-~ na Equagdo (3.16) e comparando
Ja

Equagdo (3.19), obtém-se a inversa Zg(r) dada por

Z&(I) (zak)z —(2n l) 2t a/4L?

2
fazendo-se By =2a/L-k e =(2n—1) nla | 417 pode-se escrever

o0
Ze()=B Y e !

n=1

(3.15)

(3.16)

Laplace

(3.17)

(3.18)

(3.19)

com a

(3.20)

(3.21)
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Observa-se que a estimagdo das propriedades ¥ e a ndo pode ser

feita no dominio do tempo para amostras de polythene com espessuras
maijores ou iguais a 50 mm, uma vez que uma analise da sensibilidade

aponta para uma combina¢do linear entre os coeficientes de

sensibilidade (Guimaraes, 1993). Uma alternativa para contornar o
problema seria a aplicagdo de um fluxo de calor de maior intensidade,
ou a diminui¢dio da espessura da amostra. Mas estas duas hipoteses
prejudicariam as hipoteses de fluxo de calor nulo ou temperatura

constante na extremidade oposta. Faz-se desse modo, a estimagdo das
propriedades k e a no dominio da frequiéncia, ou seja, obtém-se Zg em
suas formas experimentais € teoricas na frequéncia. Encontra-se assim,

Za(f) e Zg(f) a partir da transformada de Fourier em Zg(f). Logo,

Za(f) = [ Za(?) =2 s (3.22)
0

3.2.1.1- Identificacdo teorica de Zg(f)

Substituindo-se a Equagdo (3.21) na Equagdo (3.22), tem-se

© e —C,t,—j27f1
= ~tnle” dt
Jo 12 (3.23)

ou

Za(N) =], BIZ Gl g (3.24)
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efetuando a integragio na Equacio (3.24) obtém-se

) -(C +j27Z'f)
Zg(f) = By Z G A7), (3.25)

logo

multiplicando-se o argumento do somatdrio pelo seu conjugado,

obtém-se
— d 1 (Cn _j273f)
ou ainda,
(C 12747‘)
Z, = B 3.28
assim
© -~ B2
BT 3.29
N2 E G o 629
obtém-se assim, o médulo e a fase Zg(f) a partir das definigdes
Za (7)) = {Re(s)” + (1)’ (3.30)
e
@@(f):arctan(hn(f)/Re(f)) (3.31)
sendo
i G
Re(/)= Y, —5 (3.32)

n=1 an +(27¢)
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ad 3127#
IIn = —_—_—
(/) Ecn2+(2 v (3.33)

onde Re(f) ¢ a parte real e Im(f) a parte imaginaria de Zg(f). Assim,
substituindo as Equagdes (3.32 e 3.33) nas Equagdes (3.30 e 3.31)

obtém-se o moédulo e a fase respectivamente

2 2
Za. (1) = B (Z —“‘LTJ J{Z __%i_?] (3.34)

DG S G ()

— i ~2af © !
‘I’&z(f)=arctan[nzl (CZ +(2n) J/g [C +(27§7,)‘H (3.35)

3.2.1.2 - Identificagdo experimental Zg(f)

Para obtengdo da Impeddncia de entrada experimental, Zg(f),

aplica-se o teorema da convolug¢do no sistema, ou seja, a saida de um
sistema sujeito a uma entrada, X(7), pode ser dada por

OE Tx(%)z(t ~7)dr = X(1)2(1) (3.36)

obtém-se X(f) e Y(f), através da transformada discreta rapida de Fourier
nos sinais de fluxo de calor X(7) e temperatura Y(¢). Portanto do

teorema da convolugdo (Bendat & Pierson, 1986) obtém-se de(f) como

Za(f) = Y(F)/ X(F) (3.37)
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multiplicando-se ainda a Equagdo (3.37) pelo seu conjugado X*(f),

tem-se

rAOX'() _Sw
X(NX(7) S ©:3%)

Sy, € Sy representam respectivamente as fun¢des densidade

Zg(f)=

onde

espectral cruzada de X(?) e Y(¢t) e densidade autoespectral de X(z). O

cileulo numérico de Zg(f) pela Equagdo (3.38) permite uma maior
confiabilidade na estimagdo da impeddncia nos resultados devido as

caracteristicas estaveis das fun¢des de densidade espectral. Assim

pode-se escrever Zg(f) em sua forma polar como

Za(f) = |Za(f) e~ ¥V) (3.39)
onde
w(f)
| ()I 1Sy(f1 (3.40)
€
Ve (f)= v (/) (3.41)

sendo que ]Z&,(f)‘ e Wg(f) sdo respectivamente o modulo e a fase de

va(f)l e y/xy(f) sdo respectivamente o mddulo e a fase da

Za(f), e

fun¢io densidade espectral cruzada. Observa-se que S§,, € uma fungéo

real (ver Apéndice I1).
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3.2.1.3 - Estimacido de k e

A estimacgio de k¥ e a se da através da minimizagdo de §,,; e

S fase definidos como
= N2
Sod = 2 (Zee| - Zee) (3.42)

— \2
S e = 2 (¥a - Ya) (3.43)
Observa-se na Equacdo (3.35) que a fase We(f) é funcio exclusiva de

C, que por sua Vvez ¢ funcdo somente de a. Nesse caso faz-se a

minimizagio de Sy considerando-se como parimetro apenas a

difusividade térmica  Isso resulta na determinagdo de forma

independente dessa propriedade. Assim derivando a Equagdo (3.35), em

relacdo a a e aplicando-se 0 método de linearizagdo de Gauss, obtém-se

a equagdo de recorréncia para a (ver apéndice I), ou seja
n _ n 2
a1 = am+ 3 X10) (Yarl) - V(i) X[ X10)] (3.44)
i=l1 i=1 '
e m é o namero de iteragdes e X; ¢ o coeficiente de sensibilidade,

ond

que ¢ obtido derivando-se a fase Yy, em relagdo a difusividade térmica,
ou seja

W 1
0% oy (3.45)

w'v—uv)
sendo r'=———"
v2
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":(i 2 2] (3.46)

(3.47)

":(i > ] | (3.48)

(3.49)

onde C, =C,/a.
Determinada a difusividade térmica, o modulo da impedéncia de

entrada na Equacgdo (3.34), passa a ser somente fungio de By e

consequentemente de k. De maneira andloga a minimizag¢do feita em

S fase» aplica-se 0 método de linearizagdo de Gauss em §,,,;, obtendo-se

a equacgdo da recorréncia para Bj, que € uma fungdo exclusiva de £,

B = By + 2 20 (lz&<f>1—|f@<f>l)/f’zl[xz<f>12 3.50)
i=1 i=

onde X, € o coeficiente de sensibilidade do moédulo em relagio ao

pardmetro By, € 7 representa o numero de iteragdes. X, ¢ obtido

em relagdo a Bj, ou seja

derivando-se |Zg

:42&) (3.51)
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Os parimetros a e By sdo estimados por um processo iterativo

até que a diferenga do paridmetro estimado entre as iteragdes atual e

anterior seja inferior a 0,0001 ou 10"*. Determinado o parimetro Bj, a

condutividade térmica é obtida pela equagdo que define By, ou seja

By =2a/L-k (3.52)
e portanto
k=2a/L- By (3.53)

Na préxima segéo, desenvolve-se um outro modelo para a
impedancia de entrada, a partir da hipotese de fluxo de calor nulo em

x = L. Apresenta-s¢ a implementagdo e analise de resultados de ambos

os modelos na Segdo (3.3).

3.2.2 - Modelo Impedancia de entrada Z,,
(Fluxo Nulo em X = L)

Aplicando-se 2 condicdo de fluxo de calor ¢,=0 na

Equacdo (3.7), obtém-se no plano transformado de Laplace

PO - RO, =0 (3.54)
ou
PO .
R @
Define-se assim a impedéncia de entrada Zg,
Y
P2 (3.56)

Ze(P) =% = X(p)
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e substituindo as Equagdes (3.8) e (3.10) na Equagdo (3.56), obtém-se

Z@(p):[l/(k p/a)]xcoth[(\/l_)_/;)xl;] (3.57)

e portanto obtém-se Zg(f) através da transformada inversa de Laplace

o 2 2 2

a -n“r“ta/L

Z¢e(’)=ﬁ(1+229 " ] (3.58)
n=1

Fazendo-se B2 :a/L-k e Dﬂ :i127r2a/L2 pode-se escr‘ever

e o]
Zp()=By 2 e (3.59)
n=1
Analogamente a impedancia Zg, obtém-se Z4 no dominio da freqiiéncia

aplicando-se a transformada de Fourier na Equagdo (3.59), ou seja

Z¢e(f)=TZ¢e(’)‘-"j2”‘ﬂd’ (3.60)
0

3.2.2.1- Identificacdo tedérica de Z¢e(f)

Integrando-se a Equagdo (3.60) obtém-se a impeddncia de

entrada teorica chamada de Z¢e(f)

° D, Ly
_ _ — |~ jl—t (3.61)
Zge(f) = 2B El (b2 erY)| | nz=1 (D22 + 2)?)

onde o modulo ¢ definido por
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_ D, ] &
) = 282 LZ::I D, +(2727')2J +L’Zf T ; D> il(ifg') } (3.62)

e a fase definida por

I .5 24 - n
Fpe(f) = arCtan{{M!f n= 1;5?7}—)4/ Lé B,?:D(T,ﬁﬂ (3.63)

3.2.2.2 - Identificagiio experimental Zy.(f)

Obtém-se a impedincia de entrada experimental, Z¢e(f)
analogamente a Equagéo (3.38), ou seja
~J¥(/) ‘
Z4o(f) = |Zge(f) € # (3.64)

onde o modulo é dado por

S (/)
lzﬁ(f)‘:lgxx(f){ (3.65)

e a fase experimental ¢ definida por

‘P¢t’(f)=y/¢e(f) (3.66)
As densidades espectrais cruzada e autoespectral sdo obtidas dos

sinais experimentais de X(f) e Y(f), de forma analoga a Segdo (3.2.1.2)

3.2.1.3 - Estimac¢io de k ¢

Obtém-se a difusividade térmica pela equacdo da recorréncia
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st = @ma+ Y X30) (Yol %eo))/;"lm(f)]z (3.67)

i=1
onde ma é o nimero de iteragdes e X5 é o coeficiente de sensibilidade

em relagdo a fase

O% _ 1
- = S 3.68
3 oa 1+sz ‘ ( )
sendo s'= (y Z;yb)

- 4 n'Dn
Y= 2 7 2 (3.70)

[0 0] Dn
Z{Z 2 ) (3.71)

= 2 (3.72)
n=1 (Dn2 +(272f)2)
Obtém-se o parametro B, pela equagio de recorréncia
n . _ l n )
Byfna +1) = Brfna) ¥ Zl X400 (‘Z¢e(’)‘ ~[Ze@) Z[x40)] (3.73)
i= i=1

onde na é o numero de iteragdes e X; é o coeficiente de sensibilidade

para o modulo da impedancia de entrada com ¢, =0. Assim

Z,
X4=&11§:J (3.74)
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e By ¢é definido por

Bz =ar/L-k (375)
€ portanto
k:a/L-B2 (3~76)

3.3 - Implementacao e Analise dos resultados

Apresenta-se neste paragrafo uma anéilise dos resultados obtidos,

a partir da aplicagdo dos métodos de impedincia de entrada Zse € Zg,

para uma amostra de polythene com dimensdes de 30 x 30 x 8 cm.

Simulou-se a temperatura experimental a partir da solugdo
analitica do problema térmico estabelecido pelas condigdes de contorno
nas superficies da amostra. Para isso usou-se os valores de £ e g do
polythene (0.40 W/mK e 2.30x107 m?/s) (ver Capitulo 4),
Observa-se ainda que para o fluxo de calor imposto em x = 0 foram
usados dados experimentais de Guimardes (1993).

Uma vez que o modelo fisico njo prevé a variagio da
condutividade e difusividade térmicas do meio com a temperatura
(hipotese de propriedades térmicas constantes) obtém-se, nesse caso,
essas propriedades a uma temperatura média determinada. Assim, o
calor imposto na amostra deve ser suficiente para o estabelecimento de
um campo térmico da amostra que permita a identificagdo das

propriedades e ao mesmo tempo garanta a sua representatividade em

relagdo 4 temperatura média. Nesse sentido, limitou-se g diferenga

& e Adin e v
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maxima de temperatura entre as superficies da amostra em 4°C,.

As Figuras (3.3 e 3.4), apresentam respectivamente evolugdes
tipicas do fluxo de calor experimental usado e a temperatura
experimental, simulada analiticamente adicionando-se erros aleatorios
da seguinte forma

L) =T -To+e (3.77)
onde '7,7 ¢ a temperatura calculada a partir do modelo térmico finito e
isolado em x = L (ver Capitulo 4), e do fluxo de calor ¢;. Este fluxo ¢
definido com as curvas de ajuste obtidas sobre os valores medidos com
os transdutores de fluxo de calor aplicados na superficie da amostra,

Apresenta-se a forma dos fluxo de calor medidos experimentalmente, os

ajustes e o desenvolvimento dessas integrais no Apéndice III e & sdo

erros aleatorios entre -0.2 € 0.2 °C no tempo .
Os sinais discretos de fluxo de calor e temperatura possuem um
sinal com um tempo de amostragem de 6.2 segundos e um nimero total

de 1024 pontos. A dura¢do do aquecimento foi em torno de 90

segundos.

Faz-se uma analise nos coeficientes de sensibilidade das

impedancias Zg ¢ Zg, com os valores de a=23x 107 m%s e
k=040 W/ mXK conhecidos para a amostra de polythene
(Guimarides, 1993). Observa-se nas Figuras (3.5 e 3.6) que para
comprimentos da amostra inferiores a 80 mm os coeficientes tendem a

valores constantes nao contribuindo para uma boa estimativa de «. Este

efeito ¢ mais significativo para o modelo a temperatura constante.
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Salienta-se que a estimagdo dos pardmetros B, B, e a nio obtiveram
sucesso. Pode-se observar nesse caso que os valores das impedancias de
entrada para espessura L inferiores a 80 mm sofrem forte influéncia da
variagdo da temperatura oposta, uma vez que o modelo fisico baseia-se
em temperatura constante. Da mesma forma a hipétese de fluxo nulo s¢6
se verifica a partir de espessuras iguais ou superiores a 80 mm
(Figura 3.7). Neste caso verifica-se que a curva de temperatura para o
modelo térmico isolado na superficie oposta € idéntica a curva de

temperatura do modelo semi-infinito.

3.0E+2
2 3E+2
N'_‘ .
£ el
X
4 [
7.5E+1 -
O,OE+O“7“'T“"IA1x)
0.0E+0 1.6E+3 32F+3 48E+3 6.4E+3

tempo[s]

Figura 3.3 - Perfil tipico de um sinal de entrada
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X 5 OE+0
> - o

1.0E+0-}

0.0E+0 At
0.0E+0 16E+3 32E+3 4.8E+3 6.4E+3

tempo[s]

Figura 3.4 - Perfil tipico de um sinal de saida

6.0E+4

ROI
i NFEEIREERILEN

o.oaof 2

NE ' *

& -6.0E+4

3 i

— - X1 (L=50mm)

* ) o x1 (L=60mm)
-1.2E+5f i x X (L=70mm)

# X (L=80mm)
1gE+5' O X (L=90mm)
-1. e o T
0.0E+0 6.0E-4 12E-3 1.8E-3 24E-3

flHz]

Figura 3.5 - Coeficiente de sensibilidade em relagdo a a de Zg,

Dessa forma tentou-se¢ a estimagdo a partir de espessuras

superiores a 80 mm, para ambos os modelos. As Figuras (3.8-3.11)
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apresentam as comparagdes entre 0S moédulos e as fases das impedéancias

de entrada teéricas e simuladas para L = 80 mm.

2.1E+5_ B X (L=50mm)
L <& X3(L=60mm)

. x X3(L=7Omm)
l.4E+5j s # X, (L=80mm)

NE 0 X3 (L=90mm)

o ".0E+4

g .

X : N =0
0.0E+0T—r‘§"”'ﬂ. " -
—7OE+4 T T T T 11 T T T

0.0E+0 4.0E-4 8O0E-4 12E3 16E3
f[Hz]

Figura 3.6 - Coeficiente de sensibilidade em relagdo a a de Zy

3.6E+0-

2.4E+0-
o
>- -
1.ZE+0 ——
L=80mm|
e
0.0E+0 - ____|semintnito
" 0.OE+0 2.0E+3 4.0E+3 6.0E+3 8.0E+3
tempo [ s]

cdo das curvas de temperatura do modelo isolado

Figura 3.7 - Compara temper
com o modelo semi-infinito
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2.0E-1-%
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| * simulada
1.5E-1
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* 1.0E-14
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Figura 3.8 - Modulo da impedédncia de entrada Zg,

0.0E+0y— -
1 o teorica
| % simulada
-4.0E-1-
1 %
o |
B gop1foitpeeenanesesas
B ) *
B-‘ " ® « ¥ ® *®
) ® ® ¥ ox oy,
-1.2E+0- e
| , ]
_1_6E+O‘- T 1 L R B ™T—TT T pp—
0.0E+0 8.0E-4 1.6E-3 24E-3 3.2E-3
f[Hz]

Figura 3.9 - Fase da impedéncia de entrada Zg,
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1.2E-1 :
) o tedrica
) % simulada
9.0E-2
= |
N\ b
£ 6.0E-2
< .
(]
N | @
3.0E-2 X
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% o xgggggaugwﬁmngﬁ
0.0EH0-t—r———"—""T——— T T
0.0E+ 8.0E-4 1.6E- 24E-3 3.2E-3
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Figura 3.10 - Médulo da impedéncia de entrada Zg

O.OOE+0*T¢1 .
- O teodrica
i % estimada
-4.00E-1
1 %
—’;—' ¥ aiinlninBnEnEsEeEelinEe a.00.m,.0
3 _8.00E-1 Joo#g 7 0 oo0o00-00-0060-0
u_._lo _ ®
& " " %
B , g ¥ Y . Ew
_1.20E+0-] ¥
- %
-1'60E+O e ol T T T T T T T T T T T T T T T
0.0E+0 80E-4 16E-3 24E-3 3.2E-3
f[Hz]

Figura 3.11 - Fase da impedancia de entrada Zg

Observa-se nas Figuras (3.9) e (3.11) uma grande distor¢do entre

L e estimados da fase. Tal fato pode ser analisado a
os valores teoricos
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partir de um estudo mais detalhado das Equagdes (3.16) e (3.57).

Observa-se, nesse caso, que as fungdes tanh[(,/p/a)xL] e coth[(,/p/a)xL]

tém suas partes imaginarias nulas. Esse fato reflete a natureza

praticamente constante da fase em diregdo a freqiéncia o que nido

permite a estimag@o nesse sentido, nota-se a partir das Figuras (3.8) e

(3.10) que somente 0S pardmetros B, e B, (fungido de \/&_/k) podem ser

estimados com algum sucesso usando os procedimentos mencionados até

aqui. Esse fato torna-se mais claro quando se observa que a partir de

L = 80 mm (corpo semi-infinito), a fase das impeddncias tendem a

(-m/4) nio dependendo, pois, da difusividade térmica. A partir desses

resultados surge entdo a necessidade da unido entre os dominios do

tempo e da freqiiéncia para a obtengdo de \/E/k na freqiéncia ¢ a no

tempo a partir de um mesmo experimento. Esse € o método proposto e

que ser4 apresentado 2 segulr.



CAPIiTULO 4

DETERMINAGCAO DE k E « A PARTIR DA EVOLUGAO DE
FLUXO DE CALOR E TEMPERATURA NA SUPERFICIE

FRONTAL DA AMOSTRA

4.1- Introdugao

De acordo com o que foi visto no capitulo anterior, a

impossibilidade de se estimar as propriedades térmicas com os modelos

propostos, requer uma nova concep¢do da técnica experimental. Nesse

. < r
sentido, buscou-se aproveitar o bom “comportamento” do modulo da

impedéancia no dominio da freqiiéncia para obtencdo da efusividade térmica

e uma forma de se estimar a difusividade térmica no dominio do tempo. A

idéia ¢ a partir de um mesmo experimento aplicar dois modelos tedricos

diferentes. Como o objetivo € 2 aplicagio do método em grandes

superficies, 0 modelo adequado é o de corpo semi-infinito. Este modelo ¢

entdo usado no dominio da freqiiéncia para a obtengdo da efusividade

térmica. Entretanto, para 2 estimagdo da difusividade térmica,

determinar-se-ia o limite da espessura ¢ tempo de um corpo finito para o

qual a evolugdo da temperatura na superficie frontal fosse considerada

igual a do meio semi-infinito. Dentro de uma incerteza aceitavel esse

modelo seria entdo usado para a estimag¢do da difusividade térmica.
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4.2 - Desenvolvimento do Modelo Tedrico em um Meio
Semi-Infinito

Também nesse método utiliza-se o principio de um sistema
dinamico tipo entrada/saida. O problema da difusdo de calor é criado
pelo modelo experimental, com fluxo de calor imposto na superficie

frontal e é abordado pelo modelo teorico equivalente apresentado a

seguir
6,0 (
—) >
- )
Tl(t) X
Figura 4.1 - Corpo semi-infinito submetido a evolugdo de fluxo de

calor

Nesse caso, tem-se o problema térmico descrito por

0% 1
ox? «

o6
o1 (-1

com as suas respectivas condi¢des de contorno

6(0,) = (1)~ To = 01(?) (4.2)

=0 (4.3)

X~

6 (x.1)

p0)=+2| =40 (4.4)

x=0

e condigdo inicial
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6 (x,0)=0 (4.5)
sendo
0=T-1y (4.6)
Tomando-se as transformadas de Laplace das Eqs.(4.1-4.5),
obtém-se
2
2 jx(;’phg'@(w) (4.7)

20 (x,p
@(x,p)z—k——é,%——) (4.8)

A solucgio da Equagido (4.7) ¢ dada por
_Jpja-L L
O (x,p)=Cye plal L cye ple (4.9)

Obtém-se as constantes Ci € C, aplicando-se as condi¢des de contorno

dadas pelas Eqs. (4.2 2 4.4) no plano transformado de Laplace. Assim a

solugdo para o problema térmico ¢ dada por

0] 1
o _ (4.10)
@)  kyp/o

onde ©;=0(0,p) € @, =2 (0,p)

Obtém-se a impedancia de entrada efusividade, Z,, fazendo-se

0, 1
(4.11)

Zbe(p)za_)T: k‘\/m

Aplica-se a transformada

inversa de Laplace na Equagio (4.11)

(Abramowitz & Segun, 1968), para obter-se a inversa Zy, (1)

Zpe(1) = k://—% (4.12)
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a
fazendo-se sz, pode-se escrever

b
Zbe(t)—'—ﬂ_t“ (4.13)
Analogamente & Segdo (2.2) obtém-se Zy,, no dominio da frequéncia

aplicando-se a transformada de Fourier,

Zbe ()= [ Z5e (1) e~ 12701 gy (4.14)
0

4.3 - |dentificagdo Teoérica de Z,,e(f)

Substituindo-se a Equagdo (4.13) na Equagio (4.14), tem-se

Oj?e—ﬂzrft J
g (4.15)
At

= b

Z =—

be(f) P
resolvendo a integragdo na Equagdo (4.15) (Spiegel, 1992), obtém-se

p T(1/2) 16

Zbe(f) = 7;_—_]\/’:'2—;7

sendo que ['(1/2)=+/7, logo

— b
Z = = 4.17
be(f) \/]7;]7 ( )
multiplicando-se a Equagdo (4.17) por jiJj, obtém-se
-
i (4.18)

Zbe(f) = "77—‘2'_’7;}‘;—‘—/7

logo
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- b-jJ
Z =—
be(f) ‘/-2—7'[7 (4-19)
ou ainda
3/2 b
Zpo(f) =2 on7 (4.20)
sabe-se do teorema de Moivre (Spiegel, 1992), que
7312 = -0,7071+0,7071j (4.21)
substituindo a Equagdo (4.21) na Equagédo (4.20), obtém-se
Z,,e(f)—————(—07071+0 ;7071)) (4.22)
ou
_ 0.7071-b ,0,7071-b
Z - > _]________
be(f) 7 on? (4.23)

determina-se  assim O modulo e a fase a  partir das

Equagdes (3.30 e 3.31). Substituindo-se as respectivas partes real e

imaginaria da Equacdo (4.23) nas Equages (3.30 e 3.31) obtém-se o

médulo e a fase, respectivamente, ou seja,
Zbe (/)= (4.24)
ou
1Zs(f)] = /—"b (4.25)
4 27@7‘ .
€
- 07071 0,7071-bJ
be(f) = arcten — B2 | of (4.26)
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ou

Ppe(f)=-7/4 (4.27)

4.4 - Identificagao Experimental de Z,.(f)

De maneira analoga ao paragrafo (3.3.2), obtém-se

Zpe(f) = |Z6e(f) e TY) (4.28)
ou
Sey(f)
lee(f)iz lS:(f)‘ (4.29)
e

We(f) = Wy (f) (4.30)

através da aplicagdo da transformada répida de Fourier nos sinais

medidos de X(7) e experimentalmente simulados de (7).

4.5 - Determinacdo da Efusividade Térmica

Verifica-se na Equagdo (4.25) que a efusividade térmica é fungio

exclusiva do modulo, assim pode-se determinar & pela equac¢io da

recorréncia
510 +1) _ 5(nb) +£ X5 () (e O~ 125 )/ 2 [ X 0] (4.31)
i=1 i=1

onde nb é o namero de iteragdes e X, € o coeficiente de sensibilidade
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em relagdio ao modulo

(4.32)

Xp = =
b= "op T Jonf
Para obtencdo da impedancia de entrada experimental, Zp,(f), ¢

necessario o conhecimento do sinal de saida Y(¢f), do sistema.
Entretanto, neste trabalho optou-se pela simulagio de, Y(#). Nesse
sentido, existem duas maneiras de se calcular a saida, Y(¢), que sdo
apresentadas a seguir:

Em primeiro lugar determina-se Y(¢) a partir do conhecimento da

entrada X(1) e da impedéncia de entrada efusividade tedrica pelo

teorema da convolugdo (ver Apéndice IV), ou seja,
e 0]
¥(f) = [ X(2)2(t - )7 = X()Z() (4.33)
0

De outra forma pode-se determinar Y(¢#) para o modelo térmico

finito e isolado em x =L através de sua solug@o analitica (Apéndice III).

" Calcula-se assim, a diferen¢a de temperatura de entrada com adigdo de

erros aleatorios da seguinte forma, como anteriormente descrito por

Y, = AL +g (4.34)

onde g; sdo erros aleatorios no tempo # e (AZ :Tl(i)_TO) ¢ a diferenca

de temperatura calculada no tempo #, sendo Ty dado por

© t
S ePnal [P g (r)dr (4.35)
m=1 0

y 2ba
AT = Tl(l) -Ty= bf'_([(él(r) dr + I

O calculo de Y (1) através da solugdo analitica para a evolugido da

temperatura do modelo térmico finito e isolado foi escolhido devido a
p
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possibilidade de se variar a espessura da amostra ¢ poder aumentar o L

até que se obtenha solugdo de Tj semi-infinita. Além disso, esse é o
modelo adequado para estimagdo da difusividade térmica. Estima-se b

para um comprimento L = 50 mm.

Neste paragrafo apresenta-se uma analise dos resultados obtidos

para estimagdo de p em uma amostra de polythene de dimensdes

30 x 30 x 5 c¢cm, para a impedancia de entrada tedrica proposta.
De maneira analoga ao terceiro paragrafo Se¢do (3.3) admite-se
a hipotese de propriedades constantes uma vez que o modelo

matematico ndo prevé a variacdo da efusividade térmica com a

temperatura.

Para o sinal de entrada foi utilizado o mesmo perfil da

Figura (3.3). O perfil de saida do sistema é mostrado na Figura (4.2).

4.0E+0

3.0E+0-

¥ 2. 0E+0

oS
1.0E+0
0O0EH0+—— 1~~~ T
0.00E+0 1.60E+3 3.2E+3 4.80E+3 6.40E+3
tempo[s]

Figura 4.2 - Perfil tipico de um sinal de saida
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Para a obtengdo do valor de b foi feito um alisamento (valores
médios) de cinco simulagdes do moédulo da fungdo resposta em
freqiéncia, (Equagio (4.29)). Verifica-se, nesse caso, uma dispersdo
entre o valor teorico e estimado nas faixas de freqiéncia abaixo
de 2,0 x 10° Hz e acima de 3,0 x 10"* Hz. Esta dispersio esta
diretamente ligada ao fato de que o moédulo da fung¢do resposta tedrico
definida pela Equagio (4.25), no ponto onde a freqiiéncia é igual a zero,
¢é infinito. Fisicamente esse valor representa o nivel DC do sinal. Esta
descontinuidade faz com que o restante do sinal na freqiéncia perca

alguma informagdo. Para solucionar este problema wuma nova

identificagdo tedrica é apresentada.

4.00E-2
Jo o teodrico
1 * simulado
_ 3.00E-2
5 .
[¢)] . o
5‘ 2.00E-2——¢
- h * a
3 x
N_ i * * l: - B Dnp
* * 4 a 0 o
1.00E-2 TREEEREA AT
000E+O T T T T T T T T T T
0.0E+0 1.0E-3 20E-3 3.0E-3 4.0E-3
f[Hz]

Figura 4.3 - Modulo da impedancia de entrada efusividade
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4.6 - Novo Procedimento para o Célculo de Z;.(f)

Apresenta-se uma nova integragdo da Equagio (4.15) onde os

intervalos variam de (0+17)S1200, onde 77 é um infinitésimo. Nesse caso
o valor de tempo tendendo a infinito é 7' = 6386,59 s que ¢ o tempo

total de medi¢do, ou seja

2be(f)='_b“ f P dt (4.36
N R 36)
efetuando a integragdo da Equagio (4.36), obtém-se
T
?be(f)%m. fgﬁ)b‘ (4.37)
0+7
onde erf ¢ a fungdo erro definida como (Spiegel, 1992)
erf(t)=-g—j e d (4.38)
x
substituindo-se os intervalos na Equagdo (4.37) obtém-se
B Rl i A G |
Zbe(f)=5 s (4.39)
e portanto o modulo da Equagio (4.39) é dado por
3 Wery (77 T)-erf (32 -0+ 7))

’_Z—be(f), = 5 7{\/}7

‘ (4.40)

onde a Equagio (4.40), sO pode ser resolvido numericamente.

Observa-se, nesse sentido, que a fungdo erro ndo possui solugdo

analitica. A identificagdo experimental de Zpe(f) e a determinagdo de &
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¢ feita de maneira aniloga a Secdo (4.4) e (4.5), ou seja, através da

Transformada de rapida de Fourier nos sinais de entrada e saida X(1) e

Y(t), e minimizacio da fungdo minimos quadrados no médulo da fungio

resposta em freqiiéncia.

4.7 - Implementacgéo do Método e Analise do Resultados

Apresenta-se neste item resultados para a estima¢io de b a partir

do novo modelamento teorico de Zbe(f)- O perfil de temperatura é o

mesmo apresentado anteriormente para impedancia de entrada tedrica

Zbe (f) .

Torna-se necessario nesse momento uma analise mais detalhada

nas regides de frequiéncia a fim de se determinar o melhor intervalo de

estimacgio de b. As Figuras (4.4 a 4.7) apresentam, respectivamente, as

densidades auto espectrais de entrada, X, da saida, ¥, e as componentes

real e imaginaria da densidade espectral cruzada. Nesse caso

apresenta-se as densidades alisadas, ou seja valores médios para todas

as simulagdes. Através do comportamento da densidade espectral

cruzada, da densidade autoespectral e a obtengido experimental da

funcio resposta em freqiéncia (Equagdo (4.29)), pode-se determinar a

freqiiéncia de interesse ou também chamada banda de analise. Nesse

sentido, a partir de freqiiéncia superiores a 6,0 x 10 Hz, a fungio

resposta em freqiéncia deixa de existir no dominio dos numeros

complexos, uma Vvez que se anulam os valores da densidade
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autoespectral de entrada, Sy (f), (ver Figura (4.4) e Equacio (4.29)).
No entanto a banda de andlise pode ser ainda diminuida se
considerarmos que a partir de freqiiéncias superiores a 3,0 x 10" Hz o
valor da densidade espectral cruzada se anula (Figuras (4.6) e (4.7)), o
que implica também num valor nulo para a fung¢do resposta em
freqiiéncia. Assim, os valores de interesse de freqiiéncias para as quais a
fungio resposta em frequéncia, ou impeddncia de entrada Zpe (1),
existem e sdo diferentes de zero situam-se na faixa inferior a
3,0 x 10* Hz. Este é um resultado significativo, no sentido de se definir
para o processamento de sinais, como o

parimetros importantes

intervalo de amostragem e o numero total de pontos. Portanto

auxiliando na analise de sensibilidade, imprescindivel na determinagio

das propriedades.

1.6E+5-
1.2E+5-
vr"—‘l
E .-
“; 8.0E+4-
% ' .
w . -
4.0E+4-—"
0.0E+0
00E+0 20E-3 40E-3 6.0E-3 80E-3

f{Hz]

Figura 4.4 - Densidade autoespectral de entrada, Ssx(f)
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Figura 4.5 - Densidade autoespectral de saida, S,,(f)
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4.6 - Componente real da densidade espectral

cruzada, Re (va(f))
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Figura 4.7 - Componente Imagindria da densidade espectral cruzada,

I'm (éxy(f))

Como a estimagdo de b se da através da técnica de estimagio de

parimetros, torna-se interessante também uma  analise do

comportamento do coeficiente de sensibilidade em fungdo da frequéncia.
Observa-se na Figura (4.8), que para a estimagio de b somente os 7
primeiros valores s&0 significativos para o processo. A partir de

. -3 o
freqiiéncias maiores que 1,0 x 10 Hz a wvariagio e o valor do

coeficiente de sensibilidade X, sdo baixos e tendem a um valor

constante ndo contribuindo significativamente para se estimar a

efusividade térmica.
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Figuyra 4.8 - Coeficiente de sensibilidade, X,

A Tabela (4.1), apresenta 0S resultados de uma estimacgido de b
para um total de cinco simulagdes do médulo da fungdo resposta em

freqiiéncia. Os resultados da estimagdo de b para as simulagdes de 1 a 5

com alisamento s&o apresentados na Tabela (4.2).

Tabela 4.1 - Simulagdo da estimagdo de b. Simulagdes de
1 a5. Valores iniciais de b = 1,00 x 102

iteragdes b x 10° [m> . K.W ' s!?] S moa X 10°

0 10,0000 76187,88

1 1,16862 5,813557

2 1,16862 5,813557
]

Tabela 4.2 - Resultados para a estimagdo de
p para Amostra de Polythene L = 50 mm.

b x 10° [m2K.W.s71"7]

N° simulagdes

B 01 a 05 1,161361
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Na Figura (4.9) ¢ feita uma compara¢do no moédulo da fungio
resposta em freqiiéncia entre OS valores simulados e os valores

estimados, para o nimero total de simulagdes.

1.2E-1 .
1 = estimada
q
H o simulada
9.0E-2 -
2
NE R
Pi 60E"2"
—O
L
_[\_]_ .
3.0E2-%
17
08«
Dbﬁﬂﬁﬂalinnﬁnaﬁggg
0.0E+0-r—— 1~ T T
00E+0 10E-3 20E-3 B30E3 40E3
f[Hz]
Figura 4.9 - Modulo da impedancia de entrada Zy,(f)

4.8 - Resultados da Estimacédo de b para a Amostra de

Polythene

A amostra de polythene com 50 mm de espessura e Aarea

30 x 30 ¢cm? apresentou O valor de efusividade térmica estimado em

b=1,161 x 107? mz.K.W'I.s'l/z, avaliado a uma temperatura média de

29.0 °C. Conhecidos 08 valores de a@=2,30x107 m?/s e

= 0,40 W/ m.K, para essa temperatura para amostra de polythene,

respectivamente €OmM 1,7% e 2% de incerteza, (Guimardes, 1993).

Pode-se entdo com estas duas propriedades calcular o valor de
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b=1,20x10°m’>K/ W s1’2. A dispersdo entre o valor de b estimado e
o valor calculado a partir do conhecimento de k e «, situa-se em
3,25 %. Ressalta-se que para L =50 mm e para o fluxo utilizado o perfil
de temperatura na superficie frontal, ndo ¢ idéntico ao perfil da

temperatura semi-infinita na superficie frontal (Figura (3.11)). Sendo

assim, conforme mostrado na Figura (4.9) os pontos simulados até

1,0 x 107 Hz apresentam uma certa dispersdio quando comparados com

os estimados. Entretanto pode-se considerar aceitavel o valor estimado

da efusividade térmica, conforme sera apresentado no Capitulo 5.

A partir do conhecimento da efusividade térmica e de um novo
tratamento nos sinais da evolugio do fluxo de calor e da temperatura,

agora no dominio do tempo §é possivel a estimagdo da difusividade

térmica e conseqientemente a determinagdo da condutividade térmica.

Este procedimento ¢ apresentado na proxima segio.

4.9 - Desenvolvimento de um Modelo Teodrico para
Obtencdo de ¢ em uma Amostra de espessura finita

e isolada em X = L

A Figura (4.4) apresenta uma amostra homogénea de espessura L

e temperatura inicial Ty, sujeita a um fluxo de calor transiente, ¢;(?)

num instante £ = 0 na superficie frontal, e isolada na superficie oposta.
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I,
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L xl amostr:

Y A A S A A

isolamento

Figura 4,10 - Amostra sujeita a evolugdo de um fluxo de calor

Sob essas condigdes, o problema térmico pode ser escrito por

aZT 107
ox2 a dt (4.41)

sujeito as condigdes de contorno

o7
kI =gt

ox | _, #10) (4.42)
o7 . .
axl 43
X |1 )

e 4 condigdo inicial
I(x0)= T (4.44)
A solugio para o problema dado pelas Eqs. (4.4] a 4.44) pode ser

escrita por

T(x,0) = fG(x 1x', r)‘ F(x') ax’ +afG(x fx', r)! -0 ¢lk(r) dr (4.45)

onde F(x’) é a distribui¢do de temperatura inicial, nesse caso 1y, e
G(x,tfx’,r) a fungdo de Green que satisfaz ao seguinte problema auxiliar

dado pela versdo homogénea das Eqs.(4.41 a 4.44), ou seja,
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2*G 186
(4.46)

sujeito as condigdes de contorno

oG
2 =0
x|y (4.47)
26 g |
ox |, (4.48)
x=L
€
G(x,O)zO, 1< T (4 49)

Obtém-se assim a fungdo de Green G(x,t{x',t)'T=0 resolvendo o

problema auxiliar homogéneo, pelo método de separagio das variaveis e

comparando sua solugdo com a Equagdo (4.45), considerando que

$1(r)=0 (Guimardes, 1993). Assim

[»]
a2
Ze Bmat -cosf,,x - cos §,,x' (4.50)

m=1

1 2
G(x,tlx',r)jfzo = +—L—

. .. mm
onde f,, sdo os autovalores definidos por g, :—L_’ comm = 1,2,3...

Obtém-se a fungdo de Green desejada substituindo-se ¢ por (7-17)
na Equagdo (4.50). Logo,

1 2 < -pralt-
Glr.tx,)=1+7 3 Pl Y 08 Byt 08 fy ¥ (4.51)

m=1

Avaliando a fungdo G no contorno tem-se

] - - tzn t-
G(x7t'x'>z-)lx'=0 =EZ(1+2 Z ¢ “ a( T)'COSﬂMX'COSﬂmx'J (452)

m=1

Substituindo as Egs. (4.50) e (4.52) na Equagdo (4.45) obtém-se a
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solugdo geral

T(x,t) = Zb+——j¢1(r)dr+—L——— Ze ﬁ"'“'cosﬂ,, I ﬂma’qﬁ(r)dr (4.53)

m=1

Jo

Da definigio de b=—;-, pode-se escrever k=-zoi e substituindo na

Equacdo (4.53), obtém-se

2bvJa
7 Yt cosp, jeﬂm‘"qsl(r)dr(zx 54)
m=1

T(x,1) =T +———j¢1(r )dr+——

sabe-se que em x =0, T(x,t)=T1 substituindo na Equagido (4.54),

obtém-se

b -
Tl ]b+__J¢l(r)dT+2 \/_ Z e ,Bmat I 'Bmar¢1('l')d‘t' (4.55)

m=1

Observa-se da Equagdo (4.55), que a temperatura na superficie

frontal 7; ¢ fungdo exclusiva de «, uma vez conhecida a efusividade

térmica. Assim tendo estabelecido a solugdo formal do problema direto
dado pelas Eqgs.(4.41 a 4.45), estima-se¢ o pardmetro o usando-se 0s

valores de temperatura experimental simulados, calculados a partir da

adi¢do de erros aleatorios (ver Segdo 4.5) na Equagio (4.55). Estima-se
a difusividade térmica minimizando-se a funcdo soma quadratica com

relagdo ao pardmetro envolvido, ou seja

S=i(Y(i)‘T("))2 (4.56)

i=1

onde Y(i) representa 2 temperatura experimental simulada, calculada

com erros aleatorios na faixa de = 02°C, e T(i) a temperatura calculada
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a partir do modelo teorico. O «a ¢ estimado para a obtengdo da melhor

aproximagdo entre 0s valores experimentais simulados e teoricos.

De maneira analoga a definigio da Equagdo (3.44), obtém-se a

equagdo da recorréncia para @, ou seja

o™t ="+ i Xa(j)(Y(i)— T(i))2 / Ei:l [Xal(i)]2 (4.57)

i=l

onde X, é o coeficiente de sensibilidade que é obtido derivando-se a

temperatura em relagdo a a.

Zat
=— (4.58)

Xa_o”a

A obtengdo do coeficiente de sensibilidade € apresentada no

(Apéndice III)

4.10 - Determinagao de a

Conhecida a efusividade térmica Segdo (4.5) é feita uma
aplicagdo do método de estimagdo da difusividade térmica para uma

amostra de polythene com dimensdes de 30 x 30 x 5 cm. A utilizagdo do

L =50 mm, é devido ao fato de que para espessura maiores que 50 mm

os valores do coeficiente de sensibilidade ndo sdo significativos, néo

contribuindo para a estimar 0 & conforme mostra a Figura (4.11).
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Figura 4.11 - Comparagdo entre os coeficientes de sensibilidade, Xy»
variando o comprimento amostra

De maneira analoga a Se¢do (3.4) um limite para a diferenca
de temperatura deve ser estabelecido. Nesse sentido busca-se g
estimacdo de «, utilizando o mesmo perfil de evolugdo de fluxo de
calor apresentado na Figura (3.3), também utilizado para a
efusividade térmica. Evolugdo tipica de temperatura é apresentada

na Figura (4.12). Vale a pena salientar que a temperatura simulada

mostrada nesta figura possui o mesmo perfil da temperatura

utilizada na estimagio de b.
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Figura 4.12 - Evolugdo transiente das temperaturas
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Figura 4.13 - Coeficiente de sensibilidade, X,
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Estima-se o para cada evolugdo de temperatura (Figura (4.12)),

onde o valor médio de a é obtido a partir de cinco curvas de temperatura

experimentais simuladas, calculadas com erros aleatérios definidos na

Secdo (4.5), sendo a expressdo para a temperatura dada por
i =1 +ei (4.59)
Como a determinagdo de a se da através da técnica de estimacgdo de

pardmetros, é interessante analisar-se o comportamento do coeficiente de

sensibilidade com o tempo. A Figura (4.13) mostra o coeficiente de
sensibilidade associado a @ definido na Equagdo (4.58). Observa-se que
para a estimagdo de a 0s valores do coeficiente de sensibilidade passam a
ser significativos quando 0 tempo atinge 2800 s (X, >0,1). Isso induz a

necessidade de se utilizar todo o intervalo de tempo de (0 a 6386.59) s,

para estimagdo do a. Porém ndo € necessdrio que o intervalo de tempo seja

constante. Essa restrigdo era devido ao calculo da transformada rapida de

Fourier (FFT) de um sinal. Nesse caso o intervalo de amostragem deve ser

constante. Sendo o programa iterativo a utilizagdo de um intervalo de

tempo pequend representa um grande tempo computacional. Para se evitar

este problema busca-se entdo 0 nimero ideal de pontos para estimagdo de

«. Define-se assim-um numero de pontos total utilizado NT = 584, onde

até 2796.86 s o intervalo de tempo utilizado ¢é constante e igual a

399,55 5. A partir de 2796,86 s todos os pontos no intervalo de tempo de

6,243 s devem ser utilizados para a melhor estimagdo de a. Destaca-se que

os dois pontos de mudanga de curva para o ajuste polinomiais de quinta

ordem devem ser utilizados (Apéndice I1I).
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A Tabela (4.3) apresenta os resultados de uma estimagio de «
para um total de cinco simulagGes e consequentemente o cilculo de &
através do conhecimento das duas propriedades estimadas (b e a). Os

resultados da estimagdo de a para todas as simulagdes e também o

calculo de k final sdo apresentados na Tabela (4.4). Sendo que para
todas as simulagdes 0S valores de « indi‘vidualmente foram os
mesmos.
Tabela 4.3 - Simulagdo da estimagdo de a. Simula¢des
de 1 a 5. Valores iniciais: @ = 1.0 x 10”7
iteragdes a x 107 [m?/s] | k x 10" [W/ m.K]
0 1,00000 2,72370
1 4.28542 5,63850
2 2,46681 4,27795
3 2,46681 4,27795

Tabela 4.4 - Resultados da estimagdo de a e calculo de &
amostra de Polythene L = 50 mm.

Simulagdes| o x 107[m®/s]| k x 10" [W/ mK]

01 a 05 2,47530 4,2853

4.11 - Resultados da Estimacao de a e k para a Amostra
de Polythene

A amostra de polythene com espessura de 50 mm e area de

30 x 30 cm? apresenta O valor de difusividade térmica estimado e

condutividade térmica calculada em
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o =2,47530 x 107 m*/ s

k=0.42853 W/ mK

avaliados a uma temperatura média de 29 °C. Observa-se que o valor da

condutividade térmica para o polythene obtido pelo método da placa

quente, fornecido pela National Phisical Laboratory (NPL) para essa

temperatura € de 0,40 W/ mK. O valor de k fornecido tem uma

incerteza de 2,0 %. A dispersdo entre oS valores estimados pelo método

transiente proposto, situa-se em 7,13 %. Como o NPL ndo fornece o

valor da difusividade térmica. Comparou-se o valor de « obtido nesse

trabalho com O encontrado por Guimardes (1993). Nesse sentido a

dispersdo encontrada foi de 7,62 %.

Observa-se que para a amostra de polythene com espessuras

superiores a 50 mm nio foi possivel estimar-se a devido a baixa
sensibilidade dos seus coeficientes (Figura (4.11)). Observa-se ainda

que a técnica apresenta uma limitagdo. Para a estimac¢do de o o modelo

isolado deve considerar espessuras menores ou iguais a 50 mm para

amostra de polythene. Entretanto um valor de L pequeno implica em

problemas com a hipotese de isolamento ou em distor¢des do perfil de

temperatura Sse comparado com © modelo semi-infinito. Portanto

qualquer que seja O material deve-se buscar a espessura ideal para que

os dois modelos possam Ser utilizados simultaneamente.



CAPiTULO 5

ANALISE DE SENSIBILIDADE E INCERTEZAS

5.1 - Introdugao

Como a grande maioria das técnicas experimentais, o método

proposto nesse trabalho também apresenta alguns erros inerentes ao

processo de medi¢do. Em conseqiiéncia, esses erros acarretam alguma

incerteza nos valores finais estimados das propriedades. Neste aspecto

ocorrem, tanto OS chamados erros sistematicos quanto os erros

aleatérios presentes em qualquer cadeia de medigdo.

Pretende-se neste capitulo uma abordagem qualitativa desses

erros. Ou seja, uma vez que os dados experimentais de temperatura

foram simulados numericamente © calculo das incertezas de medigdo das

propriedades $d0 obtidos qualitativamente. Nesse sentido, sdo

abordados aspectos tedricos da fonte de erro e uma breve analise da

sensibilidade das prOpriedadeS a esses erros. Os erros comuns ao

método podem assim ser descritos: erros na restrigdo do modelo, como
fluxo de calor unidimensional, erro na medi¢do de fluxo de calor devido

a calibragdo, tempo de resposta e contato térmico entre os sensores, e
b4 .

incerteza de medigdo na aquisig¢do de sinais. Acrescenta-se ainda os

erros numéricos a partir dos calculos das transformadas de Fourier,
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usadas para a obtengdo dos dados no dominio da freqiiéncia (erros de

aliasing), e ao método de processamento de sinais.

5.2 - Analise da Incerteza na Determinacgdo de b e o

Para a analise das incertezas faz-se uma comparacio, entre a
curva de diferenga de temperatura no modelo isolado L =50 mm e a
curva de diferenca de temperatura no modelo semi-infinito ambas sem
erros aleatorios (Figura (5.1)). Observa-se que a diferenca maxima entre
as duas curvas atinge 29 %. Todavia a maior dispersdo, que ocorre a
partir de 4000 s, ndo acarreta maior influéncia no calculo do médulo da
impedancia de entrada. A Figura (5.2) apresenta o desvio entre as
diferentes impedéincias. Observa-se que nesse caso o desvio maximo
ocorrido entre as impedéncias alcanga 8,43 %, quando comparado com
os valores de b para o modelo semi-infinito, e 17,43 % se comparado
com o modelo finito. Cumpre-se observar que, a dispersdo maxima de

17,43 % ocorrida na comparagdo entre as impedancias é conservativa,

no sentido de se estabelecé-la como incerteza para o calculo do |Zbe(f)l.

Isso se deve ao fato de tal dispersio maxima ocorrer em apenas um
ponto (uma determinada freqiéncia) ndo representando uma tendéncia.

Com o objetivo de se determinar ainda qualitativamente, a influéncia da

incerteza do calculo do ]Zbe(f)[ na estimagio de b, assume-se para o

calculo desse, os valores limites do ’Zbe(f)' estimado como

Faia
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’th:(f)’=lzbe(.f)’+l7,43 % e ,Zl:e(_f)*=’2be(f))——l7,43 % . Estimou-se assim os

valores de b para cada caso. Desse modo pode-se observar que em
qualquer situa¢do os valores estimados de b situam-se dentro do limite
de incerteza de 17,43 % quando comparados com o valor esperado
b=1.1617 m*K.W'.s"? A Figura (5.3) apresenta essa comparagio.
Calcula-se assim que a incerteza no calculo do ’Zbe(f)| se transmite
linearmente ao valor estimado de b, o que de certa forma, ji era

esperado.

Tal linearidade todavia, nfo € encontrada na influéncia da
incerteza de & na estimag¢do de «. Observa-se no entanto, que para a
determina¢do de a ndo ha restrigdo do modelo como na determinacio de
b. Porém, a determinagiio de a € extremamente sensivel as incertezas na
obteng¢io de b. Quando se considera o valor b menos a incerteza ou
seja, b~ =b-1743% o valor de a ¢ obtido na faixa de 45,50 %
comparando-se ao valor esperado. Da mesma forma, o valor de a ¢
aproximadamente o dobro quando o valor de 5" é considerado. Estes
valores de a foram valores médios considerado a partir das cinco
simulagdes realizadas anteriormente. Contudo, deve-se levar em
consideragio que o valor da incerteza para b de * 17,43 % é o valor
maximo da diferenga entre os pontos experimentais simulados e

estimados.
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Figura 5.1 - Comparagio da diferenga de temperatura entre os modelos
isolado L = 50 mm e semi-infinito.
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ra 5.2 - Comparagdo entre os modulos simulados das impedéncias

Figu c e e .
, para L = 50 mm e semi-infinito com o médulo

de entrada, |[Zpe(f)

estimado.
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Figura 5.3 - Comparagio entre o modulo da impedéncia de entrada
estimada com £ 17,43 % de incerteza.



CAPIiTULO 6

CONCLUSAO

Fez-se, nesse trabalho a investiga¢do e o desenvolvimento de
técnicas para a determinac¢do simultinea de k£ e a. Observa-se que o uso
de dados de temperatura € de fluxo de calor provenientes de apenas uma
face de acesso, somente no dominio da freqiéncia, ndo apresentou
resultados satisfatorios. Nesse caso, ndo se obtém a propriedade

térmica a, devido a natureza praticamente constante da fase da fungio

resposta em freqiiéncia ou também chamada de impedédncia de entrada.

Este fato se deve a @ nio variar com a fase, ¥. Ou seja, nesse caso a

minimizacgdo de, ¥, ndo implica na estimagdo de a. Todavia, notou-se

que somente 0s parametros B, e B, fungdo de +a/k, presentes no

moédulo da funcgdo resposta em freqiéncia puderam ser estimados com

algum sucesso. Fez-se necessario, entdo, o uso do dominio do tempo

para a estimagdo de @ A unido entre os dominios do tempo e da

freqiiéncia permitiram, assim, a obtencdo de k£ e a. A partir dos dados

de fluxo de calor ¢ temperatura fez-se um tratamento diferente para os

dois dominios. Partiu-se assim da definigdo de um corpo semi-infinito

com fluxo de calor imposto na superficie frontal, para a construgdo do

modelo térmico a ser usado na determinagdo de b=\/a/k, no dominio da

freqiiéncia. Observa-se que a determinagdo de b apresentou uma
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incerteza de medi¢dio estimada em 3,25 %. Um outro modelo térmico,

um meio finito e isolado em x = L, foi adotado para a determinacio de

a no dominio do tempo. Seu uso deveu-se a possibilidade de se variar a
espessura da amostra até a obten¢do de uma solug¢do, cujo perfil de
temperatura na superficie frontal fosse idéntica ao perfil do modelo
semi-infinito. A defini¢do desta espessura permite entdo 0 uso
simultineo dos dados experimentais nos dois dominios. Uma analise do
coeficiente de sensibilidade com o tempo, mudando a espessura da
amostra também podde ser realizada. Assim, observa-se que para
espessuras maiores do que 50 mm ndo foi possivel estimar-se a devido
aos valores baixos e pouco significativos de seus coeficientes. Nesse
sentido a técnica apresenta a limitagdo de que o modelo isolado deve
estimar « para espessuras menores ou iguais a 50 mm. Nesse caso,
escolheu-se L = 50 mm como a espessura adequada para a determinacio
de # ¢ a da amostra de polythene. A obten¢io das propriedades
apresentaram uma incerteza estimada em 7,13 % e 7,62 %, para os
valores de k e a respectivamente. Observa-se ainda, que para a
espessura de 50 mm o perfil de temperatura para o modelo isoladc nio é
totalmente idéntico ao perfil do modelo semi-infinito. Porém, a maior
dispersio que ocorre entre as curvas de temperaturas dos dois modelos,
a partir de 4000 s, ndo acarreta maior influéncia no calculo do moédulo
da fung¢do resposta em freqiéncia para a determinagdo de 5. Salienta-se,

entretanto, que o valor de @ ¢ extremamente sensivel & obtengdo precisa

do valor de b. Esse fato implica que a incerteza no valor de b, deve ser
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minimizada para que haja sucesso na estimacio de a.

6.1 - Propostas de Trabalhos Futuros

Uma vez que nesse trabalho utilizou-se somente dados simulados

numericamente, um proximo passo seria a utilizacio de dados
experimentais em campo ou em amostras padronizadas. Este
procedimento além de consolidar a técnica experimental, pode
apresentar um melhor resultado nas estimativas de £ e «. Esta hipétese
baseia-se no fato de que dados simulados em laboratério nio

reproduzem as mesmas condi¢bes de um sinal periédico (Bendat, 1986)

quando se estima a fung@o resposta em freqiiéncia.

Qutra possibilidade seria o teste do método em diferentes
materiais. Os resultados obtidos sugerem o uso de materiais de baixa
condutividade térmica e alta efusividade térmica, como sendo os mais
adequados. Neste sentido, a investigagdo de diferentes materiais

representaria um grande avango para a consolidagio da técnica,

indicando sua faixa de uso.
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APENDICE |

CRITERIO PARA A ESTIMAGAO DOS PARAMETROS

O critério usado é a minimiza¢do da soma dos quadrados em

relagdo aos parametros estimados, apresentada por

Beck & Blackwell (1990).

(AL 1)

1 2
S=>(%-1)
i=1

onde » é o numero de instantes, Y ¢ a temperatura medida

experimentalmente e 7 a temperatura calculada através do modelo

teorico.
Aplica-se o método de linearizagdo de Gauss para a obtengdo das

relagdes de recorréncia para a estimagdo do pardmetro p. A estimacio ¢

feita a partir da derivada de S em relagdo ao parimetro g, dada por

A8
55 (A1.2)

observa-se que a notagdo p representa o valor final do parimetro

V ﬂb‘ =

estimado.

Uma expansdo em série de Taylor em torno de f = p ¢ dada por

1(p) = 7(p)+ ('B 2) . (AI.3)

onde p ¢ o parimetro e 7 tem derivadas continuas em torno de p.

Uma condigdo necessaria para determinar o minimo de § & fazer a

B LA
e k2 o W peB
....... v«r"f‘ X T
1B
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derivada de S em relagdo a f ser igual a zero, ou seja

28 & aT(Y—T(ﬂ)) B
55——25——&;;——_0 (Al 4)

onde 7T(f) mostra que 7 € uma fungdo de f. Define-se o coeficiente de

sensibilidade X(f) como

o7
X(ﬂ)=;; (ALS)

Substituindo as Eqs.(AI.5) e (Al.3) na Equagdo (AI.4), obtém-se

X(/})-{Y—[T(P)+X(P)'(ﬂ—l’)]}=° (AL.6)
onde B=f é o minimo verdadeiro de §. observa-se que a Equagdo (AL.6)

é nio linear no parametro f se X(,B) ¢ uma fun¢do de fB. Assim, usando

a linearizagio de Gauss, X(ﬁ) (Ozisik, 1980) é trocado por X(p), na

Equagdo (AI.6) obtendo-se

X¥(p) B = X (p)p+ X() [V - 1(2)] (AL7)

dividindo a Equagdo (AI.7) por Xz(p), obtém-se

p=p+ x(p)Y -1/ ** () (AI.8)

Devido a ndo linearidade, um processo iterativo é necessario.

Assim usando o indice de iteragdo K e a notagdo

p(K) =p, p(mz) - I@, T = (), Y6 = X(p)

com X(ﬁ);‘X(p): Xx¥obtém-se a equagio

Px"l(")[p(“’)- p(k)]= 2O (r-1%) (AL9)



80

onde P,7/K) ¢ definida por
(K ¢
piK) - x2K (AL.10)
A Equagdo (AL.9) ¢ um conjunto de m equagdes lineares para o
pardmetro desconhecido p**? . Assim, substituindo a Equagdo (AI.10)
na Equagdo (AI.9), obtém-se

pE+D :pK+PxK[X(K)~(Y—TK)} (AL11)

sendo que o processo iterativo continua até que

(K+1) _ (X)
Pi "B T 20,0001 (AL.12)
Pi(A)



APENDICE II

PROCESSOS ALEATORIOS ESTACIONARIOS

CONCEITOS BASICOS

Um processo aleatorio {Xk(t)},—oo<t <o (também chamado série de

tempo ou processo estocastico), e denotado pelo simbolo {}, ¢ um
conjunto de fungdes de valores reais (ou valores complexos), e pode ser
caracterizado através de sua estrutura de probabilidade. Cada funcio

particular Xj(¢), onde ¢ é variavel e k é fixo, é chamada fun¢do amostrada

e pode ser considerada resultado da observagio de um simples

experimento. O nimero possivel de experimentos representam um espago
amostrado de indice k, contavel ou ndo. Para qualquer numero N e tempos

fixados £, Iy, .., Iy as quantidades X;(1), X;(1,), ..., Xi(ty), representam

N variaveis aleatorias sobre o indice 4.

Considera-se dois processos aleatorios arbitrarios {Xk(t)} e {YA(f)}
A primeira quantidade estatistica de interesse sdo os valores médios para

valores fixos arbitrarios de £, onde X;(f) e (1) sio variaveis aleatérias

sobre o indice k. Estes sdo definidos por

(AIL.1)

.Ux(t) = E[xk(l)]

()= E[yc ()] (AI.2)

onde £ [ ] representa o valor esperado da varidvel aleatdéria em questio.
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Em geral, esses valores médios sio diferentes, e devem ser calculados
separadamente para todo / de interesse. Que é

ta(tn) = pe(t2) sety =0

,uy(tl):t,uy(tz) se ) #£1,

Para processos aleatérios estacionarios, {Xk(t)} e {Yk(t)}, os valores
esperados (médios) tornam-se constantes e independentes de 7 (Bendat &

Piersol, 1986). Para um valor arbitrario 7 e 7 definj-se

Re(7) = E[ X (1) X (1 + 7)) (AIL3)
Ry(7) = E[H ()Y (t +7)] (Al 4)
(AILS)

Ry(7) = E[Xp ()T (1 + 7)]

onde Ry(z) e Ry (r) sdo chamados fungdes autocorrelagdes de {Xk(t)} e

{Y,‘(t)} respectivamente, enquanto Ry,(7) é chamada fun¢io de correlagio

cruzada entre {Xk(t)} e {%(1).

O primeiro caminho para definir a fun¢do densidade espectral é um
método mateméatico onde uma so transformada de Fourjer é feita a partir
de uma previamente calculada fung¢do correlagio. Quando valores médios
sdo retirados, essa transformada de Fourier infinita geralmente existe,
apesar da transformada de Fourier infinita de dados estacionarios

aleatorios originais ndo existirem. Essa aproximac¢do submetida aos dois

lados das fung¢des densidade espectral, indicada por S(f), na qual sio
definidas para -oo<f<oo. Assim assumindo que Ry(z), Ry (7) e Ry (7)

existam, como definido nas Eqs. (AIL.3 a AIL.5). Além disso as integrais de
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seus valores absolutos sejam finitos, ou seja fi(R(r)ldr<oo (AIlL.6)

0 que ¢ sempre verdade para conjuntos finitos, entio a transformada de

Fourier de R(r) existird como definida por

See(f) = fj:o Ry (7) e dr (AIL.7)
Syy(f) = fj:oR){v(T) P Ty (AIL8)
Sxy(f) = fjo ny(T) acArs: (AI1.9)

onde Sy (f), S,,(f) sdo as chamadas densidade autoespectral de {Xk(t)} e
{Yk(t)} respectivamente, enquanto Sy,(f) é chamada fungido densidade

espectral cruzada entre {Xk(t)} e {Yk(t)} Uma outra forma de se definir as

fungdes densidade espectral é baseada nas transformadas de Fourier dos

dados originais {Xk(t)} e {&(t)}, ou seja,

| ;
S)gv(.f,T,k):*,[“.Xk(fJ)Yk(fj) (AIL.10)
onde
: 2nfT
Xp(£.7) = [ Xy ()7 Tt (AIL11)
0
r 3
K(f.7) = [Ye(t) e Tt (AIL12)
0

onde Xi(f,7) e I}(f,7) representam as transformadas de Fourier finitas de

Xe(r) e Yk(t) respectivamente e X/:(f,T) ¢ o conjugado complexo de

X (f,T), sendo T o periodo para 0 qual Xp(1)=0 para ¢ > T
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APENDICE 11

DESENVOLVIMENTO DAS INTEGRAIS RELATIVAS AO
FLUXO DE CALOR NA SUPERFICIE DA AMOSTRA E

DETERMINAGAO DO COEFICIENTE DE SENSIBILIDADE

Este apéndice apresenta a solugdo para as temperatura da
superficie frontal, considerando-se o fluxo de calor medido por um
transdutor de fluxo de calor. Apresenta-se também o desenvolvimento
do coeficiente de sensibilidade a partir da expressio da temperatura
superficial.

Ajusta-se os pontos experimentais do fluxo de calor (Guimaries,

1993), com uma curva polinomial de quinta ordem, conforme mostra

uma curva tipica apresentada na Figura (AIIl.1), Dessa forma, todos os
fluxos envolvidos sdo ajustados e podem ser dados pela forma geral

3 4 5
Qn=a0+a1.[+a2-t2 +(I3't +a4-t +a5-t (AIIII)

onde / representa o tempo, { o fluxo de calor e # é o indice para o
nimero de curvas de ajuste. Os coeficientes ay, a), ay, a3, a; e as s30 as

constantes obtidas a partir da curva de ajuste polinomial, sendo que

seus valores sio diferentes para cada mudanga de curva.
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3.0E+2
. = curva 1
¥
_“, o curva?2
. x curva 3
— 2.0E+2—HL
o~ ‘r’l
£ |
= |
o ik
1.0E+2
0.0E+0—F , ‘
00E+0 1.6E+3 3.2E+3 4.8E+3 6.4E+3
tempo[s]

Figura AJIII.1 - Curva tipica de um fluxo de calor submetido na
superficie frontal da amostra

Rescrevendo a Equagdo (4.53), tem-se

2bJa
h= /0+—’-'J¢1 (r)dr+ )L Z “hnat Ie'g’"mcb (v)dr (AI11.2)
L m=1 0

Aplicando-se a Equagéo (AII1.1) na Equagio (AII1.2), substituindo por

expressdes analogas ¢ € substituindo 7 por 7 obtém-se, utilizando-se as

tabelas de integrais de Spiegel (1992),

ZbJE 2 A .
7i='lb+é—1\/§'11+ ; Ze ml .S (AIIL.3)

m=1

onde:

"l ﬂ III



86

al-(tz —112) a2.(13 _ti3)

t
I =[g(c)dr=a0-(t-4)+ s

i
a3-(t4 —114) a4-(t5 -t,-s) aS-(t6 ~t,-6)
-~

4 5 6

ST = Iny +Iny + Ingy + Ing + Ins + Ing

a .
Iny = 711(6‘4'"’ — ¢fm t,)

"

el 1) (f )|
n —_ m — m ;e ——
Am 1 Am
, 21 2
m m Am Am

2 2
3 6 , 3 61;
Iny = e’m t(t3 y - J —eAm i (1,3 - AI +—- 63)
Ay m  Ay© A,

m m

o G Wy (t 4’ 1207 241 24)
e = — e m —_ —_—
5 A [ Am Am2 A7"3 Am4

ool 41,.3 1247 241, 24
—gmlil - +
I A A : Am3 Am4

m

3 2
ﬁ[ Am,(’ s_st 200 6o’ 1200 IZOJ

2 3 4 5
AI" Am Am Am Am

A, ,/([’_5_51,. 207 607 1201, _ 120”

m

2 3 4 5
A” 1 Am Am Am Am

O coeficiente de sensibilidade, X, definido pela Equagio (4.58),

ou seja
Iz
X =—" (AIIl. 4
v = )

pode ser determinado. Aplicando-se a definigdo de coeficiente de
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sensibilidade na Equac¢do (AIIL.3), obtém-se

b- Ze Ant ST ba B, tZe ~Am . 1

l b-1 m=l m=1
- - + X
onde:
®© L} t + ! t )
Xal = 2])-\/; Z G*A'" ! -([Ill +1n2 +Ill3 +Iﬂ4 +]Il5 +In6)
m=1 ‘
' I ao(t Ledmt — 4 LA ti)
1111 = -—’—‘
o (24

' 1172 At 1 1
Iy = ——=4+—| f 21 et (t———+
2 a Am !: " A”’ r- Am2

2, L Amt; 1 1
B b€ ’(’ -t J
Am l - Am2

2 Ak 1'2_211 4 4
ﬂm lj-e i 4 + 2 3
" Am 5 Am

2
3¢ 9.¢
[”:1 _ _1’14_ as ﬂ,,,zt-eA""[t3 _ + - 183 . 18 4]
Am , A’” 4 Am l- Am

a m
317 9.4 18 8
ﬂmzt eAm’(t —+ é - 3 + 1 4
Am Am Am ti ' Am

3 9
4 6-1° .
. Ins, a ,:ﬂmzt'eAmt[ﬁ 40 1607 481 96 9% 5)
)

]’25 ~ T A’" Am2 Am3 Am4 t Am

a )
.4 41- 16 t 48 4 96 06
- ﬂmZti .eA"’ ’ (ti " 2 3 + 4 + 5
A’" Am 4 Am ti ' Am

n
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| In a
Ing = S -
a i

+
2 3 4 5 6
A’” Am Ay A A,,,- 1t A -

4 43 42 .
. m -_— ) + — — +
[ﬂ,,,zt A ,(15 5.t 257 100-47 300 600 600 ]

4 . .3 . .2 - .
) ﬁ,zt,--eA"’tf(tos—S't" L2547 10047 300-4 600 600 H
h

3 4 5 6
Ay Amz A Ay A7 -4



APENDICE IV

DESENVOLVIMENTO DA INTEGRAL DA CONVOLUGAO
RELATIVA AO FLUXO DE CALOR EM UM MEIO

SEMI-INFINITO

Este apéndice apresenta a solugdo para a diferenga de

temperatura da superficie frontal, considerando-se o fluxo de calor

medido por um transdutor de fluxo de calor.

Ajusta-se 0OS pontos experimentais do fluxo de calor com trés

curvas polinomiais de quinta ordem, conforme mostra uma curva tipica

apresentada na Figura (AIIL. 1).

Analogamente a0 Apéndice 111, obtém-se

Qn=a0+a1-t+a2~12+a3't3+a4"4+"5"5 (AIV.1)
A funcdo transferéncia € dada pela Equagdo (4.13) por
Zbe(1)=—é— (AIV.2)
Jrt
Escrevendo a Equagdo (3.36) tem-se
(AIV.3)

t
Y(r)y= [X(2)-Z(t=7)d7
t
Aplicando-se a Equagio (AIV.1) e (AIV.2) na Equagdo (AIV.3) e

substituindo na Equag¢do (AIV.1) Qn(t) por ¢;, onde ¢ = X(f) no

teorema da convolugdo € substituindo 7 por 7, obtém-se
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2 3 4 5
ag+a1T+as?” +a3t” +a47 +dasT
dr (AIV.4)

W=7 Jr

Utilizando-se as tabelas de integrais de Spiegel (1992) e resolvendo-se

separadamente cada integral da Equagdo (AIV.4) para cada mudanga de
curva , obtém-se

2b1— 1,
! ‘———‘”—(11+12+13 +1y + 15+ 1) (AIV.5)

.onde: 1| = 3465 ay
I, =1155a;t; +2310 ayt
I3 = 693 ayt} +924 ay1;1+1848 ay1?
Iy =495 ayt] +594 aytF+792 astit? +1584 azt?
Is =385 ayt +440 aytP1 +528 ayt? 1> +704 agayt;t® +1408 ayt?
I =315 ast? +350 ast1 +400 ast}1? +480 ast?1® +640 ast;t* +1280 asr®
Para cada curva a seguinte integracdo foi feita
V,()=1(r) para 07 1<

Y,(1)y=N(1) para 171 <1y

(1) =h(t) para 1< 1



