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SARAMAGO, S.F.P., Contribuic¢iio ao estudo do contato eléastico

entre um cilindro e um planc, com atrito seco. Uberléndia, 1990,

- 105 pp.

RESUMO

Este trabalho apresenta uma contribuicdo ao estudo do
contato, sem escorregamento, entre corpos elasticos na presenca
de atrito seco de Coulomb, com aplicagdo para o caso de um

cilindro em contato com um plano.-

O modelo matematico ¢é obtido pela superposicdo dos
deslocamentos, gerados pelas tens8es normais e tangenciais que
atuam no contato, permitindo definir o funcional da energia

elastica de deformacfo. Os deslocamentos sfo determinados pela

aplicacido do método de diferencas finitas.

A distribuiciio de pressfo e a area de contato entre os

corpos sio determinados numéricamente pela minimizacfio do

funcional, utilizando o método de otimizac3o do multiplicador de

Lagrange aumentado, adotando como varijavéis de decis8o os

coeficientes de um polinémio de terceiro grau e os limites da

area de contato.

“r
Mecinica do contato, contato com atrito seco, contato cilindro /

plano



SARAMAGO,S.F.P., Contribution to the study of the elastic

contacts between a cylinder and a plane, with dry friction.

Uberlandia, 1990, 105 pp.

ABSTRACT

A contribution to the study of the slip less contact

between two elastic bodies, using the Coulomb’s dry friction

model, 1is presented.

The mathematical model for the problem of a cylinder 1in
contact with a plane 1is obtained by the superposition of the
displacement by the normal and tangential stress acting 1in the

contact area.

The pressure distribution and boundary of the conﬁact area
are determined by the minimization of the elastic energy
function, by using the Augmented Lagrange Multiplier Optimization
method, adopting the coefficients of a third degree polynomial

and the 1imits of the contact area as decision variables.

Contact mechanics, dry friction contact, cylinder / plane

contact.
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1. INTRODUCAO

Quando dois corpos ééo pressionados um contra o outro, uma
area de contato sera formada entre eles em consequéncia de suas
propriedades elasticas. Se ndo existe atrito entre as
superficies e se os corpos estido sujeitos apenas a carga normal,

tem~se o conhecido problema de contato normal.

Mesmo para os casos mais simples, quando os corpos sfo
considerados como espacos elasticos semi-infinitos, a solucio
analitica do problema ¢é obtida somente quando se considera

superficies geométiricas especiais para ambos os corpos.

0 contato normal‘foi inicialmente estudado por Hertz [1].
Ele ca1cu16u, com verificacdo experimental, a distribuic8o de
carga agindo sobre a 4area de contato e também as tensdes nos
corpos, utilizandc uma funclo potencial Newtoniana. A solucio
analitica foi obtida para superficies quadraticas, conforme

verificado por Love [2].

Através de uma trabalhosa integracdo aritmética Fuchs [3]
obteve as tensdes nos corpos. Alguns anos depois, Morton e Close
[4], usando fun¢Bes harmdnicas, calcularam as tenslSes para o

caso de uma esfera pressionada sobre um plano semi-infinito por

carga normal.



Em 1930, Thomas e Hoersch [5], transformaram a solucio
Hertziana para as tensdes, para os casos de corpos com eixos de
simetria, em integrais elipticas padrioc e determinaram & tensio
cisalhante no eixo de simetria. Estes calculos de tensfes foram

verificados experimentalmente.

Independentemente, Belajef [6] calculou as tensles para
qualquer ponto dos espacos semi-infinitos, utilizando
coordenadas elipticas, obtendo uma solu¢fio similar aos

resultados, obtidos nos eixos de simetria, por Thomas e Hoersch.

Solucdo similar também foi obtida por Foeppl [7] para os
problemas de um cilindro e de uma esfera pressionados contra uma

placa plana, e os resultados foram verificados experimentalmente
por fotoelasticidade.

Em 1953, Galin [8] descreveu as solucBes obtidas por
varios autores, para as mais diversificadas superficies, mas

sempre considerando conhecidos os limites do contorno da area de
contato.

0 efeito nas tensSes, provocado por uma carga tangencial,
nio foi considerado pelos pesquisadores até 1939, quando
Lundberg [91] desenvolveu uma teoria geral para o contato
elastico ehtre dois corpos semi~infinitos. Neste estudo, ele’
considera o contato tri-dimensional, assumindo uma distribuicéo

de pressido semi-eliptica na direcfio transversal da area de

contato e constante no sentido longitudinal.

Em 1949, Mindlin [10] estudou a distribuicdo da forca

tangencial através da area de contato, guando um corpo escorrega

sobre o outro. Ainda neste ano, Poritsky [11] apresentou uma



solucdo para o mesmo prcblema, utilizando uma fun¢Bo de Airy.

Todos estes autores também consideram a distribuicfo de

pressdo como sendo conhecida a priori.

A solucdo do problema inverso, ou seja, o de encontrar a
area de contato e a distribuic¢iio de pressio atuante, quando sio
conhecidas as superficies de ambos os corpos, suas propriedades
e1ésticas e a forgca compressiva total, somente foi objeto de
estudo alguns anos mais tarde. Kalker [12] provou a unicidade da
solucdo para este tipo de problema, utilizando a elasticidade
linear. Mais recentemente, [13-16] importantes trabalhos foram
desenvolvidos nesta 1linha de pesquisa, com a obtencdo de

resultados feita através da aplicac8o de métodos numéricos.

No Brasil, Galedo e outros [17], apresentam um algoritmo
para a resolucfo do problema de contato sem atrito entre so6lidos
deformaveis. O método dos elementos finitos foi utilizado na

discretiza¢ido do problema continuo, com a apresentacdo de alguns
exemplos de aplicacéo.

Uma solucio numérica de problemas de contato unilateral

com atrito é dada por Mamiya e outros [18], na qual o modelo,

descrito em termos variacionais, € discretizado via elementos

finitos e a minimiza¢3#o do funcional ¢ feita pelo algoritmo de
Gauss—-Seidel, com relaxacdo e projec¢do sobre um convexo.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma contribuicio ao

estudo do contato entre corpos eldsticos, na presenca de atrito,

com aplicacio para o caso de um cilindro em contato ccm um

plano. A proposta ¢ determinar a Area de contato e a

distribuicfio de pressiio atuante, através de técnicas de



otimizacdo e de métodos numéricos, com base no principio de que
a solucdo €& aquela que corresponde a uma energia interna total
minima.

Os campos de aplicacio da mecanica do contato sfo bastante
diversificados, tendo em vista que uma das formas usuais de
transmissdo de forcas em sistemas mecanicos € através do contato
entre os corpos elasticos. As aplicacdes delinteresse das 4areas
de Dinamica de Sistemas e de Materiais do Departamento de
Engenharia Mecé&nica da UFU, s3o o estudo do contato entre

pneu-solo, roda-trilho e dos mecanismos do fendémeno abrasivo.

A originalidade da abordagem deste trabalho pode ‘ser

constatada sob dois aspectos principais. O primeiro, é o fato

gue assumem—-se como variavéis de projeto os coeficientes de um
polindmio de distribuicdo de pressio, o que torna o pirograma de

otimizac¢do bastante versatil. Outro aspecto interessante é que,

conforme verificado na 1literatura pesquisada, o processo de

integracdo das equa¢des normalmente emprega a simplificacdo de

varios termos, enquanto que neste estudo propSe-se a utilizacido
de equacles completas para o modelo adotado.
O capitulo 2 apresenta o modelo matematico para o problema

do contato entre um cilindro e um plano elasticos e, as equagles

para as componentes de deslocamento dos corpos sfo determinadas.

Através do estudo da energia interna total, no capitulo 3,

obtém-se um funcional cuja minimizacdo permite o calculo da

solucio do problema em termos da pressdo e da area de contato.

w

Desta forma, torna-se possivel a obtencdo das tensdes,

deformacbes e deslocamentos dos COrpos. O estudo & desenvolvido



em duas etapas: inicialmente considera~se o contato sem a
presenca de atrito, e a seguir as equac¢les sdo desenvolvidas

para o caso do contato com atrito seco, que obedece a formulacio
para o atrito seco de Coulomb.

0 modelo numérico wutilizado ¢ apresentado no quarto
capitulo. O calcuio das componentes de deslocamento é feito por

diferencas finitas, e a otimizacdo do funcional através do

Método do mu1t1p1icadér de lLagrange Aumentado.

Nos capitulos subsequentes sdo apresentados alguns casos
estudados e a discussfo dos resultados.

Conceitos importantes da teoria da elasticidade, estio

incluidos no Anexo I, com a finalidade de auxiliar futuros

trabalhos nesta mesma linha de pesquisa, bem como a compreensdo

das técnicas empregadas na deducdo das equa¢bes das componentes

de deslocamentos.



2. MODELO MATEMATICO DO CONTATO ELASTICO COM ATRITO.
2.1 ASPECTOS MECANICOS DO CONTATO COM ATRITO

Como uma primeira aproximacdo para estabelecer a relacdo

entre a forc¢a de atrito e a natureza dos materiais em contato, o

considerado como sendo estritamente um fenbdnemo de

atrito ¢
em contato.

forma dos corpos

gue 1independe da
uma resultante das

Superficie,

SupBe~se também que a forca de atrito ¢

9,(x), e que estas

tensbSes tangenciais a superficie do corpo,

tensBes nido dependem da natureza dos materiais em contato.

Seja o modelo fisico, apresentado na figura (2.1), que

Caracteriza o contato bi-dimensional entre dois corpos elasticos,
sendo © contorno

PC1 ¢ PCz, em uma condicdo de equilibrio,

definido por B < x s A. Neste caso, supSe-se que a distribuicdo

de pressdio na direcdo Tongitudinal, y, € constante.
No ponto 01 do cofpo PC1 estio aplicadas as resultantes das
. 2
Cargas externas, sendo 3= o momento de atrito e A1 a resultante

da forca normal 71 e da forca de atrito X1.
cuja derivada € dada por g’(x),

Sobre a fronteira g(x),
i : & e PCi e
agem as tensdes g(x) devidas & acdo de PCz SOQF Ci1, qu
. o (x), segundo um sistema de
1

abresentam componentes 0, (X)




“ R -3 -3
referéncia local (t , n).

O equilibrio dos corpos ¢ traduzido

seguintes:

A

- y

X1 = J (at +0 d (x))dx
B
A

Z1 = J (ot g’(x)y - 0 )dx
B
A

[at(x g’ x) - g(X))— an(x + g’ x) g(x))]dx

Ca=J‘

B

pelas equacoes

(2.1.a)

(2.1.b)

(2.1.¢c)

- Modelo para © contato bi-dimensional,

Fig. 2.1 1o
entre dois corpes e]ést1coof

La SR P2
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A equacdo (2.1.a) mostra a forca de atrito X1 dada por uma

expressdo que considera a compohnente normal e tangencial da

tensdo. Como por definicfio, uma forca de atrito pura integra

somente a componente tangencial da tensdo, para que X1 seja uma

forca de atrito pura, na equacio (2.1.a) o termo de forma deve

verificar a igualdade:

(2.2)

Esta condic¢d3o é cumprida nos seguintes casos:

a) g’(x) = 0 » a fronteira g(x) & plana. Esta €& uma

condicdo muito severa, sendo aplicada somente quando o contato se

da entre um corpo com baixo mdédulo de elasticidade e um plano

rigido.
b) ¢ e g’'(x) sfo fun¢cles ortogonais. Esta condicédo &
n

cumprida nos contatos Hertzianos puros, uma vez que ¢ € gx) sdo

funcBes simétricas em relacéo ao eixo Oz.

Assim,os efeitos de forma alteram a forca de atrito gquando

‘ 1 ¥o0 simétricos em relacdo a
# 0, ou gquando g(x) e ¢  ndo s

g’x)
0z. As causas desta assimetria podem ser: a rugosidade das
corpos antes de serem

superficies, uma assimetria inicial dos

adas pelas cargas externas.

provoc

deformados ou,
modelocs

ra examinado alguns casos que servem de

A seguir se
ra o estudo do contato de dois corpos:

a serem adotados pa




I) Fronteira plana, deformacles assimétricas: Seja o

cilindro deformavel infinitamente longo, em rotacio em torno de
seu centro 01, sendo comprimido contra um plano fixo e rigido
b

mostrado na Fig.(2.2):

g

=clte

gix)

Figura 2.2. - Contato plano, sujeito a deformacdes assimétricas.

Como a equacio da fronteira gi(x) & constante, resulta gt

sua derivada g’(x) € nula, portanto as equacdes (2.1) sdo dadas:

por:
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A A
Ca = ~ g J o, dx - J o X dx ou,

B B
Ca = ~ [g X1 + ; Z1 ] (2.4)

onde, X é a abicissa do baricentro da funcio Gn{x).

Assim, ‘a poténcia necessaria para o cilindro atingir a

velocidade angular Q1, vale:
B = -~ 8a 01 ou, B = [g X1 + X Z1 ]Q: (2.5)

Esta expressio mostra a contribuicio do efeito de

superficie: (g X1 Q1), e do efeito de volume: (X Z1 Q1).

II) Contato plano, sem atrito: Considerando ¢ (x), A e B,

simétricos em relacdo a 0Oz, conforme Fig.(2.3), resulta:

(2.6)

Em regime estacionario, a poténcia necessaria para deformar

o cilindro sera nula.



0

£ =
vzl
: Tnix)
Yy Z,
¥ B '”:L?dey 7 T
v,
Figura 2.3. - Contato plano, sem atrito.

IIT) Contato sem atrito, o_0x) assimétrico: neste caso, a

tensfio normal e os limites do contorno A e B, n#o sHo simétricos

em relacdo a 0Oz, o que pode ser verificado na Fig.(2.4),

portanto:

X1 = 0, Ca = X 21, (2.7)

>
oeavERSIDALE FEDERAL BE ETERMIETS
asaisadenn

Figura 2.4. - Contato sem atrito, tensfes assimétricas
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Sendo os efeitos de superficie nulos, a poténcia €& gasta

para vencer o atrito interno.

IV) O atrito existe e a carga normal ¢ desprezivel: A

Fig.(2.5) representa uma primeira aproximacio para o caso de um
cilindro de massa desprezivel, com um material muito colante, em

contato com um plano. Como c_ =0, isto leva a:
Ca = - g(x) X1, B = gxh) X1 21 (2.8)

A forca de atrito €& responsdvel pela deformacédo do
cilindro, e a poténcia é consumida para vencer, simultaneamente,

os efeitos de superficie e de volume.

Ql ’ / WX
Ca

N

Figura 2.5. - Contato com atrito, carga normal desprezivel.
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V) O atrito existe, a carga aplicada ndo € desprezivel:

Neste caso, apresentado na Fig.(2.6), as equacdes para o momento

e a poténcia necessaria sdo dadas por:

Ca = —g(X) X1 - X Z1

B = [g(x) X1 + x 21 ] Q1 (2.9)
O X1 o
G2 - X
Ca =171
X1
N m}n
y kzz Hx)
R B A LA A
z
l
Figura 2.6. - Contato com atrito, sujeito a2 carga ekterna.
contorno, A e B, sdo totalmente

Como os Tlimites do

determinados por X1 e Z1i, os dois termos da equacdo acima ndo

podem ser gstudados separadamente. Sobre o efeito de X1, a arsa

de contato se desloca, contribuindo para a existéncia do

baricentro X.
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VI) Cilindro nfo circular, puramente elastico, em contato

sem atrito com um plano rigido: Na Fig.(2.7) tem-se g(x)

assimétrico em relacdo a 0Oz e, como o contato é sem atrito e o
material puramente elastico, a poténcia necesséria para arrastar

o cilindro é nula. Logo:

D= - X% Z1 01 = 0 (2.10)

Como Z1 # 0, Q1 # 0, resuta que X = 0, portanhto a
distribuicfio da tensio normal é tal que leva o baricentro a

situar—-se sobre o eixec 0z.

01///// 41;

i
y “
Z2
,.l 3, . B '.{-_-’:7' J ‘A """ e PRI
i
Figura 2.7. - Contato sem atrito, cilindro nio

circular,puramente elastico
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2.2 APRESENTAC40 DO PROBLEMA

A fig.(2.8) apresenta a configuraciio de dois corpos
elasticos em contato, em uma regido cuja superficie ¢ denominada
S. O corpo PCi1 é definide como um cilindro de raijo o e
comprimento L e, o corpo PCz como uma regifio plana semi-infinita.

Sobre o cilindro atua uma forc¢a normal Z1 e um momento Ca.

Um sistema inercial de coordenadas cartesianas ¢ adotado,
de modo que o eixo z coincide com a normal interna ao corpo PCz e
.0 eixo x com a linha de contato. Os 1limites do contorno séo
definidos por B < x £ A e -L/2 £y 5 L/2.

A pressédo exercida pelo corpo PC1 sobre o corpo PCz2 é yma
funciio da posicfo e sera decomposta em uma componente normal Zv,
perpendicular a superficie, e uma componente tangencial Xv

paralela ao plano de contato.

Aplicando o modelo de atrito seco de ‘Cou1omb, a Aarea de
contato é dividida em regifes de escorregamento e de aderéncia.
Na regifio de escorregamento, o vetor velocidade local, v(x), da
superficie do corpo PC1 em relacfo & superficie do corpo PCcz, @
diferente de zero, sendo a tensio tangencial a forca (Xv) igual,
em magnitude, ao produto do coeficiente de atrito cinematico be1a

pressido normal Zv.

Na area de aderéncia o escorregamentc € nulo e, para um

coeficiente de atrito estatico, f, tem-se que:

| xo | s £ zv ' ' (2.11)
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Figura 2.8.

- Modelo para o contato entre o cilindro e

o espaco semi-infinito.
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Como hipoOteses simplificadoras, neste trabaiho, sera

considerado que:

a) o cilindro se encontra estacionario, portanto Q1 é nulo,
b) ndo existe escorregamento na regific do contato,

c) o coeficiente de atrito mantém-se constante na regifo de

contato e |Xv| < Ff zv,

d) os corpos sdo constituidos por materiais elasticos,

homogéneos e 1isotroépicos,
e) a regido de contato é plana,

f) a distribuicio de pressio se mantém constante no sentido

Tongitudinal do contato, independente de y.

2.3 DETERMINACAO DAS COMPONENTES DE DESLOCAMENTO

O problema do contato entre um corpo e um plano, sera

formulado & partir do conhecimento das forcas que atuam na
superficie de contato. Sua solucdo consiste na determina¢do dos

campos de deslocamentos, de tensfes e de deformacdes dos corpos

em contato.

sejam (Xl’yl’zi) e (x1’y1’—21) pontos simétricos em relacio
ao plano de contato, conforme mostrado na fig.(2.9). Estes pontos
de um ponto genérico (x,y,z),

distam r e R, respectivamente.

portanto:
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R= [(x-x )7 + (y=y)° + (z+z2)%1"/7
re [xex )%+ (y-y )%+ (z-2)%11 2% | (2.12)
(u,v,w) (uv'wh)
(xoY|Z) R x(xlryly"zl)
x—— '
r
B A
* , -
(Uoo,Wo) O
(xl,y1.*21.)
(U, w')
Yz
Fig.2.9. - Representacédo de alguns pontos e seus deslocamentos,

para o contato de um cilindro e um plano.

0 deslocamento (u’,v’,w’), no ponto (xl,yl,zl), que

satisfaz as condic¢des de continuidade e de equilibric [2], é dado

por:
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-1 12— 1
- IR + 2 AU 7 9" R
ax A+3U 8x 9z
1 2 -1
a
Vo= oR + 2 A+J4 R ,
ay A+3U dy dz
~1 2.1
At a"RrR - : '
wo= - SR oo A (2.13)
dz A+3u dx 9z

As tensdes Xv,Yv,Zv, no plano z = 0, podem ser calculadas a

partir dos deslocamentos (uo,vo,wo), neste plano, considerando-se

cos{z,v) = -1
2 -1 2. ~1
8
Xv = =2U —Q_ﬁ;_ = 2U O R
dx dz ox 9z
2 —-1 2. —1
a
Yo = —-2U ...§_._C_._. = 21 _________ﬁ_’_____
dy 3z 9y 9z
2 -1 2 _~1
o
v = -2y or .- 2u O R (2.14)
az2 az?

Alternativamente, estas tensBes podem ser calculadas a

partir dos deslocamentos (u’,Vv’,w’), sendo expressas por:
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X'p = - duo’ + Awo’ = —2u A4 azR_1
az Ix A+3 dx Oz
] 2. .~1
Yiv = —p|SHel  Ovelf | _py M 2R
dy | dz A+3u dy dz
s ’ ‘
2o = - da|Bue’ . Bvel . 8we 'l ., 8we’l _
X dy 8z dz
2 -1
A+ 3
= op MM 2R (2.15)
A+3u  az° '

As equacles (2.14) e (2.15), que representam as tensbes de

contato, sfo idénticas, & menos de um fator constante igual a
—(A+ )/ (2 + 3u).
O deslocamento (we’’,ve’’,we’’) do ponto (X1’y1’—z1)’
simétrico a (x1,y1,z1), & calculado a partir de (we’,voe’,wo’)
(uo’? ,vo' ywo’’) = =(X + u)/(x + 3ul(ue’,vo’,mwo’) (2.16)

Quando sfo especificados o0s deslocamentos da superficie, o

valor da dilatacfio, A, do ponto (x1,y1,21), conforme Anexo 1, é

dado pela equacdo:

2 —1 2 1 2,1
7 J‘J[ a ' r Uo + o r Vo + 9 r WO]dXdy (2.17)

m(A+34) ax 9z ay dz 82>
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Quando as tensSes na superficie sédo conhecidas, a
dilataciio, A, é calculada por:
1 ar’ ar ’ ar’’
A= -~ — 1 XV ——— 4+ YV ~—— 4+ Zv —— |dxdy (2.18)
2r(A+p) 9X Jy az

em termos de funcdes

A dilatacdo pode ser expressa

logaritmicas e harmbnicas no espaco considerado, como se segue.

Seja uma funcido ¥1 definida por:

Y1 = In(z + z + R) (2.19)
tal que:
8?1/821 = 1/r para z = 0
e’
av: _ 8¥1 _ _1 (2.20)
dz 831 R
Na superficie z = 0, a partir das equa¢les (2.12) resulta:
-~ 2
ar-' e Y _ _ BRI _ _ 9¥1
ax Ax ax1 8218x1
-1 2
- o"Y1
ar 1 - _92‘1’1 e, or = - 2 (2.21)
- dz 621

dy aziay1
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Desta forma, define-se uma func¢io Yz, harménica no espacgo,
tal que:
3 3 3 ‘ .
ve = 26, 20 , 9 (2.22.a)
ax, ay1 dz
onde,
F = JJXV Y1 dxdy, G = J[Yu Y1 dxdy e,
J = szu Y1 dxdy ‘ (2.22.b)

A partir da definicdo da funcio V¥z2, a dilatag¢do, A, no

ponto (X1’y1’21)’ dada pela equagio (2.18), resulta:

1 ki (2.23)

A= - ——————
2 (N + M) az1

deseja-se obter os deslocamentos.

Conhecidas as tensoOes,
Observa-se que as func¢des harménicas £, G, J e Y2, sdo definidas
Yvo e Zv, em zZ = 0, sdo iguais a:

de forma que os valores de XV,

2

2 1 8%y

2 1 -— ' — —— e———
. d°F T - —— é_g Zv=T1im (2.24)
Xv=1im - A 9F , yr=11im " 22 3 . o 2 Zf 2.2

2 2+ 0
z 9 z
1 +0 2n 321 1



portanto, a terceira equacdo de equilibrio pode ser escrita

como:

» 2 pust
v { wr — 7 222 } = 0 (2.25)

e, a terceira condicido de contorno coemo:

A+ 2 H o¥z -Zv
az‘1
ou,
aw 1 8%y A Ve
= = (2.26)
az,  A4mH dz amp(r+p) 9z,

logo, para z, = 0, tem-se:

3 3
T i
4np az az1 4m 821 A (A+4)

Isto leva a obter w, dado pela express#o:

18 1 ‘ 1 avz
z — — % Yo - — z, (2.27)

4 821 A (A+1) 47U 821
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Utilizando o mesmo raciocinio, a primeira equacido de

~equilibrio é dada por:

2 .
v’ ( u + 41 > 8‘1’2} =0 | (2.28)

e a primeira condi¢Ses de contorno por:

Su Aw ] '
.y + = Xv (2.29)

entdo, para z, =0, obtém-se:

3 1, oval 1 9% 1 8% A avz

dz 4m ax1 27| azf 4nu ax1821 4np(A+u) 8x1
Resultando u dado pela expressio:

A aY:
U= 1 8F _ 1 8J + s 1 z, oYz (2.30)
2ny az1 4mu ax1 4amp(a+p) ax1 4 ax1 :

onde, ¥3 é uma func¢do harmdnica com a seguinte propriedade:
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a¥a/az = Va,

A_funcﬁO'Ws & obtida introduzindo uma fun¢do harmdnica no

espaco considerado, ¥4, dada por:

Ya = (z + 21) Tn(z + z, + R) - R (2.31)
tal que:
a¥a _  aY4
= = Y1 (2.32)
dz 8z ‘
1
ou seja,
ys = 2F3 , 9G3 , _38J3 (2.33)
8xi ay1 az1

onde,

Fa = ijD Y4 dxdy, G3 = jJYu Y4 dxdy,

NEE J[Zu Y4 dxdy (2.34)

as fun¢les F3,G3,J3 e Y3 sd3o harmdnicas no espaco considerado e,

3 a¥s _
oF3 _ F, 3G3 _ J3 _ J, 3 - yp (2.35)
az1 dz oz 9z

1 1 1. -
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De forma analoga ao raciocinio desenvolvido para a obtencio

do deslocamento w, obtém-se v dado por:

y=-1 8 _ 1 9 , 1% HFs 1, T2 (2.36)
27 821 4701 c’)y1 4rp(r+p) Ay, 4Ty dy

A partir das equac¢les acima apresentadas, sfo feijtos os

desenvolvimentos necessarios, procurando aplica-las ao problema

proposto.

Para a hipdtese de tensdes tangenciais nulas na direcdo vy,

ou seja Yv = 0, as funcles potenciais dadas por (2.22) e (2.33)
resultam:
Y2 = JJ o¥1 Xpv dx dy + Jf o¥1 Zv dx dy
8x1 821
Y3 = JJ O%4 yu dx dy + JJ 9%4 7, dx dy (2.37)
ax oz,

1

Neste caso, © campo de deslocamento (u,v,w), emn qualquer

ponto dos corpos em contato, fica determinado através da

o y.

substituicido de (2.37) nas equacdes (2.27), (2.30) e (2.36):

dy
~(x~x1)Xvdxdy Zvdx
W = 1 Zvdxdy + 1 JJ gy .
) 4y R 47 (A+H1) R(z+z1+
(x=x1)Xwdxdy | ({ ~(z+z1)Zvdxdy (2.38.a)
1 AXTA I

4T
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) .
U = ‘1 JJ Xvdxdy _ 1 JJ ~{(x-x1)Zvrdxdy - A
2nu R 4y R(z+z1+R) 4 (h+u)

-R(z+ +(x=x1)"
JJ (z+z1+R)+(x-Xx1) Xvdxdy + fJ ~(x=-x1)zZvdxdy
R(z+z1+R) _ R(z+z1+R)

R R2(2+21+R)—(x—x1)2 74714
z1 Jf - : (z+21+2R) Kodxdy +
4mu R (z+z1+/?)2
+ (x-x1)Zvdxdy
5 (2.38.b)
I

1 JJ —~(y=-y1)Zrdxdy + A JJ ~-(y-y1)Zrdxdy +

v = -
a4y R(z+z1+R) Amp (i) R(z+z1+4R)
+ JJ (x-x1){y~y1) xvdxdy ~ 1 JJ (y-y1)Zvdxdy
R(z+z1+R)2 47y R
. ” (x=x1) (y=y1) (z+21+2R) y,,qxdy (2.38.¢)
R3 (z+21+R)2

No plano z = 0, tem-se r = R, onde r ¢ a distancia entre o

elementar e O ponto onde ©

ponto de aplicacdo da carga

‘deslocamento € (u, v, w),ou seja:

: : 1/2 ,
ro= [(x—x1)2 + (y-y1)2] - (2.39)
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Estudando os deslocamentos no plano z = 0 obtém:

o= A ff (X=x1)(y-y1)Xxvdxdy _ 1 'fj (y-y1)zZvdxdy

r .

W= A+2u ff Zvdxdy 1 Jj (x=x1)Xvdxdy
2

4mp (A+p) r 47 (A+p) r

3

_ A4-2u ff Xvdxdy + A JJ (x—x1)2xudxdy . J
4rep(r+y) r Anp(A+pu) r %

| |
+ 1 fj (x-x1)Zvdxdy (2.40) |
4m(A+p) re }

O problema proposto considera um estado plano de |
|

direcdo vy,

ente de deslocamento na ‘
(M,2), [
J

deformacdo, portanto a compon
v, € considerada nula. Relacionando as constantes de Lamé

com o modulo de Young (E) e com a razéio de Poisson (¢), resulta:

j-o2 [[ zvdxdy _ (1+0)(1=20) || (xzx1)Xvdxdy a
5 ' ]
21E | r N

nE r
' il
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l ’ 2 w«d
y = (1+0)(1-20) IJ (x-x1)zZvdxdy . _1=C JJ xvdxdy
2nE rz nE r
g(i+o) “Xxvdxd (2.41)
+ o(1+0) JJ (x—-x1) Xvdxdy -
3
nE r

Chamando de,

nE

Kb = (1+0)(1-20)
. omE

(2.42)
ke = 9(1%0)

nE

r:
40 dadas P
As expressfes dos deslocamentos S

(x=%1) xvdx
Xl)d)(dy + Ke JJ/M
U = Kb (x-x1)Zvdxdy . Ka fJﬂ_,,,_— >
2 r
,

| .43
x1)XVdXdY {2 )

(x=x1 2=
W = Ka JJZudxdy _ Kb JJ 3
r

r




A
solucldo completa do problema de contato proposto so6 ¢
§ [&]
obtid 4 i F 1
a [1]1, quando sfo especificadas a A4rea de contato
’ e as
tensbes ne 9]
la atuantes. Nas equa¢des (2.43) nio s3o conhecidos os

14mA . )
imites das integrais nem as tensfes Xv e Zv

As tensles 5
na area de contato devem cumprir a condicic de
equilibrio do
corpo, quando submetido aos esforcos externo X
108 1,

Z1
e Ca, de acordo com as equac¢des (2.4), ou seja:

A
X1 = f Xv dx
B
. A
z1 = - J Zv dx
B
Ca = — [g X1 + X 21] (2.44)

A area de contato pode ser determinada considerando que o

equilibrio estatico dos corpos elasticos em contato corresponde a

uma minima energia de deformacio armazenada no sistema.

No caso de ocorrer escorregd

se aplica & poténcia dissipada.

Ser4a apresentada a seguir a, formulacio da energia de

deformacio elastica para a obtencéo da area de contato.

amento este principio do minimo




3. PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA DE DEFORMACAQ

APLICADA AO CONTATO ELASTICO

A solucdo do problema do contato entre 0s cotrpos elasticos

PC1 e PCz depende da determinacio da area de contato e do campo

de tensbes nela aplicado e, pode ser obtida pela minimizacio do

funcional associado a energia interna do sistema.

A variac8o da energia interna Ui do sistema é dada por:
SUi = 6Q + &T ‘ (3.1)

onde, T &€ o trabalho realizado e Q € o calor desprendido peio
sistema. Para o caso adiabatico, tem-se 8Q = 0, resultando em
Ui = 8T. |
Quando todas as trocas sdo feitas isoentropicamente e na
< B

ia 1 18 é minima. Em
ondicdo de equilibrio, a energia interna do sistema min
e _

termos variacionais, tem—-se:

(3.2)
8T = Ui = 0,

a

i ’ a
N tot 1 Ji (i 1 2), leSU]tandO oS deS1OCdmthOS di
te Sgo ota 1 - ’
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variacdo da energia interna é:

SUi = 8T = J (01 8d1 + o2 6d2) dS =2 0O (3.3)
k

Aplicando sobre Ui uma transformacdo de Legendre resulta na
definicdo de entalpia de contato Hec. A condic¢io de equilibrio é
obtida pela minimizacdo da entalpia de contato, sob condicdes

auxiliares aplicadas a&s tensOes e deslocamentos, conectadas pelas

leis da elasticidade linear.

As superficies dos corpos sdo divididas nas regites I, II e
III, conforme mostrado na figura (3.1). A distancia hz entre os -

corpos, na direc8o z, é considerada positiva ou nula.

Pc1

I CONTATO I
1l

Pc2

I 77777777777 1

I 11

Figura 3.1 - Representacédo do contato entre um cilindro

e um s61lido plano semi-infinito.
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Na regido I ndo existe o contato entre os corpos, portanto:

-2v = 01 = 02 = (0 ; (34)

ey
"
(@]

k=1

Na regido II os corpos estdo engastados e, ndo podem

ocorrer deslocamentos, assim tem—se que:

ddi

H
Q

J =0 (3.5)

Na regifio III os corpos estfdo em contato, portanto hz = 0.

A tens3o total oi pode ser decomposta em ZPi ha direc¢do normal

Xvi na direc¢do tangencial. Nestas direcdes tem-se os

deslocamentos wi e ui. Assim o trabalho virtual é dado por:

c 8&d = Zv &w, + Xv bu (3.6)
i i i i i i

A formulacdio para os casos com € sem atrito sera

apresentada a seguir.
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3.1. CONTATO SEM ATRITO

Na regifdo III, para o casoc sem atrito tem—-se:

Togo:

f Zv (Sw1 + Swz) = J Zv Shz dS 2 0 , (3.7)
k=111 K=III

A variacdo total da energia interna do sistema, de acordo

com a equac¢do (3.3), resulta:

SUi = 6T = Zv Shz dS = J Zv dhz dS§ 2 0 (3.8)
III

JIUIIUIII

onde,Z e hz estio relacionados pelas leis da elasticidade e

obedecem as seguintes condic¢Oes:

(1) ée hz > 0 e como Shz arbitrario, resulta Zv = 0

(2) se hz = 0 e Shz =z 0 (sem penetracdo), resulta Zv 2 0 %




Definindo,
i Z(S/’lzds
8Ui aer 1im f53 , tem-se:
Shz 58 - 0 f ShzdS
58
SUi - 7 (3.9)
Shz

Aplicando a transformada de Legendre a Ui, resulta a

entalpia de contato He:

He 42f f Zv hz dS - Ui (3.10)

I1I

A distancia hz pode ser escrita em funcio da distancia H
entre as superficies no estado nio deformado e da diferenca dos

deslocamentos normais wi e we, determinados pela equacgido (2.43):

(3.11)

Na regido III, usando a elasticidade linear, a energia de

‘deformagdo ¢ dada por:
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Us = - J Zv W dS (3.12)
2 k=I1T1I
Substituindo—se (3.11) e (3.12) em (3.10), resulta:
He = J (zv H + 2V w) dS - A J Zv W dS (3.13)
k=111 2 k=III
Assim, o principio da entalpia minima:
min! He = [ (zu H + A hads (3.14)
s 2
sob as condicBdes auxiliares:
zZv = 0, H dado,
w e W re1acionados pelas leis da e]ast1c1dade.
solucéo

o conduz a
A minimizac#o

presenca de
completa do problema,

atrito.
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3.2 CONTATO COM ATRITO (SEM™ ESCORREGAMENTO)

Na regido III, para o contato com atrito seco de Coulomb,

tem-se:
¥xp1 = Xvz = Xp e, —7p1 = Zvz = ZV, logo:
J = _7p(Swr+ow2)dS + J Xv(Su1+duz)dS (3.15)
k=111 k=111 k=111
como,

~8hz = Sw1 *t Swe, resuita:’

Shx = out + duz e,

J = 7p 6hz dS + J xp Shx d§ 2 0 (3.16)
k=111 “k=IIT k=111
De acordo com a equacio (3.3), obtém—-se:

(3.17)

Sui = 6T = J (ZV Shz + XP 5hx)d3 z 0
JuIIvIII

estido relacionados pelas leis da

onde, zZv, Xv, ©ohz © Shx,

elasticidade.
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De forma anidloga ao caso sem atrito, aplicando uma

transformada de Legendre a Ui, obtém-se a entaﬁpia de contato He

dada por:

He 9&° J 7v hz dS + [ xo hx ds - Ui (3.18)

k=IT1I k=111

o deslocamento total na direcdo

Definindo U, como

tangencial, tem—se:

U= u1 + U2 e,

(3.19)

das,equacées (2.43).

sendo U1 e U2 obtidos 2 partir

Na regido IIIL, usando a elasticidade l1inear, & energia de

deformacio & dada por:

Yv vV dS (3.20)

k=111

o de estado plano de deformac¢io, tem-se

Utilizando a hipotes
os deslocamentos longitudinais

que no interior da area de contato

R




39

v si * 5 '
o nulos e em y = - L/2 as tensotes yv sdo nulas. Portanto, a

altq .
ima parcela da equacfio (3.20) ndo contribui para a energia de

deformacéo.

Substituindo—-se (3.19) e (3.20) em (3.18), tem-se que:

He = J (zZv H + 2Zv w)y dS + J Xxv U dS +

k=111 k=111

(3.21)

- fl—-J  J0 W dS - —— J v U dS
2 2 k=111

k=II1I

De forma que, ©O principio da entalpia minima conduz a:

Y o+ —— Zv nﬂds y J xp U dS (3.22)

, f
mint! He = J v
s 2 2 s

,SOb as condicdes auxiliares: v 2 0, H dado, Zv, XV, w e U
relacionados pelas leis da elasticidade.
roblema 890 ¢ possivel para ©

A solucdo analitica deste P
sem atrito, imp]icando na necessidade

caso do contato Hertziano,
métodos
mizacdo da entalpi

numéricos para © calculo dos

~da aplicacdo de
a de contato.

deslocamentos e para & mini




4. MODELO NUMERICO PARA SOLUCAO DO PROBLEMA

4.1.METODOLOGIA ADOTADA PARA A SOLUCAO DO PROBLEMA

A solug¢do do problema do contato elastico entre um

cilindro, submetido a uma carga externa Z1 e momento Ca, sobre

uma regidoc semi-infinita, leva a determinacio dos estados de

tensdo e deformacdo nos corpos, que podem ser obtidos a partir do
campo de deslocamentos.

Para o calculo do campo de deslocamentos através da equacio

(2.41), torna-se necessario o conhecimento da area de contato e

do campos de pressles normal e tangencial atuantes no contato,

gue devem obedecer & condic¢do de equilibrio estatico dos corpos,

conforme as equacfes (2.44).

A obtencio da area de contato e do campo de pressdo e feita

que no equilibrio a energia de deformacio

considerando-se
armazenada é minima. Desta forma, deve-se resolver o problema de

minimizacfio do funcional, dado pela equacdo (3.22), no dominio

definido pela area de contato, localizada em z = 0, uma vez que

apenas a. regifio III' contribui para a expressdo da energia de

deformacio elastica.

A metodologia para a solucdo do problema .compreende as
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seguintes etapas:

- estimar o campo de pressio normal 7v através de uma
func8do polinomial de terceiro grau. (a pressfio Xv é relacionada

com Zv pelo coeficiente de atrito, considerando a posicdo do

ponto e o momento aplicado)

- estimar os limites da 4rea de contato A e B, através da

soluclo analitica de Hertz

- minimizar o funcional da entalpia de deformacéo, adotando

como variavéis de decisdo os coeficientes do polindmio e os

lTimites A e B da 4rea de contato, que estio sujeitos as

restricdes impostas pelo problema.

- com a obtencdo da distribuicdo de pressdo e a area de
contato entre os corpos, determinar os -deslocamentos, que

permitem a obtencio dos estados de deformacdo e de tensio.

4.2 SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DE DESLOCAMENTO

o entre o cilindro e o plano,

Seja a superficie de contat
dada por um

apés a aplica¢do da forca normal Z1 e do momento Ca,

retangulo de dimensdes L x AB.

2 ividida em
Consideremos gque a 4rea de contato esta divid
i j conforme
(nx X ny) areas infinitesimais, retangulares e 1iguais,

mostrado na Figura (4.1). -
1 sera considerado um sistema

No centro da area infinitesima
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de referéncia local, (x’,y’), cuja distancia a um ponto qualquer

da area de contato, (x,y), €& dada por r.

BA
//,Was
Wd
-
B S o
(du,dw) A X
)
/| ’
4
oo X
KA
£Y 2a
'y
Figura 4.1 - Divisdo da area de contato em areas

1nfin1tesimais,‘retangu1ares e jguais

Seja a area infinitesimal, representada na Fig.(4.2), tal
< £. A pressdo nela atuante sera

-a < x' s a e - sy’
Ty e Xv = XV.

que

considerada constante, de forma que ZV =
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o X
Zy
20
_’ f
w @/ "
/
{ r
il y
(du,dw)
Figura 4.2. - Area infinitesimal retangular,sujeita a uma

pressio constante Zv e Xv

Assim os deslocamentos infinitesimais em

devidos a uma pressio constante atuando

na

obtidos a partir das equac®es (2.43), valem:

a . 1

du = Kb Zv f J (x=x')dx’dy’

la-1 (x—x’)2+()’“)”)2

dx’dy’

+

241/72

+Ka20Jj
Jady [(x=x")%+(y-y*)°]

(x—x’)zdx'dy’

+KC)—<VJAJ
Jodl [(x-x")2+(y-y ") 2132

um

area

ponto

infinitesimal,

(4.1.a)
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dw = Ka Zv dx’dy’ +
Ca-1 [(x_x’)2+(y_yy)2]1/2

- Kb Xv (x=x’)dx’dy’ (4

et (x-x") %4 (y-y")?
Integrando em y’, resulta que:

a
)y 2 2,172
(y+L)+ [ (X=x") "+ (y+£) dx’ +

dw = Ka Zv J 1n
- a (y=€)+[ (x-x*)2+(y-£)?%11?

a
- Kb Xv {arctg y+t  _ arctg y=£ }dx’

-a

e,

a
= £ -£
du = Kb Zv arctg yt - arctg Y ]dx’ +

X=X x=x"'

~-a

+ Ke RVJ y+£ _ | y—é
-a [(X—x’)2+(y+£)2]1/2 [(X‘X’)2+(y~£)2]1/2
+ Ka Xv Jajn (Y+£)+[(x—x’)2+(y+£)2]1/2 o
-a (Y"£)+[(X—x’)2+(y_£)2]1/2

.1.b)

(4.2)

dx’+

(4.3)
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Definindo -

a

il = f n (y+£)+{(x—x’)2+(y+£)231/z &x’
(Y~£)+[(x—x’)2+(y_£)231/z

~a

a R
Iz = f ( arctg y+ arctg y=£ dx’
J . x=x’ x-=x’

Is = y+t - y-£ (4.4)
2 (L Omx ) 2+ (y+) %12 [(x=x) 24 (y~2) %1172

Verifica-se que as integrais apresentadas em (4.4) possuem
utilizacdo dos artificios e

Solucdo analitica. Através da

Propriedades do calculo integral, obtém-se:

I1 = (x-a) 1n
(y+&)+[(x-a) 2+ (y+£)?1"7?

2,1/2

(y*£)+f(x~a)z+(Y“£)2]1/2 J +

£
+ (x+a) Tn (y+£)+[ (x+a) 2y (y+L) ]1/2 +
(y-£)+[(x+a)Z+(y-£) %1
_g)?71/2
+ (y-t) 1n| Lxza)sl(x=a) (- — | *
(x+a)+[ (x+a)i+(y=2) “]

(x+a)+[(x+a) 2y (y+£)°]

+ (y+£€) 1n
['(x a)+[(x-a) 2y (y+£)2112

2,1/2
'] (4.5.a)
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I2 = (x-a) [ arctg X:£ - arctg y+e | |
. X—a X—a

+ (x+a) [ arctg y+€ _ arctg y=£ | +
x+a x+a

» |
2.1/2

+ (y-£) 1n x=a)?+(y=2)"1 "~ | 4
2.1/2

| [(x+a)2+(y—£) ]

2 2,172
£ [Ocra) +(y+0) 1
+ (y+£) 1n - — 45.b)

| [(x-a) +(y+£)"]

I3 = (y=£) 1n Sﬁ:éliiiﬁ:élfiix:ﬁ)z]1/2 N
2.,1/2

(X+a)+[(x+a)2+(y~£) ]

)2+(y+'€)2l1/2

y+£)2]‘1/2

Cerp) L2 (4.5.c¢)

+ (y+£) 1In
(X—a)+[(x—a)2+(

se o valor das integrais 11,12,13, dadas em

conhecendo~
esimais dados . por

camentos infinit

(4.5), os deslo (4.2) e (4.3)

sio escritos na seguinte forma:

Fp I1 - Kp Xv 12

dw Ka
Kb Zv I2 + Ka Xp I1 F Ke Xv I3 (4.6)

H

du
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Nas equacodes acima, dw e du representam OS deslocamentos

o a pressﬁO'constante 7v e XV,

x 2£).

infinitesimais do ponto (x,y) devid

atuando em uma area infinitesimal retangular (2a

Para o calculo dos deslocamentos totais do ponto (xX,Y),

infinitesimais de pressio

devido a contribuicéo de todas as areas

constante, utiliza-se © principio da superposicéo dos efeitos,
tal que:
nx ny
= +
W, m) — Ka L _Z v i, It ik, v
’ i=1 _]::‘l
nx ny
4.7.
Kb ¥ L XYL 12, ) ( a)
i=1 j=1
nx ny Iz +
- v ..
U(k,m) = Ke ig‘l j§1 (i,J)? (x,5)
nx ny
+
+ Ka Z Z Xu(i,j) It ex,y)
i=1 j=1
nx Ay (4.7.b)
s ke § L FaLp I8 e,y
i=1 j=1
onde,
(4.8.a)
x = |k-i] 22 |
(4.8.b)
y = |m-j| 2%
(4.8.c)
= (A+]|B])/2 ¥
(4.8.d)
L = L/2 ny
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4.3 SOLUCAO NUMERICA PARA O FUNCIONAL

A solucdo do problema do contato com atrito entre um

cilindro e um plano, pode ser obtida através da minimizacido da

entalpia de contato conforme equacéo (3.22). Como 0s

deslocamentos sfo calculados numéricamente através das equag¢les

(4.7), deduzidas no itém anterior, o funcional para a procura

numérica do minimo ¢ dado por:

Fh 2 42 H S o 70 S W
k=1 : : g 2 k=1 m=1 k k (k,m)
1 Nnx Ny
' 2 k§1 %—1 Wi S Yo, mo : (4.9)
onde,

8. L (a+]8]) (4.10.a)

nx ny

2 2 q1/e (4.10.b)
Hk=~<p+[<p—xk]
Seja Csx, um controle de sinal da variavel X, tal que:
Csx = + 1.0 , para X 2 0
4,11

Csx = - 1.0 , para X < 0 ( )
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Consideremos, também, um controie Para a relaciio entre os
modulos de elasticidade dos materiais dos corpos em céntato

definido por:

Cse = + 1,0 , para E1 < Ez

Cse = - 1,0 , para E1 > Ez
Cse = 0.0 , para E1 = E=z (4.12)
Chamando de Cmax o maximo momento que pode ser aplicado

sobre o cilindro sem gue ocorra o escorregamento. Através da

equacio (2.42), tem-se que:

Cmax = g X1

ou,
Cmax & @  Z1 (4.13)
Definindo a relac¢fdo Rm, entre o momento atuante e o maximo

momento que pode ser aplicado, obtéem-se que:
(4.14)

Rm = Ca / Cmax

De acordo com o sistema referencial adotado, a relacdo Rm €
o aplicado no sentido positivo, ou seja,

positiva para um moment
do0 R é
no sentido anti-horario. Consequentemente, a relag m
i i rario.
negativa para um momento aplicado no sentido ho
2 de ser
A tenséo tangencial atvante na area de contato Do
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separada, para efeito de analise, em duas parcelas confo
, nforme
mostrado na figura (4.3). Uma delas é gerada pelo diferencial d
e

deforma¢édo tangencial provocado pela carga normal e a out
ra

devida ao momento aplicado.

-1 { Rm <O 0 < Rm <1

Z Z

). N

s el e s Y ] e W e o i e —— e e e o fom P v o A e ol

vz

Csx @ ' Csx @ Csx @ Csx@

—— Xp, f,COMP. TENSAO TANGENCIAL DEVIDO AO ATRITO f.
~——= Xy,Cd, COMP. TENSAO TANGENCIAL DEVIDO AO MOMENTO Ca.

Esquema para a tensfo tangencial, separada

Figura (4.3.) —
em parcelas, para efeito de analise.

Assim, resulta:

Xv = (Csx + Rm) f ZV (4.15)
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Considerando a pressdo normal 2Zv sempre positiva, o

deslocamento total do sistema elastico cilindro / plano, na

direc¢iio do eixo z, €& dado por:

Wew,my = Pk, my T 70k ' (4.16)

Como a pressfdo tangencial é gerada pela a¢do do atrito e do
momento externo e, a pressdo normal é sempre positiva, os
deslocamentos dos corpos i=1 e 2 , na direc¢fo z, sdo dados pela

equacio (4.7.a) tal que:

' nx Ny
W1, my = Kol ,E Z8 i oI e, o
i=1 j=
nx Ny
-~ (Csx + Rm) Kb1 Y % f‘Zu(i,j)Iz(x,y) (4.17.a)
i=1 .j=1 :
e,
Nx ny
= 2 Zzv, . I
sz(k,m) Ka i§1 j=1 (i, j) (x,y)
L (4.17.b)
- (Csx + Rm) Kb2 E Z A Zv(i,j)Iz(x'y) . .

i=1 j=1

substituindo (4.17) em (4.16)‘resu1ta:




n
(Ka1 +Ka2) ) - (kb1 + Kbz)

W(k,m)

(4.18)

O deslocamento total do sistema elastico cilindro / plano,

na direcfo do eixo x, € dado por:

U = u (4.19)

1
(k,m) (k,m)+ uz(k,m)

Para a analise do deslocamento tangencial s3o considerados
os efeitos da forc¢a normal, da forca de atritc e do momento

aplicado, conforme pode ser verificado na Fig. (4.4).
Assim, apo6s um estudo do sinal do deslocamento para o corpo
b4 .

PC1, utilizando a equacdo (4.7.b), obtémﬁse que:

Nx gy
= C Kb1 ), Zv i 1200,
ul(k,m) °x i=1 j=1 (1,37 Xy
nx Ny
—~ (Cse Csx + Rm) (Ka1 -21 .E1f e Mo,
i= =
nx ny .
+ Ke1 ¥ Y f Zv i) Ia(x'y) J (4.20)
i=1 j:1
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-1 £ Rm < © O < Rmg« i
Z1 21
4 \
E1/E2 <1 | \fa \Ca
:-x o X
Cse = +1.0 -
se = 4+1.0
e e | @ —— e ——— —— - —— o ——
vz
1z
23 Z
\Ca
Ey/E2>1 ' Ca
. X X
Cse: -1.0 - Y —— - ———— e ——
- e | = e - — _——
— i e » g — i — B . e e e »
V2 V2
Z1 r41
4
Ca Ca
E\/E,=1
X X
Cse= 0 - -—— —— - ——— — -———D
——— B e - i | e
v, 7
Csx© Csx @ Csx © Csx @
— s UZy; COMP. DESL. TANGENCIAL DEVIDO AGAO TENSAO NORMAL Zy.
— ——s= UXy,f; COMP. DESL. TANG. DEVIDO ACAO Xy PROVOCADA PELO ATRITO f,
_____,,.uxy,Ca;gOMP. DESL. TANG. DEVIDO AGCAO Xy PROVOCADA PELO MOMENTO
a.

Figura (4.4) - Estudo do deslocamento tangencial, sendo o

efeito das tensdes atuantes considerando separadamente.
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Como os deslocamentos tangenciais dos pontos situados sobre

a area de contato sfo iguais para os dois corpos,

u1 fed u2,
substituindo (4.20) em (4.19) vem que:
U Nx Ny
= 2 Csx Kb1 YA, i
(k,m) i§1 j§1 (i, i) Iz(x,y)
5 ( Nx Ny
- Cse C R 1
se Cex + Rm) |Ka .; LTIy T,
i=1 j=1
Nx ny
4+ Ke1 f Zv
¢ igl j§1 (i, j) Ia(x,y) (4.21)

sendo que as 1integrais I1,I2,I3, sido dadas em (4.5).

Desta forma, substituindo-se (4.10.a), (4.10.b), (4.18) e

(4.21)‘em (4.9), torna-se possivel a minimizacdo do funcional.

O calculo das equacBes dos deslocamentos, necessita que
seja adotada uma curva para a distribuicdo de pressdo normal Zv,
e estimados os limites da area de contato A e B.

Os valores iniéiais sfo obtidos a partir da solucdo

analitica de Hertz, para o caso sem atrito.
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4.4 GRADIENTE DO FUNCIONAL Fn

A aplicacfio do programa numérico de otimizacdo a equacio

(4.9), necessita de um estudo do gradiente do funcional. O

gradiente possibilita ao programa a analise dos resultados

obtidos e a escolha da nova direciio de busca da solucio.

Embora este gradiente possa ser calculado numéricamente, a

determinacdo analitica, desde que possivel, reduz os erros de

arredondamento, aumenta a estabilidade e a convergéncia do

processo de otimizac¢do do funcional.
Seja a distribuicido de pressfo dada por um polinbmio de

com duas ralizes coincidentes com os contornos A e

terceiro grau,

B, conforme Fig.(4.4).

Zy (x)

P

Figura 4.4 - Modelo para a distribuicdo de pressfo, segundo um
polinémio de terceiro grau, contato com atrito.
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Considerando o polindémio dado por:

2V = Cox3 + C1x2 + C2x + C3 (4.22)

e escolhendo como variavéis de decisio: A,B,C2 e C3, a solucio

proposta para a distribuicfo de pressfio normal ¢ escrita por:

|2
70 = [ABCZ + (A+B)CBJX3 + [—AB(A+B)C2 - [AB-(A+B) ]Ca}xz +

(AB)? (AB)?

+ C2 X + C3 (4.23)

Desta forma, €& possivel o calculo numérico do gradiente do

funcional em relac8o as variavéis de decisdo, permitindo que o

Programa de otimizacdo verifique os resultados obtidos.

4.4.1 COMPONENTE DO GRADIENTE DO FUNCIONAL Fh EM
RELACAO A VARIAVEL Cz2

: ’ ' .
Esta componente do gradiente e dado pela derivada parcia
cz. A vpartir das equacSes

da expressio (4.9) em relacdo 3

(4.10.2) e (4.10.b) tem—-se:

(4.24)

ace 3Cze

‘ 3 r:
assim, esta componente € dada po
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n
dFh _ Zx s H azv, N nx Ny azv,
acz k=1 " ¥ ac2 1L S W
2 k=1m=1 acz (k,m)
+ — %) S, v, ,m) 1 ) T s U
2 k=1m=1 acz 2 k=1im=1 k acz (k,m)
. nx av Uiy m)
—_— L S, Xv e

2 k=1m= k 3Cz2 (4-25)
Da equacdo (4.23), tem—se:
azv
oLb _ LV A+B 42 4 x (4.26)
acz AB AB )
e, através da equacdo (4.15):
X0 - (Gux + RW) T _LJ_EJ (4.27)
ocz AB AB
Observando as equacoes (4.5) escreve-se que:
911 _ %12 - 913 - o0 (4.28)

acz acz acz

logo, & derivada da equacdo (4.18) em relacdo a Cz resulta:
’ .
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v
ny Z (i

aw(k m) nx )
— 0 = (Kat +Ka2) ) X ENLELE S § - (kb1 + Kbz
acze i=1 j=1 ace (x,y) )
nx ny 92V ;) |
(Cox + Rm) L L F ) 12 (4.29)
i=1 j=1 aCz2 »Y

Assim,vem que:

aw(k m) n
——— = (Ka‘1+KaZ) E
i=

dce

3
x Ny X, . .
+ 2

) It ., Goi) o ATD Xi j)+x(i il
1j=1 Y AB AB ’ >

3
nx Ny X(i B
(kb‘1+Kb2) (Csx + Rm) fz z IZ( —T
. . x,¥)
i=1j=1 AB

_ AtB 2 (4.30)
AB X(i,j)+x(i,j)]

considerando as derivadas parciais

Da expressdo (4.21),
(4.28), resulta:
3
U nx Ny Xei, i) A+B 2
(k,m) _____'——’L——-—-—"‘X . +X . . -+
—_— = sx Kb1 I2 (i, j) i,
acz 2 Cox igijgi (x’y)[ AB AB
2
nx Ny (i,J)
I1 —
_ 2 (Cse Csx ¥ Rm ) { Ka1 f1§1j§1 (x,y) { AB
3
| nx Ny X(i,3) 4
A+B 2 ¥ + Ket T ) oI, AB
—;"‘B’"X(i’j) (i, J) i=1j=1 :
A+B 2 o (4.31)
'—'_—-—‘x(j'j)‘*- X(i,j)




encontra-
ra~se a componente do gradiente do funcional Fh em

4 variave]

Substituindo—se (4.26), (4.27), (4.30) e (4.31)

4.4,

Esta componente
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em (4.25)

relacéo

de decisdo Cz2.

2 COMPONENTE DO GRADIENTE DO FUNCIONAL Fh EM

RELACAO A VARIAVEL C3

da mesma sequéncia

& obtida através
de (4.9) resulta:

de . . _
senvolvida no itém anterior. AsSim,
" 9Fn nx BZUk ’ nx Ny azy
— = ) S5 H PR N L M W
dCs3 k=1 k k acs 2 k=1m=1 k 3c Ckym)
nx Ny W, nx Ny Xy,
+ 1 Z Z s Zv -ii;ﬂl + _l_ ) Z g — U . m)+
K K K 50: (k,
9 k=1m=1 3Cs3 2 k=im=1 c3
au
nx Ny
R (4.32)
2 k=1m=1 aC3
Das equacdes (4.15) € (4.23), tem—se:
2 2 '(4.33)
8zv _ (A+B) 3 AB = (ATB)TH P 4+ 1 .
2
9C3  (aB)? (AB)
e)
AB (A+B)2 2 ] (4.34)
AB — = + 1 .
9&:(08x+Rm)f—A—i§lX3+[ . X |
2 (AB) \

dca

AB)
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Derivando (4.18) em relacfio a C3 obtém—se:

-~

oW nx Ny ' 2]
( o - (A+B 2
Lk, m) = (Ka1 + Kaz) Z E I‘l(x v) WJx(i,j) *
aCs3 i=1j=1 ! (AB)Z
L o] - e T
(AB) i, J
2
nx ny 4B) .3 pB = (A+B)7|. 2 .
YOy 12 {Lﬁﬁ&l %> ')+[ x(i,j)+1 (4.35)
(% y) 2701, 2
i=1j=1 ’ (AB) (AB)
sulta:

assim como, da expressdo (4.21) re

2
y (A+B) 3 +|ABT (a+8) |
IZ (5, y) 2% (5,30

aU(k ) nx ?
SLLEL.E Sy b1 L
acs 2 Cex K i§1j=1 (AB) (AB)Z
nx Ny
I1
Xz_ . +1} _ 2 (Cse Csx + Rm) (K21 f §1j§1 (x,y)
(i, i) .
AB - (A+B)2 2 + 11+
(AFB) 3 AR —— (i, )
(AB) (i (AB)
(A’
nx Ny Lﬁiﬁl Xsi o+ Pﬁi,,,,;i——
+ ket fi§1j¥113(x y) (AB)2 (i (AB)

(4.36)
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Portanto, com a substituicdo de (4.33), (4.34), (4.35) e

(4.36) em (4.32), fica determinado 8Fhn/3C3.

4.4.3 COMPONENTE DO GRADIENTE DO FUNCIONAL Fh EM

RELACAO A VARIAVEL A

-

A expressio (4.9) deve agora ser derivada em relacido a

variavel de decisdo A. De (4.10.a) e (4.10.b) vem que:

8s aH
K L - k -9 . (4.37)

aA nx Ny 3A

esta componente do gradiente é escrita como:

assim,
nx Nnx azv nx ny
k L .
aFn _ _ L L HIv, + LS, H, + ——— D) o W, ot
OA nx Ny k=1 k=1 JA 2nx Ny k=1m=1
AW
Nx ny azZv nx Ny Ck,m)
R N L =+
2 k=1m= 1 A ' 2 k=1m=1 dA
4 IXV
nx Ny 4 nx Ny
+ L yOy xe U ¥ —_ Y ) S, Uk m
k (k,m) 2 k=1m=1 aA
2nx Ny k=1m=s1
au
nx Oy (k,m)
1 BLEE (4.38)
+ —— 5 L S, Xv, .
2 k=1m=1 A

Utilizando as equacoes (4.15) e (4.23), calcula-se:
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92v _ |zABC2-(A+2B)c3| 3 . |AB®Cz+(28%+AB)cCs o
dA 3_2 3.2 (4.39)
A”B A”B

~ABCz~(A+2B)C3 x3 +

oxXv (Csx + Rm) F
8
A A%B?

H

2 2
+ AB " Cz2+(2B"+AB)C3 <2 (4.40)
A°B?
Da equacdo (4.18), tem-se:
S nx Ny (-)Zz)(i i) nx Ny
"'-———E-—li—:-—'-‘-]-—)-: (Kai +Ka2) Z EMIi(ny) E.Z ZU(J;J)
JA : i=1j=1 OA =1j=1
nx ny 9Zv =
(i, j)
ffilﬁill - (Kb1 + Kp2)(Csx + Rm) Z Z 2
3A i=1j=1 dA
Y 1% (x\v) (4.41)
2, t L LIy, T
(x,y) i=1j=1 A

. -se:
Com o auxilio da expressdo (4.8.c), escreve

311, -
aIi(x’y) ) 1 I (x,y)

aA 2nx
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d
Iz(x,y) ~ 1 aIZ(x,y)
3A 2nx da
Jd
Is(x!y) - 1 aI3(X,Y) (4 42
- dA ~2nx da -42)

Derivando as equacbes (4.5) e substituinde nas relacdes

(4.42), obtém-se:

8
ony) ot g | sl oera) By ®1 R L
3 x
A zn (y-)+[ (x+a)?+(y-£)%11"?
( - _py2q172
- n | LB (x=a) "+ (y=£)"] (4.43.a)
| (y+8)+[(x-a)2+r(y+8)27172
dIz
(X:Y) - 1 arcth___+arcthi——arctg~x—-—+
A 2nx x-a X+a X—a
- arctg Z:fJ (4.43.b)
X+a
913, y) _ (y+€) ! + ! +
aA 2nx {[(xra) 2+ (y+0) 217 [(x-a) 2a(y4e) 212
-2
L L=t 1 + ! (4.43.¢)

2 {L(x-a) ®+(y-2) ")

172 1/2

[(x+a)+(y-£)%]
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Aplicando as equacOes (4.43.a) e (4.43.b) em (4.41),

resulta:
oW Nnx Ny 2 2.1/2
(k,m) _ (Ka1+Kaz) (y+£)+[(x+a) "+ (y+£) 7]
= ¥y AN Ly +
3A 2nx i=1j=1 = 2 2.1/2
(y-2)+[ (x+a) " +(y-£)"]
N (y—£)+[(x—a)2+(y—£)2]1/2 + (Kat1+Kaz2) gx gyli
(21551 (x,y)"

(y+€)+[(x—a)2+(y+£)2]1/2

—ABCz2-(A+2B)C3| _3 As?cz+(2B%+AB)C3| 2
X + X(i i)

(i, j)
3 -
A B®

L IS

nx AB%C2+(2B%+AB)C3

~ (Kb1+Kb2) (Csx + Rm)fz
i=s1]

gy

Iz
(x,y)

=1 A3Bz

_ABC2z-(A+2B)C3| 3 _ (Kp14KB2) (hiy 4 Rm)F .

2
x ] o
(i, j) (i, J) 2n
A3B2 "
nx ny +£ -£
y Y zv,. ., |arctg Y+ o arctg YEE - arctg ¥+
i=1j=1 (i, X—-a x+a X—a

X+a
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Resta ainda a determinacido do diferencial do deslocament
o

tangencial total em relacio a variavel de decisido A

Utilizando a equacio (4.21), tem-se que:

au
(k, nx ny 9zZv .
~__.?_L“_2_ = 2 Csux Kb‘l[ Y Y — L1, I2 + Ex gjz
oA i=1j=1 3A oy 0T, EPRE
21,
Iz(x,y) nx ny 9Zpy L
. ——-g-—~ =~ 2(Cse Csx + Rm) <Ka1 fF| } ¥ — i)
A i=1j=1 JA
I Ex Ey 811( )
1 + 4 LS R A + Ke1
P N S E O B aA ot F .
ni "i 9TV iy gx gy °I3 )
. —="13 + VAN ? (4.45)
i=1j=1 oA oy Ty (i3 oA

As derivadas parciais das integrais I1, I2 e I3 em relacio

a variavél A, sio dadas pelas equaGgles (4.43).

A substituicio das equagles (4.43) em (4.45) determina

a expressido procurada para AUk ,m)/BA, ou seja:
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au : nx ny
—LEem) s sk Kba T “ABC2-(A+2B)C3| 3
oA L L (x,y) G, pt
, i=1j=1 A382 » J
2 2
AB"Cz+ + ¢ Nx ny
+ |AB cz2+(28%+AB)Ca X3 fe Coxken PR
‘A382 > 1 nx i=1j=1 (i, j)
[arctg —y——té + arctg !—ﬁ -~ arctg l—"—ﬁ +
X-a X+a X—a
y__/c nNx Ny
- arctg = - 2(Cse Csx + Rm) {Ka1 £ ) ¥ It
x+a i=1j=1 Y]
ABZC2+(282+AB)03 *2 + ~ABCz2~(A+2B)C3 N 4
s 2 (i, j) s 2 (i, )
A B A B
nx Ny ( 2 2.1/2
+ Kat o5 7 1n | LA+ (x+a) "+ (y+£) 7] +
i (i,j) 2 2.1/2
Znx deljs (y=€)+[(x+a)“+(y=£)"]
2 24172 nx Ny
n (y-£)+[(x=a) +(y-£)°] + Ket £ 3 ¥ ISU(y).
i=1j=1 ’
(y+£)+[(x~a)+(y+£)*1""? ! |
~ABC2-(A+2B)C3| 3 ABZC2+(282+AB)C3? xZ +
X ;s J (i, j)
A382 A B ‘
nx Ny (y+2)
+ Ke1 fz Z ZV(i,j) . 2 2.1/2 *
2nx  i=1j=1 [(x+a)“+(y+£)"]
+ - 2. 1/2 [(x_a)2+(y_£)231/2
[(x-a)“+(y+t)"]
. (y-£) (4.46)
1/2

[(x+a) 2+ (y-2)°]
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Finalmente com a substituiclo de (4.839), (4.40), (4.44) e
(4.46) em (4.44) torna-se possivel calcular a componente do
gradiente do funcional Fh em rela¢do a variavel de decisdo A, ou

seja 8Fn/3A, para a aplicacdo do programa de otimizacio.

4.4.4 COMPONENTE GRADIENTE DO FUNCIONAL Fn EM

RELACAD A VARIAVEL B

A sequéncia de desenvolvimento desta componente é a mesma
realizada na sec¢do anterior, ou seja, através da derivada
parcial da equag¢do (4.9) em relacidio a B. Considerando as

expressfes (4.10.a) e (4.10.b), obtém-se:

as aH
SR S k- g (4.47)

oR Nnx ny dB

Portanto, esta componente do gradiente & dada por:

nx ozZv nx Ny

3Fh L Ly k L
erh - - LHZv, + LS, —— H - ——— L LW, +
B nx Ny k=1 k=1 oB 2nx Ny k=1m=1 ’
nx ny Gka A 3 hx ny aw
(k,m)
b D) K Wee,my ¥ Ll S, v, =+
2 keim=1 oB ’ 2 k=1m=1 aB
nx ny nx Ny axv
L 1 k
- L X XV, U(k,m) + D) Sy U(k,m)
Z2nx Ny k=1 m=1 2 k=1 m=1 oB
nx Ny ay
(k,m)
y = L L s X, ——= (4.48)
2 k=1 m=1 oB - .




68

onde,
9Zv _ |-ABCz-(2A+B)C3 NERN A®BCz+(2A%+AB)Ca| 2
aB - X (4.49)
AR A2g3
e,
___aXl) = (Csx( + Rm) F ~ABC2~(2A+B)C3 X3 +
aB 2.3
A B
2 2
+ A BCz2+(2A"+AB)C3 2
3 X (4.50)
A%B®

Atraves da expressido (4.8.c), observa-se que:

aIi( )
— para i = 1,3 (4.51)

’

aIi(x’y) _

aB JA

portanto, as equa¢les (4.43) podem ser utilizadas deste que o

sinal seja invertido.

Através de um raciocinio andlago ao item anterior, torna-se

possivel a obtencdo dos diferenciais parciais dos deslocamentos

em relacdio a variavel de decisfo B, conforme dado pelas seguintes

equacgdes:
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aU(k,m) nx Ny ,
= = 2 Csx Kbi Z z iz —ABC2-(2A+B)C3| 3
aB f=1j=1 0¥ X, *
. AZBB-
2 2 i
. |ABC2+(2A%+AB)Ca| 2 Cex Kbp1 0% OV
Xeo o ~ ~———— ¥ ¥ zv
2 3 (I,J) (. .).
AZR nx i=1j=1 1ad
y+£ +4£ -
[arctg + arctg A arctg Y £ +
X—~a v X+a X-a
‘ )""C Nx Ny
- arctg —~ 2 (Cse Csx + Rm){ Ka1 fz Z 11 .
x+a iz1j=1 (V)
AZBF‘2+(2A2 < '
C +AB)C3 X2 + ~ABC2~(2A+B)C3| 3
2 3 (i, j) X j)
A2 2.3 ,
A'B
nx Ny .
R I B P RCALALA NELE Dl {7 kil N
2n ic1i=1 1, .
x i=t (y=€)+[(x+a)?+(y-£)%1""2
VT (x—n )by 27172 nx ny
= 1l (xma) T+ (y=£)"] +Ker £5 L Ia, ..
2 2,1/2 i=1j=1 x> v)
(y+€)+[(x-a)"+(y+£)"]
-~ABC2-(2A+B)C3| 3 , |A’BCz+(2A"+aB)CI| 2 +
> 2 (i, j) _ (i, J)
A°B A'B
nx Ny '
K 1 - (Y+£)
- < r-Z | Vg ) . +
2nx  i=1j=1 [(x+a) “+(y+£)"]
s (y+4£) _ ( (y-£) +
2 2.1/2
[(><—a)2+(y+4&)23“2 [ [(x=a)“+(y=€)"]
3
(4.52)

. (y-£)
[(x+a)2+(y"5)231/2 f-
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também, tem-se:

aw(k,m) (Ka1+Kaz) nx Ny o
— . AT TS Z 2 7y 1N (y+'€)+[(x+a)‘+(y+'€)2]1/2
oB 2nx i=1j=1 (i, 33" +
(y=€)+[ (x+a)?+(y-£)%31/2
(y=£)+[ (x=a)2+(y-£)?1"? nx ny
n y-£)"1 + (Ka1+Kaz) ) ¥ It .
(y+£)+[ (x-a)+(y+8)21/? is1j=1 0¥
~-ABCz2~(2A+B)C3 3 + AZBC2+(2A2+AB)03 2
2.3 (i,3) > 3 X, i)
A B A°B
nx Ny 2
~(Kb14+Kb2) (Csx+Rm) f Y ) Iz A%Bcz+(2A%+AB)C3 o2
i=1j=1 (x,v) 2 3 (i, 1
AB
~-ABCz2~(2A+B)C3
+ (2 ) X?i ol (Kp1+Kb2) (o 4 gn) F .
A283 ' ’ 2nx
nNx Ny -
. XL L zv, ,,|arctg Y+€ . arctg Y+t arctg X L,
i=1j=1 1ad X~a | x+a x-a

- arctg y=% J J (4.53)

X+a
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Assim,a componente do gradiente do funcional em relacifo a
variavel de decisido B, JFn/dB, fica determinado pela substituicio

das equacles (4.49), (4.50), (4.52) e (4.53) em (4.48).

Com a utilizacdo das expressdes determinadas neste itém, as
componentes do vetor gradiente do funcional em relac¢io & todas as
variavéis de decisfio podem ser calculados pelo programa de

otimizacdo.

Resumindo, tem-se:

8Fn/3C2 dado por (4.25)

JFn/3C3 dado por (4.32)

3Fh/3A dado por (4.38)

JFnh/3B dado por (4.48).

Deve-~se ainda observar; que o funcional dado por (4.9), bem

como seu gradiente, pode ser utilizado para estudar o caso do
contato normal sem atrito.

Considerando nulos, o coeficiente de atrito e a rela¢do dos
momentos (f = Rm = 0), torna-se possivel a comparacdo do modelo
numérico desenvolvido com a soluc3o analitica de Hertz,

permitindo a analise de sua validade.
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4.5 PROGRAMA DE OTIMIZACAO

Neste trabalho o Método do Multipliicador de Lagrange

aumentado ¢é utilizado para encontrar o minimo da funcio objetivo.

Nenhum método de otimizacdo é wuniversalmente mais eficiente e

preciso do que os outros, porém o método citado tem se mostrado

eficaz e preciso nos casos de otimizaclio de projetos de

engenharia [19].

Em geral um problema de otimizac¢8o ndo Tinear ¢é definido

por:
minimizar F(Vda),
Sujeita a si(Vd) £ 0 (i = 1,...,%)

e qj(Vd) =0 (i =1,...,m< k)

e dei S Va,_ s Mvdi (i = 1,... (4.54)

onde, F(Vd) é a funclo objetivo Vda é um vetor com k variavéis de

projeto, s(Vd) é considerado como as € fun¢les de restricoes de

inigualdade, q(Vd) como as m func¢des de restri¢des de igualdade,
"Va e "vad s3o os limites das variavéis de projeto, chamadas de
i i

restricdes laterais. As funcdes de restricdo s#o 1impostas pelo

projetista.
Para resolver este problema, o Lagrangeano é escrito, para
os casos de restricdes de igualdade:
(4.55)

m —
£(Va,x1) = F(Vd) +121 r1, g, (Va)

onde, A1 & um vetor com m multiplicadores de Lagrange.
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Como o minimo do Lagréngeano fornece a solugido para o
problema de restricdes de igualdade, uma funcdo pseudo-objetivo
chamada de Lagrangeano aumentado, € criada uti?izando o método da
funcdo de penalidade exterior considerando que restricdes de

desigualdade podem ser convertidas em restricbes de 1igualdade

equivalentes. Ou seja,

3

(9]

A(Va,%1,0) = £(Va, 1) + 5 'Yf(Vd)

1

N

i

3

- m _ c
= F(Vd) + } 1, g (Va) + 2

i=1 i

yi(Va) (4.56)
1

lfM

onde,

¢ €& um parametro escalar de penalidade

y(Va) & uma fun¢fo quadratica de penalidade, definida por:

y, (Va) = q,(Va) (4.57)

2 5t i v X : lternando a
A solucdo O6tima (Vdopt,xopt) é encontrada a

resoluciio de uma série de minimizacdes sem restricles seguidas de

uma simples atualizacdo dos multiplicadores i. O problema da

minimizacdo sem restricles associa o método da variavel métrica

de Davidon-Flether-Powell [20] com uma combinacdo do metodo da

Seccdo Aurea [21] e da aproximagdo polinomial, para a busca}

uni-dimensional.

para o problema proposto neste trabalho, o gradiente da

" funcio objetivo é analiticamente determinado, conforme visto nas

seccdes anteriores.
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4.6 APRESENTACAO DO FLUXOGRAMA

ARQUIVO
DE
ENTRADA

PROGRAMA . SAIDA DE
PRINCIPAL RESULTADOS

SUBROTINA
DE
OTIMIZAGAO |

4

ARQUIVO DE
TRABALHO
fix), gtixJ, vdr)

SUBRCTINA
P/ CALCULOS
DE f{x), gfix) |

ARQUIVO
ATUALIZADO

fix), gf(xJ,vd(1)

ama de blocos que representa o programa

Figura 4.6 - Fluxogr

izado para a solucdio do problema.

util
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4.6.1 CONSIDERACOES SOBRE O FLUXOGRAMA:

ARQUIVO DE ENTRADA: Os seguintes dados devem ser fornecidos

ao programa:

Zi1 — forca normal externa (N),

raio do cilindro (mm),

0 -

L - largura do cilindro (mm),

F - coeficiente de atrito,

nx - numero de divisGes ao Tongo do eixo X,

ny- numerc de divisSes ao longo do eixo y,

vi - razido de poisson dos COrpos, i=1,2

Ei ~ modulo de elasticidade dos corpos (N/mmz), i=1,2
A partir dos dados fornecidos, a subrotina de entrada

calcyla o momento maximo, Cmax, Que pode ser aplicado sem gue
enviandc a

entre o momento aplicado e Cmax

mensagem para a tela do

ocorra escorregamento,

terminal. O valor da relacdo, Rm,

m como © seu sentido.

¢ solicitado, assi
e Kci, dados através

coeficientes Kai, Kbi

Os valores dos
utilizando as propriedades

sio calculados

da equacido (2.42),

elasticas dos materiais.
A, B, Cz e C3, sdo inicializadas a

As variavéis de deciséo,
para O contato normal. A funcio

da solucédo de Hertz

partir
nsiderados com valor inicial nulo.

objetivo e seu gradiente sido co
de entrada sdo acessivéis em qualquer parte

Tons os dados
o dencominado FDADOS.

do programa através de um arquiv
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PROGRAMA PRINCIPAL: Sua funco inicial é chamar a subrotina

qQue cria o arquivo de dados. A seguir todo o processo de

minimiza¢do do funcional ¢ controlado pela subrotina de

otimizacdio. Apdés os calculos dos valores otimizados, o programa
principal controla a saida dos resultados.

SUBROTINA DE OTIMIZACAO: Desenvolvida pelo grupo de

Mecanica da UFU,

Dindmica de Sistemas do Departamento de Eng.
utiliza o Método do Multiplicador de Lagrange aumentado, conforme

explicado no itém 4.5. Esta subrotina é composta por varijos
sub-programas utilizados na otimizacio, 1interligados com a

subrotfna de caiculo do modelo elastico do contato com atrito.

ARQUIVO DE TRABALHO: A funcd3o objetivo, seu gradiente e
as varijavéis de decisfo, sfo transmitidos através de um arquivo
denominado FICDAT. Este é o elemento de 1ligacdic entre as varias

subrotinas utilizadas para realizar a otimizac¢do.

SUBROTINA DE CALCULQO: Sua finalidade principal é fornecer o
cada vez gue as

e seu gradiente ,

valor da func¢io objetivo

' decislio s#o

atuyalizadas. O funcionai ¢ obtido

variavéis de !
pelas equagoes

ient
programando-se a equacio (4.9) e © gradiente

(4.25), (4.32), (4.38) e (4.48).

varjas vezes durante a execucio do
assim como a

ARQUIVO ATUALIZADO:

as variavéis de decisfdo,

programa de otimizacdo,
gradiente

slo modificados. Sempre que

funciio objetivo e seu
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este fato ocorre, o arquivo de trabalho FICDAT ¢ automaticamente

atualizado.

INTERRUPCAO DO PROGRAMA: O programa € interrompido quando

encontra um minimo global ou local, ou ent3o quando um nimero

maximo, pré-fixado, de iteracdes & atingido.

SAIDA DE RESULTADOS: O programa principal fornece como

————

nomio de distribuicfio de presso normal otimizado e,

saida: o poli
os valores calculados para oS limites da faixa de contato entre o

cilindro e o plano. De acordo com a op¢do do wusuario, também
podem ser fornecidos, para qualquer ponto da area de contato, o

tensfio tangencial, Xv, e os

vaior da distribuicdo de

deslocamentos U € W.

o

gigsicEens w

%~



5.0. APRESENTACAO DE RESULTADOS

Os resuitados obtidos para o caso do contato entre um

cilindro e um plano, determinados a partir da otimizacio do

funcional dado pela equacio (4.9), sfo mostrados a seguir.

Em todos os exemplos adotou-se o emprego de 100 pontos

(10 x 10) para a discretizaciio da area de contato. Durante os

testes com o programa, verificou-se que um nUmero maior de

pontos implicava em um grande aumento do esforc¢o computacional
b

sem melhora significativa dos valores calculados.

O programa foi executado com varios tipos de materiais
H

diferentes dimensfes para o cilindro, diversas combinacles entre

a forca e o momento aplicado, sempre mostrando resultados

coerentes.

Para exemplificar os valores obtidos, sera apresentado o

onde utilizou-se um <cilindro de baixo médulo de

raio 350mm, comprimento 210mm, cujas

caso

elasticidade, com
pfopriedades elasticas sdo dadas por E, = 0,3.104 N/mm2 e o

O cilindro esta sujeito a uma carga externa Z =6000 N e

encontra-se apoiado -sobre um plano de aco, sendo Ez=0,21-106

N/mm® e 0,=0,3. Adotou-se um coeficiente de atrito f = 0,35.

para verificar a incerteza do método numérico utilizado, a

soluclio analitica de Hertz para o caso sem atrito (distribuicdo
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eliptica da pressdo normal), foi comparada com os resultados
obtidos pelo programa (distribuicdo poiinomial). Para os dados
acima, o comprimento da area de contato apresentou um erro
relativo de 1,33 % .A area sob a curva da pressfdo normal, que

representa a forc¢a externa aplicada, apresentou um erro de 1,66%.

A comparacdo da funcdo de distribuic¢do da pressio normal
pode ser observada na figura (5.1), onde €& representado o errc
absoluto entre Zv(x) obtido analiticamente e numéricamente, ao

fongo da area de contato.

5.0 T ’A z\_,l

Ca = f£=0
3.8 T Z1 = 6000 N
2.5 T

!

2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00
X (mm)

Figura 5.1. Comparacido entre a funcdo de distribuicio da
pressfio normal calculada analiticamente (curva é1iptica) e

numéricamente (curva polinomial), sobre a area de contato.
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Verifica-se, na figura anterior, que o erro é maior proéximo
aos extremos da area de contato. Como a ordem de grandeza das
pressBes s3o muito pequenas nesta regifio, pouco influem no

calculo das deformacbes e tensdes dos corpos.

Desta forma, os resultados que serfo apresentados a seguir,
foram obtidos adotando-se curvas polinomiais para a distribuicio

de pressZo normal.

A figura (5.2) mostra as curvas da distribuicio de tensio
normal e tangencial sobre a area de contato, quando o cilindro
ndo esta submetido a momento externo, podendo-se analisar apenas

o efeito da presenca do atrito entre os corpos.

Considerando este mesmo problema, sdo comparados Os

valores, com e sem atrito, dos deslocamentos dos pontos situados

na area de contato.

Para os pontos situados no centro da area de contato e ao
longo do eixo X, os deslocamentos normais e tangenciais podem ser

observados através das figuras (5.3) e (5.4), respectivamente.

" Observa—-se que a presenca do atrito produz uma pequéna
variacdo na distribuicdo de pressdo normal e provoca o
aparecimento da tensfo tangencial, antes nula. O atrito entre os
corpos leva a uma modifica¢#io do deslocamento tangencial maior do
que o ocorrido no deslocamento normal, além de gerar uma

assimetria na area de contato.
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Z , X (N/mm#x2)

Z, Ca=0, f=0
Z, Ca=0, f=0.35
X, Ce=0, f=0.35

Figura 5.2. - Distribuic8o da tensfo normal (zv) e
tangencial (Xv) sobre a area de contato, para uma

carga externa Z1 = 6000 N e momento nulo.
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2.00

4.0 W (mm*E~02)
/”—”-"—” T MNN\‘\
2.0 7
I ! 1 ] | 1 ! 1
! T ] i i ! I !
—1.00 0.00 1.00 2.00
X {mm)
~-2.0 T — Ca=0, =0
— Ca=0, f=0.35
~4.0 -
Figura 5.3. - Deslocamento normal (w) dos pontos da area de

contato, ao longo do eixo x. (y=0, Z1=6000 N, Ca=0)
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__%L4_:r U (mmxE-02)
——— 4
i.2 T
-2.00 T -1.00 0.0 " 1.00 T a0
' X (mm)
-1.2 T
o4t ——. C8=0, f=0.35
(b) 3.2 T ulmm*E-03)
;~ﬂ__~,,—
1.6 T
k 1 % : t t 1
-2.00 ~1.00 0.0d 1.00 2.00
X (mm)
1.8 T
" Ca=0, f=0
e
~-3.2 &
Figura 5.4. - Deslocamento tangencial (u) dos pontos da

area de contato, ao longo do eixo x, sendo:

(a) com atrito, (b) sem atrito.



84

As proximas figuras mostram os resultados obtidos qQuando

0s corpos definidos anteriormente, sio submetidos a um moment

l [He]
externo equivalente a 90% do momento méximo, Cmax, que pode ser
aplicado sem que ocorra escorregamento.

Conforme especificado, a carga normal que atua sobre o

cilindro vale Z1 = 6000 N e o coeficiente de atrito entre os

corpos f = 0,35.

Sdo apresentados valores para o momento positivo, aplicado
no sentido anti-horario e, para o momento negativo. Estes dados
sdo comparados com o caso onde o momento externo e o atrito sfo

nulos, que também foi calculado através do programa desenvolvido

ambos utilizando curvas polinomiais para a distribuiciio da

pressdo normal.

A Figura (5.5) mostra as curvas de distribuiclio de tensio
normal sobre a area de contato, para os casos descritos acima.
Verifica-se que o momento externo desloca as curvas em relacio ao
modelo sem atrito, de acordo com o seu sentido de aplicaciio. A
area de contato ¢ alterada, apresentando uma assimetria, que ¢é

funcido do sentido do momento aplicado.

As tensBes tangenciais que atuam sobre a area de contato,
sfio apresentadas na Figura (5.6). Considerando a presenca do
atrito no contato, mas sem momento externo, tem-se uma

distribuicéb anti-simétrica para a tensfo tangencial.

Com a aplicacio de um momento positivo, a tens3o tangencial
aumenta nos pontos situados em x > 0,sendo reduzida em x < 0.

pPara um momento negativo, observa-se O efeito inverso.

T
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Z (N/mmxx2)

12.0 T

2.00 -4.00 0.00 1.00 2.00
‘ X (mrm)
Figuraa 5.5 - Distribuicdo da pressfo normal (Zv) ao longo

da a4rea de contato, mostrando a influéncia do

momento externo. (Rm=0.9, Z1=6000 N)
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8.0 T X(N/mmxx2)

———— Ca > i
N\\\\ —_— L3 = {
™~ — Ca < (

Distribuicdio da tensfo tangencial (Xv) ao

Figura 5.6 -
longo da 4rea de contato, mostrando a influéncia do

momento externo. (Rm=0.9, Z1=6000 N)
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Para o problema proposto, de um cilindro em contato com um
plano, na presenca de atrito e sujeito a momento externo, também
foram tracadas as curvas dos deslocamentos dos pontos situados

sobre a area de contato.

Os resultados que serfo mostrados a seguir, foram obtidos

com os dados ja definidos anteriormente.

O caso onde o momento aplicado € positivo e eguivalente a
QO% do momento maximo, € combarado com o contato sem atrito e
momento nulo.

As curvas dos deslocamentos normais e tangenciais séo
apresentadas nas Figuras (5.7) e (5.8), sendo que os pontos
considerados estdo situados sobre a Tlinha central da area de

contato, ao longo do eixo X.

Andalogamente, as Figuras (5.9) e (5.10), mostram os
deslocamentos destes pontos quando o sentido do momento &

invertido, para a mesma rela¢fo com o momento maximo.

A presenca do momento externo provoca uma pequena

variacio nos deslocamentos normais e, uma acentuada alteracdo

nos deslocamentos tangenciais.

Verifica-se, através das curvas tracadas, que assim como
ocorre na distribuicio de tenséo tangencial, os deslocamentos

tangenciais se concentram em um dos lados do eixo x, de acordo

com o sentido do momento.
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4.0 W (mm*E-02)
2.0 7T
1 1 | ] l ] 1 {
1 1 { ] i { i I
-1.00 0.0q 1.00 2.00
X (mm)
2.0 T . Ca=0, f=0
— - Ca>0, f=0.35
-4.0 —

Figura 5.7 - Deslocamento normal (w) dos pontos situados no

centro da area de contato, ao longo do eixo x,

sob a influéncia do momento externo positivo.
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(a) 2.0 T u(mmxE-02)
T T - ; ; b j
- -1.00 0.0 1.00 2.00
2.00 x (mm)
-2.0 T
40T - —T7
T ——— Ca>0 , $=0.35
-6.0 ©
(b) 3.2 T u{mmxE-03)
I
1.6 T
J AP T 0.0 T 1.00 T 2.00
-1.86 T
1 Ca=0 , f=0
~3.2 -
Figura 5.8 - Deslocamento tangencial (u) dos pontos da area

de contato, ao longo do eixo x, sendo:

(a) momento positivo, com atrito.

(b) momento nulo, sem atrito.
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4.0 T w(mmxE-02)
2.0 7T
1 ] ] 1 ! [ 1 H
| 1 | i T 1 ) i
2.00 -1.00 0.0dQ 1.00 E.QO
X (mm)
,L
_J_ .
-2.0 Ca=0 , f=0
— Ca<0 , f=0.35
A
-4.0 7

Figura 5.9 — Deslocamento normal (w) dos pontos sjtuados no
centro da area de contato, ao longo do eixo x,

sob a influéncia do momento externo negativo.
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(a) ' 8.0 T u(mmxE-02)
L — — . Ca<0, £=0.35
— - -- 7 4-0 JT-
1
2.0 T
} f } i - s SR
-2.00 ~1.,00 0.00 1.00 2.00
% {mm)
-2.0 ']
(b) 3.2 ‘( u {mm*E-03)
1.6 T
-2.00 ©-1.00 " 0.04 " 1.00 T 2.00
X {mm)
-4.8 T
——— Ca=0 , =0
-3.2 —

Figura 5.10 - Deslocamento tangencial (u) dos pontos da area
de contato, ao longo do eixo x, sendo:

(a) momento positivo, com atrito. (b) momento nulo, sem atrito.
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Uma analise da variacfo da area de contato, com a aplicacio
do momento externo e a presenca do atrito, pode ser feita a
partir da Figura (5.11).

Verifica-se que para um momento no sentido anti-horario, a
area de contato se. desloca no sentido positivo do eixo x,
ocorrendo um deslocamento oposto com a finversido do sentido do
momento. Desta forma, os extremos da area de contato, A e B, nio
sfdo0 mais simétricos como ocorria no contato hertziano.

Seja B8A a diferenca entre o comprimento de contato, A,'
calculado numéricamente e analiticamente. Seja AB a variacéd do
1comprimento B. Observa-se que para Rm positivo, a relacio AA
cresce enhquanto AB decresce. Para Rm negativo a relac¢fdo, dos

Timites da area de contato tem uma varia¢8o oposta.

12T mm
A
\ A
Z = 6000 N \ A
f=0.35
\
\
8
\
'R
} } t } } t { —
-.20 -.40 0.90( .10 .20
! A. Bz
AB
-1.2 L

Figura 5.11 - Influéncia da aplicacd3o do momento externo

sobre os limites da area de contato.(Z1=6000 N, £=0.35)



6. CONCLUSAD

Este trabalho apresenta uma contribuic8o ao estudo do
contato entre corpos elasticos, na presenca de atrito, com uma

aplicag¢do para o caso de um cilindro submetido a carga normal e

momento externo, apoiado sobre um plano.

0 estudo desenvolvido pode ser aplicado & analise do

contato entre pneu-solo,  considerado como um modelo

simplificado, onde o pneu ¢ tratado como um cilindro elastico e o

solo como um plano semi-infinito, sob a presenca do atrito seco

de Coulomb.
Para o modelo adotado, foram determinadas as equacles dos

deslocamentos para quaisquer pontos dos corpos. A obtencdo da

distribuicio de tensfio normal e dos limites da area de contato,

que definem a soluc¢fio do problema, é feita a partir do principio

da minima energia de deformacio.

A soluclio para este problema, mesmo com as hipdteses

simplificadoras adotadas, exige a utilizacdo de técnicas de

otimizacdo aplicadas a um modelo numérico.
O programa de otimizacfo utiliza uma funcdo polinomial para
a distribuiciio de pressfio normal e, as variavéis de decisfo sio

os limites da area de contato e os coeficientes do polindmio.
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O calculo dos deslocamentos totais de um determinado ponto,
utiliza o principio da superposiciio dos efeitos das pressdes

eTementares, que atuam sobre as areas infinitesimais, gue compdem

a drea de contato. Os resultados obtidos demonstram que o

tratamento ¢ adeguado, pois levam & soluclo do problema.

O programa em 1linguagem Fortran-Vs, esta implementado no

IBM~4341. Para sua utilizacfo o usuario deve atualizar o arquivo

dimensionais, propriedades

de dados com as caracteristicas

eldsticas dog materiais e, esforcos aplicados. O programa fornece

Como resultados a curva da distribuicio de tensfio normal e os

Timites da area de contato. Também sfo calculados os valores da

tensio tangencial, deslocamento normal e deslocamento tangencial

€M qualquer ponto da area de contato.

Quando os resultados sfo comparados com a solucdo analitica

de Hertz, caso sem atrito, verifica-se que o modelo numérico

adotado ¢ consistente, obtendo erros relativos bastante baixos.

Para o outro problema estudado, onde o cilindro esta submetido a

sem escorregamento e com atrito,
gue permitisse a comparacdo dos

Um momento externo, ndo foi

encontrado material disponivel

Fesultados.

A area de contato e o campo de tensdes nela atuantes,
determinados pelo programa, podem ser utilizados nas equac¢des
(2.38), permitindo a obtencdo dos deslocamentos em gquaisquer
pontos dos corpos, ficando determinadas as deformacSes e tensfes

nestes pontos. Para isso, deve-se acrescentar um novo médulo ao
programa que calcule estas deformacles e tens8es. Assim, os
resultados podem ser verificados através de meétodos
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plo, técnicas da fotoe1ast1c1dade.

experimentais, como por exem

Futuras pesquisas dedicadas ao estudo do contato com

corpos de forma genera1izada, podem Sér

atrito, entre dois
efetuadas utilizando & metodoiogia desenvolvida neste trabalho.
Neste caso, deve—se considerar uma distribuicdo de tens@o
a de contato dados por uma

bi-dimensional e ©S 1imites da are

funciio de contorno.

blemas de contato, submetidos a0

Para © tratamento de pro

escorregamento, sugere-se @& utilizacdo do critério da minima
m funcional cuja

poténcia dissipada, au® permite a obtencdo de U

minimizacio leva 2 solucdo do problema.
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8. ANEXO 1. REVISAO DE ALGUNS CONCEITOS DA TEORIA DA

ELASTICIDADE

(a)TENSAO: O estado de tensdo de um ponto de um corpo é
determinado gquando as tensfes em todos os planos que passam por

este‘ponto sdo conhecidas. A tenséo € estimada como a forg¢a por

unidade de area. Se v representa a dire¢do da normal de um plano,

as tensles sdo especificadas por meio das componentes

retangulares Xv, Yv, Zv, paralelas aos eixos de coodenadas.

Considerando qué os cossenos diretores da dire¢g3o v sfo:

cos(x,v), cos(y,v), cos(z,v), pode-se escrever as componentes

normais de tensdo como,

Xxcos(x,v) + Xycos(y,v) + Xzcos(z,V)

Xv =
YV = Yxcos(x,v) + Yycos(y,¥) + Yzcos(z,V)
Zv = Zxcos(x,v) + Zycos(y,v) + Zzcos(z,?)
onde, Yz = Zy, Zx = Xz, Xy = Yx (1)

sendo que, Xx, Yy, 2z, Yz, Ix, Xy, s8o as ‘“componentes de

tensdo”.
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(b) EQUACOES DE EQUILIBRIO: Um corpo, submetido a for¢as,

esta em equilibrio, guando as componentes de tensfo satisfazem as

seguintes equacdes para todos os pontos do corpo:

3Xx 4+ Xy + 9Zx + X1 = 0 (2.a)
Ix Jy dz
Xy + 9Yy + IJYz + Y1 = Q (2.b)
I x dy Oz
8Zx + 9Yz + 82z + Z1 = 0 (2.c)

dx Jdy dz

onde, (X1,Y1,Z1) s8o as for¢as atuantes no corpo.

(c) DESLOCAMENTOS: Se (X,y,z) representa a posicdo de um

ponto do corpo no estado n3o tensionado, e (x+u,y+v,z+w)

representa a posi¢do do mesmo ponto do corpo quando sujeito a

acido de forcas, entdo (u,v,w) representa o deslocamento do ponto

e suas componentes sfo funcles de (x,y,2).

(d) DEFORMACOES: A deformacdo em um ponto (x,y,z), em uma

direcido definida pelos seus cossenos diretores («,B8,8), € dada

por:

ex x dz + EYf Bz + ezz 92 +eyz BB + ezx Oa + exy af ) (3)

onde as “componentes de deformacfio” sfo determinadas a partir dos

deslocamentos:
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Gxx = Q_L_{ eyy = _a__
ax ay
ezz = Ow eyz = Ow + dv
az Jy az
exy = Ov + ?__L_l

X

Q
x

(4)

(5)

(6)

as componentes
parcial da fun¢io

ezx = Ju + Iw
82 ax
A deformacido rotacional € dada por um vetor de componentes:
2 ¥Tx = W - v 2 ¥y = 8 u
ad vy d z 3 =z
2 Yz = 8 v- 38 U
d x ay
A dilatacdo volumétrica, A, & definida por:
A = exx + eyy + ezz = Ou + dv + dw
X dy 3z
ou seja,
A = div - {u,v,w)
Yy, 7z, nido sfo considerados,
diferencial

Quando 7x,
deslocamento sfo dadas pela
deslocamento potencial, ¢, tal que:

do

de
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Uma solucldo valida para o deslocamento de todos os pontos

da superficie do corpo ¢ dada pela funcio potenciai ¢ e pelo

vetor potencial (F,G,J), de acordo com a seguinte expressio:

(u,v,w) = grad (¢) + curl (F,G,J) (8)

O vetor potencial (F,G,J) satisfTazam a seguinte equacio:

arF 3G aJ _ 0 (9)
ax 3y az

(e) RELAGOES TENSAO - DEFORMACAO: Em um sélido elastico

ligeiramente tensionado a partir de um estade ndo tensijonado, as

componentes de tensfo sfo funcbes Tineares das componentes de

deformacido. Quando o material é isotrépico tem-se que,

Xx = A A+ 2 H exx ‘ Xy = U exy
Yy = A A+ 2 u eyy Yz = U eyz
Zz = A A+ 2 U ezz Zx = M ezx (10)

Resolvendo-se estas equa¢les, obtém-se as componentes de

detvormacio:



104

exx = —— [Xx = o(Yy + Zz)] €yz = 2(1+0) Yz
E E
eyy‘ = “‘1—" [Yy - U(Zz + Xx)] Ezx = M Zx
E E
1 ,
€zz = —— [Zz ~ 0(Xx + Yy)] exy = 2(1t0) Xy (11)
E E

onde,
A+2U ) .
E = B(3r+2p) € o0 modulo de Young,
A+
A , ,
0 = ~—————— €& a razdo de Poisson,
2(A+u)

K= A + 2 é o modulo de compressido e, A e u sio as
3

constantes de Lamé ,sendo U a rigidez.

(f) EQUACOES DE EQUILIBRIO EM TERMOS DO DESLOCAMENTO:

Substituindo~se as equa¢des (4), (6) e (10) em (2), obtém-se:

ey |22 2 A 4w VP (u, v, w) + (X1,Y1,21) = 0 (12)
ax ady 0z
onde,
2 2 2
Vz . a3 + 3 + d
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Se a rotacdo ¢ introduzida, resulta:

(¥x,¥y,¥z) = . rot(u, v, w),

2
1 ow v au aw‘ 3 3
= — —_—— ] | |, v ._ (13)
2 dy 0z 8z  Ox ox  dy

Logo, equaclo (12) resulta em:

=0 (14)

a a8 8 |
-, A~ 2p rot(yx,¥y,¥z) + (X1,Y1,71)
dx Jdy 09z

(x+2u)( —



