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Resumo

E bem conhecido o fato que solicitacbes externas tém significativa influéncia sobre o
comportamento estatico e dindmico de sistemas estruturais tais como colunas, poérticos planos,
placas e cascas, através do efeito conhecido por enrijecimento por tensdes. Este trabalho
apresenta um estudo acerca do efeito do enrijecimento por tensées (stress-stiffenning) e sua
influéncia sobre as caracteristicas dindmicas de sistemas estruturais. E proposto um
procedimento inverso para a identificacao de cargas externas a partir das respostas dinamicas
observadas. Para tanto, utiliza-se o Método dos Elementos Finitos (MEF) e Método dos Modos
Assumidos (MMA) para modelar sistemas estruturais planos constituidos por elementos de
vigas e placas retangulares finas submetidas a condigdes gerais de carregamento em seu
plano, respectivamente. Os modelos sdo implementados em ambiente MATLAB?® e validados
mediante confrontacdo com resultados fornecidos por analise de elementos finitos utilizando o
programa comercial ANSYS®. As respostas dinamicas sdo caracterizadas em termos dos
parametros modais (freqliéncias e modos naturais de vibragdo) e de fungdes de resposta em
frequéncia. As variagbes observadas das frequéncias naturais em fun¢éo da magnitude do
carregamento é interpretada no contexto de um critério dindmico para determinagéo de cargas
criticas de flambagem. Através dos dados experimentais obtidos em ensaios de vibracdes
realizados em placas de aco e aluminio, as quais foram aplicadas diferentes cenarios de
carregamento, € comprovada a influéncia do carregamento externo no comportamento
dinamico destas estruturas. O procedimento de identificacdo, consiste em utilizar os
pardmetros modais das estruturas sujeitas ao carregamento externo para formar uma fungéo
objetivo tendo como varidveis de projeto as cargas que s&o supostas desconhecidas. O
problema de otimizagdo € resolvido numericamente utilizando tanto algoritmos classicos
baseados em gradiente como também algoritmos pseudo-aleatérios (Particle Swarm
Optimization). Com base nos resultados obtidos, conclui-se acerca da eficiéncia dos métodos
de modelagem na previsdo das respostas dindmicas e da viabilidade das técnicas de

identificac&o propostas na determinagao de cargas pelo uso das respostas dinamicas.

Palavras Chave: Identificagdo de Cargas. Vibragbes. Elementos Finitos. Estabilidade.
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Abstract

It is known that stress state can influence, to a large extent, the static and dynamic behavior of
structural systems such as columns, frames, plates and shells. Such phenomenon is known as
stress-stiffening effect. This work presents a study on the stress-stiffening effect in relation with
the dynamic characteristics of structures. The emphasis is placed on two different aspects,
namely: the development of a modeling procedure enabling to characterized the influence of the
external loads on the dynamic behavior of two-dimensional frames and rectangular plates; the
development of an inverse procedure intended for the determination of external loads, given the
dynamic responses of the loaded structure and a numerical model. With this aim, the Finite
Element Method and the Assumed Modes Method are used to model the dynamic behavior of
externally loaded two-dimensional frames and rectangular plates. Both types of modeling
procedures are implemented in MATLAB® environment. The dynamic responses are
characterized in terms of modal parameters (natural frequencies and vibration mode shapes)
and frequency responses functions. The variations of the natural frequencies as a function of
the external loads are interpreted in the context of a buckling dynamic criterion. The influence of
the stress-stiffening effect on the dynamic behavior of rectangular plates is also characterized
through laboratory experiments performed on steel and aluminum plates, to which different load
scenarios are applied. The load identification procedure consists in solving a constrained
optimization problem in which the cost function expresses the differences between the
measured and model-predicted natural frequencies and/or the vibration mode shapes of the
loaded structure. The external loads, assumed to be unknown, play the role of design variables.
The optimization problem is solved numerically using both a classical gradient-based and a
pseudo-random algorithm known as Particle Swarm Optimization. The results obtained confirm
the paramount influence that the stress-stiffening can have on the dynamic behavior of
structural systems and demonstrate the effectiveness of the modeling procedures and the

feasibility of the load identification procedure based on the dynamic responses.

Keywords: Load identification. Vibrations. Finite elements. Stability. Inverse Problems.
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Resumen

Es bien conocido el hecho de que esfuerzos externos tienen significativa influencia sobre el
comportamiento estatico y dinamico de sistemas estructurales tales como columnas, porticos
planos, placas y cascaras, a través del efecto conocido como enrijecimento por tensiones. Este
trabajo presenta un estudio acerca del efecto de enrijecimento por tensiones (stress-stiffenning)
y su influencia sobre las caracteristicas dinamicas de sistemas estructurales. Se propone un
procedimiento inverso para la identificacion de cargas externas a partir de las respuestas
dindmicas observadas. Para esto, se utiliza el Método de Elementos Finitos (MEF) y el Método
de los Modos Asumidos (MMA) para modelar sistemas estructurales planos formados por
elementos de viga y placas rectangulares delgadas sometidas a condiciones generales de
carga en su plano medio, respectivamente. Los modelos son implementados en ambiente
MATLAB® y validados mediante comparacion con resultados proporcionados por analisis de
elementos finitos utilizando el programa comercial ANSYS®. Las respuestas dinamicas son
caracterizadas en funcién de los parametros modales (frecuencias y modos naturales de
vibracién) y de funciones de respuesta en frecuencia. Las variaciones observadas en las
frecuencias naturales en funcién de la magnitud de la carga es interpretada en el contexto de
un criterio dinamico para determinacion de cargas criticas de pandeo. A través de los datos
experimentales obtenidos en ensayos vibratorios realizados en placas de acero y aluminio, a
las cuales fueron aplicados diferentes escenarios de carga, se comprueba la influencia de la
carga externa en el comportamiento dinamico de estas estructuras. El procedimiento de
identificacion, consiste en utilizar los parametros modales de las estructuras sometidas a
cargas externas para formar una funcion objetivo teniendo como variables de proyecto las
cargas que son supuestas como desconocidas. El problema de optimizacién es resuelto
numéricamente utilizando tanto algoritmos clasicos basados en gradiente como tambien
algoritmos seudo-aleatorios (Particle Swarm Optimization). Considerando los resultados
obtenidos, se concluye acerca de la eficiencia de los métodos de modelacion en la prevision de
las respuestas dindmicas y de la viabilidad de las técnicas de identificacion propuestas en la

determinacion de cargas usando respuestas dinamicas.

Palabras Clave: Identificacion de Cargas. Vibraciones. Elementos Finitos. Estabilidad.
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CAPITULO |

Introdugéao

O problema de determinagdo de cargas externas a que estéo submetidas as estruturas
em condicBes reais de servigo esta presente em numerosas situagdes praticas encontradas no

ambito das engenharia Civil, Estrutural, Mecanica, Aeronautica, Naval, etc.

A importancia atribuida a resolugdo deste problema vem crescendo, em virtude do
envelhecimento das estruturas construidas no passado, a tendéncia de realizacdo de
estruturas cada vez mais leves, esbeltas e complexas. Some-se a isso a necessidade

frequente de se efetuar a verificagéo das consideragbes adotadas nos projetos e de avaliacso

do nivel de seguranga dos sistemas estruturais, tendo em vista um provavel

redimensionamento destes sistemas para novas condigdes operacionais.

Um fator que dificulta a determinagdo do carregamento através de medigbes
experimentais é que tal procedimento requer que os transdutores (células de carga ou
extensémetros) sejam introduzidos na estrutura durante sua montagem, previamente a

aplicagédo das cargas que s€ desejam determinar. Tal fato impede a utilizacdo deste tipo de

procedimento em grande nimero de estruturas hoje existentes.

E bem conhecido o fato que as solicitagcbes externas podem exercer significativa

influéncia sobre as caracteristicas dinamicas de componentes estruturais, através de um efeito
conhecido por stress-stiffenning (enrijecimento por tensbes) (Greening e Lieven, 1999). A titulo

de exemplo, pode-se mencionar gue este efeito esta presente nos instrumentos musicais de
corda, nos quais a afinagao das cordas é definida por suas freqiiéncias naturais de vibrago, o
que é feito ajustando-se o grau de tensionamento das mesmas. O enrijecimento por tensées

ocorre igualmente em outros tipos de elementos estruturais, tais como barras, vigas, placas e

cascas, conforme evidenciado por Lurie (1952).

Com base na influéncia exercida pelo carregamento externo sobre as respostas

dinamicas & possivel, em principio, por um procedimento inverso, obter informacées acerca dos



niveis e distribuicbes de cargas externas aplicadas a estrutura a partir da medicao destas
respostas. Como uma aplicagdo particularmente interessante, destaca-se a utilizagdo da
relacdo existente entre as cargas externas e as frequéncias naturais das estruturas como um

critério para determinagéo das cargas criticas de flambagem.

A avaliagao de carregamentos externos, baseada na utilizagéo de respostas dinamicas

tem numerosas vantagens do ponto de vista de sua aplicabilidade pratica, podendo-se citar:

. a relativa facilidade de medicdo e processamento das respostas dinamicas,
considerando os avangos tecnologicos obtidos nas Ultimas décadas, em particular,

com medi¢des a distancia, utilizando técnicas opticas;

. a ampla acessibilidade a pontos de medicéo, sabendo que as respostas dinamicas

sao caracteristicas globais das estruturas.

Na forma em que é considerado na presente Dissertac@o, o problema de determinagéo
do carregamento externo de forma indireta, sendo necessario se dispor de um conjunto de
respostas dinamicas (frequéncias e/ou modos naturais de vibragéo, fungbes de resposta em
frequéncia, por exemplo) e um modelo matematico relacionando as cargas externas e as
respostas dinamicas do sistema estrutural. Busca-se entdo formular o problema inverso de
identificacdo resolvendo-se um problema de otimizagdo néo linear em que as variaveis de
projeto séo as cargas externas desconhecidas e a funcéo objetivo representa a diferenca entre
as respostas dindmicas medidas sobre a estrutura carregada e as correspondentes previsées
do modelo matematico. O processo pode ser entendido como um problema de identificacado
paramétrica baseado em ajuste de modelos. O livro de Friswell e Motttershead (1995) fornece

um abrangente apanhado da teoria e das aplicagbes deste tipo de estratégia.

O tratamento de problemas inversos comporta, invariavelmente, algumas dificuldades

intrinsecas, dentre as quais pode-se citar:

« a precisdo dos resultados da identificagdo é determinada pela precisdo do modelo

matematico disponivel,

- do ponto de vista numérico, os problemas de identificacdo sdo geralmente mal-

condicionados, o que significa que sua solugdo apresenta-se muito sensivel a



presenga de incertezas e ruidos que, inevitavelmente, contaminam os dados

experimentais utilizados;

« por razbes de natureza pratica, os dados experimentais utlizados sao
invariavelmente incompletos, tanto no sentido espacial (respostas conhecidas em
um numero limitado de posigcdes), quanto no aspecto espectral (respostas
determinadas em uma banda de freqliéncias). Conseqlentemente, a unicidade da

solugéo nao pode ser assegurada.

Embora nédo sejam numerosos, alguns estudos reportados na literatura tém como
objetivo a investigacdo das relagdes existentes entre as cargas externas aplicadas e o
comportamento dinadmico de elementos ou sistemas estruturais. Em alguns casos, estas

informacgdes foram utilizadas para identificar os esforgos aplicados a estruturas.

A relacido entre as freqliéncias naturais e a carga, obtida a partir das respostas
dinamicas, prova o interesse pratico na determinagio da carga atuando em determinados
membros de uma estrutura. Rayleigh (1877) foi o primeiro em analisar os efeitos da carga axial
sobre as frequéncias naturais de algumas estruturas. Sua contribui¢do se limitou a evidenciar
esta influéncia. Stephens (1936) reconheceu a semelhancga entre os problemas de estabilidade
e vibragbes de estruturas, propés um método para determinar o coeficiente de fixagdo de
elementos estruturais. Weinstein e Chien (1943) investigaram o comportamento vibratorio de
uma placa engastada submetida a esforgos de tragdo uniforme. Mostraram, por meio de um
principio variacional, que o quadrado da freqiéncia de vibragdo da placa aumenta em forma
aproximadamente linear, com o acréscimo da carga de tragdo. Chu (1949) determinou uma
relacdo linear entre a carga critica de uma coluna simplesmente apoiada e de um portico com o
quadrado das freqUéncias naturais. Seus resultados experimentais mostraram-se muito

préximos aos previstos pela teoria.

Lurie (1951) propds um método de determinacdo das cargas Ultimas de flambagem a
partir das respostas dindmicas em colunas e placas finas. Pouco depois (Lurie, 1952), verificou
que a resisténcia & flambagem de uma coluna pode ser encontrada por meio da anulagéo da
primeira freqUiéncia natural e utilizou as vibragdes laterais de vigas, porticos e placas para tratar
a estabilidade estrutural desses elementos. As mudancas dos autovalores em relagéo a
problemas de flambagem e vibragdes foram discutidas brevemente no trabalho de Wittrick
(1962) e Baruch (1973). Posteriormente, (Virgin e Plaut, 1993; Go e Liou, 2002) analisaram

analitica e experimentalmente os efeitos da carga axial no movimento vibratério de vigas sob



diferentes condigdes de contorno submetidas a diferentes tipos de excitagdo. Outros autores
(Sweet et al, 1977; Segall e Baruch, 1980; Virgin e Plaut, 1990) propuseram métodos nao
destrutivos para a determinagéo da carga de flambagem em modelos de colunas, utilizando
dados experimentais. O estudo realizado por Laura e Rossi (1989) aborda as dificuldades
encontradas em problemas de vibragbes e estabilidade de elementos estruturais assim como

sua influéncia na precisao dos resultados experimentais.

A partir dos parametros modais (freqiéncias e modos naturais de vibracdo) Livingston
et al (1993) estimaram a carga axial atuante em uma viga Euler-Bernoulli apoiada em suportes
elasticos, utilizando o Método dos Minimos Quadrados. Huang (1997) analisou a influéncia da
tensdo nas respostas dinamicas de estruturas por meio do conceito de analise de tensoes

modais (stress modal analysis).

O trabalho de Greening et al (1996) deu inicio a uma série de estudos acerca da
influéncia de cargas sobre as caracteristicas dindmicas de uma estrutura simples. Alguns
ensaios experimentais em vigas e placas levaram Greening e Lieven (1999) a verificar as
mudangas do comportamento dinamico com a presenga de carregamento nesses elementos
estruturais. Mostraram também que as medidas das respostas dinamicas podem ser utilizadas
para predizer os niveis de tenses a que estdo sujeitas as estruturas. Uma vez investigado o
efeito do enrijecimento por tensdes, demonstraram que se a modelagem por elementos finitos
nao inclui este efeito, pode ndo ser apropriado utilizar estes modelos em andlises dinamicas de
estruturas. Posteriormente, a validagdo de um modelo de elementos finitos de uma trelica
permitiu que os mesmos autores (Greening e Lieven, 2003) estudassem o efeito da aplicagéo
de uma carga axial em uma das barras da treliga, utilizando as respostas dinamicas
experimentais num procedimento de ajuste de modelos, onde as cargas axiais foram
consideradas como parametros de ajuste. Os resultados foram comparados com as cargas
estaticas calculadas a partir das medigées fornecidas por extensémetros. A andlise de
sensibilidade dos parametros de ajuste também foi incluida no trabalho. Alem disso, através de
ensaios experimentais em uma estrutura semelhante, Lieven e Greening (2000) analisaram o
efeito das tensbes residuais introduzidas pelo processo de fabricagio sobre as caracteristicas

modais da trelica.

Tratando-se ainda de estruturas formadas por elementos de viga, pode-se citar ainda o
trabalho de Mead (2002) que analisa detalhadamente o efeito da carga axial, inserida pelo
aquecimento localizado de uma das diagonais da estrutura, sobre a vibragéo livre de um
sistema estrutural formado por vigas de Euler-Bernoulli. Continuando sua pesquisa (Mead,



2003), investigou a influéncia da distribuicdo variavel de temperatura sobre a flambagem e
comportamento dinamico de placas finas, modeladas utilizando a aproximagéo de Rayleigh-

Ritz, cuja descrigéo é feita de forma mais detalhada por Young (1950).

Almeida e Hansen (1997) demonstraram a possibilidade de se produzir tensdes
residuais com o objetivo de melhorar o comportamento mecéanico de placas finas.
Subsequentemente, Hernandes et al (2000) mostraram que estas tensdes podem ser
produzidas por atuadores piezelétricos colados as placas. Donadon et al (2002) investigaram a
eficiéncia dos atuadores piezelétricos no controle das freqtiéncias naturais de placas l[aminadas

mediante a introdugao de tensdes de membrana.

Recentemente, Vieira e Rade (2003) e Vieira (2003) propuseram uma metodologia de
identificagdo de tensdes de membrana em placas planas a partir das respostas vibratorias
transversais, validando o procedimento através de simulagbes numéricas e de um estudo
experimental. Como uma aplicagéo particular, utilizaram a metodologia para avaliar os niveis

de tensdes residuais induzidas pelo processo de soldagem.

Este trabalho tem como principal objetivo a realizagdo de um estudo de procedimentos
de identificagdo baseados na exploragdo de respostas dinamicas visando a determinagéo de

carregamentos externos atuantes em sistemas estruturais.
Os objetivos especificos sao:

1°) implementagdo computacional de procedimentos de modelagem visando a
caracterizagdo da influéncia do carregamento externo sobre o comportamento dindmico de

colunas, porticos planos e placas retangulares;

2°) implementacdo computacional, avaliacdo numérica e experimental de uma
metodologia para resolucdo do problema inverso de identificacdo de cargas empregando as
auto-solugbes (freqiiéncias naturais e modos naturais de vibrago) e respostas freqlenciais

daqueles tipos de sistemas estruturais.

Desta forma, este trabalho pretende contribuir para a proposi¢cdo de uma metodologia
pratica para determinacdo de cargas estaticas atuantes em sistemas estruturais de grande

porte.



A estratégia adotada para formular e resolver o problema de identificacdo do
carregamento externo consiste em utilizar modelos numéricos que consideram o efeito de
enrijecimento por tensbes. Formula-se entdo um problema de otimizagéo nao linear em que as
variaveis de projeto sdo as cargas externas desconhecidas e a funcao objetivo representa a
diferenca entre as respostas dindmicas medidas sobre a estrutura carregada e as
correspondentes previsées dos modelos de elementos finitos. O problema de otimizacao é
resolvido numericamente utilizando algoritmos baseados em gradiente (Vanderplaats, 1999) e
também algoritmos evolucionarios pseudo-aleatorios, algoritmos genéticos (Goldberg, 1989) e

Particle Swarm Optimization (Kennedy e Eberhart, 1995).

Além deste capitulo introdutério, o trabalho contém sete capitulos, organizados da

seguinte forma:

O Capitulo Il &€ dedicado ao estudo dos fundamentos de vibragdes e da estabilidade de

colunas e porticos planos, empregando modelos analiticos e de elementos finitos destas

estruturas.

No Capitulo Ill é realizada a caracterizagdo numérica do comportamento dinamico de

colunas e porticos planos considerando o efeito do enrijecimento por tensées.

O Capitulo IV contém uma descricdo semelhante a do Capitulo Il porém analisando
placas retangulares, submetidas a esforcos de membrana, modeladas pela utilizacdo do

Método dos Modos Assumidos.

A caracterizagdo numérica do comportamento dinadmico de placas retangulares sujeitas
a esforgcos atuantes em seu plano, considerando o efeito do enrijecimento por tensdes é

detalhada no Capitulo V.

O Capitulo VI dedica-se a comprovagdo experimental da caracterizagdo descrita no

Capitulo V.

Uma vez caracterizada a dependéncia entre o carregamento aplicado e as respostas
dindmicas das estruturas-teste nos capitulos precedentes, sdo apresentados, no Capitulo VII,
resultados dos procedimentos de identificacdo de cargas, através do ajuste dos modelos e a

minimizag¢ao de fung¢des objetivo.



Finalmente, no Capitulo VIl sdo apresentadas as conclusées do estudo e as propostas
de continuidade deste trabalho.



CAPITULO II

Modelagem por Elementos Finitos de Sistemas Estruturais Planos

Considerando a Influéncia de Esforgos Axiais

Este capitulo aborda a modelagem por elementos finitos de sistemas estruturais planos
constituidos por elementos de vigas (vigas-colunas e porticos planos), considerando o efeito do
enrijecimento por tensdes. Os desenvolvimentos aqui apresentados enfocam a analise de
estabilidade e do comportamento dinamico destas estruturas e constitui a base para a

implementacao computacional que foi efetuada no ambito desta dissertagéo.

2.1 Modelagem por Elementos Finitos de Colunas e Porticos Planos

O procedimento de modelagem por elementos finitos é aqui realizado utilizando a teoria
de Euler-Bernoulli para elementos de viga bidimensionais. Esta teoria € fundamentada nas

seguintes hipdteses:

a) as segles transversais da viga permanecem planas e perpendiculares ao seu eixo

neutro;

b) negligenciam-se as deformacées devidas ao cisalhamento e a inércia de rotagdo das

secdes transversais.

E sabido que a teoria de Euler-Bernoulli é adequada para a representagdo do
comportamento dindmico de vigas esbeltas, cujo comprimento &€ muito maior que as dimensdes
das segdes transversais, e no dominio de baixas freqiiéncias. Fora destes casos, deve-se fazer
uso da teoria de vigas de Timoshenko, a qual considera os efeitos secundarios associados as
deformagdes de cisalhamento e a inércia de rotagdo das segdes transversais (Rade, 1987).

Considere-se o elemento genérico de viga, representado na Figura 2.1, contendo dois

noés e trés graus de liberdade por noé.
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Figura 2.1 - Elemento de viga Euler-Bernoulli (adaptado de Rade, 2003).

Na figura acima, u(f) e u(r) sao os deslocamentos nodais longitudinais, v,“(z) e v,°(7)
sdo os deslocamentos nodais transversais, 05(f) e 6°(f) sdo as rotagdes das secdes
transversais nas extremidades do elemento, /, € o comprimento do elemento, E, &€ o médulo
de elasticidade do material, 4, é a area da sec&o transversal, /; € o momento de inércia da
area da sec#o transversal em relacdo ao seu eixo centroidal perpendicular ao plano da figura,
P, € a densidade do material. Além disso, p, (x,1) é o carregamento longitudinal distribuido e
q (x,t) € o carregamento transversal distribuido, ambos representados em termos de forga por

unidade de comprimento.
Designam-se genericamente os campos de deslocamento e rotagdo ao longo do

elemento como segue:

«  u,(x,t): campo de deslocamentos longitudinais ao longo do elemento 7,
o« (x,t): campo de deslocamentos transversais ao longo do elemento i,

«  6,(x,r): campo de rotagdes das segbes transversais ao longo do elemento i.

Devido ao fato de que os deslocamentos longitudinais s&o independentes dos demais e

sabendo que as rotagdes e os deslocamentos transversais relacionam-se segundo

6,(x)=dv,(x)/dx, pode-se analisar separadamente o movimento longitudinal e o movimento

transversal, o que € feito a seguir.
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2.1.1 Equagdes do Movimento Longitudinal em Nivel Elementar

Utiliza-se a seguinte fungdo de interpolacéo linear para o campo de deslocamentos

longitudinais no interior do elemento:
w (x,0)=u (1) vy (x)+u] (1) w,(x) (0<x<l) 2.1)

onde as fungdes de forma sdo dadas por:

v (x)=1-+, v, (x)=f 2.2)

i 1

Considerando apenas a acéo do carregamento axial na express&o da energia potencial

total, dada por Craig Jr. (1981), escreve-se:

Iy 2
v/ (1)= f{lE,A, Fu’ L) } RACHRACY )}dx (2.3)

Ox

Introduz-se a aproximagao (2.1) na equagéo anterior, obtendo-se:

HAOE hf {% E A [uf (1)y, (x)+u” (1w ()]

[V

-p, (%04 (1), (x)+u) () (x) ]} e (2.4)

ou, na forma matricial:

v (1) :—;—{U, OV [ U, 0} -{u, 0} {2()) 2.5)
onde:

W, =[uf(r) w ()] (2.6)
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By =) 2] (2.7)

( ,-‘ by (K’ )J (2.8)

com:

(&), :JE, Ay (x)dx (2.9)
(&7),=(k! ), = ,(;fE, Ay, (x)ws (x) dx (2.10)
(/) = :jE, Ay, (x)dx (2.11)
PO [p e 212
PP0)= [ o)) 219

Introduzindo as funcdes de forma (2.2) nas expressdes (2.9) a (2.13), considerando o
carregamento longitudinal uniformemente distribuido ao longo do comprimento do elemento, e
efetuando as operacdes indicadas, obtém-se a matriz de rigidez elementar correspondente aos
deslocamentos longitudinais e o vetor de esforcos nodais equivalentes ao carregamento

longitudinal distribuido sob a forma:

[Kf]=£A—[ 1 _1} (2.14)

iny= 22 219

A energia cinética associada ao movimento longitudinal & dada por (Craig Jr., 1981):
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/ 2
(=2 p, J(a”" b=1) j dx (2.16)

Introduzindo a aproximacgao (2.1) na equagao anterior, obtém-se:

Iy

T (1) = % o ([ (1w (x) 442 (1) (x) [ (2.17)

ou, na forma matricial:

T (1)= %{U, ()} [M (U, (1)} (2.18)
onde:

(U, () =[aF (1) ()] (2.19)

[A/[’I:I _ !(AA?: )11 EZ':;H] (2.20)

(M]) = [pv (x)ax (2.21)
0
Ii
(M,’)I2 :(M,’)21 = Ip, v, (x)p, (x)dx (2.22)
0
Il
(M]) = oy (x)ax (2.23)
0

Introduzindo as fungdes de forma (2.2) nas expressdes (2.21) a (2.23) e efetuando as
integragdes indicadas, obtém-se a matriz de massa consistente em nivel elementar

correspondente aos deslocamentos longitudinais:
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m, |2 1
[M/]=—6—L 2J (2.24)

onde m; :p,‘A,'l,'.
Para obtencdo das equagdes diferenciais do movimento relativas as vibragbes

longitudinais, utilizam-se as equagées de Lagrange (Craig Jr., 1981):

aL'. d { - oL ]= . (2.26)

onde L, =T' V' é o Lagrangeano.
Empregando as equagdes (2.3) e (2.16) e efetuando as derivagdes indicadas em (2.25),

obtém-se as equacdes do movimento em nivel elementar:

(36,0}« (10,0 = 2 0) 229

2.1.2 Equagdes do Movimento Transversal em Nivel Elementar
Para obtengdo das equagbes do movimento referentes as vibragbes transversais,

admite-se que o elemento seja solicitado axialmente por forgas concentradas constantes

(estaticas) aplicadas nos nés, as quais sdo denotadas por N, na Figura 2.1. O campo de

deslocamentos transversais & aproximado por uma fungéo de interpolagéo clbica da forma:
v, (x,0) =, (xX)VE (1) + 6, (x)0F () + ¢, (x) V2 () + 6, (%) 6 (¢) (2.27)
Introduzindo a notagdo matricial, a equacéo (2.27) assume a forma:
v, (x.0)=[8(x)]{5, (1)} (2.28)

onde:



15

{5, () =[v () 6% (1) v (1) 0" (1)] (2.29)

& o vetor dos graus de liberdade nodais e

[4(x)]=[4(x) &(x) &(x) 4(x)] (2.30)

é o vetor das fungdes de forma, que s&o dadas pelas seguintes expressées (Craig Jr, 1981).

é (@:1-3(%]#2[%} (2.31)
2 3
4, (x)=x-21, [ZXJ +1 [ll) (2.32)
2 3
&, (x)=3(11] —2(1'1J (2.33)

2 3
é, (x)=-1, [%J +1 (ll) (2.34)

A expressdo da energia potencial total associada aos deslocamentos transversais,

levando em conta o acoplamento entre a solicitagdo axial e a flexdo é dada por Chajes (1974):

l 2 2 AT
v (1) = j{;—z«:,z,[a v’(f’t)J ~g,(x.1) vf-(x,t)‘&[av";i’lq }dx (2.35)
s :

e

Nesta Ultima equag&o ¢ introduzida a aproximagao (2.27), o que conduz a seguinte

expressao:

BOF [k (5060} o) 230

onde:



16

kv ky ko kg K ko ko kG
. [K‘E:': kzll ksz kzlﬁ klet I:K‘G]: kzol kz(é kz(g kv(;
R R T
ko ky o ko kg A A o
com:
/I
q,(1)= '[q,, (), (x)x , r=1234 (2.37)
0
K. I L (W (x)dx .5 =1234 (2.39)
//
ko= [Ng ()W (x)dx  rs=1234 (2.39)
0

Neste ponto, inserem-se as expressdes das fungbes de forma (2.31) a (2.34) nas
equagbes (2.38) e (2.39) e efetuam-se as integragdes, a fim de obter as duas parcelas da

matriz de rigidez elementar sob a forma:

12 6, -12 6L

- E I 41> -6l 217
K |=—- ' o 2.40
[ ] r 12 -6l (2.40)
sim 47>
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6 L 6 1

5 10 5 10

¢ L

q_N 15 10 30
K |=— 2.41
k)= s 1 (2.41)

5 10

. 21

Sim o

15

Observe-se que [K,"'] é a matriz de rigidez dita estrutural e [K"] é a chamada matriz

de rigidez geométrica, sendo esta Ultima associada a influéncia do carregamento axial sobre a
rigidez a flexao, representando, portanto, o efeito do enrijecimento por tensdes.
Para avaliar as componentes dos esforgos nodais considera-se que o carregamento

transversal seja uniforme ¢,(x,£)=q(f) e efetuam-se as operagdes indicadas a seguir:

4

0(1)= Ja, ()6 (x) e =30, ()4 @42
0= [0, () o=, (01 243
0 <z>=:fq,< )8, (x) =g, (1)1 (2.44)
9, (t)=[]f1,( 1), (x )dx——liq,( )7 (2.45)

0

Negligenciando a inércia de rotagdo das segbes transversais, a energia cinética

associada ao deslocamento transversal é dada pela equagao (Craig Jr., 1981):

7/ ()= o [av’ Gl )) dx (2.46)

Combinando as equacdes (2.28) e (2.46) obtém-se:
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1/ (0)=5{8 0} [m1{5.0) 2:47)
onde:

[M/]= :j[qﬁ, (x)] [ (x)]dx (2.48)

;

(M), =(/), = p, [, (x) 6, (x) ds (2.49)

0

Efetuando as integractes indicadas obtém-se a matriz de massa elementar consistente

correspondente ao movimento de flexao:

156 221 54 131,

[M,:’]zﬂ 417 131 =317 (2.50)
420 156 -221,
sim 417
onde m; =pdl,.

Para obtengdo das equacbes diferenciais do movimento relativas as vibragcdes

transversais, empregam-se as equagées de Lagrange (Craig Jr., 1981):

orf d| oy |
0{5,(1)} dl[a{él(z)}]_o (2.51)

com I =T/ -V/.
Empregando as equagdes (2.35) e (2.46) e efetuando as derivagbes indicadas em

(2.51), obtém-se as equacgdes do movimento em nivel elementar:
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[ 146 (0} [/ (6.0}~ {20 252

21.3 Equacgdes do Movimento Longitudinal e Transversal em Nivel Elementar

Como os deslocamentos longitudinais e transversais sdo independentes, pode-se
combinar as equagbes (2.26) e (2.52), a fim de obter as equagdes de equilibrio em nivel

elementar envolvendo os seis graus de liberdade do elemento de viga, como segue:

M, (&, ()} +[& WA ()} ={F 1)) (2.53)

onde:

«  [M,]e R* : matriz de massa elementar que considera os deslocamentos

longitudinais e transversais,

[K,.] € R®*® : matriz de rigidez elementar que considera os deslocamentos

longitudinais e transversais,

{F (£)} € R® : vetor dos esforgos elementares,

{A, (1)} & R® : vetor de deslocamentos elementares.

com:

[K,J[7 <[k =
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EA -y o EA 0
l ]
12E1, 6E, 0 _12EI,  6E]
113 llz lf3 IIZ
4EI 0 _GEI, 2E]
] L I? L
(k! ]= EA (2.55)
it 0 0
li
12E 1, 6E,1
I8 P
. 4E 1
Sim —
] L ]
[0 0 0 0 0 0 |
6N, Ly o 6N 1y
51 10 51 10
2
fS—Nlli O _%Nl _3—10— ivi
K9 =
SN 1
51 10"
sim ENIZ.
L 15 "
(140 0 0 70 0O 0
156 221, 0 54 -13]
m. 4> 0 131 =307
M‘ :__’..._ ! i i
156 22,
| sim 41,.2 |
) T
pl, gl gl ploal _af
(1) =L AL Ao 2 A S 2
{ ()} {2 2 12 2 2 12 (2.58)

{A, (t)}=[u,”(t) vi() 08 () ul(r) v’ (1) 0,’)(t)]'l' (2.59)
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2.1.4 Montagem das Matrizes Globais

Para ilustrar o procedimento de montagem das matrizes globais a partir das matrizes
elementares, considera-se o acoplamento de apenas dois elementos, ilustrados na Figura 2.2.
Evidentemente, o procedimento pode ser aplicado para um ntiimero qualquer de elementos.

Para simplificar a notacédo, omite-se, temporariamente, a dependéncia dos graus de
liberdade em relagéo ao tempo:

graus de liberdade locais

A D )
i V] P v,
Yy ], Vs .
~_u, __ E A0 1 :Q u’ ~ut B Anl I ) u?
Eb—-;.w [s Q=xd =

2 D g»

.»01/5 (1) D 9]1; E '"02[‘ (,_,)

graus de liberdade globais

,[ kV, )
v, : ?
= U Q i Q U,
g ) 20, 2) 50,

Figura 2.2 - Acoplamento de dois elementos (Rade, 2003).

Estabelece-se para cada elemento, uma transformag&o linear que relaciona os graus de

liberdade locais e globais, como segue:

¢ Elemento 1

lll
() 1 00000000-2
\)1”0100000001
3 u
051 10 01 0 0 0 0 0 0} 2
ul” “looo 10000 0" ou (6.} =[1]{A} (2.60)
1
v,“000010000<92
0° 000()01000113
i I,
1%,

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
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e Elemento 2

U,
[uf r000100000'2‘
vl |00 001000 0"
) U
0| 10 0000100 0]
(7o 000001 0o ¢ (=lElY (2.61)
2 07
v’ 100000001 0f
0’ o000 00000 1™
V3
%

T=1+7,=={5} [M,]{5} +-;-{5}' [1,1{3,) (2.62)

Substituindo as transformacées lineares (2.60) e (2.61) na expressao anterior, escreve-
se:

1 (.57 .
T=—2—{A} [M]{A} (2.63)
onde a matriz de massa global ¢ dada por:

[M]=[5] [M[5]+[5] [1,][73] (2.64)

Da mesma forma, a energia potencial total & a soma da energia potencial de ambos

elementos:
v=={a) [Ka}-{o) {F}+5{8) [K){o.} {6} {F} (2.65)

Substituindo as transformacdes lineares (2.60) e (2.61) na expressao anterior, escreve-

Se.
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7 =0} (K18} -{a) {7 (260
onde a matriz de rigidez global € expressa segundo:

K]=[n T &) ]+ LT KT (2.67)
e o vetor de esforcos generalizados globais:

{F}=[n] {F}+[L] (R} (2.68)

Aplicando novamente as equagdes de Lagrange, obtém-se as equagdes do movimento

em nivel global:

[MI{A ()} +[K]{A @)} =[P ()] (2.69)

Deve-se ressaltar que, considerando o efeito de enrijecimento por tensdes, a matriz

global [K] resultara composta por duas parcelas, de acordo com (2.54):

(K J=[k"]+[k°] (2.70)

No caso de sistemas estruturais do tipo pérticos planos, que sdo considerados neste
trabalho, as barras podem ter orientagdes arbitrarias em relagéo ao sistema de coordenadas

global, conforme ilustrado na Figura 2.3, que mostra um elemento de viga orientado segundo

um angulo (&) em relagdo ao eixo global OX.
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E;, Ai, I p;

X

Y

Figura 2.3 - Sistemas de referéncia local e global em um elemento de viga.

Neste caso, anteriormente @ montagem das matrizes elementares, deve-se introduzir

matrizes de rotagdo que promovem a passagem dos graus de liberdade e dos esfor¢os nodais

representados nos sistemas de eixos locais para um sistema de coordenadas global comum.

Pode-se mostrar (Craig Jr., 1981), que apéds esta transformacéo, as matrizes globais e os

vetores de esforgos generalizados sdo dados por:

onde a matriz transformagéo € dada por:

[ cos(4) sen(9)

1

—sen(6,) cos(6)

[0]=

0
0
0
0

<o O O

_ 0 O O O O

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)
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2.1.5 Imposi¢cao das Condi¢des de Contorno

Para imposicao de restricdes cinematicas em termos de deslocamentos e/ou rotagoes,
traduzindo as condicbes de contorno geométricas, introduz-se um particionamento de

coordenadas na equagao (2.69):

M// Mli él + K]/ K/i A/ — ‘F‘[ (275)
Mi/ A/[/‘i AI‘ K/‘/ Kii Ai E
onde os sub indices / e i designam os graus de liberdade livres e os graus de liberdade

impostos, respectivamente. Expandido os dois blocos de equagdes, escreve-se:

LADECA DR R Ry 279
AR R R o)

A partir do primeiro bloco de equacgdes (2.76) obtém-se as equagdes do movimento

contendo exclusivamente os graus de liberdade livres:

[ )8 [ )} = {7 =0 J{A (& A 279

Uma vez calculadas as respostas nas coordenadas livres mediante a resolugao
numérica de (2.78), pode-se empregar as equagdes (2.77) para calcular os esforgos de reagdo
aplicados segundo as coordenadas impostas.

No caso particular em que as condigbes de contorno correspondem a blogueio dos

graus de liberdade impostos {A,} = {&, } = {0}, a equagéo (2.78) fica reduzida a:

o, [ (o) = (5 @7

R

RRRARE AL
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2.2 Analises Numeéricas

De posse das equagfes matriciais do movimento associadas ao modelo de elementos
finitos, expressas por (2.78), além da andlise de respostas temporais a um dado carregamento
e/ou condigbes iniciais, que pode ser feita por meio da resolugdo numérica do sistema de
equagdes do movimento, pode-se efetuar outros tipos de andlise numérica em regime estatico

ou dinamico, conforme procedimento descrito nas sub-se¢des seguintes:

2.21 Analise Estatica

Na analise estatica & possivel calcular as deformacdes, forgas, tensées e momentos
fletores. Deste modo, para o elemento i a tensdo normal provocada pelos esforgos

longitudinais é dada por:

ou, (x,1)
ox

o,(x,0)=E, (2.80)

Introduzindo a aproximacdo (2.1) com as fungdes de forma (2.2) e efetuando a

operagao indicada, obtém-se:

o, (1)==[u) (1)-u’ (1)] (2.81)

P (1) =_fl~f[u,’) (1)1 (1)] (2.82)
O momento fletor e a forga cortante elementares séo definidos por:

M, (x,«)zg,]‘ﬂﬂ

1 =5 (2.83)
X
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3
 (xr)= k1, 250D

f s (2.84)
x

Efetuando as operagbdes indicadas nas expressdes anteriores, empregando a
aproximagao (2.27) com as fungdes de forma (2.31) a (2.34), o momento fletor e a forga

cortante resultam:

4E, I, 2L

M, (0= 2D (0= 0]+ 20 (0+ 7570 1) 2.85)
7, (1) =22 [ ()= ()]+ 250 () 07 ()] .99

2.2.2 Analise de Estabilidade Linear

Para calcular o valor da carga critica, deve-se resolver o seguinte problema de autovalor
(Chajes, 1974):

(k] -alxg Jia, 3= f0) (2.87)

onde os autovalores A, fornecem as cargas criticas de flambagem e os autovetores {A,‘}

fornecem as deformadas correspondentes.

2.2.3 Analise Modal

A analise modal numérica ¢ realizada mediante a résolugdo do seguinte problema de

autovalor:

([K,,]—ﬁ,,, [M,,]){A,,} ={0} (2.88)

R

e
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A resolugdo numérica de (2.87) conduz aos autovalores A, que fornecem as

freqliéncias naturais e aos autovetores {A,} fornecem os modos de vibragao correspondentes.

E importante ressaltar que, para se fazer uma andlise dindmica de estruturas
bidimensionais levando em conta o efeito de enrijecimento por tensées, induzido pelos esforgos
axiais, é necessario realizar previamente uma andlise estatica da estrutura submetida ao
carregamento externo para, de acordo com a equagado (2.82), calcular o esforgo axial atuante

em cada elemento. Tais esforcos s@o entdo utilizados na construgdo da matriz de rigidez

geométrica [Kf,"] que figura em (2.88).

2.2.4 Analise Harmonica

A andlise harmdnica € aqui entendida como o calculo das fungdes de resposta em

frequéncia (FRFs), conforme desenvolvimento a seguir.

Considerando uma excitagdo harménica com frequéncia €2, do tipo {F ()} = {17,}»’9’, a
qual corresponde uhq vetor de respostas harmdnicas em regime permanente dada por
a0 = {Z, }e-"Q’ . pode-se verificar, a partir da equagéo do movimento (2.78), que os vetores

de amplitudes de resposta e de excitagdo guardam entre si a relagdo (Maia, 1997):
&)=, Q)F} (2.89)
! u Wy

onde a matriz de receptancias ou de fungdes de respostas em freqiéncia & dada por:

[, (2)]=([k,]-o [Mu])ﬂl (2.90)
com [k, ]=[k;] +[k77].

A semelhanca do que ocorre com a analise modal, para se levar em conta o efeito de
enrijecimento por tensdes na analise harménica & necessario realizar previamente uma anélise
estatica da estrutura submetida ao carregamento estatico externo para, de acordo com a

equacéo (2.82), calcular o esforco axial atuante em cada elemento. Tais esfor¢cos sdo entdo

utilizados na construgdo da matriz de rigidez geométrica [K;] que intervém em (2.90).



CAPITULO Il

Caracterizagdo Numérica do Comportamento Dindmico de Colunas e

Porticos Planos Considerando o Enrijecimento por Tensdes

Neste capitulo caracteriza-se, através de simulagdes numéricas, a influéncia do
enrijecimento por tensdes sobre o comportamento dindmico de colunas e pérticos planos,
constituidos por elementos de viga de Euler-Bernoulli. Os resultados s&o apresentados em
termos de pardmetros modais (frequéncias e modos naturais de vibragio) e fungdes de
resposta em freqiiéncia. A modelagem por elementos finitos de ambos os tipos de estrutura foi
desenvolvida em ambiente MATLAB® 6.0 com base na formulagio apresentada no Capitulo 1.

Os modelos s&o inicialmente validados pela confrontagdo das respostas dinamicas
computadas com as correspondentes obtidas utilizando o programa comercial de elementos
ANSYS®6.0.

31 Coluna Bi-apoiada

Foi elaborado um modelo de uma coluna uniforme bi-apoiada, constituido por 10
elementos de viga e 11 nos, ilustrado na Figura 3.1. Cada elemento possui 2 nés e 3 graus de
liberdade por nd. Desta forma, o0 modelo consta de um total de 30 graus de liberdade, numero
este obtido apds a restricdo dos graus de liberdade dos nds das extremidades da coluna para
levar em conta as condigdes de contorno geométricas.

As dimensbes e propriedades mecanicas utilizadas sdo apresentadas na Tabela 3.1,
onde £ é o modulo de elasticidade, p é a densidade volumétrica e v é o coeficiente de

Poisson.

Tabela 3.1- Dimensdes e propriedades mecanicas da coluna.

H [m] A [m] Blm] |E [N/m" ] % o [kg/1113]
4,00 0,10 0,20 2,10x10"" | 0,30 7800

EAL ALty



TN e .

B 2a 19

30

1/ Corte A-A
49
18
A ) A B
t 174 |
{6 H —>
[ 5 /1
14
/ Graus de liberdade no i
Yy 3 I
2
X q ! L2 ! 2

Figura 3.1- Modelo de coluna bi-apoiada.

3.1.1 Validagao do Modelo de Coluna

A titulo de validagcdo do procedimento de modelagem implementado, foram calculadas
as seis primeiras cargas criticas de flambagem e as seis frequéncias naturais da coluna
descarregada (F = 0). Estes calculos foram realizados com base na resolugdo numeérica da
equacéao (2.87).

Na Tabela 3.2, os resultados obtidos s&o comparados com os resultados fornecidos
pelo programa ANSYS® e com os valores tedricos das cargas criticas de flambagem,
calculadas empregando a equacao (A.4), do Anexo A. Na tabela, verifica-se que os valores das
cargas criticas dos modelos de elementos finitos sdo praticamente idénticas. Um maior grau de
discretizagdo dos modelos permite reduzir a diferenga observada entre os valores das cargas
criticas dos modelos e os valores teoricos. Verifica-se também uma boa aproximagdo das
frequéncias naturais de ambos os modelos, sendo os valores tedricos das freqiiéncias naturais,
calculadas empregando a expressao (A.5). Acredita-se que as diferengas existentes podem

estar ligadas a diferenca da matriz de massa dos sistemas analisados pelos modelos.



Tabela 3.2 - Cargas criticas e freqiiéncias naturais de vibragéo da coluna.

Cargas Criticas (x10° N)

Freqtiéncias Naturais [Hz]

Teobricas Modelo ANSYS® | Teédricas Modelo ANSYS®
Implementado Implementado
8,64 8,64 8,64 22,91 29,41 29,38
34,54 34,55 34,55 101,46 117,65 117,16
77,72 77,81 77,81 232,16 264,84 262,42
138,17 138,62 138,62 | 415,10 324,63 324,63
215,90 217,52 217,52 650,30 471,35 463,78
310,89 315,52 315,52 937,77 738,16 719,89

31

A validagdo do procedimento de modelagem da coluna sob efeito de carregamento
longitudinal & feita com base na Tabela 3.3, onde sdo comparados os valores das seis
primeiras freqiiéncias naturais da coluna sujeita a uma carga de compressdo I =2x10°N
aplicada na extremidade superior da coluna (n6 11). Verifica-se aqui também que o modelo
implementado da coluna fornece valores de freqiéncias naturais bem préximas dos valores
obtidos através do ANSYS®. Desta forma, fica validado o procedimento de modelagem da

coluna com inclus&o do efeito de enrijecimento por tensées.

Tabela 3.3 - Freqgiiéncias naturais da coluna sujeita a carga axial " = 2,0x10° N.

Freqiiéncias naturais [Hz]
Modelo
1 2 3 4 5 6
Implementado 25,78 114,20 261,41 324,63 467,93 734,76
ANSYS® 25,75 113,72 258,88 324,31 459,65 713,74

3.1.2 Caracterizagao do Enrijecimento por Tensées da Coluna

Utilizando o procedimento de modelagem apresentado no Capitulo 11, analisa-se, nesta
secdo, a influéncia do enrijecimento por tensdes sobre as vibragdes transversais da coluna bi-

apoiada ilustrada na Figura 3.1. Para tanto, o valor e o sentido de aplicagéo da carga é variado,

atets,

i;!
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calculando-se, para cada valor, as freqiéncias naturais e as fungdes de resposta em
freqUéncia da coluna.

A Tabela 3.4 permite avaliar a modificagcdo dos valores numéricos das seis primeiras
frequéncias naturais em fungéo da magnitude e do sentido de aplicagéo da carga, sendo a
magnitude expressa em termos de fragdes da primeira carga critica de flambagem (a qual, para
a coluna em questao, vale 8,636x10° N). Os sinais (+) e (-) indicam as cargas de tracdo e
compressao, respectivamente.

Evidentemente, no caso de solicitacdo de tragcdo, em uma situacao real de projeto, &
necessario verificar se a coluna esta corretamente dimensionada ao escoamento, o que e feito
comparando a tensdo normal a que estd sujeita com o limite de escoamento a tracdo do

material.

Tabela 3.4 - Freqliéncias naturais da coluna em fungao da carga axial.

Carga axial Fregiiéncias naturais [Hz]
(% Peri) 1 2 3 4 5 6
-100,00 0,003 |101,90| 249,71 | 324,63 | 456,43 | 723,36
-75,00 14,71 106,05 | 253,57 | 324,63 | 460,20 | 727,09
-50,00 20,80 |[110,06 | 257,38 | 324,63 | 463,95 | 730,80
-25,00 2547 111392 261,14 | 32463 | 467,66 | 734,49
-12,50 27,51 115,80 | 262,99 | 324,63 | 469,51 | 736,33
0,00 29,41 117,65 | 264,84 | 324,63 | 471,35 | 738,16
12,50 31,20 |[119,48| 266,67 | 324,63 | 473,18 | 739,99
25,00 32,88 |121,27 | 268,48 | 324,63 | 475,00 | 741,82
50,00 36,02 [124,79| 272,09 | 324,63 | 478,63 | 745,45
75,00 38,91 128,21 | 275,64 | 324,63 | 482,23 | 749,07
100,00 41,60 |131,54| 279,15 | 324,63 | 485,81 | 752,67

Na tabela acima verifica-se a continua diminuigdo das frequéncias naturais a medida
que a magnitude da carga de compressdo aumenta, ou seja, a coluna perde rigidez a flexao
com o acréscimo de carga de compressao. Por outro lado, observa-se o continuo aumento das
frequéncias naturais com o aumento da magnitude da carga de tragdo, ou seja, a coluna
enrijece-se a flexdo com o acréscimo de carga de tragdo. Observa-se também que a primeira
freqUiéncia natural torna-se nula quando a carga de compressdo aplicada equivale a carga
critica de flambagem. Da mesma forma, as freqliéncias naturais de ordem superior tornam-se

nulas para a aplicacdo de cargas de flambagem da mesma ordem. Por exemplo, a segunda
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» freqliéncia natural torna-se nula quando se aplica uma forga de compressao correspondente a
segunda carga de flambagem, e assim por diante (este comportamento néo esta ilustrado nos
resultados apresentados). Evidentemente, este é uma descricdo puramente tedrica do
comportamento, ja que, nas situagbes praticas, ndo havendo contraventamento, o maximo
valor da carga de compresséo que a coluna pode suportar € aquele correspondente & primeira
carga de flambagem.

A redugdo das freqUiéncias naturais com o aumento da carga axial de compressdo
constitui a base do chamado critério dindmico para a determinacgéo da carga de flambagem, o
qual se baseia na determinagéo do valor de carga sob a qual a primeira frequiéncia de vibragéo
se anula. Conforme evidenciado por Bolotin (1963), este é um critério de estabilidade mais
geral, sendo aplicavel a problemas nao conservativos aos quais ndo se aplica o critério de
estabilidade baseada na coexisténcia de dois estados de equilibrio estatico.

Nos resultados apresentados observa-se, em particular, que a quarta freqiiéncia natural
nao € alterada com a variagdo de carga axial. Isso se deve ao fato que esta freqliéncia
corresponde a um modo de vibragao longitudinal da coluna, como pode ser observado na

Figura 3.2, onde s&o mostrados os seis primeiros modos naturais de vibragéo da coluna.

1° Modo 2° Modo 3° Modo 4° Modo 5° Modo 6° Modo

Figura 3.2 - Modos naturais de vibragio da coluna.

A Figuras 3.3 e 3.4 mostram graficamente as variagbes (absolutas a esquerda e
relativas a direita) das freqiéncias naturais em fungéo de fragbes da carga critica, para os dois
sentidos de aplicag&o da carga externa. Observa-se que, em geral, as frequiéncias naturais nao

apresentam nenhuma relagéo de proporcionalidade em relacdo a carga. A primeira frequéncia

SISBIUFU
220578
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natural sofre maiores variagdes que as demais e a medida que a carga de compressao se

aproxima do valor critico em compresséo, estas variagdes tornam-se mais acentuadas.
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Figura 3.3 - Freqiiéncias naturais da coluna em fungéo da carga axial.
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As Figuras 3.5 a 3.7 permitem observar a influéncia da magnitude e do sentido do
carregamento externo sobre as amplitudes de algumas fungdes de resposta em freqiiéncia da
coluna. Os resultados evidenciam, mais uma vez, a variagdo da rigidez transversal da coluna

sob a agado de cargas axiais, manifestado pelo aumento ou diminuicdo dos valores das
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freqliéncias de ressonancia e de anti-ressonancia, quando sujeitas a acao de forgas axiais de
tracdo e de compressao, respectivamente.

Conforme evidenciado por Rade (1994), as frequéncias de anti-ressonancia de uma FRF
pontual H, (a)) correspondem as freqléncias naturais da coluna sujeita a condigbes de
contorno modificadas pelo blogueio da coordenada i. De acordo com este principio, a analise
das anti-ressonancias permite avaliar as cargas criticas de flambagem e observar a influéncia

do enrijecimento por tensdes sobre o comportamento vibratério transversal da coluna
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3.2 Pértico Bidimensional

O comportamento dindmico de um poértico plano submetido a carregamento externo é
caracterizado nesta secdo. Com este objetivo, & utilizado o modelo de um pértico ilustrado na
Figura 3.8, constituido por 24 nds e 24 elementos de viga bidimensional de Euler-Bernoulli,
com as mesmas caracteristicas apresentadas para a coluna estudada na secgéo anterior. O
modelo consta de um total de 66 graus de liberdade, nimero este obtido apds a imposicéo das
condi¢bes de contorno.

As dimensdes e propriedades mecénicas do material do pértico s&o apresentadas na
Tabela 3.5.

Tabela 3.5- Dimensdes e propriedades mecanicas do portico.

Blml | Him} | b[m] | h[m} | E[N/mn’) v | plke/mnr)
1,50 1,00 0,04 | 0,015 | 2,170x10" | 0,30 7800
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Figura 3.8 - Modelo de portico plano.

3.2.1 Validacao do Modelo do Pértico

Para a validaggo do procedimento de modelagem do portico foram calculadas as seis
primeiras cargas criticas de flambagem e as seis primeiras freqiiéncias naturais com base na
resolugdo numérica das equagoes (2.86) e (2.87).

As cargas criticas foram calculadas a partir da aplicagdo de uma forga concentrada
vertical, aplicada no né nimero 11, conforme indicado na Figura 3.8.

Na Tabela 3.6, os resultados obtidos sdo comparados com os resultados fornecidos
pelo programa ANSYS®, verificando-se que os valores das cargas criticas e das frequéncias

naturais de ambos os modelos implementados da estrutura descarregada s&o muito proximos.
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Tabela 3.6 - Cargas criticas e freqiiéncias naturais de vibragéo do portico.

Cargas Criticas (N) x1 0** Freqgs. Naturais [HZ]
Modelo ANSYS® Modelo ANSYS®
Implementado Implementado
2,01 2,01 4,42 4,42
3,93 3,93 15,07 15,07
6,68 6,67 22,74 22,74
9,94 9,92 28,30 28,29
13,81 13,76 51,85 51,84
16,03 15,95 59,64 59,63

A validagdo do procedimento de modelagem do portico sob efeito de carregamento
externo é feita com base nos valores apresentados na Tabela 3.7, onde s&o comparados o0s

valores das seis primeiras freqiiéncias naturais do portico sujeito a uma forga vertical dirigida
para baixo F =-1,0x10' N. Pelos resultados verifica-se que o modelo implementado do

pértico fornece previsdes muito proximas daquelas fornecidas pelo programa ANSYS®, fato que
, leva a concluir sobre a validacdo do procedimento de modelagem aplicado a estruturas

bidimensionais.

Tabela 3.7- Frequéncias naturais do poértico sujeito a uma forga /= -1 ,0x10% V.

Freqiiéncias naturais [Hz]
Modelo
1 2 3 4 5 6
Implementado 3,22 12,71 21,41 28,62 49,39 57,66
ANSYS® 3,22 12,71 21,41 28,62 49,39 57,65

3.2.2 Caracterizagio do Enrijecimento por Tensdes do Portico

Nesta segao, verifica-se a influéncia do carregamento externo sobre o comportamento
dinamico do portico através do efeito do enrijecimento por tensées. Para tanto, o valor da forga
aplicada, indicada na Figura 3.8 é variado, calculando-se, para cada valor, suas freqUéncias

naturais.
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A Tabela 3.8 permite avaliar a modificag@o dos valores numéricos das seis primeiras
freqliéncias naturais em fungdo da magnitude e do sentido de aplicacdo da carga, sendo a
magnitude expressa em termos de fragdes da carga critica de flambagem. Valores positivos
indicam forca aplicada segundo a orientagdo do eixo y (para cima), ao passo que valores

negativos indicam forgas aplicadas no sentido oposto ao do eixo y (para baixo).

Tabela 3.8 - FrequUéncias naturais do pértico em funcdo da carga aplicada.

Carga axial Freqiiéncias naturais [HZz]
(% Perir) 1 2 3 4 5 6
-100,00 6,99x107 9,78 19,80 28,90 | 46,69 | 5565
-75,00 2,32 11,32 20,64 28,77 | 48,06 | 56,65
-50,00 3,21 12,69 21,40 | 28,63 | 49,38 | 57,65
-25,00 3,87 13,93 22,11 28,46 | 50,64 | 58,65
-12,50 4,15 14,51 22,43 28,38 | 51,25 | 59,14
0,00 4,42 15,07 22,74 28,30 | 51,86 | 59,64
12,50 4,66 15,61 23,03 2821 | 52,43 | 60,14
25,00 4,89 16,13 23,30 28,14 | 53,00 | 60,63
50,00 5,32 17,12 23,78 28,01 | 54,11 | 61,62
75,00 5,71 18,05 24,14 27,94 | 5517 | 62,59
100,00 6,07 18,94 24,37 27,96 | 56,17 | 63,56

Similarmente ao que fora constatado para a coluna estudada na secao precedente, na
Tabela 3.8 verifica-se a continua diminuicdo das freqiiéncias naturais a medida que a
magnitude da carga de sentido contrario a y aumenta, ou seja, o portico perde rigidez com o
acréscimo desta carga até que a primeira freqiiéncia natural torna-se nula quando a carga
aplicada equivale a carga critica de flambagem. Por outro lado, observa-se o continuo aumento
das freqiiéncias naturais com o acréscimo da magnitude da carga do mesmo sentido de y, ou
seja, o portico enrijece-se com o acréscimo desta carga. A excegdo € a quarta freqliéncia
natural, que exibe pequena variagéo, contraria as das demais. Tal fato pode ser explicado
observando-se as formas modais apresentadas na Figura 3.9. Nota-se que, para o quarto
modo, ao contrario dos demais, praticamente ndo ocorre movimento de flexdo das barras na
direcéo horizontal, perpendicular ao carregamento. Em outros termos, as barras verticais, que
sdo submetidas aos maiores esforgos axiais, virtualmente nido se movimentam em flexao no

modo em questao.
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1° Modo 2° Modo 3° Modo 4° Modo 5° Modo 6° Modo
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Figura 3.9- Modos naturais de vibragao do pértico.

As Figuras 3.10 e 3.11 mostram graficamente as variagdes (absolutas e relativas, a
esquerda e a direita, respectivamente) das frequéncias naturais do pértico em fungao de
fragdes da carga critica, para os dois sentidos de aplicagdo da carga externa. Observa-se que,
em geral, as freqiiéncias naturais nao apresentam proporcionalidade em relagao a carga. A
primeira freqiiéncia natural sofre maiores variagdes que as demais e a medida que a carga se
aproxima ao valor critico de flambagem, estas variagoes s&o mais acentuadas. Nota-se ainda
que a partir da quarta freqiiéncia natural, os valores das frequiéncias variam com o aumento de

carga de forma aproximadamente linear.
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Figura 3.10- Freqiiéncias naturais do portico em funcdo da carga aplicada.
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Figura 3.11-Variagao relativa das freqiéncias naturais do pértico em fungéo da carga

aplicada.

As Figuras 3.12 a 3.14 permitem observar a influéncia do carregamento externo,
caracterizado em termos de fragdes da carga critica, sobre algumas fungbes de resposta em
frequéncia do portico. Sdo mostradas as amplitudes das FRFs pontuais e cruzadas
correspondentes aos deslocamentos transversais dos nds 7 e 9 do modelo ilustrado na Figura
3.8, considerando-se um carregamento externo vertical. A influéncia do carregamento externo
sobre as FRFs ¢ evidenciada, notando-se o aumento ou diminuigdo dos valores das
freqiiéncias de ressonancia e de anti-ressonancia conforme o sentido da carga aplicada.

Similarmente ao que fora anunciado para o caso da coluna estudada na segao anterior, as

freqUéncias de anti-ressonancia de uma FRF pontual H,,(a)) correspondem as freqiéncias

naturais do portico com a coordenada i bloqueada.
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3.3 Comentarios Sobre os Resultados

Os resultados apresentados evidenciam a significativa influéncia do efeito do
enrijecimento por tensdes no comportamento dinamico de sistemas estruturais constituidos por
elementos de vigas, em termos da magnitude, direcé@o e sentido de aplicagéo do carregamento
externo. Este fato comprova que a inclusdo do efeito de enrijecimento por tensées &
indispensavel na modelagem do comportamento vibratério de sistemas estruturais.

Ha ainda que se notar que o enrijecimento por tensdes é também causado pela
presenca de tensdes internas auto-equilibradas, como tensdes residuais introduzidas no
material por processos termomecanicos de fabricagao, tais como soldagem e deformagao a frio
(Vieira Jr., 2003).

A existéncia da relagdo evidenciada entre as respostas dinamicas e as cargas externas
sera utilizada, no Capitulo VII, na proposi¢do de um procedimento inverso de identificagéo de
cargas, em sistemas estruturais constituidos por elementos de vigas, a partir do conhecimento
de um conjunto de respostas dindmicas e de um modelo de elementos finitos do sistema
estrutural.



Capitulo IV

Vibrag6es e Estabilidade de Placas Retangulares Sujeitas a Esforgos

de Membrana

Este capitulo aborda os procedimentos de modelagem do comportamento dinamico e da
estabilidade de placas retangulares finas submetidas a condigbes gerais de carregamento em
seu plano.

A partir das hipéteses de teoria de placas de Kirchhoff, a modelagem & desenvolvida com
base no Método dos Modos Assumidos, sendo empregadas fungbes de viga para aproximagao

do campo de deslocamentos transversais da placa.

4.1  Obtencdo do Modelo Matematico pelo Método dos Modos Assumidos

A Figura 4.1 ilustra uma placa retangular submetida a acdo simultanea de esforgos de
membrana normais e cisalhantes atuantes em seu plano médio e um carregamento transversal
distribuido.

|
r
Figura 4.1 -Dimensdes e acao de esforcos em uma placa retangular.
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Na figura anterior:

. q e bsao as dimensdes da placa nas direcdes x e y respectivamente;

« hé aespessurada placa;

N, e N, representam as forcas normais de membrana por unidade de
comprimento nas respectivas direcdes;

« N, representa a forca de membrana em cisalhamento por unidade de
comprimento;

. P(x, y,t) representa o carregamento externo transversal distribuido (forga por

unidade de area).

De acordo com a teoria de Kirchhoff, valida para placas finas, séo admitidas as seguintes
hipoteses:

a) as secgbes transversais da placa permanecem planas e normais ao seu plano

g f} neutro na configuragéo deformada;
t“l
b1

Al b) negligenciam-se as tensdes de cisalhamento transversal e a inércia de rotagao

das secdes transversais.

Com base nestas hipoteses, a energia de deformagéo € expressa da seguinte forma
(Geéradin e Rixen, 1997):

17 otwY [o*w ’ O*w O*w [azw jz
== Z | 42— +2{1-v +
U(t) 26[6( D{(&xzj +[6y2j ¥ Vax“ oy” ( ) Ox0y

2 2
) ow
+N, (?1) +N, (@) +2N,, %ﬂg—} dxdy 4.1

onde:

= 2
P 2(i-v') (4.2)
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€ a rigidez a flexao da placa, w(x,y,t') designa o campo de deslocamentos transversais, I € 0

modulo de elasticidade e v € o coeficiente de Poisson do material que constitui a placa.

O trabalho realizado pelo carregamento transversal & dado por (Ugural, 1981):

ab
w(r)= .[_[P(x»y’/)"V(X,y,f)dxdy 4.3)
00

Admitindo que o carregamento externo seja conservativo, a energia potencial total do

sistema é dada por:

V(ty=U(t)-w (1) (4.4)
Introduzindo as expressoes (4.1) e (4.3) em (4.4), escreve-se:
ab 2 2\ 2 A2 2, )
V(l‘):l_” D(@ 1: +6 vzvj _2D(1-v) 0 121 0 \21 _{ O’w ] N
2455 ox~ oy ox~ Oy Ox0y
2 2 ah
+| N, (%J +N, ow +2N,, ow ow dxdy — J.Jq(x, y)wdxcb/ (4.5)
T\ Ox "\ oy T\ Ox Oy o5

A energia cinética associada ao movimento transversal da placa é expressa segundo

(Géradin e Rixen, 1997):

1 b u aW\ 2
T(r)= > phoj OJ(EJ dxdy (4.6)

onde p é a densidade volumétrica da placa.

De acordo com o Método dos Modos Assumidos, uma aproximagdo para o campo de

deslocamentos transversais € adotada da sob a forma:

P d
(4.7)

w(x,y,1)= ZZA,,,,, (¢, (x)w, ()

m=1 n=|1
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onde ¢

i

. (x) e w,(») s@o fungdes arbitrariamente escolhidas que satisfazem as condigées de

contorno geométricas da placa.

Diferentes tipos de fungées ¢, (x) e w,(y) podem ser utilizadas na expanséo (4.7). A

titulo de exemplo Smith et al. (1997) usam séries de polinémios ortogonais. Bassily e Dickinson
(1972) propuseram utilizar funges de viga que representam os modos normais de vibragéo de
vigas uniformes, mais tarde e com o mesmo objetivo, Zhou (1995) utiliza também o mesmo tipo
de fungbes. Tais fungdes, que sdo as utilizadas nas implementagdes realizadas no dmbito do
presente trabalho, podem ser expressas, em sua forma geral, como combinagdes lineares de

fungGes trigonométricas e trigonométricas hiperbélicas, como segue:

m”

#,(x)= 4, sen(e,x)+ B, cos(¢,x)+C, senh(s,x)+ D, cosh(&,x) (4.8)

v, (¥)=4,sen (7,y)+ B, cos(7,y)+C, senh (n,»)+ D, cosh(7,) (4.9)

Os coeficientes: 4 ,B ,C ,D, e, ,4,8,C D, n, dependem das condigdes de

s By Cops Lyys €y s Ay By
contorno da viga correspondente a cada diregdo, enquanto m e n denotam a ordem dos modos.
Young (1950) fornece os valores numéricos destes coeficientes para as combinagdes de
condigbes de contorno engastada-engastada, engastada-livre e livre-livre, ao passo que
aqueles referentes & condicdo apoiada-apoiada séo fornecidos por Lurie (1952). Os valores
dos coeficientes para todas estas condigbes de contorno séo apresentadas no Anexo B deste
trabalho.
Por conveniéncia, reescreve-se a equagéo (4.7) sob a forma:

N
w(x, )= Co(1)m (%) (4.10)

k=1

onde;

. C (1) =4, (1) representam os coeficientes de combinag&o linear (coordenadas
generalizadas) a serem determinados.

* 77k(x’y):¢m (X)l//” (y)
« N=pgq.
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introduz-se ainda a notagéo matricial na expressao (4.10), escrevendo-se:

w(x, p,t)= {77(x, y)}T {C(t)} (4.11)
onde:

{n(x,y)} = [77, (x.y) m(xy) .. ny (x,y):lr; (4.12)

fcy=[c () () « (0] (4.13)

[ntroduzindo a aproximagédo (4.11) em (4.1) e (4.3), a energia potencial total (4.4) resulta

expressa sob a forma:

()= e (K@) o) (4.14)
onde:
(0} = [P (o)} iy (4.15)

e a matriz de rigidez € dada por:
[x]=1£]+[K.] (4.16)

com.

a b

(K= o tn}in) +{n,} )

00

7

+2v{n,} {17”, }T +2(1~-v) {17“,} {77_‘_}, }T }dxdy (4.17)

[K,]= ”[NX {n.H{n. }T +N, {77},} {;7),}7‘ +2N_ {n.} {17),}7‘ } dxdy (4.18)

e

T

T -
TS
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Nas equacdes (4.17) e (4.18), os indices x e y indicam as derivadas parciais dos produtos
de fungdes de viga em relagdo as variaveis espaciais correspondentes.

Introduzindo a aproximagéo (4.11) em (4.6), a energia cinética resulta expressa sob a
forma:

r(1) :%{é(,)}r [M]{é(z)} (4.19)

onde a matriz de inércia é dada por:

h a

[M]= ,ohJ‘J.{n}{n}r dxdy (4.20)

00

e Para obtengao das equacdes diferenciais relativas ao movimento transversal da placa,

utilizam-se as Equagdes de Lagrange (Géradin e Rixen, 1997):

oL d[ aLt Jz{o} 421)

onde;

L=T-v=Xe) pafel-He) ey o) @

PC O+ KHC )=o) (429

A resolucdo numérica de (4.23) fornece as coordenadas generalizadas {C(t)} Para

obter as respostas expressas em coordenadas fisicas representando o campo de
deslocamentos transversais da placa deve-se introduzir as coordenadas calculadas na

equacao (4.10).
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De forma similar ao que havia sido obtido para estruturas formadas por elementos de
viga, observa-se, nas equagdes (4.16) a (4.18), que o carregamento de membrana aparece na

modelagem através da matriz de rigidez, que mostra-se decomposta em duas parcelas: a

matriz de rigidez dita estrutural [Kl], dada por (4.17), que depende exclusivamente das
propriedades fisicas e geométricas da placa e a matriz [Kz], denominada matriz de rigidez

geomeétrica, expressa por (4.18), que depende essencialmente do carregamento de membrana.

4.2 Analises Numéricas

De posse das equagdes matriciais do movimento expressas por (4.23), além da analise
de respostas temporais a um dado carregamento e/ou condig¢des iniciais, que pode ser feita por
meio da resolucdo numérica do sistema de equag¢des do movimento, pode-se efetuar outros
tipos de analise numérica em regime estatico ou dinamico, conforme procedimento descrito nas

sub-se¢des seguintes:

4.2.1 Analise Estatica

Nos problemas de equilibrio estatico, os efeitos de inércia nao intervém o sistema de

equagdes do movimento, o qual fica reduzido ao sistema de equagdes algébricas lineares:
[K]{c}={0} (4.24)

onde todas as grandezas sao independentes do tempo.

4.2.2 Analise de Estabilidade Linear

A instabilidade por flambagem linear de placas pode ocorrer devido ao aumento da carga
de compress&o ou de cisalhamento aplicada no plano da placa (Oliveira, 1991). A carga de

flambagem é aquela que provoca o aparecimento de uma configuracao de equilibrio instavel.

.

et
et

&
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Para determinagdo das cargas de flambagem da piaca, introduz-se um fator de carga

adimensional A, de tal forma que:

N,=2N, (4.25)
N, =AN, (4.26)
N, = AN, (4.27)

xy Xy

onde N, N, e N, séo valores arbitrarios dos esforcos de membrana.

Conforme detalhado por (Oliveira, 1991), impondo-se a condi¢ao de estacionaridade da

energia potencial total da placa, chega-se entdo ao problema de autovalor:
(& ]+ A[K]){C} = {0} (4.28)

onde [Kl] ¢ dado pela expressao (4.17) e [K;] é calculada segundo:

(K], = JII[N 3} +N () 2w, {77,(}{77y}7]clxdy (4.29)

00

Uma vez determinados os autovalores em (4.28), os valores correspondentes das cargas

de membrana que provocam a flambagem sdo obtidos introduzindo os autovalores nas

equagbes (4.25) a (4.27).

4.2.3 Analise Modal

No regime vibratério livre, o sistema de equagdes de movimento (4.23) assume a forma:

[M]{E‘(t)}+[K]{C(t)} ={0} (4.30)

A analise modal numérica é realizada mediante a resolugdo do seguinte problema de

autovalor associado ao sistema (4.30):
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([&]-2 [M]){a}={0} 4.31)

A resolugdo numeérica desta equacio conduz aos autovalores A, que fornecem as

freqliéncias naturais e aos autovetores {A,,} fornecem os modos de vibracdo correspondentes.

4.2.4 Analise Harménica

Para computar as fungdes de resposta em frequéncia, admite-se variagdo harménica
para as cargas transversais e para os deslocamentos transversais em coordenadas

generalizadas de acordo com as relagdes:
P(x,y,t)=P(x, y)e' (4.32)
e, p,0) = 7 (x, y)e'™ (4.33)
Em regime harmoénico, a expansao (4.10) assume a forma:
w(x,y,1)=n(x,y)C(t)e™ (4.34)

Introduzindo (4.32) em (4.15), os esforgos generalizados em regime harmonico sao

obtidos sob a forma:

hoa

{Q(t)} =’ ”F (x, yIn(x, y)dxdy (4.35)

ou:

{00) = {0 (4.36)
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com:

h a

{Q}: JIF(x,y)t;(x,y)dxdy (4.37)

Introduzindo (4.33) e (4.36) em (4.30), obtém-se a seguinte relagdo matricial entre as

amplitudes das forgas e coordenadas generalizadas:

€}=(x1-’[m])" 0} (4.39)

Para exprimir as respostas harménicas em termos de coordenadas fisicas
(deslocamentos transversais), admite-se que as respostas harménicas sejam observadas em

um conjunto de ¢ pontos da placa identificados por suas coordenadas

(x,,yI ) (xz,yz ),--.(xc,yc). Introduzindo a transformacao de coordenadas em (4.38), obtém-se:

=M1 (x)-o* (M) T lie) (4.39)

onde;

[;]z[{n(xl’yl)} {n(xzﬂyZ)} {ﬂ(xﬁ’yc)}:l (4.40)

Evidentemente, a precisdo do modelo numeérico obtido para a placa depende do nimero de
fungdes de viga utilizadas na expansao (4.10), fato que exige que um numero suficientemente
grande seja empregado para assegurar a convergéncia da série, conforme sera evidenciado no

capitulo seguinte.



Capitulo V

Caracterizagdo Numérica do Comportamento Dinamico de Placas

Retangulares Considerando o Enrijecimento por Tensionamento

Diversos estudos evidenciaram que as caracteristicas dinamicas de placas podem ser
fortemente influenciadas pela distribuicido e magnitude de esforgos de membrana normais e
cisalhantes (Bailey, 1973; Porter Goff, 1976, Smith et al., 1997: Mead, 2000). Leissa (1969)
identifica uma série de trabalhos que analisam o efeito das tensées no plano sobre o
comportamento dinamico de placas em flex&o. Tais efeitos devem, portanto, ser considerados
em analises numéricas destinadas & caracterizagdo do comportamento dinamico destes
elementos estruturais. Neste sentido, torna-se importante dispor de procedimentos numericos
que permitam prever o comportamento dindmico de placas sujeitas a esforgos em seu plano,
situagao que ocorre freqlientemente na pratica.

Neste capitulo caracteriza-se numericamente o comportamento dinamico de placas
retangulares finas submetidas a condi¢des gerais de carregamento em seu plano, utilizando a
técnica dos Modos Assumidos (MMA) desenvolvida no capitulo anterior.

A caracterizagdo € realizada com auxilio de simulagdes numéricas a partir da
implementagéo computacional do MMA em ambiente Matlab® 6.0, tendo sido possivel obter as
matrizes de inércia e rigidez através de manipulagao simbdlica.

O comportamento dinamico € caracterizado em termos de parametros modais
(freqUiéncias e modos naturais de vibragdo) e funcées de resposta em freqiéncia. Os
resultados obtidos s&o inicialmente validados mediante confrontagdo com resultados fornecidos
por analise de elementos finitos utilizando o programa comercial ANSYS®. Nas simulagtes
examina-se também a convergéncia das respostas dinamicas em relagdo ao numero de
funcdes de viga utilizadas nas expansdes do Método dos Modos Assumidos. A variagao
observada das frequiéncias naturais em fungfo da magnitude do carregamento & interpretada
no contexto de um critério dinamico para determinagdo de cargas criticas de flambagem da

placa.

T

-t o,
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5.1 Analise de Convergéncia do Modelo Obtido pelo MMA

Para avaliar a convergéncia das respostas dinamicas obtidas através do MMA em
relacdo ao numero de fungbes de viga utilizadas na expansdo dada pela equagéo (4.7),
modelou-se a placa engastada-engastada-livre-livre ilustrada na Figura 5.1, com as dimensdes

e propriedades mecanicas apresentadas na Tabela 5.1.

4 a »

Figura 5.1 - Dimensées da placa retangular.

Tabela 5.1- Dimensées e propriedades mecanicas da placa de policarbonato.

a [m] b [m] him] | E[N/md) v p lkg/m’]
250x10° | 200x107° | 1,50x10° | 2,4x10° | 0,37 1200

A Figura 5.2 ilustra a variagéo dos valores das nove primeiras freqiéncias naturais em
funcdo do numero total de fungdes de viga (N = p.¢), admitindo p = ¢, para a placa sem
tensdes de membrana. Constata-se que para um nimero N reduzido as frequéncias naturais
s8o superestimadas e que, com o aumento de N, obtém-se a convergéncia, que mostra-se

mais rapida para as freqiiéncias de ordem mais baixa.
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Figura 5.2 - Convergéncia das frequéncias naturais em funcéo do parametro N.

Na Figura 5.3 observam-se as amplitudes das fungées de resposta em frequéncia
pontuais associadas ao deslocamento transversal do ponto da placa de coordenadas (x=0,225
m e y=0,125 m). Também nestas curvas observa-se a convergéncia a medida em que 0
numero de funcdes de viga aumenta. Entretanto, nota-se que as freqiiéncias de anti-

ressonancia ndo convergem com a mesma rapidez que as freqiiéncias de ressonancia.
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Figura 5.3 - Convergéncia das fungdes de resposta em freqiiéncia com o acréscimo de N.
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Dos resultados acima conclui-se que, o uso de 4 fungdes de viga em cada direcéo

(N=16) & suficiente para a estimagédo adequada das 9 primeiras freqUéncias naturais da placa.

5.2 Validagao do Modelo Baseado no Método dos Modos Assumidos

Nesta secdo, os resultados obtidos via Método dos Modos Assumidos sdo validados
mediante confrontacdo com aqueles fornecidos por analise de elementos finitos utilizando o
programa comercial ANSYS®.

No procedimento de validagdo é analisada a placa engastada-engastada-livre-livre
llustrada na Figura 5.4, cujas dimensdes e propriedades mecéanicas sdo apresentadas na
Tabela 5.1. O numero de fungdes de viga utilizado em cada direcéo é igual a 4 (N=16).

Inicialmente comparam-se os deslocamentos resultantes da aplicacdo de diferentes
valores de carregamento transversal estatico uniformemente distribuido (P), conforme ilustrado

na Figura 5.4,

-
e}

Figura 5.4 "~ Carregamento transversal ao plano da placa.

Na Figura 5.5 sdo comparados os deslocamentos transversais no centro da placa
(x=0,125 m e y=0,1 m), obtidos através do MMA e do ANSYS®. O modelo de elementos finitos
utiliza o elemento de casca SHELL63 e possui 80 elementos (10 divisbes na direcéo x € 8 na
diregao y). Observa-se que os valores dos deslocamentos transversais sdo praticamente os

mesmos em ambas modelagens.
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Figura 5.5 - Deflexdo maxima da placa em fungdo do acréscimo de carga transversal.

Neste ponto, sdo incluidos os esforgos de membrana no procedimento de validagao do
modelo, sendo escolhida a compressao uniforme na diregzo y.

A comparacdo das freqliéncias naturais alteradas pela aplicagdo progressiva deste
carregamento até seu valor critico (472,58 N/m) aparece ilustrada na Figura 5.6. Observa-se
que a primeira frequiéncia natural tende a zero com o aumento da carga de compressao, sendo
nula sob aplicacdo da carga de valor correspondente a carga critica de flambagem. Verifica-se
que o MMA determina valores de freqiéncias naturais ligeiramente superiores aquelas
fornecidas pelo programa ANSYS®. Entretanto, as diferencas observadas s&o muito peguenas,

fato que permite concluir sobre a validagdo do modelo baseado no MMA.
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Figura 5.6 - Comparagao das freqiéncias naturais para diferentes cargas de compressao.
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A Figura 5.7 permite comparar as amplitudes da fungéo de resposta em freqliéncia
pontual correspondente ao ponto de coordenadas x=0,225 m e y=0,125 m da placa engastada-
engastada-livre-livre, com a presenc¢a do esforgo normal de membrana aplicado na direcéo y
equivalente a 12,5% (59,07 N/m) do valor da carga critica de flambagem. Observa-se que as
curvas correspondentes as duas técnicas de modelagem praticamente se sobrepem na banda

analisada.
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Figura 5.7 - Comparacéo de fungdes de resposta em frequéncia da placa submetida a uma

for¢a de membrana de compresséo.

5.3  Caracterizagao da Influéncia dos Esforcos de Membrana em Placas

A seguir, analisa-se a influéncia dos esforgos de membrana no comportamento
dindmico de placas retangulares, cujas caracteristicas fisicas e geométricas s&o apresentadas
na Tabela 5.2.

Tabela 5.2- Caracteristicas fisicas e geométricas das placas analisadas.

a [m] b [m] I [m] E [N/mz] v Jo, [kg/m3]
250x10° | 200x107 | 1,50x10° | 2,4x10° | 0,37 1200

A Figura 5.8 representa o modelo de placa retangular utilizado nas simulagdes, assim
como os esforcos de membrana atuantes em seu plano médio.
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Figura 5.8- Esforgos de membrana aplicados no plano médio da placa.

A Figura 5.9 mostra as diferentes condicées de contorno analisadas, que serdo assim
desighadas:

(a) apoiada-apoiada-livre-livre (AALL);
(b) engastada-engastada-livre-livre (EELL);
(c) totalmente apoiada (AAAA).

(a) (b)
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Figura 5.9- Condigbes de contorno analisadas.

Neste ponto € importante destacar que as condicdes de contorno apresentadas na
Figura 5.9 dizem respeito as restricdes impostas aos deslocamentos transversais e rotagdes
nas bordas da placa, estando, portanto, ligadas exclusivamente ao movimento de flexao.
Admite-se que a aplicagdo dos esforgos normais e cisalhantes de membrana possa ser feita de
forma independente destas condigées de contorno, embora tal condicdo possa ser dificil de se
obter na pratica para alguma das condigées de contorno consideradas. Tal € o caso, por
exemplo, das bordas livres, que ndo s&o restringidas mecanicamente em termos de
deslocamentos transversais e rotagdes, sendo, contudo, admitido que a elas possam ser

aplicados esforcos de membrana.

"
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Pela resolugéo do problema de autovalor de flambagem, expresso pela equacao (4.28)
determinam-se as cargas criticas normais e cisalhantes das placas em estudo. Estas cargas
sao apresentadas na Tabela 5.3, ficando aparente a dependéncia de seus valores em relagao
as condicbes de contorno. Os sinais negativos indicam cargas normais de compress3o.
Evidentemente, valores mais elevados das cargas criticas ocorrem para condi¢des de contorno
que tornam a placa mais rigida. Esta regra ndo se aplica ao caso de carregamento em
cisalhamento, onde verifica-se que a placa AAAA apresenta uma carga critica de cisalhamento
menor que a placa AALL. Conforme serd evidenciado mais adiante, o comportamento de
placas sujeitas e esforgos de membrana de cisalhamento mostra-se muito mais complexo que

aquele de placas sujeitas a esforgos normais.

Tabela 5.3- Cargas de flambagem das diferentes placas analisadas.

Placa | Niic [N/"l] Nyerie [N/m)] N\'ycrit [N/m]
AALL - 123,50 -216,24 1838,13
EELL -495,04 -472,58 2311,78
AAAA -810,94 -519,00 1511,52

Com o objetivo de analisar a influéncia dos esforgos de membrana sobre as respostas
dindmicas da placa sujeita a cada uma das condigdes de contorno, nas simulagdes numéricas
apresentadas a seguir os esforcos sao aplicados separadamente. Evidentemente, o
procedimento de modelagem permite analisar os efeitos resultantes das diferentes
combinagdes de esforcos de membrana aplicados simultaneamente. Os valores maximos
aplicados correspondem aos respectivos valores criticos dados na Tabela 5.3, sendo também
variado seu sentido de aplicacdo. A variagdo das cinco primeiras freqiiéncias naturais em
fungéo dos esforcos de membrana normais e cisalhantes é analisada em termos de fracGes
das respectivas cargas criticas de flambagem. E verificada também a influéncia do
carregamento sobre a fungdo de resposta em freqléncia pontual correspondente ao
deslocamento transversal do ponto localizado em x = 0,175 m e y = 0,025 m (identificado por
ponto 4).

Para auxiliar a interpretacdo dos resultados s&o apresentadas graficamente, para cada
configuracdo de condicdo de contorno, as formas modais das placas na condicdo sem

carregamento de membrana.
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5.3.1 Placa AALL

A Figura 5.10 ilustra os cinco primeiros modos naturais de vibragéo da placa AALL isenta
de esforcos de membrana com seus respectivos valores de freqUéncias naturais.

A Figura 5.11 mostra as variagdes das 5 primeiras freqiéncias naturais em fungéo dos
esforgos normais, N, e N,.

f; = 16,57 Hz f.= 30,72 Hz f; = 66,27 Hz

Figura 5.10- Modos naturais de vibragdo da placa AALL.

Pela observacio dos modos naturais de vibragdo e das variagbes das frequéncias
mostradas nas Figuras 5.10 e 5.11, respectivamente, verifica-se que, o primeiro e terceiros
modos sao caracterizados por deformagtes de flexdo que ocorrem acentuadamente na diregéo
y. Consequentemente, o carregamento N, influencia notoriamente a primeira e terceira
freqUéncias naturais, ao passo que o carregamento N, ndo exerce influéncia sobre estas
freqUiéncias. Por outro lado, a segunda e quarta freqiéncias naturais sofrem forte influéncia do
carregamento N, e pouca influéncia de N,. Para o quinto modo de vibragao, nota-se um
acoplamento mais pronunciado das deformagdes de flexdao em ambas diregdes, o que torna a
quinta freqiiéncia natural igualmente sensivel aos carregamentos N, e N,. Observe-se ainda o
entrelagamento entre as curvas correspondentes as duas primeiras freqliéncias naturais e as
curvas da terceira e quarta freqUéncias naturais da placa sujeita ao carregamento N,
mostrando que, sob agdo de cargas crescentes de compressio, a segunda freqiéncia natural

se reduz fortemente, anulando-se sob agdo da carga critica de flambagem.

STRTE,

E=CASE
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Figura 5.11- Frequéncias naturais em fungdo da variagdo de N, e N,, placa AALL.

A influéncia do esforco de membrana de cisalhamento sobre as freqiéncias naturais da
placa AALL ¢ ilustrada na Figura 5.12. Verifica-se que o sentido de aplicagdo da carga de
cisalhamento nio tem influéncia sobre os valores das freqiiéncias, o que é evidenciado pela
simetria das curvas em relagdo ao eixo correspondente a situagao da placa sem carregamento.
Observa-se também uma diminuicdo marcante da segunda e quarta frequéncias naturais e a

anulagdo da segunda freqiiéncia natural sob o valor critico da carga de cisalhamento.
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Figura 5.12 - Freqliéncias naturais em fungéo da variagéo de N,,, placa AALL.
A influéncia dos esforgos normais e cisalhantes sobre a fungéo de resposta em

freqiéncia pontual, correspondente ao deslocamento transversal do ponto 4 é evidenciada nas
Figuras 5.13 a 5.15.
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Figura 5.15 - Amplitudes da FRF H,, devido a variagéo de N,,, placa AALL.

5.3.2 Placa EELL

Na Figura 5.16 sao apresentadas as cinco primeiras formas modais da placa EELL sem

carregamento, sendo também indicados os valores das respectivas freqiiéncias naturais.

fi = 37,65 Hz f,=47,32 Hz

f;=92,65 Hz

Figura 5.16 - Modos naturais de vibragdo da placa EELL.
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Analisando as formas modais apresentadas na Figura 5.16 e as variacbes das
freqUiéncias naturais, em fun¢do das cargas N, e N,, mostradas na Figura 5.17 constata-se que
0 primeiro e quarto modos sdo caracterizados por deformagbes de flexdo que ocorrem
predominantemente na direcdo y. Este comportamento explica que o carregamento atuante
nessa direcao influencia fortemente a primeira e quarta freqiéncias naturais, ao passo que o
carregamento N, praticamente nao tem efeito sobre estas frequéncias. Por outro lado, a
segunda e terceira freqtiéncias naturais sdo notoriamente alteradas pelo carregamento N,. Para
0 quinto modo de vibracao, observa-se um acoplamento mais pronunciado das deformagodes de
flexdo em ambas diregdes, o que torna a quinta freqiéncia natural igualmente sensivel aos
carregamentos N, e N,. Verifica-se um entrelagamento entre as curvas correspondentes as
duas primeiras frequéncias naturais e da primeira e terceira freqliéncias naturais na
compresséo e da curvas correspondentes a terceira e quarta frequiéncias naturais na tragéo da
placa sujeita ao carregamento »,. No caso do carregamento aplicado na diregéo y, é observado

o0 entrelagamento das curvas que correspondem 4 terceira e quarta freqliéncias naturais.
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Figura 5.17 - Frequéncias naturais em func¢éo da variagdo de N, e N,, placa EELL.

A influéncia do esforgco de membrana de cisalhamento sobre as frequéncias naturais da
placa EELL é ilustrada na Figura 5.18. A simetria das curvas em relagdo ao eixo
correspondente a situacéo da placa sem carregamento confirma mais uma vez o fato de que o
sentido de aplicagdo da carga de cisalhamento ndo tem influéncia sobre os valores das
freqiéncias. Observa-se uma diminuicdo acentuada da segunda e terceira frequéncias

naturais, sendo a primeira e a quartas praticamente ndo modificadas.
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Fregiéncia [Hz]

-100 -75 50 -25-126 0 125 26 50 75 100
Carga adimensional : N,

Figura 5.18 - Frequiéncias naturais em funcéo da variacéo de N,,, placa EELL.

A influéncia dos esforgos normais e cisalhantes sobre a funcao de resposta em
freqliéncia pontual, correspondente ao deslocamento transversal do ponto 4, ¢ ilustrada nas
Figuras 5.19 a 5.21. Observa-se que 0 carregamento de compressdo em x provoca a
diminuicdo de quase todas as ressonancias, exceto da primeira e quarta, com a particularidade
de que para 100% da carga critica a segunda ressonancia ocorre a freqiiéncia zero. Isto se
deve ao entrelagamento observado na Figura 5.17 entre as curvas correspondentes as duas

primeiras frequiéncias naturais na condi¢do de compressao.
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Figura 5.19 - Amplitudes da FRF H, 4 devido a variagao de N,, placa EELL.
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Figura 5.20 - Amplitudes da FRF H,4 devido a variagdo de N,, placa EELL.

Nas fungbes de resposta em frequéncia mostradas na Figura 5.21, observa-se
novamente que o sentido de aplicagdo do cisalhamento n&o influencia nas respostas
freqUiénciais analisadas. Verifica-se que a primeira ressonancia nao € alterada como as

demais, sendo que a segunda ocorre na freqiiéncia nula sob a aplicagéo da carga critica.
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Figura 5.21 - Amplitudes da FRF Ha4 devido a variagdo de N,,, placa EELL.
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5.3.3 Placa AAAA

A Figura 5.22 mostra os cinco primeiros modos naturais de vibracdo da placa AAAA
isenta de esforgos de membrana, sendo tambem apresentados os valores das respectivas

freqUéncias naturais.

f; = 42,45 Hz f,=92,15 Hz f; =120,11 Hz

oo

f, =169,80 Hz fs = 174,98 Hz

Figura 5.22 - Modos naturais de vibragéo da placa AAAA.

As formas modais apresentadas na Figura 5.22 e as variacGes das freqiiéncias naturais
em funcio da aplicacdo de carregamento normal mostradas na Figura 5.23, indicam que todas
as freqliéncias sdo sensiveis ao carregamento normal, sendo a segunda e terceira freqiiéncias
naturais menos influenciadas pelo carregamento atuante na direcéo x e y respectivamente, em

comparagao com as demais freqiiéncias naturais.
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Fregiéncia [Hz]
Frequéncia [Hz]

e
-100 75 50 254125 0 125 25 50 75 100 -100 75 -50 254125 0 12525 50 75
Carga adimensional : N Carga adimensianal N,

Figura 5.23 - Freqliéncias naturais em fungéo da variagéo de N, e N,, placa AAAA,
A influéncia do carregamento cisalhante sobre as freqiiéncias naturais da placa AAAA é

ilustrada na Figura 5.24. Verifica-se mais uma vez que o sentido de aplicago da carga de

cisalhamento nao altera os valores das frequiéncias naturais.

Frequéncia [Hz)

0 i
-100 -75 60 25-125 0 126 25 50 75 m)D
Carga adimensional : ny

Figura 5.24 - Frequéncias naturais em fungéo da variagéo de N, placa AAAA.

A influéncia dos esforcos de membrana normais e cisalhantes sobre a fungdo de
resposta em frequéncia pontual que corresponde ao deslocamento transversal do ponto 4, é
mostrada nas Figuras 5.25 a 5.27. Nas curvas das fungdes de resposta analisadas, observa-se
que o carregamento normal provoca modificacdes em todas as ressonancias e anti-

ressonancias de acordo com a Figura 5.23.
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Figura 5.26 - Amplitudes da FRF H, 4 devido & variagdo de N,, placa AAAA.

Nas curvas das fungbes de resposta em freqliéncia ilustradas na Figura 5.27, é

a carga de cisalhamento

1

do cisalhamento

verificado que independente do sentido de aplicacéo

do da primeira frequéncia natural.
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a
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Figura 5.27 - Amplitudes da FRF Hy 4 devido a variagéo de N,,, placa AAAA.

Para esta condigdo de contorno, os resultados s&o corroborados pelo trabalho de Mei e
Yang (1972), onde ¢ estudado o efeito da distribuicdo de tensdes nas vibracdes de uma placa
simplesmente apoiada usando o Método de Elementos Finitos.

Em placas retangulares, espera-se que tensées cisalhantes positivas e negativas
tenham o mesmo efeito em uma frequéncia natural (Mead, 2002 e Smith ef al, 1997). As
simulacdes numéricas mostraram que a carga de flambagem e as frequéncias naturais de
placas retangulares sujeitas ao cisalhamento independem do sinal do carregamento e que a
variagcéo deste sinal produz, na resolugéo do problema de autovalor, mesmos autovalores, mas
diferentes autovetores. A Figura 5.28 confirma este comportamento, em uma placa totaimente
apoiada, solicitada a 75% de sua carga critica de cisalhamento. Este fato explica o
comportamento observado das FRFs de placas sujeitas a carregamento de cisalhamento. Na
Figura 5.28, por exemplo, nota-se que os valores das freqUéncias naturais, que sao 0s
autovalores do problema, de fato independem do sinal de N,,. Contudo, esta independéncia
nao se aplica as freqiiéncias de anti-ressonancia, que sdo determinadas pelas componentes

dos autovetores.
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f1 = 29,94 Hz f, = 68,86 Hz f, =125,86 Hz f,=139,68 Hz

Figura 5.28 - Modos naturais de uma placa apoidada para: N, e -Ny,.

5.4 Comentarios Sobre os Resultados

Com base nos resultados obtidos, conclui-se acerca da utilidade e eficiéncia do método
de modelagem baseado no MMA para a previsdo das respostas dinamicas de placas
retangulares sujeitas a esforcos de membrana, além da utilidade da técnica para avaliagdo da
estabilidade estrutural. Os resultados apresentados evidenciam a significativa influéncia dos
esforcos de membrana em termos da magnitude, direcdo e sentido de aplicagdo sobre o
comportamento dindmico de placas retangulares.

Nas figuras que mostram as variagdes absolutas das freqliéncias naturais em fungéo da
variacao dos esforcos de membrana observa-se que, em geral, as freqiéncias naturais: tém
seus valores diminuidos a medida que a carga de compressdo aumenta e acrescidos a medida
que a carga de tragao é acrescida. A modificagio dos valores das frequéncias, ndo apresenta
nenhuma relagdo de proporcionalidade em relagéo a carga aplicada. Quando as frequéncias
naturais variam com a carga externa, esta variagdo € mais acentuada para valores de carga
proximos aos das cargas criticas. A condi¢do de flambagem ¢é traduzida pela anulagéo de uma
das primeiras freqiiéncias naturais (ndo necessariamente a primeira). Verifica-se em todas as
placas analisadas que o sentido de aplicagdo da carga de cisalhamento n&do tem influéncia
sobre os valores das freqUéncias naturais, mas tém influéncia sobre as freqiéncias de anti-
ressonancia. De modo geral, o comportamento dinamico de placas solicitadas em cisalhamento

mostra-se mais complexo que o de placas sujeitas a cargas normais.
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A relacéo caracterizada entre as respostas dinamicas e os esforgcos de membrana sera
utilizada, no Capitulo VIl, na proposi¢ao de um procedimento inverso de identificagdo de cargas

a partir do conhecimento de um conjunto de respostas dinamicas e de um modelo matematico.
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CAPITULO VI

Avaliacdo Experimental da Influéncia dos Esforgos de Membrana

Sobre o Comportamento Dinamico de Placas Retangulares

Este capitulo descreve o estudo realizado com vistas a caracterizagdo experimental da
influéncia dos esforgos de membrana no comportamento dindmico de placas retangulares
finas. O estudo experimental é baseado na andlise das fungdes de resposta em frequéncia

adquiridas experimentalmente e as freqiiéncias naturais estimadas a partir destas fungdes.

6.1 Aparato Experimental

[

Na Figura 6.1 ¢ ilustrado o dispositivo confeccionado para fixagdo da placa em condigao
de contorno engastada-engastada-livre-livre. O dispositivo permite, através do acionamento do
parafuso indicado, aplicar diferentes valores de carga F de tragdo ou compressao na diregao x,
que € registrada através da célula de carga. Os ensaios foram realizados em duas placas
retangulares, sendo uma de ago e a outra de aluminio, cujas propriedades fisicas e

geomeétricas sdo fornecidas na Tabela 6.1.

célula de carga

£
A
>

parafuso de acionamento

Figura 6.1 - Dispositivo experimental para ensaio de placas.

SISBI/UFU
220578
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Tabela 6.1- Caracteristicas fisicas e geométricas das placas ensaiadas.

Placa a [m] b [m] h [m] E [N/m? v 0 [kg/n'zjl
Aluminio * 250x10° | 200x10° | 1,50x10° | 0,7x10° | 0,33 2750
Ago ** 250x10° | 200x10° | 1,50x10° | 2,0x10™ | 0,29 7850

*Aluminio 2048 - http://lwww.matweb.com

**Ago AlISI 1020 recozido - http://www.matweb.com

A Figura 6.2 ilustra a montagem experimental, estando indicados os seguintes

equipamentos utilizados nos ensaios:

Um micro computador para transferéncia de dados.
Um analisador de espectro de dois canais Scientific Atlanta - SD380.

Dois amplificadores de carga Briel & Kjaer, ambos ajustados com ganho de 10

mV/unid. saida e faixa operacional de 1 Hz a 1 KHz.
Um acelerdmetro piezoelétrico Britel & Kjaer com sensibilidade 0,344 pC/m/s?.
Uma célula de carga Kratos modelo MM com capacidade de 200 kgf.

Um indicador de sinais Kratos modelo [IK-1A com precisao de

0,10% fs +1.digito e sensibilidade de 2mV . fs (fs=fundo de escala).

Um martelo de impacto, Briel & Kjaer, modelo 8202 com célula de carga e

sensibilidade de 1,03 pC/m/sz.

Cabos e conexdes.
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1-micro-computador; 2-SD380; 3-amplificadores de carga; 4-acelerdmetro; 5-célula de carga; 6-

indicador de sinais; 7-placa; 8-martelo de impacto; 9-cabos; 10-mesa inercial.

Figura 6.2 - Aparato experimental.

[

6.2 Procedimento Experimental

Inicialmente, foram realizadas simulagdes numeéricas por elementos finitos no ANSYS®
para estimar o valor da primeira carga de flambagem das placas, verificando-se que este valor
seria aproximadamente 100 kgf. Posteriormente, a célula de carga de capacidade de 200 kgf
foi calibrada até uma carga de aproximadamente 110 kgf.

Os ensaios experimentais foram realizados em trés etapas correspondentes a trés
cenarios de carregamento ilustrados na Figura 6.3. (A): placa de aluminio “tracionada”. (B):
placa de aluminio “comprimida”. (C): placa de ago “comprimida’. Diferentes valores da forga F
foram aplicados e, para cada um deles, foram realizados os ensaios de vibragdo para a
obtencao das FRFs associadas ao movimento de flexdo das placas.

O modelo de elementos finitos do ANSYS®¢ ilustrado na Figura 6.4
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Fr F F— F Fi F
T w T T ® |7 7] (C) B

Aluminio Aluminio Adco

Figura 6.3 - Cenarios de aplicagao dos esforgos.

Figura 6.4 - Modelo de elementos finitos da placa no ANSYS®,

A Figura 8.5 mostra as distribuigdes de tensGes normais e da tensdo cisalhante para a
aplicacdo de uma forca F = 50 N no cenario (A) obtidas pela analise de elementos finitos.
Evidencia-se uma distribuicdo ndo uniforme das tensbes, e no caso das tensdes normais, a

distribuicéo é simétrica em relagdo ao €ixo y.
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Figura 6.5 - Distribuicdes de tensdes na placa de aluminio.

As func¢des de resposta em frequéncia que correspondem ao deslocamento transversal
nos pontos 1, 2 e 3 (ilustrados na Figura 6.1) foram obtidas através de excitagdes por impacto,
medindo-se a resposta com o auxilio do acelerébmetro piezelétrico. O valor de carga aplicado a
placa foi medido através da célula de carga e indicado pelo condicionador de sinais Kratos. Os
dados da excitagéo e da resposta foram processados pelo analisador de espectro que forneceu
as funcbes densidade espectral da entrada e da saida para 10 médias e 4f = 0,625 [Hz]. A
partir destas funcdes, utilizando os estimadores das FRFs, para cada cenario de carregamento,
foram computadas as seguintes fungdes: cenario (A) Hy 1, Hys, Haq, Hao, Has € Ha s cenario (B)
Hs2 e Ha 3 e cenario (C) Hjz e Hs .

Para estimar os valores das frequéncias naturais através das fungdes de resposta em
freqUéncia experimentais, aplicou-se o Rational Fraction Polynomial Method - RFP (Richardson
e Formenti, 1982). Este método constitui-se em uma ferramenta de identificagdo modal no
dominio da freqiiéncia e nao requer valores de estimativas iniciais dos parametros modais.
Devido a sua abordagem pelo Método dos Minimos Quadrados, pode operar com a presenga
de ruido nos dados experimentais e com efeitos residuais dos modos que encontram-se fora da
banda espectral de analise. O método expressa as FRFs em forma de fragdes polinomiais
parciais, definindo a fungdo erro como a diferenca entre as fragbes ajustadas e as
experimentais. O uso de técnicas de otimizagdo permite a resolugéo indireta do problema de
identificacdo, encontrando assim, os coeficientes dos polindmios que formam as fragoes, dos
quais s3o extraidas as frequiéncias naturais do sistema. A estimativa das freqiiéncias naturais
foi realizada dentro de uma banda de 50 e 450 Hz, conseguindo um ajuste muito bom. A titulo
de exemplo, a Figura 6.6 ilustra o ajuste realizado nas FRFs H; ; e Hy3 nas placas carregadas

de aluminio (-10,00 Kg) e a¢o (-80,50 Kg), respectivamente.

N
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Hj 1 (aluminio)
190 T T r T T T T 170 v T

1e-8)
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Freqgoéncia [Hz) Freqiéncia [Hz]

Figura 6.6 - Ajuste das FRFs Hq 1 e Hq3 das placas de aluminio e ago respectivamente.

6.3 Resultados Obtidos para a Placa de Aluminio

As Figuras 6.7 a 6.9 representam a variagao das amplitudes das fungbes de resposta em

freqliéncia e das freqliéncias naturais correspondentes a cargas aplicadas no cenario (A).
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Figura 6.7- Variagio das amplitudes das FRFs H; ; e Hy 3 em fungdo da carga de

compressao aplicada a placa de aluminio.
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Figura 6.8 -Variacdo das amplitudes das FRFs H, e H,, em funcéo da carga de

compressao aplicada a placa de aluminio.
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aplicada a placa de aluminio.

A Figura 6.10 representa variagdo das amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia

em funcao do carregamento aplicado correspondentes ao cenario (B).
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Figura 6.10 - Variacdo das amplitudes das FRFs H;, e Hj 3 em fungdo da carga de tragdo

aplicada a placa de aluminio.

A Figuras 6.11 e 6.12 ilustram a variagdo das freqléncias naturais em fungéo da carga

aplicada nos cenarios (A) e (B).
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Figura 6.11- Frequéncias naturais estimadas a partir de H,; e Hy 3 em fungéo da carga para a

placa de aluminio.
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Figura 6.12- FreqUéncias naturais estimadas a partir de H, 3 e Hs ;em funcdo da carga para a
placa de aluminio.

6.4 Resultados Obtidos para a Placa de Ago

As Figuras 6.13 e 6.14 representam a variagédo das amplitudes das fungdes de resposta

em freqliéncia e as frequéncias naturais correspondentes as cargas aplicadas no cenario (C).
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Figura 6.1Z- Variagéo das amplitudes das FRFs Hs, e Hi 3 em fungdo da carga de
compresséo aplicada a placa de aco.
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blaca de aco.

6.5 Comentarios Sobre os Resultados Experimentais

Conforme evidenciado na Figura 6.5, o estado de tensdes gerado pelo dispositivo de
fixacdo e aplicacdo de carga é um estado relativamente complexo, combinando tensdes
normais nas duas direcées principais da placa e tensdes de cisalhamento. Este fato explica a
tendéncia de variacdo ndo monotdnica das frequéncias naturais em fungéo da carga aplicada
(ver, por exemplo, a Figura 6.9).

Nos ensaios experimentais ndo foi possivel caracterizar a condicdo de flambagem da
placa pela anulacdo de uma de suas freqiéncias naturais. Isso deve-se ao fato de que as
placas ensaiadas apresentaram empenamento, o qual se amplificava com o aumento da carga
de compresséo aplicada. De fato, imperfeigbes iniciais dificultam a caracterizagao de cargas de
flambagem.

Os resultados dos ensaios experimentais permitiram evidenciar mais uma vez, a
significativa influéncia dos esforgos de membrana sobre o comportamento dinamico das placas
ensaiadas e a possibilidade de relacionar os valores das freqiiéncias naturais com a carga
aplicada. Esta caracteristica sera explorada no préximo capitulo na proposi¢cac de um meétodo
de identificagdo do carregamento externo a partir dos valores das frequéncias naturais da placa

carregada.



CAPITULO VII

Identificagcdo de Cargas em Sistemas Estruturais Planos e Placas

Retangulares a Partir das Respostas Dinamicas

Nos capitulos precedentes ficou evidenciada a dependéncia das respostas dinamicas de
sistemas estruturais compostos por vigas e de placas retangulares em relagéo a cargas axiais,
no primeiro caso, e a esforgos normais e cisalhantes no segundo caso. Com base neste
fendmeno, neste capitulo é proposto um procedimento inverso para a identificagéo de cargas
externas a partir das respostas dinamicas destes dois tipos de elementos estruturais. De
acordo com o procedimento de identificagdo proposto, empregando os modelos de elementos
finitos e os baseados no MMA, desenvolvidos nos capitulos anteriores, as freqiiéncias e 0s
modos naturais de vibracdo da estrutura sujeita ao carregamento externo sdo usados para
formar uma fungao objetivo tendo como varidveis de projeto as cargas que sao supostas
desconhecidas. O problema de otimizagdo € resolvido numericamente utilizando tanto
algoritmos classicos baseados em gradiente como algoritmos pseudo-aleatérios (Algoritmos

Genéticos e Particle Swarm Optimization).

7.1  Fundamentos de Identificacdo de Parametros Através do Ajuste de Modelos

O procedimento de identificagdo apresentado neste capitulo pode ser considerado como
um procedimento de identificagcdo paramétrica baseada no ajuste de modelos de elementos
finitos, razao pela qual se apresentam, nesta sec¢ao, alguns conceitos gerais sobre este tipo de
problema, que é tratado em profundidade no livro de Friswell e Mottershead (1995).

Os procedimentos classicos de ajuste de modelos consistem em promover corregdes nas
matrizes de massa e rigidez (e, menos freqiientemente, de amortecimento) com o objetivo de
minimizar as diferencas observadas entre as previsbes de um modelo inicial e as
correspondentes respostas dindmicas medidas experimentalmente sobre um protétipo da
estrutura. Trata-se, portanto, de uma estratégia de conciliagdo entre modelagem numerica e
experimentacdo. Na maior parte dos casos os erros de modelagem sao parametrizados, de

modo que passam a ser representados por um conjunto de parametros corretores de massa,
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rigidez e amortecimento a serem aplicados a zonas do modelo onde se admite estarem
concentrados os erros de modelagem. Formula-se entdo um problema de otimizagdo em que a
funcdo objetivo representa a diferenga entre as respostas experimentais medidas e as
correspondentes previsdes do modelo inicial. Os parametros de corregdo sdo as variaveis de
projeto. Em geral, o problema de otimizagéo é nao linear, com restricoes.

Quando associada a problemas reais de Engenharia, a identificacdo paramétrica
apresenta um certo numero de dificuldades que limitam consideravelmente a sua aplicabilidade

e chances de sucesso. Dentre elas, podem-se citar:
» apresenca dos erros aleatorios e sistematicos nos dados experimentais;
*» 0s dados experimentais sao inevitavelmente truncados, tanto no dominio espacial
(numero limitado de sensores) quanto no dominio espacial (observagio das respostas
em uma banda de freqiiéncia limitada, contendo apenas alguns modos de vibragéo da

estrutura);

= como resultado da dificuldade anterior, o problema de identificacdo ndo possui solugdo

Unica, sendo geralmente caraterizado por mau condicionamento numeérico;

72t 75 VMRS -t

» Incompatibilidade entre as dimensdes dos vetores formados pelas respostas dindmicas

Wi

experimentais e do modelo de elementos finitos, uma vez que, geralmente, o nimero de
graus de liberdade do modelo excede em muito o numero de coordenadas
instrumentadas durante os ensaios. Este fato requer o uso de procedimentos especiais
de adaptacéo entre os dois conjuntos de dados, que geralmente sdo aproximados e

introduzem erros adicionais.

Apesar destas dificuldades, algumas das quais podem ser evitadas ou minimizadas
mediante a adogao de procedimentos especiais tanto nos procedimentos experimentais quanto
numéricos, o estado atual da arte revela que procedimentos de ajuste tém sido usados com

relativo sucesso em numerosas aplicagdes industriais.
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7.2 Formulagdo do Problema de Iidentificagdo de Forgas

O procedimento de identificacéo de esforgos externos, proposto neste capitulo, consiste
na minimizagdo de uma fungdo objetivo traduzindo a diferengca normalizada entre as
frequéncias e modos naturais obtidos experimentalmente sobre a estrutura sujeita ao
carregamento e as correspondentes respostas dinamicas previstas pelo modelo de elementos
finitos no qual € incluido o efeito do enrijecimento por tensdes. Neste problema de otimizagao,
as variaveis de projeto sao as cargas externas. Busca-se, assim, determinar as cargas a serem
aplicadas no modelo que conduzam a melhor reprodugdo das respostas experimentais da
estrutura carregada.

Evidentemente, em uma situagéo real de Engenharia, tanto os erros de modelagem, em
termos dos parametros fisicos e/fou geométricos do modelo, quanto as forgas a serem
identificadas, influem sobre as respostas dindmicas da estrutura. Contudo, neste trabalho
admitem-se, como incognitas, apenas as forgas externas, o que pressupde que o modelo de
elementos finitos utilizado seja isento de erros de modelagem ou tenha sido previamente
corrigido, ou ainda que a influéncia das forcas externas seja muito superior aos erros de
modelagem existentes. Ressalte-se ainda que € perfeitamente possivel formular o problema
mais geral de identificacdo em que tanto os erros de modelagem quanto os esforgos externos
sao considerados desconhecidos, simultaneamente.

A fungéo objetivo utilizada neste trabalho € definida da forma:

{ (7.1)
w11, (1= 2 () (o). 7}

com as restricoes laterais:

onde:

. 0s superescritos ™ e “ designam quantidades relativas ao modelo e experimentais,
respectivamente;
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[{vw )] )|

. MAC[{V,’” ({p})},{lf,(“)}}z ¢ o conhecido Modal

e i)

« m & onumero de modos de vibragao utilizados;

Assurance Criterion;

- {p} é o vetor das cargas externas a serem identificadas;

. " ({p})e {V, "({p })} s80 as frequéncias naturais e os modos naturais de vibragao

previstos pelo modelo de elementos finitos, respectivamente;

1

. oY ({p}) e {V(“) ({p})} s&o as frequéncias naturais e os modos naturais de vibragao

experimentais da estrutura carregada, respectivamente;

. W

. W, e W,, sao fatores de ponderagéo.

As restricdes laterais sdo introduzidas para limitar os valores das variaveis de projeto em
um subdominio viavel do espago de busca, levando-se em conta a possibilidade de ocorréncia
de flambagem ou colapso por niveis excessivos de cargas externas.

A resolugdo numeérica do problema de otimizagcao pode ser feita empregando diferentes
estratégias, que se podem classificar em métodos tradicionais, baseados em gradiente
(Vanderplaats, 1999) e em métodos heuristicos pseudo-aleatérios (Goldberg, 1989).

Nas aplicagbes realizadas no ambito deste trabalho, a funcédo objetivo foi construida
usando os primeiros conjuntos de parametros modais e restringindo o valor da carga total
identificada entre zero e o valor correspondente a primeira carga de flambagem da cada
estrutura. PropoOs-se identificar sucessivamente, diferentes cenarios de carregamento,
caracterizados por diferentes nimeros de cargas desconhecidas, objetivando avaliar a
influéncia do numero de incognitas no desempenho do procedimento de identificagdo dos
algoritmos utilizados.

Os problemas de otimizagdo foram resolvidos numericamente utilizando algoritmos
baseados em busca linear como a Programacao Quadratica Seqliencial (SQP) e também os
algoritmos pseudo-aleatérios Algoritmos Genéticos - GA (Goldberg, 1989) e Particle Swarm
Optimization - PSO (Kennedy e Eberhart, 1995).

O algoritmo de busca linear utilizado no procedimento de identificacdo de cargas baseia-
se no Método de Lagrange-Newton-SQP (Programacdo Quadratica Seqgulencial) e procura

minimizar uma fungdo de varias variaveis f(x), sujeita a restricdes lineares e/ou néo lineares de

igualdade e/ou desigualdade (Ax<B, 4,x=B,, Cx<0, C,x=0) e restricées laterais

4/
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impostas as variaveis (/, <x </ ). Para a determinagdo dos parametros 6timos ¢ requerida

uma estimativa inicial dos mesmos. O algoritmo retorna os parametros otimos, o valor da
funcdo objetivo e a evolugdo da funcdo objetivo ao longo do processo iterativo.
Consequentemente, os resultados obtidos por SQP dependem das estimativas inicias das
forcas e do numero de variaveis identificadas.

Com o proposito de identificar pardmetros de cargas em estruturas sem a necessidade
de definicdo de estimativas iniciais, indispenséveis para o algoritmo baseado na SQP, em um
primeiro momento foi utilizado um otimizador implementado em ambiente MATLAB® o qual se
baseia nos Algoritmos Genéticos. Os resultados obtidos n&o foram satisfatorios em
comparacdo com os obtidos pela busca linear. Desta forma optou-se pela outra técnica de
otimizagdo heuristica (PSO), a qual permitiu a identificacdo de cargas sem a necessidade de se
adotar valores de partida para os parametros de projeto. Por esta razdo, sao aqui apresentados
apenas os resultados de identificacdo de cargas atraves da SQP e PSO.

Para maiores detalhes, no Anexo C sdo apresentados os fundamentos do PSO e uma
avaliagéo da influéncia dos parametros deste método sobre os resultados de identificagao de
cargas. Esta avaliagdo permitiu definir os parametros do PSO utilizados nos procedimentos de
otimizacdo, os quais sdo mostrados na Tabela 7.1. Em alguns casos séo utilizados valores dos
parametros diferentes aos da Tabela 7.1, nesses casos sdo especificados os valores utilizados

nas respectivas aplicacoes.

Tabela 7.1- Parametros do PSO utilizados na identificacao de cargas.

n w ci [ dt Niter
50,00 1,40 1,50 2,50 1,00 100,00

onde:
e 15, € 0o nuimero de particulas ou individuos;
e w é ainércia da particula;

e ¢, éo parametro de confianga do individuo;
e ¢, €0 parametro de confianga do bando;

e dt éointervalo de tempo unitario;
e n, €0 numero de vezes que os parametros de posigéo, velocidade e extingao

ner

de massa € atualizada pelo algoritmo.
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7.3 ldentificagdo de Carga em uma Coluna Bi-apoiada

E proposta a determinagdo da magnitude de uma carga de compressdo axial (F)
equivalente a metade do valor da carga critica de flambagem, aplicada na extremidade superior
de uma coluna bi-apoiada, cujo modelo de elementos finitos € ilustrado na Figura 7.1.

As dimensdes e propriedades mecanicas do modelo sdo apresentadas na Tabela 7.2,

onde E é o médulo de elasticidade, p é a densidade volumétrica e v é o coeficiente de Poisson.

Tabela 7.2- Dimensdes e propriedades mecéanicas do modelo de coluna.

G H [m)] A [m] B[m] | E[N/nm’] v | plkg/m’)
, 4,00 0,10 0,20 |2,10x10"" | 0,30 | 7800,00

(F
3 §|>~ nooF
: 170 Corte A-A
A 4 9 :
{ s
A A B
(. )
46 H
R A
ﬂ 5
14
y Graus de liberdade no i
13
4 ] 3
I 12 ) :\‘
o Y ' 2

Figura 7.1- Carga externa aplicada a coluna bi-apoiada.

No procedimento de identificagéo, néo foi explorado o MAC, ou seja, na Equagéo (7.1)
adotou-se a ponderacao Wy, = 0, sendo os demais fatores de ponderago unitarios.

Os valores das seis primeiras freqiéncias naturais da coluna sem e com a presenga
carga F'=4.317.950 [N] sao apresentados na Tabela 7.3.
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Tabela 7.3- Freqléncias naturais da coluna descarregada e carregada.

Condigéao de Freqliéncias naturais [Hz]

Carregamento 1 2 3 4 5 6
Sem carga 29,41 117,65 264,84 324,63 471,35 738,16
Com carga 20,80 | 110,06 | 257,38 | 32463 | 463,95 | 730,80 |

7.3.1 Método de Lagrange-Newton-SQP

Na Tabela 7.4 apresentam-se os resultados do processo de identificagdo para dois
valores de estimativas iniciais da carga axial. Observa-se que os erros entre as cargas
identificadas e o valor exato séo pequenos, observando-se significativas redugbes dos valores
da funcao objetivo. Os tempos de processamento sdo bastante curtos. Desta forma, verifica-se
que para esta aplicagdo o método de identificagdo proposto utilizado é bastante preciso e

eficiente do ponto de vista do esforgo computacional.

Tabela 7.4- Resultados da identificagao de uma for¢a na coluna usando SQP.

Carga [N] Erro | Funcao Objetivo | Tempo

Inicial Identificada Exata [%] Inicial Final [min.]
-4000000,00 |-4298168,71 | -4317950,00 0,46 2,04 0,0028 0,069
-3000000,00 |-4172961,67 | -4317950,00 3,36 0,18 0,02 0,073

A Figura 7.2 ilustra a evolugéo da fungéo objetivo durante o procedimento de otimizagao

para ambas estimativas iniciais.
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Figura 7.2 - Evolugdo do valor da fungao objetivo da coluna durante otimizag&o por SQP.

7.3.2 Particle Swarm Optimization

i Os resultados da Tabela 7.5 demonstram a precisdo do algoritmo PSO que utilizou os
: pardmetros dados na Tabela 7.1 para identificar a carga axial. Comparando a diferenca
percentual entre a carga identificada e o valor exato das Tabelas 7.4 e 7.5, observa-se que o
algoritmo que se baseia no PSO proporcionou para esta aplicacdo, uma identificacédo mais

precisa que o SQP.

Tabela 7.5- Resultados da identificagdo de uma for¢a na coluna usando o PSO.

Carga [N] Erro Funcgao Tempo
Identificada Exata [%] Objetivo [min.]
-4314918,08 |-4317950,00| 0,07 4,40x10* 4,30

Considera-se a seguir um problema mais dificil em que admite-se que tanto a posicao da
carga axial quanto a sua magnitude sejam desconhecidas, devendo ser identificadas pelo
algoritmo. Neste caso, tem-se um problema de otimiza¢ao discreto-continuo, onde o parametro
discreto é a posicdo e o parametro continuo é a magnitude da carga. Em se tratando de
modelos de elementos finitos, a posicdo & dada pelo numero do n6 onde a carga € aplicada,

gue para o modelo da coluna em questéo, pode variar de 1 a 11.
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Os resultados da Tabela 7.6 mostram que o algoritmo PSO foi capaz de identificar

corretamente a posigao e a magnitude do carregamento.

Tabela 7.6- Resultados de identificagdo do carregamento da coluna usando o PSO.

) Carga [N] Erro Fungao Tempo
Parametro
ldentificada Exata [%] Objetivo [min.]
Magnitude | -4359384,03 | -4317950,00 0,96 )
. 6,03x10° 4,31
Posicao 11 11 -

7.4 Identificagdo de Cargas em um Pértico Plano

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia da técnica de identificacdo quando aplicada a
estruturas bidimensionais propfe-se, nesta secdo, identificar as magnitudes das forgas
aplicadas no modelo do pértico plano esquematizado na Figura 7.3, cujos valores exatos sao
também indicados. S&o considerados diferentes cenarios de carregamento, consistindo de sub-
conjuntos das forgas indicadas.

As dimensdes e propriedades mecanicas do material do pértico sdo apresentadas na
Tabela 7.7.

Forga | Valor [V]
F 10061,26
F, | 603675
5 | 402450
F, | 2012.25

Graus de liberdade, Corte A-A

no i
2 I:|I h
2 . 3 (Z
Y ! I
-

Figura 7.3 - Cargas externas aplicadas no portico plano.
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Tabela 7.7- Dimensées e propriedades mecéanicas do portico.

Blm) | Him] | b[m] | h[m] | E[Nm’] v p[kg/m3 ]
1,50 1,00 0,04 | 0,015 | 2,170x10" | 0,30 | 7800,00

Neste problema, o procedimento de identificacdo adota a ponderagédo W), = 0 na fungéo
objetivo (7.1) quando é identificada somente uma for¢a. A partir da identificacdo simultanea de
duas até cinco forgas, todos os fatores de ponderagao da fungao objetivo tém valor unitario.

A Tabela 7.8 apresenta os valores das seis primeiras freqiéncias naturais da estrutura
sob diferentes cenarios de carregamento. Ressalta-se que os valores das cargas sao tais que

em nenhum dos cenarios de carregamento a estrutura perde estabilidade por flambagem.

Tabela 7.8- Frequiéncias naturais do portico sob diferentes configuragdes de carregamento.

Cenarios de Freqiliéncias naturais [Hz]
Carregamento 1 2 3 4 5 6
(1) | Sem carga 442 | 15,07 | 22,74 28,30 51,85 59,64
(2) | F, 3,21 12,69 | 21,40 28,67 49,38 57,65
(3) | Fu, F» 2,08 | 11,04 | 20,57 28,66 47,74 56,49
(4) |F), Fy, Fs 1,69 | 10,70 | 20,41 28,54 47,40 56,25
B) |F,FyFy FpyFy | 3,20 | 1272 | 21,70 28,30 49,39 57,62

7.41 WMétodo de Lagrange-Newton-SQP

Os resultados de otimizacdo obtidos usando o SQP sado mostrados na Tabela 7.9,
considerando os diferentes cenarios de carregamento. Eles permitem concluir que a técnica de
otimizagdo utilizada na identificagdo de varias cargas no portico € eficiente, ja que a
minimiza¢@o da fungéo objetivo € alcancada e a diferenga percentual entre os valores exatos e
identificadas é pequena. Nota-se, contudo, que quando sdo identificadas simultaneamente 5
forgas, os resultados sdo menos precisos, o que pode ser atribuido a natural dificuldade de se
resolver o problema de otimizagdo em um espaco de busca de dimensdo mais elevada. Em

todos os casos, o tempo de processamento necessario mostrou-se bastante reduzido.



Tabela 7.9 - Cargas identificadas no pértico usando SQP.

. Carga [N] Erro | Funcdo Objetivo | Tem.
Cenario
E. Inicial | Identificada Exata [7%6] | Inicial Final [min]
(2)| F; |-15000,00| -10061,25 | -10061,26 | 9x10° | 0,63 | 1,7x107 | 0,11
F; |-12000,00| -10061,26 | -10061,26 | 9x10°®
(3) 421 |3,06x107 | 0,23
F> | -5000,00 -6036,75 -6036,75 | 9x10®
F; |-12000,00 | -10061,20 | -10061,26 | 6x10™
(4)| F, | -5000,00 -6036,81 -6036,75 | 9x10* | 4,18 |2,93x10°| 0,38
F3 | -3000,00 -4024,49 -4024,50 | 2x10™
F; | -10000,00 | -2077,72 -2012,25 | 3,25
F; | -10000,00| -1869,46 -2012,25 | 7,10
(5) | Fy |-10000,00| -2064,72 -2012,25 | 2,61 | 16,44 | 9,03x10° | 0,62
F; | -10000,00| -2084,93 -2012,25 | 3,61
F; |-10000,00 | -1964,50 -2012,25 | 2,37
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A Figura 7.4 ilustra a evolugdo da fungdo objetivo durante os procedimentos de

minimizagao.

Figura 7.4 - Evolug&o do valor da fungéo objetivo do portico durante otimizagéao por SQP.
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7.4.2 Particle Swarm Optimization

Os resultados do processo de identificagdo do problema proposto utilizando PSO, para os
diferentes cenarios de carregamento, sdo mostrados na Tabela 7.10. Em todos os cenarios de
carregamento foram utilizados os pardmetros da Tabela 7.1, sendo que para o cenario 5, foram
utilizadas 150 particulas e 150 iteracdes. Observa-se que quando se identificam 5 forcas
simultaneamente, o tempo de processamento é mais prolongado e a diferenca entre os valores
identificados e exatos & mais acentuada, com um erro médio de 85 % (cenario 5a). Levando
em conta a natureza aleatéria do PSO, propds-se, para a identificacdo simultanea de 5 forgas,
utilizar uma estratégia alternativa que consiste em repetir o procedimento de otimizagado 10
vezes, cada uma delas usando 80 particulas e 80 iteragbes, e adotar, como solugdo 6tima, o
valor médio das cargas identificadas em cada um dos 10 calculos de otimizagdo. Os resultados
obtidos através desta estratégia sdo identificados na Tabela 7.10 como cenario 5b,
observando-se que, embora o tempo de processamento seja quase 10 vezes maior que o do
teste de identificacdo precedente, o erro médio das cargas identificadas € bem menor,
situando-se em 19,41%.

Comparando os resultados das Tabelas 7.9 a 7.10, observa-se que os erros incidindo
sobre os valores das forcas identificadas pelo método PSO sio maiores que aqueles
proporcionados pelo método de busca linear, especialmente quando sado identificadas
simultaneamente 5 cargas, sendo que a diferenca observada pode ser minorada repetindo o
processo de otimizagéo varias vezes e tomando a média dos valores identificados.

Considere-se 0 caso em que se desconhece a posi¢éo de aplicacéo das forgas externas
no quarto cenario de carregamento. Pela combinacdo dos algoritmos de identificagao utilizados
forma-se um procedimento de identificagcdo discreto-continuo, onde séo dispensadas as
estimativas iniciais (as quais sdo fornecidas pelo método heuristico) para as cargas
desconhecidas, que devem ser fornecidas como ponto de partida para método classico de
otimizagdo. A Tabela 7.11 permite concluir que, para esta aplicacdo, o método hibrido de
otimizagdo identifica satisfatoriamente os parametros de projeto (tanto magnitudes como

posi¢cbes das cargas).




Tabela 7.1C- Resultados da identificagéo de cargas no portico usando o PSO.

Cenario Carga [N] Erro Funcgao Tempo
Identificada Exata [%6] Objetivo [min]
(2) | F; | -10062,66 |-10061,26 | 0,014 | 1,63x10™ 3,68
F; | -10132,48 | -10061,26 | 0,71
(3) 3,48x10° | 19,75
F, | -5961,96 | -68036,75 | 1,24
F; | -10496,98 | -10061,26 | 4,33
4) | F, | -5708,31 -6036,75 | 5,44 5,91x102 | 19,74
F3; | -3326,96 | -4024,50 | 17,33
F, | -727,71 -2012,25 | 63,84
F,| -486593 | -201225 |141,82
(5a)| F;, | -638,03 -2012,25 | 68,29 0,04 82,09
F,| -342,02 -2012,25 | 83,00
F,| -3527,75 | -2012,25 | 75,32
Fy | -2238,44 | -2012,25 | 11,24
F,| -1278,33 | -201225 | 36,47
(5b)y| I, | -2520,65 | -2012,25 | 2527 0,09 238,90
F, | -2269,63 | -2012,25 | 12,78
F, | -1784,94 | -2012,25 | 11,30

Tabela 7.11- Resultados da identificagdo de cargas no pértico usando o PSO e SQP.

PSO PSO + SQP ]
Cenario _ Exata [N] (no)
Forga [N] (n6) Erro [%] Forca [N] (nd) Erro [%]
6861,52 (11) 31,80 10061,33 (11) 7,78 x 10* | 10061,25 (11)
(4) 8810,04 (10) 45,94 6036,66 (10) 0,001 6036,75 (10)
4652,32 (22) 15,60 4024,50 (22) 1,10 x 10* | 4024,50 (22)
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7.5 Identificagdo de Cargas em uma Torre Plana

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia do algoritmo de identificagdo quando aplicados a
problemas bidimensionais mais complexos & proposto identificar a magnitude da forca F,
aplicada ao modelo de elementos finitos da torre ilustrada na Figura 7.6. S&o considerados trés
valores diferentes desta forca, os quais estdo indicados na figura, juntamente com as
caracteristicas geométricas e fisicas da estrutura. Neste problema, a posicdo e a direcéo de

aplicacéo da carga foram consideradas conhecidas.

l 1,0m £y
. [ /A s S~ Forga | Valor [N]
15 5 38/ Y20 Fy 18000
oom 14 63 2 F, 360000
'y Iy 4202154
0,9 m .
Modelo de elementos finitos
¥ 81 elementos
204 graus de liberdade
09 m
¥ E =2,1x10" [Pa]
A4 =6,16x10" [m?]
09m 5 )
1=7,40x10" [m’]
¥ ; 31 L =7800 [Kg/m3]
3 67 68 64 70 69 3
0.6 m 5 Iy 33 v=030
X
e ] 20m 34
= q

Figura 7.5 - Modelo de elementos finitos de uma torre plana.

Neste caso, adotou-se a ponderagdo Wy = 0, os demais fatores de ponderacédo tendo

valor unitario.
Os valores das primeiras seis freqiiéncias naturais da estrutura sujeita aos diferentes

cenarios de carregamento s&o apresentados na Tabela 7.12. Ressalta-se que todos os trés
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valores da forca empregados sao inferiores a carga de flambagem (4568677,86 [V]), sendo o

valor da carga do cenario 4 aproximadamente 90% da carga de flambagem.

Tabela 7.12- Frequéncias naturais da torre sob diferentes cenarios de carregamento.

Cenarios de Freqiiéncias naturais [Hz]
Carregamento 1 2 3 4 5 6
(1) Sem carga 29,51 | 82,12 | 14549 | 161,58 | 217,74 | 333,44

(2) | F,=18000,00 [N] 29,47 | 81,99 | 14527 | 161,58 | 217,46 | 333,38
(3) | #,=360000,00 [N] 28,69 | 79,48 | 141,01 | 161,565 | 212,03 | 332,14
(4) | F,=4202154,00 [V] | 13,86 | 37,568 | 68,76 | 125,01 | 161,06 | 224,03

~

7.5.1 Método de Lagrange-Newton-SQP

Na Tabela 7.13 encontram-se os resultados do procedimento de identificacdo obtidos
utilizando o algoritmo SQP. Os resultados demonstram mais uma vez a eficiéncia do
procedimento de identificacdo de forcas em modelos de elementos finitos mais complexos e de

maior dimensao.

Tabela 7.13- Resultados da identificagao de cargas na torre usando SQP.

Cena- Carga [V] Erro |Fungao Objetivo | Tempo
rio E. Inicial | Identificada Exata [%] [|lnicial] Final | [min]
(2) -15000,00 -18000,24 -18000,00 0,0013 | 0,002 | 1,38x107 | 2,52
(3) -200000,00 | -359999,30 | -360000,00 | 1,94x10*| 0,1 |4,44x107| 4,75
(4) | -1867624,00 | -4202154,10 | -4202154,00 | 2,38x10° | 12,85 | 4,82x107 | 24,58

A evolugdo da fungdo objetivo durante o processo de otimizagéo é ilustrada na Figura
7.6. Nota-se que um maior numero de iteracbes e, consequentemente, maior tempo de

processamento, foi necessario para a identificacéo da carga de -4202154 [N].
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Figura 7.6 - Evolugao do valor da funcdo objetivo da torre durante otimizagao por SQP.
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7.5.2 Particle Swarm Optimization

Os resultados de identificacao utilizando o algoritmo que utiliza os parametros da Tabela
7.1 séo apresentados na Tabela 7.14. Constata-se que somente no segundo cenario obteve-se
precisdo aceitavel para a carga identificada. Nos demais cenarios, os erros obtidos foram
consideravelmente maiores, indicando o insucesso do PSO. Acredita-se contudo, que os erros
possam ser diminuidos repetindo-se o processo de otimizagdo varias vezes e tomando como
solugdo a média dos resultados obtidos, como fora evidenciado na subsecao 7.4.2. Destaca-se
ainda o fato que o tempo de processamento & consideravelmente maior que aquele necessario

ao tratamento das estruturas precedentes, devido ao maior nimero de graus de liberdade do

...............................

...............................

...............................

Nimero de iteragdes

modelo de elementos finitos da torre considerada nesta se¢ao.

Tabela 7.14 - Resultados da identificacdo de cargas na torre usando o PSO.

Carga [N] Funcdo |Tempo

Cenario Erro [%] L. .
Identificada Exata Objetivo | [min.]
(2) -17997,86 -18000,00 0,012 7,06x107 | 266,83
(3) -39995,87 -360000,00 88,89 0,11 265,80
4) -39992,14 -4202154,00 | 99,04 5,51 265,87
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7.6 Identificagdo de Esforgos de Membrana em uma Placa Retangular

Nesta secdo propde-se identificar a magnitude dos esforcos normais e cisalhantes
atuantes no plano médio de uma placa retangular totalmente apoiada, cujas caracteristicas
fisicas e geometricas encontram-se na Tabela 7.15. Neste problema, consideram-se
conhecidas a dire¢do e o sentido de aplicagdo dos esforcos de membrana. A Figura 5.8
representa o modelo de placa retangular utilizado nas simulagées, assim como os esforgos de

membrana atuantes em seu plano médio.

Tabela 7.15- Caracteristicas fisicas e geométricas da placa totalmente apoiada.

a [m] b [m] I [m] E [N/mz] 1% 0 [kg/mj]
250x10° | 200x10° | 1,50x10° | 2,40x10° | 0,37 | 1200,00

Neste problema, a ponderacdo adotada na expresséo da funcéo objetivo (7.1) &€ de V) =
Wy = 0. Os valores criticos dos esforgos de membrana, considerados independentemente, sdo:
Nieri=-810,94 [N/m]; Nyeri=-519,00 [N/m]; Niyeri=1511,52 [N/m].

Na Tabela 7.16 aparecem os valores das seis primeiras freqiiéncias naturais da placa

descarregada e sujeita a diferentes cenarios de carregamento.

Tabela 7.16- Frequéncias naturais da placa sob diferentes cenarios de carregamento.

Cenarios de Freqiiéncias naturais [Hz]
Carregamento 1 2 3 4 5 6

(1) | Semcarga | 4245 | 92,15 | 120,11 | 169,8 | 174,98 | 249,53
N, =-800,00

(2) |N, =0 4,93 | 37,16 | 112,46 | 120,91 | 147,39 | 218,69
Ny =0

N;=0

(3) | N, =-500,00 8,12 | 82,19 | 86,49 | 147,95 | 169,95 | 215,96
Ny =0

Ny=0

4) |N,=0 27,76 | 65,97 | 126,24 | 137,21 | 188,78 | 226,77
N,y =1200,00
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7.6.1 Método de Lagrange-Newton-SQP

Os resultados da identificacdo dos esforgos de membrana empregado o SQP sao
mostrados na Tabela 7.17, permitindo concluir que esta técnica de otimizac&o proporciona os
valores exatos das cargas aplicadas, para estimativas iniciais equivalentes a aproximadamente
10 e 1% do valor dos valores exatos.

Tabela 7.17 - Resultados da identificagdo dos esforcos de membrana na placa usando SQP.

Cen. Carga [N] Erro | Fungao Objetivo | Tempo
ldentificada E. Inicial Exata [%] | Inicial Final [min.]
N, =-800,00 |N,=-80,00 [N, =-800,00
N, =0 N, =0 N, =0 0 | 929 |1,56x107 | 9,68
2 N,, =0 Ny, =0 Ny, =0
N, =-800,00 |N,=-8,00 N, =-800,00
N, =0 N, =0 N, =0 0 | 983 |1,35x107 | 6,79
Ny, =0 Ny =0 Ny, =0
Ny=0 Ny=0 N:=0
N, =-500,00 [N, =-50,00 [N, =-500,00 0 | 473 |541x10°| 7,28
- Ny =0 Ny =0 Ny =0
Ny=0 Ny=0 Ny =
N, =-500,00 [N, =-5,00 N, =-500,00 0 504 |6,17x107 | 9,67
=0 Ny =0 Ny, =0
N.=0 N:=0 N,=0
N, =0 N, =0 N,=0 0 | 1,36 |518x10°| 9,03
@ N,y =1200,00 | Ny, = 120,00 | Ny, = 1200,00
Ne=0 Ny=0 N;=0
N,=0 N,=0 N,=0 0 1,39 1,39 0,31
Ny, =1200,00 | Ny, =12,00 |N,, =1200,00
As Figuras 7.8 e 7.9 mostram a evolucdo da funcio objetivo durante o processo de

otimizag&o para diferentes cenarios de carregamento, quando as estimativas iniciais equivalem

a aproximadamente 10% (caso 1) e 1% (caso 2) dos valores exatos, respectivamente.
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Figura 7.7- Evolugéo do valor da fungéo objetivo da placa por SQP, caso 1.
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Figura 7.8- Evolugéo do valor da fungao objetivo da placa por SQP, caso 2.

7.7 Comentarios Sobre os Resultados de Identificagio

Considerando os resultados obtidos, evidencia-se a possibilidade de se identificar o
carregamento externo nas estruturas-teste apresentadas, a partir da resolucdo de
procedimentos inversos empregando um conjunto de respostas dinamicas. Este procedimento

pode ser explorado em diversas situagdes praticas da engenharia de estruturas. Os resultados
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permitem também avaliar a preciséo das técnicas de identificacdo que, na grande maioria dos
casos examinados, é considerada satisfatéria. Evidentemente, em situagbes praticas, a
presenga de erros sistematicos e/ou aleatérios presentes nas respostas dinamicas
experimentais devem se propagar nas estimativas das forgas.

Nos exemplos estudados o método de otimizacdo SQP proporcionou resultados mais
precisos que o método heuristico PSO, sendo que a precisdo do PSO péde ser melhorada pela

repeticdo do processo de otimizacdo e uma escolha judiciosa dos parametros do método.



CAPITULO Vil

Conclusdes Gerais e Propostas de Continuidade

Foi realizado um estudo numérico e experimental acerca do efeito do enrijecimento por
tensdes e sua influéncia sobre as caracteristicas dindmicas de sistemas estruturais planos
constituidos por elementos de vigas e de placas retangulares submetidas a condicGes gerais
de carregamento em seu plano. Foram desenvolvidos e implementados modelos numeérico-
computacionais baseados no Método dos Elementos Finitos e o Método dos Modos
Assumidos, respectivamente. A partir dos modelos, a caracterizagdo do comportamento
dindmico foi realizada através de analises de parametros modais (freqiiéncias naturais e modos
naturais de vibragéo) e de funcdes de resposta em freqiiéncia. Com base na relagao existente
entre as cargas externas aplicadas e as respostas dinamicas, foi proposto e avaliado, por
simulagbes numéricas, um procedimento inverso destinado a identificacdo das cargas
aplicadas a partir do conhecimento de um conjunto de solugdes proprias medidas da estrutura
carregada. O problema de identificacdo é formulado como um problema de otimizacéo, para
cuja resolugdo foram utilizados tanto os métodos de otimizagdo classicos, baseados em
gradiente, bem como métodos pseudo-aleatérios baseados em Particle Swarm Optimization
(PSO).

As numerosas simulagdes numeéricas realizadas permitiram caracterizar a dependéncia
entre o carregamento aplicado e as respostas dindmicas das estruturas-teste e avaliar o
desempenho dos procedimentos de modelagem desenvolvidos como uma ferramenta de
andlise vibratéria e de estabilidade. A partir dos resultados obtidos, pode-se enunciar as

seguintes conclusoes:

e O enrijecimento por tensdes pode provocar significativas alteragées do comportamento
dinamico, devendo, pois ser incluido no procedimento de modelagem dinamica, sob
pena de se perder na capacidade preditiva dos modelos.

o Os métodos de modelagem mostraram-se eficientes para caracterizar o comportamento
dindmico dos sistemas estruturais analisados ao representar a dependéncia das
caracteristicas dinamicas dos sistemas em relagdo a carga externa aplicada, e uteis

para avaliar a estabilidade estrutural dos sistemas através do critério que diz respeito a

[ AL
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anulacao de uma das freqiiéncias naturais da estrutura quando a mesma é solicitada

em sua carga critica de flambagem. As simulagdes numéricas evidenciam que as

frequiéncias naturais e as funcbes de resposta em freqliéncia sdo alteradas com o

maodulo, diregéo e sentido de aplicagdo das cargas nos sistemas analisados, sendo que:

o}

nos sistemas estruturais constituidos por elementos de viga, cargas de tracdo
axial aumentam as freqliéncias naturais associadas aos modos de flexao, ou
seja, tornam a estrutura mais rigida, enquanto cargas de compressdo as
diminuem, tornando a estrutura mais flexivel, verificando-se a anulacdo da

primeira freqliéncia natural para a agéo da primeira carga critica.

observa-se que o tipo de dependéncia do comportamento dinamico em relagao
ao carregamento depende das condi¢gdes de contorno. De modo geral, no que
diz respeito aos carregamentos normais uniformes, a influéncia sobre o
comportamento dinamico é similar aquele observado para componentes
estruturais do tipo vigas-colunas, sendo possivel relacionar o grau de influéncia
do carregamento com as variagdes das freqléncias naturais observando as
formas modais. Pode-se também caracterizar facilmente a condicao de
flambagem mediante a anulagéo de uma das primeiras freqliéncias naturais sob
carregamentos de compressdo. Por outro lado, o comportamento dinamico de
placas sujeitas a cargas de cisalhamento uniforme revela-se mais complexo, ndo
havendo, para todos os casos de condi¢es de contorno, variagées monotdnicas
das frequéncias naturais em fungdo da magnitude do carregamento.
Interessantes entrelacamentos entre as curvas representando as variagées das

diferentes freqiiéncias naturais sdo observados.

A analise das fungées de resposta em freqiiéncia adquiridas experimentalmente e as

frequéncias naturais estimadas destas FRFs com o auxilio do método RFP (Rational

Fraction Polynomial Method), permitiu a caracterizagdo experimental da influéncia dos

esforcos de membrana no comportamento dinamico de placas retangulares finas

sujeitas a distribuicdes ndo uniformes das tensées de membrana. Embora n&o tenha

sido possivel caracterizar a instabilidade pela anulagdo de uma das freqliéncias naturais

das placas, os resultados experimentais confirmam as tendéncias observadas nas

simulagées numéricas no tocante a influéncia dos esforgos de membrana.
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* Evidenciou-se a possibilidade de se identificar o carregamento externo nas estruturas—
teste, a partir da resolugdo de problemas inversos empregando um conjunto de
respostas dinamicas. Foi possivel avaliar a precisao dos métodos de otimizacio
utilizados (classicos e pseudo-aleatérios) na implementagao dos algoritmos de
identificagio, os quais proporcionaram resultados muito préximos aos valores exatos na
maior parte dos casos examinados. Os resultados permitiram avaliar a preciséo das
técnicas de identificacdo que, na grande maioria dos casos examinados, € considerada
satisfatéria. Os métodos classicos de otimizagdo dependem de um ponto de partida ou
estimativa inicial para obter resultados satisfatorios no processo de otimizagdo. Ja os
métodos heuristicos evitam esta dependéncia, a custo de calculos mais demorados e
menos precisos. Contudo, cada método apresenta vantagens e particularidades que
devem ser levadas em consideracdo quando de sua escolha para uma determinada
aplicagéo especifica. Além disso uma estratégia que se mostrou conveniente consiste

em combinar os dois tipos de métodos em um procedimento hibrido.

A pesquisa realizada permitiu identificar alguns topicos importantes a serem

investigados no futuro, dentre os quais destacam-se:

o modelagem por elementos finitos do efeito do enrijecimento por tensdes
combinado de outros tipos de elementos estruturais como cascas e solidos

tridimensionais, permitindo a modelagem de estruturas mais complexas, comuns

em aplica¢bes de Engenharia.

o aperfeigpamento dos algoritmos de identificagdo para seu uso posterior na
identificagio de diversas configuragtes de carregamento nas estruturas a serem

modeladas.

o validag&o experimental da metodologia de identificagdo de cargas em sistemas
estruturais constituidos por elementos de viga e em placas finas submetidas a

esforgos normais e cisalhantes constantes e variaveis em seu plano.

o ampliacdo dos procedimentos de ajuste de modelos de elementos finitos a partir
das respostas experimentais, para se levar em conta a influéncia do efeito de

enrijecimento por tensées.
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ANEXO A

Estabilidade de Colunas

Considerando os principios de estabilidade estrutural, a maxima carga de compressio
que uma coluna pode suportar € chamada carga critica (denotada por ;) ou também
chamada por alguns autores como carga de flambagem. As vezes a carga critica refere-se a

uma solugio analitica idealizada, enquanto que, a carga de flambagem € verificada

experimentalmente (Chajes, 1974).
Para analise de estabilidade pelo Método de Euler, séo admitidas as seguintes hipoteses:

o material homogéneo e isotropico;

o efeito do cisalhamento desprezado;

o coluna perfeitamente reta com seg¢éo transversal uniforme;

o carregamento atuante no plano que contém um dos eixos principais de simetria
das segbes transversais;

o material com comportamento linear e elastico;

o carga aplicada no centréide da segéo transversal;

o carga quase estatica.

A equacdo do movimento vibratério livie de uma viga, assumindo a ocorréncia de

pequenas deflexdes e a presenga de uma carga axial constante, é dada por (Chajes, 1974):

o'y 0y 0%y
El —+P—+pA—-=0 )
ox* ox~ r ot A

onde L] ¢ arigidez a flexdo, 4 é a area da seco transversal, P ¢ a carga axial constante, p¢é a
densidade do material, v e x representam os deslocamentos transversais e longitudinais
respectivamente.

De acordo com Chajes (1974), a carga critica corresponde ao valor da carga para o qual
a configuragédo de equilibrio & ligeiramente curva. Considere-se a coluna bi-apoiada ilustrada
na Figura A.1.



118

| | :
¥ — 1
- Ely"

AN
ki

Figura A.1- Coluna de Euler ou bi-apoiada (Chajes, 1974).

Pelo equilibrio de momentos fletores numa posicéo qualquer da viga, tem-se:
Ely"+Py =0 (A.2)
A solugéo geral desta equagao diferencial é dada por:

y = Asenkx + Bsen kx (A.3)

a qual ¢ satisfeita se: k> = P/El

Para determinar as constantes 4 e B da equacao anterior, definem-se as condi¢des de
contorno: y=0 em x=0 e em x=L. Aplicando a primeira condicdo (B=0), e utilizando a segunda
(AsenkL = 0) esta igualdade é satisfeita se: senkL =0, portanto: kL =nx, paran =1,23,...

Substituindo o valor de k para n=1, determina-se o valor da carga critica:

2_2r 2
_nn’El nx - _nm°El (A4)

P = Asen—— P, =—
L2 y L crit L_

A carga critica € a menor carga para a qual o estado de equilibrio neutro € possivel. Ou
seja, € a menor carga para a qual a coluna sai do equilibrio neutro. Qualquer carga maior que
carga critica pode causar a instabilidade da estrutura.

Os modos de flambagem da coluna dependem de n.
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Da mesma forma, outras condigdes de contorno podem ser analisadas. Para cada caso,
a formulacdo de Euler pode ser usada para obter a carga critica. Utilizando o conceito de

comprimento de flambagem efetivo (1), ou seja, o comprimento de uma coluna de Euler

equivalente, tem-se:

2EI
Py = - 7 (A.5)

A seguir estdo esquematizadas colunas com diferentes condigcbes de contorno e suas
cargas criticas em fungdo dos comprimentos efetivos. O coeficiente de flambagem k é o

nimero que relaciona o comprimento efetivo com o comprimento total da barra e aparece para

cada condi¢éo de contorno na figura abaixo.

=0,5L

S
M

A

0,5 (c) k=07 (d) k=20
Figura A.2 - Carga critica para diferentes condicées de contorno da coluna (Chajes, 1974)

Tratando-se de uma viga bi-apoiada, a expressao que relaciona as frequiéncias naturais
sob a aplicagdo de uma carga axial, apés ter-se assumido uma solugdo harménica para o

problema e ter aplicado as condigdes de contorno, & dada por (Lurie, 1952):
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n=12,3,....

(A.B)




ANEXO B

Funcgdes de Viga e seus Coeficientes

As fungbes de viga para as combinagbes de condiges de contorno engastada-

engastada, engastada-livre e livre-livre, sdo (Kaldas e Dickinson, 1981):

@, (x)= 4, sen(g,x)+ B, cos (¢,x)+C, senh (¢,x)+ D, cosh(e,x) (B.1)

w,(v)=4,sen(n,y)+B, cos (17,y)+C, senh (17,7)+ D, cosh (7,7) (B.2)

Os coeficientes que aparecem nestas fungdes séo dados nas tabelas seguintes:

Tabela B.1- Coeficientes das fungées de viga, condi¢ao: engastada-engastada.

r A/ Ay B/ By Cu/Cau D,/ D, &n/ My (X1)
1 10,98250222 -1,0 -0,98250222 1,0 4,7300408
2 [1,00077731 -1,0 -1,00077731 1,0 7,8532046
3 10,99996645 -1,0 -0,99996645 1,0 10,9956078
4 11,00000145 -1,0 -1,00000145 1,0 14,1371655
5 10,99999994 -1,0 -0,99999994 1,0 17,2787596
6 1,0 -1,0 -1,0 1,0 20,4203522
L:6 1,0 1.0 1,0 10 @+ 2

Tabela B.2- Coeficientes das fungbes de viga, condicéo: engastada-livre.

r A/ Ay Bn/ By Cn/C, D,/ D, En/ Ny (x1)
1 0,7340955 -1,0 -0,7340955 1,0 1,8751041
2 |1,01846644 -1,0 -1,01846644 1,0 4,6940911
3 10,99922450 -1,0 -0,99922450 1,0 7,8547574
4 11,00003355 -1,0 -1,00003355 1,0 10,9955407
5 10,99999855 -1,0 -0,99999855 1,0 14,1371684
>5 1,0 1.0 1.0 1,0 @2r - )2
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Tabela B.3- Coeficientes das funcbes de viga, condigao: livre-livre.

r A/ A4y B,/ By, Cu/Cy Dy, / Dy En/ My (x1)
1 0,7340955 -1,0 -0,7340955 1,0 1,8751041

2 11,01846644 -1,0 -1,01846644 1,0 4,6940911

3 10,99922450 -1,0 -0,99922450 1,0 7,8547574
4 11,00003355 -1,0 -1,00003355 1,0 10,9955407
5 10,99999855 -1,0 -0,99999855 1,0 14,1371684
>5 |1,00000000 -1,0 -1,00000000 1,0 (2r-1)n/2

onde:r=mounel=qgoub.

i ! Para a condicao de contorno livre-livre, quando r=1:
B, (x)=1 (B.3)
e quando r=2:

& (x)=\/§(1—2f) (B.4)

As funcbes de viga utilizadas para a condi¢cdo apoiada-apoiada sdo propostas por Lurie

(1952), onde os coeficientes s&o os parametros m e n.: sen

B T CaT A e

a

B, (x) = sen[mxj " (B.5)

w,(y)=sen (E%J (B.6)
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ANEXO C

Particle Swarm Optimization

Apresenta-se, neste apéndice, os fundamentos do Particle Swarm Optimization

utilizado nos procedimentos de identificagao de forgas.
O algoritmo pseudo-aleatério utilizado na identificacdo de forgas foi baseado nos

principios de Particle Swarm Optimization (PSO). Este método possui robustez comparavel a

dos Algoritmos Genéticos e requer o ajuste de poucos parametros.
O método foi desenvolvido originaimente por James Kennedy e Russell Eberhart e

emergiu a partir de experiéncias realizadas com algoritmos que modelavam o compaortamento
social observado em muitas espécies de aves (Pomeroy, 2003). O algoritmo PSO e baseado
em um modelo simplificado da teoria de enxames. Os passaros ou particulas fazem uso de
suas experiéncias individuais e da experiéncia do bando ou populagdo para encontrar a fonte
de alimento (projeto 6timo). Desta forma, uma particula que encontra a solucéo 6tima tende a
levar as demais @ mesma solugdo até que a populagdo inteira encontre a mesma solugao.
Essencialmente, cada particula tenta ficar junto as demais enquanto tenta nao colidir com suas
semelhantes.

O PSO atualiza a posicdo de cada particula, seu grau de conhecimento e o da
populagéo, considerando a sua velocidade. Isto modela o comportamento social de algumas
espécies de aves.

Como visto no fluxograma da Figura C.1, o algoritmo segue os seguintes passo‘s
(Venter, 2002):

1. Cria-se uma populag&o inicial com distribui¢do aleatéria de particulas e velocidades
iniciais também aleatérias.

2. Calcula-se o vetor de velocidades para cada particula, usando a memoria de cada
particula e o conhecimento adquirido pela populacao.

3. Atualiza-se a posicéo de cada particula usando o vetor de velocidades e a posi¢ao
anterior.

4. Testa-se a convergéncia.
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Cria-se a populagdo inicial

\

Calcula-se o vetor de
velocidades para cada
particula

!

Atualiza-se a posigdo de cada
particula

Convergéncia

Figura C.1- Fluxograma do algoritmo baseado no PSO (Venter, 2002).

Saida

A posicado das particulas é atualizada de acordo a seguinte equacdo (Kennedy e
Eberhart, 1995):

Xpy =%, v, A (C.1)

onde x,, representa a posicio de cada particula i na iterag&o k+1, v,,, representa o vetor de

velocidade e Ar corresponde ao passo de tempo. O vetor de velocidade € atualizado segundo a

seguinte equagéo:

v » i _xi 5 _xi
Vi =WV, +en Q—A—[—")— +Cy0 glA—l—k—) (C.2)

onde r; e r; sd30 nimeros aleatérios variando entre 0 e 1, p' é a melhor posi¢cdo encontrada
pela particula e p, € a melhor posigdo da populagédo na iteracdo k. Existem trés parametros a

serem definidos: a inércia da particula (w), e os dois parametros de confianca c; e ¢, os quais
indicam quanto a particula confia em si e na populagdo, respectivamente. A inércia controla a
capacidade de exploragdo do algoritmo, sendo valores altos e baixos os que determinam um
comportamento de busca do étimo em forma global e local, respectivamente (Venter, 2002).

A populagéo inicial é criada geralmente com particulas distribuidas aleatoriamente sobre

o0 espaco de projeto, cada uma com um vetor de velocidade aleatério inicial.
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A literatura propde que sejam usados ¢; = ¢2 = 2 e para a inércia valores no intervalo 0,8

<w < 1.4 (Venter, 2002).

Através de uma formulagéo apropriada do probl
trabalhar com restrigdes. Uma possibilidade € trabalhar com fungdes de penalidade estendida

quadratica (quadratic extended penalty function) (Vanderplaats, 1999). Desta maneira é criada

ema de otimizagdo o algoritmo pode

uma fungéo pseudo-objetivo definida como:

m

F(x)=f(x) + ey max(0, g, ()] (C.3)

onde f(x) é a fungéo objetivo original, o &€ o parametro de penalidade, g,(x) é o conjunto de

todas as restricdes (com violagdes para g,(x)>0).

cA1 Influéncia dos Pardmetros do Método na Identificagdo de Cargas

Com o objetivo de avaliar o método pseudo-aleatorio e encontrar parametros
adequados para a identificagéo de cargas, € analisada a influéncia do nimero de particulas e
de iteragbes na identificagdo de cargas, no modelo de coluna da Sec¢do 3.1. Os demais
parametros do método s&o adotados de acordo com valores recomendados na literatura
(Tabela 7.1).

A variagdo do valor da carga identificada e da fungdo objetivo com o acréscimo do
numero de particulas mantendo o nimero de iteracdes constante, é ilustrado na Figura C.2.
Devido a natureza pseudo-aleatdria do método, néo se verifica a convergéncia dos resultados
e a diminui¢ao progressiva do valor da funcdo objetivo. Este fato & confirmado pela diferenca
dos resultados quando o algoritmo é executado varias vezes, mantendo-se todos os
parametros constantes. Observa-se também que para esta aplicacao, sao obtidos resultados

satisfatorios para um numero diferente de particulas, por exemplo 50 e 150.
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Figura C.2 - Variacdo dos resultados de identificagdo em fungdo do nimero de particulas.

A variacdo das cargas identificadas em fungdo do acréscimo do numero de iteragdes
para um determinado niimero de particulas é ilustrado na Figura C.3. Verifica-se que para esta
aplicacao, resultados precisos podem ser determinados para por exemplo: 50 particulas e 100
iteragdes, 100 particulas e 40 iteragdes, 150 particulas e 30 iteragbes, 200 particulas e 20

iteraces. Assim sendo, adotam-se como parametros: 50 particulas e 100 iterages.

-1.003 T T r T T T T -1.002 n T
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Figura C.3 - Variacdo dos resuitados de identificagdo em fungédo do numero de iteragdes.



ANEXO D

Energia Potencial em Vigas

Quando um corpo elastico é submetido a deformagdes as forgas internas realizam

trabalho que fica armazenado sob a forma de energia de deformagdo. Considerando a agao

das tensdes o, em um elemento diferencial (ilustrado na Figura D.1).

VA

i oo

S el BRI "

dx

A .
el d

}*"’—‘pl_—‘m‘p

-

Figura D.1 - Tenses e alongamentos em um elemento diferencial.

O trabalho realizado pelas forcas resultantes das tensdes é:
AW =—(0o dydz) Au + [(O‘X +do,)dydz (Au+ Adu)] (D.1)
Desprezando os infinitésimos de ordem superior, o incremento de trabalho resulta:

AW = (qﬂydz) Adu (D.2)
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Observa-se que na diregéo x: du = a%x dx = ¢ dx . Logo o incremento diferencial Adu

para o elemento de comprimento dx é:

Adn = de dx (D.3)

Portanto, o incremento infinitesimal do trabalho resulta:

AW = o de dxdydz (D.4)

~

Denominando U a energia de deformagédo por unidade de volume, um incremento
diferencial U desta energia deve ser igual ao incremento do trabalho interno por unidade de

volume, isto é:

dU = o de,. (D.5)

Logo, a energia de deformagéo especifica sera:

U= foi\.da\, (D.6)
0

Entdo, a energia de deformacéo total é dada por:

U= | j UdV = | J{ I;;l;a,\.dg_‘.]dV (D.7)
Considerando somente a energia de deformacao associada a flexao:
(D.8)

v=1 focav,
7 1o

as expressdes analogas para as tensdes o, e 7, sao:
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0L foav ©9
27
1 (D.10)
=— 4
U= 9 J.T.\jv}/ xydl

&~

. ensdes, a
Se o material tem comportamento elastico e apresenta um estado plano de t

energia de deformagé&o total produzida pelas tensdes €:

(O-,\‘g.\‘ + O-,\"c“y + T.\‘,\"y.\(l‘ ) dav (D1 1)

.

Il
o | —
—_—

Até aqui se considerou sucintamente os conceitos da mecanica dos sdlidos
relacionados a energia de deformagao com o objetivo de emprega-los em elementos de viga.

Considerando o elemento de viga de sego constante, ilustrado pela Figura D.2.

)\y
q(x.1)
N p4 ¥ N v v ¥ v N
R H‘-)_»____)__‘} p_?_(_&f) N > > N ,], __________m}
X
E AL p
- /

—

Figura D.2 - Elemento de viga Euler-Bernoulli (adaptado de Rade, 2003).

Desprezando as deformacdes cisalhantes, e considerando que as segdes transversais
permanecem planas, a energia de deformacao é dada pela equagao (D.8).

Chamando u,, v, os deslocamentos do ponto O do eixo centroidal (Figura D.3), os

deslocamentos u, v de um ponto p contido na mesma segao sio:

u =1, — ysent (D.12)

v="v,~y(1-cos0) (D.13)
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Eaer]
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I

Figura D.3 - Deslocamento do eixo da viga de eixo reto.

Como as deformagbes sado muito pequenas, g<<1l, ou seja: cosfd=x1 e

send =~ tan 0 = dv, /dx , as expressoes anteriores resultam:

=1, —yi/l)ﬂ (D.14)
dx
V=1, (D.15)
Para um material isotropico linear em estado plano de tensao, tem-se:
o, = - e (g‘, + val,) (D.16)
o=yt ‘
o, = ’ ,(g),+vg‘.)z0 (D.17)
S B Vi ‘
Consequentemente:
£ =5 =—vg, (D.18)
Portanto, de (D.16), tem-se
(D.19)
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|
Combinando (D.3) e (D.14), tem-sé!
| . = du duo 3 /dzvo (D.20)
T dv dx dx’
|
Introduzindo (D.20) em (D.8), escreve-se:
¢ oy, Y D.21
=1J‘0Y€\_dV =le'j ﬂ—ﬁl—‘;"— dAdx ( )
27 25 \dx  dx’

ou seja:

A

du ) dut d’v, d*v, ) 2 D.22)
E 0 atly 14 + 70 dA ldx (.
'[ [J‘( a’r) c/v dx? J- ‘ [dx‘ ) ,J[y :[

Sabendo que:

!dA =A (D.23)

,f Y=o (D.24)
dA =

Jyraa=1., (D.25)

A

a energia de deformacao resulta:

1 (du, Y 1 (dv Y
U=—|EA| —2| dx+— |EI 0|
2! (a’xj “ gof ( | (D.26)

onde a primeira integral representa a energia de deformacéo devida ao esforco axial e a
segunda integral representa a energia de deformagdo associada a flexao.

Para avaliar o trabalho realizado durante a flexdo da viga por uma carga axial

concentrada N € necessario obter a expressao de A, (mostrado na Figura D.4).
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Figura D.4 - Deslocamento do eixo da viga de eixo reto.

Na Figura D.4, A, € igual a:

A, =S~1 (D.27)

Aplicando o teorema de Pitdgoras, o comprimento do elemento diferencial ds, é:

| —

1 2
ds =(dx2 +a’y2)5 =[1 +(ﬂj } dx (D.28)

dx

Integrando ao longo do comprimento da viga, o comprimento total resulta:
!
1. (b} 2 1
5= 1+[__j " (D.29)
0 Ldx

Esta integral pode ser resolvida se o integrando for expandido aplicando o termo

binomial:

(a +/7)” =d" +na""'b+ n(};.— 1) a" b ... (D.30)

L

Assumindo que as deformacdes sdo pequenas, a expressdo do comprimento de arco se

reduz a:

/. 3
. 1 )
S = 1+_(@j ” (D.31)
0 2\ dx



Para determinar A, , pode-se escrever que:

S—L= j_(dyj

portanto:

Sabendo que:
AW =-AU

€ Que:

AW = NA,,

Obtém-se o trabalho realizado pela forga externa N :

5

)
AW ——ﬁj(‘y)
2 s\dx
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(D.32)

(D.33)

(D.34)

(D.35)

(D.36)

O trabalho realizado pelas forcas externas distribuidas transversais e longitudinais,

assumidas de modulo e diregdo constantes, é:

w =_Jq(x,[)\;(x,l)cix— J-p(x,l)u(x,t)dx
I, 1.

Desta forma, considerando a agdo do carregamento axial, a expressdo da energia

potencial total resulta:

(D.37)

T

e
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2

v =% J'{LA(C—MJ) - p(x.0)u, (x,l):} dx (D.38)

0 dx

e a expressado da energia potencial total associada aos deslocamentos transversais, levando

em conta o acoplamento entre a solicitacdo axial e a flexao resulta:

17 i d*v, . N{ dv ’
V:—?—J. El( "j —q(x,/)vo(x,l)—?(uj dx (D.39)

5
25 dx” dx
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