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2019

i



FIDEL EDUARDO HUAYHUAS CHIPANA
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Aos meus amigos Gabrielinho, Meiri, Fiorella, Lisbeth, Wilcon, Yohana, Rai, Anderson

e Duterval, Omar e Simalia, pelas conversas motivadoras e também pelas conversas

engraçadas.
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do conjunto das funções de c0 em c0 para as quais não vale a forma fraca do teorema de

Peano.
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1.7 Convergência em Espaços Topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.2 Espaços (p-)normados de sequências vetoriais . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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INTRODUÇÃO

Podemos dizer que a estrutura principal da Análise Funcional é a estrutura de espaço

vetorial, principalmente os de dimensão infinita, munido com uma topologia, a qual torna

as operações de soma e produto por escalar cont́ınuas. Tais estruturas são chamadas de

espaços vetoriais topológicos e os exemplos clássicos são os espaços normados.

Nesses ambientes, um assunto que ganhou bastante notoriedade nos últimos 15 anos é

o de lineabilidade/espaçabilidade. Grosso modo, lineabilidade é a busca por linearidade

em ambientes em que, a prinćıpio, não se tem um estrutura linear. O termo lineabilidade

foi introduzido por Gurariy no ińıcio dos anos 2000 e sua definição precisa é a seguinte:

Seja E um espaço vetorial topológico. Dizemos que A ⊂ E é:

• λ-lineável se A ∪ {0} contém um espaço vetorial de dimensão λ (aqui λ pode ser

um número natural ou um cardinal transfinito).

• λ-espaçável se A ∪ {0} contém um espaço vetorial de dimensão λ e fechado em E.

Diversos pesquisadores nos mais diferentes contextos da Análise Matemática passaram

a explorar esta busca por linearidade. A vasta lista de referências do livro [1] intitulado

Lineability: The Search for Linearity in Mathematics, publicado em 2015, mostra a

vitalidade do assunto. Apenas para citar alguns conjuntos/tópicos em que se foram

exploradas as noções de lineabilidade e espaçabilidade: conjuntos de funções cont́ınuas

que não são diferenciáveis em nenhum ponto [16, 18, 19], conjuntos de sequências

[3, 7, 13, 28], conjuntos de funções mensuráveis [8, 28], conjuntos de vetores hiperćıclicos

[4, 6], conjuntos de zeros de polinômios [2], conjuntos de polinômios somantes em espaços

de Banach [9, 23], dentre vários outros.

As técnicas para se explorar os problemas de lineabilidade são das mais variadas

posśıveis. Uma técnica que foi bem sucedida para se explorar problemas de espaçabilidade
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em conjuntos de sequências e de funções mensuráveis é conhecida como “técnica do vetor

mãe”. Genericamente falando, esta técnica consiste no seguinte:

Sejam E um espaço vetorial topológico de dimensão infinita e A ⊆ E. O método

consiste em manipular, de maneira conveniente, um vetor (que pode ou não pertencer

a A) a fim de, a partir dele, criar um espaço vetorial de dimensão infinita (fechado, no

caso da espaçabilidade) em A ∪ {0}. Uma estratégia bastante eficiente para o uso desse

vetor mãe, e que trataremos nesse trabalho, é a de definir um operador linear injetivo

de um espaço vetorial topológico X (em geral de dimensão infinita) em E, digamos

T : X → E, tal que T (X) ⊂ A ∪ {0}. Isso mostra que A é (dimX)-lineável. Quando

estamos interessados também na espaçabilidade, tenta-se provar ou que T (X) é fechado

em E, ou que T (X) ⊂ A ∪ {0}.
Neste trabalho exploraremos a técnica do vetor mãe em três tópicos distintos. O

primeiro é em conjuntos de sequências bastante gerais, que englobam os casos clássicos de

sequências absolutamente p-somáveis, limitadas, que convergem para zero, dentre outros.

O segundo é em conjuntos de funções mensuráveis p-integráveis de [0, 1] em R. Mais

precisamente, provaremos que o conjunto Lp[0, 1] −
⋃
q>p

Lq[0, 1] é espaçável, para cada

p > 0.

Já o terceiro é no estudo de equações diferenciais ordinárias. Mostraremos que o

conjunto das funções cont́ınuas de c0 em c0 para as quais a Forma Fraca do Teorema de

Peano não é valida, é espaçável.

Estes tópicos estão respectivamente nos Caṕıtulos 3, 4 e 5 deste trabalho e serão

detalhados em cada um deles. O Caṕıtulo 1 é dedicado as definições e resultados básicos

da Teoria de Cardinais, de Análise Funcional e de Topologia Geral que serão utilizados no

desenvolvimento desta dissertação. Já o Caṕıtulo 2 é dedicado ao estudo detalhado dos

espaços de sequências que serão necessários nos caṕıtulos posteriores, principalmente no

Caṕıtulo 3. Os resultados do Caṕıtulo 3 estão baseados nos artigos [3, 7], os do Caṕıtulo

4 no artigo [8] e os do Caṕıtulo 5 também no artigo [3].
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados sobre cardinais, espaços vetoriais, espaços

topológicos e espaços vetoriais topológicos, que serão utilizados em algumas demonstrações

no decorrer desta dissertação.

1.1 Cardinais

Embora não definiremos o que são os números cardinais diremos que eles servem para

medir conjuntos em termos da quantidade de elementos que possuem. Como os autores

do livro Lineability The Search for Linearity in Mathematics, dizem: Os números

cardinais são em certo sentido, uma extensão dos números naturais e a aritmética cardinal

é a extensão da aritmética básica dos números naturais aos cardinais. Aceitaremos a

convenção que a cada conjunto A está associado um número cardinal, denotado card(A),

que nos dá a quantidade de elementos de A. A seguir, daremos definições que permitirão

trabalhar com números cardinais.

Definição 1.1 Sejam A e B dois conjuntos, diremos que:

(a) card(A) ≤ card(B) se existe uma aplicação f : A→ B injetora.

(b) card(A) ≥ card(B) se existe uma aplicação f : A→ B sobrejetora.

(c) card(A) = card(B) se existe uma aplicação f : A→ B bijetora.

(d) card(A) < card(B) se card(A) ≤ card(B) e não existe uma aplicação f : A → B

bijetora.
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(e) card(A) > card(B) se card(A) ≥ card(B) e não existe uma aplicação f : A → B

bijetora.

Diremos que um número cardinal card(A) é:

(f) finito se A é um conjunto finito, caso contrário é chamado de infinito.

(g) enumerável se A é finito ou card(A) = card(N).

Escreveremos card(A) = n para denotar o cardinal de um conjunto finito A com n

elementos. Também escreveremos

card(N) = ℵ0 card(R) = c.

Usaremos letras gregas para denotar números cardinais. Abaixo listamos algumas

propriedades importantes envolvendo ordem para os cardinais.

Teorema 1.2 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder) Se card(A) ≤ card(B) e

card(B) ≤ card(A), então card(A) = card(B).

Demonstração. Veja [1, Theorem I.3, p. 2]. �

Proposição 1.3 Se α, β são dois números cardinais quaisquer, então α ≤ β ou β ≤ α.

Demonstração. Veja [1, Theorem I.5, p. 3]. �

Proposição 1.4 Para qualquer conjunto A, tem-se card(A) < card(P (A)).

Demonstração. Veja [1, Theorem I.6, p. 4]. �

Proposição 1.5 Se α é um número cardinal infinito, então α ≥ ℵ0 .

Demonstração. Veja [1, Theorem I.7, p. 4]. �

Proposição 1.6 R = P (N), ou seja, c = 2ℵ0.

Demonstração. Veja [1, Theorem II.6, p. 9]. �

1.1.1 Aritmética dos cardinais e propriedades

Vamos definir operações de números cardinais.

Definição 1.7 Sejam α, β quaisquer números cardinais. Definimos:

(a) α + β := card(A ∪B), onde α = card(A), β = card(B) e A ∩B = ∅.
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(b) α · β := card(A×B), onde α = card(A), β = card(B).

(c) αβ := card(AI), onde α = card(A), β = card(I) e AI := {f : I → A; f função}.

Veremos que algumas propriedades dos números reais continuam valendo para os números

cardinais. Não é dif́ıcil verificar os seguintes resultados para números cardinais.

Proposição 1.8 Sejam α, β, γ ≥ 1 números cardinais. Então:

(a) α + β = β + α, α · β = β · α.

(b) (α + β) + γ = α + (β + γ), (α · β) · γ = α · (β · γ).

(c) α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ).

(d) (α · β)γ = (αγ) · (βγ).

(e) αβ+γ =
(
αβ
)
· (αγ).

(f)
(
αβ
)γ

= αβ·γ = (αγ)β.

Demonstração. Veja [29, Theorem 6.4.3, p. 129] e [29, Theorem 6.5.2, p. 135]. �

Proposição 1.9 Sejam α, β números cardinais, com 1 ≤ β ≤ α e α infinito. Então:

(a) α + β = α.

(b) α · β = α.

Demonstração. Veja [1, Theorem II.2, p. 6] e [1, Theorem II.4, p. 7]. �

Utilizando as propriedades aritméticas acima e a Proposição 1.6, obtemos:

Corolário 1.10 card
(
KN) = c.

Demonstração. Temos que

card
(
KN) = card(K)card(N) = cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2(ℵ0.ℵ0) = 2ℵ0 = c.

�
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1.2 Decomposição dos naturais

Nos resultados principais do nosso trabalho será muito útil escrever o conjunto dos

números naturais como uma união infinita de conjuntos infinitos e dois a dois disjuntos.

Há várias maneiras de se fazer esta decomposição. A t́ıtulo de ilustração, a próxima

proposição nos dá uma maneira de fazer tal decomposição. Para isso usaremos os dois

importantes resultados a seguir da álgebra.

Teorema 1.11 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo número natural maior do

que 1 ou é primo ou se escreve de modo único (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de números primos.

Demonstração. Veja [21, Teorema 7.1.1, p. 83]. �

Teorema 1.12 Existem infinitos números primos.

Demonstração. Veja [21, Teorema 7.2.1, p. 88]. �

Proposição 1.13 Sejam

N1 := {1} ∪ {p : p é primo}

e

Ni := {p1p2 · · · pi : p1, p2, . . . , pi são primos},

para todo i ≥ 2. Então cada Ni é um subconjunto infinito de N, satisfazendo Ni ∩Nj = ∅

se i 6= j e N =
∞⋃
i=1

Ni.

Demonstração. Pelo Teorema 1.12, N1 = {1} ∪ {p : p é primo} ⊆ N é infinito.

Consequentemente Ni é um conjunto infinito, para cada i ∈ N.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 1.11) segue que Ni∩Nj 6= ∅, se i 6= j

e também que N =
∞⋃
i=1

Ni. �

1.3 Resultados da Álgebra Linear

Aqui daremos alguns resultados que são válidos para espaços vetoriais sobre corpos

arbitrários, lembrando que nosso interesse é o corpo dos números reais ou o corpo dos

números complexos.

Definição 1.14 Uma famı́lia {Wα}α∈Λ de subespaços de um espaço vetorial V , sobre um

corpo K é chamada cadeia, se para quaisquer α, β ∈ Λ, temos Wα ⊆ Wβ, ou Wβ ⊆ Wα.
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Proposição 1.15 Sejam V um espaço vetorial e {Wα}α∈Λ uma famı́lia de subespaços

vetoriais de V . Então ⋂
α∈Λ

Wα

também é um subespaço de V .

Demonstração. Veja [24, Proposition 1.3.6, p. 12]. �

Proposição 1.16 Seja V um espaço vetorial e seja {Wα}α∈Λ uma cadeia. Então⋃
α∈Λ

Wα

também é um subespaço de V .

Demonstração. Veja [24, Proposition 1.3.10, p. 12]. �

Proposição 1.17 Se A é um conjunto gerador de um espaço vetorial V 6= {0}, então

existe uma base de V contida em A.

Demonstração. Veja [12, Proposição 2.8.1, p. 76]. �

1.4 Espaços métricos

Definição 1.18 Seja X um conjunto não vazio. Uma função d : X ×X → R é chamada

de métrica se verifica as seguintes condições:

D1) d(x, y) ≥ 0 para todos x, y ∈ X;

D2) d(x, y) = 0 se, e somente se x = y;

D3) d(x, y) = d(y, x) para todos x, y ∈ X;

D4) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z), para todos x, y, z ∈ X.

O par (X, d) é chamado de espaço métrico. Com frequência escreveremos espaço métrico

X no lugar do espaço métrico (X, d). Uma sequência (xn)∞n=1 ⊂ X converge para x ∈ X
se, para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que d(xn, x) < ε, sempre que n > n0. Neste caso,

dizemos que (xn)∞n=1 é uma sequência convergente em X e que x é limite de (xn)∞n=1.

Uma sequência (xn)∞n=1 ⊂ X é dita de Cauchy se, para todo ε > 0, existe um n0 ∈ N
tal que d(xn, xm) < ε, sempre que n,m > n0. O espaço espaço métrico completo se toda

sequência de Cauchy converge em X.
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Proposição 1.19 Sejam X um espaço métrico completo e A um subespaço métrico de

X. Então A é fechado se, e somente se, A é completo.

Demonstração. Veja [25, Proposição 6, p. 166].

�

Proposição 1.20 Uma sequência de Cauchy que possui uma subsequência convergente é

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequência).

Demonstração. Veja [25, Proposição 3, p. 162]. �

1.5 Espaços normados

Definição 1.21 Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K. Uma aplicação p : E → R é

chamada de normase verifica as seguintes condições:

N1) p(x) ≥ 0 para todo x ∈ E;

N2) p(x) = 0 implica x = 0;

N3) p(αx) = |α|p(x) para todo α ∈ K e para todo x ∈ E;

N4) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) para todos x, y ∈ E.

Se a condição N2) não é satisfeita p é dita seminorma. Em geral se usa ‖ · ‖ para denotar

uma norma. O espaço vetorial E, junto com a norma ‖ · ‖ é chamado de espaço normado.

E é chamado de espaço de Banach se for completo com relação a métrica natural induzida

pela norma d(x, y) = ‖x− y‖.

Proposição 1.22 Sejam E um espaço normado e (xn)∞n=1 uma sequência em E. Então

E é um espaço de Banach se, e somente se,

∞∑
n=1

‖xn‖ <∞ implica que
∞∑
n=1

xn é convergente em E.

Demonstração. Veja [30, theorem 2.1.10, p. 69]. �

Proposição 1.23 Seja E um espaço de Banach sobre K com dim(E) = ∞. Então

dim(E) ≥ c.

Demonstração. Veja [1, Proposition III.5, p. 14]. �
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Teorema 1.24 Seja E é um espaço de Banach sobre K com dim(E) = ∞. Então toda

base de E tem dimensão igual a cardinalidade de E. Mais especificamente dim(E) =

card(E).

Demonstração. Veja [20, Theorem 3.5, p. 5]. �

Teorema 1.25 Sejam E e F espaços normados sobre K e T : E → F linear. As seguintes

condições são equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T é uniformemente cont́ınuo.

(c) T é cont́ınuo.

(d) T é cont́ınuo em algum ponto de E.

(e) T é cont́ınuo na origem.

(f) ‖T‖ := sup {‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} <∞.

(g) Existe uma constante C > 0 tal que ‖T (x)‖ 6 C‖x‖ para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [10, Teorema 2.1.1, p. 32]. �

Teorema 1.26 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espaço de Banach, F

um espaço normado e (Ti)i∈I uma famı́lia de operadores em L(E,F ) satisfazendo a

condição de que para cada x ∈ E existe Cx <∞ tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < Cx.

Então sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

Demonstração. Veja [10, Teorema 2.3.2, p. 38]. �

Corolário 1.27 Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e (Tn)∞n=1 uma

sequência em L(E,F ) tal que (Tn(x))∞n=1 é convergente em F para todo x em E. Se

definirmos

T : E → F , T (x) = lim
n→∞

Tn(x),

então T é um operador linear e cont́ınuo.

Demonstração. Veja [10, Corolário 2.3.3, p. 39]. �
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Teorema 1.28 (O Teorema de Riesz) Sejam H um espaço de Hilbert e ϕ : H → K
um funcional linear cont́ınuo. Então existe um único y0 ∈ H tal que

ϕ(x) = 〈x, y0〉 para todox ∈ H.

Além disso, ‖ϕ‖ = ‖y0‖.

Demonstração. Veja [10, Teorema 5.5.2, p. 126]. �

Definição 1.29 Dizemos que dois espaços normados E e F são topologicamente

isomorfos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador linear cont́ınuo bijetor

T : E → F cujo operador inverso T−1 : F → E é também cont́ınuo. Tal operador é

chamado de isomorfismo.

Proposição 1.30 Sejam E e F espaços normados isomorfos. Então E é um espaço de

Banach se, e somente se, F é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [32, Lemma 4.38, p. 110]. �

1.6 Espaços Topológicos

Definição 1.31 Seja X um conjunto. Chamaremos de uma topologia em X a uma famı́lia

T de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes condições:

(a) ∅ e X pertencem a T ;

(b) A união de uma famı́lia arbitrária de membros de T pertence a T ;

(c) A interseção de uma famı́lia finita de membros de T pertence a T .

Os membros de T são chamados de abertos. O par (X, T ) é chamado de espaço topológico.

Quando não houver risco de confusão diremos simplesmente que X é um espaço topológico.

Se T , S são duas topologias no mesmo conjunto X, e T ⊆ S, diremos que T é mais fraca

do que S, ou S é mais fina do que T . Duas topologias em X são iguais se T = S.

Definição 1.32 Seja (X, T ) um espaço topológico. Uma coleção B ⊆ T é dito uma base

para a topologia T se dado U ∈ T existe C ⊆ B tal que

U =
⋃
{V : V ∈ C}.
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Definição 1.33 Sejam (X, T ) um espaço topológico e x ∈ X. Uma vizinhança de x é

qualquer subconjunto V de X que contém um aberto O ∈ T , verificando x ∈ O ⊂ V . Se

V ∈ T com x ∈ V diremos que V é uma vizinhança aberta. A coleção Ux de todas as

vizinhanças de x é chamada de sistema de vizinhanças de x. Como X ∈ Ux temos assim

que Ux 6= ∅. Uma base de vizinhanças em x é uma subcoleção Bx, com Bx ⊆ Ux, tendo

a propriedade que cada U ∈ Ux contém algum V ∈ Bx. Assim, Ux pode ser determinado

por Bx da seguinte forma:

Ux = {U ⊆ X : V ⊆ U para algum V ∈ Bx}.

Uma vez escolhida uma base de vizinhanças em x seus elementos são chamadas vizinhanças

básicas.

Proposição 1.34 Seja X um conjunto não vazio. Para cada x ∈ X seja Bx uma famı́lia

não vazia de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(a) x ∈ U para cada U ∈ Bx.

(b) Dados U, V ∈ Bx, existe W ∈ Bx tal que W ⊆ U ∩ V .

(c) Dado U ∈ Bx, existe V ∈ Bx, V ⊆ U , tal que para cada y ∈ V existe W ∈ By tal

que W ⊆ U .

Seja

T = {U ⊆ X : para cada x ∈ U existe V ∈ Bx tal qiue V ⊆ U}.

Então T é uma topologia em X e Bx é uma base de vizinhanças de x em (X, T ) para cada

x ∈ X.

Demonstração. Veja [10, Teorema B15, p. 353]. �

Definição 1.35 Seja (X, T ) um espaço topológico. X é dito de Hausdorff se para cada

x e y, elementos distintos de X, existem vizinhanças U de x e V de y com U ∩ V = ∅.

1.7 Convergência em Espaços Topológicos

Definição 1.36 Seja um conjunto Λ 6= ∅ e seja 4 uma relação em Λ satisfazendo as

seguintes condições:

(a) Para todo λ ∈ Λ, λ 4 λ;

(b) Se λ 4 ν e ν 4 η, então λ 4 η;
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(c) Para quaisquer λ, ν ∈ Λ, existe η ∈ Λ tal que λ 4 η e ν 4 η.

O conjunto Λ munido com essa relação 4 é chamado de conjunto dirigido, e será denotado

por (Λ,4).

Definição 1.37 Sejam X um conjunto não vazio, e (Λ,4) um conjunto dirigido. Uma

aplicação P : Λ → X é chamada de rede em X indexada por Λ. Em geral denotaremos

uma rede P : Λ→ X simplesmente por (xλ)λ∈Λ.

Definição 1.38 (Convergência de redes) Sejam (X, T ) um espaço topológico e

(xλ)λ∈Λ uma rede em X. Diremos que (xλ)λ∈Λ converge para x ∈ X, se para cada

U ∈ Ux existe um ı́ndice λ0 ∈ Λ tal que

xλ ∈ U, sempre que λ0 4 λ.

Neste caso escreveremos simplesmente por xλ
λ−→ x.

Definição 1.39 (Convergência de sequências) Uma sequência (xn)∞n=1 em um

espaço topológico X converge para x ∈ X (xn
n−→ x) quando para cada vizinhança

U de x, existir um inteiro positivo n0 tal que n ≥ n0 implica xn ∈ U .

Proposição 1.40 Sejam (X, T ) um espaço topológico, x ∈ X, A ⊆ X. São equivalentes:

(a) x ∈ A.

(b) existe uma rede (xλ)λ∈Λ em A tal que xλ
λ−→ x.

(c) U ∩ A 6= ∅, para todo U ∈ Ux.

Demonstração. Veja [10, Proposição B.12 (f), p.352] e [10, Teorema B.31, p. 356].

�

1.8 Espaços vetoriais topológicos

Definição 1.41 Sejam E um espaço vetorial sobre o corpo K e T uma topologia em E.

Dizemos que o par (E, T ) é um espaço vetorial topológico se as operações algébricas

(a) s : E × E → E, s(x, y) = x+ y e

(b) m : K× E → E, m(a, x) = ax
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são cont́ınuas quando consideramos em E×E, K×E as respectivas topologias produto e

em K a topologia usual. Neste caso diremos que T é uma topologia vetorial. Quando não

houver necessidade nem perigo de ambiguidade, ao nos referirmos a um espaço vetorial

topológico escreveremos simplesmente E no lugar de (E, T ).

Exemplo 1.42 Todo espaço normado é um espaço vetorial topológico.

Sejam A,B subconjuntos de um espaço vetorial E, x0 ∈ E e α ∈ K. Denotaremos

A+B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}, x0 + A = {x+ a : a ∈ A} e αA = {αx : x ∈ A}.
A seguinte proposição diz que, em um espaço vetorial topológico, as translações e

as homotetias são homeomorfismos. Em consequência, a partir de vizinhanças do zero

podemos obter vizinhanças de qualquer outro ponto e vice-versa. Portanto, a topologia

de um espaço vetorial topológico pode ser conhecida a partir de uma base vizinhanças do

zero. Veremos também que um operador linear entre dois espaços vetoriais topológicos é

cont́ınuo se, e somente se, é cont́ınuo no zero.

Proposição 1.43 As translações e as homotetias são homeomorfismos em um espaço

vetorial topológico. Mais precisamente, se E é um espaço vetorial topológico, x0 ∈ E e

a ∈ K, a 6= 0, então as funções

x ∈ E 7→ x+ x0 ∈ E e x ∈ E 7→ ax ∈ E

são homeomorfismos. A homotetia é também um isomorfismo.

Demonstração. Veja [10, Proposição 8.1.4, p. 222]. �

Corolário 1.44 As seguintes afirmações são equivalentes para um subconjunto V do

espaço vetorial topológico E:

(a) V é uma vizinhança da origem em E.

(b) λV = {λx : x ∈ V } é uma vizinhança da origem em E para algum λ ∈ K, λ 6= 0.

(c) λV = {λx : x ∈ V } é uma vizinhança da origem em E para todo λ ∈ K, λ 6= 0.

(d) x0 + V = {x0 + x : x ∈ V } é uma vizinhança de x0 para algum x0 ∈ E.

(e) x0 + V = {x0 + x : x ∈ V } é uma vizinhança de x0 para todo x0 ∈ E.

Demonstração. Veja [10, Corolário 8.1.5, p. 222]. �

A próxima proposição será usada diversas vezes ao longo do trabalho.

Proposição 1.45 Sejam E um espaço vetorial topológico e F subespaço vetorial de E.

Então F é um subespaço vetorial fechado de E.
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Demonstração. Sejam x, y ∈ F e V qualquer vizinhança de x + y. Então existem

vizinhanças Vx e Vy de x e y respectivamente tais que Vx + Vy ⊆ V . Já que Vx ∩ F 6= ∅ e

Vy ∩ F 6= ∅, existem u ∈ Vx ∩ F e v ∈ Vy ∩ F . Como F é subespaço, temos u + v ∈ F .

Além disso, u+ v ∈ Vx + Vy ⊆ V , logo V ∩ F 6= ∅, portanto x+ y ∈ F .

Sejam x ∈ F , λ ∈ K e W qualquer vizinhança de λx. Então existe uma vizinhança

Vx de x tal que λVx ⊆ W . Já que Vx ∩ F 6= ∅, existe u ∈ Vx ∩ F . Como F é subespaço,

temos λu ∈ F e λu ∈ λVx. Assim, W ∩F 6= ∅, portanto λx ∈ F . Isto mostra que F é um

espaço vetorial de E. �

1.8.1 Espaços localmente convexos

Definição 1.46 Um subconjunto A de um espaço vetorial E é dito:

(a) convexo se αx+ βy ∈ A para todos x, y ∈ A e α, β > 0, com α + β = 1.

(b) absorvente se para todo x ∈ E existe λ0 > 0 tal que x ∈ λA para todo λ ∈ K com

|λ| ≥ λ0.

(c) equilibrado se λx ∈ A para todo x ∈ A e todo λ ∈ K com |λ| ≤ 1; isto é , λA ⊆ A

sempre que |λ| ≤ 1.

Proposição 1.47 Sejam E um espaço vetorial, e p : E → R uma seminorma. Então o

conjunto

Up,ε = {x ∈ E : p(x) < ε}

é convexo, equilibrado e absorvente para todo ε > 0.

Demonstração. Veja [31, Theorem 1.34, p. 24]. �

Observação 1.48 Um espaço vetorial topológico não precisa ter uma base de vizinhanças

do zero consistindo de conjuntos convexos, mas os espaços de nosso interesse satisfazem

essa condição.

Definição 1.49 Diremos que E é um espaço localmente convexo se E é um espaço vetorial

topológico tal que cada vizinhança de zero contém uma vizinhança convexa de zero. Neste

caso diremos que a topologia de E é uma topologia localmente convexa.

Observação 1.50 Dentro dos espaços vetoriais topológicos, são de maior interesse os

espaços localmente convexos, isto é, aqueles que tenham vizinhanças convexas do zero,

pois sua topologia é gerada por uma famı́lia de seminormas, como veremos a seguir.
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1.8.2 A topologia gerada por uma famı́lia de seminormas

Em um espaço normado consideramos a topologia gerada pela norma. Veremos que na

ausência de uma norma, qualquer famı́lia de seminormas também gera uma topologia,

nem sempre normada mas sempre localmente convexa. Introduziremos agora a topologia

determinada em um espaço vetorial por uma famı́lia de seminormas. Esta topologia será

uma topologia localmente convexa.

Proposição 1.51 Sejam E um espaço vetorial, e P uma famı́lia de seminormas em E.

Seja

B0 =

{⋂
p∈P0

Up,ε : P0 ⊂ P finito, ε > 0

}
.

Então existe uma única topologia localmente convexa TP em E que admite B0 como base

de vizinhanças de zero. TP é a topologia vetorial mais fraca em E tal que cada p ∈ P é

cont́ınua. Diremos que TP é a topologia localmente convexa definida por P.

Demonstração. Veja [10, Teorema 8.3.3, p. 234] ou [27, Proposição 4.3, p. 10]. �

Definição 1.52 Sejam E um espaço vetorial, e P uma famı́lia de seminormas em E,

diremos que P é uma famı́lia dirigida de seminormas em E, se P com a relação ≤ é um

conjunto dirigido.

Observação 1.53 Se p, q são seminormas definidas em E tais que p ≤ q, então Uq,ε ⊆
Up,ε.

Se na hipótese da Proposição 1.51, trocamos uma famı́lia de seminormas por uma famı́lia

dirigida de seminormas teremos que os conjuntos Up,ε determinados pelas seminormas da

famı́lia formarão as vizinhanças básicas de zero da topologia localmente convexa, isto é,

não fará falta fazer as interseções finitas dos Up,ε.

Corolário 1.54 Seja E um espaço vetorial, e seja P uma famı́lia dirigida de seminormas

em E. Então os conjuntos Up,ε com p ∈ P e ε > 0, formam uma base de vizinhanças de

zero em (E, TP).

Demonstração. Seja U uma vizinhança de zero. Pela Proposição 1.51 existe P0 ⊂ P
conjunto finito tal que ⋂

p∈P0

Up,ε ⊆ U.

Como P é uma famı́lia dirigida de seminormas em E, existe q ∈ P tal que q ≥ p para

todo p ∈ P . Dáı resulta que

Uq,ε ⊆
⋂
p∈P0

Up,ε ⊆ U.
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Provando assim que a famiĺıa {Up,ε: p ∈ P , ε > 0} forma uma base de vizinhanças de

zero. �

Proposição 1.55 Seja E um espaço localmente convexo cuja topologia é gerada por uma

famı́lia dirigida P de seminormas. Seja (xn)∞n=1 uma sequência em E. Então

(a) xn
n−→ x em E na topologia gerada pela famı́lia P se, e somente se, p(xn−x)

n−→ 0,

para todo p ∈ P.

(b) (xn)∞n=1 é de Cauchy em E se, e somente se, p(xm−xn) −→ 0, quando m,n −→∞,

para todo p ∈ P.

Demonstração. (a)(⇒) Sejam p ∈ P e ε > 0. Pelo Corolário 1.54, Up,ε é uma

vizinhança básica de zero. Como xn
n−→ x em E, logo existe n0 ∈ N tal que

xn − x ∈ Up,ε , sempre que n ≥ n0,

ou seja,

p(xn − x) < ε , sempre que n ≥ n0.

Portanto p(xn − x)
n−→ 0.

(⇐) Por hipótese p(xn−x)
n−→ 0, para todo p ∈ P . Considere uma vizinhança básica

de zero, a qual é da forma Up,ε, conforme Corolário 1.54. Logo existe n0 ∈ N tal que

p(xn − x) < ε , sempre que n ≥ n0.

Dáı, para todo n ≥ n0 , xn − x ∈ Up,ε. Portanto xn
n−→ x em E.

(b) Similar a prova do item (a).

�

Proposição 1.56 Sejam E e F dois espaços localmente convexos, e sejam P e Q famı́lias

dirigidas de seminormas que definem as topologias de E e F , respetivamente. Então uma

transformação linear T : E → F é cont́ınua se, e somente se, dada q ∈ Q, existem p ∈ P
e c > 0 tais que

q (T (x)) ≤ cp(x) para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [11, Theorem 1.9.3, p. 60]. �

1.9 Espaços de Fréchet

Definição 1.57 (a) Um espaço vetorial topológico E é dito metrizável se existe uma

métrica d em E que define a topologia de E.
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(b) Se E é um espaço vetorial, então uma métrica d em E é dita invariante sob

translações se

d(x, y) = d(a+ x, a+ y) para todo x, y, a ∈ E.

A proposição a seguir nos uma condição necessária e suficiente para um espaço localmente

convexo de Hausdorff ser metrizável.

Proposição 1.58 Seja E um espaço localmente convexo de Hausdorff. Então as

seguintes condições são equivalentes:

(a) E é metrizável.

(b) Existe uma base enumerável de vizinhanças de zero em E.

(c) Existe uma sequência de seminormas que define a topologia de E.

Se alguma destas condições é verificada, então existe uma métrica em E, invariante sob

translações, que define a topologia de E.

Demonstração. Veja [33, Theorem 6.1, p. 28] ou [27, Teorema 12.2, p. 38]. �

Definição 1.59 Diremos que um espaço vetorial topológico E é um espaço de Fréchet

se E é um espaço localmente convexo, métrizável e completo.

Exemplo 1.60 Todo espaço de Banach é um espaço de Fréchet.
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CAPÍTULO 2

ESPAÇOS DE SEQUÊNCIAS VETORIAIS

Neste caṕıtulo estudaremos generalizações de espaços de sequências clássicos da análise

funcional. Os espaços clássicos são aqueles nos quais os termos de uma sequência

pertencem no corpo K, tais como `p, `∞(K), c (K) e c0 (K). Agora vamos dar mais

liberdade aos termos de uma sequência, isto é, cada termo de uma sequência pertence

a um espaço normado arbitrário. O objetivo será explorar ambientes em que podemos

estudar os conceitos de lineabilidade e espaçabilidade. Começaremos esse caṕıtulo com

os espaços normados (ou p-normados) de sequências escalares.

2.1 Espaços (p-)normados de sequências de escalares

Muitos resultados dessa seção são casos particulares do caso vetorial que veremos na

seção posterior. Mas, como os espaços de sequências de escalares são bastante usuais,

e também para facilitar a familiarização do leitor com espaços p-normados, preferimos

incluir algumas demonstrações do caso escalar.

Definição 2.1 Seja p ≥ 1. Denotaremos por `p o espaço vetorial de todas as sequências

de escalares que são absolutamente p-somáveis, isto é,

`p =

{
(xj)

∞
j=1 ⊂ K :

∞∑
j=1

|xj|p <∞

}
,
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o qual se torna um espaço normado completo com a norma

‖(xj)∞j=1‖p =

(
∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p

.

O espaço vetorial de todas as sequências de escalares que são limitadas é denotado por

`∞ e ele também se torna um espaço normado completo com a norma

‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
j∈N
|xj|.

O subespaço fechado de `∞ formado pelas sequências que convergem para zero é denotado

c0.

As demonstrações que estes espaços são normados e completos podem ser encontradas

em qualquer livro introdutório de análise funcional. Por exemplo na prova do caso em

que 1 ≤ p <∞, faz-se necessário o uso de duas importantes desigualdades, a de Hölder e

a de Minkowski. Como elas serão necessárias também em outros lugares nesse trabalho,

vamos enuncia-las aqui.

Proposição 2.2 (Desigualdade de Hölder) Seja 1 < p, q < ∞, com
1

p
+

1

q
= 1, e

sejam (ξj)
∞
j=1 ∈ `p e (ηj)

∞
j=1 ∈ `q. Então (ξjηj)

∞
j=1 ∈ `1 e

∞∑
j=1

|ξjηj| ≤

(
∞∑
j=1

|ξj|p
)1/p( ∞∑

j=1

|ηj|q
)1/q

.

Demonstração. Veja [22, Theorem 1.3.12, p. 12]. �

Proposição 2.3 (Desigualdade de Minkowski) Seja 1 ≤ p < ∞, e sejam (ξj)
∞
j=1,

(ηj)
∞
j=1 ∈ `p. Então (ξj + ηj)

∞
j=1 ∈ `p e

(
∞∑
j=1

|ξj + ηj|p
)1/p

≤

(
∞∑
j=1

|ξj|p
)1/p

+

(
∞∑
j=1

|ηj|p
)1/q

.

Demonstração. Veja [22, Theorem 1.3.12, p. 12]. �

Neste trabalho também estamos interessados nos espaços `p no caso em que 0 < p < 1.

Esses espaços são definidos da mesma forma, entretanto eles não são normados, como

veremos a seguir. Para introduzir esses espaços, precisamos do conceito de p-norma.

Definição 2.4 Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K, uma aplicação ‖ · ‖ : E → R
é uma p-norma se satisfaz as condições (N1),(N2) e (N3) da Definição 1.21, porém a

desigualdade triangular (N4) vale da seguinte forma:
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N4′) ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p para todos x, y ∈ E, onde 0 < p < 1.

O espaço vetorial E, junto com a p-norma ‖·‖ é chamado de espaço p-normado. É fácil ver

que uma p-norma em um espaço vetorial induz uma métrica d(x, y) = ‖x− y‖p. Dizemos

que E é um espaço p-Banach se for completo com relação a essa métrica induzida pela

p-norma.

Vejamos algumas propriedades importantes da p-norma.

Proposição 2.5 Seja E um espaço p-normado. Então:

(a)

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑
k=1

‖xk‖p para quaisquer x1, . . . xn ∈ E.

(b) |‖x‖p − ‖y‖p| ≤ ‖x− y‖p para quaisquer x, y ∈ E.

(c) Se ‖ · ‖ é a p-norma no espaço E, então essa p-norma é cont́ınua.

(d) A função d : E × E → R, dada por d(x, y) = ‖x− y‖p define uma métrica em E.

Demonstração. A prova de (a) segue facilmente por indução. As demonstrações de (b)

e (d) seguem de maneira análoga ao caso normado, mas usando (N4′). A continuidade de

(c) é consequência imediata de (b). �

O próximo resultado fornece um critério muito útil para provar que um espaço p-

normado é completo.

Proposição 2.6 Sejam E um espaço p-normado e (xn)∞n=1 uma sequência em E. Então

E é p-Banach se, e somente se,

∞∑
n=1

‖xn‖p <∞ implica que
∞∑
n=1

xn é convergente em E.

Demonstração. (⇒) Suponha que E é p-Banach com 0 < p < 1, sejam (sk)
∞
k=1 e

(tk)
∞
k=1 as sequências das somas parciais das séries

∞∑
j=1

xj e
∞∑
j=1

‖xj‖p respectivamente.

Por hipótese a série
∞∑
j=1

‖xj‖p < ∞, logo segue que (tk)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy

em R. Assim dado ε > 0 existe k0 ∈ N tal que

k∑
j=r+1

‖xj‖p =

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

‖xj‖p −
r∑
j=1

‖xj‖p
∣∣∣∣∣ = |tk − tr| < ε sempre que k > r > k0.
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Pela Proposição 2.5 temos que

d(sk, sr) = ‖sk − sr‖p =

∥∥∥∥∥
k∑

j=r+1

xj

∥∥∥∥∥
p

≤
k∑

j=r+1

‖xj‖p < ε sempre que k > r > k0.

Isto significa que (sk)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy no espaço métrico E, o qual é

completo por hipótese (E é p-Banach), então (sk)
∞
k=1 converge em E, isto é, existe s ∈ E

tal que

lim
n→∞

d (sn, s) = lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj − s

∥∥∥∥∥
p

= 0.

Portanto
∞∑
n=1

xn é convergente em E, isto prova o que queŕıamos.

(⇐) Por hipótese, toda série em E absolutamente p-somável, é convergente em E.

Provaremos que E é um espaço p-Banach. Para isto, seja (xn)∞n=1 qualquer sequência

de Cauchy em E. Pela Proposição 1.20 basta mostrar que ela possui uma subsequência

convergente em E.

Para ε =
1

2
, ∃n1 ∈ N tal que ‖xm − xn‖p <

1

2
sempre que m,n > n1. (2.1)

Para ε =
1

22
, ∃ ñ2 ∈ N tal que ‖xm − xn‖p <

1

22
sempre que m,n > ñ2. (2.2)

Seja n2 > max{ñ2, n1}, logo substituindo na equação (2.1) temos que,

‖xn2 − xn1‖p <
1

2
.

Para ε =
1

23
, ∃ñ3 ∈ N tal que ‖xm − xn‖p <

1

23
sempre que m,n > ñ3. (2.3)

Seja n3 > max{ñ3, n2}, logo substituindo na equação (2.2) temos que,

‖xn3 − xn2‖p <
1

22
.

Assim sucessivamente, para

ε =
1

2i
, ∃ ñi ∈ N tal que ‖xm − xn‖p <

1

2i
sempre que m,n > ñi. (2.4)

Seja ni > max{ñi, ni−1}, temos que

‖xni
− xni−1

‖p < 1

2i−1
.
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Dessa forma constrúımos uma subsequência (xni
)∞i=1 de (xn)∞n=1 tal que

‖xni
− xni−1

‖p < 1

2i−1

para todo i ≥ 2. Como
∞∑
i=2

1

2i−1
< ∞ temos que

∞∑
i=2

‖xni
− xni−1

‖p < ∞ e da hipótese

segue que
∞∑
i=2

(
xni
− xni−1

)
= s, isto é, a sequência da somas parciais (sk)

∞
k=2 converge

para s ∈ E, onde sk =
k∑
i=2

(xn − xni
) = xnk

− xn1 . Isto é,

s = lim
k→∞

sk = lim
k→∞

(xnk
− xn1) = lim

k→∞
(xnk

)− xn1 .

Assim (xnk
)∞k=1 converge em E e, portanto, a sequência (xn)∞n=1 converge em E. Logo E

é completo. �

Definição 2.7 Conforme já dito, para 0 < p < 1 definimos os espaços `p da mesma

forma que para p ≥ 1, isto é,

`p = {(xj)∞j=1 : xj ∈ K para todo j ∈ N e
∞∑
j=1

|xj|p <∞}.

Nosso próximo objetivo é provar que `p é um espaço vetorial com as operações de soma

e multiplicação por escalar usuais.

Proposição 2.8 Sejam s, t ≥ 0 e p ≥ 1. Então

(s+ t)p ≤ 2p(sp + tp).

Demonstração. Sem perda de generalidade suponha que s < t. Então

(s+ t)p ≤ (2t)p = 2ptp ≤ 2p(sp + tp).

�

Proposição 2.9 Sejam s, t ≥ 0 e 0 < p ≤ 1. Então,

(s+ t)p ≤ sp + tp.

Demonstração. O caso quando p = 1 é óbvio. Para o caso 0 < p < 1 , fixe s e considere
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a seguinte função diferenciável

fs : [0,+∞)→ R, fs(t) = sp + tp − (s+ t)p.

A condição 0 < p < 1 implica que fs tem derivada não negativa, logo é monótona não

decrescente em [0,∞). Já que fs(0) = 0, segue que fs(t) ≥ 0 para todo t ≥ 0. Isso implica

que,

(s+ t)p ≤ sp + tp para todo s, t ≥ 0.

�

Proposição 2.10 Para 0 < p < 1, `p é um espaço vetorial com as operações usuais de

sequências.

Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1, (xj)

∞
j=1 ∈ `p e α ∈ K . Devemos mostrar que

(xj + αyj)
∞
j=1 ∈ `p. Da desigualdade triangular segue que |xj + αyj| ≤ |xj| + |α||yj|,

para todo j ∈ N. Pela Proposição 2.9 temos,

(|xj + αyj|)p ≤ |xj|p + |α|p|yj|p para todo j ∈ N.

Já que
∞∑
j=1

(|xj|p + |α|p|yj|p) <∞, segue que
∞∑
j=1

(|xj + αyj|p) <∞. �

Proposição 2.11 Seja 0 < p < 1. A função

‖(xj)∞j=1‖p :=
∞∑
j=1

|xj|p,

define uma p-norma em `p. Consequentemente a função

dp : `p × `p −→ R , dp
(
(xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

|xj − yj|p,

é uma métrica em `p.

Demonstração. Basta provar que ‖ · ‖p é uma p-norma. O fato que dp é uma métrica

segue diretamente da Proposição 2.5(d). A única propriedade de p-norma que precisamos

verificar é ‖x+y‖pp ≤ ‖x‖pp+‖y‖pp, para todos x, y ∈ `p, pois as demonstrações das demais

são idênticas as do caso p ≥ 1. Sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `p. Pela Proposição 2.9, temos

que, para todo j ∈ N,
|xj + yj|pp ≤ |xj|pp + |yj|pp.

23



Logo

‖(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1‖pp =

∞∑
j=1

|xj + yj|pp ≤
∞∑
j=1

|xj|pp +
∞∑
j=1

|yj|pp = ‖(xj)∞j=1‖pp + ‖(yj)∞j=1‖pp.

�

Observação 2.12 A métrica definida na Proposição 2.11 não provém de uma norma.

Mais precisamente, não existe uma norma ‖ · ‖ em `p, com 0 < p < 1, tal que

dp(x, y) = ‖x − y‖ para todo x, y ∈ `p. Para isso basta observar que a bola aberta de

raio 1, B1(0) = {x ∈ `p : dp(x, 0) < 1}, não é um conjunto convexo.

Um resultado particularmente importante para nós é que os espaços `p têm dimensão

infinita. Isso é fácil de ver, pois o conjunto dos vetores canônicos

en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .) ,

com n ∈ N, onde o 1 aparece na n-ésima coordenada e as demais são nulas, é linearmente

independente. Mas podemos calcular precisamente a dimensão de `p.

Observação 2.13 Analisando a demonstração da Proposição 1.23 do Teorema 1.24, é

fácil ver que os resultados continuam verdadeiros se o espaço E for p-Banach. Mais

precisamente, estes dois resultados podem ser reescritos conforme a seguir.

Proposição 2.14 Seja E um espaço p-Banach sobre K com dim(E) = ∞. Então

dim(E) ≥ c.

Teorema 2.15 Seja E é um espaço de Banach (ou p-Banach) sobre K com dim(E) =∞.

Então toda base de Hamel de E tem dimensão igual a cardinalidade de E. Mais

especificamente dim(E) = card(E).

Proposição 2.16 Seja 0 < p ≤ ∞. Então

dim(`p) = card(K) = c.

Demonstração. Como `p é um espaço de Banach (p-Banach se 0 < p < 1), segue da

Proposição 1.23 e do Teorema 1.24 (Proposição 2.14 e Teorema 2.15 no caso 0 < p < 1)

que

c ≤ dim(`p) = card(`p).

Já que `p ⊆ KN, segue card(`p) ≤ card(KN) = c e esta última igualdade segue do Corolário

1.10. Pelo Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder (Teorema 1.2), segue que card(`p) = c.

Portanto temos dim(`p) = c. �
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É um resultado simples provar que se p > q > 0 então `q ⊂ `p e que a inclusão é

própria, isto é, `p − `q 6= ∅. Agora, o que podemos dizer de `p −
⋃

0<q<p

`q? Provaremos a

seguir que `p −
⋃

0<q<p

`q também é não vazio.

Proposição 2.17 `p −
⋃

0<q<p

`q 6= ∅ para todo p > 0.

Demonstração. Demonstraremos em um primeiro passo o caso particular no qual

`2 −
⋃

0<q<2

`q 6= ∅. Note que
⋃

0<q<2

`q =
⋃

1<q<2

`q. Sabemos que

(
1√
n

)∞
n=1

/∈ `2 e(
1√
n

)∞
n=1

∈ `r para todo r > 2, pois
∞∑
n=1

1

n
= ∞ e

∞∑
n=1

1

nr/2
< ∞ respectivamente.

Note que para (yn)∞n=1 ∈ `q, 1 < q < 2, segue da desigualdade de Hölder (Proposição 2.2)

que
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1√
n
yn

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥( 1√
n

)∞
n=1

∥∥∥∥
q′
· ‖(yn)∞n=1‖q <∞, (2.5)

onde q′ é o expoente conjugado de q, isto é,
1

q
+

1

q′
= 1. Suponha, por absurdo, que

`2 =
⋃

1<q<2

`q. Logo da equação (2.5) temos que
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1√
n
yn

∣∣∣∣ <∞ para toda (yn)∞n=1 ∈ `2.

Assim,
∞∑
n=1

1√
n
yn converge, para toda (yn)∞n=1 ∈ `2. Isto garante que a seguinte sequência

de funcionais lineares

Tk : `2 → K, Tk ((yn)∞n=1) =
k∑

n=1

1√
n
yn,

está bem definida. A linearidade de Tk é óbvia e novamente da equação(2.5) segue que

sup
k∈N
|Tk ((yn)∞n=1)| = sup

k∈N

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

1√
n
yn

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

n=1

∣∣∣∣ 1√
n
yn

∣∣∣∣ ≤ sup
k∈N

∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1√
n
yn

∣∣∣∣ <∞,
para todo (yn)∞n=1 ∈ `2. Pelo Corolário 1.27, conclúımos que

T ((yn)∞n=1) := lim
k
Tk ((yn)∞n=1) =

∞∑
n=1

1√
n
yn

define um funcional linear cont́ınuo em `2. Como `2 é um espaço de Hilbert, segue do

Teorema de Riesz (Teorema 1.28) que

(
1√
n

)∞
n=1

∈ `2. O que é uma contradição, pois
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∞∑
n=1

1

n
= ∞. Portanto, existe x = (xn)∞n=1 ∈ `2 −

⋃
1<q<2

`q. Para o caso geral, considere a

sequência x = (xn)∞n=1 ∈ `2 −
⋃

0<q<2

`q e vejamos que

(
|xn|

2
p

)∞
n=1
∈ `p −

⋃
1<q<p

`q.

De fato,

‖x‖pp =
∞∑
n=1

(
|xn|

2
p

)p
=
∞∑
n=1

|xn|2 <∞,

pois x ∈ `2 e

∞∑
n=1

(
|xn|

2
p

)q
=
∞∑
n=1

|xn|
2q
p =∞,

pois 0 <
2q

p
< 2, dáı x /∈

⋃
0<r<2

`r. Como

`p −
⋃

1<q<p

`q = `p −
⋃

0<q<p

`q,

segue que

`p −
⋃

0<q<p

`q 6= ∅,

como queŕıamos. �

Vejamos agora que c0 −
⋃
p>0

`p também é não vazio.

Proposição 2.18 c0 −
⋃
p>0

`p 6= ∅.

Demonstração. Basta notar que a sequência

(
1

ln(n+ 1)

)∞
n=1

converge para zero, mas

∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1

ln(n+ 1)

∣∣∣∣p =∞, para todo p > 0. �

2.2 Espaços (p-)normados de sequências vetoriais

Definição 2.19 Seja (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços vetoriais normados sobre o

mesmo corpo K, com a norma em cada Xn denotada por ‖ · ‖Xn . O produto cartesiano
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dos espaços normados Xn é o conjunto

∞∏
n=1

Xn = {(xn)∞n=1 : xn ∈ Xn para todo n ∈ N} .

Não é dif́ıcil ver que
∞∏
n=1

Xn é um espaço vetorial com as operações

(xn)∞n=1 + (yn)∞n=1 := (xn + yn)∞n=1 ,

α (xn)∞n=1 := (αxn)∞n=1 ,

onde (xn)∞n=1 , (yn)∞n=1 ∈
∞∏
n=1

Xn e α ∈ K.

Definição 2.20 Dizemos que uma sequência (xn)∞n=1 em
∞∏
n=1

Xn é limitada se existe uma

constante M ≥ 0 tal que ‖xn‖Xn
≤ M para todo n ∈ N. O subconjunto de

∞∏
n=1

Xn

formado por todas as sequências limitadas será denotado por
(∑

n
Xn

)
∞

.

Proposição 2.21
(∑

n
Xn

)
∞

é um espaço vetorial com as operações usuais de

sequências.

Demonstração. Sejam (xn)∞n=1 , (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
∞

e α ∈ K. Então existem

constantes M1 e M2 tais que ‖xn‖Xn
≤ M1 e ‖yn‖Xn

≤ M2 para todo n ∈ N. Da

desigualdade triangular da norma em Xn, segue que

‖αxn + yn‖Xn
≤ |α|‖xn‖Xn + ‖yn‖Xn ≤ αM1 +M2 para todo n ∈ N.

Assim a sequência (αxn + yn)∞n=1 é limitada e, portanto,
(∑

n
Xn

)
∞

é um espaço vetorial.

�

Proposição 2.22 Em
(∑

n
Xn

)
∞

a função

‖ (xn)∞n=1 ‖∞ = sup
n∈N
‖xn‖Xn

define uma norma.

Demonstração. Essa demonstração segue diretamente usando a norma de cada Xn.

Provaremos só a desigualdade triangular. De fato, sejam (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
∞

.
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Da desigualdade triangular no espaço normado Xn, temos

‖xn + yn‖Xn
≤ ‖xn‖Xn

+ ‖yn‖Xn
≤ sup

n∈N
‖xn‖Xn + sup

n∈N
‖xn‖Xn

= ‖ (xn)∞n=1 ‖∞ + ‖ (yn)∞n=1 ‖∞ para todo n ∈ N.

Segue que

‖ (xn + yn)∞n=1 ‖∞ ≤ ‖ (xn)∞n=1 ‖∞ + ‖ (yn)∞n=1 ‖∞.

�

Proposição 2.23 Seja (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços de Banach. Então(∑
n
Xn

)
∞

é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖∞ se, e somente se, cada

(Xn, ‖ · ‖Xn) é um espaço de Banach.

Demonstração. Suponha que para cada n ∈ N, Xn é um espaço de Banach. Seja(
xk
)∞
k=1

uma sequência de Cauchy em
(∑

n
Xn

)
∞

. Como cada xk ∈
(∑

n
Xn

)
∞

,

denotaremos xk =
(
xkj
)∞
j=1

, para cada k ∈ N. Dado ε > 0 existe um k0 ∈ N tal que

‖xk − xr‖∞ <
ε

2
sempre que k, r ≥ k0. (2.6)

Como∥∥xkj − xrj∥∥Xj
≤ ‖xk − xr‖∞ <

ε

2
sempre que k, r ≥ k0 e para todo j ∈ N, (2.7)

então para j fixo, a sequência
(
xkj
)∞
k=1

é uma sequência de Cauchy em Xj. Como Xj

é um espaço de Banach, segue que lim
k→∞

xkj = yj ∈ Xj. Assim, formamos a sequência

y = (yj)
∞
j=1 onde yj ∈ Xj para cada j ∈ N. Mostraremos que y ∈

(∑
n
Xn

)
∞

e que

lim
k→∞
‖xk − y‖∞ = 0. Das equações (2.6) e (2.7) segue que

‖xkj − xrj‖Xj
<
ε

2
sempre que k, r ≥ k0 e j ∈ N.

Mantendo k fixo, fazendo r →∞, e da continuidade da norma ‖ · ‖Xj
temos,

‖xkj − yj‖Xj
6
ε

2
sempre que k ≥ k0 e j ∈ N. (2.8)

Em particular, para k = k0 temos

sup
j∈N
‖xk0j − yj‖Xj

6
ε

2
,
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isto é, (xk0j )∞j=1 − (yj)
∞
j=1 ∈

(∑
n
Xn

)
∞

. Portanto, y = xk0 − (xk0 − y) ∈
(∑

n
Xn

)
∞

.

Pois
(∑

n
Xn

)
∞

é um espaço vetorial. Mais ainda, da equação (2.8) temos,

‖xk − y‖∞ = sup
j∈N
‖xkj − yj‖Xj

≤ ε

2
< ε sempre que k ≥ k0,

e assim conclúımos que ‖xk − y‖∞
k−→ 0.

Para a rećıproca, seja i ∈ N fixo e denote
∑

Xi := {(0, . . . , 0, xi, 0, . . .) : xi ∈ Xi}. Já

que o subespaço
∑

Xi é fechado em
(∑

n
Xn

)
∞

, logo é Banach. Não é dif́ıcil ver que∑
Xi e Xi são isometricamente isomorfos, em particular isomorfos pela Proposição 1.30.

Logo Xi é Banach. �

Um espaço que será importante é o análogo do espaço c0 no caso vetorial. Mais

precisamente:

Definição 2.24 Seja (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços normados. Denotaremos(∑
n
Xn

)
0

:=
{

(xn)∞n=1 : xn ∈ Xn para todo n ∈ N e lim
n→∞

‖xn‖Xn = 0
}
.

Proposição 2.25
(∑

n
Xn

)
0

é um espaço vetorial com as operações usuais de

sequências.

Demonstração. Sejam (xn)∞n=1 , (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
0

e α ∈ K. Da desigualdade

triangular da norma em Xn, temos

0 ≤ ‖αxn + yn‖Xn ≤ |α|‖xn‖Xn + ‖yn‖Xn para todo n ∈ N.

Como lim
n→∞

(|α|‖xn‖Xn + ‖xn‖Xn) = 0, temos que (αxn + yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
0
. �

Proposição 2.26 Seja (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços de Banach. Então
(∑

n
Xn

)
0

é um subespaço fechado de
(∑

n
Xn

)
∞

, logo
(∑

n
Xn

)
0

é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja
(
xk
)∞
k=1

uma sequência de elementos de
(∑

n
Xn

)
0

que converge

para y ∈
(∑

n
Xn

)
∞

. Devemos mostrar que y ∈
(∑

n
Xn

)
0
. Dado ε > 0 existe k0 ∈ N

tal que

‖xki − yi‖Xi
≤ sup

j∈N
‖xkj − yj‖Xj

= ‖xk − y‖∞ <
ε

2
,

para todo i ∈ N, sempre que k ≥ k0. Em particular para k = k0

‖xk0i − yi‖Xi
<
ε

2
para todo i ∈ N.

29



Como a sequência xk0 =
(
xk0i
)∞
i=1
∈
(∑

n
Xn

)
0
, temos que ‖xk0i ‖Xi

i−→ 0 e segue que

existe i0 ∈ N, tal que

‖xk0i ‖Xi
<
ε

2
sempre que i > i0.

Logo,

‖yi‖Xi
= ‖xk0i + yi − xk0i ‖Xi

6 ‖xk0i ‖Xi
+ ‖xk0i − yi‖Xi

< ε sempre que i > i0.

O que prova que y = (yi)
∞
i=1 ∈

(∑
n
Xn

)
0
. �

Definição 2.27 Dizemos que uma sequência (xn)∞n=1 em
∞∏
n=1

Xn é eventualmente nula se

existe uma constante n0 ∈ N tal que xn = 0 para todo n ≥ n0. O conjunto das sequências

eventualmente nulas será denotado por
(∑

n
Xn

)
00

.

Proposição 2.28
(∑

n
Xn

)
00

é um espaço vetorial com as operações usuais de

sequências.

Demonstração. Sejam (xn)∞n=1 , (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
00

e α ∈ K. Então existem n1

e n2 ∈ N, tais que xn = 0, para todo n ≥ n1 e yn = 0, para todo n ≥ n2. Tomando

n0 = max{n1, n2} temos

αxn + yn = 0 para todo n ≥ n0.

Assim a sequência (αxn + yn)∞n=1 é eventualmente nula. Portanto
(∑

n
Xn

)
00

é um

espaço vetorial. �

Observação 2.29
(∑

n
Xn

)
00

não é um subespaço fechado de
(∑

n
Xn

)
∞

e,

consequentemente, não é um espaço de Banach. De fato, admitiremos que Xn 6= {0}
para cada n ∈ N. Assim, podemos escolher xn ∈ Xn para todo n ∈ N com ‖xn‖Xn = 1, e

para cada k ∈ N seja

xk =
(
x1,

x2

2
,
x3

3
, · · · , xk

k
, 0, 0 · · ·

)
.

Tomando x =
(
x1,

x2

2
,
x3

3
, · · ·

)
, vejamos que lim

k→∞
xk = x em

(∑
n
Xn

)
∞

.

‖xk − x‖∞ =

∥∥∥∥(0, 0, · · · , 0, xk+1

k + 1
,
xk+2

k + 2
, · · ·

)∥∥∥∥
∞

=
1

k + 1
.

Já que lim
k→∞
‖xk − x‖∞ = 0 temos então lim

k→∞
xk = x em

(∑
n
Xn

)
∞
. Mas x /∈(∑

n
Xn

)
00

, portanto
(∑

n
Xn

)
00

não é um subespaço fechado de
(∑

n
Xn

)
∞

. Pela

Proposição 1.19,
(∑

n
Xn

)
00

não é um espaço de Banach.
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Definição 2.30 Seja 0 < p < ∞. Dizemos que uma sequência (xn)∞n=1 em
∞∏
n=1

Xn é

fortemente p-somável se
∞∑
n=1

‖xn‖pXn
< ∞. O conjunto das sequências fortemente p-

somáveis será denotado por
(∑

n
Xn

)
p
. Isto é,

(∑
n
Xn

)
p

:=

{
(xn)∞n=1 : xn ∈ Xn para todo n ∈ N e

∞∑
n=1

‖xn‖pXn
<∞

}
.

Proposição 2.31 Seja 0 < p < ∞. Então
(∑

n
Xn

)
p

é um espaço vetorial com as

operações usuais de sequências.

Demonstração. Sejam (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p

e α ∈ K. Vejamos primeiro o

caso quando 1 ≤ p <∞. Da desigualdade triangular da norma em Xn e pela Proposição

2.8 temos que

‖αxn + yn‖pXn
≤ (|α|‖xn‖Xn + ‖yn‖Xn)p

≤ 2p
(
|α|p‖xn‖pXn

+ ‖yn‖pXn

)
para todo n ∈ N.

Então,

∞∑
n=1

‖αxn + yn‖pXn
≤ 2p

(
∞∑
n=1

(
|α|p‖xn‖pXn

+ ‖yn‖pXn

))

= 2p

(
∞∑
n=1

|α|p‖xn‖pXn
+
∞∑
n=1

‖yn‖pXn

)
<∞.

Portanto (αxn + yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
.

Agora, quando 0 < p < 1, da desigualdade triangular da norma em Xn e pela

Proposição 2.9 temos que,

‖αxn + yn‖pXn
≤ (|α|‖xn‖Xn + ‖yn‖Xn)p

≤ |α|p‖xn‖pXn
+ ‖yn‖pXn

para todo n ∈ N.

Então,

∞∑
n=1

‖αxn + yn‖pXn
≤

∞∑
n=1

(
|α|p‖xn‖pXn

+ ‖yn‖pXn

)
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=
∞∑
n=1

|α|p‖xn‖pXn
+
∞∑
n=1

‖yn‖pXn
<∞.

Portanto (αxn + yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
. Assim, em ambos os casos,

(∑
n
Xn

)
p

é um

espaço vetorial. �

Proposição 2.32 Seja 1 ≤ p <∞. Então a função

‖ (xj)
∞
j=1 ‖p :=

(
∞∑
j=1

‖xj‖pXj

) 1
p

define uma norma em
(∑

n
Xn

)
p
.

Demonstração.

(N1) É claro que se (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
, então

(
∞∑
j=1

‖xj‖pXj

) 1
p

≥ 0.

(N2) Se ‖ (xj)
∞
j=1 ‖p = 0, então

0 ≤ ‖xn‖pXn
≤

∞∑
j=1

‖xj‖pXj
= 0 para todo n ∈ N.

Então, xn = 0 para todo n ∈ N. Portanto (xn)∞n=1 = 0.

(N3) Sejam (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p

e α ∈ K. Então

‖α (xj)
∞
j=1 ‖p =

(
∞∑
j=1

‖αxj‖pXj

) 1
p

=

(
∞∑
j=1

|α|p‖xj‖pXj

) 1
p

= |α|‖ (xj)
∞
j=1 ‖p.

(N4) Sejam (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
. Pela desigualdade triangular da norma ‖·‖Xj

,

temos

‖ (xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 ‖p =

(
∞∑
j=1

‖xj + yj‖pXj

) 1
p

≤

(
∞∑
j=1

(
‖xj‖Xj

+ ‖yj‖Xj

)p) 1
p

. (2.9)

Já que (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
, temos que

(
‖xn‖Xn

)∞
n=1

,
(
‖yn‖Xn

)∞
n=1
∈ `p.

32



Pela desigualdade de Minkowski 2.3 em `p, segue que

(
∞∑
j=1

(
‖xj‖Xj

+ ‖yj‖Xj

)p) 1
p

≤

(
∞∑
j=1

‖xj‖pXj

) 1
p

+

(
∞∑
j=1

‖yj‖pXj

) 1
p

. (2.10)

De (2.9) e (2.10) resulta que

‖ (xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 ‖p ≤ ‖ (xj)

∞
j=1 ‖p + ‖ (yj)

∞
j=1 ‖p.

�

Proposição 2.33 Seja 0 < p < 1. Então a função

‖ (xj)
∞
j=1 ‖p :=

(
∞∑
j=1

‖xj‖pXj

) 1
p

define uma p-norma em
(∑

n
Xn

)
p
.

Demonstração. Pela Proposição anterior, as condições (N1), (N2) e (N3) da Definição

2.4 são satisfeitas. Dados (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
, resta provar que

‖ (xn)∞n=1 + (yn)∞n=1 ‖
p
p ≤ ‖ (xn)∞n=1 ‖

p
p + ‖ (yn)∞n=1 ‖

p
p.

Pela Proposição 2.9,

‖ (xn)∞n=1 + (yn)∞n=1 ‖
p
p =

∞∑
n=1

‖xn + yn‖pXn
≤

∞∑
n=1

(
‖xn‖pXn

+ ‖yn‖pXn

)
=
∞∑
n=1

‖xn‖pXn
+
∞∑
n=1

‖yn‖pXn
= ‖ (xn)∞n=1 ‖

p
p + ‖ (yn)∞n=1 ‖

p
p.

�

Assim, para 0 < p < 1, a p-norma definida em
(∑

n
Xn

)
p

induz a métrica

d :
(∑

n
Xn

)
p
×
(∑

n
Xn

)
p
−→ R , d

(
(xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

‖xj − yj‖pXj
.

Proposição 2.34 Sejam 0 < p < ∞ e (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços de Banach.

Então
(∑

n
Xn

)
p

é um espaço de Banach se 1 ≤ p <∞, e p-Banach se 0 < p < 1.
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Demonstração. Note que a demonstração que faremos vale tanto para o caso normado

(p ≥ 1), quanto para o caso p-normado (0 < p < 1), pois no caso normado a métrica

é dada por d((xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1) = ‖ (xj)

∞
j=1 − (yj)

∞
j=1 ‖p e no caso p-normado é dada por

d((xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1) = ‖ (xj)

∞
j=1 − (yj)

∞
j=1 ‖

p
p. Suponha que, para cada n ∈ N, Xn é um

espaço de Banach. Seja
(
xk
)∞
k=1

qualquer sequência de Cauchy em
(∑

n
Xn

)
p
. Devemos

mostrar que existe y ∈
(∑

n
Xn

)
p

com lim
k−→∞

xk = y em
(∑

n
Xn

)
p
. Denotemos

xk =
(
xkj
)∞
j=1
∈
(∑

n
Xn

)
p
, para cada k ∈ N. Vejamos que fixado j ∈ N a sequência(

xkj
)∞
k=1

é uma sequência de Cauchy em Xj, e portanto convergente em Xj. De fato, já

que
(
xk
)∞
k=1

é uma sequência de Cauchy em
(∑

n
Xn

)
p

então dado ε > 0 existe um

k0 = k0(ε) tal que

‖xk − xr‖p < ε sempre que k, r ≥ k0,

isto é, (
∞∑
j=1

‖xkj − xrj‖
p
Xj

) 1
p

= ‖
(
xkj
)∞
j=1
−
(
xrj
)∞
j=1
‖p < ε sempre que k, r ≥ k0.

Já que ‖xkj − xrj‖Xj
≤ ‖

(
xki
)∞
i=1
− (xri )

∞
i=1 ‖p para todo j ∈ N, tem-se

‖xkj − xrj‖Xj
< ε sempre que k, r ≥ k0 e para todo j ∈ N.

Logo, para cada j ∈ N, a sequência
(
xkj
)∞
k=1

é de Cauchy em Xj e como Xj é completo,

existe lim
k−→∞

xkj = yj ∈ Xj. Assim formamos a sequência y = (yj)
∞
j=1, onde yj ∈ Xj para

cada j ∈ N. Resta provar que y ∈
(∑

n
Xn

)
p

e que lim
k−→∞

xk = y em
(∑

n
Xn

)
p
. Como

∞∑
j=1

‖xkj − xrj‖
p
Xj

= ‖xk − xr‖pp < εp sempre que k, r ≥ k0,

em particular, para todo m ∈ N tem-se

m∑
j=1

‖xkj − xrj‖
p
Xj
< εp sempre que k, r ≥ k0. (2.11)

Fixando k e fazendo r −→∞ na equação (2.11), segue da continuidade de ‖ · ‖Xj
que

m∑
j=1

‖xkj − yj‖
p
Xj
6 εp sempre que k ≥ k0, e para todo m ∈ N. (2.12)
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Agora, fazendo m −→∞ na equação (2.12) temos

‖xk − y‖p =

(
∞∑
j=1

‖xkj − yj‖
p
Xj

) 1
p

6 ε sempre que k ≥ k0. (2.13)

Em particular, para k = k0, obtemos

xk0 − y = (xk0j )∞j=1 − (yj)
∞
j=1 = (xk0j − yj)∞j=1 ∈

(∑
n
Xn

)
p

Já que
(∑

n
Xn

)
p

é um espaço vetorial, resulta que y = xk0 − (xk0 − y) ∈
(∑

n
Xn

)
p

e

pela equação (2.13), conclúımos que xk
k−→ y em

(∑
n
Xn

)
p
.

�

Proposição 2.35 Se 0 < p < q, então
(∑

n
Xn

)
p
⊆
(∑

n
Xn

)
q
. Além disso

‖ (xn)∞n=1 ‖q ≤ ‖ (xn)∞n=1 ‖p

para toda sequência (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
, isto é, a aplicação inclusão

(∑
n
Xn

)
p
↪→(∑

n
Xn

)
q

é cont́ınua.

Demonstração. Seja (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p

com ‖ (xn)∞n=1 ‖p = 1. Então∑∞

n=1
‖xn‖pXn

= 1 e segue que

‖xn‖pXn
≤

∞∑
j=1

‖xj‖pXj
= 1 para todo n ∈ N. (2.14)

Como p < q, temos ‖xn‖qXn
≤ ‖xn‖pXn

, para todo n ∈ N. Logo

∞∑
n=1

‖xn‖qXn
≤

∞∑
n=1

‖xn‖pXn
= 1, ou seja, ‖ (xn)∞n=1 ‖q ≤ 1. (2.15)

Portanto (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
q

e ‖ (xn)∞n=1 ‖q ≤ ‖ (xn)∞n=1 ‖p.

Seja agora x = (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
p
− {0} e considere

x

‖x‖p
. Por (2.15), temos

∥∥∥∥ x

‖x‖p

∥∥∥∥
q

≤ 1.
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Portanto (xn)∞n=1 ∈
(∑

n
Xn

)
q

e pela homogeneidade da norma (p-norma), temos que

‖ (xn)∞n=1 ‖q ≤ ‖ (xn)∞n=1 ‖p. Quando x = 0, temos ‖x‖q = 0 e vale a igualdade. �

Proposição 2.36 Seja 0 < p < q <∞. Então(∑
n
Xn

)
00
⊆
(∑

n
Xn

)
p
⊆
(∑

n
Xn

)
q
⊆
(∑

n
Xn

)
0
⊆
(∑

n
Xn

)
∞
.

Demonstração. Todas as inclusões são triviais, exceto a que já foi provada na

Proposição 2.35. �

Observação 2.37 Um subconjunto de
(∑

n
Xn

)
p

que estaremos particularmente

interessado é
⋃

0<q<p

(∑
n
Xn

)
q
. Denotaremos tal subconjunto por

(∑
n
Xn

)−
p

.

Proposição 2.38 Se 0 < p < ∞, então
(∑

n
Xn

)−
p

é um subespaço vetorial de(∑
n
Xn

)
p
.

Demonstração. O fato que
⋃

0<q<p

(∑
n
Xn

)
q
⊆
(∑

n
Xn

)
p

segue diretamente da

Proposição 2.35. Pelas Proposições 2.31 e 1.16, segue que
⋃

0<q<p

(∑
n
Xn

)
q

é um espaço

vetorial. �

Proposição 2.39 Se 0 < p < ∞, então
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p

é um subespaço vetorial de(∑
n
Xn

)
0
.

Demonstração. O fato que
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p
⊆
(∑

n
Xn

)
0

segue diretamente da

Proposição 2.36. Pelas Proposições 2.36 e 1.16, segue que
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p

é um espaço

vetorial. �

Observação 2.40 Seja X um espaço de Banach. Quando Xn = X, para todo n ∈ N,
obtemos alguns casos clássicos de espaços de sequências vetoriais como `p(X), c0(X),

`∞(X), `−p (X) e
⋃
p>0

`p(X). Esses espaços serão explorados no próximo caṕıtulo.
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2.3 Espaços de Fréchet de sequências vetoriais

Definição 2.41 Sejam (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços de Banach e 1 6 p < ∞.

Definimos (∑
n
Xn

)+

p
:=
⋂
q>p

(∑
n
Xn

)
q
.

Proposição 2.42
(∑

n
Xn

)+

p
é um espaço vetorial com as operações usuais de

sequências .

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 1.15. �

Vejamos que podemos expressar
(∑

n
Xn

)+

p
como uma interseção enumerável de

subespaços.

Proposição 2.43 Sejam (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços normados e 1 ≤ p < ∞.

Então (∑
n
Xn

)+

p
=
⋂
k∈N

(∑
n
Xn

)
pk

onde (pk)
∞
k=1 é qualquer sequência decrescente de escalares convergindo para p.

Demonstração. Seja (pk)
∞
k=1 qualquer sequência decrescente convergindo para p. Então

pk
k−→ p = inf

k∈N
{pk}. Logo p ≤ pk, para todo k ∈ N. Claramente

(∑
n
Xn

)+

p
⊆
⋂
k∈N

(∑
n
Xn

)
pk
.

Para a inclusão contrária, seja x ∈
⋂
k∈N

(∑
n
Xn

)
pk

. Para qualquer q > p = inf
k∈N
{pk},

existe k0 ∈ N tal que p ≤ pk0 < q. Pela Proposição 2.35, temos que x ∈
(∑

n
Xn

)
pk0

⊆(∑
n
Xn

)
q
. Assim ⋂

k∈N

(∑
n
Xn

)
pk
⊂
(∑

n
Xn

)+

p
.

�

Proposição 2.44 Sejam (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços normados e q > p ≥ 1. Se

Xn 6= {0}, para cada n ∈ N, então valem e são estritas as inclusões:(∑
n
Xn

)
p
⊂
(∑

n
Xn

)+

p
⊂
(∑

n
Xn

)
q
.
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Demonstração. Pela Proposição 2.36 valem as inclusões. Vejamos que são estritas.

Seja xn ∈ Xn com ‖xn‖Xn = 1, para cada n ∈ N, e considere a sequência

x =

(
1

n1/p
xn

)∞
n=1

.

Então x ∈
(∑

n
Xn

)+

p
−
(∑

n
Xn

)
p
, de fato:

• ‖x‖rr =
∞∑
n=1

∥∥∥∥ 1

n1/p
xn

∥∥∥∥r
Xn

=
∞∑
n=1

1

n
r
p

‖xn‖rXn
=

∞∑
n=1

1

n
r
p

< ∞, para todo r > p, implica

que x ∈
(∑

n
Xn

)+

p
.

• ‖x‖pp =
∞∑
n=1

∥∥∥∥ 1

n1/p
xn

∥∥∥∥p
Xn

=
∞∑
n=1

1

n
‖xn‖pXn

=
∞∑
n=1

1

n
=∞, implica que x /∈

(∑
n
Xn

)
p
.

Para a segunda inclusão, seja p < r < q e considere a sequência y =

(
1

n1/r
xn

)∞
n=1

.

Então y ∈
(∑

n
Xn

)
q
−
(∑

n
Xn

)
r
, de fato:

• ‖y‖qq =
∞∑
n=1

∥∥∥∥ 1

n1/r
xn

∥∥∥∥q
Xn

=
∞∑
n=1

1

n
q
r

‖xn‖qXn
=
∞∑
n=1

1

n
q
r

<∞, pois 1 <
q

r
.

•
∞∑
n=1

∥∥∥∥ 1

n1/r
xn

∥∥∥∥p
Xn

=
∞∑
n=1

1

n
p
r

‖xn‖pXn
=
∞∑
n=1

1

n
p
r

=∞, pois
p

r
< 1.

Como
(∑

n
Xn

)+

p
⊂
(∑

n
Xn

)
r
, segue que y ∈

(∑
n
Xn

)
q
−
(∑

n
Xn

)+

p
. �

Proposição 2.45 Seja T a topologia em
(∑

n
Xn

)+

p
definida pela famı́lia de normas

P = {‖ · ‖q : q > p}. Então

((∑
n
Xn

)+

p
, T
)

é um espaço de Fréchet.

Demonstração. Pela definição de T , segue que ela é localmente convexa. É fácil ver

que a famı́lia {‖ · ‖pk : k ∈ N}, onde (pk) é qualquer sequência decrescente convergindo

para p, também gera T . Logo segue da Proposição 1.58 que T é metrizável. Só falta

provar que o espaço é completo. Seja (xn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em
(∑

n
Xn

)+

p
.

Pelo Corolário 1.54 e pela Proposição 1.55, dados q > p e ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

xm − xn ∈ Uq,ε, sempre que m,n ≥ n0, ou seja,

‖xm − xn‖q < ε sempre que m,n ≥ n0.
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Logo (xn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy em
(∑

n
Xn

)
q
, e já que este espaço é de Banach

existe xq ∈
(∑

n
Xn

)
q

tal que lim
n→∞

xn = xq em
(∑

n
Xn

)
q
. Como q > p é arbitrário,

para q′ > p, segue que existe xq
′ ∈

(∑
n
Xn

)
q′

tal que lim
n→∞

xn = xq
′

em
(∑

n
Xn

)
q′

.

Como ou
(∑

n
Xn

)
q
⊂
(∑

n
Xn

)
q′

ou
(∑

n
Xn

)
q′
⊂
(∑

n
Xn

)
q

e as inclusões são

cont́ınuas (veja Proposição 2.35), segue da unicidade do limite que xq = x′q, ou seja, o

limite da sequência (xn)∞n=1 independe do q > p. Assim, existe x ∈
(∑

n
Xn

)
q
, para todo

q > p tal que xn → x em
(∑

n
Xn

)
q
. Da Proposição 1.55, segue que xn → x na topologia

de
(∑

n
Xn

)+

p
. Isto mostra que

(∑
n
Xn

)+

p
é completo. �

Observação 2.46 Quando Xn = K para todo n ∈ N, o espaço
(∑

n
Xn

)+

p
coincide com

o espaço classico `+
p =

⋂
q>p

`q introduzido por Metafune e Moscatelli em [26].
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CAPÍTULO 3

APLICAÇÃO DA TÉCNICA DO VETOR

MÃE EM ESPAÇOS DE SEQUÊNCIAS

Neste caṕıtulo estamos interessados em estudar a espaçabilidade de alguns conjuntos de

sequências estudados no caṕıtulo anterior. Os teoremas principais deste caṕıtulo estão

baseados nos artigos [3, 7] [3, 7]. Iniciaremos relembrando os conceitos de lineabilidade e

espaçabilidade.

Definição 3.1 Sejam E um espaço vetorial topológico, A um subconjunto não vazio de

E e µ um número cardinal.

(a) A é dito µ-lineável se A ∪ {0} contém um subespaço vetorial de dimensão µ.

(b) A é dito µ-espaçável se A∪{0} contém um subespaço vetorial fechado de dimensão

µ.

(c) A é dito maximal espaçável se dim(E) = µ e A é µ-espaçável.

Usualmente o conjunto A é dito lineável (resp. espaçável), se o subespaço contido nele é

de dimensão infinita (resp. de dimensão infinita e fechado), mas sem se preocupar com o

“tamanho”dessa dimensão.

Observação 3.2 Observe que, se estivermos só com espaços vetoriais, sem nenhuma

topologia em E, a noção de lineabilidade ainda é válida. É claro que espaçabilidade

implica lineabilidade.

Conforme o t́ıtulo deste trabalho indica, estamos interessados em estudar lineabilidade

e espaçabilidade utilizando uma técnica que ficou conhecida como técnica do vetor mãe.
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3.1 O uso da técnica em conjuntos de sequências

Definição 3.3 Sejam X um espaço de Banach e (Xi)i∈I uma famı́lia de espaços de

Banach. Dizemos que a famı́lia (Xi)i∈I contém cópias isomorfas de X uniformemente

se existe δ > 0 e uma famı́lia de isomorfismos sobre sua imagem Ri : X −→ Xi tais que

sup
i∈I
{‖Ri‖, ‖R−1

i ‖} ≤ δ.

Observação 3.4 Em vários resultados de espaçabilidade em conjuntos de sequências

deste caṕıtulo, aparecerá no enunciado dos teoremas que os conjuntos são(
dim

(
T (`1 (X))

))
-espaçável. Note que dim `1(X) = dim `p(X), para todo p > 0, pois

nesse caso, dimensão e cardinalidade coincidem. Esse T que aparece, na verdade será um

operador linear injetor que será constrúıdo nas demonstrações. Logo, da injetividade de

T , T (`1 (X)) (ou T (`p (X))) é um espaço vetorial com a mesma cardinalidade que `1 (X).

Quando X é um espaço de Banach de dimensão infinita e a cardinalidade de X não é um

cardinal cofinal, é posśıvel provar dim(`1 (X)) = dimX e que dimX = dim
(
T (`p (X))

)
.

Nesses casos, nos enunciados dos resultados apareceria apenas dimX-espaçável. Como

o assunto de cofinalidade foge do escopo deste trabalho, não entraremos em detalhes

destes fatos. Mas apenas para ilustrar, para espaços de Banach X cuja cardinalidade é

c, 2c, 22c , . . . , os enunciados valeriam com dimX-espaçável.

Teorema 3.5 Seja (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços de Banach que contém uma

subsequência de cópias isomorfas uniformemente do espaço de Banach de dimensão

infinita X. Então:

(a)
(∑

n
Xn

)
p
−
(∑

n
Xn

)−
p

é
(

dim
(
T (`1 (X))

))
-espaçável, para todo 0 < p <∞.

(b)
(∑

n
Xn

)
0
−
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p

é
(

dim
(
T (`1 (X))

))
-espaçável .

Demonstração.

(a) Mostraremos que
(∑

n
Xn

)
p
−
(∑

n
Xn

)−
p

contém um subespaço (exceto pelo

vetor nulo) de dimensão igual a dim
(
T (`1 (X))

)
.

Sem perda de generalidade assumiremos que a sequência (Xn)∞n=1 contém cópias isomorfas

uniformemente de X, ou seja, existe δ > 0 e uma sequência de isomorfismos sobre sua

imagem Rn : X −→ Xn tal que sup
n∈N
{‖Rn‖, ‖R−1

n ‖} ≤ δ.

Passo 1. A Proposição 2.38 garante que
(∑

n
Xn

)−
p
⊆
(∑

n
Xn

)
p
. Pela Proposição

2.17 considere ξ = (ξj)
∞
j=1 ∈ `p−

⋃
0<q<p

`q (este é o vetor mãe). Decomponha N como uma

união enumerável de conjuntos infinitos e disjuntos dois a dois (uma decomposição é dada,
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por exemplo, na Proposição 1.13). Assim, para i ∈ N, denote por Ni = {i1 < i2 < . . .} os

subconjuntos de tal decomposição. Chame de (en)∞n=1 os vetores unitários canônicos do

espaço das sequências de escalares. Defina

yi =
∞∑
j=1

ξjeij ∈ KN para cada i ∈ N, (3.1)

isto é,

yi =

0, . . . , 0, ξ1︸︷︷︸
posição i1

, 0, . . . , 0, ξ2︸︷︷︸
posição i2

, 0, . . . , 0, ξ3︸︷︷︸
posição i3

, 0, . . . , 0, ξj︸︷︷︸
posição ij

, 0, . . .

 . (3.2)

Já que ‖yi‖r = ‖ξ‖r para todo r > 0, então yi ∈ `p −
⋃

0<q<p

`q, para todo i ∈ N.

Para x = (xn)∞n=1 ∈ KN e w ∈ X definimos,

x⊗ w := (xnRn(w))∞n=1 ∈
∞∏
n=1

Xn, (3.3)

É fácil ver que, para todos w,w1, w2 ∈ X e λ ∈ K valem as propriedades

x⊗ (w1 + w2) = x⊗ w1 + x⊗ w2 e λ(x⊗ w) = x⊗ (λx), (3.4)

as quais justificam o uso do śımbolo ⊗ do produto tensorial.

Passo 2. Considere s̃ = 1 se p ≥ 1 e s̃ = p se 0 < p < 1. Defina a seguinte aplicação:

T : `s̃(X) −→
(∑

n
Xn

)
p
, T ((wj)

∞
j=1) =

∞∑
j=1

yj ⊗ wj.

Mostraremos que esta aplicação está bem definida. Ainda mais, é um operador linear

injetivo. De fato seja (wj)
∞
j=1 ∈ `s̃(X). Como yj ⊗ wj ∈

∞∏
n=1

Xn para cada j ∈ N, mais

precisamente,

yj ⊗ wj =

0, . . . , 0, ξ1Rj1(wj)︸ ︷︷ ︸
posição j1

, 0, . . . , 0, ξ2Rj2(wj)︸ ︷︷ ︸
posição j2

, 0, . . . , 0, ξkRjk(wj)︸ ︷︷ ︸
posição jk

, 0, . . .

 . (3.5)
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Já que

‖yj ⊗ wj‖p =

(
∞∑
k=1

‖ξkRjk(wj)‖pXjk

) 1
p

=

(
∞∑
k=1

|ξk|p.‖Rjk(wj)‖pXjk

) 1
p

≤

(
∞∑
k=1

|ξk|p.‖Rjk‖p.‖wj‖
p
X

) 1
p

≤ δ‖wj‖X .‖ξ‖p <∞,

segue que yj ⊗ wj ∈
(∑

n
Xn

)
p
, para cada j ∈ N. Além disso

∞∑
j=1

‖yj ⊗ wj‖s̃p ≤
∞∑
j=1

(δ‖wj‖X .‖ξ‖p)s̃ = δs̃‖ξ‖s̃p · ‖(wj)∞j=1‖s̃s̃ <∞.

Por conseguinte
∞∑
j=1

‖yj ⊗ wj‖p <∞ se p > 1 e
∞∑
j=1

‖yj ⊗ wj‖s̃p <∞ se 0 < p < 1. Como(∑
n
Xn

)
p

é um espaço de Banach se p > 1 (p-Banach se 0 < p < 1), segue da Proposição

1.22 (Proposição 2.6 se 0 < p < 1) que a série
∞∑
j=1

yj ⊗ wj converge em
(∑

n
Xn

)
p
. Isto

garante a boa definição de T .

Vejamos que T é linear. De fato, sejam (xn)∞n=1 , (zn)∞n=1 ∈ `s̃(X) e α ∈ K. Então

T (α (xn)∞n=1 + (zn)∞n=1) = T ((αxn + zn)∞n=1) =
∞∑
n=1

(yn ⊗ (αxn + zn))

e das definições dadas em (3.4) temos

∞∑
n=1

(yn ⊗ (αxn + zn)) =
∞∑
n=1

(α (yn ⊗ xn) + yn ⊗ zn)

= α

∞∑
n=1

yn ⊗ xn +
∞∑
n=1

yn ⊗ zn = αT (xn)∞n=1 + T (zn)∞n=1 .

(3.6)

Portanto T é linear. Vejamos agora que T é injetivo. Seja (xn)∞n=1 ∈ `s̃(X) tal que

T ((xn)∞n=1) = 0. Observe que

T ((xn)∞n=1) = 0 ⇔
∞∑
n=1

yn ⊗ xn = (0, 0, . . .)

⇔ ξkRnk
(xn) = 0, para todo n, k ∈ N.

Como (ξj)
∞
j=1 ∈ `p −

⋃
0<q<p

`q, existe k0 (na verdade, uma infinidade de ı́ndices) tal que
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ξk0 6= 0. Logo, Rnk0
(xn) = 0, para todo n ∈ N. Como Rnk0

é isomorfismo segue que

xn = 0, para todo n ∈ N. Portanto (xn)∞n=1 = 0 e isto implica que T é injetivo. Dessa

injetividade, segue que T (`s̃(X)) é um subespaço de
(∑

n
Xn

)
p

de mesma dimensão que

`s̃(X). Pela Proposição 1.45, segue que T (`s̃(X)) é um subespaço fechado de
(∑

n
Xn

)
p
.

Passo 3. Resta mostrar que

T (`s̃(X))− {0} ⊆
(∑

n
Xn

)
p
−
⋃

0<q<p

(∑
n
Xn

)
q
.

Seja z = (zn)∞n=1 ∈ T (`s̃(X)), z 6= 0. Usando a caracterização de fecho por sequências,

existem sequências
(
w

(k)
i

)∞
i=1
∈ `s̃(X), k ∈ N, tais que

lim
k−→∞

T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
= z em

(∑
n
Xn

)
p
.

Note que, para cada k ∈ N, temos

T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
=
∞∑
i=1

yi ⊗ w(k)
i =

∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

ξjeij

)
⊗ w(k)

i =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ξjeij ⊗ w
(k)
i .

Dáı, para cada i, j ∈ N, a ij-ésima coordenada de T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
é

ξjRij

(
w

(k)
i

)
. (3.7)

Já que z = (zn)∞n=1 6= 0 então existe um r ∈ N tal que zr 6= 0. Como N =
∞⋃
j=1

Nj, então

existem únicos m, t ∈ N tais que mt = r. Assim, para cada k ∈ N, por (3.7) temos que a

r-ésima coordenada de T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
é ξtRr

(
w(k)
m

)
. Já que a convergência em

(∑
n
Xn

)
p

implica em convergência em cada coordenada, temos que zr = lim
k−→∞

ξtRr

(
w(k)
m

)
. Como

zr 6= 0, segue que ξt 6= 0 e já que Rr : X → Xr é um isomorfismo sobre sua imagem e X

é completo, segue que Rr(X) = Rr(X). Assim

zr = lim
k−→∞

ξtRr(w
(k)
m ) = ξt · lim

k−→∞
Rr(w

(k)
m ) ∈ Rr(X) = Rr(X).

Da continuidade de R−1, temos

R−1
r (zr) = R−1

r

(
ξt. lim

k−→∞
Rr

(
w(k)
m

))
= ξtR

−1
r

(
lim
k−→∞

Rr

(
w(k)
m

))
= ξt lim

k−→∞
(R−1

r Rr)
(
w(k)
m

)
= ξt lim

k−→∞
w(k)
m .

(3.8)
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Denotemos

αm := lim
k−→∞

w(k)
m =

R−1
r (zr)

ξt
6= 0.

Novamente de (3.7) segue que, para j, k ∈ N, a mj-ésima coordenada de T
(

(w
(k)
i )
)∞
i=1

é

ξjRmj
(w(k)

m ). Por outro lado,

lim
k−→∞

ξjRmj
(w(k)

m ) = ξj. lim
k−→∞

Rmj
(w(k)

m ) = ξjRmj

(
lim
k−→∞

w(k)
m

)
= ξjRmj

(αm) (3.9)

para cada j ∈ N. Pela convergência em cada coordenada temos

lim
k−→∞

ξjRmj
(w(k)

m ) = zmj
. (3.10)

Então segue de (3.9) e (3.10), e da unicidade do limite em Xmj
que

zmj
= ξjRmj

(αm) , para todo j ∈ N.

Lembre que m está fixo, pois foi escolhido, satisfazendo mt = r ∈ Nm. Assim
(
zmj

)∞
j=1

é uma subsequência de (zn)∞n=1 Finalmente, veremos que z /∈
(∑

n
Xn

)−
p

. Para todo

0 < q < p, temos que

∞∑
n=1

‖zn‖qXn
≥

∞∑
j=1

‖zmj
‖qXmj

=
∞∑
j=1

|ξj|q.‖Rmj
(αm)‖qXmj

. (3.11)

Da continuidade de R−1
mj

temos

‖αm‖X =
∥∥∥(R−1

mj
◦Rmj

)
(αm)

∥∥∥
X
≤ ‖R−1

mj
‖‖Rmj

(αm)‖X ,

donde segue que
‖αm‖qX
‖R−1

mj
‖q
≤ ‖Rmj

(αm)‖qX para todo j ∈ N. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), temos

∞∑
n=1

‖zn‖qXn
≥

∞∑
j=1

|ξj|q.‖Rmj
(αm)‖qXmj

≥
∞∑
j=1

|ξj|q
‖αm‖qX
‖R−1

mj
‖q
≥ 1

δq
.‖αm‖qX .(‖ξ‖q)

q =∞.
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Logo z /∈
⋃

0<q<p

(∑
n
Xn

)
q
, portanto,

T (`s̃(X))− {0} ⊆
(∑

n
Xn

)
p
−
⋃

0<q<p

(∑
n
Xn

)
q
,

como queŕıamos demonstrar.

(b) A demonstração segue a mesma linha de (a), por isso usaremos a mesma notação e

focaremos apenas nos detalhes diferentes. Mostraremos que
(∑

n
Xn

)
0
−
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p

contém, exceto pelo vetor nulo, um subespaço fechado de dimensão infinita, mais

precisamente, de dimensão igual a dim
(
T (`1(X))

)
.

Passo 1. Pela Proposição 2.18, podemos considerar ξ = (ξj)
∞
j=1 ∈ c0 −

⋃
p>0

`p. Definindo

yi =
∞∑
j=1

ξjeij ∈ KN,

é claro que yi ∈ c0 −
⋃
p>0

`p, para cada i ∈ N.

Paso 2. Defina

T : `1(X) −→
(∑

n
Xn

)
0
, T ((wj)

∞
j=1) =

∞∑
j=1

yj ⊗ wj,

onde a notação ⊗ é a mesma dada em (a). Vejamos que T está bem definida. Para

(wj)
∞
j=1 ∈ `1(X) temos que yj ⊗ wj ∈

(∑
n
Xn

)
0

para cada j ∈ N. De fato,

‖yj ⊗ wj‖Xjk
= |ξk|‖Rjk(wj)‖Xjk

≤ |ξk|‖Rjk‖‖wj‖X ≤ δ‖wj‖X |ξk|. (3.13)

Como ξ ∈ c0, fazendo k → ∞ em (3.13), segue que yj ⊗ wj ∈
(∑

n
Xn

)
0

para cada

j ∈ N, e

‖yj ⊗ wj‖∞ = sup
k∈N
‖ξkRjk(wj)‖Xjk

= sup
k∈N
|ξk|‖Rjk‖‖wj‖X

≤ δ‖wj‖X sup
k∈N
|ξk| <∞.

Além disso

∞∑
j=1

‖yj ⊗ wj‖∞ 6
∞∑
j=1

(δ‖wj‖X sup
k∈N
|ξk|) = δ‖ξ‖∞‖ (wj)

∞
j=1 ‖ <∞.
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Portanto segue da Proposição 1.22 que a série
∞∑
j=1

yj ⊗wj converge em
(∑

n
Xn

)
0
. Logo

a aplicação T está bem definida e a linearidade e injetividade são análogas ao caso (a).

Paso 3. Mostraremos que

T (`1(X))− {0} ⊆
(∑

n
Xn

)
0
−
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p
.

Seja z = (zn)∞n=1 ∈ T (`1(X))− {0} e considere sequências
(
w

(k)
i

)∞
i=1
∈ `1(X), k ∈ N, tais

que

lim
k−→∞

T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
= z em

(∑
n
Xn

)
0
.

Já que z = (zn)∞n=1 6= 0, então existe r ∈ N tal que zr 6= 0. Sejam m, t ∈ N tais que mt = r.

Temos que a r-ésima coordenada de T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
é ξtRr

(
w(k)
m

)
. Como convergência em(∑

n
Xn

)
0

implica em convergência em cada coordenada, temos zr = lim
k−→∞

ξtRr

(
w(k)
m

)
.

Como zr 6= 0, segue que ξt 6= 0 e

zr = lim
k−→∞

ξtRr(w
(k)
m ) = ξt lim

k−→∞
Rr(w

(k)
m ) ∈ Rr(X) = Rr(X).

Denote

αm := lim
k−→∞

w(k)
m =

R−1
r (zr)

ξt
6= 0.

Da mesma forma que feito em (a), obtemos

zmj
= ξjRmj

(αm)

e

‖Rmj
(αm)‖ ≥ ‖αm‖

q

‖R−1
mj
‖q
, para todo j ∈ N. (3.14)

Além disso, para todo p > 0, temos que

∞∑
n=1

‖zn‖pXn
≥

∞∑
j=1

‖zmj
‖pXmj

=
∞∑
j=1

|ξj|p.‖Rmj
(αm)‖pXmj

.

Por (3.14) temos,

∞∑
j=1

|ξj|p.‖Rmj
(αm)‖pXmj

≥
∞∑
j=1

|ξj|p
‖αm‖pX
‖R−1

mj
‖p
≥ 1

δp
.‖αm‖pX .(‖ξ‖p)

p =∞
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Portanto z /∈
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p

e assim

T (`1(X))− {0} ⊆
(∑

n
Xn

)
0
−
⋃
p>0

(∑
n
Xn

)
p
.

�

Teorema 3.6 Seja (Xn)∞n=1 uma sequência de espaços de Banach que tem uma

subsequência contendo cópias isomorfas uniformemente do espaço de Banach X de

dimensão infinita. Então
(∑

n
Xn

)+

p
−
(∑

n
Xn

)
p

é dim
(
T (`1(X))

)
-espaçável.

Demonstração. A prova segue os mesmos passos da demonstração do Teorema 3.5.

A principal diferença é que aqui a topologia em
(∑

n
Xn

)+

p
é a topologia localmente

convexa gerada pela famı́lia de normas. Nesta demonstração, quando escrevermos como

antes significará como na demonstração do Teorema 3.5. Sem perda de generalidade

como antes assumiremos que a sequência (Xn)∞n=1 contém cópias isomorfas uniformemente

de X. A Proposição 2.44 garante que
(∑

n
Xn

)+

p
−
(∑

n
Xn

)
p
6= ∅, seja então

ξ = (ξj)
∞
j=1 ∈ `+

p − `p (este é o vetor mãe). Decomponha N e defina yj ∈ KN, j ∈ N, como

antes. Já que ‖yj‖r = ‖ξ‖r para cada r > 0, temos que yj ∈ `+
p − `p, para cada j ∈ N.

Considere

T : `1(X) −→
(∑

n
Xn

)+

p
, T ((wj)

∞
j=1) =

∞∑
j=1

yj ⊗ wj,

onde yj ⊗ wj é definido como antes. Vejamos que T está bem definida, é linear e

injetivo. De fato, seja (wj)
∞
j=1 ∈ `1(X). Mostraremos que a série

∞∑
j=1

yj ⊗ wj converge

em
(∑

n
Xn

)+

p
, onde yj ⊗ wj foi definido como antes. Considere a sequência de somas

parciais sn =
n∑
j=1

yj ⊗ wj. Para qualquer q > p fixo, vejamos que yj ⊗ wj ∈
(∑

n
Xn

)
q

para cada j ∈ N. De fato como antes

‖yj ⊗ wj‖q =

(
∞∑
k=1

‖ξkRjk(wj)‖qXjk

) 1
q

=

(
∞∑
k=1

|ξk|q.‖Rjk(wj)‖qXjk

) 1
q

≤

(
∞∑
k=1

|ξk|q.‖Rjk(wj)‖q.‖wj‖qX

) 1
q

≤ δ‖wj‖X .‖ξ‖q <∞.
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Além disso,

n∑
j=1

‖yj ⊗ wj‖q ≤
∞∑
j=1

δ‖ξ‖q‖wj‖X = δ‖ξ‖q‖(wj)∞j=1‖1 <∞

para cada n ∈ N. Logo
∞∑
j=1

‖yj ⊗ wj‖q < ∞. Como
(∑

n
Xn

)
q

é um espaço de

Banach, segue da Proposição 1.22 que existe Sq ∈
(∑

n
Xn

)
q

tal que Sq = lim
n−→∞

sn

em
(∑

n
Xn

)
q
. Como q > p foi tomado arbitrário, então utilizando o mesmo racioćınio

da demonstração da Proposição 2.45, segue que Sq independe de q, ou seja, chamando tal

limite de S, segue que S = lim
n−→∞

sn em
(∑

n
Xn

)
q
, para todo q > p. Pela Proposição 1.55,

segue que S = lim
n−→∞

sn em
(∑

n
Xn

)+

p
. Portanto,

∞∑
j=1

yj ⊗ wj converge em
(∑

n
Xn

)+

p
,

dáı a aplicação T está bem definida. Também, como antes T é linear e injetivo.

Só falta mostrar que

T (`1(X))− {0} ⊆
(∑

n
Xn

)+

p
−
(∑

n
Xn

)
p
.

Seja z = (zn)∞n=1 ∈ T (`1(X)), z 6= 0. Então existem sequências
(
w

(k)
i

)∞
i=1
∈ `1(X), k ∈ N,

tais que

lim
k−→∞

T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
= z em

(∑
n
Xn

)+

p

Já que a topologia de
(∑

n
Xn

)+

p
é gerada pelas normas ‖ · ‖q, q > p, pela Proposição

1.55, para todo q > p temos que

lim
k−→∞

∥∥∥T ((w(k)
i

)∞
i=1

)
− z
∥∥∥
q

= 0.

Note que como antes, tomando r ∈ N tal que zr 6= 0 e considerando m, t ∈ N tais que

mt = r, segue que a r-ésima coordenada de T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
é ξtRr

(
w(k)
m

)
e utilizando a

convergência em cada coordenada, temos que zr = lim
k−→∞

ξtRr

(
w(k)
m

)
. Como antes, temos

que ξt 6= 0, zr ∈ Rr(X) = Rr(X) e

αm := lim
k−→∞

w(k)
m =

R−1
r (zr)

ξt
6= 0.

Além disso, a mj-ésima coordenada de T
((
w

(k)
i

)∞
i=1

)
é ξjRmj

(w(k)
m ) e fazendo os cálculos
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como antes, obtemos

zmj
= ξjRmj

(αm)

e

‖Rmj
(αm)‖pX ≥

‖αm‖p

‖R−1
mj
‖p

para todo j ∈ N. (3.15)

Finalmente, temos que

∞∑
n=1

‖zn‖pXn
≥

∞∑
j=1

‖zmj
‖pXmj

=
∞∑
j=1

|ξj|p · ‖Rmj
(αm)‖pXmj

.

e substituindo (3.15) obtemos

∞∑
j=1

|ξj|p · ‖Rmj
(αm)‖pXmj

≥
∞∑
j=1

|ξj|p
‖αm‖pX
‖R−1

mj
‖p
≥ 1

δq
· ‖αm‖pX · ‖ξ‖

p
p =∞.

Portanto,

T (`1(X))− {0} ⊆
(∑

n
Xn

)+

p
−
(∑

n
Xn

)
p
.

�

Finalizamos este caṕıtulo com um resultado.

Corolário 3.7 Seja X um espaço de Banach. Então:

(a) `p(X)− `p(X)− é espaçável, para todo 0 < p <∞.

(b) c0(X)−
⋃
p>0

`p(X) é espaçável.

(c) `p(X)+ − `p(X) é espaçável, para todo 1 ≤ p <∞.

Demonstração. As demonstrações dos três ı́tens seguem diretamente dos Teoremas 3.5

e 3.6, bastando para isso tomar Xn = X e o isomorfismo Rn como sendo a identidade,

para todo n ∈ N. �
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CAPÍTULO 4

APLICAÇÃO DA TÉCNICA DO VETOR

MÃE EM CONJUNTOS DE FUNÇÕES

MENSURÁVEIS

Neste caṕıtulo estamos interessados em estudar a espaçabilidade de um certo subconjunto

do espaço das funções mensuráveis p-integráveis, 0 < p < ∞. Cabe ressaltar que, para

p = ∞, não vale o resultado de espaçabilidade no contexto que abordaremos (veja [5,

Theorem 3.3]). No caso p =∞ vale a lineabilidade, exatamente como faremos no Teorema

4.5. O teorema principal deste caṕıtulo está baseado no artigo [8]. Começaremos com

algumas definições e resultados preliminares.

4.1 Espaços Lp[0, 1] e resultados preliminares

Definição 4.1 Dado 0 < p < ∞, denotamos por Lp[0, 1] , ou somente Lp o espaço das

funções f : [0, 1]→ R mensuráveis e p-integráveis, isto é,

Lp[0, 1] = {f : [0, 1] −→ R : f é mensurável e

∫
|f |p <∞}.

Apesar de estarmos escrevendo f ∈ Lp[0, 1] na verdade estamos considerando a classe de

equivalência [f ] de todas as funções que são iguais a f quase sempre. Relembre que f = g

quase sempre (ou q.s.) se são iguais exceto em um subconjunto de [0, 1] de medida nula.
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Para 1 ≤ p <∞, Lp[0, 1] é um espaço de de Banach com a norma usual

‖f‖Lp =

(∫
|f |p
) 1

p

.

Para 0 < p < 1, ‖ · ‖Lp é uma p-norma que torna Lp[0, 1] um espaço p-Banach.

Definição 4.2 Sejam (X,Σ, µ) um espaço de medida, f, g, fn : X → R, n ∈ N. Diz- se

que:

(a) f é igual a g µ-quase sempre se existe A ∈ Σ tal que µ(A) = 0 e f(x) = g(x) para

todo x ∈ A{. Neste caso escreve-se f = g µ-quase sempre ou f = g µ-q.s.

(b) (fn)∞n=1 converge para f µ-quase sempre se existe A ∈ Σ tal que µ(A) = 0 e

fn(x) → f(x) para todo x ∈ A{. Neste caso escreve-se fn(x) → f(x) µ-quase

sempre ou f = g µ-q.s. ou f = lim
n
fn µ-q.s.

Proposição 4.3 Se fn → f em L1[0, 1], então existe uma subsequência
(
fnj

)∞
j=1

tal que

fnj
→ f µ-q.s.

Demonstração. Veja [15, Corollary 2.32 p. 62]. �

4.2 Resultado principal

Não é dif́ıcil ver que se q > p então Lq[0, 1] ⊂ Lp[0, 1] e a inclusão é cont́ınua e

própria. Logo faz sentido se perguntar se Lp[0, 1] −
⋃
q>p

Lq[0, 1] é não vazio. Essa

pergunta não é trivial de se responder, mas de fato Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1] 6= ∅. Mais ainda,

Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1] é espaçável. Provaremos este fato nessa seção, mas começaremos com

o seguinte:

Proposição 4.4 Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1] 6= ∅ para todo p > 0.

Demonstração. É fácil ver que
⋃
q>p

Lq[0, 1] =
⋃
n∈N

Lp+ 1
n
[0, 1]. Decomponha [0, 1) =

∞⋃
n=1

In, onde In := [an, bn) =

[
1− 1

2n−1
, 1− 1

2n

)
. Note que In∩Im = ∅ sempre que n 6= m

Veja que para cada n ∈ N e cada x ∈ In existe um único tx,n ∈ [0, 1) tal que

x = (1− tx,n)an + tx,nbn.
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Para ver isso, basta notar que a função h : [0, 1] → [an, bn] , h(t) = (1 − t)an + tbn é

bijetora. Por outro lado, como Lp+ 1
n
[0, 1] $ Lp[0, 1] para cada n ∈ N, podemos escolher

hn ∈ Lp[0, 1]− Lp+ 1
n
[0, 1] Definamos a seguinte sequência de funções:

gn(x) =

{
hn(tx,n) se x ∈ In
0 se x 6∈ In

A ideia geométrica da construção de cada gn é reproduzir a função hn, que está definida

em [0, 1], no intervalo In. Seja

g =
∞∑
i=1

1

2i
gi
‖gi‖Lp

.

Vejamos que g ∈ Lp[0, 1]. De fato,

‖g‖Lp =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

1

2i
gi
‖gi‖Lp

∥∥∥∥∥
Lp

≤
∞∑
i=1

1

2i
‖gi‖Lp

‖gi‖Lp

=
∞∑
i=1

1

2i
<∞.

Agora, g /∈ Lp+ 1
n
[0, 1] para cada n ∈ N, pois se g ∈ Lp+ 1

n
[0, 1], para algum n ∈ N, então

gχIn =
1

2n
gn
‖gn‖Lp

∈ Lp+ 1
n
[0, 1],

onde χIn denota a função caracteŕıstica do conjunto In. Como Lp+ 1
n
[0, 1] é um espaço

vetorial, segue que gn ∈ Lp+ 1
n
[0, 1], o que é uma contradição, pois

‖gn‖L
p+ 1

n

= (bn − an)p+
1
n‖hn‖L

p+ 1
n

=∞.

Portanto g /∈
⋃
n∈N

Lp+ 1
n
[0, 1]. Logo, Lp[0, 1]−

⋃
q>p

Lq[0, 1] 6= ∅.

�

Teorema 4.5 Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1] é espaçável para cada p > 0.

Demonstração. Primeiramente note que [0, 1) =
∞⋃
n=1

In, onde

In := [an, bn) =

[
1− 1

2n−1
, 1− 1

2n

)
.

Além disso, para cada n ∈ N e cada x ∈ In existe um único tx,n ∈ [0, 1) tal que

x = (1− tx,n)an + tx,nbn.
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Seja f ∈ Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1]. Essa f será o vetor mãe e a partir dela construiremos uma

sequência de funções (fn)∞n=1, com fn : [0, 1] −→ R, da seguinte maneira:

fn(x) =

{
f(tx,n) se x ∈ In,
0 se x 6∈ In.

A ideia geométrica da construção de cada fn é reproduzir o gráfico da f no intervalo

In. Por construção, temos

‖fn‖Lp = (bn − an)
1
p‖f‖Lp < ‖f‖Lp para cada n ∈ N.

Com efeito

‖fn‖Lp =

(∫
In

|fn(x)|p +

∫
I{n

|fn(x)|p
)1/p

=

(∫ bn

an

|f(tx,n)|p
)1/p

.

Já que
x− an
bn − an

= tx,n, segue que

(∫ bn

an

∣∣∣∣f ( x− an
bn − an

)∣∣∣∣p)1/p

= (bn − an)1/p

(∫ 1

0

|f(y)|p
)1/p

= (bn − an)1/p‖f‖Lp .

Veja que as funções fn são linearmente independentes, pois elas têm suportes disjuntos.

Com efeito, considere a seguinte combinação linear:

n∑
i=1

αifi = 0 µ-q.s. (4.1)

Escolha xr ∈ Ir tal que fr(xr) 6= 0. Avaliando em (4.1) temos

αrfr(xr) =

(
n∑
i=1

αifi

)
(xr) = 0,

e dáı αr = 0. Procedendo de maneira semelhante segue que αi = 0 para todo i = 1, . . . , r.

Se quiséssemos provar apenas a lineabilidade, bastaria provar que

span{fn : n ∈ N} − {0} ⊆ Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1],

pois isso garante que Lp[0, 1]−
⋃
q>p

Lq[0, 1] é ℵ0-lineável.

Mas queremos provar mais, a espaçabilidade. Nossa estratégia será definir um operador
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linear injetivo

T : F → Lp[0, 1],

onde F é um espaço de Banach cuja dimensão é igual a c, tal que

T (F ) ⊆

(
Lp[0, 1]−

⋃
q>p

Lq[0, 1]

)
∪ {0}.

Isto é equivalente a provar que T (F )∩Lq[0, 1] = {0} para cada q > p. Primeiro note que

se (αj)
∞
j=1 ∈ `s(R), onde s = 1 se p ≥ 1 e s = p se 0 < p < 1, então

∞∑
n=1

‖αnfn‖sLp
=
∞∑
n=1

|αn|s‖fn‖sLp
≤

∞∑
n=1

|αn|s‖f‖sLp

= ‖f‖sLp
‖(αj)∞j=1‖ss <∞.

Já que, para p > 1, Lp[0, 1] é um espaço de Banach (p-Banach para 0 < p < 1), então

pela Proposição 1.22 (Proposição 2.6 para 0 < p < 1), temos que
∞∑
n=1

αnfn ∈ Lp[0, 1]. Isto

implica que o operador

T : `s(R) −→ Lp[0, 1] , T ((αn)∞n=1) =
∞∑
n=1

αnfn (4.2)

está bem definido. Veja que T é linear e injetivo. Com efeito, sejam (xj)
∞
j=1 , (yj)

∞
j=1 ∈

`s(R) e α ∈ R. Então

T
(
α (xj)

∞
j=1 + (yj)

∞
j=1

)
= T

(
(αxj + y)∞j=1

)
=
∞∑
j=1

(αxj + yj)fj

=
∞∑
j=1

ααjfj +
∞∑
j=1

βjfj = αT
(

(αj)
∞
j=1

)
+ T

(
(βj)

∞
j=1

)
.

Portanto T é linear. Agora se
∞∑
n=1

αnfn = 0 µ-q.s. então, dado qualquer k ∈ N e tomando

xk ∈ Ik, tal que fk(xk) 6= 0,obtemos

αkfk(xk) =
∞∑
n=1

αnfn(xk) = 0.

Logo αk = 0 para todo k ∈ N. Portanto, T é injetivo. Assim, T (`s(R)) é um

subespaço de Lp[0, 1] da mesma dimensão que `s(R). Pela Proposição 1.45, segue que
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T (`s(R)) é um subespaço fechado de Lp[0, 1]. Nosso objetivo agora será provar que

T (`s(R)) ∩ Lq[0, 1] = {0} para todo q > p. De fato, seja g ∈ T (`s(R)) − {0}. Então

g 6= 0 µ-q.s., isto é, o conjunto A = {x ∈ [0, 1] : g(x) 6= 0} tem medida positiva de

Lebesgue. Como g ∈ T (`s(R)), existem sequências
(
a

(k)
i

)∞
i=1
∈ `s(R), k ∈ N tais que

g = lim
k→∞

T
((
a

(k)
i

))
em Lp[0, 1],

isto é,

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

a(k)
n fn − g

∥∥∥∥∥
Lp

−→ 0 quando k → ∞. Pela Proposição 4.3, existe uma

subsequência

(
∞∑
n=1

a(kj)
n fn

)∞
j=1

tal que

∞∑
n=1

akjn fn(x) −→ g(x) µ-q.s., quando j →∞.

Seja B = {x ∈ [0, 1] : onde o limite acima existe}. Então B{ = [0, 1] − B tem medida

de Lebesgue nula já que A = (B ∩ A) ∪
(
B{ ∩ A

)
. Como

(
B{ ∩ A

)
⊂ B{, segue que

B{ ∩A tem medida nula. Além disso, como m(A) = m (B ∩ A) +m
(
B{ ∩ A

)
, segue que

m(B ∩ A) = m(A) > 0. Logo existe um x0 ∈ B ∩ A, x0 6= 1, tal que g(x0) 6= 0 e

∞∑
n=1

a(kj)
n fn(x0) −→ g(x0) em R, quando j →∞.

Já que, x0 ∈ [0, 1) =
∞⋃
n=1

In, existe um único r ∈ N tal que x0 ∈ Ir. Assim

a(kj)
r fr(x0) =

∞∑
n=1

a(kj)
n fn(x0) −→ g(x0) quando j →∞. (4.3)

Note que f poderia ter sido escolhida de tal maneira que f(x) 6= 0 para todo x ∈ [0, 1].

Consequentemente fr(x) 6= 0 para todo x ∈ Ir. Logo, de (4.3),

lim
j→∞

a(kj)
r =

g(x0)

fr(x0)
= η 6= 0 (4.4)

e assim

fr(x)akjr −→ g(x) µ-q.s. em Ir quando j →∞.
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Portanto

fr(x) lim
j→∞

a(kj)
r = lim

j→∞
fr(x)a(kj)

r = g(x) µ-q.s. em Ir (4.5)

e resulta de (4.4) e (4.5) que

g(x) = ηfr(x) µ-q.s. x ∈ Ir.

Logo ‖g‖Lq = ‖ηfr‖Lq = |η|‖fr‖Lq =∞ e, portanto, g /∈ Lq[0, 1], finalizando a prova. �
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CAPÍTULO 5

ESPAÇABILIDADE E A FORMA FRACA

DO TEOREMA DE PEANO

O teorema principal deste caṕıtulo está baseado no artigo [3]. Antes de motivarmos

o resultado principal desse caṕıtulo, relembraremos a noção de equações diferenciais

ordinárias de primeira ordem em espaços de Banach.

Definição 5.1 Seja u uma aplicação definida em um intervalo I ⊆ R com valores em um

espaço de Banach X, isto é, u : I → X. Dizemos que u é diferenciável em t0 ∈ I, se dado

ε > 0 existe um δ = δ(ε) > 0 e um elemento a ∈ X tal que

‖u(t)− u(t0)− (t− t0)a‖ < ε sempre que |t− t0| < δ.

O único elemento a ∈ X é chamado de derivada de u em t0 e é denotado por u′(t0).

Sejam X um espaço de Banach, Ω ⊆ R × X um subconjunto aberto, (t0, x0) ∈ Ω, e

f : Ω → X uma função cont́ınua. O Problema de Cauchy ou Problema de Valor Inicial

associado a f é {
x′ = f(t, x)

x(t0) = x0

(5.1)

consistindo da equação diferencial x′ = f(t, x) e a condição inicial x(t0) = x0.

Definição 5.2 Uma solução do problema de valor inicial dado em (5.1), é uma função

diferenciável u : I → X definida em algum intervalo aberto I ⊆ R satisfazendo as seguintes

condições:

1. G(u) = {(t, u(t)) : t ∈ I} ⊆ Ω,
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2. u′ = f(t, u) para todo t ∈ I,

3. u(t0) = x0.

Sejam X um espaço de Banach real e f : R×X → X uma função cont́ınua. A Forma

Fraca do Teorema de Peano afirma que se X é um espaço de dimensão finita, então a

equação diferencial ordinária

u′ = f(t, u) (5.2)

tem alguma solução em algum intervalo aberto I de R. O estudo da não validade do

teorema clássico de Peano em espaços lineares arbitrários de dimensão infinita foi iniciado

por Dieudonné [14] em 1950. Ele provou a existência de uma função cont́ınua f : c0 → c0

tal que se f(t, u) := f(u), então o Problema de Cauchy associado a (5.2){
x′ = f(t, x)

x(t0) = x0

(5.3)

não tem solução em torno do vetor nulo de R × c0. Posteriormente, contraexemplos nos

espaços de Hilbert e em espaços de Banach não-reflexivos foram obtidos por Yorke em

[34]. Finalmente, em 1975, Godunov [17] provou que o Teorema de Peano é valido em X

se, e somente se, X tem dimensão finita.

5.1 A não validade da Forma Fraca do Teorema de

Peano no espaço C(c0)

Seja c0 o espaço vetorial das sequências convergindo para zero munido da norma do

supremo. Denotaremos com C(c0) o conjunto das funções cont́ınuas definidas em c0,

Claramente C(c0) é um espaço vetorial de dimensão infinita. Dotaremos este espaço

vetorial de uma topologia, chamada de topologia da convergência uniforme sobre conjuntos

limitados. C(c0) com esta topologia será um espaço vetorial topológico completo. Para

isso começamos por definir as vizinhanças básicas de um elemento f ∈ C(c0). Dado

U ⊆ c0 limitado e qualquer ε > 0, o conjunto

BU(f, ε) = {g ∈ C(c0) : sup
x∈U
‖f(x)− g(x)‖∞ < ε}

é uma vizinhança de f . Mais precisamente, para cada f ∈ C(c0) seja

Bf = {BU(f, ε) : U ⊆ c0 é limitado e ε > 0}
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uma famı́lia de subconjuntos de C(c0). Não é dif́ıcil ver que essa famı́lia satisfaz as

condições da Proposição 1.34. A topologia que tem como base de vizinhanças de cada

f ∈ C(c0) os conjuntos descritos acima, será denotada por Tuc.

Proposição 5.3 (C(c0), Tuc) é um espaço topológico de Hausdorff.

Demonstração. Sejam f, g ∈ C(c0) com f 6= g. Então existe x0 ∈ c0 tal que

f(x0) 6= g(x0). Considere o subconjunto U = {x0} ⊆ c0, o qual é limitado, e seja

ε =
‖f(x0)− g(x0)‖∞

2
> 0. Considere as vizinhanças BU(f, ε) e BU(g, ε) de f e g

respectivamente. Vejamos que BU(f, ε) ∩ BU(g, ε) = ∅. De fato, suponha que exista

h ∈ BU(f, ε) ∩ BU(g, ε). Então ‖h(x0) − f(x0)‖∞ < ε e ‖h(x0) − g(x0)‖∞ < ε, e pela

desigualdade triangular temos

2ε = ‖f(x0)− g(x0)‖∞ ≤ ‖h(x0)− f(x0)‖∞ + ‖h(x0)− g(x0)‖∞ < 2ε,

o que é uma contradição. Portanto, (C(c0), Tuc) é um espaço de Hausdorff. �

Observação 5.4 A partir de agora usaremos as seguintes notações:

• 0f é a aplicação nula no espaço C(c0).

• 0c0 é a sequência nula no espaço c0.

• 0 é o zero escalar.

Proposição 5.5 (C(c0), Tuc) é completo.

Demonstração. Sejam (fλ)λ∈Λ uma rede de Cauchy em (C(c0), Tuc) e BU(0f , ε)

uma vizinhança de 0f , ou seja, U ⊂ c0 é limitado. Então existe λ0 ∈ Λ tal que

fλ − fλ ∈ BU(0f , ε) sempre que λ, λ ≥ λ0, isto é,

sup
x∈U
‖fλ(x)− fλ(x)‖∞ < ε , sempre que λ, λ ≥ λ0.

Dáı, para cada n ∈ N temos

|fnλ(x)− fnλ(x)| < ε , sempre que λ, λ ≥ λ0,

onde fλ(x) := (fnλ(x))∞n=1, para todo λ. Assim, para n ∈ N fixo, (fnλ(x))λ∈Λ é uma rede

de Cauchy em R, logo converge, digamos

fnλ(x)
λ−→ fn(x) ∈ R.
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Defina

f : c0 → c0 , f(x) = (fn(x))∞n=1 .

Como

|fnλ(x)− fnλ(x)| ≤ sup
x∈U
‖fλ(x)− fλ(x)‖∞ < ε , sempre que λ, λ ≥ λ0,

para todo n ∈ N, passando o limite em λ e usando a continuidade do módulo, resulta que

|fnλ(x)− fn(x)| ≤ ε , sempre que λ ≥ λ0 e para todo n ∈ N.

Logo

sup
x∈U
‖fλ(x)− f(x)‖∞ < ε , sempre que λ ≥ λ0,

ou seja, fλ − f ∈ BU(0f , ε), para todo λ ≥ λ0. Como C(c0) é um espaço vetorial, segue

que f = fλ0 − (fλ0 − f) ∈ C(c0). Portanto C(c0) é completo.

�

Denotemos por K (c0) o subconjunto dos campos vetoriais cont́ınuos f : c0 → c0, para

os quais não é valida a Forma Fraca do Teorema de Peano.

O resultado principal deste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 5.6 O conjunto K (c0) dos campos vetoriais cont́ınuos em c0, tal que a Forma

Fraca do Teorema de Peano não é valida, é espaçável em C(c0).

Antes de demonstrar este resultado, precisaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 5.7 Seja f : R→ R , f(x) =
√
|x|. Então f é uniformemente cont́ınua em R.

Demonstração. Dado ε > 0 considere δ = ε2. Assim:

1. Se a, b ≥ 0 com |a− b| < ε2, então

|f(a)− f(b)|2 = |
√
a−
√
b|2 ≤ |

√
a−
√
b||
√
a+
√
b| = |a− b| < ε2.

Analogamente para a, b ≤ 0.

2. Se a ≥ 0 e b ≤ 0, e a ≥ −b com |a− b| < ε2, então

|f(a)− f(b)|2 = |
√
a−
√
−b|2 ≤ |

√
a−
√
−b||
√
a+
√
−b| = |a− b| < ε2.

Analogamente para a ≤ −b.

Portanto a função f é uniformemente cont́ınua em R.
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Proposição 5.8 A função

D : c0 → c0 , D ((xn))∞n=1 =

(√
|xn|+

1

n+ 1

)∞
n=1

é uniformemente cont́ınua em c0, em particular cont́ınua.

Demonstração. Pelo Lema 5.7 a função f(x) =
√
|x| é uniformemente cont́ınua em R.

Assim dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x)− f(y)| < ε

2
sempre que |x− y| < δ.

Sejam (xn)∞n=1 e (yn)∞n=1 em c0 tais que ‖ (xn)∞n=1 − (yn)∞n=1 ‖∞ < δ. Então, para todo

i ∈ N, segue que |xi − yi| < δ e dáı

|f(xi)− f(yi)| =
∣∣∣√|xi| −√|yi|∣∣∣ < ε

2
,

para todo i ∈ N. Dáı temos que

‖D ((xn)∞n=1)−D ((yn)∞n=1) ‖∞ = sup
n∈N

∣∣∣∣f(xn) +
1

n+ 1
− f(yn)− 1

n+ 1

∣∣∣∣
= sup

n∈N
|f(xn)− f(yn)| ≤ ε

2
< ε.

Assim D é uniformemente cont́ınua. �

Proposição 5.9 Se U ⊆ c0 é limitado, então f(U) ⊆ c0 é limitado, onde f((xn)∞n=1) =(√
|xn|+

1

n+ 1

)∞
n=1

.

Demonstração. Como, U é limitado, existe K ≥ 0 tal que ‖ (xn)∞n=1 ‖∞ ≤ K, para

todo (xn)∞n=1 ∈ U . Segue que |xn| ≤ ‖ (xn)∞n=1 ‖∞ ≤ K, para todo n ∈ N, logo

√
|xn|+

1

n+ 1
≤
√
K + 1 , para todo n ∈ N.

Portanto, ‖f ((xn)∞n=1) ‖∞ ≤
√
K + 1, para todo (xn)∞n=1 ∈ U . �

Proposição 5.10 Se α, β ∈ R e λ > 0, então∫ β

α

dx√
|x|+ λ

6 2
(√
|α|+

√
|β|
)
.
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Demonstração. Façamos o caso α < 0 < β (os demais são análogos). Como λ > 0,

segue que ∫ β

α

dx√
|x|+ λ

6
∫ β

α

dx√
|x|
. (5.4)

Como ∫ β

α

dx√
|x|

=

∫ 0

α

dx√
|x|

+

∫ β

0

dx√
|x|

=

∫ 0

α

dx√
−x

+

∫ β

0

dx√
x

= −2
√

(−α) + 2
√

(β) 6 2
(√
|α|+

√
|β|
)
,

decorre o que queŕıamos. �

Demonstração do Teorema 5.6. Mostraremos que K (c0) contém exceto pelo vetor

nulo um subespaço de dimensão infinita e fechado com respeito a topologia Tuc de C(c0).

Faremos a demonstração em três passos.

Passo 1. Neste passo escolheremos o vetor mãe e, a partir dele, construiremos vetores

linearmente independentes que tenham as mesmas propriedades que o vetor mãe. Sejam

(en)∞n=1 os vetores unitários canônicos do espaço das sequências reais e defina o campo

vetorial f ∈ C(c0) por

f

(
∞∑
n=1

xnen

)
=
∞∑
n=1

(√
|xn|+

1

n+ 1

)
en.

Pela Proposição 5.8, f ∈ C(c0) e o fato que f ∈ K (c0) foi provado em [14] (este é o

vetor mãe). Considere uma decomposição de N como uma união infinita de conjuntos

infinitos e dois a dois disjuntos, por exemplo como na decomposição dada na Proposição

1.13. Denotemos os conjuntos dessa decomposição por Ni = {i1 < i2 < · · · } e, para cada

i ∈ N, defina a aplicação

Nif : c0 → c0 , Nif(x) =
∞∑
n=1

fn(x)ein ,

onde fn(x) =
√
|xn|+

1

n+ 1
, para cada n ∈ N. Um argumento similar ao que foi feito na

Proposição 5.8 garante que Nif ∈ C(c0), para todo i ∈ N.

Passo 2. Aqui definiremos um operador linear injetivo entre o espaço de Banach `1(R) e

o espaço vetorial topológico C(c0). Seja

L : `1(R)→ C(c0) , L ((ai)
∞
i=1) =

∞∑
i=1

aiNif.
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Vejamos que L está bem definido. De fato, seja (ai)
∞
i=1 ∈ `1(R) e considere a sequência

de somas parciais, m ∈ N,

sm =
m∑
i=1

aiNif ∈ C(c0).

Provaremos que (sm)∞m=1 é uma sequência de Cauchy em Tuc. Sejam U ⊆ c0 um

subconjunto limitado e ε > 0. Vejamos que sm − sn ∈ BU(0f , ε), para m e n

suficientemente grandes. Para isso, sejam x ∈ U e m > n. Então

‖(sm − sn)(x)‖∞ =

∥∥∥∥∥
m∑

i=n+1

aiNif(x)

∥∥∥∥∥
∞

≤
m∑

i=n+1

|ai|‖Nif(x)‖∞

= ‖f(x)‖∞

(
m∑

i=n+1

|ai|

)
≤
(

sup
x∈U
‖f(x)‖∞

)( m∑
i=n+1

|ai|

)

≤M

m∑
i=n+1

|ai|,

onde a existência da constante M é garantida pela Proposição 5.9. Como (ai)
∞
i=1 ∈ `1(R),

então existe n0 ∈ N tal que

m∑
i=n+1

|ai| <
ε

M
sempre que m > n ≥ n0.

Dáı

sup
x∈U
‖(sm − sn)(x)‖∞ < ε sempre que m > n ≥ n0,

ou seja, (sm− sn) ∈ BU(0, ε), sempre que m > n ≥ n0. Logo (sm)∞m=1 é uma sequência de

Cauchy em C(c0). Uma vez que C(c0) é um espaço vetorial topológico completo, o limite

lim
m→∞

sm =
∞∑
i=1

aiNif ∈ C(c0)

existe. Portanto L está bem definido. Vejamos que L é um operador linear. Sejam

(ai)
∞
i=1 , (bi)

∞
i=1 ∈ `1(R) e α ∈ R. Então

L (α (ai)
∞
i=1 + (bi)

∞
i=1) =

∞∑
i=1

(αai + bi)Nif =
∞∑
i=1

(αaiNif + biNif)

= α
∞∑
i=1

aiNif +
∞∑
i=1

biNif = αL ((ai)
∞
i=1) + L ((bi)

∞
i=1) .

Para provar que L é injetivo, seja (ai)
∞
i=1 ∈ `1(R) tal que L ((ai)

∞
i=1) = 0f . Então
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∞∑
i=1

aiNif = 0f , ou seja,
∞∑
i=1

aiNif(x) = 0c0 , para todo x ∈ c0. Como f(x) 6= 0, para

todo x ∈ c0, segue que Nif(x) 6= 0c0 , para todo x ∈ c0 e todo i ∈ N. Como as funções Nif

têm suportes disjuntos, segue que ai = 0, para todo i ∈ N. Logo L é injetivo, portanto,

L(`1(R)) é um subespaço de C(c0) da mesma dimensão que `1(R).

Passo 3. Vamos mostrar que

L(`1(R))
Tuc − {0f} ⊆ K (c0).

De fato, seja h ∈ L(`1(R))
Tuc ⊆ C(c0), com h 6= 0f . Denotemos

h : c0 → c0, h(x) = (h1(x), h2(x), . . . , hn(x), . . .) , x ∈ c0.

Já que h 6= 0f existe x0 ∈ c0 tal que h(x0) 6= 0c0 , logo existe r ∈ N tal que hr(x0) 6= 0.

Como N =
∞⋃
j=1

Nj temos que existem únicos m, s ∈ N tais que r = ms. Como

h ∈ L(`1(R))
Tuc

, existe uma rede (xλ)λ∈Λ ⊆ `1(R) tal que

L(xλ)
λ−→ h em C(c0).

Isto é,

L(xλ)
λ−→ h,

uniformemente sobre {x ∈ c0 : ‖x‖∞ ≤ N}, N ∈ N. Em consequência, para cada x ∈ c0

temos

L(xλ)(x)
λ−→ h(x). (5.5)

Denote

L(xλ) : c0 → c0 , L(xλ)(x) = (Li (xλ) (x))∞i=1 ,

para todo λ ∈ Λ. Como convergência em c0 implica convergência em cada coordenada,

segue que

Ln(xλ)(x)
λ−→ hn(x) , para todo n ∈ N , para todo x ∈ c0.

Denotando xλ = (aλi )
∞
i=1, para cada λ ∈ Λ, obtemos

aλi fij(x) = Lij(xλ)(x)
λ−→ hij(x) , para todo i, j ∈ N , para todo x ∈ c0.

Em particular quando i = m,

aλmfmj
(x) = Lmj

(xλ)(x)
λ−→ hmj

(x) , para todo j ∈ N , para todo x ∈ c0. (5.6)
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Mais ainda, para j = s e x = x0 em (5.6) e lembrando que ms = r, temos

aλmfr(x0) = aλmfms(x0)
λ−→ hms(x0) = hr(x0) 6= 0.

Como hr(x0) 6= 0 segue que fr(x0) 6= 0 e dáı temos

lim
λ∈Λ

aλm :=
hr(x0)

fr(x0)
6= 0.

Chamando

ar := lim
λ∈Λ

aλm,

temos

aλmfmj
(x)

λ−→ arfmj
(x) , ∀x ∈ c0.

Logo, segue do fato que a topologia Tuc é de Hausdorff e de (5.6) que

hmj
(x) = arfmj

(x) , ∀x ∈ c0, ∀j ∈ N (5.7)

Finalmente, vejamos que h ∈ K (c0). Procederemos por contradição usando uma ideia

de [14]. Suponha que h /∈ K (c0). Então existe uma solução u(t) = (un(t))∞n=1 de (5.2)

definida em algum intervalo I ⊆ R. Fixe qualquer a ∈ I e seja b = u(a) = (bi)
∞
i=1. Por

(5.7), temos

u′mj
(t) = hmj

(u(t)) = arfmj
(u(t)) = ar

(√
|umj

(t)|+ 1

mj + 1

)
,

e umj
(a) = bmj

para todo j ∈ N e t ∈ I. Em resumo, cada umj
é solução do problema de

Cauchy  u′mj
(t) = ar

(√
|umj

(t)|+ 1

mj + 1

)
,

u′mj
(t) = bmj

,
(5.8)

para todo j ∈ N e t ∈ I. Se w′(t) = λ
(√
|w(t)|+ γ

)
com γ, λ > 0, t ≥ t0 e w(t0) = y0,

então pela Proposição 5.10, segue

t− t0 =

∫ t

t0

ds =

∫ t

t0

w′(s)

λ
(√
|w(s)|+ γ

)ds
=

1

λ

∫ w(t)

w(t0)

dx√
|x|+ γ

≤ 2

λ

(√
|w(t)|+

√
|w(t0)|

)
.
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Da (5.8), se ar > 0, então

0 <
ar(t− a)

2
≤
√
|umj

(t)|+
√
|umj

(a)| (5.9)

para todo t > a e para todo j ∈ N. Fazendo j → ∞ em (5.9) e lembrando que(
umj

(t)
)∞
j=1

,
(
umj

(a)
)∞
j=1
∈ c0 para todo t ∈ I, temos 0 < 0, o que é uma contradição. Se

ar < 0 defina vmj
(t) = −umj

(t) para todo t ∈ I e j ∈ N. Então vmj
é solução do problema

de Cauchy  v′mj
(t) = −ar

(√
|vmj

(t)|+ 1

mj + 1

)
,

v′mj
(t) = −bmj

,
(5.10)

para todo j ∈ N e t ∈ I. Como −ar > 0, procedendo de maneira análoga ao caso anterior,

teremos uma contradição. Portanto h ∈ K (c0), como queŕıamos.
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[22] Hutson, Vivian and Pym, J and Cloud, M, Applications of Functional Analysis

and Operator Theory,, Elsevier, 2005.

[23] Kitson, D., and Timoney, R., Operator ranges and spaceability, J. Math. Anal.

Appl. 378 (2011), 680–686. https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2010.12.061

[24] Lal, R., Algebra 2: Linear Algebra, Galois Theory, Representation Theory, Group

Extensions and Schur Multiplier, Springer, 2017.
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