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Resumo

Neste trabalho utilizaremos a técnica do vetor mae para explorar a espacgabilidade de certos
conjuntos de sequéncias e de fungoes mensuraveis. Estudaremos também a espacabilidade
do conjunto das funcoes de ¢y em ¢y para as quais nao vale a forma fraca do teorema de

Peano.

Palavras-chave: Espacos vetoriais topoldgicos, espagabilidade, espacos de sequéncias,

espagos de funcoes, forma fraca do teorema de Peano.
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Abstract

In this work we use the mother vector technique to explore the spaceability of some
sequence sets and measurable functions sets. We also study the spaceability of the set of

mappings from ¢y em ¢y for which the weak form of Peano’s theorem fails to be true.

Keywords: Topological vector spaces, spaceability, sequences spaces, functions spaces,

weak form of Peano theorem.
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INTRODUCAO

Podemos dizer que a estrutura principal da Anélise Funcional é a estrutura de espaco
vetorial, principalmente os de dimensao infinita, munido com uma topologia, a qual torna
as operacoes de soma e produto por escalar continuas. Tais estruturas sao chamadas de
espacos vetoriais topoldgicos e os exemplos classicos sao os espagos normados.

Nesses ambientes, um assunto que ganhou bastante notoriedade nos tltimos 15 anos é
o de lineabilidade/espagabilidade. Grosso modo, lineabilidade é a busca por linearidade
em ambientes em que, a principio, nao se tem um estrutura linear. O termo lineabilidade
foi introduzido por Gurariy no inicio dos anos 2000 e sua defini¢ao precisa é a seguinte:

Seja E' um espaco vetorial topolégico. Dizemos que A C F é:

e \-linedvel se AU {0} contém um espago vetorial de dimensao A\ (aqui A pode ser

um nimero natural ou um cardinal transfinito).
o \-espagdvel se AU {0} contém um espago vetorial de dimensao A e fechado em E.

Diversos pesquisadores nos mais diferentes contextos da Analise Matematica passaram
a explorar esta busca por linearidade. A vasta lista de referéncias do livro [1] intitulado
Lineability: The Search for Linearity in Mathematics, publicado em 2015, mostra a
vitalidade do assunto. Apenas para citar alguns conjuntos/tépicos em que se foram
exploradas as nogoes de lineabilidade e espacabilidade: conjuntos de fungoes continuas
que nao sao diferencidveis em nenhum ponto [16, 18, 19], conjuntos de sequéncias
[3, 7, 13, 28], conjuntos de fung¢oes mensuraveis [8, 28], conjuntos de vetores hiperciclicos
[4, 6], conjuntos de zeros de polindmios [2], conjuntos de polinémios somantes em espagos
de Banach [9, 23], dentre varios outros.

As técnicas para se explorar os problemas de lineabilidade sao das mais variadas

possiveis. Uma técnica que foi bem sucedida para se explorar problemas de espacabilidade



em conjuntos de sequéncias e de fungoes mensuraveis é conhecida como “técnica do vetor
mae”. Genericamente falando, esta técnica consiste no seguinte:

Sejam E um espaco vetorial topoldgico de dimensao infinita e A C E. O método
consiste em manipular, de maneira conveniente, um vetor (que pode ou nao pertencer
a A) a fim de, a partir dele, criar um espago vetorial de dimensao infinita (fechado, no
caso da espacabilidade) em A U {0}. Uma estratégia bastante eficiente para o uso desse
vetor mae, e que trataremos nesse trabalho, é a de definir um operador linear injetivo
de um espago vetorial topoldgico X (em geral de dimensao infinita) em FE, digamos
T: X — E, tal que T(X) € AU{0}. Isso mostra que A ¢ (dim X)-linedvel. Quando

estamos interessados também na espacabilidade, tenta-se provar ou que T'(X) é fechado

em E, ou que T'(X) C AU{0}.

Neste trabalho exploraremos a técnica do vetor mae em trés topicos distintos. O
primeiro é em conjuntos de sequéncias bastante gerais, que englobam os casos classicos de
sequéncias absolutamente p-somaveis, limitadas, que convergem para zero, dentre outros.

O segundo é em conjuntos de fun¢oes mensuréaveis p-integraveis de [0, 1] em R. Mais

precisamente, provaremos que o conjunto L,[0,1] — U L,[0,1] é espagavel, para cada

q>p
p > 0.

Ja o terceiro é no estudo de equacoes diferenciais ordinarias. Mostraremos que o
conjunto das fungoes continuas de ¢y em c¢q para as quais a Forma Fraca do Teorema de
Peano nao ¢é valida, é espagavel.

Estes topicos estao respectivamente nos Capitulos 3, 4 e 5 deste trabalho e serao
detalhados em cada um deles. O Capitulo 1 é dedicado as defini¢oes e resultados bésicos
da Teoria de Cardinais, de Analise Funcional e de Topologia Geral que serao utilizados no
desenvolvimento desta dissertacao. Ja o Capitulo 2 é dedicado ao estudo detalhado dos
espagos de sequéncias que serao necessarios nos capitulos posteriores, principalmente no
Capitulo 3. Os resultados do Capitulo 3 estao baseados nos artigos [3, 7], os do Capitulo

4 no artigo [8] e os do Capitulo 5 também no artigo [3].



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre cardinais, espagos vetoriais, espacos
topoldgicos e espacos vetoriais topoldgicos, que serao utilizados em algumas demonstragoes

no decorrer desta dissertacao.

1.1 Cardinais

Embora nao definiremos o que sao os numeros cardinais diremos que eles servem para
medir conjuntos em termos da quantidade de elementos que possuem. Como os autores
do livro Lineability The Search for Linearity in Mathematics, dizem:  Os nimeros
cardinais sao em certo sentido, uma extensao dos nimeros naturais e a aritmética cardinal
€ a extensdo da aritmética bdsica dos niumeros naturais aos cardinais. Aceitaremos a
convencgao que a cada conjunto A estd associado um nimero cardinal, denotado card(A),
que nos dé a quantidade de elementos de A. A seguir, daremos defini¢oes que permitirao

trabalhar com ntmeros cardinais.

Definicao 1.1 Sejam A e B dois conjuntos, diremos que:
(a) card(A) < card(B) se existe uma aplicagao f : A — B injetora.
(b) card(A) > card(B) se existe uma aplicacdo f : A — B sobrejetora.
(c) card(A) = card(B) se existe uma aplicacao f : A — B bijetora.

(d) card(A) < card(B) se card(A) < card(B) e nao existe uma aplicagdo f : A — B
bijetora.



(e) card(A) > card(B) se card(A) > card(B) e nao existe uma aplicagdo f : A — B

bijetora.
Diremos que um nimero cardinal card(A) é:
(f) finito se A é um conjunto finito, caso contrario é chamado de infinito.
(g) enumerdvel se A é finito ou card(A) = card(N).

Escreveremos card(A) = n para denotar o cardinal de um conjunto finito A com n

elementos. Também escreveremos
card(N) =8, card(R) = ¢.

Usaremos letras gregas para denotar nimeros cardinais. Abaixo listamos algumas

propriedades importantes envolvendo ordem para os cardinais.

Teorema 1.2 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder) Se card(A) < card(B) e
card(B) < card(A), entao card(A) = card(B).

Demonstracao. Veja [1, Theorem 1.3, p. 2. [ |
Proposicao 1.3 Se «, 8 sao dois numeros cardinais quaisquer, entao o < 3 ou 8 < «.
Demonstracao. Veja [1, Theorem 1.5, p. 3]. [ |
Proposigao 1.4 Para qualquer conjunto A, tem-se card(A) < card(P(A)).
Demonstracao. Veja [1, Theorem 1.6, p. 4]. [ |
Proposicao 1.5 Se a é um nimero cardinal infinito, entao o > N .

Demonstracao. Veja [1, Theorem 1.7, p. 4]. [ |
Proposicao 1.6 R = P (N), ou seja, ¢ = 2™,

Demonstracao. Veja [1, Theorem II.6, p. 9]. [ |

1.1.1 Aritmética dos cardinais e propriedades

Vamos definir operagoes de ntiimeros cardinais.
Definicao 1.7 Sejam «, 8 quaisquer nimeros cardinais. Definimos:
(a) a+ 8 :=card(AU B), onde a = card(A), 8 = card(B) e AN B = 0.

4



(b) - :=card(A x B), onde o = card(A), 5 = card(B).
(c) o := card(A"), onde a = card(A), f = card(I) e A := {f: I — A; f funcdo}.

Veremos que algumas propriedades dos niimeros reais continuam valendo para os ntimeros

cardinais. Nao é dificil verificar os seguintes resultados para niimeros cardinais.
Proposicao 1.8 Sejam o, 8,7 > 1 numeros cardinais. Entao:

(a) a+B=F+a, a-f=p"a.

(b) (a+pB)+y=a+(B+7), (a-B)-v=a-(B-7)

(€) a-(B+7) =(a-f)+(a-7).

(d) (a-B)" =(a7)-(87).

(e) ol = (0/3) ().

(f) (aﬂ)V —afr = (cﬂ)ﬁ,
Demonstracao. Veja [29, Theorem 6.4.3, p. 129] e [29, Theorem 6.5.2, p. 135]. [
Proposicao 1.9 Sejam «,  nimeros cardinais, com 1 < < « e a infinito. Entao:

(a) o+ =a.

(b) - B =a.

Demonstragao. Veja [1, Theorem I1.2, p. 6] e [1, Theorem I1.4, p. 7]. [ |

Utilizando as propriedades aritméticas acima e a Proposicao 1.6, obtemos:
Corolario 1.10 card (KN) =c.

Demonstracao. Temos que

card (KN) = card(K)Card(N) =M = (ZNO)NO — 9(RoRo) _ 9Ro _ -



1.2 Decomposicao dos naturais

Nos resultados principais do nosso trabalho serd muito 1til escrever o conjunto dos
nimeros naturais como uma uniao infinita de conjuntos infinitos e dois a dois disjuntos.
H& varias maneiras de se fazer esta decomposicao. A titulo de ilustragao, a proxima
proposicao nos dd uma maneira de fazer tal decomposicao. Para isso usaremos os dois

importantes resultados a seguir da algebra.

Teorema 1.11 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior do
que 1 ou é primo ou se escreve de modo tinico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de niumeros primos.
Demonstragao. Veja [21, Teorema 7.1.1, p. 83]. [ |
Teorema 1.12 Ezistem infinitos niumeros primos.

Demonstracao. Veja [21, Teorema 7.2.1, p. 88|. [ |

Proposicao 1.13 Sejam
Ny :={1} U {p: p € primo}

N; == {pip2---pi: p1,p2,-..,pi sdo primos},
para todo i > 2. Entao cada N; € um subconjunto infinito de N, satisfazendo N; N N; = ()

sei;«éjeN:UN,».
i=1

Demonstracao.  Pelo Teorema 1.12, Ny = {1} U {p : p é primo} C N ¢ infinito.
Consequentemente N; é um conjunto infinito, para cada ¢ € N.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 1.11) segue que N;N\N; # 0, se i # j
e também que N = UNi‘ [ |

=1

1.3 Resultados da Algebra Linear

Aqui daremos alguns resultados que sao validos para espagos vetoriais sobre corpos
arbitrarios, lembrando que nosso interesse é o corpo dos nimeros reais ou o corpo dos

nimeros complexos.

Defini¢ao 1.14 Uma familia {W,},ca de subespagos de um espago vetorial V| sobre um

corpo K é chamada cadeia, se para quaisquer «, 5 € A, temos W, C Wg, ou Wz C W,,.

6



Proposicao 1.15 Sejam V' um espago vetorial e {Wy}taer uma familia de subespagos

(W

a€el

vetoriais de V. Entao

também é um subespaco de V.

Demonstragao. Veja [24, Proposition 1.3.6, p. 12]. [ |

Proposicao 1.16 Seja V' um espago vetorial e seja {Wy}aecr uma cadeia. Entdo

Jw.

a€EA

também é um subespaco de V.
Demonstragao. Veja [24, Proposition 1.3.10, p. 12]. [ |

Proposicao 1.17 Se A € um conjunto gerador de um espago vetorial V- # {0}, entdo

existe uma base de V' contida em A.

Demonstragao. Veja [12, Proposicao 2.8.1, p. 76]. [ |

1.4 Espacos métricos

Definigcao 1.18 Seja X um conjunto nao vazio. Uma fungao d: X x X — R é chamada

de métrica se verifica as seguintes condigoes:
D1) d(z,y) > 0 para todos z,y € X;

D2) d(z,y) = 0 se, e somente se z = y;

D3) d(x,y) = d(y,x) para todos =,y € X;

D4) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z), para todos x,y,z € X.

O par (X, d) é chamado de espago métrico. Com frequéncia escreveremos espaco métrico
X no lugar do espago métrico (X, d). Uma sequéncia (x,)5>; C X converge para x € X

se, para todo £ > 0 existe ng € N tal que d(z,,z) < &, sempre que n > ng. Neste caso,

dizemos que (x,)°2; é uma sequéncia convergente em X e que = é limite de (x,)52 ;.
[e.9]

Uma sequéncia (z,)52, C X ¢é dita de Cauchy se, para todo € > 0, existe um ng € N
tal que d(x,, ) < &, sempre que n,m > ng. O espago espaco métrico completo se toda

sequéncia de Cauchy converge em X.



Proposicao 1.19 Sejam X um espaco métrico completo e A um subespaco métrico de

X. Entao A € fechado se, e somente se, A € completo.

Demonstragao. Veja [25, Proposicao 6, p. 166].
|

Proposicao 1.20 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente €

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragao. Veja [25, Proposicao 3, p. 162]. [ |

1.5 Espacos normados

Definicao 1.21 Seja £ um espago vetorial sobre o corpo K. Uma aplicacao p: E — R é

chamada de normase verifica as seguintes condigoes:

N1) p(z) > 0 para todo = € E;

N2) p(z) = 0 implica z = 0;

N3) p(azx) = |a|p(x) para todo o € K e para todo = € FE;

N4) p(z +y) < p(z) + p(y) para todos =,y € E.

Se a condi¢ao N2) nao é satisfeita p é dita seminorma. Em geral se usa || - || para denotar
uma norma. O espago vetorial F, junto com a norma || - || é chamado de espago normado.
E é chamado de espago de Banach se for completo com relagao a métrica natural induzida

pela norma d(z,y) = ||z — y||.

Proposigao 1.22 Sejam E um espago normado e ()., wma sequéncia em E. Entao

E € um espaco de Banach se, e somente se,

oo [e.e]
Z |zo|l < 0o implica que an ¢ convergente em E.

n=1 n=1

Demonstragao. Veja [30, theorem 2.1.10, p. 69]. [ |

Proposicao 1.23 Seja E um espago de Banach sobre K com dim(E) = oco. FEntao
dim(E) > c.

Demonstragao. Veja [1, Proposition I11.5, p. 14]. [ |
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Teorema 1.24 Seja E é um espaco de Banach sobre K com dim(E) = co. Entdo toda

base de E tem dimensao igual a cardinalidade de E. Mais especificamente dim(E) =

card(E).
Demonstragao. Veja [20, Theorem 3.5, p. 5. |

Teorema 1.25 Sejam E e F espacos normados sobre K e T': EE — F linear. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(¢) T € continuo.

(d) T € continuo em algum ponto de E.

(e) T € continuo na origem.

() TN = sup{[[T(x)]| : x € Eeflzf| <1} < o0.

(g) Eziste uma constante C > 0 tal que ||T(x)|| < C||z|| para todo z € E.
Demonstragao. Veja [10, Teorema 2.1.1, p. 32]. [ |

Teorema 1.26 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espago de Banach, F
um espago normado e (T;)ier uma familia de operadores em L(E,F) satisfazendo a

condicdo de que para cada x € E existe C,, < 0o tal que

sup || T3(z)[| < Ch.
iel

Entao sup ||T;|| < oo.
icl
Demonstragao. Veja [10, Teorema 2.3.2, p. 38|. [ |

Corolario 1.27 Sejam E um espago de Banach, F' um espaco normado e (1,,)7°, uma

sequéncia em L(E,F) tal que (T,(z)),—, € convergente em F para todo x em E. Se

definirmos
T:FE—F, T(x)= lim T,(x),
n—oo
entao T € um operador linear e continuo.
Demonstragao. Veja [10, Corolario 2.3.3, p. 39]. [ |
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Teorema 1.28 (O Teorema de Riesz) Sejam H um espago de Hilbert e o: H — K

um funcional linear continuo. Entao existe um unico yo € H tal que
o(z) = (x,y0) para todox € H.
Além disso, ||l = l[yoll-
Demonstragao. Veja [10, Teorema 5.5.2, p. 126]. [ |

Definicao 1.29 Dizemos que dois espagos normados E e F sao topologicamente
isomorfos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor
T: E — F cujo operador inverso T~ ': F — E ¢é também continuo. Tal operador é

chamado de isomorfismo.

Proposigao 1.30 Sejam E e F' espagos normados isomorfos. Entao E € um espaco de

Banach se, e somente se, F' é um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [32, Lemma 4.38, p. 110]. [ |

1.6 Espacos Topoldgicos

Definigao 1.31 Seja X um conjunto. Chamaremos de uma topologia em X a uma familia

T de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) @ e X pertencem a T;
(b) A uniao de uma familia arbitraria de membros de 7 pertence a T;

(c) A interse¢@o de uma familia finita de membros de T pertence a 7.

Os membros de 7 sao chamados de abertos. O par (X, 7T) é chamado de espago topoldgico.
Quando nao houver risco de confusao diremos simplesmente que X é um espago topolégico.
Se T, S sao duas topologias no mesmo conjunto X, e 7 C S, diremos que 7 é mais fraca

do que S8, ou § é mais fina do que T. Duas topologias em X sao iguais se 7 = S.

Definigao 1.32 Seja (X,7) um espago topoldgico. Uma colegao B C T ¢é dito uma base
para a topologia T se dado U € T existe C C B tal que

v=|J{v:vec}
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Definigao 1.33 Sejam (X,7) um espago topolégico e z € X. Uma vizinhanca de z é
qualquer subconjunto V' de X que contém um aberto O € T, verificando x € O C V. Se
V € T com x € V diremos que V é uma vizinhanc¢a aberta. A colecao U, de todas as
vizinhancas de x é chamada de sistema de vizinhancas de x. Como X € U, temos assim
que U, # (. Uma base de vizinhancas em x é uma subcolecao B,, com B, C U,, tendo
a propriedade que cada U € U, contém algum V € B,. Assim, U, pode ser determinado

por B, da seguinte forma:
U, ={U C X :V CU para algum V € B,}.

Uma vez escolhida uma base de vizinhancas em x seus elementos sao chamadas vizinhancas
basicas.

Proposicao 1.34 Seja X um conjunto nao vazio. Para cada x € X seja B, uma familia

nao vazia de subconjuntos de X com as sequintes propriedades:
(a) z € U para cada U € B,.
(b) Dados U,V € B, existe W € B, tal que W CUNYV.

(¢) Dado U € B,, existe V€ B,, V C U, tal que para cada y € V existe W € B, tal
que W C U.

Seja
T ={U C X: para cada z € U existe V € B, tal qgiue VC U}.

Entao T € uma topologia em X e B, € uma base de vizinhancgas de x em (X, 7T) para cada
x e X.

Demonstragao. Veja [10, Teorema B15, p. 353]. [ |

Definigao 1.35 Seja (X,7) um espago topologico. X é dito de Hausdorff se para cada

x e 1, elementos distintos de X, existem vizinhancas U de z e V de y com U NV = ().

1.7 Convergéncia em Espacos Topoldgicos

Defini¢ao 1.36 Seja um conjunto A # ) e seja < uma relagdo em A satisfazendo as

seguintes condicoes:
(a) Para todo A € A, A 5 \;
(b) Se Axvev=mn,entdo A % n;
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(¢) Para quaisquer A\, v € A, existe n € A tal que A< nev <.

O conjunto A munido com essa relagao < é chamado de conjunto dirigido, e serd denotado
por (A, <).

Definigao 1.37 Sejam X um conjunto nao vazio, e (A, <) um conjunto dirigido. Uma
aplicacao P: A — X é chamada de rede em X indexada por A. Em geral denotaremos

uma rede P : A — X simplesmente por (z))xea.

Definigao 1.38 (Convergéncia de redes) Sejam (X,7) um espago topoldgico e
(A)rear uma rede em X. Diremos que (z))rea converge para x € X, se para cada
U € U, existe um indice A\g € A tal que

xy € U, sempre que Ay < A
: A
Neste caso escreveremos simplesmente por x), — .

Definicao 1.39 (Convergéncia de sequéncias) Uma sequéncia (z,)~, em um

espaco topoldgico X converge para r € X (v, — x) quando para cada vizinhanca

U de z, existir um inteiro positivo ng tal que n > ngy implica x,, € U.
Proposicao 1.40 Sejam (X,T) um espago topoldgico, x € X, A C X. Sao equivalentes:
(a) x € A.

(b) existe uma rede (x\)ren em A tal que x) 2

(c) UNA#0, para todo U € U,.

Demonstragao. Veja [10, Proposicao B.12 (f), p.352] e [10, Teorema B.31, p. 356].
|

1.8 Espacos vetoriais topoldgicos

Definicao 1.41 Sejam E um espago vetorial sobre o corpo K e 7 uma topologia em F.

Dizemos que o par (E,7T) é um espago vetorial topoldgico se as operagoes algébricas
(a) s: EXE = E, s(z,y)=xz+y e
(b) m: Kx E— E, m(a,z) = ax
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sao continuas quando consideramos em E x F, K x E as respectivas topologias produto e
em K a topologia usual. Neste caso diremos que T é uma topologia vetorial. Quando nao
houver necessidade nem perigo de ambiguidade, ao nos referirmos a um espacgo vetorial

topoldgico escreveremos simplesmente E no lugar de (E,T).
Exemplo 1.42 Todo espaco normado é um espaco vetorial topoldgico.

Sejam A, B subconjuntos de um espaco vetorial E, rg € F e a € K. Denotaremos
A+B={z+y: z€A,yeB}xp+A={r+a:a€ A} eaA={ax: x € A}

A seguinte proposicao diz que, em um espaco vetorial topoldgico, as translagoes e
as homotetias sao homeomorfismos. Em consequéncia, a partir de vizinhancas do zero
podemos obter vizinhancas de qualquer outro ponto e vice-versa. Portanto, a topologia
de um espago vetorial topoldgico pode ser conhecida a partir de uma base vizinhancas do
zero. Veremos também que um operador linear entre dois espagos vetoriais topologicos é

continuo se, e somente se, é continuo no zero.

Proposicao 1.43 As translacoes e as homotetias sao homeomorfismos em um espago
vetorial topologico. Mais precisamente, se E é um espago vetorial topologico, xo € E e

a €K, a#0, entdo as funcoes
rebk—r+rce N exeb—ar ek

sao homeomorfismos. A homotetia € também um isomorfismo.
Demonstragao. Veja [10, Proposicao 8.1.4, p. 222]. |

Corolario 1.44 As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um subconjunto V' do

espago vetorial topologico E:
(a) V € uma vizinhanga da origem em E.
(b) AV ={Az:2 €V} é uma vizinhanga da origem em E para algum X € K, X # 0.
(c) \V ={Xz:z €V} é uma vizinhanga da origem em E para todo A € K, X\ # 0.
(d) 2o+ V ={xo+x:2 €V} € uma vizinhanga de xo para algum x¢ € E.
() o+ V ={zg+z:2 €V} éuma vizinhanca de xo para todo xy € E.

Demonstragao. Veja [10, Coroldrio 8.1.5, p. 222]. [ |

A préxima proposicao sera usada diversas vezes ao longo do trabalho.

Proposicao 1.45 Sejam E um espaco vetorial topologico e F subespaco vetorial de E.

Entio F € um subespaco vetorial fechado de E.

13



Demonstracao. Scjam z,y € F e V qualquer vizinhanca de = 4+ 3. Entdo existem
vizinhangas V,, e V;, de z e y respectivamente tais que V, +V, CV. Jaque V, N F £ ¢
Vy,NF #0, existem u € V, N FeveV,NF. Como F é subespago, temos u+v € F.
Além disso, u+v € V +V, CV, logo VN F # 0, portanto z +y € F.

Sejam x € F, A € K e W qualquer vizinhanca de Az. Entdo existe uma vizinhanca
V, de x tal que \V, C W. J4d que V, N F # 0, existe u € V, N F'. Como F é subespaco,
temos A\u € F e Au € \V,. Assim, WNF # (), portanto Az € F. Isto mostra que F é um
espaco vetorial de F. [ |

1.8.1 Espacos localmente convexos

Definicao 1.46 Um subconjunto A de um espaco vetorial E é dito:
(a) convezo se ax + fy € A para todos x,y € Aea,f >0, com a+ [ =1.

(b) absorvente se para todo x € E existe Ay > 0 tal que = € AA para todo A € K com
Al = Ao

(c) equilibrado se \x € A para todo z € A e todo A € K com |A\| < 1;isto é , \AC A
sempre que |A| < 1.

Proposicao 1.47 Sejam E um espaco vetorial, e p: E — R uma seminorma. Entdo o

conjunto
Upe ={z € E:p(x) < e}

€ convexo, equilibrado e absorvente para todo € > 0.

Demonstragao. Veja [31, Theorem 1.34, p. 24]. [ |

Observacao 1.48 Um espago vetorial topolégico nao precisa ter uma base de vizinhangas
do zero consistindo de conjuntos convexos, mas os espacos de nosso interesse satisfazem

essa condicao.

Definicao 1.49 Diremos que E é um espaco localmente convero se E é um espaco vetorial
topoldgico tal que cada vizinhanca de zero contém uma vizinhanca convexa de zero. Neste

caso diremos que a topologia de E' é uma topologia localmente convexa.

Observacao 1.50 Dentro dos espacos vetoriais topologicos, sao de maior interesse os
espacos localmente convexos, isto €, aqueles que tenham vizinhancas convexas do zero,

pois sua topologia é gerada por uma familia de seminormas, como veremos a seguir.
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1.8.2 A topologia gerada por uma familia de seminormas

Em um espaco normado consideramos a topologia gerada pela norma. Veremos que na
auséncia de uma norma, qualquer familia de seminormas também gera uma topologia,
nem sempre normada mas sempre localmente convexa. Introduziremos agora a topologia
determinada em um espaco vetorial por uma familia de seminormas. Esta topologia sera

uma topologia localmente convexa.

Proposicao 1.51 Sejam E um espaco vetorial, e P uma familia de seminormas em E.
Seja
Boz{ﬂ Upe: Py CP finito, 5>O}.
p€Po
Entao existe uma unica topologia localmente convera Tp em E que admite By como base
de vizinhangas de zero. Tp € a topologia vetorial mais fraca em E tal que cada p € P €

continua. Diremos que Tp € a topologia localmente convera definida por P.
Demonstragao. Veja [10, Teorema 8.3.3, p. 234] ou [27, Proposicao 4.3, p. 10]. [ |

Definicao 1.52 Sejam E um espaco vetorial, e P uma familia de seminormas em F,
diremos que P é uma familia dirigida de seminormas em E, se P com a relacao < é um

conjunto dirigido.

Observacao 1.53 Se p, ¢ sao seminormas definidas em E' tais que p < ¢, entao U, C
Upe.

Se na hipétese da Proposicao 1.51, trocamos uma familia de seminormas por uma familia
dirigida de seminormas teremos que os conjuntos U, . determinados pelas seminormas da
familia formarao as vizinhancas basicas de zero da topologia localmente convexa, isto é,

nao fara falta fazer as intersecoes finitas dos U, .

Corolario 1.54 Seja E um espago vetorial, e seja P uma familia dirigida de seminormas
em E. Entao os conjuntos U,. com p € P e > 0, formam uma base de vizinhangas de
zero em (E,Tp).

Demonstragao. Seja U uma vizinhanca de zero. Pela Proposicao 1.51 existe Py C P

conjunto finito tal que

(Ve CU

P€Po
Como P é uma familia dirigida de seminormas em F, existe ¢ € P tal que ¢ > p para

todo p € P. Dai resulta que
Upe € [ Upe CU.

PEPo
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Provando assim que a familia {U,.: p € P, e > 0} forma uma base de vizinhancas de

Zero. |

Proposicao 1.55 Seja E um espaco localmente convexo cuja topologia € gerada por uma

familia dirigida P de seminormas. Seja (x,,),-, uma sequéncia em E. Entao

(a) z, —= x em E na topologia gerada pela familia P se, e somente se, p(x, —x) — 0,

para todo p € P.

(b) (xn),2, € de Cauchy em E se, e somente se, p(x, —x,,) — 0, quando m,n — oo,

para todo p € P.
Demonstracao. (a)(=) Sejam p € P e e > 0. Pelo Corolario 1.54, U,. é uma
vizinhanca bésica de zero. Como z,, — z em E, logo existe ny € N tal que
x, —z € U, . ,sempre que n > ny,
ou seja,
p(z, —x) < & ,sempre que n > ng.

Portanto p(z, — x) — 0.
(<=) Por hipétese p(z,, —x) — 0, para todo p € P. Considere uma vizinhanca bésica

de zero, a qual ¢ da forma U, ., conforme Coroldrio 1.54. Logo existe ny € N tal que
p(z, —x) < & ,sempre que n > ng.

Dai, para todo n > ng , x, — 2 € U, .. Portanto z,, sz em E.
(b) Similar a prova do item (a).

Proposicao 1.56 Sejam E e F dois espacos localmente convexos, e sejam P e QO familias
dirigidas de seminormas que definem as topologias de E e F', respetivamente. Entao uma
transformacao linear T : E — F ¢ continua se, e somente se, dada q € Q, existem p € P
e c> 0 tais que

q(T(z)) < cp(x) para todo x€ E.

Demonstracao. Veja [11, Theorem 1.9.3, p. 60]. [ |

1.9 Espacos de Fréchet

Definicao 1.57 (a) Um espaco vetorial topolédgico E é dito metrizdvel se existe uma

métrica d em E que define a topologia de F.
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(b) Se E é um espaco vetorial, entdo uma métrica d em E ¢é dita invariante sob

translacoes se
d(z,y) =d(a+x,a+y) paratodo z,y,a€ E.

A proposig¢ao a seguir nos uma condi¢ao necesséria e suficiente para um espaco localmente

convexo de Hausdorfl ser metrizdvel.

Proposicao 1.58 Seja E um espago localmente convexro de Hausdorff. Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(a) E € metrizdvel.
(b) Eziste uma base enumerdvel de vizinhancas de zero em E.
(c) Existe uma sequéncia de seminormas que define a topologia de E.

Se alguma destas condigcoes € verificada, entao existe uma métrica em E, invariante sob

translacoes, que define a topologia de E.
Demonstracao. Veja [33, Theorem 6.1, p. 28] ou [27, Teorema 12.2, p. 38|. [ |

Definicao 1.59 Diremos que um espaco vetorial topologico E é um espaco de Fréchet

se E/ é um espaco localmente convexo, métrizavel e completo.

Exemplo 1.60 Todo espaco de Banach é um espaco de Fréchet.
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CAPITULO 2

ESPACOS DE SEQUENCIAS VETORIAIS

Neste capitulo estudaremos generalizacoes de espacos de sequéncias classicos da analise
funcional. Os espacos cléssicos sao aqueles nos quais os termos de uma sequéncia
pertencem no corpo K, tais como /,,/x(K),c(K) e ¢ (K). Agora vamos dar mais
liberdade aos termos de uma sequéncia, isto é, cada termo de uma sequéncia pertence
a um espaco normado arbitrario. O objetivo serd explorar ambientes em que podemos
estudar os conceitos de lineabilidade e espagabilidade. Comecaremos esse capitulo com

os espagos normados (ou p-normados) de sequéncias escalares.

2.1 Espacos (p-)normados de sequéncias de escalares

Muitos resultados dessa secao sao casos particulares do caso vetorial que veremos na
secao posterior. Mas, como os espacos de sequéncias de escalares sao bastante usuais,
e também para facilitar a familiarizacao do leitor com espacos p-normados, preferimos

incluir algumas demonstragoes do caso escalar.

Definicao 2.1 Seja p > 1. Denotaremos por ¢, o espago vetorial de todas as sequéncias

de escalares que sao absolutamente p-somdveis, isto €,

by = {(ﬂfj)?il CK:) |alP < Oo}a

J=1
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o qual se torna um espaco normado completo com a norma

(@52l = <Z|%|p>

O espaco vetorial de todas as sequéncias de escalares que sao limitadas é denotado por

ls e ele também se torna um espaco normado completo com a norma

H(ZEJ)g /oo = sup |x]|
jEN
O subespaco fechado de ¢, formado pelas sequéncias que convergem para zero é denotado

Cop.

As demonstragoes que estes espagos sao normados e completos podem ser encontradas
em qualquer livro introdutério de andlise funcional. Por exemplo na prova do caso em
que 1 < p < oo, faz-se necessario o uso de duas importantes desigualdades, a de Holder e
a de Minkowski. Como elas serao necessarias também em outros lugares nesse trabalho,

vamos enuncia-las aqui.

1 1
Proposigao 2.2 (Desigualdade de Hoélder) Seja 1 < p,g < oo, com —+ — =1, ¢
p q
sejam (53) €l,e (77])] L € 4y. Entdo (5]77]) €l e
00 o0 1/p 00 1/q
> Igmil < (Z |§j’p) (Z |77j|q> :
j=1 j=1 j=1
Demonstragao. Veja [22, Theorem 1.3.12, p. 12]. [ |

Proposicao 2.3 (Desigualdade de Minkowski) Seja 1 < p < oo, e sejam (&)
()52, € by Entdo (§ +m;)=, €Ly e

s 1/p 0o 1/p 0 1/q
(me) s(Zw) +<Z|m|p) |
=1 j=1 j=1

Demonstragao. Veja [22, Theorem 1.3.12, p. 12]. [ |

Neste trabalho também estamos interessados nos espacos £, no caso em que 0 < p < 1.

Jj=1

Esses espacgos sao definidos da mesma forma, entretanto eles nao sao normados, como

veremos a seguir. Para introduzir esses espacos, precisamos do conceito de p-norma.

Definicao 2.4 Seja E um espago vetorial sobre o corpo K, uma aplicac¢do || - || : £ - R
¢ uma p-norma se satisfaz as condigdes (N1),(N2) e (N3) da Definicao 1.21, porém a

desigualdade triangular (N4) vale da seguinte forma:
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N4") ||z + y||P < ||=||P + ||y||” para todos x,y € E, onde 0 < p < 1.

O espago vetorial E, junto com a p-norma ||-|| é chamado de espago p-normado. E facil ver
que uma p-norma em um espago vetorial induz uma métrica d(z,y) = ||x — y||P. Dizemos
que E é um espaco p-Banach se for completo com relacao a essa métrica induzida pela

p-norma.
Vejamos algumas propriedades importantes da p-norma.
Proposicao 2.5 Seja E um espaco p-normado. Entdo:

n
D

k=1

p

n
< Z |lzell”  para quaisquer w4,...x, € E.
k=1

(a)

(b) [llzl|” = llyll’] < lle = yll"  para quaisquer .y € E.
(¢) Se|| || € ap-norma no espago E, entdo essa p-norma € continua.

(d) A fungio d: E x E — R, dada por d(x,y) = ||x — y||” define uma métrica em E.

Demonstragao. A prova de (a) segue facilmente por indugao. As demonstragoes de (b)
e (d) seguem de maneira andloga ao caso normado, mas usando (N4'). A continuidade de
(c) é consequéncia imediata de (b). |

O préximo resultado fornece um critério muito 1til para provar que um espaco p-

normado é completo.

Proposigao 2.6 Sejam E um espago p-normado e (x,),—, uma sequéncia em E. Entao

E ¢ p-Banach se, e somente se,

o o
Z |zn]|P < oo implica que an ¢ convergente em E.

n=1 n=1

Demonstracao. (=) Suponha que E é p-Banach com 0 < p < 1, sejam (sg)o; €

o0 o0
(tr),—, as sequéncias das somas parciais das séries T e ||x;||P respectivamente
k)Ek=1 q p J J p .
Jj=1 Jj=1
oo
Por hipétese a série 5 |lz;]|P < oo, logo segue que (tx)y, ¢ uma sequéncia de Cauchy
i=1

em R. Assim dado ¢ > 0 existe kg € N tal que

k k r
SNzl = DNl = Ml = Itk — | <& sempre que k> r > k.

j=r+1 j=1 j=1
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Pela Proposicao 2.5 temos que

k P k
d(sk, s7) = ||sk — s-||P = Z x| < Z |lz;|IP <e sempre que k >r > ko.
j=r+1 j=r+1

Isto significa que (si),—, é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico E, o qual é

completo por hipétese (E é p-Banach), entao (si),., converge em FE, isto ¢, existe s € E

tal que
n P
lim d(s,,s) = lim g xzj—s|| =0.
n—oo n—oo
Jj=1
oo
Portanto E T, € convergente em F, isto prova o que queriamos.
n=1

(«<=) Por hipétese, toda série em E absolutamente p-soméavel, é convergente em FE.
Provaremos que E é um espago p-Banach. Para isto, seja (z,).., qualquer sequéncia
de Cauchy em FE. Pela Proposi¢ao 1.20 basta mostrar que ela possui uma subsequéncia

convergente em F.

1 1
Para ¢ = 3 dny € N tal que ||z, — z,||P < 5 sempreque m,n > n. (2.1)

1
dny € N tal que ||, — x| < 52 sempreque  m,n >y (2.2)

Seja ny > max{ng, ny }, logo substituindo na equacao (2.1) temos que,

1
Para ¢ = 5

||ZL'n2 - mep <3

2

1
Parae = —, 3nsz € Ntal que |z, —x,]|P < sempre que  m,n = ns.  (2.3)

23’ 23

Seja ng > max{ns, na}, logo substituindo na equagao (2.2) temos que,

Hxns - :Eme <

2
Assim sucessivamente, para
1 . 1 .
€= o In; € N tal que ||z, — x,|P < 5 sempre que m,n > n,. (2.4)
Seja n; > max{n;,n;_1}, temos que
[, — o P <
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Dessa forma construimos uma subsequéncia (z,,);, de (z,),—, tal que

o0 oo
. 1 :
para todo ¢ > 2. Como E 51 < temos que g |zn, — @n,_,||P < 0o e da hipé6tese
i=2 =2

oo
segue que E ([L’n — :vnH) = s, isto é, a sequéncia da somas parciais (sk)ion converge

=2
k

para s € FE, onde s, = E (Ty, — Tp,) = Tp, — Tp,. Isto &,
i=2

lim (z,,) — Ty, -

s = lim s, = lim (x,, —z,,) =
k—o0 k—o0

k—o0

Assim (z,, ),—, converge em E e, portanto, a sequéncia (x,),, converge em E. Logo E

é completo. [

Definicao 2.7 Conforme jd dito, para 0 < p < 1 definimos os espagos £, da mesma

forma que para p > 1, isto €,

by ={(z)j2, s 2; €K paratodo j €N e Z |z;]P < oo}
j=1

Nosso préximo objetivo é provar que ¢, ¢ um espago vetorial com as operacoes de soma

e multiplicacao por escalar usuais.
Proposicao 2.8 Sejam s,t > 0 e p > 1. Entao

(s + )" < 2P(sP +tP).
Demonstragao. Sem perda de generalidade suponha que s < t. Entao

(5 4+ 1)7 < (2t) = P17 < 2P (P + 7).

Proposicao 2.9 Sejam s,t >0 e 0 < p < 1. Entao,
(s+t)" < sP+t.
Demonstragao. O caso quando p = 1 é ébvio. Para o caso 0 < p < 1, fixe s e considere
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a seguinte funcao diferenciavel
fs:]0,400) = R, fy(t) ="+ 17 — (s +1).

A condigao 0 < p < 1 implica que f, tem derivada nao negativa, logo é mondtona nao
decrescente em [0, 00). Ja que f5(0) = 0, segue que f,(¢) > 0 para todo t > 0. Isso implica
que,

(s+1) <sP+tP paratodo s,t > 0.

Proposicao 2.10 Para 0 < p < 1, £, é um espago vetorial com as operagoes usuais de

sequéncias.

Demonstracao. Sejam (z;)j2,, (7;);2, € £, e @ € K . Devemos mostrar que
(zj + ay;)j2, € l,. Da desigualdade triangular segue que |z; + ay;| < |z;] + |ofy;],
para todo 5 € N. Pela Proposicao 2.9 temos,

(|z; + ay;|)P < |z;|P + |a|P|y;|P  para todo j € N.

T que 3 (jayl? + [P lys|7) < oo, segue ane S (Jr; + ag,l?) < oo .
j=1 j=1

Proposigao 2.11 Seja 0 < p < 1. A funcao

[e.9]

IG)52ally o= Dl P,

J=1

define uma p-norma em {,. Consequentemente a fun¢ao
dy by x £y — R vdp((%)] 19 ?4331 Z|% P

¢ uma métrica em {,,.

Demonstracao. Basta provar que || - ||, ¢ uma p-norma. O fato que d, é uma métrica
segue diretamente da Proposigao 2.5(d). A tnica propriedade de p-norma que precisamos
verificar é ||z +yl[b < ||z||) +[ly||}, para todos x,y € £, pois as demonstragoes das demais
sao idénticas as do caso p > 1. Sejam (z;)52,, (y;)52; € £ Pela Proposigao 2.9, temos
que, para todo 57 € N,

| + 5l < lslp + lyily.
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Logo

o0

12520 + W)l = s +yslh <Y a4+ lyslh = 1) b+ 1l ()32 115
j=1 j=1 Jj=1

Observacao 2.12 A métrica definida na Proposi¢ao 2.11 nao provém de uma norma.
Mais precisamente, ndo existe uma norma || - || em £,, com 0 < p < 1, tal que
dy(z,y) = ||z — y|| para todo z,y € {,. Para isso basta observar que a bola aberta de

raio 1, B1(0) = {z € ¢, : dy(z,0) < 1}, ndo € um conjunto convezxo.

Um resultado particularmente importante para nés ¢ que os espagos ¢, tém dimensao

infinita. Isso é facil de ver, pois o conjunto dos vetores canonicos
en = (0,0,...,0,1,0,0,...),

com n € N, onde o 1 aparece na n-ésima coordenada e as demais sao nulas, é linearmente

independente. Mas podemos calcular precisamente a dimensao de £,,.

Observacao 2.13 Analisando a demonstracao da Proposi¢ao 1.23 do Teorema 1.24, é
facil ver que os resultados continuam verdadeiros se o espaco E for p-Banach. Mais

precisamente, estes dois resultados podem ser reescritos conforme a seguir.
Proposicao 2.14 Seja E um espago p-Banach sobre K com dim(E) = oo. FEntao
dim(E) > c.

Teorema 2.15 Seja E é um espago de Banach (ou p-Banach) sobre K com dim(E) = oo.
Entao toda base de Hamel de E tem dimensao igual a cardinalidade de E. Mais
especificamente dim(F) = card(E).

Proposicao 2.16 Seja 0 < p < o0o. Entao
dim(¢,) = card(K) = c.

Demonstracao. Como ¢, é um espago de Banach (p-Banach se 0 < p < 1), segue da
Proposicao 1.23 e do Teorema 1.24 (Proposigao 2.14 e Teorema 2.15 no caso 0 < p < 1)
que

¢ < dim(¢,) = card(/,).

Ja que £, C K", segue card(f,) < card(K") = ¢ e esta tltima igualdade segue do Corolério
1.10. Pelo Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder (Teorema 1.2), segue que card(¢,) = ¢.

Portanto temos dim(¢,) = c. [ |
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E um resultado simples provar que se p > ¢ > 0 entao ¢, C ¢, e que a inclusao ¢
prépria, isto é, ¢, — ¢, # (). Agora, o que podemos dizer de ¢, — U ¢,? Provaremos a
0<g<p
seguir que £, — U ¢, também é nao vazio.
0<g<p

Proposigao 2.17 (, — U l, # 0 para todo p > 0.

0<g<p

Demonstragao.  Demonstraremos em um primeiro passo o caso particular no qual

U l, # 0. Note que U l, = U {,. Sabemos que (%) ¢ Uy e

0<g<2 0<g<2 1<q<2 n=1

<—> € /(, para todo r > 2, pois Z— = o0 e Zr_/z < 00 respectivamente.
n n

\/ﬁ n=1 n=1 n=1

Note que para (y,).—, € {;, 1 < ¢ < 2, segue da desigualdade de Holder (Proposigao 2.2)
q/

<|(%)...
1 1

onde ¢’ é o expoente conjugado de ¢, isto 6, — + — = 1. Suponha, por absurdo, que
q

que
o0

2.

n=1

1
%yn

)zl < oo, (2.5)

»Q

1
| | ¢,. Logo da equacao (2.5) ——UYn
n

1<q<2

< oo para toda (y,)r, € lo.

Assim, Z yn converge, para toda (yn) _1 € {5. Isto garante que a seguinte sequéncia

de funmonals hneares

Tk:€2_)Ka Tk ynnl Z\/—yna

estd bem definida. A linearidade de T} é 6bvia e novamente da equagao(2.5) segue que
k

k
1
;ﬁyn S;

para todo (y,),—, € £s. Pelo Coroldrio 1.27, concluimos que

o

1
—7=Yn
\/_

sup [T ((Yn)p=y)| = sup
keN keN  keN £

T((yn)n 1) _hmTk yn n= 1 Z\/—yn

define um funcional linear continuo em ¢;. Como ¢ é um espago de Hilbert, segue do

1 o
Teorema de Riesz (Teorema 1.28) que (—) € 0. O que ¢ uma contradigao, pois

NG
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Z — = oo. Portanto, existe x = (z,) - neq € Loy — U ¢,. Para o caso geral, considere a

n= 1

1<g<2

sequéncia r = (x,),~, € {5 — U {, e vejamos que

De fato,

pois x € {5 e

0<g<?2
2 o
(l2l?) _et- Ut
n= 1<g<p
o0 5 P o0
lalt = > (J2al?)" = 3" loal? < oc,
n=1 n=1

> 2\ 4 e 2
2 29
> (laal#) = Yo leal ¥ = oo,
n=1

n=1

2q
pois 0 < — < 2, dal x £,.. Como
b * U

segue que

como queriamos.

o<r<?2

t-J b=t6- U 4

1<g<p 0<g<p

U t#0

0<g<p

Vejamos agora que ¢y — U ¢, também ¢é nao vazio.

p>0

Proposicao 2.18 ¢j — U b, # 0.

p>0
1 o
Demonstragao. Basta notar que a sequéncia | ——— converge para zero, mas
In(n+1)/,_,
————| = 00, para todo p > 0. |
2 n(n+ 1) P P
n=1

2.2 Espacos

Definicao 2.19 Seja

mesmo corpo K, com

(p-)normados de sequéncias vetoriais

(X,),2, uma sequéncia de espagos vetoriais normados sobre o

a norma em cada X, denotada por || - ||x,. O produto cartesiano
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dos espacos normados X,, é o conjunto
o0
H X, ={(x,)52, sz, € X,, paratodon € N}.
n=1

oo
Nao ¢é dificil ver que H X, é um espaco vetorial com as operacoes

n=1

(xn>20:1 + (yn)iil = (2, + yn)iil )

«Q (l"n)io:l = (O‘xn)zozl )

onde ()77 1, (Yn)rey € H X,eack.

n=1

o
Definigao 2.20 Dizemos que uma sequéncia (z,) -, em H X, € limitada se existe uma

n=1

o0

constante M > 0 tal que [[z,|y < M para todo n € N. O subconjunto de HX”
n=1

formado por todas as sequéncias ltmitadas serd denotado por (Z Xn)
n

[e.e]

Proposicao 2.21 (Z Xn> ¢ um espaco wvetorial com as operacoes wusuais de

sequéncias.

Demonstracao.  Sejam (z,),—,,(yn),—, € <Z Xn> e a € K. Entao existem

n=1" n=1

constantes M; e M, tais que [|z,[ly, < M e [yl y, <M, para todo n € N. Da

desigualdade triangular da norma em X,,, segue que
oz, +ynllx, < lafllznllx, + Ynllx, < @My + My  paratodon € N.

Assim a sequéncia (az, + ¥, ), ¢ limitada e, portanto, (Z Xn> é um espaco vetorial.
n [e’e]

Proposicao 2.22 Em (Z Xn) a fungao

o0

| (@n)pey lloo = sup [[za|x,
neN

define uma norma.

Demonstragao. Essa demonstragao segue diretamente usando a norma de cada X,,.

Provaremos sé a desigualdade triangular. De fato, sejam ()~ , (Yn)re; € (Z Xn>
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Da desigualdade triangular no espago normado X,,, temos

2 + Ynllx, < llznllx, + lynllx, < suplle.x, +sup ||z,
neN N

ne

X"L
= @)y oo + 11 (n)nZy lloe  para todo n € N.

Segue que
(@0 + Yn)nti lloo < Il (@n)nzy oo + [ (n)nzy lloo-

|

Proposicao 2.23 Seja (X,),—, wma sequéncia de espagos de Banach. Entao

Z X, ¢ um espago de Banach com a norma || - || se, e somente se, cada
n oQ

(X, || - |lx,,) € um espago de Banach.

Demonstracao. Suponha que para cada n € N, X,, é um espago de Banach. Seja
(xk)zozl uma sequéncia de Cauchy em (Z Xn> Como cada z¥ € (Z Xn> ,
k o0 n 0o

denotaremos z* = (xj);il , para cada k € N. Dado € > 0 existe um kg € N tal que

5
2% — 27|00 < 5  sempre que k,r > ko. (2.6)
Como

||:1:;C — $;HX <z — 2" < g sempre que k,r > ky e paratodo jeN, (2.7)
J

o / A~ .
f) ., ¢ uma sequéncia de Cauchy em X;. Como X;

é um espaco de Banach, segue que klim xf =
—00

entao para j fixo, a sequéncia (x

y; € Xj. Assim, formamos a sequéncia

y = (yj);.’il onde y; € X, para cada j € N. Mostraremos que y € <Z Xn> e que

[e.9]

klim |l2" — y|lso = 0. Das equacdes (2.6) e (2.7) segue que
—00

||x§C —7jllx; < g sempre que k,r > ky ejeN.

Mantendo k fixo, fazendo r — oo, e da continuidade da norma || - [|x, temos,

sempre que k > kg e j € N. (2.8)

DO | ™

12} — il x; <
Em particular, para k = ky temos

Y

Do M

sup [|25° — y;llx, <
JEN

28



isto &, (#))721 = ()% € (32, %) - Portanto, y =% = e —y) € (3, X,)

Pois <Z Xn> é um espago vetorial. Mais ainda, da equagao (2.8) temos,

oo [e.o]

€
2" = ylloo = SUII\? ||9'3§C —yjllx, < 3 < e sempre que k > ko,
J€E

e assim conclufmos que ||z% — y||oo 5 0.
Para a reciproca, seja i € N fixo e denote ZXi ={(0,...,0,2;,0,...): z; € X;}. Ja
que o subespaco Z X; é fechado em (Z Xn) , logo é Banach. Nao ¢ dificil ver que

E X, e X, sao isometricamente isomorfos, em particular isomorfos pela Proposicao 1.30.
Logo X, ¢ Banach. [ |
Um espaco que serd importante é o analogo do espago ¢y no caso vetorial. Mais

precisamente:

Definigao 2.24 Seja (X,,),-, uma sequéncia de espagos normados. Denotaremos
<Z Xn) = {(xn)zozl cx, € X, paratodon €N e lim [|z,|x, = 0} :
n 0 n—oo

Proposicao 2.25 (Z Xn) € um espaco wvetorial com as operacoes usuais de
n 0

sequéncias.

Demonstragao.  Sejam (), (Yn)re, € (Z Xn> e a € K. Da desigualdade
n 0

triangular da norma em X,,, temos
0 < flawn + ynllx, < lafllznllx, + luallx, paratodon €N.

Como Tim (ja[lzallx,, + llx,) = 0, temos que (az, +y);2, € (32 Xa) . m
n—00 n 0

Proposigao 2.26 Seja (X,) 7, wma sequéncia de espagos de Banach. Entdo ( E Xn)
n 0
€ um subespaco fechado de ( E Xn) , logo < E Xn> ¢ um espaco de Banach.
n [e's) n 0

Demonstragao. Seja (:ck)zo_l uma sequéncia de elementos de (Z Xn) que converge
- " 0

para y € (Zn Xn)

tal que

. Devemos mostrar que y € (Z Xn> . Dado € > 0 existe kg € N
n 0

oo

£

l2F = willx, < sup |25 —yillx, = [l2* = ylloo < o1
JEN

para todo ¢ € N, sempre que k > ky. Em particular para k = kg

€
x, < 5 Dpara todo ¢ € N.

5> — il
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N . o
Como a sequéncia 2™ = (a:’?(’)i_l € <E Xn> , temos que ||z*
- " 0

)

existe 7o € N, tal que

x; E sempre que © = 1g.
2
Logo,
lyillx, = [|z¥ + y; — ! < ||z Mo _illx, <& sempre que i > .
O que prova que y = (i), € <Z Xn> . [ |
n 0
Definicao 2.27 Dizemos que uma sequéncia (z,),-; em H X, € eventualmente nula se
n=1

existe uma constante ng € N tal que x,, = 0 para todo n > ng. O conjunto das sequéncias

eventualmente nulas sera denotado por (Z Xn> )
n 00

Proposicao 2.28 <E Xn> € um espaco wvetorial com as operacoes wusuais de
n 00
sequéncias.

Demonstragao. Sejam ()., (yn)ory € (Z Xn> e a € K. Entao existem ny
n 00
e ny € Nj tais que x, = 0, para todo n > ny e y, = 0, para todo n > ny. Tomando

ng = max{ni, ny} temos
ar, + 1y, =0 para todo n > nyg.

Assim a sequéncia (ax, + yn),., ¢ eventualmente nula. Portanto (Z Xn> é um
n 00

espago vetorial.

Observacao 2.29 <Z Xn> nao ¢é um subespaco fechado de Z Xn) e,
n 00 oo
consequentemente, nao ¢ um espago de Banach. De fato, admitiremos que X # {0}

para cada n € N. Assim, podemos escolher z,, € X,, para todo n € N com ||z,||x, =1, e

k T2 T3 Tk )
x <.7§'1, 2 3 ) k? )

) e (5,0
>,Vejamos que lim z r em Zn

para cada k € N seja

i) .133

Tomand :(,
omando xr .T12 3

o0

k 9Ck;+1 Ik+2
- co — 0707”'707 '
e R e 8 = X M=o

Ja que hm |z — 2|l = 0 temos entdo lim 2¥ = z em (Z Xn) . Mas = ¢

k—o0 0o

(Z X ) , portanto (Z X >00 nao é um subespaco fechado de (Z X > . Pela

Proposicao 1.19, <Z Xn> nao é um espago de Banach.
n 00
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Definicao 2.30 Scja 0 < p < oo. Dizemos que uma sequéncia (x,) ., em HX" é

n=1
o0
fortemente p-somdvel se E |zn%, < oo. O conjunto das sequéncias fortemente p-
n=1

somdveis serd denotado por (Z Xn> . Isto é,
n p

(Z Xn> = {(a:n)zo:l c1, € X, paratodon €N e Z znll, < oo} .
n p

n=1

Proposigao 2.31 Seja 0 < p < oo. Entdao (Z Xn> ¢ um espacgo vetorial com as
n p
operagoes usuais de sequéencias.

Demonstracao. Sejam (z,,),—;, (Yn)re, € <Z Xn> e a € K. Vejamos primeiro o
n p

n=1’
caso quando 1 < p < co. Da desigualdade triangular da norma em X, e pela Proposicao

2.8 temos que

lozn + ynll%, < (elllzallx, + lyallx,)”
<22 (|aPlznl%, + llynl%,) paratodo neN.

Entao,

S o + yaly, <2 (Z (I, + rmu%))

n=1 n=1

_ (z Pl + 3 nynupn) oo
n=1 n=1

Portanto (ax, + yn)re € (Z Xn> .

p
Agora, quando 0 < p < 1, da desigualdade triangular da norma em X, e pela

Proposicao 2.9 temos que,

lawn +ynllx, < (alllznllx, + [[ynllx.)"

< |a|p||xn||§(n + ||yn||§(n para todo n € N.

Entao,

D Mawn +yalls, <D (alllzall, + llynl,)
n=1 n=1
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0 oo
= laPllzalk, + > lyallk, < oo.
n=1 n=1

Portanto (az, +y,),—, € <Z Xn> .

p

Assim, em ambos os casos, (g Xn)
n
P

espago vetorial.

Proposicao 2.32 Seja 1 < p < oo. Entao a fungao

B =

I Cz3) 320 Ml = (ZH%H” )

define uma norma em (Z Xn> .

p

Demonstragao.

3=

(N1) E claro que se (2,,)>, € (Zn X">p’ entao (i H@H&J) > 0.
j=1
(N2) Se || (;);2, Il = 0, entdo
0 <%, < i lz;][%, =0  para todo n € N.
Entao, z,, = 0 para todo n € N. Portanto (z,),-, = 0.

(N3) Sejam (), € (Z Xn> e a € K. Entao

p

1 1
P 0 P
lev ()72, [lp = (ZIIO&%H” > = <Zla|”||wj||’§<j> = lalll (z;);2; [l
Jj=1

¢ um

(N4) Sejam ()7 1, (Yn)rey € (Z Xn) . Pela desigualdade triangular da norma || -|| x;,

p
temos

1 1
P o0 P
| (xj)oo + (7))} j=1 Ip = (Z 1z + ;% ) < (Z (HQZJ'HXJ- + HyjHXj)p> :

J=1

i que (@)%, ()i € (30, Xa) | temos aue (flaully, )7 (Ionllx, ),
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Pela desigualdade de Minkowski 2.3 em £, segue que

(i(“%“x + llysllx,) > <ZH%HP >p+ (i\\yj\\g’(j)p. (2.10)

j=1

De (2.9) e (2.10) resulta que

| (%‘);; + (%);'il lp < || (%);il lp =+ | (yj);); -

Proposicao 2.33 Seja 0 < p < 1. Entao a funcgao

S =

)52 M = (ZH%HP )

define uma p-norma em (Z Xn) .

p

Demonstracao. Pela Proposigao anterior, as condi¢oes (N1), (N2) e (N3) da Definicao

2.4 sao satisfeitas. Dados (z,),— |, (Yn)ry € (Z Xn> , resta provar que
n P
@)z + Wn )y 15 < M @n )y 15+ 1 Gn)nzy 115
Pela Proposicao 2.9,

I @n)ely + W)y 1B = e +wall%, <D (lwallk, + lvall%, )
n=1

n=1
00
Ben D N9l
n=1

o
D]
n=1

Assim, para 0 < p < 1, a p-norma definida em <Z Xn) induz a métrica

n p

X (Zan> — R d((xJ)J 1 (Y5)52 1 ZH% yJHX

Proposigao 2.34 Sejam 0 < p < 0o e (X,),—, wma sequéncia de espagos de Banach.
Entao <Z Xn) ¢ um espaco de Banach se 1 < p < 0o, e p-Banach se 0 < p < 1.
n p
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Demonstragao. Note que a demonstracao que faremos vale tanto para o caso normado
(p > 1), quanto para o caso p-normado (0 < p < 1), pois no caso normado a métrica

¢ dada por d((z;)72, (y5)721) = || (x;);2, — (y5);2; [l e no caso p-normado é dada por

d((;)721, (Y)521) = ()72, — (y;),2, ;- Suponha que, para cada n € N, X, é um

espaco de Banach. Seja (xk)ZO:l qualquer sequéncia de Cauchy em (Z Xn) . Devemos
n p

mostrar que existe y € (Z Xn> com lim zF = y em (Z Xn> . Denotemos
n n

p k—o0 P
ok = (a:f);il € <Z Xn> , para cada & € N. Vejamos que fixado j € N a sequéncia
- " ,
k o
(xj>k:1
que (:Ek);il é uma sequéncia de Cauchy em (Z Xn> entao dado € > 0 existe um
n p

ko = ko(e) tal que

¢ uma sequeéncia de Cauchy em Xj, e portanto convergente em X;. De fato, ja

k

|z" —z"||, <e sempre que k,7 > ko,

isto é,

3=

o
(Z k- w;fn&j) ()2, = (@), I <= sempre que kyr 2 ko
j=1

o0

Ja que |28 — a%||x, < || (2F) 7,

— (1), ||, para todo j € N, tem-se

||9c§c — 2§ lx;, < € sempre que k,r > ko e para todo j € N.

k
j
existe kllmoo v = y; € Xj;. Assim formamos a sequéncia y = (y;)

Logo, para cada j € N, a sequéncia (:U )Zil ¢ de Cauchy em X; e como X; ¢ completo,

[e.9]

onde y; € X; para

j=17
cada j € N. Resta provar que y € <Z Xn> e que lim 2* =y em (Z Xn> . Como
n D k—o0 n D
o0
Z ||3U;€ — m;||§(j = ||z" — a"||F <P sempre que k, 7 > ko,
j=1

em particular, para todo m € N tem-se

Z |k — wi|l%, <€ sempre que k,r > k. (2.11)
j=1
Fixando k e fazendo r — 0o na equagao (2.11), segue da continuidade de || - [|x; que
Z ||317;€ — yj||§(j <P sempre que k > ko, e para todo m € N. (2.12)
j=1
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Agora, fazendo m — oo na equagao (2.12) temos

P

2" — yll, = (Z % — yj||§(]_) <e  sempre que k > k. (2.13)
j=1
Em particular, para k = kj, obtemos

oy = () — ()i = @ ) e (X0 X)

p
Ja que ( Xn) é um espaco vetorial, resulta que y = ko — (gho —y) e ( Xn) e
que () ) pag que y (" —y)e (D )
pela equacio (2.13), concluimos que z* LN y em (Z Xn> .
n p
|
Proposicao 2.35 Se 0 < p < ¢, entdo ( Xn> - ( Xn> . Além disso
posc a0 (0, %), € (5, %),
1 (@n )z g < 11 (@n)nzy [l
ara toda sequéncia (x, 20_ S ( Xn> , isto €, a aplicacao inclusao ( Xn) —
p q (n) =1 Zn » plicag Zn »
(Z Xn) ¢ continua.
n q
Demonstragao. Seja (zn),, € (Z Xn> com | (z,),~, 1, = 1. Entao
n p
anl znl, =1 e segue que
lznllx, < Z |z;l%x, =1 para todon € N. (2.14)
j=1
Como p < ¢, temos ||z,[|% < [|2a]%,, para todo n € N. Logo
D lzalk, <D Nl =1, ouseja, || (@), g < 1. (2.15)
n=1 n=1

Portanto (2,)72, € (35, Xa) e [l o < | @) I

Seja agora x = (z,,),— | € (Z Xn) — {0} e considere
n p

T

g4I

. Por (2.15), temos

T

— <1.
1l

q
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Portanto (z,).—, € (Z Xn> e pela homogeneidade da norma (p-norma), temos que
n q

| (z0)02 1 g < |l (z0)o2; ||, Quando z = 0, temos ||z||; = 0 e vale a igualdade. [ |

Proposicao 2.36 Seja 0 < p < q < 0o. Entao

(2, %), € (%), < (X, %), < (2, %), < (X, %)

Demonstracao. Todas as inclusodes sao triviais, exceto a que ja foi provada na
Proposicao 2.35. ]

o

p q

Observacao 2.37 Um subconjunto de <Z Xn> que estaremos particularmente
n p

interessado € U (Z Xn) . Denotaremos tal subconjunto por (Z Xn>
n q n

0<g<p

p

Proposigcao 2.38 Se 0 < p < oo, entao (Z Xn> ¢ um subespaco vetorial de

(3.5 !

Demonstracao. O fato que U (Z Xn>

0<g<p

C <Z Xn> segue diretamente da

q p

Proposicao 2.35. Pelas Proposicoes 2.31 e 1.16, segue que U (Z Xn) é um espaco
n q

0<g<p
vetorial. [ ]

Proposicao 2.39 Se 0 < p < oo, entao U (Z Xn) ¢ um subespaco vetorial de
n p
(2, %),
n 0

Demonstragao. O fato que U (Z Xn)
p>0

p>0

C (Z Xn> segue diretamente da
n 0

p

Proposicao 2.36. Pelas Proposicoes 2.36 e 1.16, segue que U (Z Xn) é um espago
n p

p>0
vetorial. [ ]

Observacao 2.40 Seja X um espaco de Banach. Quando X, = X, para todo n € N,
obtemos alguns casos classicos de espagos de sequéncias vetoriais como £,(X), co(X),

loo(X), £, (X) e U (,(X). Esses espacos serao explorados no préximo capitulo.
p>0
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2.3 Espacos de Fréchet de sequéncias vetoriais

Definigao 2.41 Sejam (X,,),~, uma sequéncia de espagos de Banach e 1 < p < oo.

Definimos .
(Zn Xn)p = ﬂ (Zan>q
q>p
. ~ + . ~ .
Proposicao 2.42 (Z Xn) € um espaco vetorial com as operacoes usuais de
n p
sequéncias .
Demonstragao. Segue diretamente da Proposicao 1.15. |
+
Vejamos que podemos expressar (Z Xn) como uma intersecao enumeravel de
n p
subespacos.

Proposigao 2.43 Sejam (X,,),—, wma sequéncia de espagos normados e 1 < p < oo.

Entao
+

(%) =N %)

p Pk

onde (pr)rey € qualquer sequéncia decrescente de escalares convergindo para p.

Demonstracao. Scja (py),., qualquer sequéncia decrescente convergindo para p. Entao

Die LI p= ]icnlg{pk}. Logo p < pg, para todo k € N. Claramente
S

Para a inclusao contraria, seja x € ﬂ ( E Xn)
n
keN

existe ky € N tal que p < p, < ¢. Pela Proposicao 2.35, temos que = € <Z Xn> C
n

(Zn Xn) . Assim "

q

. Para qualquer ¢ > p = ]ivrellg{pk},

Pk

+

N2 x), = (%)

keN P

Proposigao 2.44 Sejam (X,,),~, uma sequéncia de espacos normados e ¢ > p > 1. Se

X, # {0}, para cada n € N, entao valem e sao estritas as inclusoes:

(3%, (E,%), < (X, %),

p p q
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Demonstragao. Pela Proposicao 2.36 valem as inclusoes. Vejamos que sao estritas.

Seja x,, € X, com ||z,||x, = 1, para cada n € N, e considere a sequéncia

rT=\—", .
nl/p n=1

+
Entao x € (Zn X">p - (Zn X">p’ de fato:
=1 1 | = 1 = 1
o |||l = Z —75%n = Z — lzallx, = Z_i < 00, para todo r > p, implica
n=1 n N n n=1 " n=1 "
que x € (Z Xn>
n P
=1 1 =1 = 1
_ _ p _ _ . .
o [[z||p = nz:; —ptn ) = nz::l EHan = ;::1 - =00, implica que = ¢ (Zn Xn>p.

. - . . . 1 >
Para a segunda inclusao, seja p < r < ¢ e considere a sequéncia y = (—xn) .

nt/r e
Entao y € (Z Xn> — (Z Xn> , de fato:

q

o0 o0

o0
1 1 1 )
* ||?JH3 = Z _nl/rxn = Z—g|!$n||§(n = Z — < 00, pois 1 < =
n=1 n n=1 nr n=1 nr
o 1 o 1 )
o > || = —ellaall, Z——oopms—<1
n=1 Xn n= 1

Como (Z X > (Z X > , segue que y € (Zn Xn>q — (Zn Xn):. |

+
Proposigao 2.45 Seja T a topologia em <Z Xn> definida pela familia de normas

P

+
P=A|"lly:q>p} Entdo ((Zn X”>p ,7') € um espaco de Fréchet.

Demonstracio. Pela definicio de T, segue que ela é localmente convexa. E facil ver
que a familia {|| - ||,, : £ € N}, onde (px) é qualquer sequéncia decrescente convergindo
para p, também gera 7. Logo segue da Proposicao 1.58 que T é metrizavel. Sé falta
provar que o espago é completo. Seja ().~ uma sequéncia de Cauchy em (Z X ):
Pelo Corolério 1.54 e pela Proposicao 1.55, dados ¢ > p e € > 0, existe ng € N tal que

Ty — T, € Uy, sempre que m, n > ng, ou seja,
|Zm — xnlly < € sempre que m,n > ng.
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Logo (xn)zo:l é uma sequencia de Cauchy em (Z Xn> , € ja que este espaco é de Banach
n q
existe z? € < g Xn> tal que lim z,, = 27 em (Z Xn) . Como ¢q > p é arbitrario,

n—o0

/ : q i =77
para ¢ > p, segue que existe 7 € <Zn Xn> y tal que nhjgo Tp = T €I (Zn X”)

Como ou <Zn Xn> C <Zn Xn> ou <Zn Xn> C (Zn Xn> e as inclusoes sao

q q q q
continuas (veja Proposigao 2.35), segue da unicidade do limite que z, = x;, ou seja, o

q"

limite da sequéncia () -, independe do ¢ > p. Assim, existe z € (Z Xn> , para todo
n q

q > p tal que x,, - z em <Z Xn> . Da Proposicao 1.55, segue que x,, — x na topologia
n q

+ +
de ( Xn) . Isto mostra que ( Xn) é completo. |
>, %) >, %)
+
Observacao 2.46 Quando X,, = K para todo n € N, o espaco (Z Xn) coincide com
n p

o espago classico é; = ﬂ ¢, introduzido por Metafune e Moscatelli em [26].
7>p
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CAPITULO 3

APLICACAO DA TECNICA DO VETOR
MAE EM ESPACOS DE SEQUENCIAS

Neste capitulo estamos interessados em estudar a espacabilidade de alguns conjuntos de
sequéncias estudados no capitulo anterior. Os teoremas principais deste capitulo estao
baseados nos artigos [3, 7| [3, 7]. Iniciaremos relembrando os conceitos de lineabilidade e

espagabilidade.

Definicao 3.1 Sejam F um espago vetorial topolégico, A um subconjunto nao vazio de

E e p um ntmero cardinal.
(a) A édito p-linedvel se AU {0} contém um subespaco vetorial de dimensao p.

(b) A é dito p-espagdvel se AU{0} contém um subespago vetorial fechado de dimensao
L.
(c) A é dito mazimal espagdvel se dim(E) = p e A é p-espagdvel.
Usualmente o conjunto A é dito linedvel (resp. espagdvel), se o subespago contido nele é

de dimensao infinita (resp. de dimensao infinita e fechado), mas sem se preocupar com o

“tamanho” dessa dimensao.

Observacao 3.2 Observe que, se estivermos s6 com espacos vetoriais, sem nenhuma
topologia em F, a nocao de lineabilidade ainda ¢é valida. E claro que espacabilidade

implica lineabilidade.

Conforme o titulo deste trabalho indica, estamos interessados em estudar lineabilidade

e espagabilidade utilizando uma técnica que ficou conhecida como técnica do vetor mde.
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3.1 O uso da técnica em conjuntos de sequéncias

Definigao 3.3 Sejam X um espaco de Banach e (Xj),., uma familia de espagos de
Banach. Dizemos que a familia (X;),., contém cdpias isomorfas de X uniformemente

se existe 0 > 0 e uma familia de isomorfismos sobre sua imagem R;: X — X, tais que
sup{|| Ry, [| R ]|} < 6.
el

Observacao 3.4 Em varios resultados de espagabilidade em conjuntos de sequéncias
deste capitulo, aparecera no enunciado dos teoremas que o0s conjuntos sao
(dim <W>>—espagével. Note que dim ¢, (X) = dim¢,(X), para todo p > 0, pois
nesse caso, dimensao e cardinalidade coincidem. Esse T' que aparece, na verdade sera um
operador linear injetor que sera construido nas demonstracoes. Logo, da injetividade de
T,T (¢ (X)) (ouT (£, (X))) é um espago vetorial com a mesma cardinalidade que ¢; (X).
Quando X é um espaco de Banach de dimensao infinita e a cardinalidade de X nao é um
cardinal cofinal, é possivel provar dim(¢; (X)) = dim X e que dim X = dim (W)
Nesses casos, nos enunciados dos resultados apareceria apenas dim X-espacavel. Como
o assunto de cofinalidade foge do escopo deste trabalho, nao entraremos em detalhes
destes fatos. Mas apenas para ilustrar, para espacos de Banach X cuja cardinalidade é

c . . . ’
¢,2°,2% ..., os enunciados valeriam com dim X-espacéavel.

Teorema 3.5 Seja (X,),—, uwma sequéncia de espagos de Banach que contém uma
subsequéncia de copias isomorfas uniformemente do espaco de Banach de dimensao
nfinita X. Entao:

@ (X,%), - (X, %)
(b) (Zn Xn)o - pL>J0 (Zn X">p é (dim (W))—espagdvel :

Demonstragao.
(a) Mostraremos que (Z Xn) - (Z Xn> contém um subespago (exceto pelo
n P n

p

é (dim (T (4 (X))))-espagdvel, para todo 0 < p < 0.

p

vetor nulo) de dimensao igual a dim (T (6 (X))>
Sem perda de generalidade assumiremos que a sequéncia (X,,)r> ; contém copias isomorfas
uniformemente de X, ou seja, existe 6 > 0 e uma sequéncia de isomorfismos sobre sua
imagem R,: X — X, tal que sup{||R,||, [|R,;*||} < 6.

neN
Passo 1. A Proposicao 2.38 garante que (Z Xn> C (Z Xn> . Pela Proposicao

p p
2.17 considere § = (&;)72, € €, — U ¢, (este é o vetor mae). Decomponha N como uma
0<g<p
unido enumeravel de conjuntos infinitos e disjuntos dois a dois (uma decomposicao é dada,
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por exemplo, na Proposi¢ao 1.13). Assim, para i € N, denote por N; = {i; < iy < ...} 0s
subconjuntos de tal decomposi¢do. Chame de (e,);; os vetores unitarios canonicos do

espaco das sequéncias de escalares. Defina

Y = Zgjeij c K paracada €N, (3.1)
j=1
isto é,
Yi = 07 707 51 707 707 52 707 . 707 53 707 707 g] 707 (3 2)
posigao iy posigaoia posigaois posigdoi;

Ja que ||y;||, = ||£]|» para todo r > 0, entdo y; € ¢, — U ¢,, para todo i € N.

0<g<p
Para 2 = (2,)°°, € KN e w € X definimos,
r@w = (z,Rn(w)p2y € [ Xn, (3.3)
n=1

E fécil ver que, para todos w,wy,wy € X e A € K valem as propriedades
r® (W +w)=rQ@u+rQ@ws e ANzrRw)=1z® (\zr), (3.4)

as quais justificam o uso do simbolo ® do produto tensorial.

Passo 2. Considere s =1sep>1e5=pse0 < p< 1. Defina a seguinte aplicacao:

T: (X)) — (Zn Xn>

p

C T((w)2y) =Yy @ w;.
j=1

Mostraremos que esta aplicacao estd bem definida. Ainda mais, é um operador linear
o0
injetivo. De fato seja (w;)52, € €5(X). Como y; ® w; € HX" para cada j € N, mais

n=1
precisamente,

yj®wj = O,...,0,£1Rj1(wj),0,...,O,§2Rj2(wj),0,...,O,SkRjk(wj),O,... . (35)
—— S——— N———

posicao j1 posicao ja posicao jg
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Ja que

ly; ® wjll, = (ZkaRﬁc w;) ||p ) = (ZKklp'”Rjk(wj)Hg(jk)
k= k=1

P

(Z €k l” 1 R 17 [l ) < ljwj |l x-[1€]ly < oo,
k=1

segue que yj & w; & (Z Xn> , para cada j € N. Além disso
n P
Z lys ® wjl; < Z (Blle; x-N1 ) = eI - 1 wy)3a 5 < oo.

Por conseguinte Z lly; @ wjll, <ocosep>1le Z ly; @ w5 < 0o se 0 < p < 1. Como
Jj=1 7j=1
(Z Xn> é um espaco de Banach se p > 1 (p-Banach se 0 < p < 1), segue da Proposicao
n P

1.22 (Proposigao 2.6 se 0 < p < 1) que a série Zyj ® w; converge em (Z Xn> . Isto

=1 P

garante a boa definicao de T

Vejamos que T é linear. De fato, sejam (), (z,),—, € £3(X) e @ € K. Entéao

T (o (wn)piy + (2n)pey) = T ((awn + 20),, Z (azp + 20))

n=1

e das defini¢oes dadas em (3.4) temos

Y W ® (0 +2) =Y (@ (Yo @ 0) + th @ 2,)
n=1 n=1 (36)

_azyn(@xn‘{'zyn@'zn_aT(Iﬁ) 1+T(2n)n 1-

n=1

Portanto T' é linear. Vejamos agora que T' é injetivo. Seja (z,),-, € (3(X) tal que
T ((zn),—,) = 0. Observe que

T((za);p) =0 & > yp®@z,=(0,0,...)

n=1

& &R, (z,) =0, paratodo n, ke N.

Como ()52, € £, — U {,, existe ky (na verdade, uma infinidade de indices) tal que
0<g<p
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&, # 0. Logo, Rnko(%) = 0, para todo n € N. Como Ry, ¢ isomorfismo segue que
o
n=1

x, = 0, para todo n € N. Portanto (x,) = ( e isto implica que T ¢é injetivo. Dessa

injetividade, segue que T' (¢3(X)) é um subespago de (Z Xn> de mesma dimensao que
p

n

(5(X). Pela Proposicao 1.45, segue que T'(¢3(X)) é um subespago fechado de (Z Xn) :
Passo 3. Resta mostrar que g

T(6:(X)) — {0} C (ann)p— U (ann)q.

0<g<p

Seja z = (z,)02, € T(¢3(X)), z # 0. Usando a caracterizacao de fecho por sequéncias,

existem sequéncias w® € l3(X), k € N, tais que
1

T .
1=

Jim (7)) == em (%),

p

Note que, para cada k € N, temos

T ((wz(k)>z1> = f:yi & wgk) = i <§: fjeij> & wl(k) = iify‘ez‘j X wz(k)-
=1 7 7=1

i=1 \j i=1 j=1

Dai, para cada 7,j € N, a 7;-ésima coordenada de T ((wfk)> > é
i=1

&R, (w). (3.7)

o0

Ja que z = (2,,)72, # 0 entdo existe um r € N tal que z. # 0. Como N = U N;, entao
j=1

existem tnicos m,t € N tais que m; = r. Assim, para cada k € N, por (3.7) temos que a

r-ésima coordenada de T’ ((wl(k)> ) ¢ &R, (wfff)) . J& que a convergéncia em ( g Xn>

i=1 n D

implica em convergéncia em cada coordenada, temos que z, = klim &R, (wfff)). Como
—00

2. # 0, segue que & # 0 e ja que R, : X — X, é um isomorfismo sobre sua imagem e X
¢ completo, segue que R,(X) = R.(X). Assim
= lim &R(wl)) =& lim R(wf)) € R(X) = R(X).
—00

m

Da continuidade de R}, temos

e 5ot ) - (1 )
R,) (wr(,ff)) =& lim w®.
—00
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Denotemos

r

R

Oy, = lim w(k)
k—o0 gt

o0

Novamente de (3.7) segue que, para j, k € N, a m;-ésima coordenada de T <(wl(k))> é

i=1
& mj( *)). Por outro lado,

lim &R, (w,(ff)) =¢. lim R, (w k) & Rm ( hmoow k) §i R, (o) (3.9)

k—> o0 k—> o0

para cada j € N. Pela convergéncia em cada coordenada temos

(3.10)

lim &R,y (w ) = zm

N -
k—o0 7

Entao segue de (3.9) e (3.10), e da unicidade do limite em X,,, que

Zm; = §jRm, (aun), para todo j € N.

J
Lembre que m esta fixo, pois foi escolhido, satisfazendo m; = r € N,,,. Assim (zmj);;

¢ uma subsequéncia de (z,),-, Finalmente, veremos que z ¢ (Z X ) . Para todo
p
0 < g < p, temos que

Z [2nl% X, 2 Z [[2m, % Xm; Z &1 B, CVm)| (3.11)
Da continuidade de R;é temos
lamllx = |[(Rat © Bon, ) (@m)|| < IR B, () 1
donde segue que
q
lomll < |[Rom, (00m) | para todo j € N. (3.12)

IR
Substituindo (3.12) em (3.11), temos

||
Zuznux >Z|@|q IR ), Z|@|q|’,'R 1 2 g el 1) =
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Logo z ¢ U (Zn X”>q’ portanto,
TG - e (3 %) - U (X, %),

0<g<p

como queriamos demonstrar.

(b) A demonstracao segue a mesma linha de (a), por isso usaremos a mesma notagao e
focaremos apenas nos detalhes diferentes. Mostraremos que (Zn Xn>0 — U (Zn Xn)

p>0
contém, exceto pelo vetor nulo, um subespaco fechado de dimensao infinita, mais

p

precisamente, de dimensao igual a dim (T (41(X)) ).

Passo 1. Pela Proposicao 2.18, podemos considerar { = (§;)52, € ¢o — U ¢,. Definindo

p>0
oo
N
Yi = ijeij e K",
j=1

é claro que y; € ¢o — U ¢p, para cada ¢ € N.
p>0

Paso 2. Defina
T: 0,(X) — (ann)o, T((w)2) =y @ w;,
j=1

onde a notagdo ® é a mesma dada em (a). Vejamos que T esta bem definida. Para
(w;)72, € £1(X) temos que y; ® w; € (Z Xn> para cada j € N. De fato,
n 0
e —

1y @ w;llx;, = 18kl (w))llx;, < 18kl Ry lllwsllx < 0wyl x|€k- (3.13)

Como £ € ¢, fazendo k — oo em (3.13), segue que y; ® w; € < g Xn> para cada
n 0
jeN e

1y © wjlloo = sup [[Ex Ry, (w;)x;, = sup &l | R |[[]ws]lx
kEN keEN

< 8w Lx sup €] < oc.
kEN
Além disso
D llyy @ willee < (0wl Sup\fk!) = 0|€]looll (wy) 7=, || < o0
j=1 j=1
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Portanto segue da Proposicao 1.22 que a série Z y; ® w; converge em (Z Xn) . Logo
n 0
=1
a aplicagao T esta bem definida e a linearidade e injetividade sdo andlogas ao caso (a).

Paso 3. Mostraremos que

- oy < (5, 5),-U (5, %),

p>0 p

Seja z = (z,)n2y € T((1(X)) — {0} e considere sequéncias (wl(k)>oo € (X)), k €N, tais

=1

Jim 7 (7)) == em (%),

Jaque z = (z,)02; # 0, entao existe r € N tal que 2, # 0. SeJam m,t € N tais que m; = r.

que

Temos que a r-ésima coordenada de T’ (( l(k)> A > ¢ &R, ( w,, ) . Como convergéncia em

(Z Xn> implica em convergéncia em cada coordenada, temos z, = hm &R, ( ,(q',f))
n

Como z, 7é 0, segue que & # 0 e

Z = lim &R (wh)) = & lim R, (w™) € R.(X) = R,(X).

Denote R
O = lim w® = M # 0.
k—o0 gt
Da mesma forma que feito em (a), obtemos
ij = ijmj (am)
) et
| R, (om)[| > HRm TR para todo j € N. (3.14)

Além disso, para todo p > 0, temos que

o0 (oo} oo
S llzallfe, =D Hlzm, I . > LGP R, () | e
n=1 j=1 j=1

Por (3.14) temos,

e aml 1
Zw LACRLSEDY S JRE > 5 ol el = o
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Portanto z ¢ U (Zn Xn) e assim

p>0 P

- 0 (,),- U (X, %)

p>0 p

Teorema 3.6 Seja (X)), wma sequéncia de espacos de Banach que tem wuma

subsequéncia contendo copias isomorfas uniformemente do espaco de Banach X de
+ -
dimensdo infinita. Entdo (Z Xn> — (Z Xn> ¢ dim (T (ﬁﬂX)))—espagcivel.
n n P

p

Demonstragao. A prova segue os mesmos passos da demonstragao do Teorema 3.5.
Jr

A principal diferenca é que aqui a topologia em <Z Xn> ¢ a topologia localmente
n P

convexa gerada pela familia de normas. Nesta demonstracao, quando escrevermos como

antes significard como na demonstracao do Teorema 3.5. Sem perda de generalidade

como antes assumiremos que a sequéncia (X, )>"; contém cépias isomorfas uniformemente
de X. A Proposicao 2.44 garante que (Z X> (Z X) # (), seja entao

£ = (&)52 € £ — 1, (este 6 o vetor mae). Decomponha N e defina y; € KV, j € N, como
antes. Ja que ||y; ||, = |||, para cada r > 0, temos que y; € £, — £, para cada j € N.

Considere

+

T — (X,%) . Tl =3 n e,

p

onde y; ® w; ¢ definido como antes. Vejamos que T estd bem definida, ¢ linear e
oo

injetivo. De fato, seja (w;)32; € £1(X). Mostraremos que a série Zyj ® w; converge
j=1

Jr
em ( E Xn> , onde y; ® w; foi definido como antes. Considere a sequéncia de somas
n p

parciais s,, = Zyj ® w;. Para qualquer ¢ > p fixo, vejamos que y; ® w; € (Z Xn)
=1 o
para cada j € N. De fato como antes

ly; @ w;lly = (Z 1655, (wi) %, ) (Zlék MRy (w)) I, )

Q=

< (Z |l R (w7 ngHx) < Jwylx-[I€]lg < oo
k=1
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Além disso,

> s @ willg < 8lEllgllwsllx = Sl1Ellgll (w;)52 [l < o0
j=1

j=1

para cada n € N. Logo ZH%’ ® wj|l; < oo. Como (Z

j=1
Banach, segue da Proposicao 1.22 que existe S, € (Z Xn> tal que S, = lim s,
n q

n—aoo

Xn) ¢ um espaco de

n q

em <Z Xn> . Como ¢ > p foi tomado arbitrario, entao utilizando o mesmo raciocinio
n q
da demonstracao da Proposicao 2.45, segue que S, independe de ¢, ou seja, chamando tal

limite de S, segue que S = lim s, em (Z Xn> , para todo ¢ > p. Pela Proposicao 1.55,
n—-ao0 n q

+ > +

segue que S = lim s, em < Xn> . Portanto, Y; ® w; converge em ( Xn> ,

oo (37,50 Potanie, Yy 30}

dai a aplicagao T esta bem definida. Também, como antes T é linear e injetivo.

S6 falta mostrar que

TGX) - forc (X X): -(X %)

p

Seja z = ()02, € T(¢1(X)), z # 0. Entao existem sequéncias <w<(k)> € (X), keN,
i=1

n=1 )

: B\ _ +
Jim 7 () ) == em (30 %)

p

tais que

+
Ja que a topologia de (Z Xn> ¢ gerada pelas normas || - ||,, ¢ > p, pela Proposicao
n p

1.55, para todo ¢ > p temos que

i (7))

Note que como antes, tomando r € N tal que z,. # 0 e considerando m,t € N tais que

= 0.

q

o
m; = r, segue que a r-ésima coordenada de T ((wfk)) ) é &R, (wgf)) e utilizando a
i=1

convergencia em cada coordenada, temos que z, = lim &R, (w,(f,f)). Como antes, temos
k—o00

que & #0, 2z, € R(X)=R.(X) e

-1
Q= lim w®) = R, (=)

£ 0.

Além disso, a m;-ésima coordenada de T’ ((wl(k)> ) ¢ i Ry, (wy,”) e fazendo os cdlculos

=1

49



como antes, obtemos

Rm; = ijmj (am)

| R, () || > ||HRmH|| para todo j € N. (3.15)

Finalmente, temos que

Z\IZann > ZHzmjllpm Z\éﬂp [, (o) [,

e substituindo (3.15) obtemos

Q| 1
Sl Vo o, 2 DI REE 2 g lanli- el = oo

Portanto,
+

) - {0y (X %) (X %) .

p p

Finalizamos este capitulo com um resultado.
Corolario 3.7 Seja X um espag¢o de Banach. Entao:
(a) y(X) —£,(X)” € espagdvel, para todo 0 < p < 0.

— U 0,(X) € espagdvel.
p>0
(c) L,(X)T —£,(X) € espagdvel, para todo 1 < p < oo.
Demonstragao. As demonstragoes dos trés itens seguem diretamente dos Teoremas 3.5

e 3.6, bastando para isso tomar X, = X e o isomorfismo R, como sendo a identidade,
para todo n € N. |

50



CAPITULO 4

APLICACAO DA TECNICA DO VETOR
MAE EM CONJUNTOS DE FUNCOES
MENSURAVEIS

Neste capitulo estamos interessados em estudar a espagabilidade de um certo subconjunto
do espago das fungoes mensuraveis p-integraveis, 0 < p < oo. Cabe ressaltar que, para
p = 00, nao vale o resultado de espagabilidade no contexto que abordaremos (veja [5,
Theorem 3.3]). No caso p = oo vale a lineabilidade, exatamente como faremos no Teorema
4.5. O teorema principal deste capitulo estd baseado no artigo [8]. Comegaremos com

algumas defini¢oes e resultados preliminares.

4.1 Espacos L,[0,1] e resultados preliminares

Definicao 4.1 Dado 0 < p < oo, denotamos por L,[0, 1] , ou somente L, o espaco das

fungdes f: [0,1] — R mensuraveis e p-integraveis, isto é,
L,0,1] ={f:[0,1] — R: f ¢é mensuravel e /\f|p < o0}

Apesar de estarmos escrevendo f € L,[0, 1] na verdade estamos considerando a classe de
equivaléncia [f] de todas as fungoes que sao iguais a f quase sempre. Relembre que f = g

quase sempre (ou q.s.) se sao iguais exceto em um subconjunto de [0, 1] de medida nula.
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Para 1 < p < 00, L,[0, 1] é um espago de de Banach com a norma usual

s, = ([1s0)"

Para 0 <p <1, || - ||z, é uma p-norma que torna L,[0, 1] um espaco p-Banach.

Definigao 4.2 Sejam (X, 3, 1) um espago de medida, f,g, f,: X — R, n € N. Diz- se

que:

(a) f éigual a g p-quase sempre se existe A € 3 tal que u(A) =0e f(x) = g(x) para

todo € AL, Neste caso escreve-se f = g p-quase sempre ou f = g u-q.s.

(b) (fn)r—, converge para f p-quase sempre se existe A € ¥ tal que p(A) = 0 e
fal@) = f(z) para todo z € A%, Neste caso escreve-se fo(z) — f(z) p-quase

sempre ou f = g p-q.s. ou f = lim f, p-q.s.

Proposigao 4.3 Se f, — f em L1[0,1], entao eziste uma subsequéncia (fnj);.il tal que

Jn; = [ p-g.s.

Demonstragao. Veja [15, Corollary 2.32 p. 62]. [ |

4.2 Resultado principal

Nao ¢é dificil ver que se ¢ > p entao L,0,1] C L,[0,1] e a inclusdo é continua e
prépria. Logo faz sentido se perguntar se L,[0,1] — ULq[O, 1] é nao vazio. Essa
a>p
pergunta nao ¢ trivial de se responder, mas de fato L,[0, 1] — U L,[0,1] # 0. Mais ainda,
a>p
L,[0,1]— U L,[0, 1] é espagavel. Provaremos este fato nessa se¢do, mas comegaremos com

. q>p
0 seguinte:

Proposigao 4.4 L,[0,1] — U L,[0,1] # 0 para todo p > 0.

q>p

Demonstragdo. E facil ver que U L,0,1] = U L, 1[0,1]. Decomponha [0,1) =

q>p neN

> 1 1
U I, onde I, := [an, b,) = [1 — 1— —) Note que I,, N1, = () sempre que n # m

on—1 ’ omn
n=1

Veja que para cada n € N e cada x € [, existe um tunico ¢, ,, € [0,1) tal que
r=1—tyn)an + tynby.
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Para ver isso, basta notar que a fungao h: [0,1] — [a,,b,] , h(t) = (1 — t)a, + tb, é
bijetora. Por outro lado, como L, 1[0,1] & L,[0, 1] para cada n € N, podemos escolher
hn € L,[0,1] — L, 1 [0, 1] Definamos a seguinte sequéncia de fungoes:

gn(T) =

hy(ten) sex €I,
0 sex &I,

A ideia geométrica da construcao de cada g, é reproduzir a funcao h,,, que esta definida

em [0, 1], no intervalo I,,. Seja

1= 0

Vejamos que g € L,[0,1]. De fato,

S
2 gill, ||,

=1

gllz, =

1 ||gillx 1

< P —

Z Tols. Zl >
Agora, g ¢ L, 1[0, 1] para cadan € N, pois se g € L,, 1[0, 1], para algum n € N, entao

L gn
2n | InllL,

axr, = Lp—&-%[oa ]-]7

onde xj, denota a fungao caracteristica do conjunto I,. Como L, 1 [0,1] é um espago

vetorial, segue que g, € Lp+;[(), 1], o que é uma contradicao, pois
n
1
l9allz,,, = (bu — @ F s, , = oo

PortantoggéUL 110, 1]. Logo, L,[0,1] — UL [0, 1] # 0.

neN q>p
[ |
Teorema 4.5 L,[0,1] — U L,[0,1] € espagdvel para cada p > 0.
q>p
Demonstragao. Primeiramente note que [0, 1) U I,,, onde

1 1
L, .= |a,,b,) = |1— el I
[a' ) |: on—1 2n>
Além disso, para cada n € N e cada z € I,, existe um unico t,, € [0,1) tal que
= (1 —tyn)an + tynbn.
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Seja f € L,y[0,1] — U L,[0,1]. Essa f serd o vetor mae e a partir dela construiremos uma

q>p

sequéncia de fungoes (f,)o°

o ., com fp:[0,1] — R, da seguinte maneira:

) flten) sex €l
Jal@) = { 0 sex &I,

A ideia geométrica da construgao de cada f, é reproduzir o grafico da f no intervalo

I,,. Por construcao, temos

1
Ifallz, = (bn = an)? [ fllz, < [If]lz, para cada n € N.

Com efeito
1/p bn 1/p
e, = ([ 100r+ [ 18@P) = ([ irear)
’ T — Qp
Ja que = tz.n, SEgUE qUE
b, — ay,

([l (=) = 0w ([ 1500) = 0,

Veja que as fungoes f, sao linearmente independentes, pois elas tém suportes disjuntos.

Com efeito, considere a seguinte combinacao linear:
Z@ifi =0 p-q.s. (4.1)
i=1

Escolha z, € I, tal que f,.(z,) # 0. Avaliando em (4.1) temos

o fr(z,) = <Zazfz> ;) =0,

e dai o, = 0. Procedendo de maneira semelhante segue que o; = 0 para todoi=1,...,r.

Se quiséssemos provar apenas a lineabilidade, bastaria provar que

span{f, : n € N} — {0} € L,[0,1] — (] L,[0, 1],

q>p
pois isso garante que L,[0, 1] — U L,[0,1] é Xy-linedvel.

q>p
Mas queremos provar mais, a espacabilidade. Nossa estratégia sera definir um operador
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linear injetivo
T: F — Ly0,1],

onde F' é um espaco de Banach cuja dimensao é igual a ¢, tal que

T(F) (Lp[o, - | L. 11) U {0},

q>p

Isto ¢ equivalente a provar que T'(F) N L,[0, 1] = {0} para cada ¢ > p. Primeiro note que
se (a;);2; € ls(R),onde s=1sep>1les=psel<p<I1,entdo

o0 o0 o0
S llanfalls, =Y lanlfllfalls, < lenl* 13,
n=1 n=1 n=1

= |11, I1(c)324 13 < o0.

Ja que, para p > 1, L,[0,1] é um espago de Banach (p-Banach para 0 < p < 1), entéo

pela Proposicao 1.22 (Proposigao 2.6 para 0 < p < 1), temos que Z anfn € Ly[0,1]. Isto

n=1
implica que o operador
T: L(R) — Ly[0,1], T ((an);y) = > anfn (4.2)
estd bem definido. Veja que 7" ¢ linear e injetivo. Com efeito, sejam (z;)72, , (y;);2, €

ls(R) e a € R. Entao

o0

T ((04%‘ + y);;) =Y (az;+y;)f;

j=1

T (o (@) + W)32)

o0

=D ant+ 28 =T (o)) 47 (05).

]:

Portanto T é linear. Agora se Z an fn = 0 p-q.s. entao, dado qualquer £ € N e tomando
n=1

xy € I, tal que fi(xy) # 0,0btemos

Oékfk SCk ZOénfn SUk

Logo ar = 0 para todo k£ € N. Portanto, T ¢ injetivo. Assim, T (¢5(R)) é um
subespaco de L,[0,1] da mesma dimensdo que ¢4(R). Pela Proposi¢ao 1.45, segue que
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T(ls(R)) é um subespago fechado de L,[0,1]. Nosso objetivo agora sera provar que
T(ls(R)) N Ly[0,1] = {0} para todo ¢ > p. De fato, seja g € T(¢s(R)) — {0}. Entao
g # 0 p-q.s., isto é, o conjunto A = {z € [0,1] : g(z) # 0} tem medida positiva de

Lebesgue. Como g € T'(¢s(R)), existem sequéncias (agk)) € ls(R),k € N tais que
=1

g=lm T <<al(-k))> em L,[0,1],

k—00

isto é, Zag’“) fn—9 — 0 quando k£ — oo. Pela Proposicao 4.3, existe uma
n=1 Ly
subsequeéncia (Z ag“j) fn> tal que
n=1 j=1
Zaﬁjfn(x) — g(z) p-q.s., quando j — oc.
n=1

Seja B = {x € [0,1]: onde o limite acima existe}. Entao B® = [0,1] — B tem medida
de Lebesgue nula ja que A = (BN A) U (BB N A). Como (BB N A) - BE, segue que

BN A tem medida nula. Além disso, como m(A) =m (BN A)+m (BC N A), segue que
m(BNA)=m(A) > 0. Logo existe um xg € BN A, xy # 1, tal que g(xg) #0 e

Za;kj)fn(xo) — g(xg) em R, quando j — oo.

n=1

[o.¢]
Ja que, xy € 0,1) = U I,,, existe um tnico r € N tal que g € I,. Assim

n=1

al") f.(xo) = Za;kj)fn(xo) — g(z0)  quando j — oo. (4.3)

n=1

Note que f poderia ter sido escolhida de tal maneira que f(x) # 0 para todo z € [0, 1].
Consequentemente f,(x) # 0 para todo x € I,.. Logo, de (4.3),
lim a(f) = 9(20) =n#0 (4.4)

jooo " fr(%)

e assim

fr(x)ak — g(x) p-q.s.  em I, quando j — oo.
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Portanto
fr(z) lim al*) = lim f.(z)a*) = g(z) p-q.s.  em I, (4.5)
j—00 j—o0

e resulta de (4.4) e (4.5) que

g(x) =nf.(zr) pqs. z€l,.

Logo |\gllz, = IInfrllz, = Ml f+]lz, = oo e, portanto, g ¢ Lg[0, 1], finalizando a prova. W
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CAPITULO 5

ESPACABILIDADE E A FORMA FRACA
DO TEOREMA DE PEANO

O teorema principal deste capitulo estd baseado no artigo [3]. Antes de motivarmos
o resultado principal desse capitulo, relembraremos a nocao de equacoes diferenciais

ordinarias de primeira ordem em espacos de Banach.

Definicao 5.1 Seja u uma aplicacao definida em um intervalo I C R com valores em um
espaco de Banach X isto é, u: I — X. Dizemos que u é diferencidvel em ty € I, se dado

e > 0 existe um 0 = d(¢) > 0 e um elemento a € X tal que
lu(t) — u(to) — (t — to)a|| < e sempre que [t — to| < 0.

O tnico elemento a € X é chamado de derivada de u em tq e é denotado por u'(t).

Sejam X um espago de Banach,  C R x X um subconjunto aberto, (ty,zo) € Q, e

f:Q — X uma funcao continua. O Problema de Cauchy ou Problema de Valor Inicial

{ v =f(t) (5.1)

consistindo da equagao diferencial 2’ = f(¢, ) e a condi¢ao inicial z(tg) = .

associado a f é

Definigao 5.2 Uma solugao do problema de valor inicial dado em (5.1), é uma fungao
diferenciavel u: I — X definida em algum intervalo aberto I C R satisfazendo as seguintes

condigoes:

1. Glu) = {(t,u(t)): t € I} C Q,
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2. u' = f(t,u) para todo t € I,
3. U(to) = Xy.

Sejam X um espaco de Banach real e f: R x X — X uma funcao continua. A Forma
Fraca do Teorema de Peano afirma que se X é um espaco de dimensao finita, entao a

equagao diferencial ordindria
o' = f(t,u) (5:2)

tem alguma solugao em algum intervalo aberto I de R. O estudo da nao validade do
teorema classico de Peano em espagos lineares arbitrarios de dimensao infinita foi iniciado
por Dieudonné [14] em 1950. Ele provou a existéncia de uma fungao continua f: ¢g — ¢

tal que se f(t,u) := f(u), entdo o Problema de Cauchy associado a (5.2)

{ v =ft ) (5.3)

l‘(to) = 29

nao tem solucao em torno do vetor nulo de R X ¢y. Posteriormente, contraexemplos nos
espacos de Hilbert e em espagos de Banach nao-reflexivos foram obtidos por Yorke em
[34]. Finalmente, em 1975, Godunov [17] provou que o Teorema de Peano é valido em X

se, e somente se, X tem dimensao finita.

5.1 A nao validade da Forma Fraca do Teorema de

Peano no espago C(¢)

Seja ¢y o espaco vetorial das sequéncias convergindo para zero munido da norma do
supremo. Denotaremos com C(cg) o conjunto das fungdes continuas definidas em c,
Claramente C(cp) é um espaco vetorial de dimensao infinita. Dotaremos este espago
vetorial de uma topologia, chamada de topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos
limitados. C(cp) com esta topologia serd um espago vetorial topolégico completo. Para
isso comegamos por definir as vizinhangas béasicas de um elemento f € C(c¢y). Dado

U C ¢y limitado e qualquer € > 0, o conjunto
Bu(f.e) =g € Cleo) : sup|lf(w) = g(w)oc < £}
xe
é uma vizinhanca de f. Mais precisamente, para cada f € C(cy) seja

By ={Buy(f,e): U C ¢ é limitado e ¢ > 0}
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uma familia de subconjuntos de C(cy). Nao ¢ dificil ver que essa familia satisfaz as
condig¢oes da Proposigao 1.34. A topologia que tem como base de vizinhancas de cada

f € C(cp) os conjuntos descritos acima, sera denotada por Te.
Proposicao 5.3 (C(cy), Tuc) € um espago topoldgico de Hausdorff.

Demonstragao. Sejam f,g € C(c) com f # g. Entao existe zy € c¢o tal que

f(zo) # g(zp). Considere o subconjunto U = {xy} C ¢y, o qual é limitado, e seja

- 1f (o) — g(xo) |0

respectivamente. Vejamos que By(f,e) N By(g,e) = 0. De fato, suponha que exista
h € By(f,e) N By(g,e). Entao [|h(zo) — f(z0)]leo < € € ||h(z0) — g(x0)|lo < €, € pela
desigualdade triangular temos

> 0. Considere as vizinhancas By(f,c) e By(g,e) de f e g

2e = || f(z0) — g(wo)lloe < [[7(0) = f(0)lloc + [|Pz0) = g(0)llc < 2,
o que é uma contradicdo. Portanto, (C(c), Tue) ¢ um espaco de Hausdorff. [ |

Observagao 5.4 A partir de agora usaremos as seguintes notagoes:
e 0; é a aplicac@o nula no espaco C(cp).
e 0. € a sequéencia nula no espago cy.
e 0 ¢ o zero escalar.

Proposigao 5.5 (C(cy), Tuc) € completo.

Demonstragao. Sejam (fy)rea uma rede de Cauchy em (C(co),Tuc) € Bu(0y,¢)
uma vizinhanca de 0y, ou seja, U C ¢y ¢ limitado. Entao existe Ay € A tal que
fr— f5x € By(0y,¢) sempre que A\, X > ), isto é,

sup || fa(z) — fx(z)|leo < €, sempre que A, A > Aq.
zelU
Dal, para cada n € N temos
|far(z) — f,5(2)| < &, sempre que \, A > Ao,

onde f\(z) := (fur(x))o2,, para todo A. Assim, para n € N fixo, (fur(2))rea € uma rede
de Cauchy em R, logo converge, digamos

Fr(@) =25 folz) € R.
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Defina
freo—=co, f(@) = (ful@)),l, -

Como
| fux(@) = fox(2)] < sup [f2(x) = fx(2)llo < &, sempre que A, A > Ao,
S

para todo n € N, passando o limite em A e usando a continuidade do médulo, resulta que
|fur(z) — fu(x)| < &, sempre que A > \g e para todo n € N.
Logo
sup || fra(x) — f(x)|leo < €, sempre que A > Ag,
zelU

ou seja, fx — f € By(0y,¢), para todo A > Xg. Como C(cp) é um espaco vetorial, segue
que f = fr, — (fao — f) € C(cp). Portanto C(cg) é completo.
|

Denotemos por £ (cy) o subconjunto dos campos vetoriais continuos f: ¢y — ¢, para
os quais nao ¢ valida a Forma Fraca do Teorema de Peano.

O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 5.6 O conjunto . (co) dos campos vetoriais continuos em ¢, tal que a Forma

Fraca do Teorema de Peano nao € valida, é espagdvel em C|(cq).
Antes de demonstrar este resultado, precisaremos de alguns resultados preliminares.
Lema 5.7 Seja f: R = R, f(x) = +/|z|. Entao f é uniformemente continua em R.

Demonstracao. Dado ¢ > 0 considere § = 2. Assim:

1. Se a,b >0 com |a — b| < &%, entdo
(@) = FO)P = [Va— Vb < |Va—Vbl[Va+ Vb = |a—b| <&
Analogamente para a,b < 0.
2. Sea>0eb<0,ea>—bcom |a—b| <e? entdo
[f(a) = fO)P = [Va = V=P < Va— V=bl|[Va+V=b = |a—b] <&

Analogamente para a < —b.

Portanto a funcao f é uniformemente continua em R.
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Proposicao 5.8 A funcao

Do coy D (@)=, — ( ]+ —)
n=1

€ uniformemente continua em cqo, em particular continua.

Demonstracao. Pelo Lema 5.7 a func¢do f(z) = /|z| é uniformemente continua em R.
Assim dado £ > 0 existe § > 0 tal que

19
|f(z) = fy)] < 5 sempre que |z —y| <.

Sejam ().~ € (Yn)ooy em ¢o tais que || (zn),—; — (Yn)rey [loo < 0. Entdo, para todo
i € N, segue que |z; — y;| < d e dai

£ ) = )l = |Vl = V| <

para todo ¢« € N. Dai temos que

1 1
D —D (4, ) ||leo = . - ) —
1D ((2n)pzy) ((Un)pes) |l Sup f(xn) + e f(yn) +1
— sup | f(n) = f(y)| < = <<
neN
Assim D é uniformemente continua. |

n=1

Proposicao 5.9 Se U C ¢q € limitado, entao f(U) C ¢y € limitado, onde f((x,),—,) =

Demonstragao. Como, U é limitado, existe K > 0 tal que || ().~ |lcc < K, para
todo (x,,).—, € U. Segue que |x,| < || (z,),—, |l < K, para todo n € N, logo

V|| +—<\/_—|—1 para todo n € N.

Portanto, ||f ((£,)°2,) llee < VK + 1, para todo (z,)>>, € U. [ |

Proposicao 5.10 Se a, 8 € R e A > 0, entao

/j%<2<m+m>.
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Demonstragao. Fagamos o caso o < 0 < § (os demais sao andlogos). Como A\ > 0,

segue que

B T B dx
—< | —=. (5.4)
/a Vig[+A " Ja el
Como
[ - =7
o Vel JIT Ix v
Ry e (F VIAl).
decorre o que queriamos. [ |

Demonstracao do Teorema 5.6. Mostraremos que % (c) contém exceto pelo vetor

nulo um subespago de dimensao infinita e fechado com respeito a topologia 7,. de C(cp).
Faremos a demonstragao em trés passos.
Passo 1. Neste passo escolheremos o vetor mae e, a partir dele, construiremos vetores
linearmente independentes que tenham as mesmas propriedades que o vetor mae. Sejam
(€n).~, 0s vetores unitdrios canoénicos do espago das sequéncias reais e defina o campo
vetorial f € C(cp) por

o0 oo 1
Tpen | = Tpl +—— ] €n.
1 (Srn) = (VR )
Pela Proposicao 5.8, f € C(cg) e o fato que f € J# (cy) foi provado em [14] (este é o
vetor mae). Considere uma decomposigdo de N como uma unido infinita de conjuntos
infinitos e dois a dois disjuntos, por exemplo como na decomposicao dada na Proposi¢ao
1.13. Denotemos os conjuntos dessa decomposicao por N; = {i; < iy < ---} e, para cada

1 € N, defina a aplicacao

Nif:co—co, Nif(z an x)e;,,

1
d n = n TR
onde f, () |95|+nle

Proposigao 5.8 garante que N;f € C(cp), para todo ¢ € N.

para cada n € N. Um argumento similar ao que foi feito na

Passo 2. Aqui definiremos um operador linear injetivo entre o espago de Banach ¢;(R) e

o espago vetorial topoldgico C'(cg). Seja

o0

L: ((R) = C(co) , L((a)i%y) = > aiNif.

=1

63



Vejamos que L estd bem definido. De fato, seja (a;);o, € (1(R) e considere a sequéncia

de somas parciais, m € N,

Sm = ZalNZf S C(Co).
=1

Provaremos que (sp)_, ¢ uma sequéncia de Cauchy em 7,. Sejam U C ¢y um
subconjunto limitado e ¢ > 0. Vejamos que s, — s, € By(0r,¢e), para m e n

suficientemente grandes. Para isso, sejam x € U e m > n. Entao

o = 5@l = | 3 adif @) < 3 laalIN @)l
= 1) (.Z rai\) < (sup sl (Z w)
< M Z |ai|7

onde a existéncia da constante M ¢ garantida pela Proposigao 5.9. Como (a;);-, € ¢1(R),

entao existe ng € N tal que
- €
Z |la;| < 3 Sempre que m > n > ny.
i=n+1
Dai

sup || (sm — sn)(2)||oo < & sempre que m > n > ny,
zelU

ou seja, (Sm — ) € By(0,¢), sempre que m > n > ng. Logo (s,,),-_, é uma sequéncia de

Cauchy em C(cp). Uma vez que C(cg) é um espago vetorial topolégico completo, o limite

m—00

lim Sm — Zazsz € C(Co)
=1

existe. Portanto L estd bem definido. Vejamos que L é um operador linear. Sejam
(@), (b)), € (1(R) e o € R. Entdo
L(a(a)Zy + (bi)2y) = Z(ozai +0)N; f = (ava;N; f + b;N; f)
i=1

i=1

=a Y aNif + 3 bNif = aL ((a)i2) + L((5:)32,).
i=1 i=1
Para provar que L ¢é injetivo, seja (a;);~, € (1(R) tal que L ((a;);2;) = 0y. Entéo
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ZaNf = 0y, ou seja, Zasz = 0., para todo x € ¢y. Como f(z) # 0, para

todo x € ¢, segue que N; f( ) # 0,,, para todo x € ¢y e todo i € N. Como as fungoes N; f
tém suportes disjuntos, segue que a; = 0, para todo ¢ € N. Logo L ¢é injetivo, portanto,

L(¢1(R)) é um subespago de C(cy) da mesma dimensao que ¢;(R).

Passo 3. Vamos mostrar que

LIGR)) ™ = {0,} € H (co).

Tue

De fato, seja h € L({1(R))  C C(cp), com h # 0. Denotemos

h:cy— co, h(x) = (hi(x),ho(z),..., hp(x),...), T € cp.

Ja que h # 0y existe zy € ¢o tal que h(xg) # 0, logo existe r € N tal que h,(xg) # 0.

Como N = UNj temos que existem unicos m,s € N tais que r = m,. Como
j=1
7 e .
h e L(¢{1(R)) , existe uma rede (xy)xea C 41(R) tal que

L(zy) -5 h em C(cp).

Isto é,
L(zy) =25 h,

uniformemente sobre {x € ¢g : ||z]|c < N}, N € N. Em consequéncia, para cada x € ¢

temos

L(z))(z) =25 h(z). (5.5)

Denote
L(zy): co = co, L(xy)(z) = (Li (72) (7));2,

para todo A € A. Como convergéncia em c¢q implica convergéncia em cada coordenada,
segue que
L, (z))(x) 2 hn(x), paratodon € N, para todo x € ¢.

Denotando z, = (a}'):2,, para cada A € A, obtemos
a} f;;(x) = Ly, (z)) () 2 hi;(x), paratodoi,j € N, para todo x € c.
Em particular quando i = m,
ay, frn; (€) = Lin, (23)(2) 2y hm,(z), paratodo j € N, para todo x € co. (5.6)
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Mais ainda, para j = s e x = zg em (5.6) e lembrando que m; = r, temos

@ fr(10) = @ fn, (20) = P, (20) = Di(0) # 0.
Como h,(zg) # 0 segue que f,.(zo) # 0 e dai temos

A he(20)

i = 0.
=y 7
Chamando
a, := lim a’\
AEA
temos

ay, fn, () 2 ar fm, (7), VI € co.

Logo, segue do fato que a topologia 7,. ¢ de Hausdorff e de (5.6) que
B (1) = @y firn, (), VT € o, Vj €N (5.7)

Finalmente, vejamos que h € J# (cg). Procederemos por contradi¢do usando uma ideia
de [14]. Suponha que h ¢ % (cy). Entao existe uma solugao u(t) = (u,(t)),—, de (5.2)
definida em algum intervalo I C R. Fixe qualquer a € I e seja b = u(a) = (b;);2,. Por
(5.7), temos

u'mxw—hmj<u<t>>—arfmjm(t))—ar( o, (0)] + — )

mj—i-l

e U, (a) = by, para todo j € Net € I. Em resumo, cada u,,, ¢ solugdo do problema de

Cauchy

0 =, (o, 01+ -1 ).

m; +1
Uy, (t) = b,

mj

(5.8)

para todo j e Net € I. Se w'(t) = A <\/|w(t)| —i—v) com v, A >0, t >ty e w(ty) = vo,

entao pela Proposicao 5.10, segue

ds

L tS: t w'(s
e [ /me
—i/()d— 2 (V] + Vit

(to) ’$| +
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Da (5.8), se a, > 0, entao

0< 2 < flun, 01+l (@) 59

para todo ¢ > a e para todo j € N. Fazendo j — oo em (5.9) e lembrando que

(um] (t)) 1 (umj( ) € ¢ para todo t € I, temos 0 < 0, o que é uma contradigao. Se
a, <0 deﬁna U, (1) =
de Cauchy

—Upm, (t) para todo ¢t € I e j € N. Entao vy, é solucao do problema

i (0= =0 (Vo O+ -2

m; + 1 (5.10)
vy, () = —bp,

paratodo j € Net € I. Como —a, > 0, procedendo de maneira andloga ao caso anterior,

teremos uma contradigdo. Portanto h € J# (cy), como querfamos.
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