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FACULDADE DE ENGENHARIA MECÂNICA
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SANTOS, J. G. de F. Modelagem matemática e computacional de escoamentos

gás-sólido em malha adaptativa dinâmica. 2019. 131 f. Dissertação de Mestrado,

Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia.

RESUMO

Os escoamentos gás-sólido são encontrados em várias aplicações industriais, como em

sistemas de transporte pneumático, processos de controle de poluição e leitos fluidizados. A

modelagem dos fenômenos mais relevantes nesses escoamentos é fundamental para compre-

ender o comportamento de cada uma das fases, como uma fase afeta o movimento da outra, e

assim, como o escoamento destas influenciam processos industriais de modo geral. Portanto,

os objetivos da presente dissertação são implementar, no código computacional MFSim, as

forças atuantes no transporte de part́ıculas sólidas, as condições de contorno necessárias, o

acoplamento entre as fases do escoamento, um modelo de colisão entre part́ıculas bem como

entre part́ıculas e fronteira imersa, com base em uma abordagem Euler-Lagrange. Verificar

e validar essas implementações compõem uma etapa elementar deste trabalho. Para verificá-

las e validá-las, quatro casos diferentes foram simulados. O primeiro consiste em avaliar a

quantidade de movimento linear das duas fases do escoamento a fim de comparar com os

resultados de uma solução anaĺıtica e validar o acoplamento entre fluido e part́ıculas. O

segundo está relacionado à validação da colisão entre part́ıculas a partir da comparação dos

resultados simulados com os oriundos da teoria cinética de gases. No terceiro, verifica-se a co-

lisão das part́ıculas com uma geometria imersa avaliando a otimização realizada no presente

trabalho. Neste caso de impacto de um jato sobre uma superf́ıcie, alguns parâmetros foram

variados a fim de avaliar seu comportamento. O último caso consiste em validar a dispersão

de part́ıculas devido à turbulência, comparando dados experimentais da literatura com os

resultados obtidos em simulações de uma turbulência de grelha. Os resultados encontrados

para todos os casos foram satisfatórios, e com isso, conclui-se que utilizando o código MFSim

é posśıvel simular escoamentos turbulentos gás-sólido, nos quais as interações entre fluido e

part́ıculas, entre duas part́ıculas, e entre part́ıculas e fronteira imersa são relevantes.

Palavras-chave: Escoamentos gás-sólido, Abordagem Euler-Lagrange, Colisões, Acoplamento

de 4 vias, Fronteira imersa.
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SANTOS, J. G. de F. Mathematical and computational modeling of gas-solid flows

in dynamic adaptive mesh. 2019. 131 p. Master Dissertation, Federal University of

Uberlândia, Uberlândia.

ABSTRACT

Gas-solid flows are found in many industrial applications, such as pneumatic conveying

systems, pollution control processes and fluidized beds. The modeling of the most relevant

phenomena in these flows is fundamental to understand the behavior of each one of the

phases, how one phase affects the movement of the other, and thus, how their flow influence on

industrial processes in general. Therefore, the objectives of this dissertation are to implement,

in the MFSim computational code, the forces acting on the transport of solid particles, the

necessary boundary conditions, the coupling between the phases of the flow, an interparticle

collision model as well as between particles and immersed boundary, based on an Euler-

Lagrange approach. Verifying and validating these implementations are a crucial step of

this work. To verify and validate them, four different cases were simulated. The first one

evaluates the momentum of the two phases of the flow in order to compare with the results

of an analytical solution validating the coupling between fluid and particles. The second

one is related to the validation of interparticle collision comparing the simulated results with

the ones from the kinetic theory of gases. In the third one, the collision of particles with

an immersed geometry is verified evaluating the optimization accomplished in the present

work. In this case of a jet impacting on a surface, some parameters are varied to evaluate its

behavior. The last case is focused on the validation of particle dispersion due to turbulence,

through a comparison of experimental data provided in the literature with results obtained

from simulations of a grid turbulence. The results obtained for all cases are adequate, and so,

it is concluded that, using the MFSim code, it is possible to simulate gas-solid turbulent flows,

in which the interactions between fluid and particles, between two particles, and between

particles and immersed boundary are relevant.

Keywords: Gas-solid flows, Euler-Lagrange approach, Collisions, 4-way coupling, Immersed

boundary.
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5.7 Comparação da FDP do ângulo de colisão obtida através da simulação utili-
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5.18 Ângulo de impacto médio das part́ıculas na placa (vista superior) no caso do

jato granular em 0,05 s, considerando vários ângulos de abertura. . . . . . . 110
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∆z Espaçamento da malha na direção z [m]

δij Delta de Kronecker

ǫ Potência espećıfica de transformação viscosa [W/m3]

Γ Malha lagrangiana

λǫ Função de mistura do modelo k − ǫ duas camadas
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Ip Momento de inércia da part́ıcula [kg·m2]
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km Energia cinética espećıfica da mistura [m2/s2]
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2.5 Fechamento do caṕıtulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 MODELAGEM MATEMÁTICA 37
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3.3 Fechamento do caṕıtulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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CAPÍTULO I

INTRODUÇÃO

O desenvolvimento de um páıs está diretamente relacionado à inovação, criação de

novas tecnologias, ampliação e aprimoramento de sua infraestrutura. Nesse contexto, a

Engenharia mostra-se indispensável, uma vez que ela engloba a ciência e os conhecimentos

técnicos necessários para solucionar problemas, com o objetivo de aperfeiçoar processos e

produtos destinados à sociedade.

A Engenharia Mecânica, por exemplo, é um ramo da Engenharia que lida com projetos,

análises, construções e manutenções de sistemas mecânicos. Quando se trata de sistemas

contendo fluidos, recorre-se à Mecânica dos Fluidos. Essa subárea consiste no estudo do

comportamento e das propriedades de escoamentos envolvendo gases ou ĺıquidos.

Ao estudar escoamentos é preciso ter em mente os significados de componente e fase.

Um componente consiste em uma espécie qúımica, como a água e o oxigênio, enquanto uma

fase se refere a um estado da matéria, seja gás, ĺıquido ou sólido. Se os escoamentos apresen-

tam mais de uma fase, como é o caso de um escoamento formado por água e vapor d’água e

de um escoamento de lama, composto por água e sedimentos, eles são denominados de mul-

tifásicos. Os escoamentos multifásicos podem ser categorizados em escoamentos gás-ĺıquido,

gás-sólido, ĺıquido-sólido e trifásico (CROWE et al., 2011). Dependendo dos fenômenos

f́ısicos associados a esses escoamentos, como turbulência, evaporação, colisão, erosão e com-

bustão, a complexidade do problema aumenta podendo dificultar muito a compreensão e a
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modelagem destes escoamentos. Por esse motivo, a pesquisa voltada para os escoamentos

multifásicos ainda é muito desafiadora.

Devido ao alto poder computacional que se tem atualmente, a modelagem numérica dos

escoamentos multifásicos pode ser mais viável do que a realização de experimentos materiais.

Com a Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD - Computational Fluid Dynamics) é

posśıvel testar várias condições de operação, diversos valores para as variáveis de interesse

e também avaliar diferentes modificações dos sistemas industriais. Diante desse cenário,

soluções para reduzir custos e aumentar eficiência desses sistemas são encontradas com maior

praticidade. Nesse sentido, as motivações que levaram à escolha do tema, os principais

objetivos do presente trabalho e a metodologia empregada para o cumprimento dos mesmos

são apresentados a seguir.

1.1 Motivação pelo tema

A escolha do tema sobre escoamentos multifásicos dispersos foi motivada pela diversi-

dade de aplicações industriais e acadêmicas existentes. Para ilustrar a relevância tecnológica

dessa área da Mecânica dos Fluidos, alguns exemplos serão abordados nessa seção.

1.1.1 Transporte pneumático

Os escoamentos multifásicos compostos por part́ıculas sólidas são comumente aplica-

dos em sistemas de transportes. Para o transporte de produtos granulados ou em pó, os

sistemas de transporte pneumático podem ser empregados. Nesses sistemas, os materiais

são transportados através de um escoamento de gás, que geralmente é ar, em dutos vedados.

Uma instalação de transporte pneumático (ver Fig. 1.1) consiste basicamente de um

gerador para movimentar o gás, um alimentador, um separador gás-sólido e uma linha de

transporte. De acordo com Molerus (1996), esse tipo de transporte acaba sendo a primeira

escolha para transportar uma grande variedade de materiais particulados devido às suas

vantagens de:

• versatilidade, uma vez que os produtos podem ser distribúıdos para diversas áreas de

uma indústria, e também recebidos de diversas áreas;
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um sistema de transporte pneumático, é amenizada quando este é equipado com um duto

de parede torcida. Para uma das configurações de parede torcida testadas, ele observou

que a máxima taxa de erosão no cotovelo foi reduzida em aproximadamente 33% quando

comparada com uma configuração de duto não torcido. Assim, percebe-se que é posśıvel

encontrar formas de aperfeiçoar um sistema através do melhor entendimento dos processos

envolvidos.

1.1.2 Processos de controle de poluição

Nos últimos tempos, a emissão de efluentes tem sido um grande problema ambiental.

Por esse motivo, existe uma preocupação em encontrar meios de amenizar a poluição causada.

O tratamento dos reśıduos provenientes de atividades humanas ou industriais apresenta-se

como uma possibilidade.

A prinćıpio, as formas de tratamento de efluentes se diferenciam pelo tipo de reśıduo

em evidência, podendo ser sólido, ĺıquido ou gasoso. A reciclagem e a compostagem, por

exemplo, são tratamentos para reśıduos sólidos. Para reśıduos de origem ĺıquida, existem as

estações de tratamento de efluentes ou esgotos, mais conhecidas como ETEs, que utilizam

processos f́ısicos-qúımicos para separar o sólido do ĺıquido, e de processos biológicos para

os microrganismos consumirem a matéria orgânica poluente. Por último, o tratamento de

efluentes gasosos pode ser feito através de dispositivos que separam particulados de gases,

como os separadores ciclônicos.

O separador ciclônico é utilizado para separar part́ıculas suspensas em um escoamento

gasoso, sendo eficiente para tamanhos de part́ıculas entre 5 µm a 50 µm. Nesse dispositivo,

o gás contendo as part́ıculas entra em uma direção tangencial em relação ao escoamento

interno, como pode ser observado na Fig. 1.2. Em seguida, o escoamento sofre uma mo-

vimentação em espiral fazendo as part́ıculas se deslocarem em direção às paredes devido

à aceleração centŕıfuga gerada. Consequentemente, ao colidirem com as paredes, elas per-

dem velocidade e caem para o fundo do separador, onde são removidas. Dentre os fatores

que favorecem a aplicação desse dispositivo, tem-se o baixo custo de investimento e opera-

ção, possibilidade de operar com altas cargas de sólidos e de operar a altas temperaturas

(HOFFMANN et al., 2001; MICHAELIDES; CROWE; SCHWARZKOPF, 2016).
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As aplicações dos leitos fluidizados são comuns nas indústrias petroqúımica e aliment́ı-

cia. Na primeira, eles podem ser empregados no craqueamento cataĺıtico para produzir gaso-

lina, na polimerização, na combustão e gaseificação de carvão e biomassa (UTZIG, 2016). Na

segunda, os leitos fluidizados estão presentes em sistemas de secagem de alimentos, torrefação

de café e recobrimento de pastilhas.

Segundo Michaelides, Crowe e Schwarzkopf (2016), os sistemas de fluidização apresen-

tam várias caracteŕısticas que favorecem sua aplicação, dentre estas:

• uniformidade de temperatura devido à rápida troca térmica em função da mistura das

part́ıculas;

• capacidade de acomodar part́ıculas de diversos tamanhos, dentro de uma faixa desejável

que varia de 50 µm a 1,6 mm, e uma ampla gama de valores de massa espećıfica;

• boa adaptação para operações em larga escala.

Entretanto, os leitos fluidizados apresentam alguns problemas que precisam ser tratados,

como a erosão das paredes do equipamento causada pela abrasão de part́ıculas, e a degra-

dação dos sólidos que se quebram e são arrastados pelo fluido. Devido a complexidade dos

fenômenos envolvidos, compreender totalmente o comportamento do escoamento em leitos

fluidizados ainda é dif́ıcil e desafiador.

1.2 Objetivos

Como objetivos gerais da presente dissertação tem-se a implementação e a validação

de uma modelagem numérico-computacional para o transporte lagrangiano de part́ıculas,

presentes em escoamentos turbulentos multifásicos dispersos. De forma mais espećıfica, os

objetivos são:

1. Realizar uma revisão bibliográfica e estudar sobre fluidodinâmica computacional, es-

coamentos multifásicos, abrangendo transporte de part́ıculas sólidas e modelagem de

colisões.

2. Implementar, em um código computacional,
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(a) as forças atuantes no transporte das part́ıculas;

(b) as condições de contorno das part́ıculas, sendo elas: condição de entrada, condição

de sáıda, periodicidade e interação part́ıcula-parede;

(c) o termo de acoplamento entre as fases do escoamento, para obter o acoplamento

de 2 vias, levando em consideração a interação entre fluido e part́ıculas;

(d) um modelo de colisão part́ıcula-part́ıcula, objetivando o acoplamento de 4 vias,

que além de considerar a interação entre fluido e part́ıculas contempla a interação

entre duas part́ıculas;

(e) uma abordagem para avaliar a interação entre part́ıcula e fronteira imersa, utili-

zando um algoritmo de detecção e um modelo de colisão part́ıcula-parede;

(f) um modelo que considera a influência da turbulência na dispersão das part́ıculas.

3. Verificar e validar as implementações realizadas.

1.3 Metodologia

Para entender melhor os fenômenos envolvidos nos escoamentos multifásicos, uma

revisão bibliográfica foi realizada. Essa revisão se estendeu sobre trabalhos cient́ıficos e aca-

dêmicos, bem como livros sobre a temática. Para simulação de escoamentos multifásicos

dispersos, modelos de transporte e colisão de part́ıculas foram implementados e verifica-

dos. Nesse sentido, foi fundamental a utilização de um código de CFD como ferramenta de

trabalho.

O código de CFD utilizado, conhecido por MFSim, surgiu com o trabalho de Villar

(2007) sobre escoamentos multifásicos, e vem sendo desenvolvido no Laboratório de Mecânica

dos Fluidos da Universidade Federal de Uberlândia, em parceria com a PETROBRAS. O

código está escrito, predominantemente, na linguagem Fortran, contendo algumas partes

escritas em linguagem C e C++.

Atualmente, o código permite ao usuário simular uma diversidade de problemas tri-

dimensionais envolvendo tanto escoamentos laminares como turbulentos, em processamento

paralelo. Uma das peculiaridades dessa ferramenta está associada a possibilidade de utilizar
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Fig. 1.4a, utilizou-se uma malha base com 32 × 64 × 32 células computacionais e 4 ńıveis de

refinamento. Já, na simulação referente a Fig. 1.4b, utilizou-se a mesma malha base, porém

com 5 ńıveis de refinamento. Mais informações a respeito do código serão apresentadas no

Caṕıtulo 4.

1.4 Estrutura da dissertação

A presente dissertação encontra-se organizada em seis caṕıtulos, incluindo o atual que

consiste em uma breve introdução ao tema. No Caṕıtulo 2, encontra-se a revisão bibliográ-

fica dos principais tópicos abordados no presente trabalho, como escoamentos multifásicos,

mais especificamente, escoamentos multifásicos dispersos. No Caṕıtulo 3, a modelagem ma-

temática utilizada para tratar as fases cont́ınua e dispersa de um escomento gás-sólido é

abordada. Neste caṕıtulo, foram contempladas as equações de balanço de massa, balanço de

quantidade de movimento linear e fechamento da turbulência, acerca da fluidodinâmica, e

as equações de transporte das part́ıculas, assim como as equações utilizadas no tratamento

de posśıveis colisões. No Caṕıtulo 4, são apresentadas tanto a modelagem numérica como

a modelagem computacional empregadas, com foco na representação de part́ıculas sólidas

como part́ıculas lagrangianas. No Caṕıtulo 5, a validação e os resultados obtidos acerca dos

problemas estudados são apresentados e discutidos. Por fim, a dissertação é conclúıda, no

Caṕıtulo 6, por meio de uma reflexão dos resultados obtidos e dos pontos-chaves abordados

no presente trabalho.



CAPÍTULO II

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

As caracteŕısticas de um escoamento multifásico disperso definem o comportamento das

part́ıculas em relação ao fluido. Para tanto, é preciso entendê-las a fim de determinar a melhor

abordagem numérica para tratar esse tipo de escoamento em uma simulação computacional.

Nessa parte da dissertação, o embasamento teórico necessário para entender os escoa-

mentos multifásicos dispersos é apresentado. Alguns conceitos fundamentais a respeito desse

tipo de escoamento, as caracteŕısticas de um escoamento multifásico disperso, as abordagens

numéricas existentes, bem como alguns fenômenos relacionados às part́ıculas são abordados

a seguir.

2.1 Hipótese do cont́ınuo

Para a modelagem de escoamentos de fluidos ser completa, esta precisaria contemplar

toda estrutura molecular dos mesmos. Contudo, tal consideração tornaria o problema im-

praticável, visto que cada molécula precisaria ser descrita por uma equação de trajetória.

Assim, para simplificar a forma como os fluidos devem ser tratados, surgiu a ideia do cont́ı-

nuo. Se uma quantidade de fluido é restringida por um volume maior que o livre caminho

médio das moléculas, as variações moleculares deixam de ser importantes, como pode ser

observado na Fig. 2.1. Nesta figura, um gráfico da massa espećıfica em função do volume de
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Um escoamento multifásico é constitúıdo por pelo menos duas fases, em que ambas são

meios cont́ınuos, quando formadas por fluidos diferentes, ou uma delas é um meio cont́ınuo

e a outra se encontra espalhada nesse meio. Neste último caso, o escoamento bifásico é

formado por uma fase cont́ınua e outra dispersa.

2.2 Escoamentos bifásicos dispersos

A fase dispersa corresponde à fase do escoamento que não se encontra materialmente

conectada, podendo ser part́ıculas sólidas, got́ıculas ou bolhas. Existem escoamentos bifási-

cos dispersos do tipo gás-sólido, ĺıquido-sólido, gás-got́ıcula, ĺıquido-got́ıcula e ĺıquido-bolha.

Para exemplificar esses escoamentos, foram colocados os principais processos técnicos e in-

dustriais de cada categoria na Tab. 2.1.

Tabela 2.1: Alguns processos técnicos e industriais envolvendo escoamentos bifásicos disper-
sos.

Fase cont́ınua-dispersa Aplicações

Gás-sólido
Transporte pneumático, separação de part́ıculas em ciclones e

filtros, leitos fluidizados

Ĺıquido-sólido Transporte hidráulico, separação ĺıquido-sólido

Gás-got́ıcula Secagem por atomização, resfriamento por aspersão

Ĺıquido-got́ıcula Mistura de ĺıquidos imisćıveis, extração ĺıquido-ĺıquido

Ĺıquido-bolha Colunas de bolhas, aeração de efluentes, flotação

Fonte: Adaptado de Sommerfeld (2017).

O comportamento da fase dispersa em um escoamento bifásico depende de inúmeros

fatores, como a concentração, o tamanho e a densidade das part́ıculas, além do comporta-

mento da fase cont́ınua. Em função desse comportamento, outros fenômenos podem surgir,

como colisões de part́ıculas, e coalescência de got́ıculas e bolhas. Dessa forma, para carac-

terizar um escoamento com fase dispersa é preciso definir alguns parâmetros e propriedades
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quantidade referida pode ser massa, volume ou número de entidades da substância. Aqui, a

concentração de part́ıculas será dada por:

np =
Np

–Vm
. (2.4)

Outro parâmetro importante é a carga mássica η, a qual é definida pela a razão entre

as vazões mássicas de part́ıculas ṁp e de fluido ṁf (SOMMERFELD, 2017):

η =
ṁp

ṁf

=
αd ρp Up

(1− αd) ρUf

, (2.5)

sendo ρp e ρ a massa espećıfica das part́ıculas e do fluido, respectivamente. As velocidades

das part́ıculas Up e do fluido Uf são velocidades médias em uma dada seção transversal.

2.2.1.1 Número de Stokes

O número de Stokes St é um número adimensional que caracteriza o comportamento

das part́ıculas em resposta ao escoamento de fluido em que estão suspensas. Sendo assim, ele

pode ser definido pela razão entre o tempo de resposta da part́ıcula τp e o tempo caracteŕıstico

associado ao escoamento do fluido τf (CROWE et al., 2011):

St =
τp
τf
. (2.6)

O cálculo do tempo de resposta da part́ıcula é dependente do tipo de escoamento, sobretudo

o estado da matéria que compõe a fase dispersa. Dessa forma, um caso espećıfico será

apresentado mais adiante. Por outro lado, o tempo caracteŕıstico do escoamento pode ser

resolvido como:

τf =
l

U∞

, (2.7)

onde l é o comprimento caracteŕıstico do escoamento e U∞ é a velocidade da corrente livre.

Entretanto, se as part́ıculas estiverem em um campo de escoamento turbulento, o tempo

caracteŕıstico corresponde à escala de tempo integral da turbulência, a qual é dada em
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é baseada na fração volumétrica da fase dispersa, de modo que para escoamentos dilúıdos, o

acoplamento pode ser de 1 via, se αd ≤ 10−6, ou 2 vias, se 10−6 < αd ≤ 10−3, enquanto que

para escoamentos densos, αd > 10−3, o acoplamento é de 4 vias.

2.3 Abordagens numéricas para escoamentos bifásicos

Antes de mais nada, faz-se necessário definir as abordagens numéricas empregadas

para os escoamentos monofásicos. Considerando escoamentos turbulentos, os métodos de

modelagem podem ser divididos em três classes principais. A aplicação de cada uma dessas

classes é dependente da resolução da malha do domı́nio computacional.

A primeira delas é a Simulação Numérica Direta (DNS - Direct Numerical Simulation),

na qual as equações de balanço de massa e as equações de balanço de quantidade de movi-

mento linear, também conhecidas por equações de Navier-Stokes, são resolvidas para todas

as escalas da turbulência do escoamento. Assim, para garantir uma resolução adequada, o

espaçamento da malha deve ser menor que a menor estrutura do escoamento.

A segunda classe é a Simulação de Grandes Escalas (LES - Large Eddy Simulation), na

qual as equações filtradas de Navier-Stokes e a equação de balanço de massa são resolvidas.

Dessa forma, apenas as grandes escalas são resolvidas, necessitando de modelos submalha

para modelar a interação entre as escalas menores que o tamanho do filtro e as escalas

resolvidas. Por esse motivo, a utilização da metodologia LES não exige uma malha tão

refinada quanto a utilizada em DNS.

A terceira classe consiste nos modelos de fechamento da turbulência baseados na mé-

dia de Reynolds das equações de Navier-Stokes (RANS - Reynolds-Averaged Navier-Stokes).

Existe uma grande diversidade de modelos na literatura, que se diferenciam, primordial-

mente, entre aqueles que dependem e aqueles que não dependem da viscosidade turbulenta

do escoamento. Quando o termo temporal é considerado nas equações médias de Navier-

Stokes, tem-se os modelos da classe URANS (Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes).

Em resumo, pode-se dizer que as equações para os três métodos de modelagem da

turbulência podem ser derivadas das equações de Navier-Stokes filtradas, sendo utilizado

em RANS um filtro passa-nada, que corresponde a média temporal, em DNS um filtro
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requer equações adicionais de balanço de massa e quantidade de movimento linear para a

fase particulada (KUIPERS et al., 1992). Para levar em consideração as interações entre elas,

como a troca de quantidade de movimento, termos fontes são acrescentados nas equações das

duas fases do escoamento. Em problemas que envolvem uma grande quantidade de part́ıculas

de mesmo tamanho, a utilização dessa modelagem é vantajosa quando comparada com uma

abordagem Euler-Lagrange. Entretanto, se as part́ıculas apresentam tamanho variado, as

equações de balanço devem ser resolvidas para cada uma das classes de tamanho, tornando o

tratamento desse tipo de escoamento inviável por uma modelagem TFM (ALLETTO, 2014).

Wachem et al. (2001) realizou uma análise comparativa entre alguns modelos de dois

fluidos existentes, na literatura e em códigos comerciais, por meio de simulações de leitos

fluidizados. Ele observou que comparando duas propostas diferentes para as equações de

quantidade de movimento linear, os resultados foram similares em termos de caracteŕısticas

macroscópicas do escoamento. Além disso, os resultados não se apresentaram dependen-

tes dos diferentes modelos de fechamento da turbulência para a fase sólida. Todavia, as

diferentes propostas consideradas para calcular o arrasto das part́ıculas influenciaram, con-

sideravelmente, no comportamento do escoamento gás-sólido.

2.3.2 Abordagem Euler-Lagrange

A abordagem Euler-Lagrange é sobretudo aplicada para escoamentos bifásicos disper-

sos. Nessa abordagem, a fase cont́ınua é tratada no referencial euleriano, enquanto que a

fase dispersa é tratada no referencial lagrangiano.

Para os escoamentos gás-sólido, existem duas formas de modelar a estrutura lagrangi-

ana. A primeira delas é utilizando um método de fronteira imersa (IBM - Immersed Boundary

Method) para resolver o campo do escoamento ao redor de cada part́ıcula (ver, por exemplo,

Kajishima e Takiguchi (2002), Uhlmann (2005), Kempe e Fröhlich (2012)). Considerando

uma condição de não deslizamento, para que a velocidade do fluido na superf́ıcie do sólido

seja equivalente à velocidade da part́ıcula, termos fontes são adicionados nas equações de

balanço de quantidade de movimento linear da fase cont́ınua. Nesse método, utiliza-se uma

malha euleriana para representar a parte fluida, e uma lagrangiana para representar a part́ı-

cula. O tamanho do espaçamento da malha euleriana é imposta pelo da malha lagrangiana,
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tornando o método impraticável para part́ıculas muito pequenas. Além disso, a simulação

de escoamentos gás-sólido pelo método IBM acaba sendo limitada pelo número de part́ı-

culas, uma vez que custo computacional aumenta à medida que aumenta a quantidade de

part́ıculas. Na Tab. 2.2, podem ser observados alguns exemplos de trabalhos que adota-

ram um método IBM para simulações de escoamentos carregados de part́ıculas, elencando o

tipo de problema, o número máximo de part́ıculas consideradas, a fração volumétrica da fase

dispersa, e a razão entre o diâmetro das part́ıculas e o espaçamento da malha computacional.

Tabela 2.2: Simulações com part́ıculas presentes na literatura que utilizaram o método da
fronteira imersa.

Trabalho Tipo de problema Np αd Dp/∆x

Kajishima (2004)
Sedimentação de part́ıculas

por influência da gravidade
2048 0,004 10

Uhlmann (2008)
Escoamento com part́ıculas

em um canal vertical
4096 0,0042 12,8

Lucci et al. (2010)
Escoamento turbulento

isotrópico com part́ıculas
6400 0,1 ∼ 16,4

Chan-Braun et al. (2011)
Escoamento com part́ıculas

em um canal rugoso
9216 0,022 14

Shao, Wu e Yu (2012)
Escoamento com part́ıculas

em um canal horizontal
2169 0,0708 -

Maitri et al. (2018)
Escoamento gás-sólido

em um leito fluidizado
5000 0,11 5

Fonte: Autoria própria.

A outra forma de modelar a estrutura lagrangiana é através da aproximação ponto-

part́ıcula, na qual as part́ıculas do escoamento bifásico disperso são modeladas como pontos

materiais. Para essa aproximação ser válida, a part́ıcula deve ser menor do que a célula

computacional. O tamanho da part́ıcula precisa ser pequeno o suficiente para que as pertur-

bações causadas na fase cont́ınua fiquem contidas dentro da faixa de espaçamento da malha
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computacional (ALLETTO, 2014). Diferentemente do que acontece nos métodos IBM, na

abordagem ponto-part́ıcula, o escoamento não é resolvido ao redor das part́ıculas. Ao invés

disso, essas part́ıculas são rastreadas, no campo de escoamento previamente resolvido, me-

diante suas equações de movimento que são descritas pela segunda lei de Newton. Assim,

comparando o custo computacional referente ao número de part́ıculas presentes no escoa-

mento, a abordagem ponto-part́ıcula é mais barata. Fisicamente, essa abordagem não tem

limitação no que diz respeito à máxima fração volumétrica da fase dispersa, pois os meca-

nismos mais relevantes que interferem no movimento das part́ıculas podem ser modelados.

Dentre esses mecanismos estão: as forças de corpo e fluidodinâmicas atuantes nas part́ıculas,

o acoplamento de 2 vias, colisões entre part́ıculas, colisões entre part́ıculas e paredes.

Sommerfeld (2017) sugeriu uma classificação para a abordagem ponto-part́ıcula, uma

vez que existem métodos de rastreamento de part́ıculas lagrangianas com algumas distinções,

conforme apresentado na Fig. 2.7. No conceito de parcela lagrangiana (LPC - Lagrangian

Parcel Concept), as part́ıculas consideradas nas simulações representam um certo número

de part́ıculas reais, sendo assim chamadas de parcelas. Essa representação é vantajosa para

os casos em que as part́ıculas são ı́nfimas e o rastreamento de todas elas tornar-se inviável

computacionalmente.

Já, no método da part́ıcula discreta (DPM - Discrete Particle Method), todas as par-

t́ıculas reais do sistema são rastreadas. Tanto no LPC quanto no DPM, o modelo de esfera

ŕıgida é adotado, no qual apenas colisões instantâneas entre pares de part́ıculas acontecem.

Esse modelo é efetivamente aplicado em situações com baixa frequência de colisão, e onde

o contato entre part́ıculas se mantém por pouco tempo, ou seja, em escoamentos não muito

densos (αd ≤ 0, 1). Uma ilustração dos passos sucessivos que acontecem em uma colisão

instantânea entre duas part́ıculas a partir da modelagem de esfera ŕıgida é mostrada na

Fig. 2.8.

No método do elemento discreto (DEM - Discrete Element Method), assim como no

DPM, todas as part́ıculas reais são rastreadas no domı́nio computacional. No entanto, o

modelo de esfera macia é adotado, considerando a possibilidade de haver mais de um con-

tato para uma mesma part́ıcula. Diante disso, é posśıvel simular escoamentos muito mais

densos com o DEM do que no DPM. No modelo de esfera macia, as part́ıculas são tratadas
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como a força originada pela colisão entre duas part́ıculas. Essa força de colisão pode ser

obtida conforme demonstrado por Cundall e Strack (1979), Tsuji, Tanaka e Ishida (1992).

Quanto à forma de identificar posśıveis colisões, existem basicamente os modelos esto-

cásticos e determińısticos. Os modelos estocásticos são fundamentados no cálculo da proba-

bilidade de colisão. Na literatura, podem ser encontrados os modelos baseados na simulação

direta de Monte Carlo (DSMC - Direct Simulation Monte Carlo), como nos trabalhos de Bird

(1994), Du et al. (2011), Pawar et al. (2014), e também o modelo introduzido por Sommerfeld

(2001). Neste último trabalho, Sommerfeld (2001) propôs um modelo estocástico, no qual

um parceiro fict́ıcio de colisão é gerado para cada part́ıcula computacional após o cálculo

de sua trajetória, em um determinado passo de tempo. As propriedades desse parceiro são

amostradas por funções de distribuição normal das propriedades locais. A partir disso, a

probabilidade de colisão P entre as part́ıculas computacional i e fict́ıcia j é obtida multipli-

cando o passo de tempo ∆tL considerado no rastreamento das part́ıculas pela frequência de

colisão fc dada pela teoria cinética de gases:

P = fc ∆tL =
π

4

(

Dpi +Dpj

)2 ∥
∥~upi + ~upj

∥

∥ np ∆tL, (2.9)

onde ~up é o vetor velocidade da part́ıcula e np é a concentração local de part́ıculas. Se a

probabilidade de colisão for maior que um número aleatório gerado no intervalo [0,1], supõe-se

que houve colisão.

Nos modelos determińısticos, as trajetórias de todas as part́ıculas ou parcelas do sis-

temas são comparadas, para verificar se elas interceptam em um dado momento dentro do

passo de tempo analisado. No caso do DEM, a colisão só é considerada se ocorrer a sobre-

posição das part́ıculas i e j (CUNDALL; STRACK, 1979), como ilustrado na Fig. 2.9, ou

seja, quando

∥

∥~xpi − ~xpj
∥

∥ <

(

Dpi +Dpj

)

2
, (2.10)

sendo ~xp o vetor posição da part́ıcula.

Huber e Sommerfeld (1998) e Láın e Sommerfeld (2013) avaliaram numericamente os
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obtidos com o DPM, adotando um método estocástico de colisão, se mostraram satisfatórios

para uma fração volumétrica da fase dispersa menor do que 0,1 quando comparados com

os resultados obtidos com DEM. Entretanto, os resultados encontrados utilizando o DEM

foram razoáveis para todas as frações volumétricas simuladas, que variaram entre 0,014 e

0,504.

Mallouppas e Wachem (2013) utilizaram a abordagem LES para simular um esco-

amento turbulento gás-sólido em um canal. Neste trabalho, foram consideradas 24 500

part́ıculas e uma carga mássica igual a 1. Os autores mostraram que mesmo para um escoa-

mento dilúıdo, a consideração do acoplamento de 4 vias é importante pelo fato das colisões

aumentarem a redistribuição das part́ıculas no escoamento. As part́ıculas foram modeladas

tanto como esferas ŕıgidas como esferas macias.

Alletto e Breuer (2012) realizaram simulações LES para avaliar os tipos de acoplamento

em um escoamento turbulento com part́ıculas confinado. Neste trabalho, as part́ıculas foram

rastreadas através do DPM e um método determińıstico foi aplicado para identificar as

colisões entre elas. Os autores apresentaram resultados para dois valores de carga mássica,

0,022 e 0,11. Comparando com resultados experimentais, eles observaram que nesses dois

casos, os efeitos das colisões entre part́ıculas não foram tão relevantes quanto as interações

entre as fases do escoamento.

Zhong et al. (2006) simularam um escoamento gás-sólido em um leito fluidizado utili-

zando uma modelagem a duas equações acoplada com DEM para rastrear 62 000 part́ıculas.

Os autores observaram que o número de colisões aumentaram com o aumento no diâmetro

das part́ıculas porém diminúıram com o aumento na velocidade de entrada do gás.

Diferentemente do trabalho anterior, Zhang et al. (2015) fizeram simulações numé-

ricas diretas acopladas com DEM. Neste trabalho, foram avaliados os efeitos das colisões

no comportamento das part́ıculas presentes em um escoamento turbulento no interior de

um duto horizontal. Primeiramente, os autores avaliaram o transporte das part́ıculas des-

prezando a aceleração gravitacional. Assim, eles verificaram que as colisões entre part́ıculas

desempenham um papel importante na distribuição das part́ıculas, especialmente nas regiões

próximas da parede, uma vez que as colisões tendem a aumentar a difusão de part́ıculas na

direção perpendicular do escoamento. Em seguida, os autores estudaram a deposição das
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part́ıculas considerando a aceleração gravitacional. A partir dos resultados, as colisões se

mostraram mais relevantes na ressuspensão das part́ıculas próximas do chão do duto, do que

no comportamento das part́ıculas presentes no centro do duto.

2.4 Transporte de part́ıculas lagrangianas

Na abordagem lagrangiana ponto-part́ıcula, a trajetória de cada part́ıcula, que se move

no campo de escoamento, precisa ser resolvida. Essa trajetória é definida pela modificação

da posição da part́ıcula provocada pela sua velocidade. A alteração das componentes de

velocidade linear da part́ıcula é, então, causada pelas forças atuantes na mesma. Devido

às interações viscosas com o fluido, a part́ıcula sofre a atuação de um torque, que causa

alterações nas componentes de velocidade angular. A partir da segunda lei de Newton, o

cálculo da trajetória de uma part́ıcula é determinado por uma série de equações diferenciais

ordinárias, que na forma vetorial são dadas por:

d~xp
dt

= ~up, (2.11a)

mp
d~up
dt

=
∑

~F , (2.11b)

Ip
d~ωp

dt
= ~T , (2.11c)

onde mp e Ip são a massa e o momento de inércia da part́ıcula, ~xp é a posição da part́ıcula,

e ~up e ~ωp são as velocidades linear e angular da part́ıcula. ~F representa as diferentes forças

que podem estar atuando na part́ıcula e ~T corresponde ao torque.

As forças podem ser divididas em forças externas e forças fluidodinâmicas. As forças

peso e empuxo, por exemplo, são forças externas comumente presentes nos casos de escoa-

mentos bifásicos dispersos. Dependendo da aplicação, a part́ıcula pode sofrer influência de

outras forças externas como as forças elétricas. Quanto as forças fluidodinâmicas, as mais

relevantes, para essa categoria de escoamento, são: força de arrasto, forças de sustentação
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devido ao cisalhamento e devido à rotação da part́ıcula, massa adicionada ou massa virtual,

força de Basset, e gradiente de pressão.

Como pode-se perceber, o movimento de rotação da part́ıcula não é desprezado. Casos

que apresentam grandes mudanças na vorticidade do fluido, ou em que o escoamento é

interferido pela presença de paredes são exemplos de que a velocidade angular da part́ıcula

precisa ser avaliada. Na primeira situação, grandes mudanças na vorticidade do fluido geram

um torque sobre a part́ıcula induzindo um deslizamento angular. Na segunda, a presença de

paredes no escoamento possibilita que uma part́ıcula se choque com esse tipo de obstáculo e

tenha sua velocidade angular modificada após a colisão (SOMMERFELD, 2017).

A maioria dos estudos presentes na literatura assumem que as part́ıculas têm um

formato esférico, simplificando a obtenção das expressões relacionadas às variáveis das Eqs.

(2.11). Nas próximas seções, as formulações que complementam as equações da trajetória de

uma part́ıcula são evidenciadas. Vale pontuar que as expressões correspondentes às diferentes

forças e ao torque incluem as propriedades e a velocidade instantânea do fluido. Para tanto,

a referência dos valores dessas variáveis do fluido é admitida como a posição da própria

part́ıcula.

2.4.1 Peso e empuxo

A força peso, também conhecida como força gravitacional, consiste em uma força de

atração entre dois corpos, que atua na direção da aceleração do campo gravitacional ~g. A

força de empuxo, pelo contrário, atua na direção oposta dessa aceleração, e está associada

à diferença de pressão entre a parte inferior e superior de um corpo imerso em um fluido.

Somando as duas forças, tem-se que:

~Fgb = mp ~g

(

1− ρ

ρp

)

. (2.12)

2.4.2 Força de arrasto

A força de arrasto é, provavelmente, a força mais importante a ser considerada. Ela é

gerada pela interação e contato de um corpo com um fluido, devido à diferença de velocidades

entre eles. A atuação dessa força acontece no sentido contrário ao movimento relativo do
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2000):

Cd =
24

Rep

(

1 + 0, 15Rep
0,687

)

. (2.18)

Para a faixa de 103 < Rep < 2 × 105, constatou-se que o coeficiente de arrasto é

aproximadamente constante. Esse regime de escoamento ficou conhecido como regime de

Newton e o coeficiente de arrasto é:

Cd ≈ 0, 44. (2.19)

Em escoamentos a números de Reynolds altos, Rep ≈ 2, 5 × 105, tem-se a crise do

arrasto, que pode ser observada na Fig. 2.11 pela queda brusca do gráfico do coeficiente de

arrasto. O regime cŕıtico acontece devido a transição de uma camada limite laminar para

uma turbulenta ao redor da part́ıcula. Como no estudo da presente dissertação limitou-se a

Rep < 105, as relações entre coeficiente de arrasto e número de Reynolds não serão abordadas

para o regime supercŕıtico, o qual corresponde a Rep > 4× 105.

2.4.3 Força de sustentação devido ao cisalhamento (Saffman)

Quando uma part́ıcula se encontra imersa em um escoamento cisalhante, uma maior

velocidade no hemisfério superior da part́ıcula dá origem a uma região de baixa pressão,

enquanto que uma menor velocidade no hemisfério inferior dá origem a uma região de alta

pressão. Essa distribuição de pressão formada na part́ıcula gera uma força de sustentação.

Essa força é sempre normal à direção do escoamento, como está ilustrada na Fig. 2.12.

Saffman (1965 e 1968) foi o primeiro a analisar essa força de sustentação gerada sobre

part́ıculas em um escoamento cisalhante, porém para números de Reynolds baixos. Mei

(1992), a partir de resultados numéricos da literatura, propôs um ajuste para a força de
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Figura 2.12: Ilustração da força de sustentação devido ao cisalhamento atuando em uma
part́ıcula imersa em um escoamento cisalhante.

Fonte: Autoria própria.

Saffman através da consideração de um coeficiente:

Cls =



























4, 1126√
Res

[(1− 0, 3314 β0,5) exp (−0, 1Rep) + 0, 3314 β0,5] para Rep ≤ 40

4, 1126√
Res

[

0, 0524 (βRep)
0,5] para Rep > 40

,

(2.20)

sendo β = 0, 5
Res
Rep

para 0, 005 < β < 0, 4, e o número de Reynolds do escoamento cisalhante:

Res =
ρD2

p ‖~ω‖
µ

. (2.21)

Assim, a força de sustentação pode ser resolvida da seguinte forma (SOMMERFELD, 2000):

~Fls =
ρ

2

π

4
Dp

3Cls [(~u− ~up)× ~ω] , (2.22)

onde ~ω = ∇× ~u é a vorticidade do fluido.

2.4.4 Força de sustentação devido à rotação (efeito Magnus)

Quando uma part́ıcula em rotação ~ωp está imersa em um escoamento, uma força de

sustentação é gerada conforme mostrada na Fig. 2.13. Essa força de sustentação é causada

devido a uma distribuição de pressão formada nos dois hemisférios da part́ıcula, assim como

acontece para uma part́ıcula em um escoamento cisalhante.
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2.4.5 Gradiente de pressão, massa adicionada e força de Basset

O gradiente de pressão local no escoamento gera uma força na mesma direção que o

gradiente de pressão. A combinação dessa força com a força decorrente da tensão cisalhante

no escoamento é dada por (SOMMERFELD, 2000):

~Fpt =
mp

ρp
(−∇p+∇ · ~τ) , (2.27)

onde ∇p é o gradiente de pressão local e ∇ · ~τ é o divergente da tensão cisalhante. A partir

das equações de Navier-Stokes, sabe-se que:

−∇p+∇ · ~τ = ρ

(

D~u

Dt
− ~g

)

. (2.28)

Portanto, a força de pressão total é determinada por:

~Fpt = ρ
π

6
Dp

3

(

D~u

Dt
− ~g

)

, (2.29)

na qual o primeiro termo representa a aceleração do fluido e o segundo termo é a força de

empuxo, previamente apresentada na Eq. (2.12).

Quando uma part́ıcula acelera ou desacelera através de um volume de fluido, a mesma

deve mover esse volume de fluido. Para que isso aconteça, é necessário uma força para acelerar

ou desacelerar o fluido ao redor da part́ıcula, a qual é conhecida por massa adicionada e pode

ser obtida por (SOMMERFELD, 2000):

~Fa =
ρ

2

π

6
Dp

3Ca

(

D~u

Dt
− d~up

dt

)

. (2.30)

A força de Basset corresponde a força decorrente do atraso do desenvolvimento da

camada limite na part́ıcula com a aceleração ou desaceleração da mesma. Essa força é

também chamada de histórico da part́ıcula, uma vez que ela precisa ser integrada ao longo
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de toda trajetória da part́ıcula, sendo calculada por (SOMMERFELD, 2000):

~FB =
3

2
Dp

2 √π ρµ CB

∫ t

0

D~u
Dt

− d~up

dt√
t− t′

dt′. (2.31)

Os coeficientes Ca e CB presentes nas Eqs. (2.30) e (2.31) são considerados para esten-

der a aplicação das forças a números de Reynolds altos. Mediante os resultados experimentais

de Odar e Hamilton (1964), os valores desses coeficientes podem ser obtidos.

Conforme Hjelmfelt e Mockros (1966), a massa adicionada, a força de Basset e a força

de pressão devido às acelerações do fluido não são relevantes em escoamentos que apresentam

uma alta razão entre as massas espećıficas das part́ıculas e do fluido, ou seja,
ρp
ρ

≫ 1. Um

estudo numérico que reforça essa ideia é encontrado em Armenio e Fiorotto (2001).

Armenio e Fiorotto (2001), por meio de DNS, simularam part́ıculas suspensas em um

escoamento turbulento no interior de um canal, adotando o acoplamento de 1 via. Nesse

estudo, os autores avaliaram a importância da força de arrasto em relação à força de Basset,

massa adicionada e gradiente de pressão para vários casos com razões de massa espećıfica

distintas. Vale destacar a diferença entre os resultados da dispersão das part́ıculas conside-

rando apenas a força de arrasto, e considerando todas as forças mencionadas. Para o caso

com
ρp
ρ

= 2, 65 a diferença dos resultados foi de 1, 6%, e para o caso com
ρp
ρ

= 265 foi de

0, 97%.

2.4.6 Torque

Rubinow e Keller (1961) apresentaram uma solução anaĺıtica para o torque agindo

sobre uma part́ıcula como sendo:

~T = −π µDp
3 ~ωp. (2.32)

Todavia, essa solução é aplicada apenas para números de Reynolds da part́ıcula baixos, e

não contabiliza a vorticidade do fluido. Logo, para considerar valores maiores de número de

Reynolds da part́ıcula, necessita-se de correlações, e para considerar a influência do fluido, a

velocidade de rotação relativa deve ser incorporada à equação do torque da seguinte maneira
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(SOMMERFELD, 2000):

~T =
ρ

2

(

Dp

2

)5

Cr

∥

∥

∥

~Ω
∥

∥

∥

~Ω, (2.33)

onde o coeficiente de rotação Cr, para 32 < Rer < 1000, pode ser calculado através de uma

correlação obtida numericamente por Dennis, Singh e Ingham (1980):

Cr =
12, 9√
Rer

+
128, 4

Rer
. (2.34)

2.5 Fechamento do caṕıtulo

No presente caṕıtulo, alguns conceitos relacionados aos escoamentos bifásicos disper-

sos foram apresentados, junto às abordagens numéricas existentes na literatura para o tra-

tamento desse tipo de escoamento. Dentre as abordagens mencionadas, a abordagem Euler-

Lagrange através da aproximação ponto-part́ıcula é considerada no presente trabalho, sendo

posśıvel rastrear um grande número de part́ıculas de forma individual e independente. Na

modelagem da fase cont́ınua, um modelo URANS é considerado, enquanto que na fase dis-

persa, o DPM é adotado. A fim de incluir as interações entre part́ıculas, a detecção de

posśıveis colisões é realizada de forma determińıstica. Como o foco da presente dissertação

são os escoamentos gás-sólido com valores de fração volumétrica não tão elevados, as coli-

sões entre part́ıculas são tratadas pelo modelo de esfera ŕıgida, que consiste em um modelo

de colisão inelástica, abordado na Seção 3.2.4. No transporte das part́ıculas sólidas, tanto

o movimento linear como o movimento angular das part́ıculas são avaliados, de modo que

as forças mais importantes atuando sobre cada uma delas são as forças peso-empuxo, de

arrasto, de sustentação devido ao cisalhamento e de sustentação devido à rotação.



CAPÍTULO III

MODELAGEM MATEMÁTICA

Neste caṕıtulo, a modelagem matemática considerada no desenvolvimento do presente

trabalho é abordada. Para a fase cont́ınua, as equações médias transientes de Reynolds com

o modelo k−ǫ duas camadas foram empregados. Para a fase dispersa, as equações envolvidas

no movimento das part́ıculas foram baseadas na segunda lei de Newton.

3.1 Modelagem da fase cont́ınua

A modelagem utilizada para tratar a fase cont́ınua do escoamento é apresentada co-

meçando pelas equações da continuidade e de Navier-Stokes. Em seguida, o problema de

fechamento da turbulência é introduzido, detalhando o modelo de fechamento adotado no

presente trabalho.

3.1.1 Formulação para a fluidodinâmica

As equações de Navier-Stokes juntamente à equação da continuidade são suficientes

para modelar escoamentos isotérmicos de fluidos, tanto em regime laminar quanto em regime

turbulento. Todavia, a Simulação Numérica Direta de escoamentos turbulentos requer o

uso de malhas muito finas para que seja posśıvel resolver todas as estruturas turbilhonares

formadas. Como consequência disso tem-se o alto custo computacional, limitando a aplicação

da prática de DNS na simulação de escoamentos com número de Reynolds elevado.
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A equação da continuidade e as equações de Navier-Stokes em notação indicial para

escoamentos incompresśıveis, respectivamente, são dadas por:

∂ρui
∂xi

= 0, (3.1)

∂ρui
∂t

+
∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

µ

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]

+ fi, (3.2)

onde i e j = 1, 2, 3 correspondem às componentes das três direções coordenadas (x, y, z), u é

a velocidade instantânea do fluido, ρ é a massa espećıfica do fluido e fi pode ser interpretado

como um termo de transformação de alguma informação em quantidade de movimento linear.

Mesmo com a evolução de hardwares nos últimos tempos, os valores de número de

Reynolds para os quais a prática de DNS é fact́ıvel ainda são modestos em relação aos valores

que caracterizam escoamentos presentes em aplicações industriais. Para isso, existem outras

metodologias de simulação de escoamentos turbulentos. Uma delas consiste na decomposição

do espectro de escalas do escoamento em duas bandas, empregando o conceito de filtragem.

Reynolds e Boussinesq propuseram aplicar o operador média temporal ( ¯ ) às Eqs. (3.1) e

(3.2). A partir disso, deduz-se que (MAGALHÃES, 2018):

∂ρūi
∂xi

= 0, (3.3)

∂ρūi
∂t

+
∂ρuiuj
∂xj

= − ∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

[

µ

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)]

+ f̄i. (3.4)

As equações acima não podem ser resolvidas diretamente por causa do termo não

linear uiuj que aparece na Eq. (3.4). Dessa maneira, a decomposição dos campos totais de

velocidade proposta por Reynolds e Boussinesq é aplicada:

ui = ūi + u′i, (3.5)

sendo ūi a média e u′i a flutuação no campo de velocidade. Substituindo a Eq. (3.5) na
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Eq. (3.4) e realizando as devidas manipulações matemáticas, obtém-se que:

∂ρūi
∂t

+
∂ρūiūj
∂xj

= − ∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

[

µ

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)

− ρu′iu
′

j

]

+ f̄i, (3.6)

onde o termo u′iu
′

j é conhecido por tensor de Reynolds.

As Equações (3.6) consistem nas equações médias transientes de Reynolds, as quais

em conjunto à Eq. (3.3) constituem o modelo do comportamento médio de um escoamento

turbulento isotérmico. No entanto, este é um modelo matemático aberto, visto que além das

velocidades médias e da pressão média existem seis outras incógnitas associadas ao tensor

de Reynolds que são decorrentes das correlações entre as flutuações de velocidades nas três

direções coordenadas. Diante disso, tem-se o problema de fechamento da turbulência, que

pode ser contornado adotando modelos adicionais de fechamento.

Uma proposta de fechamento para o tensor de Reynolds foi desenvolvida por Boussi-

nesq, que através de uma analogia com o modelo de Stokes para as tensões viscosas molecu-

lares mostrou que:

−ρu′iu′j = µt

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)

− 2

3
ρkδij, (3.7)

sendo µt a viscosidade dinâmica turbulenta, δij o delta de Kronecker e k a energia cinética

turbulenta, que é definida como:

k ≡ −1

2
u′iu

′

i =
1

2

(

u′u′ + v′v′ + w′w′

)

. (3.8)

A viscosidade dinâmica turbulenta é uma propriedade que depende da natureza do escoa-

mento propriamente dito, e não do fluido como no caso da viscosidade dinâmica molecular.

Substituindo a Eq. (3.7) nas Eqs. (3.6), obtém-se as equações de Navier-Stokes filtra-

das:

∂ρūi
∂t

+
∂ρūiūj
∂xj

= − ∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

[

µ

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)

+ µt

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)

− 2

3
ρkδij

]

+ f̄i,

(3.9)
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Como a energia cinética turbulenta depende apenas do traço do tensor de Reynolds, o di-

vergente do termo que a envolve resulta no gradiente da mesma:

∂

∂xj

(

2

3
ρkδij

)

=
2

3

∂ρk

∂xi
. (3.10)

Dessa forma, ela pode ser incorporada no termo do gradiente de pressão da Eq. (3.9) gerando

uma pressão modificada p̄∗:

p̄∗ = p̄+
2

3
ρk. (3.11)

Finalmente, as equações modeladas, fazendo as alterações mencionadas, são dadas por:

∂ρūi
∂t

+
∂ρūiūj
∂xj

= −∂p̄
∗

∂xi
+

∂

∂xj

[

(µ+ µt)

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)]

+ f̄i. (3.12)

Contudo, as Eqs. (3.12) ainda não estão fechadas, pois o cálculo da viscosidade turbu-

lenta não foi definido. Sendo assim, é necessário uma modelagem para obter essa propriedade

do escoamento. Existem vários modelos de fechamento das equações filtradas que dependem

dos conceitos de viscosidade turbulenta, entre eles estão os modelos a zero, uma e duas equa-

ções de transporte. Além desses, existem também modelos para o fechamento alternativo das

equações filtradas, como os modelos algébricos e o modelo de transporte das componentes

do tensor de Reynolds.

3.1.2 Modelo de fechamento da turbulência

Para o fechamento da turbulência optou-se pelo modelo k − ǫ, no qual duas equações

de transporte são utilizadas. Esse modelo foi proposto inicialmente por Chou (1945) sendo a

energia cinética turbulenta k

[

m2

s2

]

e a potência espećıfica de transformação viscosa ǫ

[

W

m3

]

correspondentes às duas variáveis transportadas. Depois de Chou (1945), algumas melhorias

foram proporcionadas ao modelo, como por exemplo em Harlow e Nakayama (1968). En-

tretanto, a versão mais consolidada do modelo k − ǫ na literatura foi proposta por Jones e

Launder (1972), a qual é comumente referenciada por modelo k− ǫ padrão. Com o decorrer

do tempo, surgiram propostas de modificação para o modelo k− ǫ padrão, mas como, de um
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modo geral, essas propostas não sugeriram alterações significativas nos processos de dedução

das equações de transporte, elas mantiveram a mesma nomenclatura.

O modelo k−ǫ padrão é bastante popular na simulação de problemas industriais devido

ao seu baixo custo computacional juntamente ao fato de apresentar predições razoáveis para

diversos escoamentos turbulentos, principalmente escoamentos desenvolvidos e cisalhantes

livres. Além do mais, a implementação desse modelo é relativamente simples. No entanto,

ele não é tão adequado para escoamentos rotativos e escoamentos parietais (MAGALHÃES,

2018).

Para os escoamentos analisados no presente trabalho, o emprego do modelo k − ǫ

padrão é adequado fazendo as devidas considerações, que serão pontuadas na próxima seção.

Assim, as duas equações de transporte associadas a esse modelo são:

∂ρk

∂t
+
∂ρūjk

∂xj
=

∂

∂xj

[(

µ+
µt

σk

)

∂k

∂xj

]

+ µtS
2 − ρǫ, (3.13)

e

∂ρǫ

∂t
+
∂ρūjǫ

∂xj
=

∂

∂xj

[(

µ+
µt

σǫ

)

∂ǫ

∂xj

]

+ Cǫ1

ǫ

k
µtS

2 − ρCǫ2

ǫ2

k
, (3.14)

sendo

S =
√

2SijSij, (3.15)

onde Sij é o tensor taxa de deformação, que é dado por:

Sij =
1

2

(

∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)

. (3.16)

O cálculo da viscosidade dinâmica turbulenta é obtido em função da energia cinética turbu-

lenta e da potência espećıfica de transformação viscosa, como segue abaixo:

µt = ρ
Cµk

2

ǫ
. (3.17)
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Os coeficientes presentes nas Eqs. (3.13) e (3.14), bem como na Eq. (3.17) foram utilizados

conforme Launder e Sharma (1974): σk = 1, 0, σǫ = 1, 3, Cǫ1 = 1, 44, Cǫ2 = 1, 92 e Cµ = 0, 09.

3.1.2.1 Modelo de tratamento de parede

O modelo k − ǫ por si só não é adequado para escoamentos parietais, é necessário um

modelo adicional para o tratamento do escoamento em regiões próximas às paredes. Para

isso, o modelo k−ǫ duas camadas é aplicado. Basicamente, esse modelo consiste que a região

turbulenta do escoamento seja resolvida pelo modelo padrão e a região próxima à parede,

afetada pela viscosidade, seja resolvida por um modelo a uma equação. No modelo a uma

equação, k é calculado pela a sua própria equação de balanço, Eq. (3.13), enquanto que ǫ é

calculado por:

ǫ =
k3/2

lǫ
, (3.18)

onde a escala de comprimento lǫ é obtida por:

lǫ = yCl [1− exp (−Rey/Aǫ)] , (3.19)

sendo Rey o número de Reynolds da região próxima à parede:

Rey =
ρy

√
k

µ
, (3.20)

que depende da distância da parede até o centro de cada célula computacional, y. A partir

desse número de Reynolds, a demarcação das duas regiões do escoamento é efetivada: a

completamente turbulenta para Rey > Re∗y, e a afetada pela viscosidade para Rey < Re∗y,

com Re∗y = 200.

Considerando ainda o modelo a uma equação, a viscosidade turbulenta é calculada

por:

µt,2camadas = ρCµlµ
√
k, (3.21)
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onde a escala de comprimento lµ é dada por:

lµ = yCl [1− exp (−Rey/Aµ)] . (3.22)

As constantes presentes nas Eqs. (3.19) e (3.22) são: Cl = 0, 4187C
−3/4
µ , Aµ = 70 e Aǫ = 2Cl.

A combinação dos modelos padrão e a uma equação é feita pela soma das viscosidades

turbulentas:

µt = λǫ µt,padrão + (1− λǫ) µt,2camadas, (3.23)

que é suavizada por uma função de mistura λǫ:

λǫ =
1

2

[

1 + tanh

(

Rey −Re∗y
A

)]

, (3.24)

onde A é a largura da função de mistura:

A =
0, 2Re∗y

arctanh (0, 98)
. (3.25)

A função de mistura, exposta na Eq. (3.24), tende a zero à medida que se aproxima

da parede e tende a unidade à medida que se distancia da parede. O objetivo dessa função

é prevenir que ocorra a divergência dos resultados quando a solução de ambos os modelos

não for igual.

Para garantir predições acuradas da fase cont́ınua utilizando o modelo k − ǫ duas

camadas, o refinamento da malha computacional próxima à parede é fundamental. Sendo

assim, a malha deve ser constrúıda de forma que o centroide das células adjacentes à parede

fiquem dentro da subcamada viscosa. Para isso, a distância adimensional do centroide até a

parede, calculada como:

y+ =
ρyuτ
µ

, (3.26)

deve ser y+ ≈ 1, na qual a velocidade uτ é obtida em função da tensão cisalhante na parede
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τw:

uτ =

√

τw
ρ
. (3.27)

3.2 Modelagem da fase dispersa

As equações de trasporte das part́ıculas utilizadas para o desenvolvimento do presente

trabalho serão apresentadas. Juntamente a essas equações são apresentadas as modelagens

adotadas para o tratamento dos acoplamentos de 2 e 4 vias e das colisões entre part́ıcula e

parede.

3.2.1 Equações de transporte das part́ıculas

Uma vez que a fase dispersa é tratada de forma lagrangiana utilizando o método da

part́ıcula discreta, conforme apresentado no Caṕıtulo 2, cada part́ıcula presente no escoa-

mento gás-sólido tem seu movimento descrito pela segunda lei de Newton:

d~xp
dt

= ~up, (3.28)

d~up
dt

= ~g

(

1− ρ

ρp

)

+
π

8

ρDp
2

mp

Cd ‖~u− ~up‖ (~u− ~up)

+
π

8

ρDp
3

mp

Cls [(~u− ~up)× ~ω]

+
π

8

ρDp
2

mp

Clr ‖~u− ~up‖
~Ω× (~u− ~up)

∥

∥

∥

~Ω
∥

∥

∥

,

(3.29)

d~ωp

dt
=

ρ

64

Dp
5

Ip
Cr

∥

∥

∥

~Ω
∥

∥

∥

~Ω. (3.30)

onde a massa é mp =
π

6
ρpDp

3 e o momento de inércia é Ip = 0, 1mpDp
2, assumindo

part́ıculas esféricas.

Evidentemente, em escoamentos gás-sólido, a massa espećıfica das part́ıculas ρp é cerca

de 1000 vezes a massa espećıfica do gás ρ. Pelos motivos apresentados na Seção 2.4, para
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esse tipo de escoamento, a força de Basset, a massa adicionada e o gradiente de pressão

devido às acelerações do fluido podem ser negligenciados. Consequentemente, na Eq. (3.29)

foram consideradas apenas a força combinada peso-empuxo, a força de arrasto e as forças de

sustentação, devido ao cisalhamento e à rotação, atuando sobre as part́ıculas. Com base no

número de Reynolds da part́ıcula, os coeficientes presentes no cálculo dessas forças e também

do torque são obtidos por:

Cd =















24/Rep (1 + 0, 15Re0,687p ) se Rep ≤ 1000

0, 44 se Rep > 1000

, (3.31)

Cls =















4, 1126/Res
0,5 [(1− 0, 3314 β0,5) exp (−0, 1Rep) + 0, 3314 β0,5] se Rep ≤ 40

4, 1126/Res
0,5
[

0, 0524 (βRep)
0,5] se Rep > 40

,

(3.32)

Clr = 0, 45 + (2γ − 0, 45) exp
(

−0, 075 γ0,4Re0,7p

)

se Rep < 140, (3.33)

Cr =















64π/Rer se Rer ≤ 32

12, 9/Rer
0,5 + 128, 4/Rer se 32 < Rer ≤ 1000

, (3.34)

sendo β = 0, 5Res/Rep válido para 0, 005 < β < 0, 4, e γ = 0, 5Rer/Rep.

3.2.2 Dispersão de part́ıculas devido à turbulência

Como os valores interpolados do campo de velocidade do escoamento resolvido corres-

pondem às médias das componentes da velocidade do fluido, e ~u presente na Eq. (3.29) é

a velocidade instantânea do fluido (ver Eq. (3.5)), o cálculo da flutuação da velocidade do

fluido na posição da part́ıcula é baseado no modelo de dispersão de Langevin apresentado

por Sommerfeld (2001). Nessa modelagem, a flutuação da velocidade do fluido em uma
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dada posição da part́ıcula do novo passo de tempo, n+ 1, é relacionada àquela do passo de

tempo anterior, n, utilizando uma função de correlação Rpi (∆t,∆r), que na forma indicial

é definida como:

u′
n+1

i = Rpi (∆t,∆r) u
′ n

i +

√

2

3
k
[

1−Rpi
2 (∆t,∆r)

]

ξi, (3.35)

em que o primeiro termo do lado direito representa a parte correlacionada e o segundo termo

representa a contribuição aleatória na flutuação da velocidade do fluido, sendo ξi números

aleatórios obtidos a partir de uma distribuição Gaussiana. A função de correlação é composta

de uma parte lagrangiana e outra euleriana:

Rpi (∆t,∆r) = RL (∆t) REi
(∆r) , (3.36)

de modo que ∆r =
∥

∥~un − ~un

p

∥

∥∆t é o deslocamento relativo entre a part́ıcula lagrangiana e

a part́ıcula de fluido, e ∆t é o passo de tempo adotado.

A função de correlação lagrangiana é dependente da escala de tempo integral lagran-

giana TL (SOMMERFELD, 2001):

RL (∆t) = exp

(

−∆t

TL

)

, (3.37)

que por sua vez é determinada por:

TL = CT
k

ǫ
, (3.38)

onde CT é um coeficiente que pode ser encontrado na literatura de diferentes formas (MI-

LOJEVIÉ, 1990), sendo considerado no presente trabalho como CT = 2/9 ≈ 0, 22.

A função de correlação euleriana é dada por (LAIN; GRILLO, 2007):

REi
(∆r) = [f (∆r)− g (∆r)]

∆ri
2

∆r2
+ g (∆r) , (3.39)
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com

f (∆r) = exp

(

−∆r

LE

)

, (3.40)

e

g (∆r) =

(

1− ∆r

2LE

)

exp

(

−∆r

LE

)

, (3.41)

considerando a escala de comprimento LE como sendo:

LE = 3TL

√

2

3
k. (3.42)

3.2.3 Termo de acoplamento das fases

Considerando um acoplamento de 2 ou 4 vias entre as fases do escoamento, faz-se

necessário calcular o termo que avalia a influência do transporte das part́ıculas no escoamento

do fluido. Esse termo é adicionado às equações de quantidade de movimento linear da fase

cont́ınua e é calculado por:

~fu,p = − 1

–VV.C

Np
∑

n=1

mpn

[

d~upn
dt

− ~g

(

1− ρ

ρpn

)]

, (3.43)

onde o somatório em n está relacionado ao número de part́ıculas computacionais passando

por um determinado volume de controle com volume –VV.C .

3.2.4 Colisão part́ıcula-part́ıcula

Quando part́ıculas sólidas colidem, suas velocidades de translação e rotação sofrem

alterações, modificando a trajetória das mesmas. Para quantificar as novas velocidades após

a colisão é utilizado o modelo de colisão inelástica de esfera ŕıgida. Tal modelo considera

colisões binárias de modo que ambas as part́ıculas são adotadas como esferas homogêneas

e não deformáveis. Tratando-se de uma colisão inelástica, as part́ıculas podem se deslizar

durante todo o processo da colisão, ou podem se deslizar e parar depois de um certo tempo.

O primeiro caso é conhecido como uma condição de deslizamento e o segundo como uma



48

condição de não deslizamento. Segundo Crowe et al. (2011), as componentes das velocidades

linear e angular da part́ıcula p após a colisão com a part́ıcula q podem ser calculadas para

cada caso conforme mostrado a seguir:

• Para a condição de deslizamento,
∥

∥~u−

rct

∥

∥ > −7

2
µd (1 + e) (~u−

r · ~n):

~u+
p = ~u−

p −
(

mq

mp +mq

)

(1 + e)
(

~u−

r · ~n
) (

µd
~t+ ~n

)

, (3.44a)

~ω+
p = ~ω−

p − 5µd

Dp

(

mq

mp +mq

)

(1 + e)
(

~u−

r · ~n
) (

~n× ~t
)

. (3.44b)

• Para a condição de não deslizamento:

~u+
p = ~u−

p −
(

mq

mp +mq

)[

2

7
~u−

rct + (1 + e) ~u−

rcn

]

, (3.45a)

~ω+
p = ~ω−

p − 10

7

1

Dp

(

mq

mp +mq

)

(~n× ~u−

rct). (3.45b)

Nas Eqs. (3.44) e (3.45), os sobrescritos − e + correspondem às propriedades antes e

depois da colisão, respectivamente. e e µd são os coeficientes de restituição e de fricção dinâ-

mico, os quais estão associados às propriedades materiais das part́ıculas. ~u−

r é a velocidade

relativa das part́ıculas antes da colisão:

~u−

r = ~u−

p − ~u−

q , (3.46)

~u−

rc é a velocidade relativa no ponto de contato antes da colisão:

~u−

rc = ~u−

r +
Dp

2
~ω−

p × ~n+
Dq

2
~ω−

q × ~n, (3.47)

cujas componentes normal e tangencial são dadas, respectivamente, por:

~u−

rcn = (~u−

rc · ~n)~n, (3.48a)
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e

~u−

rct = ~u−

rc − ~u−

rcn , (3.48b)

sendo ~n o vetor normal unitário cujo sentido está indicado na Fig. 3.1, e ~t o vetor tangencial

unitário obtido por:

~t =
~u−

rct
∥

∥~u−

rct

∥

∥

. (3.49)

Figura 3.1: Representação esquemática do momento em que acontece o contato entre duas
part́ıculas.

~ωq

~ωp

~xp

~up

Aq ~n

~uq

~xq

mp, Ip

mq, Iq

b

b

q z

q y

Aq x

Fonte: Autoria própria.

3.2.5 Colisão part́ıcula-parede

Em escoamentos gás-sólido no interior de dutos e canais, por exemplo, as part́ıculas

sólidas estão sujeitas a colisões com as paredes circundantes. Caso isso aconteça, sabe-se que

as part́ıculas tem suas velocidades alteradas.

O cálculo das velocidades linear e angular da part́ıcula é obtido com base no modelo

de colisão inelástica de esfera ŕıgida, assim como para colisões entre duas part́ıculas. Neste

modelo, a part́ıcula é assumida como uma esfera homogênea e não deformável e a parede é

também considerada não deformável. As componentes das velocidades da part́ıcula após a

colisão com uma parede podem ser calculadas conforme as equações abaixo:
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• Para a condição de deslizamento,
∥

∥~u−

rct

∥

∥ > −7

2
µd (1 + e)

(

~u−

p · ~n
)

:

~u+
p = ~u−

p − (1 + e)
(

~u−

p · ~n
) (

µd
~t+ ~n

)

, (3.50a)

~ω+
p = ~ω−

p − 5µd

Dp

(1 + e)
(

~u−

p · ~n
) (

~n× ~t
)

. (3.50b)

• Para a condição de não deslizamento:

~u+
p = ~u−

p − 2

7
~u−

rct − (1 + e) ~u−

rcn , (3.51a)

~ω+
p = ~ω−

p − 10

7

1

Dp

(

~n× ~u−

rct

)

. (3.51b)

Nas Eqs. (3.50) e (3.51), os coeficientes e e µd estão associados às propriedades mate-

riais do par part́ıcula-parede. ~u−

rc é o vetor relativo no ponto de contato antes da colisão:

~u−

rc = ~u−

p +
Dp

2
~ω−

p × ~n, (3.52)

cujas componentes normal e tangencial são dadas da mesma forma como apresentadas nas

Eqs. (3.48), sendo ~n o vetor normal unitário cujo sentido está indicado na Fig. 3.2.

Figura 3.2: Representação esquemática do momento em que acontece o contato entre a
part́ıcula e a parede.

~ωp

~xp

~xw

~up

b

~n

mp, Ip

b

q z

q y

Aq x

Fonte: Autoria própria.
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3.3 Fechamento do caṕıtulo

A modelagem matemática adotada para modelar a fluidodinâmica e a dinâmica das

part́ıculas em escoamentos gás-sólido foram apresentadas neste caṕıtulo. Assim como as

equações de transporte da fase fluida, essa modelagem engloba também as equações de

transporte da fase sólida. Para escoamentos turbulentos, o modelo de fechamento da turbu-

lência empregado foi o modelo k − ǫ padrão, que consiste em um modelo da classe URANS.

Por utilizar esse modelo, a aplicação de um modelo de dispersão de part́ıculas foi necessá-

ria. Para o acoplamento de 2 vias, a influência das part́ıculas sobre o fluido foi considerada

através do cálculo de um termo de acoplamento, que precisa ser adicionado às equações de

Navier-Stokes. Para o acoplamento de 4 vias, as interações entre part́ıculas foram tratadas

por um modelo de colisão conhecido por modelo de esfera ŕıgida. Para o tratamento de

colisões entre part́ıculas e parede, o modelo de esfera ŕıgida foi também aplicado.



CAPÍTULO IV

MODELAGEM NUMÉRICO-COMPUTACIONAL

O código de CFD conhecido por MFSim vem sendo desenvolvido no Laboratório de

Mecânica dos Fluidos da Universidade Federal de Uberlândia com a cooperação de um grande

grupo de pesquisa. Iniciou-se com o trabalho de Villar (2007) e, atualmente, problemas tri-

dimensionais envolvendo escoamentos turbulentos (DAMASCENO; VEDOVOTO; Silveira

Neto, 2015), multifásicos (PIVELLO et al., 2014; BARBI et al., 2018), não isotérmicos (DU-

ARTE et al., 2018), reativos (DAMASCENO; SANTOS; VEDOVOTO, 2018), com mudança

de fase (PINHEIRO; VEDOVOTO, 2018) ou com interação fluido-estrutura (NETO et al.,

2019) podem ser simulados com o uso dessa ferramenta computacional.

O enfoque deste caṕıtulo é abordar as metodologias empregadas no código, dando des-

taque para o módulo das part́ıculas discretas, no qual as contribuições do presente trabalho

foram realizadas. Para discutir sobre esse assunto, o mesmo foi dividido em domı́nio eule-

riano, que corresponde à parte responsável por tratar a fase cont́ınua do escoamento, e em

domı́nio lagrangiano, composto pelas partes responsáveis por tratar tanto a fase dispersa

como as geometrias imersas.

4.1 Domı́nio euleriano

A discretização espacial das equações de transporte relativas ao domı́nio euleriano é

feita pelo método dos volumes finitos com um arranjo deslocado para as componentes da
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velocidade. Para isso, uma malha bloco-estruturada é utilizada. A discretização temporal

dessas equações é feita através de métodos semi-impĺıcitos de segunda ordem. Nesse sentido,

o passo de tempo varia ao decorrer das simulações para atender a restrição temporal desses

métodos. As equações de quantidade de movimento linear estão discretizadas tanto na forma

divergente como na forma não divergente, de modo que a escolha por uma dessas formas

fica a critério do usuário do código. O acoplamento pressão-velocidade é feito utilizando um

método de projeção baseado na técnica de passos fracionados proposto por Chorin (1968).

Por fim, os sistemas lineares resultantes correspondentes às equações de transporte podem

ser solucionados através do método multigrid-multińıvel (VILLAR, 2007; LIMA, 2012) ou

utilizando a biblioteca PETSc (ABHYANKAR et al., 2018; BALAY et al., 2019).

4.1.1 Malha bloco-estruturada com refinamento local adaptativo

No código MFSim, a malha euleriana é bloco-estruturada com refinamento local adap-

tativo. Sendo assim, as equações de Navier-Stokes discretizadas são resolvidas por meio

de uma hierarquia de malhas cartesianas devidamente refinadas. Os ńıveis de refinamento

são formados pela união de blocos de malhas orientadas com espaçamentos sequencialmente

menores (VILLAR, 2007).

A malha de um ńıvel mais fino é gerada sobrepondo a de um ńıvel mais grosso (Fig. 4.1),

em regiões pré-definidas ou em regiões que variam com o tempo conforme o critério de refi-

namento adotado. Tem-se um certo interesse em refinar localmente regiões de instabilidades

no escoamento, regiões de grande intensidade turbulenta, regiões próximas a paredes, regiões

onde se tem a interface entre dois fluidos e até mesmo regiões com a presença de part́ıculas.

Um exemplo pode ser observado na Fig. 1.4 mencionado na Seção 1.3, em que o critério

baseado no campo de vorticidade do escoamento foi aplicado. Como o refinamento pode ser

posicionado somente onde é necessário, consegue-se reduzir o custo computacional e garantir

uma maior acurácia numérica.

Na Fig. 4.2 é apresentado um exemplo de malha composta com razão de refinamento

igual a 2. Essa malha é constitúıda por três ńıveis de refinamento, onde o ńıvel mais grosso,

também chamado de ńıvel base, cobre todo o domı́nio. O segundo ńıvel é formado por dois

blocos de malhas, e o terceiro ńıvel por três. Percebe-se que as malhas são geradas de modo
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abaixo que estão no contorno do bloco da malha mais fina (Fig. 4.3b); e (iii) interpolação

quadrática entre as propriedades das células da malha mais fina e da malha logo abaixo

(Fig. 4.3c). Se duas células de um mesmo ńıvel, porém de blocos diferentes estiverem em

contato, células fantasmas também são criadas. A diferença neste caso é que as propriedades

não precisam ser extrapoladas ou interpoladas, basta que elas sejam transferidas da célula

real para a célula fantasma (processo de injeção), assim como mostrado na Fig. 4.3d (LIMA,

2012).

Figura 4.3: Representação esquemática no cálculo das propriedades de células fantasmas:
(a) primeiro passo; (b) segundo passo; e (c) terceiro passo para o cálculo das propriedades
das células fantasmas criadas no contorno do bloco de um ńıvel fino; (d) processo de injeção
para o preenchimento das células fantasmas entre blocos do mesmo ńıvel de malha.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Lima (2012).

Quanto à aplicação das condições de contorno, células fantasmas criadas nas frontei-

ras f́ısicas do domı́nio são preenchidas para cada propriedade respeitando a condição esco-

lhida. O usuário do código MFSim pode optar pelas condições de contorno do tipo Dirichlet,
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Neumann, advectiva (somente para velocidade) e periódica.

4.1.2 Passo de tempo euleriano

Para o tratamento dos termos advectivo e difusivo, no código MFSim, utilizam-se os

esquemas temporais propostos por Ascher, Ruuth e Wetton (1995) e Wang e Ruuth (2008),

denominados de IMEX (IMplicit EXplicit). Estes consistem em métodos impĺıcitos-expĺıcitos

(semi-impĺıcitos), cujo principal fundamento é tratar o termo advectivo de forma expĺıcita

possibilitando contornar a solução de um sistema não linear, e tratar o termo difusivo de

forma impĺıcita evitando a necessidade de escolher um passo de tempo muito restritivo

da ordem O (∆x2). Assim, a seguinte condição de estabilidade é utilizada nas simulações

(DAMASCENO, 2018):

∆tE < CCFL∆tadv, (4.1)

onde ∆tE é o passo de tempo euleriano, CCFL é a condição CFL (COURANT; FRIEDRICHS;

LEWY, 1967) que pode assumir valores entre 0 e 1, tipicamente, e ∆tadv é o tamanho máximo

permitido para o passo de tempo advectivo, que é definido por:

∆tadv =
∆x

|u|máx

+
∆y

|v|máx

+
∆x

|w|máx

, (4.2)

no qual ∆x, ∆y, ∆z correspondem ao tamanho do elemento da malha nas direções x, y e z.

|u|máx, |v|máx e |w|máx são os valores máximos absolutos das três componentes de velocidade.

Na Eq. (4.1), o menor valor de ∆tadv é escolhido, uma vez que ele é avaliado em todos

os ńıveis da malha euleriana. Como a velocidade do campo de escoamento muda a cada

iteração, o passo de tempo euleriano é variável.

4.2 Domı́nio lagrangiano

No presente trabalho, dois métodos foram empregados no domı́nio lagrangiano: o

método da fronteira imersa e o método da part́ıcula discreta. O primeiro deles foi adotado

para representar geometrias imersas no escoamento que não podem ser constrúıdas utilizando
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uma malha computacional bloco estruturada. Enquanto o segundo método foi adotado para

tratar a fase dispersa do escoamento.

4.2.1 Módulo da fronteira imersa

As geometrias imersas no escoamento são tratadas no domı́nio lagrangiano pelo módulo

IB do código MFSim. Este módulo foi inicialmente desenvolvido através da implementação

de um dos métodos de fronteira imersa.

O método da fronteira imersa, de uma forma geral, consiste em trabalhar com duas

malhas independentes, conforme ilustrado na Fig. 4.4, com o objetivo de representar uma

estrutura sólida imersa em um fluido. Uma delas é denominada de euleriana (indicada por

Ω) e corresponde a uma malha fixa e cartesiana, na qual as equações de transporte do fluido

são resolvidas. A outra é denominada de lagrangiana (indicada por Γ) e representa uma

Figura 4.4: Representação das malhas euleriana e lagrangiana.

(a) Esquematização da disposição das malhas

Ω

Γ

y

x

z

~X

~x

(b) Duto imerso no domı́nio euleriano

Fonte: Autoria própria.
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geometria imersa no escoamento. No código MFSim, a fronteira imersa é discretizada por

uma malha superficial de elementos triangulares. Na Fig. 4.4a, um esquema para ilustrar

a disposição das malhas é apresentado, no qual ~x é o vetor posição de um ponto qualquer

na malha euleriana, e ~X é o vetor posição de um ponto qualquer na malha lagrangiana.

Na Fig. 4.4b, pode-se observar a malha euleriana com 5 ńıveis de refinamento e a malha

lagrangiana (duto) posicionada na região mais refinada.

Existem várias abordagens na literatura para o acoplamento da fronteira imersa com o

domı́nio euleriano. A abordagem implementada no código MFSim é conhecida como método

da multi-forçagem direta baseada no trabalho de Wang, Fan e Luo (2008). Essa metodologia

consiste em um processo iterativo do método da forçagem direta, o qual é comentado a

seguir. Ainda assim, uma descrição mais detalhada sobre esse método pode ser encontrada

nos trabalhos de Vedovoto, Serfaty e Silveira Neto (2015) e Melo (2017).

4.2.1.1 Método da forçagem direta

O método da forçagem direta proposto por Uhlmann (2005) baseia-se na imposição

de forças no domı́nio euleriano provenientes da velocidade da fronteira imersa. A partir das

equações de Navier-Stokes, Eqs. (3.2), avaliadas em pontos lagrangianos, determinam-se as

forças calculadas nestes pontos:

Fi =
∂ρUi

∂t
+RHSi, (4.3)

onde

RHSi =
∂ρUiUj

∂Xj

+
∂p

∂Xi

− ∂

∂Xj

[

µ

(

∂Ui

∂Xj

+
∂Uj

∂Xi

)]

. (4.4)

Nas equações acima, as propriedades definidas por letras maiúsculas Fi, Ui e Xi, correspon-

dem às componentes da força, velocidade do campo de escoamento e posição avaliadas nos

elementos da malha lagrangiana, respectivamente. Elas se diferem de fi, ui e xi que corres-

pondem às componentes da força, velocidade do campo de escoamento e posição avaliadas

nas células da malha euleriana.
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Discretizando a derivada temporal da Eq. (4.3) por meio de um esquema de segunda

ordem, obtém-se que:

Fi

(

~X, t
)

=
α2(ρUi)

n+1 − α1(ρUi)
n + α0(ρUi)

n−1

∆t
+RHSn

i , (4.5)

sendo α0, α1 e α2 coeficientes da discretização temporal (VEDOVOTO; SERFATY; SIL-

VEIRA NETO, 2015). Os sobrescritos n, n− 1 e n+ 1 correspondem às iterações do passo

de tempo atual, do passo de anterior e do novo passo de tempo, respectivamente.

Para o referido método, um parâmetro auxiliar U∗

i , que consiste nas componentes

da velocidade estimada do campo de escoamento, deve ser somado e subtráıdo no termo

temporal, de forma que:

Fi

(

~X, t
)

=
α2(ρUi)

n+1 − α1(ρUi)
n + α0(ρUi)

n−1 + α2ρU
∗

i − α2ρU
∗

i

∆t
+RHSn

i . (4.6)

Utilizando o prinćıpio da superposição, a Eq. (4.6) é resolvida separadamente como:

α2ρU
∗

i − α1(ρUi)
n + α0(ρUi)

n−1

∆t
+RHSn

i = 0, (4.7)

e

Fi

(

~X, t
)

=
α2(ρUi)

n+1 − α2ρU
∗

i

∆t
. (4.8)

Para calcular as componentes de U∗

i avaliadas nos pontos lagrangianos, uma interpolação das

componentes de u∗i avaliadas nas células eulerianas mais próximas de cada ponto lagrangiano

é realizada:

U∗

i ( ~X) =
∑

Ω

Dh(~x− ~X) u∗i (~x)∆x∆y∆z, (4.9)

sendo Dh a função de interpolação. No presente trabalho, tanto para a interpolação quanto

para a distribuição utilizou-se a função chapéu (VEDOVOTO; SERFATY; SILVEIRA NETO,

2015). Além disso, as componentes de u∗i são obtidas pela solução dos sistemas lineares atra-
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vés do método multigrid-multińıvel ou dos solucionadores de sistemas lineares da biblioteca

PETSc (ver Seção 4.1).

Posto isso, a Eq. (4.8) pode ser resolvida, uma vez que o termo Un+1

i corresponde à

velocidade da fronteira imersa. Caso a fronteira não se movimente, este termo é anulado.

Depois de obter os valores da força em cada ponto lagrangiano, a distribuição dos mesmos é

feita nas células eulerianas mais próximas:

fi(~x) =
∑

Γ

Dh(~x− ~X)Fi( ~X)∆–VΓ, (4.10)

onde ∆–VΓ é o volume lagrangiano.

Com base na Eq. (4.8) avaliada nas células eulerianas, as componentes da nova veloci-

dade para as células eulerianas mais próximas da fronteira imersa podem ser determinadas:

fi =
α2(ρui)

n+1 − α2ρu
∗

i

∆t
⇒ un+1

i = u∗i +
fi ∆t

α2ρ
. (4.11)

4.2.1.2 Método da multi-forçagem direta

No método da multi-forçagem direta, todo o procedimento citado anteriormente é re-

alizado de maneira iterativa, sendo necessário empregar um critério de parada. No código

MFSim, esse critério baseia-se na convergência da nova velocidade para um valor de reśıduo

mı́nimo desejado, e a todo passo de tempo a convergência é avaliada. O objetivo de em-

pregar um procedimento iterativo consiste nas melhorias de precisão de cálculo que se pode

conseguir.

4.2.2 Módulo das part́ıculas discretas

Silva (2016), em sua tese de doutorado, desenvolveu o módulo das part́ıculas discretas

no código computacional MFSim para o tratamento da fase dispersa de um escoamento

bifásico. Este módulo, então denominado DPM, consiste basicamente no rastreamento da

trajetória de cada part́ıcula, que pode ser uma got́ıcula, pequena bolha, ou um particulado

sólido. Porém, o foco do trabalho de Silva (2016) foi a modelagem de breakup de got́ıculas,

as quais estão presentes em escoamentos gás-ĺıquido. Buscando dar continuidade ao módulo
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DPM e aprimorar o código computacional MFSim, as contribuições realizadas na presente

dissertação possibilitam a simulação de escoamentos gás-sólido.

4.2.2.1 Integração temporal das equações de transporte

A dinâmica da part́ıcula é determinada por uma série de equações diferenciais or-

dinárias, as quais descrevem o avanço temporal da posição, Eq. (3.28), velocidade linear,

Eq. (3.29), e velocidade angular, Eq. (3.30), da part́ıcula. Através de esquemas de inte-

gração numérica, essas equações são transformadas em equações algébricas. Para isso, na

presente dissertação, empregou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Considerando a forma geral de uma equação ordinária diferencial de primeira ordem,

tem-se que:

dφ

dt
= f (φ, t) , (4.12)

sendo φ uma variável arbitrária associada à part́ıcula que está sendo transportada, como ~xp,

~up ou ~ωp, e f (φ, t) uma dada função dependente da própria variável e do tempo.

Aplicando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, de maneira expĺıcita, na

Eq. (4.12), a expressão de φ para o novo passo de tempo é obtida por:

φn+1 = φn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) |n ∆t, (4.13)

onde os coeficientes da equação são:

k1 = f (φ, t) , (4.14a)

k2 = f

(

φ+
∆t

2
k1, t+

∆t

2

)

, (4.14b)

k3 = f

(

φ+
∆t

2
k2, t+

∆t

2

)

, (4.14c)
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k4 = f (φ+∆t k3, t+∆t) . (4.14d)

4.2.2.2 Passo de tempo lagrangiano

Escoamentos em regime transiente, considerando uma abordagem Euler-Lagrange, po-

dem ser resolvidos de duas formas diferentes. Se o passo de tempo lagrangiano ∆tL for da

mesma ordem do passo de tempo euleriano ∆tE, a resolução das equações de transporte da

fase dispersa acontece posteriormente a resolução do campo de escoamento da fase cont́ınua,

na mesma iteração considerando o mesmo passo de tempo. No entanto, se o passo de tempo

lagrangiano for muito menor do que o passo de tempo euleriano, subiterações devem ser

realizadas para os cálculos lagrangianos. Isso acontece principalmente em situações onde as

part́ıculas são muito pequenas e o tempo de resposta das mesmas torna-se um limitante do

passo de tempo lagrangiano (SOMMERFELD, 2017). Assim, enquanto o esquema numérico

da fase particulada é resolvido em vários passos de tempo, a fase fluida é previamente resol-

vida, permanecendo em um estado “congelado” até o final do processo iterativo lagrangiano,

como representado na Fig. 4.5.

Figura 4.5: Ilustração da linha de tempo na simulação de escoamentos utilizando abordagem
Euler-Lagrange, em que ∆tE > ∆tL.

∆tE

Aq n

∆tL

qCampo de escoamento do fluido

AqTransporte das part́ıculas

Aq n+ 1

AqTermos fontes das part́ıculas
AqPropriedades da fase fluida

Aq t

Aq t

Fonte: Autoria própria.

O passo de tempo lagrangiano é ajustado de acordo com algumas escalas de tempo

locais mais relevantes. No caso de escoamentos gás-sólido, as principais escalas de tempo

são: (i) o tempo requerido para uma part́ıcula atravessar um volume de controle tV.C ; (ii) o

tempo de resposta da part́ıcula τp; (iii) escala de tempo integral da turbulência lagrangiana

TL; e (iv) o tempo médio entre colisões de part́ıculas τc. Faz-se necessário considerar o tempo

médio entre colisões para garantir que no intervalo de um passo de tempo ocorra somente
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colisões binárias, uma vez que utilizou-se o método DPM no presente trabalho (ver Fig. 2.7).

O cálculo do passo de tempo lagrangiano é, então, obtido em função do menor valor

das escalas de tempo mencionadas acima. Conforme sugerido por Sommerfeld (2017), esse

passo de tempo pode ser calculado por uma fração, em torno de 20%, do menor valor:

∆tL = 0, 2 ·min (tV.C , τp, TL, τc) . (4.15)

Após transportar as part́ıculas e atualizar as suas velocidades, o termo de acoplamento,

que contabiliza a influência das part́ıculas no fluido (acoplamento 2 vias), é calculado a partir

da Eq. (3.43) para cada célula computacional. Se ∆tL < ∆tE, uma média desse termo é

feita ao longo das subiterações. Se ∆tL ≈ ∆tE, esse termo de acoplamento é diretamente

acrescentado como termo fonte na equação de balanço de quantidade de movimento linear

do fluido, na iteração seguinte (novo passo de tempo euleriano).

4.2.2.3 Interpolação das propriedades eulerianas

Conforme mencionado na Seção 2.4, as propriedades do fluido inclúıdas nas equações

de transporte da part́ıcula são avaliadas com base nos valores correspondentes à posição

da própria part́ıcula. A localização de uma part́ıcula nem sempre coincide com o ponto da

malha computacional onde as propriedades eulerianas são definidas, ou seja, uma face ou o

centro de uma célula. Por causa disso, essas propriedades, como ~u, ~ω, ρ e µ, precisam ser

interpoladas para o ponto do domı́nio computacional em que a part́ıcula se encontra.

Inicialmente, as propriedades eulerianas, generalizadas aqui por ψ, devem ser interpo-

ladas para os vértices dos volumes de controle da malha euleriana. Conhecendo os valores

em cada um dos vértices do volume de controle que contém a part́ıcula, um método de inter-

polação deve ser aplicado para obter o valor dessas propriedades a partir dos vértices para a

posição da part́ıcula, ~xp = (xp, yp, zp). No código MFSim, utiliza-se o método de interpola-

ção trilinear, o qual baseia-se na ponderação por distância em um espaço tridimensional.

Seja uma malha estruturada, a célula de dimensões ∆x × ∆y × ∆z, formado por 8

vértices, contendo uma part́ıcula é representada na Fig. 4.6. Através do método de interpola-

ção trilinear, os valores da propriedades eulerianas em cada um dos vértices são ponderados
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em função da distância da part́ıcula até cada vértice, determinando assim os valores das

propriedades na posição dessa part́ıcula:

ψ~xp
=

∑8
v=1

(

ψ~xv
/dv

2
)

∑8
v=1

(

1/dv
2
) , (4.16)

onde v representa o número do vértice, e

dv =

√

(xp − xv)
2 + (yp − yv)

2 + (zp − zv)
2. (4.17)

Figura 4.6: Representação esquemática de uma célula computacional contendo uma part́ı-
cula, cuja distância até cada vértice é expressada por d.

Fonte: Autoria própria.

Mais detalhes a respeito do método de interpolação utilizado podem ser encontrados

no trabalho de Silva (2016).

4.2.2.4 Condições de contorno

Dependendo do problema estudado, diferentes condições de contorno podem ser re-

queridas. No código MFSim, as part́ıculas que passam pela face de sáıda do domı́nio com-

putacional são simplesmente exclúıdas da estrutura de dados. No entanto, quando a f́ısica

ou uma geometria espećıfica requer que as condições de simetria, periodicidade e interação
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part́ıcula-parede sejam tratadas, a posição das part́ıculas e as componentes das velocidades

são modificadas para levar em consideração tais condições.

Quando a condição de simetria é imposta em uma das fronteiras f́ısicas do domı́nio, a

componente normal da velocidade linear em relação a essa fronteira tem seu sentido alterado

para o sentido contrário. Se a condição de periodicidade é considerada em uma das direções

coordenadas, ao passar por uma das faces do domı́nio correspondente a essa direção, a

part́ıcula é reinjetada no lado oposto. A interação entre part́ıcula-parede já foi previamente

mencionada na Seção 3.2.5, caso a parede seja representada por uma fronteira imersa, mais

detalhes estão apresentados na Seção 4.2.2.9.

Ao iniciar uma simulação, tem-se duas opções: preencher todo domı́nio computacio-

nal com um determinado número de part́ıculas ou aplicar em uma das faces do domı́nio a

condição de entrada. Essa condição foi implementada para modelar a injeção de part́ıculas,

sendo necessário definir alguns parâmetros de entrada:

• vazão mássica de part́ıculas ṁp,inj, para determinar o número de part́ıculas Np a serem

injetadas por passo de tempo;

• geometria de injeção de part́ıculas, de modo que a posição das part́ıculas é distribúıda

uniformemente no interior de uma face, podendo ser circular ou retangular;

• distribuição do tamanho das part́ıculas.

Na prática, o número de part́ıculas injetadas pode ser determinado com base na massa

de part́ıculas injetadas:

ṁp,inj ∆tL =

Np
∑

n=1

ρpn
π

6
Dpn

3. (4.18)

Em casos monodispersos, nos quais o diâmetro das part́ıculas é constante, o número de

part́ıculas a serem injetadas é obtido diretamente por:

Np = int





ṁp,inj ∆tL
π

6
ρpDp

3



 , (4.19)

onde a função int faz a truncagem do argumento da função para a parte inteira, e Dp é o
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valor do diâmetro da part́ıcula introduzido como parâmetro de entrada da simulação. Em

casos polidispersos, no quais as part́ıculas têm tamanhos diferentes, o número de part́ıculas

a serem injetadas é dado em função da distribuição do tamanho das part́ıculas escolhida.

4.2.2.5 Distribuição do tamanho das part́ıculas

Para definir o tamanho das part́ıculas nas simulações, utilizou-se a distribuição log-

normal. Segundo Crowe et al. (2011), essa é uma distribuição frequentemente empregada na

representação do tamanho de part́ıculas sólidas.

Uma variável aleatória φ tem a distribuição log-normal, quando o seu logaritmo lnφ

tem a distribuição normal. Sendo assim, sua função de densidade é dada por:

f(φ;µ, σ) =
1

φσ
√
2π

exp

[−(lnφ− µ)2

2σ2

]

, (4.20)

em que µ e σ são a média e o desvio padrão da distribuição. Um gráfico representativo da

função densidade da distribuição log-normal pode ser observado na Fig. 4.7. Percebe-se que

para essa distribuição, a variável φ varia de zero a infinito.

Figura 4.7: Função densidade da distribuição log-normal para uma variável φ.

Fonte: Autoria própria.
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Considerando a distribuição do tamanho das part́ıculas, tem-se como variável o diâ-

metro das mesmas, ou seja, φ = Dp. Neste caso, a média e o desvio padrão da distribuição

são obtidos a partir da média D̄p e da variância sDp
dos diâmetros das part́ıculas:

µ = ln





D̄p
2

√

sDp
+ D̄p

2



 , (4.21a)

σ =

√

√

√

√ln

(

sDp

D̄p
2
+ 1

)

. (4.21b)

4.2.2.6 Estrutura de dados

Tratando-se do transporte de part́ıculas em um domı́nio computacional, surgem duas

questões que precisam ser resolvidas: quais part́ıculas estão localizadas em uma determinada

célula, e qual é a célula em que se encontra uma determinada part́ıcula. Uma posśıvel solução

para ambas as questões é a construção de um mapa lagrangiano. No código MFSim, esse

mapa é composto por uma tabela hash multi-ńıvel, que fornece acesso direto ao conjunto

de part́ıculas contidas em cada célula da malha euleriana. Juntamente ao mapa, tem-se a

possibilidade de usar uma ferramenta de busca por ńıvel de refinamento, a qual é baseada

na Eq. (4.22), para encontrar a célula em que a part́ıcula reside (FERREIRA, 2015):

ic = int

(

xp − x0
∆x

)

, jc = int

(

yp − y0
∆y

)

e kc = int

(

zp − z0
∆z

)

, (4.22)

onde ic, jc e kc são os ı́ndices da célula, as coordenadas x0, y0 e z0 correspondem a origem

do domı́nio computacional, ∆x, ∆y e ∆z dependem do ńıvel da célula na malha.

A Fig. 4.8 consiste em uma representação esquemática da estrutura de dados do domı́-

nio lagrangiano. Como pode ser observado, a tabela hash multi-ńıvel corresponde à malha

euleriana e cada célula dessa malha é formada por uma outra tabela hash identificada pelos

ı́ndices ic, jc, kc. Uma vez que a tabela hash multi-ńıvel é dependente da malha euleri-

ana, sua estrutura deve ser reconstrúıda toda vez que uma remalhagem acontecer durante a

simulação.
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Figura 4.9: Representação esquemática da tabela hash que armazena as part́ıculas compu-
tacionais.

n AQ

2 Aq

3 Aq

n AQ

ID

1

...

propriedades

n AQ~xp1
~up1 Dp1

~ωp1
· · ·

· · ·
propriedades

Identificador da part́ıcula AqIdentificador da part́ıcula Aq
(chave da tabela)

~xpn
~upn

~ωpn

ρp1 mp1

ρpnDpn

mpn

Fonte: Autoria própria.

deletar e buscar informações contidas nelas.

4.2.2.7 Paralelização

No código MFSim, a comunicação de dados em computação paralela é feita pelo padrão

MPI (Message Passing Interface). Nesse padrão, uma simulação é constitúıda por um ou

mais processos que se comunicam através de funções. O acionamento dessas funções consiste

no envio e recebimento de mensagens entre os processos. No ińıcio da simulação, um conjunto

fixo de processos é criado.

Para cada processo é atribúıdo um grupo de comunicação e um rank, o qual corresponde

a um tipo de identificador de processo definido por um número inteiro. Além do rank, cada

processo é também associado a um comunicador, o qual especifica o domı́nio de comunicação

de um grupo de processos. Desse modo, os processos que apresentam o mesmo comunicador

estão no mesmo grupo de comunicação. No caso do código MFSim, associa-se apenas um

comunicador a todos os processos considerados.

Os processos podem usar mecanismos de comunicação ponto a ponto, que consistem

em operações para enviar mensagens de um determinado processo a outro. Entretanto, um

grupo de processos pode também invocar operações coletivas de comunicação para executar

operações globais, exigindo que todos esses processos estejam sincronizados. A comunica-
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4.2.2.9 Acoplamento entre part́ıcula e fronteira imersa

O acoplamento entre os módulos DPM e IB está associado às interações entre part́ıculas

e paredes envolvidas em escoamentos com particulados sólidos. A existência de um corpo

imerso no escoamento faz com que as part́ıculas, dependendo de suas trajetórias, colidam com

os elementos triangulares (pontos lagrangianos) que formam esse corpo. Desse modo, para

detectar se houve uma colisão, o algoritmo apresentado na Fig. 4.12 foi utilizado seguindo

as etapas apresentadas abaixo:

Algoritmo 2 Colisão entre part́ıcula e fronteira imersa

1: Primeiramente, as informações da geometria imersa são armazenadas em uma tabela hash,

assim como é feito para as part́ıculas (ver Seção 4.2.2.6).

2: Os IDs dos pontos lagrangianos são armazenados nas células do mapa lagrangiano que os

contém.

3: A trajetória da part́ıcula, bem como a distância percorrida por ela dentro do passo de tempo

são determinadas.

4: Faz-se uma busca pelas células que estão mais próximas da part́ıcula.

5: Os pontos lagrangianos mais próximos da part́ıcula, que estão contidos nas células encontradas,

ou seja, os que têm a maior chance de colisão são identificados.

6: Para cada ponto lagrangiano, o ponto de interseção entre a reta que contém a trajetória da

part́ıcula e o plano que contém o elemento triangular é determinado.

7: Verifica-se a localização do ponto de interseção. Se ele estiver dentro do elemento triangular,

possivelmente haverá uma colisão.

8: A distância entre a posição anterior da part́ıcula e o ponto de interseção é calculada.

9: Caso mais de um ponto lagrangiano atenda a condição da sétima etapa, aquele para o qual a

menor distância até o ponto de interseção tiver sido obtida é o escolhido.

10: Verifica-se a distância percorrida pela part́ıcula antes de detectar a colisão. Se ela for maior

que a distância até o ponto de interseção, a condição de colisão é verdadeira.

11: Caso ocorra colisão, as novas velocidades são atualizadas com base no modelo de esfera ŕıgida

(ver Seção 3.2.5), e assim a nova posição da part́ıcula é calculada.
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Percebe-se que a chave do algoritmo é a identificação do ponto de interseção. Conforme

comentado, faz-se necessário encontrar a reta r que contém a trajetória da part́ıcula, e o plano

s que contém o elemento triangular, os quais estão ilustrados na Fig. 4.13.

Figura 4.13: Interseção da reta r com plano s.

~xn

p

Aq ~n

Ponto de interseção
b

~xn+1

p

Aq r

s Aq

Fonte: Autoria própria.

A equação paramétrica de uma reta é dada em função do vetor diretor e um ponto

qualquer pertencente à ela. Sendo assim, a equação paramétrica da reta r é definida como:

~xp = ~xn

p + ~xt tp, (4.32)

onde tp ∈ R é o parâmetro da reta, ~xn

p é a posição da part́ıcula antes da integração temporal, e

~xt é o vetor unitário que fornece a direção da trajetória percorrida pela part́ıcula e é calculado

por:

~xt =
~xn+1

p − ~xn

p
∥

∥~xn+1
p − ~xn

p

∥

∥

, (4.33)

sendo ~xn+1

p a posição da part́ıcula depois da integração temporal.

A equação de um plano é dada em função do vetor normal ~n e um ponto qualquer
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pertencente à ele. Com isso, o plano s é definido como:

~n · (~x− ~xc) = 0, (4.34)

onde ~xc é a posição do centroide do elemento triangular.

Substituindo a Eq. (4.32) na Eq. (4.34), o valor de tp no ponto de interseção é obtido

por:

tp =
(~xc − ~xp) · ~n

~xt · ~n
. (4.35)

Consequentemente, o ponto de interseção é encontrado substituindo a Eq. (4.35) na Eq. (4.32).

No entanto, a obtenção desse ponto não garante que a part́ıcula colide com o elemento trian-

gular. Assim, é necessário verificar se o mesmo está dentro da região do triângulo, conforme

mostrado na Fig. 4.14. O método utilizado, para essa verificação, consiste em somar as áreas

de três triângulos, formados a partir do ponto de interseção e de dois vértices do elemento

triangular, e ainda avaliar se o resultado dessa soma corresponde a própria área do elemento

triangular. Se o ponto de interseção estiver fora do elemento, as áreas não são equivalentes,

Figura 4.14: Interseção da reta r com o elemento triangular.

~xn

p

Aq ~n

~xn+1

p

Aq r

s Aq

Ponto de interseção
b C Áq

Fonte: Autoria própria.
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como pode ser observado na Fig. 4.15. A área de um triângulo ABC qualquer é definida por:

AABC =
1

2

∥

∥

∥

−→
AB ×−→

AC
∥

∥

∥
. (4.36)

Figura 4.15: Formação dos três triângulos de áreas A1, A2 e A3, em um elemento triangular
ABC, tendo P como o ponto de interseção.
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b
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B

C
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A1

A2

A3

(b) Condição em que não ocorre colisão

A C

B

Pb

A1

A2

A3

Fonte: Autoria própria.

Mesmo tendo identificado o ponto de interseção e a posição dele em relação ao elemento

triangular, a colisão só ocorrerá se a distância percorrida pela part́ıcula for maior que a

distância até o ponto de interseção. Caso contrário, a colisão não ocorrerá naquele passo de

tempo analisado, conforme exemplificado na Fig. 4.16. Por esse motivo essas duas distâncias

devem ser comparadas a fim de garantir a ocorrência da colisão. A distância percorrida pela

part́ıcula é obtida pela Eq. (4.24), e a distância até o ponto de interseção é calculada por:

di =
∥

∥~xi − ~xn

p

∥

∥ , (4.37)

sendo ~xi a posição do ponto de interseção.

4.2.2.10 Estrutura do módulo

O módulo DPM pode ser dividido em três partes principais. A primeira parte, repre-

sentada pelo algoritmo da Fig. 4.17, é composta pela inicialização do código, as chamadas

de funções relacionadas ao DPM, que estão integradas no domı́nio euleriano, bem como a
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Figura 4.16: Interseção da reta r com o elemento triangular, em uma situação que não há
colisão com o elemento triangular.
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p
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Fonte: Autoria própria.

deleção das estruturas de dados das part́ıculas e do mapa lagrangiano, que acontece ao final

das simulações.

A segunda parte corresponde ao processo iterativo lagrangiano, o qual é incorporado ao

processo iterativo euleriano. O algoritmo do processo iterativo lagrangiano está apresentado

na Fig. 4.18. Com base no cálculo do passo de tempo lagrangiano, determina-se a necessi-

dade de realizar subiterações no transporte das part́ıculas. Novas part́ıculas são inseridas no

domı́nio computacional dependendo do número de part́ıculas por iteração ou da vazão más-

sica de part́ıculas definidos como parâmetros de entrada do código. O pós-processamento é

feito a partir dos arquivos de sáıda, que contém os resultados, gerados durante as simulações,

sendo a frequência de escrita desses arquivos definida também como parâmetro de entrada.

Finalmente, a terceira parte envolve todas as funções utilizadas no rastreamento das

part́ıculas, como mostrada na Fig. 4.19. Para cada uma das part́ıculas é realizada a in-

tegração temporal das suas equações de transporte. Se houver o acoplamento de 4 vias, o

algoritmo de colisão entre part́ıculas é acionado. Se uma geometria imersa estiver presente na

simulação, o algoritmo de colisão entre part́ıcula e fronteira imersa é acionado. Se a part́ıcula

ultrapassar os limites do domı́nio computacional, a verificação das condições de contorno é

feita. Dependendo do tipo de condição de contorno escolhido para cada face do domı́nio,

uma ação diferente é atribúıda à part́ıcula. Depois de determinar as novas velocidades e

posição da part́ıcula, verifica-se o processo em que ela se encontra. Caso a part́ıcula tenha









CAPÍTULO V

RESULTADOS E DISCUSSÕES

No presente caṕıtulo, os resultados e as discussões das simulações numéricas utilizando

o código MFSim são apresentados. Na Seção 5.1, a implementação do termo de acoplamento

para avaliar a influência das part́ıculas sobre o fluido é validada comparando os resultados

obtidos numericamente com soluções anaĺıticas. Na Seção 5.2, tanto a implementação do

modelo de colisão part́ıcula-part́ıcula como o algoritmo de detecção da colisão são validados

comparando os resultados encontrados nas simulações numéricas com resultados proveni-

entes da teoria cinética de gases. Na Seção 5.3, o algoritmo de detecção da colisão entre

part́ıcula e fronteira imersa é validado analisando os resultados das simulações numéricas

com o comportamento f́ısico esperado. Finalmente, na Seção 5.4, a modelagem empregada

no código para tratar a dispersão de part́ıculas devido à turbulência é validada para um caso

de turbulência de grelha com base em dados experimentais presentes na literatura.

5.1 Validação da interação fluido-part́ıculas

Para validar a influência das part́ıculas no transporte do fluido contemplada no aco-

plamento de 2 vias, 1000 part́ıculas foram inseridas com uma velocidade inicial de up(0) = 1

m/s, em um fluido estacionário. O domı́nio computacional corresponde a um cubo de lado

L = 1 m com uma malha base constitúıda por 10 células computacionais em cada uma

das direções. Posto isso, cada uma das part́ıculas foi posicionada no centro de uma cé-
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up(t) = up(0)
1

mp + ρ (∆x)3

{

mp + ρ (∆x)3 exp

[

−CdRep
24τp

(

mp + ρ (∆x)3

ρ (∆x)3

)

t

]}

. (5.5)

Sendo assim, o objetivo final desta análise é verificar a conservação da quantidade de

movimento linear total do sistema fluido-part́ıculas:

Npmp up(t) + ρ –V u(t) = constante = Npmp up(0), (5.6)

onde Np é o número total de part́ıculas e –V = L3 é o volume total de fluido, que nesse caso

corresponde ao volume do próprio domı́nio.

Os parâmetros de entrada utilizados na validação para cada uma das fases estão apre-

sentados na Tab. 5.1. Em um primeiro momento, os resultados foram obtidos considerando

uma simulação numérica com processamento serial, os quais estão apresentados na Fig. 5.2.

Comparando esses resultados com as soluções anaĺıticas representadas pelas Eqs. (5.4) e

(5.5), observou-se que a conservação da quantidade de movimento linear total foi garantida.

Com isso, tem-se a verificação da Eq. (5.6) para cada tempo e, assim, do acoplamento de 2

vias. Ainda, a partir dos resultados, foi posśıvel confirmar, como era esperado, a desacele-

ração das part́ıculas causado pelo fluido e, consequentemente, a aceleração do fluido devido

ao movimento das part́ıculas, resultado da transferência de quantidade de movimento linear

entre as fases cont́ınua e dispersa.

5.1.1 Testes com processamento paralelo

A fim de garantir que a validação da interação entre fluido e part́ıculas se estende

para simulações com processamento paralelo, o mesmo caso apresentado anteriormente foi

Tabela 5.1: Parâmetros de entrada do caso de validação da interação entre fluido e part́ıculas.

Fluido Part́ıculas

Massa espećıfica, ρ = 1,1984 kg/m3 Massa espećıfica, ρp = 1000 kg/m3

Viscosidade dinâmica, µ = 1,795×10−5 kg/(m·s) Diâmetro, Dp = 60 µm

Velocidade inicial, u(0) = 0 m/s Velocidade inicial, up(0) = 1 m/s
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Figura 5.2: Comparação dos resultados obtidos para a quantidade de movimento linear em
função do tempo na simulação numérica com os resultados da solução anaĺıtica.

simulado particionando o domı́nio computacional tanto em 4 como 8 processos. Os resultados

obtidos nestas simulações podem ser observados na Fig. 5.3. Percebe-se que independente

da quantidade de processos utilizados, as simulações apresentaram os mesmos resultados,

verificando assim a paralelização das implementações.

5.1.2 Testes com vários ńıveis de refinamento

Como no código MFSim utiliza-se uma malha bloco-estruturada que pode ser formada

por mais de um ńıvel de refinamento, faz-se necessário validar a interação entre fluido e

part́ıculas considerando um domı́nio computacional com uma malha de múltiplos ńıveis.

Para isso, dois testes foram realizados através de simulações com malhas diferentes do caso

abordado na presente seção.

No primeiro teste utilizou-se uma malha com 2 ńıveis de refinamento e no segundo

utilizou-se uma malha com 3 ńıveis, sendo a razão de refinamento igual a dois nas direções

x, y e z para ambas as malhas. Nos dois testes, a malha constrúıda inicialmente foi mantida

fixa ao longo de toda a simulação sem que houvesse refinamento dinâmico. O primeiro ńıvel
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foi constrúıdo a partir de 0, 3 m até 0, 7 m também para todas as direções. Cada uma das

1000 part́ıculas foi posicionada no centro de uma célula correspondente ao ńıvel mais grosso,

como pode ser visto na Fig. 5.4.

Para comparar os resultados das simulações com os resultados da solução anaĺıtica,

a quantidade de movimento linear tanto para o fluido como para as part́ıculas foi extráıda

separadamente para cada um dos ńıveis da malha. Somando os resultados obtidos em cada

um dos ńıveis, os resultados finais das simulações foram calculados. Nas Figs. 5.5 e 5.6, é

posśıvel observar que utilizando tanto uma malha composta por 2 ńıveis como 3 ńıveis de

refinamento, as simulações forneceram resultados que se aproximaram da solução anaĺıtica,

da forma que era esperada.

Figura 5.5: Comparação dos resultados obtidos para a quantidade de movimento linear em
função do tempo na simulação numérica utilizando uma malha composta por 2 ńıveis de
refinamento com resultados da solução anaĺıtica.
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Figura 5.6: Comparação dos resultados obtidos para a quantidade de movimento linear em
função do tempo na simulação numérica utilizando uma malha composta por 3 ńıveis de
refinamento com resultados da solução anaĺıtica.

5.2 Validação da colisão part́ıcula-part́ıcula

Antes de considerar as colisões entre part́ıculas na simulação de escoamentos gás-sólido

no código MFSim, faz-se necessário validar o algoritmo de colisão em duas partes. Uma vez

que o algoritmo de detecção e o modelo de colisão são independentes, ambos devem ser

validados separadamente.

No presente trabalho, o algoritmo de colisão de modo geral foi validado através de

simulações de um escoamento granular seco formado por uma mistura de part́ıculas mono

e bidispersas seguindo a metodologia apresentada por Wunsch, Fede e Simonin (2010). A

validação é então efetivada comparando os resultados estat́ısticos obtidos nas simulações

com as previsões provenientes da teoria cinética de gases. Como a influência perturbadora

de uma fase fluida não está presente em escoamentos granulares secos, todas as mudanças

na trajetória das part́ıculas são tão somente causadas pelas colisões entre elas. Assim, a

partir desse tipo de escoamento, tem-se as condições ideais para a validação do algoritmo de
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colisão. Nesta seção, os critérios utilizados para validar o algoritmo de detecção e o modelo

de colisão são apresentados, respectivamente.

5.2.1 Algoritmo de detecção de colisão

Para quantificar a eficiência do algoritmo de colisão, as distribuições do ângulo de

colisão θ e da magnitude da velocidade relativa das part́ıculas no momento da colisão ‖~u c
r‖

foram avaliadas. A partir da teoria cinética de gases, as funções densidade de probabilidade

(FDP) dessas distribuições para uma mistura de part́ıculas monodispersas são obtidas por

(SAKIZ, 1999):

f(θ) =
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onde Tp =
1

3

(〈

u′pu
′

p

〉

+
〈

v′pv
′

p

〉

+
〈

w′

pw
′

p

〉)

é a agitação da part́ıcula, e u′p, v
′

p e w′

p são as

flutuações das componentes de velocidade da part́ıcula.

Os parâmetros de entrada utilizados na simulação numérica para avaliação do algo-

ritmo de detecção estão apresentados na Tab. 5.2. As part́ıculas foram inicialmente posi-

cionadas de maneira aleatória no domı́nio computacional. Para a construção do domı́nio,

um cubo de lado L = 0, 128 m foi determinado por meio da concentração de part́ıculas

np = ρp αp/mp = Np/L
3, e uma malha uniforme foi definida com 10 células em cada direção

coordenada. Utilizou-se o processamento paralelo particionando o domı́nio computacional

em 8 processos (2× 2× 2). As componentes da velocidade linear inicial das part́ıculas segui-

ram uma distribuição normal com média igual a 0 e desvio padrão igual a 0, 236 m/s e as

componentes da velocidade angular inicial foram nulas. Quanto às condições de contorno,

aplicou-se a condição periódica em todas as faces do domı́nio. Além disso, considerou-se que

as part́ıculas fossem completamente elásticas.
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Tabela 5.2: Parâmetros da simulação de validação do algoritmo de detecção de colisão entre
part́ıculas.

Parâmetros

Número total, Np = 100 000

Fração volumétrica, αp = 0, 001

Diâmetro, Dp = 342,1 µm

Massa espećıfica, ρp = 1000 kg/m3

Coeficiente de restituição, e = 1

Coeficiente de fricção, µd = 0

Passo de tempo, ∆tL = 5×10−5 s

Durante a simulação utilizando o código MFSim, os valores do ângulo de colisão e

da velocidade relativa das part́ıculas no momento da colisão foram salvos para cada par

de part́ıculas que colidiram. A partir do momento em que o sistema atingiu o estado de

equiĺıbrio até o final da simulação, todos os pares de colisão foram amostrados e os gráficos

das funções densidade de probabilidade para cada uma das variáveis salvas foram obtidos.

Nas Figs. 5.7 e 5.8, as comparações dos resultados extráıdos da simulação numérica

com os resultados das Eqs. (5.7) e (5.8), que estão relacionados à teoria cinética de gases,

podem ser observados. Percebe-se que as funções densidade de probabilidade tanto para

o ângulo como para a velocidade relativa apresentaram estatisticamente o comportamento

esperado pela teoria.

No entanto, representar corretamente as distribuições do ângulo de colisão e da velo-

cidade relativa não é suficiente para a validação do algoritmo de detecção. Sendo assim, um

outro parâmetro estat́ıstico importante neste caso que também deve ser analisado é a frequên-

cia de colisão. Considerando uma mistura de part́ıculas monodispersas, a teoria cinética de

gases fornece a seguinte relação para a frequência de colisão por unidade de volume:

fcolp−p
= g0

(

2np
2Dp

2
√

π Tp

)

, (5.9)

sendo g0 a função de distribuição radial introduzida na equação para levar em consideração
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o aumento da frequência de colisão devido ao empacotamento de part́ıculas. No caso de

escoamentos granulares dilúıdos, g0 se aproxima de 1, mas no caso de escoamentos densos,

essa função depende da fração volumétrica da part́ıcula. No presente trabalho, o modelo

proposto por Lun e Savage (1986) para a função de distribuição radial foi adotado:

g0(αp) =

(

1− αp

αpmáx

)

−2,5αpmáx

, (5.10)

onde a fração volumétrica máxima da part́ıcula é αpmáx
= 0, 64.

A fim de comparar com as previsões da frequência de colisão por unidade de vo-

lume teórica, o número de colisões foi salvo para cada passo de tempo. Dividindo o nú-

mero de colisões pelo passo de tempo foi posśıvel obter a frequência de colisão em fun-

ção do tempo. Então, calculou-se a média das frequências de colisão obtidas, e o valor

final encontrado foi dividido pelo volume do domı́nio computacional. Para a simulação nu-

mérica obteve-se 2, 223591 × 108 s−1m−3, enquanto que resolvendo a Eq. (5.9) calculou-se

Figura 5.7: Comparação da FDP do ângulo de colisão obtida através da simulação utilizando
o código MFSim com a obtida através da relação fornecida pela teoria para uma mistura de
part́ıculas monodispersas.
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Figura 5.8: Comparação da FDP da velocidade relativa no momento da colisão obtida através
da simulação utilizando o código MFSim com a obtida através da relação fornecida pela teoria
para uma mistura de part́ıculas monodispersas.

2, 228938 × 108 s−1m−3. Portanto, o erro estimado para o resultado da simulação feita no

código MFSim em relação ao resultado da teoria foi de 0, 24%, confirmando a validação do

algoritmo de detecção.

5.2.2 Modelo de colisão

Para validar o modelo de colisão, considerou-se a mesma configuração utilizada na

simulação numérica para validação do algoritmo de detecção. Entretanto, além da classe

part́ıculas p, acrescentou-se uma classe de part́ıculas q, cujas propriedades estão apresentadas

na Tab. 5.3. As componentes da velocidade linear inicial de ambas as classes de part́ıculas

seguiram uma distribuição normal com média igual a 0 e desvio padrão igual a 0, 236 m/s.

Primeiramente, a validação do algoritmo de detecção para uma mistura bidispersa

deve ser feita. Considerando uma mistura de part́ıculas bidispersas, a função densidade de

probabilidade da velocidade relativa no momento da colisão entre part́ıculas da classe p e q
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Tabela 5.3: Parâmetros da simulação de validação do modelo de colisão entre part́ıculas.

Classe de part́ıculas p Classe de part́ıculas q

Número total, Np = 100 000 Número total, Nq = 12 500

Fração volumétrica, αp = 0, 001 Fração volumétrica, αq = 0, 001

Diâmetro, Dp = 342,1 µm Diâmetro, Dq = 684,2 µm

Massa espećıfica, ρp = 1000 kg/m3 Massa espećıfica, ρq = 1000 kg/m3

Coeficiente de restituição, e = 1

Coeficiente de fricção, µd = 0

Passo de tempo, ∆tL = 5×10−5 s
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Já a frequência de colisão por unidade de volume pode ser determinada por:

fcolp−q
= g0

[

2npnq

(

Dp +Dq

2

)2
√

π

(

Tp + Tq
2

)

]

. (5.12)

No caso em questão, três frequências de colisão diferentes podem ser determinadas em con-

sequência dos posśıveis pares de colisão a serem formados: fcolp−p
, fcolp−q

e fcolq−q
. Para a

função de distribuição radial, utilizou-se um modelo também proposto por Lun e Savage

(1986), porém aplicado em mistura de part́ıculas bidispersas:

g0(αm) =

(

1− αm

αpmáx

)

−γp−q αpmáx

, (5.13)

onde a fração volumétrica da mistura αm é dada pela soma das frações volumétricas das

duas classes de part́ıculas, e

γp−q = 1 +
3

2

(

DpDq

Dp +Dq

)

ǫp−q

αm

, (5.14)
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com

ǫp−q = 2

(

αp

Dp

+
αq

Dq

)

. (5.15)

Os resultados obtidos por meio da simulação realizada no código MFSim e da teoria

estão apresentados na Fig. 5.9 e na Tab. 5.4 para cada par de colisão. Observando a Fig. 5.9,

os resultados encontrados para a velocidade relativa no momento da colisão utilizando o

código MFSim apresentaram distribuições bem próximas dos resultados teóricos. Nota-se,

na Tab. 5.4, que o maior erro relativo da frequência de colisão por unidade de volume foi

encontrado para o par q − q com valor igual a 3, 05%. Com isso, o algoritmo de detecção

foi validado também para uma mistura de part́ıculas bidispersas. Essa validação garante

ainda a validação para uma mistura de part́ıculas polidispersas, uma vez que apenas colisões

binárias são avaliadas.

Figura 5.9: Comparação da FDP das velocidades relativas no momento da colisão obtidas por
meio da simulação utilizando o código MFSim com as obtidas por meio da relação fornecida
pela teoria para uma mistura de part́ıculas bidispersas.
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Tabela 5.4: Frequência de colisão por unidade de volume para uma mistura de part́ıculas
bidispersas.

Par de colisão MFSim [s−1m−3] Teoria [s−1m−3] Erro relativo [%]

p− p 2, 984802× 108 2, 976210× 108 0, 29

p− q 6, 296068× 107 6, 275983× 107 0, 32

q − q 6, 595544× 106 6, 394154× 106 3, 05

Em um sistema constitúıdo de part́ıculas bidispersas, os ńıveis de energia para cada

classe de part́ıculas não são os mesmos no estado de equiĺıbrio. Isso acontece porque as

part́ıculas mais pesadas não apresentam a mesma agitação que as part́ıculas mais leves.

Sendo assim, o estado de equiĺıbrio da agitação das part́ıculas pode ser representado por:

mp kp = mq kq, (5.16)

onde kp e kq correspondem à energia cinética espećıfica para cada uma das classes de part́ı-

culas. No caso de colisões elásticas, a energia cinética espećıfica da mistura bidispersa km é

dada por:

km =
npmp kp + nqmq kq
npmp + nqmq

. (5.17)

Com base nas Eqs. (5.16) e (5.17) é posśıvel obter as relações da energia cinética

espećıfica para cada uma das classes de part́ıculas:

kp =
npmp + nqmq

mp (np + nq)
km, (5.18)

kq =
npmp + nqmq

mq (np + nq)
km. (5.19)

Dividindo as Eqs. (5.18) e (5.19) pela energia cinética espećıfica da mistura, as expressões

para as razões kp/km e kq/km, que dependem apenas da massa e da concentração de part́ıculas
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de cada classe, são encontradas.

Com o intuito de comparar com as previsões da teoria de equiĺıbrio, as razões entre

a energia cinética espećıfica para cada classe de part́ıculas e a energia cinética espećıfica

da mistura foram medidas na simulação numérica realizada. Na Fig. 5.10, percebe-se que

as razões das energias cinéticas obtidas para cada passo de tempo da simulação convergem

para os seus respectivos valores teóricos. Essa convergência dos resultados acontece devido à

transferência de energia cinética entre as part́ıculas que colidem. Com base nas comparações

feitas na Fig. 5.10, validou-se o modelo de colisão.

Figura 5.10: Comparação das razões de energia cinética espećıfica das part́ıculas obtidas por
meio da simulação utilizando o código MFSim com as previsões da teoria de equiĺıbrio.

5.3 Validação da colisão entre part́ıcula e fronteira imersa

Para validar o funcionamento do algoritmo de detecção de colisão entre part́ıcula e

fronteira imersa do código MFSim, alguns casos testes com a presença de uma geometria

imersa no domı́nio computacional foram simulados. Optou-se pela validação analisando o

comportamento esperado da f́ısica do problema através de simulações numéricas de um jato

granular incidindo sobre uma placa plana. Essa configuração foi escolhida por ser simples,
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de modo que os fenômenos envolvidos no problema possam ser facilmente visualizados.

Figura 5.11: Domı́nio computacional para os casos de validação do algoritmo de detecção de
colisão entre part́ıcula e fronteira imersa.

Aq 0, 05 m

Aq dbp = 0, 1 m
AqL = 0, 2 m

xAq

yAqq
zAq

Aq Bocal

Aq Placa

~gAqq

Fonte: Autoria própria.

Um caso padrão foi definido com base nos parâmetros utilizados no trabalho de Ci-

ampini, Spelt e Papini (2003). Adotou-se um bocal circular com 4,8 mm de diâmetro, por

onde as part́ıculas são injetadas sem rotação no domı́nio computacional, o qual está exposto

na Fig. 5.11. As propriedades dessas part́ıculas podem ser observadas na Tab. 5.5, na qual

percebe-se que as colisões entre part́ıculas também foi considerada. Inicialmente, adotou-

se o ângulo formado pelos eixos perpendicular ao plano do bocal e horizontal como sendo

θbocal = 90◦, e o ângulo de abertura do jato como sendo θabert = 0◦. Considerou-se o domı́nio

computacional preenchido por ar em repouso, porém desprezou-se qualquer influência das

part́ıculas no ar. Utilizou-se um domı́nio cúbico de lado L = 0, 2 m dividido em 2 processos

na direção z, e uma malha uniforme composta por 40 células computacionais em cada uma

das direções coordenadas. Para todas as faces do domı́nio, aplicou-se a condição de sáıda de

part́ıculas. Uma placa plana de 0,1 m × 0,1 m constitúıda de 105 428 elementos triangulares

foi posicionada a 0,1 m do bocal. As simulações foram realizadas para um passo de tempo

∆tL = 5×10−5 s.
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Tabela 5.5: Parâmetros dos casos de validação do algoritmo de detecção de colisão entre
part́ıcula e fronteira imersa.

Parâmetros das part́ıculas

Vazão mássica, ṁp = 0,025758 kg/s

Diâmetro, Dp = 420 µm

Massa espećıfica, ρp = 1000 kg/m3

Velocidade inicial, ‖~up(0)‖ = 20 m/s

Colisão part́ıcula-part́ıcula

Coeficiente de restituição, ep−p = 0,3

Coeficiente de fricção, µdp−p
= 0

Colisão part́ıcula-placa

Coeficiente de restituição, ep−w = 0,3

Coeficiente de fricção, µdp−w
= 0,1

Na Seção 5.3.1, uma análise da otimização realizada no algoritmo de colisão entre par-

t́ıcula e fronteira imersa é apresentada. Na Seção 5.3.2, uma comparação do comportamento

do jato granular quanto à colisão entre part́ıculas é feita. Nas Seções 5.3.3 e 5.3.4, compa-

rações entre os resultados obtidos nas simulações variando o ângulo de abertura do jato e

variando o ângulo do bocal são realizadas, respectivamente. Na Fig. 5.12, pode-se observar

Figura 5.12: Representação esquemática dos ângulos de abertura do jato e do bocal.
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5.4 Validação da dispersão de part́ıculas devido à turbulência

A dispersão de part́ıculas em um caso de turbulência de grelha (grid turbulence) é um

teste comum para a validação de modelos de dispersão. O escoamento turbulento gerado

atrás da grelha é formado por um fluido com velocidade média uniforme e a turbulência

pode ser considerada isotrópica. As simulações realizadas para este caso foram baseadas no

experimento de Snyder e Lumley (1971). De acordo com os autores, as curvas de decaimento

da energia são adequadamente representadas por:

ū2

u′2
= 42, 4

( x

M
− 16

)

, (5.21)

e

ū2

v′2
= 39, 4

( x

M
− 12

)

, (5.22)

em que ū = 6, 55 m/s, M = 0, 0254 m é o espaçamento da grelha, e w′ é adotado como sendo

igual a v′. Com isso, como nas simulações o modelo k − ǫ padrão foi aplicado, a energia

cinética turbulenta pode ser avaliada pela Eq. (3.8), enquanto que a potência de dissipação

viscosa é dada por (MILOJEVIÉ, 1990):

ǫ = −ūdk
dx
. (5.23)

No experimento de Snyder e Lumley (1971), quatro part́ıculas diferentes foram utiliza-

das com propriedades listadas na Tab. 5.7. Quanto às propriedades do fluido, considerou-se

ρ = 1, 177 kg/m3 e µ = 1, 846× 10−5 kg/(m·s). A seção de teste do túnel de vento do expe-

rimento foi posicionada verticalmente, com o escoamento para cima no sentido positivo do

eixo x. O cálculo das velocidades das part́ıculas e de suas trajetórias iniciou em x/M = 20

até x/M = 180, e em x/M = 68, 4 a dispersão da part́ıcula e o tempo foram zerados, assim

como no experimento. A média foi realizada em torno de 2000 trajetórias para cada tipo

de part́ıcula, de forma que em cada ińıcio de trajetória, a part́ıcula era posicionada na linha

central do domı́nio de seção 0,4064 m × 0,4064 m. Aplicaram-se condições de entrada e sáıda
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na direção x, as quais correspondem às condições Dirichlet e advectiva para a velocidade do

fluido, respectivamente, e Dirichlet e Neumann para k e ǫ. Nas direções y e z, considerou-

se a condição periódica. Por fim, o domı́nio foi discretizado em uma malha uniforme com

∆x =M , e dividido em 8 processos na direção x.

Tabela 5.7: Dados das part́ıculas.

Parâmetro Part́ıcula 1 Part́ıcula 2 Part́ıcula 3 Part́ıcula 4

Dp [µm] 46, 5 87, 0 87, 0 46, 5

ρp [kg/m3] 260 1000 2500 8900

St 0, 44 5, 87 14, 69 14, 93

Diante de tudo isso, a validação é realizada comparando os resultados simulados no

código MFSim com os resultados medidos experimentalmente para o deslocamento quadrá-

tico médio das part́ıculas (MSD - Mean Squared Displacement). Tal parâmetro representa a

média dos quadrados dos deslocamentos em relação à uma posição anterior de referência de

cada part́ıcula, sendo dado por:

MSD ≡ 〈(yp − yp0)〉 =
1

Np

Np
∑

n=1

(ypn(t)− ypn(0))
2 , (5.24)

onde Np é o número de trajetórias, ypn(0) = yp0 é a posição de referência para cada trajetória

da part́ıcula considerada e ypn(t) é a posição de cada uma em um determinado tempo t. No

presente caso a posição de referência é adotada em x/M = 68, 4 para seguir as mesmas

condições experimentais. A comparação dos resultados é então apresentada na Fig. 5.23.

Nota-se na Fig. 5.23, que os resultados obtidos numericamente para o deslocamento

quadrático médio das part́ıculas se aproximam daqueles medidos experimentalmente. Como

esperado, quanto menor o número de Stokes, maior a dispersão das part́ıculas, porque maior

é a influência da turbulência no transporte das mesmas. As part́ıculas 3 e 4, cujos valo-

res de número de Stokes são próximos, apresentaram um comportamento muito similar no

experimento, e isso se repetiu nos resultados das simulações. Os resultados obtidos para a

part́ıcula 2 foram os que mais se distanciaram dos dados experimentais.
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Figura 5.23: Comparação entre os resultados experimentais e os resultados obtidos numeri-
camente através do código MFSim avaliando a dispersão para cada tipo de part́ıcula.

Milojevié (1990) mostrou que o valor do coeficiente CT presente na Eq. (3.38) para

calcular a escala de tempo integral lagrangiana influencia significativamente os resultados

da dispersão das part́ıculas. Para o modelo adotado em seu trabalho, o autor encontrou um

coeficiente otimizado com valor CT = 0, 3 em comparação com os dados experimentais da

part́ıcula 2 fornecidos por Snyder e Lumley (1971). O valor assumido por Milojevié (1990)

foi considerado aceitável, uma vez que pertencia à faixa de valores esperada: 0,133 – 0,444

(HINZE, 1975 apud MILOJEVIÉ, 1990). A fim de avaliar essa mesma influência no presente

trabalho, o caso da turbulência de grelha com a presença da part́ıcula 2 foi simulado, atra-

vés do código MFSim, para quatro valores de CT , sendo eles 0,2, 0,3 e 0,26, além do 0,22

que já havia sido considerado nas simulações anteriores, cujos resultados estão mostrados na

Fig. 5.23. Observa-se na Fig. 5.24 que é posśıvel obter uma melhor aproximação dos resul-

tados experimentais alterando o valor desse coeficiente, conforme mencionado por Milojevié

(1990). Com base nas simulações e no modelo de dispersão adotado no presente trabalho,

percebe-se na figura que para CT = 0, 26 os resultados apresentaram melhor concordância

com os valores experimentais.
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Figura 5.24: Comparação dos resultados de dispersão da part́ıcula 2 obtidos numericamente
através do código MFSim para diferentes coeficientes da escala de tempo integral lagrangiana
com os dados experimentais.

5.5 Fechamento do caṕıtulo

Os resultados obtidos a partir das simulações numéricas e as consequentes discussões

foram apresentados neste caṕıtulo em quatro seções. Na primeira seção, o acoplamento de

2 vias foi validado para um problema simplificado comparando os resultados numéricos com

resultados da solução anaĺıtica para a quantidade de movimento linear das duas fases do es-

coamento. Com isso, garantiu-se a conservação da quantidade de movimento linear total do

sistema. Na segunda seção, o algoritmo de detecção e o modelo de colisão part́ıcula-part́ıcula

foram validados com base na teoria cinética de gases, para uma mistura monodispersa e uma

mistura bidispersa de part́ıculas. As distribuições do ângulo de colisão e da velocidade rela-

tiva no momento da colisão, a frequência de colisão e a energia cinética das part́ıculas foram

avaliadas, obtendo o comportamento esperado pela teoria. Na terceira seção, o algoritmo

de colisão entre part́ıculas e fronteira imersa foi validado. Os resultados das simulações fo-

ram avaliados conforme o comportamento f́ısico esperado das colisões de part́ıculas com uma
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placa, o que foi garantido. Por último, na quarta seção, o modelo de dispersão de part́ıculas

foi validado com base no deslocamento quadrático médio das part́ıculas, considerando dife-

rentes números de Stokes. Obteve-se uma boa aproximação dos resultados numéricos com

resultados experimentais para um caso de uma grelha turbulenta.



CAPÍTULO VI

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES

O foco do presente trabalho consistiu em modelar computacionalmente escoamentos

gás-sólido utilizando um código CFD, conhecido por MFSim, com malha adaptativa dinâ-

mica. Essa modelagem seguiu uma abordagem Euler-Lagrange com base na aproximação

de que uma part́ıcula é um ponto material. O principal cuidado que se deve ter com essa

aproximação é quanto ao tamanho das part́ıculas, as quais precisam ser menores que a célula

computacional.

A caracterização de um escoamento bifásico disperso é fundamental para um melhor

entendimento sobre o assunto, bem como para identificar os fenômenos envolvidos. Diferen-

ciar os mecanismos presentes em cada tipo de acoplamento dependendo da fração volumétrica

da fase dispersa foi importante para o desenvolvimento do presente trabalho. Se αd ≤ 10−6,

tem-se o acoplamento de 1 via, no qual o movimento das part́ıculas é influenciado pelo campo

de escoamento do fluido e, por isso, forças fluidodinâmicas são consideradas nas equações

de transporte das part́ıculas. Além das forças, considera-se também o torque atuante nas

part́ıculas, porque mesmo adotando a hipótese de ponto material, o movimento de rotação

das part́ıculas não deve ser desprezado. Como elas sofrem interferência do campo de escoa-

mento em problemas que apresentam paredes ou grandes mudanças na vorticidade do fluido,

a velocidade angular das part́ıculas é alterada.

Se 10−6 < αd ≤ 10−3, o acoplamento é dito 2 vias, porque não só o fluido influencia

a trajetória das part́ıculas, como as part́ıculas também influenciam o transporte do fluido.
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Nesse sentido, um termo de acoplamento é computado de acordo com as forças fluidodi-

nâmicas atuantes nas part́ıculas para todas as direções coordenadas, e é acrescentado nas

equações de quantidade de movimento linear da fase cont́ınua. Na Seção 5.1, a implementa-

ção do termo de acoplamento que modela a interação entre as duas fases do escoamento foi

testada comparando a quantidade de movimento linear das fases em função do tempo com

resultados de solução anaĺıtica. A partir dos resultados de validação, foi posśıvel demons-

trar que a troca de quantidade de movimento linear manteve a tendência esperada de forma

que a quantidade de movimento linear total se conservou ao longo de todas as simulações,

mesmo para simulações em paralelo com diferentes quantidades de processos e simulações

com diferentes ńıveis de refinamento da malha.

Se αd > 10−3, além das interações entre as fases do escoamento, as part́ıculas também

trocam quantidade de movimento em consequência das colisões entre elas. Para tratar essas

colisões, uma modelagem adequada é necessária. A modelagem determińıstica de esfera

ŕıgida mostrou-se eficaz para os problemas estudados. Optou-se pelo modelo de esfera ŕıgida

ao invés do modelo de esfera macia, uma vez que as simulações foram limitadas a escoamentos

não muito densos e pelo fato do modelo de esfera macia ser computacionalmente mais caro.

A escolha por uma metodologia determińıstica ao invés de uma estocástica ocorreu para que

houvesse uma melhor compreensão do fenômeno de colisão, pelo fato da sua implementação

ser mais fácil e direta de entender, além de que a colisão pode ser visualizada no pós-

processamento dos resultados através de testes simples facilitando a busca de erros e a solução

de problemas de implementação. Na Seção 5.2, tanto o algoritmo de detecção implementado

como o modelo de colisão entre part́ıculas foram testados em simulações diferentes, sendo

um caso monodisperso e outro polidisperso, com o objetivo de comparar os resultados com

a teoria cinética de gases. Em ambos os casos, os resultados obtidos seguiram a mesma

tendência da teoria e apresentaram baixos valores de erro para a frequência de colisão por

unidade de volume. Os erros encontrados variaram entre 0, 24% e 3, 05%. Com isso, conclui-

se que o algoritmo de detecção, bem como o modelo de colisão part́ıcula-part́ıcula foram

validados no código.

Quando um certo escoamento é simulado, sua região de abrangência é restringida

por um domı́nio computacional. Por esse motivo, a aplicação de condições de contorno nas



122

fronteiras do domı́nio é necessária, até mesmo para as part́ıcula existentes em um escoamento

bifásico disperso. As condições de contorno mais comuns que foram aplicadas no presente

trabalho são: a condição de entrada, por onde acontece a injeção de part́ıculas; a condição

de sáıda, por onde as part́ıculas são deletadas; a condição periódica, na qual as part́ıculas

que saem de um lado do domı́nio são reinjetadas do lado oposto; e a condição de parede, na

qual as part́ıculas colidem mudando a sua trajetória. Para a condição de parede, adotou-se

o modelo de esfera ŕıgida.

No entanto, nem todos os problemas envolvendo paredes podem ser simulados utili-

zando as fronteiras do domı́nio computacional como as próprias paredes. Como a malha do

código MFSim é bloco-estruturada, qualquer geometria circular, com curvas ou mais com-

plexa que um paraleleṕıpedo precisa ser tratada de uma outra forma. Para isso, utiliza-se no

código o método da fronteira imersa. Ao simular escoamentos com part́ıculas considerando

esse método, torna-se importante que as part́ıculas reconheçam a presença de um obstá-

culo representado por uma malha lagrangiana. Sendo assim, um algoritmo de colisão entre

part́ıculas e os elementos dessa malha foi criado. De ińıcio, a checagem para determinar

uma posśıvel colisão era totalmente inapropriada e ineficiente, pois conforme o número de

part́ıculas do problema aumentava, o tempo gasto na execução de uma iteração também au-

mentava significativamente. Buscando melhorar o custo computacional, desenvolveu-se uma

outra maneira de checar as posśıveis colisões com a fronteira imersa. Na Seção 5.3, segundo

os resultados de verificação para o caso de um jato granular incidindo em uma placa, repre-

sentada computacionalmente por uma fronteira imersa, conseguiu-se uma redução de 98%

do tempo gasto para executar o algoritmo de colisão entre part́ıcula e fronteira imersa.

Escoamentos turbulentos são de grande importância nas aplicações industriais. En-

tretanto, simular esse tipo de escoamento pode ser muito caro computacionalmente depen-

dendo da abordagem numérica empregada. Os modelos de fechamento das classes RANS ou

URANS podem ser alternativas para isso. A simulação de escoamentos turbulentos gás-sólido

utilizando algum desses modelos requer que a interação entre o fenômeno da turbulência e a

dispersão das part́ıculas seja considerada através de uma modelagem da flutuação da veloci-

dade do fluido. Na Seção 5.4, o modelo de dispersão implementado foi validado para um caso

de turbulência de grelha avaliando o comportamento de quatro part́ıculas diferentes ao longo
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desse escoamento. Por fim, os resultados numéricos apresentaram uma boa aproximação com

os resultados experimentais fornecidos na literatura.

Dando sequência ao tema, para trabalhos futuros, recomenda-se simular e validar um

caso de um escoamento turbulento gás-sólido no interior de uma geometria circular com

curva, como por exemplo um cotovelo. A ideia desse caso seria acoplar tudo o que está

dispońıvel no código e comparar os resultados obtidos com dados da literatura. Além disso,

recomenda-se considerar a rugosidade das paredes nas simulações, visto que ela interfere na

direção da velocidade da part́ıcula após colidir com uma parede. Como outra recomendação,

tem-se a implementação e a validação de uma metodologia estocástica para tratar a colisão

entre part́ıculas. Com isso, seria interessante comparar os resultados fornecidos a partir

dessa metodologia e a sua influência no custo computacional do código com a metodologia

determińıstica já implementada. Por último, recomenda-se implementar um modelo para

avaliar erosão. Esse consiste em um problema que afeta consideravelmente as indústrias

que utilizam sistemas de transporte pneumático devido ao alto desgaste abrasivo dos dutos

causado pela passagem de particulados sobre a superf́ıcie das paredes.
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Dispońıvel em: <https://repositorio.ufu.br/handle/123456789/14982>.

FOX, R. W.; MCDONALD, A. T.; PRITCHARD, P. J. Introdução à Mecânica dos fluidos.
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v. 48, n. 1, p. 41–71, 1971. Dispońıvel em: <https://doi.org/10.1017/S0022112071001460>.

SOMMERFELD, M. Theoretical and experimental modelling of particulate flows.
Lecture Series 2000-06, von Karman Institute for Fluid Dynamics, 2000. Dispońıvel em:
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