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Oliveira, G. C. Estudo do Desempenho Térmico de Ferramentas de Corte Re-
vestidas a Partir da Obtencao da Solucao Analitica de um Modelo Térmico de
Condugao de Calor 3D Transiente Dupla Camada. 2019. 129f. Tese de Doutorado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

A evolucao tecnoldgica da producao de ferramentas levou ao desenvolvimento e a aplicacao
de revestimentos de ferramentas facilitando o corte por atrito através da atuacao nos me-
canismos tribolégicos. Uma das principais funcoes dos revestimentos é o de proporcionar
um menor desgaste da ferramenta, porém as caracteristicas de isolamento térmico é outro
efeito desejado. Este trabalho é dedicado ao desenvolvimento de ferramentas matemaéticas
para o estudo do comportamento térmico de ferramentas revestidas durante a simulacao de
um processo de corte ortogonal. Neste sentido, desenvolvem-se solucoes analiticas aliadas
a técnica inversa TFBGF (transfer function based Green’s functions) para a estimativa do
fluxo de calor gerado na interface peca-ferramenta revestida. Apresentam-se solugoes de dois
problemas diretos relacionados & ferramenta revestida: um problema térmico mais simples,
1D multicamada transiente para um melhor entendimento do desenvolvimento da metodolo-
gia de solucao e o problema 3D transiente dupla camada que simula o problema de usinagem
ortogonal. Apresentam-se ainda a técnica inversa TFBGF e a proposta de adaptacao a pro-
blemas de dupla camada. As solugoes dos problemas diretos relacionados, 1D e 3D, sao
verificadas para se garantir a implementagao numérica das solucoes. Analises da influéncia
da espessura e das propriedades térmicas do revestimento em amostras duplas camada sao
também apresentadas. Estudam-se a influéncia das propriedades térmicas de varios tipos de
revestimento, a variacao de temperatura na interface peca ferramenta, na interface revesti-
mento e substrato e na obtencao do fluxo de calor gerado na interface. A obtencao da solucao
analitica de um problema 3D transiente, dupla camada com aquecimento parcial representa
uma grande contribuicao desse trabalho, uma vez que esta solug¢ao nao se encontra disponi-
vel na literatura. A adaptacao da técnica TFBGF para dominios dupla camada também se
mostra uma ferramenta poderosa no estudo de materiais revestidos.

Palavras-chave: funcoes de Green, solu¢do analitica, multicamada, conducdo de calor, ferra-
menta revestida



Oliveira, G. C. Study of the Thermal Performance of Coated Cutting Tools from
Obtaining the Analytical Solution of a Transient two-Layer Transient 3D Heat
Conduction Model. 2019. 129p. Master’s Thesis, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Abstract

The technological evolution of the production of tools led to the development and application
of tool coatings facilitating the frictional cutting through the performance in the tribological
mechanisms. One of the main functions of the coatings is to provide less wear of the tool,
but the thermal insulation characteristics is another desired effect. This work is dedicated to
the development of mathematical tools for the study of the thermal behavior of coated tools
during the simulation of an orthogonal cutting process. In this sense, analytical solutions were
developed in conjunction with the TFBGF (transfer function based Green’s functions) inverse
technique for estimating the heat flux generated at the coated tool interface. We present
solutions of two direct problems related to the coated tool: a simpler thermal problem, 1D
transient two-layer for a better understanding of the development of the solution methodology
and the 3D transient two-layer problem that simulates the problem of orthogonal machining.
This work presents the TFBGF inverse technique and the proposal of adaptation to two-layer
problems. The solutions of the related direct problems, 1D and 3D, were verified to guarantee
the numerical implementation of the solutions. Analysis of the influence of the thickness and
the thermal properties of the coating on two-layer samples are also presented. The influence
of the thermal properties of various types of coating, the temperature variation in the tool
piece interface, the coating and substrate interface and the generation of heat generated at
the interface were studied. Obtaining the analytical solution of a transient 3D two-layer
partial heating problem represents a major contribution of this work since this solution is not
available in the literature. The adaptation of the TFBGF technique to two-layer domains
also proves to be a powerful tool in the study of coated materials.

Keywords: Green’s function, analytical solution, multilayer, heat conduction, coated tool
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Capitulo 1

INTRODUCAO

No processo de fabricagao, como em varios processos nos quais ocorrem altas deformacgoes
de material, uma grande quantidade de calor é gerada. A geracao de calor devido ao atrito
entre o contato peca e ferramenta exerce forte influéncia no desempenho desses processos.
O desempenho das ferramentas é fundamental para o sucesso de qualquer processo de fabri-
cacao tanto do ponto de vista da qualidade final do material acabado quanto do ponto de
vista economico que ocupa na cadeia produtiva. A temperatura da ferramenta de corte tem
influéncia direta na sua vida 1til e um melhor controle dos parametros de usinagem, como
velocidade de avanco e de corte possibilita um aumento de produtividade e menores custos
de producgao.

A evolucgao tecnolégica da producao de ferramentas levou ao desenvolvimento e a aplica-
¢ao de revestimentos nas ferramentas facilitando o corte por atrito através da atuacao nos
mecanismos tribologicos. Com o avango na tecnologia da técnica de deposicao de revestimen-
tos pela industria, tem havido um grande crescimento em aplicagoes industriais automotivas,
aeroespaciais e no setor de ferramentas de precisao. Uma das principais funcoes dos re-
vestimentos é o de proporcionar um menor desgaste da ferramenta. As caracteristicas de
isolamento térmico é outro efeito desejado.

A medicao direta da temperatura usando sensores de contato torna-se de dificil execucao
devido ao movimento relativo entre peca e ferramenta. Por outro lado, a producao de cavaco
na regiao de contato também dificulta o uso de sensores infravermelhos como as cameras
térmicas.

Nesse sentido, o uso de técnicas de solugao por problemas inversos é uma alternativa para
se determinar a temperatura na regiao de contato peca-ferramenta-cavaco, uma vez, que sua
principal caracteristica é o uso de dados experimentais em regioes afastadas da geracao de

calor normalmente de dificil acesso. Em problemas diretos de conducao de calor se o fluxo de



calor (a causa) é conhecido o campo de temperatura (o efeito) pode entdo ser determinado.
Em contrapartida em um problema inverso estima-se a causa a partir do conhecimento do
efeito em algum ponto de facil acesso. Assim o uso de temperaturas experimentais permite a
obtencao da solucao do problema térmico que pode ser: a obtencao das propriedades térmicas,
obtencao do fluxo de calor superficial, obtencao da fonte de calor interna ou ainda a obtencao
da temperatura superficial numa face sem acesso direto, entre outros (FERNANDES, 2013).

Para a aplicacao de qualquer técnica inversa, faz-se necessario a obtencao da solugao
do problema direto associado ao problema inverso em estudo. Ou seja, faz-se necesséario a
obtencao do campo de temperatura em funcao do contorno a ser estimado. Nesse caso, a
ferramenta sujeita ao processo de corte ortogonal deve ser modelada termicamente.

A maior dificuldade, nesse caso, encontra-se na modelagem da ferramenta revestida, uma
vez que os revestimentos possuem espessuras menores que 20um, a transferéncia de calor é
tridimensional e a regiao de geracao de calor representada pelo contato entre a peca e ferra-
menta sao de poucos milimetros. A diferenca entre a espessura do revestimento e a espessura
da ferramenta faz com que solugoes numéricas sejam de dificil aplicacao com uma incerteza
relativa devido a razao de aspectos entre essas espessuras. Normalmente o refinamento da
malha e sua transicao sao os maiores obstaculos a serem vencidos, resultando em malhas com
um grande nimero de nds e um custo computacional bastante elevado.

Uma proposta para a solugao deste problema é o uso de solucoes analiticas aliadas as
técnicas inversas. Embora essas solugoes sejam de dificil obtengao para geometrias complexas,
elas podem ser obtidas considerando ferramentas de corte de geometrias cartesianas.

Vérias técnicas sao usadas nas solucoes de problema inversas em condugao de calor.
Citam-se por exemplo: o método de minimos quadrados, teorema de Duhamel, Fungao Espe-
cificada, algoritmo genéticos e Simulated Annealing. Nesse trabalho serd desenvolvido uma
adaptacao da técnica TFBGF, proposta por Fernandes (2013) que obtém a solugao do pro-
blema inverso usando-se os dados de temperatura em regioes de facil acesso e a funcao de
transferéncia do sistema calculada nessas regides.

A metodologia da técnica (TFBGF) consiste na determinacao da fungao de transferéncia
de um sistema térmico. Com a funcao transferéncia é possivel estabelecer o método de
estimativa do fluxo de calor usando técnicas de deconvolucao. Esta técnica foi desenvolvida
para materiais homogéneos e nesse trabalho sera estendida para materiais compostos, uma
vez que o objetivo é o de estimar o fluxo de calor gerado no processo de corte, proveniente
de um modelo tridimensional em uma amostra composta de dupla camada, onde a primeira
camada representa o revestimento e a segunda a ferramenta.

Assim, propoe-se neste trabalho, a estimativa do fluxo de calor gerado na interface peca-



ferramenta revestida, além da determinacao do campo de temperatura na interface entre
o revestimento e o substrato da ferramenta. A metodologia proposta baseia-se na solucao
analitica do problema direto, obtencao e uso da funcao transferéncia para a estimativa do
fluxo de calor imposto. Uma vez estimado o fluxo de calor, o problema direto é resolvido e
todo o campo de temperatura é calculado.

Apresenta-se a seguir uma breve revisao bibliografica dos principais trabalhos da litera-
tura relacionados aos modelos e solugoes de problemas térmicos em dominios multicama-
das. Citam-se trabalhos considerando sua solu¢ao numérica e analitica com aplicacoes em
ferramenta revestida. Posteriormente, apresentam-se os trabalhos voltados a aplicacao em
problemas inversos multicamadas. O capitulo 3 trata da obtencao das solugoes de dois pro-
blameas diretos relacionados a ferramenta revestida: um problema térmico mais simples, 1D
multicamada transiente para um melhor entendimento do desenvolvimento da metodologia
de solucao e o problema 3D transiente dupla camada que simula o problema de usinagem
ortogonal. Apresenta-se também neste capitulo a técnica inversa TFBGF e a proposta de
adaptacao a problemas de dupla camada. No capitulo 4 o as solugoes dos problemas dire-
tos relacionados, 1D e 3D, sao verificados para se garantir a implementagao numérica das
solugoes.

No capitulo 5 apresentam-se em detalhes a técnica inversa aplicada aos problemas térmicos
1D e 3D, anélises da influéncia da espessura e as propriedades térmicas do revestimento em
amostras dupla camada 1D. Esses efeitos sao também explorados no capitulo 5, dando-se
maior énfase na obtengao do campo de temperara tridimensional em uma ferramenta revestida
durante a simulagao de um processo de corte ortogonal.

Conclusoes sobre o desenvolvimento da técnica, sua aplicagdo e propostas para trabalhos

futuros sao apresentadas no capitulo 6.



Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se uma breve revisao de trabalhos encontrados na literatura
que abordam modelos e solucoes de problemas térmicos que envolvem meios com mais de
um material, denominado material composto. Os trabalhos sao apresentados considerando o

tipo de solugao (numérica/analitica) suas aplicagoes e problemas inversos.

2.2 Solucgoes numéricas em conducao de calor multica-

madas com aplicacoes em ferramentas revestidas

Radulescu & Kapoor (1994) apresentaram-se em seu trabalho um modelo numérico tri-
dimensional da ferramenta de corte e do cavaco para determinar os campos de temperatura
durante a usinagem com corte interrompido e corte continuo a partir de simulagoes de uma
fonte de calor conhecida. Todavia, na modelagem da ferramenta, as condi¢oes de contorno
sao simplificadas desprezando-se os efeitos convectivos e de resisténcia de contato.

Grzesik (1999) apresentou uma investigagdo experimental de pastilhas revestidas con-
siderando diferentes fatores, como condicao de corte e revestimentos, de forma a obter a
influéncia na temperatura de corte destas ferramentas, na interface revestimento-substrato
e cavaco, considerando a usinagem de aco médio carbono e ago inoxidavel austenitico. Em
seu trabalho, considerou revestimento de carbeto de titanio (TiC), composto de carbeto de
titanio e nitreto de titanio (TiC/TiN) e composto de carbeto de titanio, éxido de aluminio e
nitreto de titanio (TiC/Al»05/TiN).

Para a obtencao da temperatura na interface foram inseridos termopares tipo K na fer-



ramenta sendo as temperaturas dos termopares no interior da ferramenta usadas para a
investigagao. Grzesik (1999) concluiu que a temperatura média da interface pega-ferramenta
é influenciada pelas propriedades térmicas do material base e do revestimento. Em particular
ele concluiu que a condutividade térmica da ferramenta e da camada afetam significamente
a temperatura da interface.

Em seu trabalho, Grzesik (1999) concluiu também que o uso de revestimento contribuiu
bastante para a reducao de atrito na interface de corte que resulta também no decréscimo de
geracao de calor e reducao da temperatura na interface cavaco ferramenta. Entretanto, ocorre
também uma redugao no comprimento de contato da regiao de interface o que representa uma
protecao da difusao da ferramenta. Esse efeito, porém faz com que o calor gerado por area
aumente e fique localizado.

Du, Lovell & Wu (2000) estudaram ferramentas revestidas considerando um problema tér-
mico unidimensional em regime permanente de duas camadas, com condigoes de contorno de
isolamento térmico e temperatura prescrita. Os autores apresentam duas técnicas para deter-
minar o campo de temperatura com materiais que continham revestimentos finos. A primeira
técnica baseou-se em elementos finitos cujo revestimento possuiu uma espessura limite e, o
segundo método, mais eficiente computacionalmente, baseou-se em aproximagoes por uma
unica camada, cuja aplicacao é voltada a revestimentos muitos finos. Exemplos comparando
as duas técnicas foram apresentados considerando apenas uma camada de revestimento, e
trés tipos de revestimento distintos. Os autores concluiram que o método de aproximacgoes
por uma camada foi mais eficiente quando o revestimento possui espessura muito fina.

Wu & Chu (2004) abordaram um problema térmico unidimensional, em regime transiente,
constituido por duas camadas, cujas condi¢oes de contorno sao fluxo de calor prescrito em
ambas as extremidades. Para obtencao da solu¢ao numérica usou-se o método de Diferencas
Finitas. O objetivo principal desse trabalho foi determinar o comportamento térmico da
temperatura na interface do substrato de pelicula fina. Nesse estudo os autores consideraram
o efeito de resisténcia térmica na interface e com isso os resultados numéricos mostraram
uma queda brusca de temperatura na interface.

A obtencao da temperatura na interface cavaco ferramenta tém sido um dos principais
focos da usinagem ha varias décadas, mas agora esse problema tornou-se mais importante
devido ao uso mais amplo de revestimentos avancados para ferramentas de corte. Pratica-
mente, ha uma falta de programas de simulacao para previsao das temperaturas na zona de
corte ao usinar-se com ferramentas de corte com revestimento diferente (NIESLONY, 2004).

Nieslony (2004) usaram um algoritmo baseado em Elementos Finitos para determinar a

temperatura de uma ferramenta de ago AISI 1045 usada em um processo de corte ortogo-



nal revestida na interface ferramenta-cavaco. Eles mostraram que dependendo do tipo de
revestimento da ferramenta, a area de contato entre a ferramenta e o cavaco e a tempera-
tura média na interface de contato ferramenta-peca sao modificadas. Os autores chegaram
a esta conclusao, mesmo nao provando que o revestimento é capaz de isolar o substrato da
ferramenta.

Grzesik (2005) considerou um modelo bidimensional 2D, que simula uma ferramenta reves-
tida, cujas as condigoes de contorno estao submetidas a um efeito por conveccao. Obteve-se
a solugao pelos métodos analitico (hibrido) e numérico, cujo objetivo do estudo é analisar a
melhor técnica para obtencao da distribuicdao de temperatura. As temperaturas em dois pon-
tos, na ferramenta e no revestimento. As técnicas (hibrida e numérica) forneceram resultados
satisfatorios, porém o autor relata que a a solugdo numérica pode ser ajustada/melhorada
considerando-se dados com reais, o estudou usou-se dados fornecidos pelo fabricante.

Brito et al. (2009) apresentaram um problema térmico tridimensional em regime transi-
ente, de duas camadas, considerando condigoes de contorno por conveccao e fluxo de calor
conhecidas. Obteve-se a solugao do problema numericamente, usando o pacote comercial
ANSYS (Academic Research,v. 11.), baseado em Elementos Finitos. O objetivo da obtencao
da solucao numérica foi aplica-la em ferramentas de metal duro revestidas. Analisaram-se
quatro casos com ferramenta de corte revestidas, usando uma unica camada de revestimento,
variando sua espessura e dois tipos de fluxos de calor utilizados na interface ferramenta-
cavaco. Com isto, obtiveram-se os campos de temperaturas nas ferramentas de corte e uma
analise numérica da influéncia térmica deste revestimento foi apresentada.

Armando et al. (2009) analisaram um problema térmico bidimensional em regime perma-
nente de duas camadas, sujeita as condi¢oes de contorno de isolamento térmico e fluxo de
calor por conveccao. Para obtencao da solucao numérica usou-se um método computacional
de dinamica dos fluidos (CFD). A fim de aplicar a solu¢ao numérica em fornos industriais, os
autores propuseram uma analise da transferéncia de calor numa parede de um forno incluindo
uma camada de ar. A analise consistiu no estudo da transferéncia de calor na camada de
ar para determinar o fluxo de calor que passa através da parede do forno. Nesse estudo, a
espessura da camada de ar foi determinada para identificar o principio da conveccao natural,
o que representou uma reducao do efeito de isolamento na parede do forno. Além disso, foram
analizadas diferentes combinacoes de espessura de camada de ar para melhorar a capacidade
de isolamento da parede. Com esse estudo, os autores concluiram que uma camada de ar
com 10 ¢m de espessura apresenta a melhor capacidade de isolamento.

A importancia dos revestimentos em ferramentas cresceu na industria metal mecanica,

em particular nas ferramentas de usinagem, em razao da protecao contra o desgaste. Esses



revestimentos consistem de uma ou mais camadas de materiais diferentes da base, propiciando
uma flexibilidade na selecao dos sistemas de acordo com as necessidades de cada aplicacao.
Uma das vantagens em usar revestimento em ferramenta de corte é a redugao do desgaste
da ferramenta protegendo a ferramenta de uma temperatura mais elevada. O revestimento
de ferramentas de metal duro ganhou uma importancia muito grande, pois tal revestimento
pode garantir um desempenho bem superior a ferramenta sem revestimento na usinagem de
materiais ferrosos, sendo estes os materiais mais usados na indistia mecanica (MACHADO
et al., 2011).

Na industria, as ferramentas de corte, por exemplo, quase todas sao revestidas com ca-
madas finas de carboneto de titanio (TiC), carbonitreto de titanio (TiCN), cobalto (Co),
nitreto de titanio (TiN) e 6xido de aluminio (Al2O3) que proporcionam um menor desgaste,
com caracteristicas de isolamento térmico. Ambas as combinacoes desses revestimentos sao
depositados em metal duro ou ago de alta velocidade (DU; LOVELL; WU, 2000). Normal-
mente, a espessura das camadas de revestimento pode variar entre 4um e 12um Machado et
al. (2011).

Nieslony W. Grzesik (2013) desenvolveram-se um experimento para investigar a influéncia
de parametros (andlise de sensibilidade, temperatura média da interface e forcas de corte)
durante um processo de torneamento simples sobre um arranjo ortogonal, considerou-se para
o experimento uma ferramenta C45 (AISI 1045) de ago carbono revestida carboneto. O
objetivo do trabalho foi analisar os dados obtidos comparando-os com resultados obtidos
pela literatura por técnicas numérica. Os autores concluiram o trabalho obtendo-se resultados
satisfatérios com erros inferiores a 15%.

Brito R.F.; Carvalho (2015) propuseram uma geometria para representar o modelo nu-
mérico do problema de usinagem. Para isto os autores utilizaram uma técnica inversa nao
linear de condugao de calor juntamente com o programa comercial COMSOL. Assim, o fluxo
de calor e o campo de temperatura na ferramenta durante a usinagem foram determinados.
Experimentos foram conduzidos com o objetivo de validar os resultados numéricos obtidos.

Garcia-Gonzales Wilfredo Moscoso-Kingsley (2016) tiveram como objetivo investigar as
mudancas de temperatura na interface da ferramenta quando aplica-se um revestimento.
A ferramenta usada nos testes foi uma ferramenta YAG revestida com TiN, considerou-
se uma espessura de 100nm de revestimento. Para medir a temperatura na interface da
ferramenta durante o processo usou-se termografia infravermelha. Usando esse método os
autores concluiram que o desempenho da ferramenta é alterado de acordo com o revestimento
usado e o revestimento de TiN apresentou um menor desgaste a ferramenta.

Ferreira (2017) analisou os efeitos térmicos de revestimentos em uma ferramenta de metal



duro durante o processo de torneamento, usando o programa COMSOL Multiphysics 5.2
e uma técnica de problemas inversos. O modelo térmico consiste em uma ferramenta de
metal duro, um porta-ferramentas e um calco e é descrito pela equacao de difusao de calor
tridimensional transiente que foi resolvida usando o programa COMSOL. O modelo esta
sujeito as condigoes de contorno de conveccao e radiacao nas regioes expostas ao ambiente e
fluxo de calor prescrito na interface de contato cavaco-ferramenta. Usa-se o método de Funcao
Especificada para a solucao do problema inverso. As temperaturas na interface cavaco-
ferramenta para as ferramentas de corte sem revestimento e revestidas foram determinadas.
Para ambos os materiais do revestimento na ferramenta de corte revestida, a temperatura na
interface cavaco-ferramenta foi superior quando comparado com a ferramenta de corte sem
revestimento.

Como visto, existem muitos trabalhos que abordam solu¢oes numéricas de problemas tér-
micos multicamada cuja as aplicagoes sao voltadas para o estudo de ferramenta revestida,
porém existe uma limitagao da solugao numérica quando deseja-se que a espessura do re-
vestimento seja muito fina, isso foi verificado em Oliveira (2015). Esse problema se deve
a transicao necessaria para a construcao da malha numérica. Normalmente o dominio tem
dimensoes da ordem de milimetros enquanto a camada de revestimento é da ordem de micro-
metros. Como o refinamento da malha, na regiao do revestimento deve ser inferior a camada
(micrémetros), uma malha adequada acarreta em milhdes de nés que por sua vez torna muito

onerosa a técnica numérica.

2.3 Solucoes analiticas em conducao de calor multica-

madas com aplicacoes em ferramentas revestidas

Haji-Sheikh & Beck (2002), apresentaram uma proposta para o desenvolvimento e obten-
¢ao da solucao analitica de problemas envolvendo multicamadas. Considerou-se um problema
de transferéncia de calor por conducao tridimensional em regime permanente, constituido por
duas camadas. Uma tabela com as equacoes transcedentais para obtencao dos autovalores
¢ apresentada. Considerando um modelo unidimensional foram apresentados trés exemplos
numéricos.

O trabalho de Rech, Battaglia & Moisan (2004) apresentaram uma solugao analitica de
difusao de calor unidimensional e tridimensional sujeito as condigoes de contorno de fluxo
de calor em uma das extremidades e efeito de conveccao na extremidade oposta, afim de
aplica-la em ferramentas revestidas para uma melhor compreensao do fluxo de calor imposto

no substrato da ferramenta durante uma operacao de torneamento, sem considerar a sua



influéncia tribolégica. Para obter o modelo de transferéncia de calor da ferramenta usou-se
um método analitico baseado em quadripolos. Varios exemplos foram apresentados, variando-
se a espessura do revestimento.

A limitacao da técnica do quadripolo reside na necessidade do conhecimento do fluxo de
calor e temperatura nas surperficies e interface, o que na pratica nem sempre é possivel.

Singh, Jain & Rizwan-uddin (2007) abordaram em seu trabalho um problema de condugao
de calor em uma geometria cilindrica bidimensional em regime transiente composto por trés
camadas. Determinou-se a solucao analitica usando coordenadas polares e o método de
separagao de variaveis. Os autores relataram que um cuidado deve ser tomado na obtencao
dos autovalores, uma vez, que problemas bidimensionais ou tridimensionais podem apresentar
autovalores imaginérios (numeros complexos), dependendo das configuragoes do problema
(modelo). Afirmaram também que a solugao é vélida para qualquer combinagao de contorno
do primeiro ou segundo tipo. Apesar do trabalho apresentar uma solugao analitica 2D, é bem
rico em termos dos calculos dos autovalores, detalhando a obtencao do mesmo.

Zhang (2008) apresentou uma solugao analitica em conducao de calor unidimensional de
dupla camada, em regime permanente usando-se o método de transformada de Laplace, o
problema em questao modela uma ferramenta revestida. O objetivo do trabalho foi a ob-
tencao da distribuicao de temperatura. O estudo mostrou que os materiais e propriedades
térmicas usados como revestimento/espessura e substrato influenciam na distribui¢ao de tem-
peratura, isso também foi observado no trabalho de Nieslony (2004). Encontra-se em Zhang
(2008) alguns dados para selecionar materiais de revestimento apropriados para reduzir a
temperatura na interface ferramenta/revestimento.

Belghazi, Ganaoui & Labbe (2009) trataram de um problema térmico de transferéncia
de calor, unidimensional, em regime transiente composto por duas camadas, submetido a
uma fonte de calor em movimento. Nesse trabalho, considerou-se a resisténcia de contato.
O método para obtencao da solugao analitica, consistiu na derivacao da parte homogénea da
solugao usando o método de separacao de varidveis e expressando o termo fonte em forma de
série. Mostrou-se que a convergéncia da série é alcancada para os primeiros vinte autovalores
usando o método de Newton-Raphson. Os autores afirmaram que este modelo analitico pode
ser usado também para estimativa da resisténcia térmica entre os contatos das camadas.

Singh, Jain & Rizwan-uddin (2011) apresentaram em seu trabalho uma solucao analitica
baseada no método da transformada integral (FIT) para obter a distribuicdo de tempera-
tura. Tratou-se portanto de um problema térmico unidimensional, em regime transiente
composto por trés camadas, submetidas a condi¢oes de contorno do segundo tipo. A solucao

analitica, obtida em um sistema de coordenadas cilindricas, mostrou-se valida para qualquer
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combinacao de condigoes de contorno nao homogéneas.

Kayhani, Norouzi & Delouei (2011) analisaram um problema térmico de transferéncia de
calor, em regime permanente composto por duas camadas. A solucao analitica foi obtida
em um sistema de coordenadas cilindricas usando-se o método de separacao de variaveis. Os
autores propuseram esse estudo como instrumento para aplicagao em um tubo de refrigeracao
composto de duas camadas, com um fluxo de calor variando na espessura do tubo. Observou-
se que foi possivel aplicar o método de separacao de variaveis para obtencao da solucao
analitica devido as condigoes de contorno serem homogéneas.

Norouzi et al. (2016) apresentaram uma solugao analitica bidimensional de dupla-camada
em uma dire¢ao, também usando-se coordenadas cilindricas. Para avaliar a capacidade da
solucao analitica proposta, duas distribuicoes de fluxo de calor externos diferentes foram mo-
delados e aplicados a superficie exterior do cilindrico composto. Devido a importancia do
conhecimento sobre os valores maximos de temperatura, graficos foram apresentados mos-
trando estes valores em funcao de dois parametros importantes para ambas as distribuicoes
de fluxo de calor externas. Os autores concluiram o trabalho relatando que o estudo ¢ 1til
para as analises de tensoes térmicas, fratura térmica e processos de producao.

R.Rodrigo & L.Worthy (2016) apresentaram uma solu¢ao analitica unidimensional mul-
ticamada cujas as condicoes de contorno sao nao homogéneo, usaram-se o método de trans-
formada de Laplace para obtencao da solugao analitica, os autores desprezaram o efeito de
contato. Alguns exemplos para mostrar a distribuicao de temperatura sao apresentados.

Carr (2018) apresentou um método semi-analitico para desenvolvimento de solugbes em
conducgao de calor multicamada onde tem-se condigoes de contorno transiente. O modelo
apresentado é unidimensional constituido por varias camadas. O objetivo principal deste
trabalho foi homogeneizar as condicoes de contorno. Um estudo numérico foi apresentado
para analisar a taxa de convergéncia dos autovalores. Os autores relataram que o método
semi-analitico é capaz de obter resultados satisfatorios quando tem-se condi¢oes que variam
com o tempo.

SHAN Xu ZHANG (2018) apresentaram um modelo melhorado em condugao de calor de
dupla camada, unidimensional e transiente baseado no método proposto em Komanduri-Hou
e o modelo de Huang-Liang, nesse método consideram-se uma fonte de calor em movimento.
Comparagoes dos dados obtidos pelo modelo proposto e resultados experimentais sao apre-
sentados. Os resultados experimentais mostraram-se consistentes com os do modelo proposto
obtendo uma diferenca relativa de temperatura de 0,49%.

Observa-se, que varios autores abordam o desenvolvimento de solucoes analiticas multi-

camadas com aplicacoes em ferramentas revestidas. Entretanto, a maioria delas se restringe
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a problemas uni e bidimensionais com regime permanente.

Neste trabalho propoem-se o procedimento desenvolvido por Haji-Sheikh & Beck (2002)
para obtencao da equagao-solucao analitica tridimensional decorrente de um problema tér-
mico, transiente em conducgao de calor multicamada. A contribuicao deste trabalho é a
obtencao da solucao analitica 3D multicamada considerando condigoes de contorno especifi-
cas, isto é, um fluxo de calor em uma area pré determinada na dire¢ao que tem-se a geometria
de dupla camada, e usa-se 0 método de Fungoes de Green (FG). Uma outra contribuicao é
o desenvolvimento para obtencao das auto-funcoes necessarias para adequar a funcao em
termos de (FG) o que ¢ inedito na literatura.

Como mencionado, o objetivo do trabalho é aplicar a técnica de problema inverso para
obtencao do fluxo de calor imposto em um processo de usinagem usando ferramentas reves-
tidas. Embora uma revisao completa de trabalhos voltados a solucao de problemas inversos
seja interessante para o estabelecimento do estado da arte desta linha de pesquisa, o objetivo
agora ¢ a apresentacao sucinta de algumas técnicas existentes neste campo, cuja as aplicagoes

sao voltadas & multicamadas.

2.4 Problemas inversos aplicados a multicamadas

Na literatura, uma variedade de aproximacoes analiticas e numéricas sao propostas para
a solucao dos problemas inversos em conducao de calor. Dedica-se essa secao para alguns
trabalhos que abordam problemas inversos aplicados a multicamada.

A técnica de filtragem de Kalman tem sido usada por varios autores para resolver proble-
mas inversos, que consistem em utilizar medicoes de grandezas realizadas ao longo do tempo
(contaminadas com ruido e outras incertezas) e gerar resultados que tendem a se aproximar
dos valores reais das grandezas medidas e valores associados. Dentre eles, destaca-se (TUAN
et al., 1996), (NAJAFI; WOODBURY; BECK, 2015¢c) e (NAJAFI; WOODBURY; BECK,
2015a).

(TUAN et al., 1996) e (NAJAFT; WOODBURY; BECK, 2015¢) abordaram uma meto-
dologia para a solucao de um problema inverso em conducgao de calor em tempo real. O
objetivo foi estimar duas distribuicoes de fluxo de calor distintas aplicadas em duas super-
ficies de contorno. Um algoritmo de minimos quadrados é apresentado e fornece a relagao
recursiva entre o valor observado do fluxo de calor desconhecido e o valor teérico de Kalman.
O objetivo do trabalho (NAJAFI; WOODBURY; BECK, 2015¢) também foi estimar o fluxo
de calor, porém a solucao foi desenvolvida com base no mininos quadrados dos erros entre

as temperaturas estimadas e medidas em relacao ao fluxo de calor desconhecidos. Duas ex-
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periéncias numéricas foram desenvolvidas utilizando o software ANSYS para demonstrar o
desempenho da solucao proposta. A solucao apresentada pode ser utilizada para calcular os
fluxos de calor quase em tempo real em uma variedade de aplicacoes, incluindo a témpera
do metal. Em tempo real a medicao precisa de fluxo de calor melhora a controlabilidade de
numerosos processos industriais.

(MAILLET; MOYNE; REMEY, 1999) tem por objetivo analisar a influéncia de uma ca-
mada extra na medicao da difusividade térmica. O modelo tedrico foi obtido pela solucao
da equacao de transferéncia de calor unidimensional em termos de quadripolos. Uma aproxi-
macao por série de Taylor do modelo tedrico foi apresentada. Para obtencao da difusividade
térmica usou-se o método flash, esse método é usado especificamente para determinar difu-
sividade térmica. Dois exemplos numéricos também foram apresentados, um com material
condutor e o outro com material isolante, os resultados mostraram que em ambos casos o fato
de existir uma camada extra modifica significativamente a difusividade térmica, os autores
relataram que para uma melhora nos resultados seria viavel diminuir a espessura da camada
extra.

Outra técnica bastante usada é o método do gradiente conjugado com equacao adjunta.
Essa técnica baseia-se num processo de otimizagao com regularizacao iterativa, ou seja, os
resultados da minimizacao da funcao objetivo tendem a se estabilizar em funcao do niimero
de iteracoes. Esta metodologia pode ser empregada para a solucao de problemas inversos
lineares e nao lineares, como também em problemas de estimacao de parametros. Além disso,
o parametro a ser estimado pode ser a condigao do contorno (fluxo de calor ou temperatura
superficial) ou propriedade térmica (condutividade ou difusividade). Em todos os casos nao
é necessario que se tenha conhecimento prévio sobre a forma funcional destes parametros.
Usando essa técnica, Lima (2001) estima a taxa de transferéncia de calor na interface cavaco-
ferramenta de um problema de usinagem.

Beck, Blackwell & Clair (1995) utilizaram o teorema de Duhamel, a expansao em série
de Taylor e a otimizacao por minimos quadrados na elaboracao do método da Funcao Es-
pecificada que é, até hoje, uma das técnicas de solucao de problemas inversos mais usadas.
A técnica consiste na minimizacao sucessiva do erro estimado para apenas o tempo atual e
alguns passos de tempo futuros. Este método apresenta robustez aos ruidos presentes nos
dados, é de facil implementacao e nao exige grande poder de processamento.

Alguns pesquisadores tém proposto adaptacoes desse método buscando a minimizacao
dos problemas decorridos com a existéncia de erros de medigao. Observa-se isso no trabalho
Ling, Cherikuri & Keanini (2005), usou-se passos de tempo que sdo maiores que 0s pequenos

intervalos experimentais de amostragem, bem como passos de tempo futuros que sao iguais
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aos 6 intervalos de amostragem. Esta técnica modificada proporciona uma supressao mais
rapida do erro, melhora a estabilidade e precisao atuando com niveis comparaveis de dados
truncados e erros nas medidas de temperatura.

T.WeiY & S.Li (2009) propuseram um método de regularizagao para determinar parame-
tros presentes nas condigoes de contorno. O modelo apresentado trata-se de um problema
unidimensional transiente com um dominio multicamada.A solugdo numeérica é baseada no
uso do método de solugoes fundamentais e uma técnica discreta de regularizagao de Tikho-
nov. Aplicaram-se a regra de validacao generalizada para a escolha de um parametro de
regularizacao para obter uma aproximagao numérica estavel. Experimentos numéricos para
cinco exemplos mostram que o método proposto é efetivo e estavel.

(NAJAFT; WOODBURY; BECK, 2015b) apresentaram uma solu¢ao de problema inverso
em conducao de calor em um meio de multi-camada. A medicao de temperatura foi feita
em duas localizagbes no interior da camada. Uma solugao foi proposta para resolver esse
problema com base no método de minimos quadrados dos erros entre os valores calculados
e conhecidos usando regularizacao de Tikhonov para a estabilidade da solucao. O algoritmo
resultante é escrito em forma de filtro. A solucao em forma de filtro pode ser utilizada para a
estimativa em tempo real do fluxo de calor. A solucao proposta é entao demonstrada através
de diversos experimentos numéricos. Os resultados sao comparados com as solucoes exatas e
pode-se perceber uma boa concordancia entre os resultados apresentados nos trés casos.

Mishra Kirk D. Dolan (2016) desenvolveram um instrumento ("Thermal Properties Cell’)
baseado em um método rapido nao isotérmico para estimar propriedades térmicas dependen-
tes da temperatura. A novidade do instrumento estd na sua capacidade de analisar dados
de temperatura transiente usando uma forma nao-linear, cujo modelo é de dupla camada
bidimensional. Condutividades térmicas de diferentes materiais foram testadas.

Uma analise para determinar condicoes de contorno nao homogéneas é apresentada por
M.Lei M.Li (2018), o modelo em estudo é decorrente de um problema unidimensional mul-
ticamada, a distribuicao de temperatura é obtida pelo método de elementos finitos. Trés
exemplos numéricos sao apresentados para validar a precisao do método.

Compreender a transferéncia de calor usando a equacao da bio-transferéncia ¢ muito im-
portante para aplicagoes clinicas. No trabalho Li Chenlin Li (2018) usaram a teoria termo-
elastica sem dissipacao de energia para investigar a transferéncia de calor com propriedades
térmicas varidaveis. A equacao do modelo sao obtidas pelos métodos de transformada de
Kirchhoff e Laplace. Exemplos numéricos sao apresentados.

Existem ainda varias ferramentas numéricas de otimizacao que podem ser usadas para

solugao de problemas inversos. Nestes casos as ferramentas sao usadas para ajustar a resposta



14

medida a resposta calculada tendo como variavel de projeto a entrada desconhecida.

Observa-se, que os problemas em conducao de calor multicamada tem uma grande apli-
cabilidade, porém a maioria dos trabalhos encontrados na literatura abordam solugoes semi-
analiticas ou numéricas.

Como mencionado, a proposta do trabalho é o desenvolvimento da equagao-solugao ana-
litica 3D multicamada transiente. Obtida a solugao analitica do problema térmico 3D (pro-
blema direto) é possivel aplicar a proposta deste trabalho, que é estimar o fluxo de calor
gerado em um processo de usinagem (problema inverso) pelo método (TFBGF). Propoem-se

também, como ja mencionado, a adaptacao desse método para materiais compostos.



Capitulo 3

FUNDAMENTOS MATEMATICOS

3.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo o desenvolvimento para a obtencao da solucao do problema
direto e inverso em conducao de calor unidimensional transiente de duas camadas. Apresenta-
se também, a obtencao da solucao analitica do problema direto 3D de dupla camada.

Inicialmente, apresenta-se a solugao analitica de dupla camada do problema direto uni-
dimensional, em termos da aplicacdo de um fluxo de calor discreto. A partir da Funcao de
Green que descreve o problema de transferéncia de calor, mostra-se uma metodologia para
identificacao e obtencao da funcao de transferéncia analitica por meio de Funcgoes de Green
para problemas de conducgao de calor com meio compostos.

Usam-se as funcoes de transferéncia para caracterizar a relacao entre entrada e saida
de um sistema dinamico, respectivamente representadas por z(t) e y(t). Pode-se portanto,
tracar uma equivaléncia entre sistemas dinamicos e problemas de condugao de calor, ambos
descritos por um conjunto de equagoes diferenciais. Desta forma, o fluxo de calor é tratado
como entrada (excitacao) do sistema, e o campo de temperatura como resposta (causa) a
esse fluxo (FERNANDES, 2013).

A obtengao da solucao analitica de um problema de conducao de calor 3D transiente
multicamada requer procedimentos mais elaborados que a solugao de problemas de uma tinica
camada, tanto para adequar a equacao-solugao em termos de Funcoes de Green, quanto para
obtencao dos autovalores. Apresenta-se também, os calculos necessarios para obtencao das

autofuncoes e dos autovalores do modelo térmico multicamada.

15
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3.2 Problema térmico 1D Y2(C'12

O problema térmico unidimensional (1D) de conducao de calor mostrado na Fig. 3.1 é
definido por uma placa plana, com duas camadas, submetida a um fluxo de calor, q(t) em
x = 0, e a condicao de isolamento térmico na superficie oposta, x = L, cujas propriedades
termofisicas sao diferentas em cada camada, delimitada por = b. O problema é referenciado
como X2C12 por (HAJI-SHEIKH, 2014).

A g
L g
________ " S
—| camada j camada E
=

1, 2 f

q(t) : E 7 X
— 1 g
E— 1 E
— L

Figura 3.1: Problema térmico: placa plana, com duas camadas, submetida a um fluxo de
calor em x = 0, e a condicao de isolamento térmico na superficie oposta, © = L.

Descreve-se matematicamente, o problema da Fig. 3.1 representado pela equagao da di-

fusao de calor unidimensional

o*ny 10Ty
= —— 0<z<bh 3.1
0x? o Ot =T (3.1a)
Ty, 10Ty
= —— b<x<L 3.1b
ox? oy Ot =T ( )
Sujeita as condigoes de contorno
8T1 8T2
—k1— =q(?); —ko— =0 3.1
1 Ox - Q( )a 2 O - ( C)
e condigoes de continuidade
Tllx:b = TQ’x:b (31d>



17

0Ty oT,
Skl = 2 )
1, . ka or |, (3.1e)
e a condicao inicial
Ty(x,0) = Ty(x,0) = F(x) =Ty (3.1f)

3.2.1 Solugao analitica do problema direto

A solugao do problema direto dado pelas Egs. (3.1a) - (3.1f) foi obtida pelo método de
fungoes de Green e encontra-se em Oliveira (2015).

Uma das vantagens das funcoes de Green é a sua facil transposi¢ao para problemas mul-
tidimensionais (2D e 3D), uma vez que, as fung¢oes de Green 2D ou 3D podem ser obtidas
pelo produto de problemas unidimensionais. Outra vantagem é a sua capacidade de resolver
problemas com condic¢oes de contorno complexas, como fluxo de calor com variacao espacial
e temporal (FERNANDES, 2013).

A solucao analitica do problema (OLIVEIRA, 2015) é dada por:

1

Qq - Xln/t Y (t_)/gc2 ! ! !
= — e T Xin(xNg(t)o(x" — 0)dx'dr
PN [ X 0

t ) /
Ty(z,t) = al/ / Gn(aj,t|x’,7)w¢c’d7
0 1

. (3.2a)
Qg Xln(fU)Xm(O) /t —An(t—7)
= ; N i q(t)e dr

Q1 = cos(yx)cos(0) /t An(t—7)
_ t n T d
i N, ) 1e !



18

t D) /
Tg(a:,t):m// Gm(x,t\x’,T)de’dT

= > N / “An(t= T)/ Xin(2)q(t)6(x' — 0)dx'dr

-a ZXm( ])vifln(o)/ g(B)e gy

n;1 0 (3.2b)
- ; 135 {[cos(nb)cos(vb) (2) (7) sen(vb)sen(nb)} cos(nz)

+ {cos(vb)sen(nb) - <Z;) (”) Sen(yb)cos(nb)] Sen(n:ﬂ)}cos(O)

¢
X / q(t)e " ""dr
0

onde )\, sao os n autovalores e v e n estao relacionados com \ pela seguinte expressao

2 2
7= 2—1 e = 2—2 (3.3)
Observa-se das Egs. (3.2a) - (3.2b) que o problema direto se estabelece caso o fluxo
de calor seja conhecido, restando apenas o cdlculo das integrais. Por exemplo, se o fluxo
de calor é constante ou somente dependente da posicao, ou ainda uma funcao exponencial,
q(t) = c1e=2% com ¢; e ¢o ndo nulos, a solucao ¢ facilmente determinada de forma analitica.
Entretanto, em uma situagao real o fluxo de calor, ¢(t), ndo é descrito por uma expressao
analitica, uma vez que sua natureza ¢é discreta. Nesse caso, a solucao poderia ser chamada
de “hibrida”; pois a integral é necessariamente calculada a partir da discretizacao do fluxo de
calor, (FERNANDES, 2013).

3.2.2 Solucgao hibrida

A solucao hibrida é uma alternativa para casos reais onde o fluxo de calor nao é constante.
Nesse caso, o fluxo de calor experimental (dados discretos) é representado como um vetor
onde cada componente é um valor de fluxo, e esse fluxo é considerado constante para cada
intervalo de tempo, como mostra na figura, ou seja, q(t) = [q1,42,q3,* ,qn] sendo g, a
componente para o intervalo Ay=t,,1 —t, comn =1,2,--- N — 1 (FERNANDES, 2013).
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q(t)

N

T N R T R T T B e .

Figura 3.2: Fluxo de calor discreto.

Sendo assim, a integral que aparece nas Eqs. (3.2a)-(3.2b) pode ser expressa por

t t2 i3
/ q(t)e M dr = / e dr 4 / e M dr 4.
0 ¢

1=0 to

(3.4)

t’!LJrl 5 1 N—-1 ) ,
+/t qne_A"(t‘T)dT = oy Z qn(e—kn(tnﬂ) _ e—An(tn))
" n" n=1

Entao, a solugao de temperatura dadas pelas Eqgs. (3.2a)-(3.2b) podem ser reescritas da

seguinte maneira

a1 <= cos(yr)cos(0) 1 -

1 )2 )2

Ll ) = kr 2 N, a2t D gu(e Mt — e altn)) (3.5a)
n=1 x n" on=1

Ty(ot) = 3 2 Ni { {cos(nb)cos(vb) + (%) (%) Sen(vb)sen(nb)} cos(n)

n

+ {cos(yb)sen(nb) - (:—;) (1) sen(vb)cos(nb)} sen(nx)}cos(@) (3.5b)

n
1 N-—1
. Z q (e—A%(th) _ e—A%(tn))
—\2¢ "
n" n=1

Para validar a solucao hibrida dada pela Eq. (3.5), obtém-se a solucao analitica conside-

rando o fluxo de calor, ¢(t) = c;e™" na Eq. (3.2) e assim, resolvendo as integrais no tempo
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das Egs. (3.2a)-(3.2b) obtém-se

o1 o= cos(yx)cos(0) ¢y (e~ — e Aut)
— Z o Yo (3.6a)

Ty(w,0) = i Ni { [cos(nb)cos(”yb) + (Z—;) (%) sen(yb)senmb)} cos(nz)

+ {coZ(’yb)sen(nb) - (:—;) (%) sen(’yb)cos(nb)} sen(n:r;)}cos(O) (3.6b)
(et — )

A%_CQ

X

As solugoes dadas pelas Eqgs. (3.5)- (3.6) sdo implementadas no MATLAB com as se-
guintes caracteristicas fisicas e geometricas: k; = 401[W/m - K|, ko = 401[W/mK], oy =
17E5[m?/s], ag = 11TE~%[m?/s|, Ty = 0[°C], L = 5E~?[m] e dt = 1;0, 5;0, 1;0,01[s]. Para
o fluxo de calor discreto, aplicado somente na Eq. (3.5), tem-se o vetor g, = [0 ¢ciexp(—cat)],
com ¢, = 4FE5 e co = 0,002.

Apresentam-se na tabela (3.1) comparagdes entre as solugbes puramente analitica (Eq.
(3.6)) e hibrida (Eq. (3.5)).

Tabela 3.1: Comparagao entre as solugoes obtidas pelas Egs. (3.5) e (3.6)

z=0 dt =1s dt =0,5s dt =0,1s dt =0,01s
t |Eq. (3.5) Eq. (3.6) diferenca.|Eq. (3.6) diferenca.|Eq. (3.6) diferenga.| Eq. (3.6) diferenca.

0,0 | 0,0000 0,0000 0,0000 | 0,0000 0,0000 | 0,0000  0,0000 0,0000 0,0000
1,0 | 4,0033 4,0513  0,0480 | 4,0066 0,0033 | 4,0050 0,0017 | 4,0039  0,0006
2.0 | 6,6592 6,7533 0,0941 | 6,6648 0,0056 | 6,6622 0,0030 | 6,6593  0,0001
3,0 | 9,0282 9,1498 0,01216 | 9,0359  0,0077 | 9,0233  0,0049 | 9,0323  0,0041
4,0 | 11,3479 11,4833 0,1404 | 11,3577 0,0098 | 11,3415 0,0064 | 11,3533  0,0054
5,0 | 13,6561 13,8122 0,1561 | 13,6679 0,0118 | 13,6639 0,0078 | 13,6626  0,0065
6,0 | 15,9585 15,1338 0,1753 | 15,9724 0,0139 | 15,9499 0,0086 | 15,9661  0,0076
7.0 | 18,2561 18,4578 10,2017 | 18,2722 0,0161 | 18,2658 0,0097 | 18,2649  0,0088
8,0 20,5492 20,7726 0,2234 | 20,5673 0,0181 | 20,5611 0,0119 | 20,5591  0,0099
9,0 | 22,8376 23,0789 0,2413 | 22,8578 0,0202 | 22,8511 0,0135 | 22,8487  0,0111
10,0 | 24,1213 24,3819 0,2606 | 24,2231 0,1018 | 24,1356 0,0143 | 24,1103 0,0110

Observa-se que quanto menor for o intervalo de discretizacao de tempo mais proximas

as solucoes estarao uma da outra. Mesmo para o passo de discretizacao de tempo igual
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um segundo (dt = 1 s), que é possivel de ser realizado experimentalmente, as duas solugdes
mostram-se muito proximas. A forga da solucao hibrida reside no fato que posteriormente
dada a solug@o do problema inverso, tem-se uma estimativa para o fluxo de calor. Torna-se,
portanto, necessédria a sua verificagdo/validagao, ou seja, é necessario verificar se o fluxo de

calor estimado retorna o campo de temperatura esperado (FERNANDES, 2013).

3.2.3 Funcao de transferéncia analitica

Nesta secao detalha-se o procedimento de identificacao da funcao transferéncia que é a
ferramenta usada para a estimativa do fluxo de calor.

Para obtencao da funcao de transferéncia analitica propoem-se uma metodologia baseada
na teoria de sistemas dinamicos de uma entrada e uma saida.

A anélise de sistemas dinamicos é facilitada pelo uso da transformada de Laplace, pois, ela
fornece a relagao matematica entre a entrada e saida do sistema dinamico. Em um sistema
dindmico linear, Fig. (3.3), a relagao entre a entrada e saida no dominio da varidvel complexa

s é dada pela multiplica¢ao expressa na Eq. (3.7)

x(t) y(t)
m— h(t) >

Figura 3.3: Sistema dinamico de uma entrada e saida.

Y(s) = H(s)- X(s) (3.7)
Aplicando-se o Teorema da Convolugao a Eq. (3.7), a entrada do sistema, y(t), é dada

pela convolugao entre h(t) e x(t), ou seja, a integral de convolucdo fornece a relagao entre

entrada e saida no dominio do tempo, e é dada por

y(t) = /0 h(t — 7)z(r)dr = L7Y (s)] = LTHH(s) - X(5)] = h(t) * x(t) (3.8)

Matematicamente, em termos de fluxo de calor ¢ (entrada) e temperatura 7' (saida),
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tem-se
Ti(x,t) = hy(x,t) * q(t) = /0 hy(x,t —7)q(T)dr (3.9)
To(2,t) = ha(a, 1) % g(t) = /0 Wt — Pg(r)dr (3.10)

onde a fungao h(z,t) = 0 para 7 < 0 e nas Eqgs. (3.9)-(3.10), T} e T3 séo as solugdes
de temperatura, obtida pelo probema direto e é referente a primeira e segunda camada
respectivamente.

Como a fungao de transferéncia é independente do par de entrada/saida propéem-se como
sinal de entrada (fluxo de calor), a funcao Delta de Dirac, isto é, q(t) = (t), obtendo-se as

saidas Ty (z,t) e Ty(z,t) como

Ty(z,t) = hi(z,1) % qt) = /0 ha(e,t — 7)3(r)dr = hi(z,1) (3.11)

To(w,t) = ha(a, 1) % g(t) = /Ot Bz, t — 7)0(r)dr = h(, 1) (3.12)

Nota-se, que da propriedade do elemento neutro da convolucao, tem-se h x 6 = h. Logo,
a resposta impulsiva é obtida sem a necessidade de se resolver a integral.

O problema de conducao de calor 1D, X2(C'12, e a teoria de sistema dinamico de uma
entrada e saida podem ser relacionados a partir das Egs. (3.2) - (3.11) - (3.12). Relacionando
essas equagoes € possivel obter a resposta impulsiva hi(z,t) e ho(x,t). Observa-se, que a

solugao dada pela Eq. (3.2) pode ser re-escrita da seguinte forma

O1(2,1) = T (2. 1) /GH 2,40, — 7)g(t)dr (3.13)

Oo(w. ) = To(a, ) — /G21xt|0t—r)() (3.14)
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Onde Gyy(z,t|2',7) e Goy(z,t|2’,7) é a FG do problema X2C12 e é dada pelas seguintes
Eqs. (3.15) - (3.16) (HAJI-SHEIKH, 2014).

| ,
G (x,t[0,7) Ze‘A nlt=7) Nnxln@)xm(as)
(3.15)
= Z —Aa(t=7) cos(q/x)cos(O)
N 1 ,
GQI(I7 t’07 T) = ; e_An(t_T)FnXQR(I)Xln(ZE )
— a2 (t—r) 1 kY (v
= Z e cos(nb)cos(~b) + = sen(yb)sen(nb) | cos(nz)
n—1 T 2
+ [cos(’yb)sen(nb) - (Zl> <7) sen(”yb)cos(nb)} sen(nx)} cos(0)
2
(3.16)
E ainda, considerando o fluxo de calor, ¢(t) = d(¢) nas Egs. (3.13) - (3.14)tem-se
O.(z, 1) = Ti(z,1) = %Gll(x, £0,¢ — 7) (3.17)
1
Os(z,t) = Ty(x,t) = %Ggl(as, £0,¢ — 7) (3.18)
1

Assim, comparando as Eqs. (3.11) - (3.12) e (3.17) - (3.18), conclui-se que a resposta

impulsiva para o problema de conducao de calor X2C'12 é dada por

PRECTE o B T
. ZN (3.19)

n=1 z
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[e.9]

hafit) = & ; Ni { [cos(nb)cos(vb) + (%) (%) sen(’yb)sen(nb)] cos(nz)

n

(3.20)

+ [cas(vb)sen(nb) — (2—:) (%) sen(vb)cos(nb)} sen(nx)}
Note que, se considerarmos as mesmas propriedades termofisicas nas Eqgs. (3.19) - (3.20),
isto é, ky = ko, ay = g, ¥ =1 e a relagao da Eq. (3.3) tem-se que hy(x,t) = ho(z,1t).
Uma vez obtida a funcao de transferéncia do problema X2(C'12, por meio da transformada
de Laplace da resposta impulsiva, e, com o conhecimento da resposta do sistema (temperatura
experimental ou hipotética) é possivel obter-se uma estimativa para o fluxo de calor. Este é

o procedimento proposto para a solucao do problema inverso que sera apresentado a seguir.

3.2.4 Solugao do problema inverso

Sabe-se que, para um sistema dinamico linear, a relacao entre a entrada e saida no dominio
da varidvel complexa s é dada pela multiplicagdo expressa na Eq. (3.7), ou no dominio do
tempo pela convolucao.

Assim, a andlise de sistemas dinamicos ¢é facilitada pelo uso da transformada de Laplace,
pois, ela fornece a relacdo matematica entre a entrada e saida do sistema dinamico. Em

termos do par fluxo de calor/temperatura tem-se

L[Ty(z,t)] = L[h(z,t) xq(t)] = Ti(x,s) = H(z,s) - q(s) (3.21)

L[Ty(z,t)] = Llho(z,t) xq(t)] = Ta(x,s) = H(z,s) - q(s) (3.22)

Note que as Eqgs. (3.21) - (3.22) tratam-se de uma multiplicagao, logo pode-se escrever

als) = H(glc s)

-T(x,s) (3.23)

E ainda, no dominio do tempo, aplica-se a transformada inversa de Laplace, e obtém-se
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a convolucao, em termos matematicos como

1
H(z,s) -T(z,s)

L q(s)] = L7! { } =q(t) = b x Ty (x,1) (3.24)

h(z,t)

Numericamente, esta operagao descrita pela Eq. (5.3) serd realizada no software MA-
TLAB usando as seguintes fungoes: fft e ifft, que respectivamente aplicam a transformada
rapida de Fourier e sua inversa as fungoes T', ¢ e h. Usa-se sem problemas a transformada ra-
pida de Fourier neste caso, pois, sabe-se que a transformada de Laplace é um caso particular

da transformada de Fourier.

3.3 Problema térmico 3D X33Y2('13733

Um modelo térmico equivalente para a descricao do probema de conducao de calor origi-
nado por um processo de usinagem utilizando-se ferramenta revestida de geometria definida
¢é representado pela Fig. 3.4, onde a camada 1 representa o revestimento e a camada 2 a
ferramenta (substrato). A ferramenta de corte é analisada como um corpo de geometria
retangular que é submetido a um fluxo de calor superficial.

O problema mostrado na Fig. 3.4 é um problema de conducao de calor cuja as faces, exceto
a regiao onde ocorre o fluxo de calor, estao sujeitas a uma troca de calor por conveccao. Em
um processo de usinagem de corte ortogonal pode-se identificar que as superficies laterais e
superiores estao, de fato, expostas a um meio a temperatura ambiente.

Nota-se, que o problema é constituido por duas camadas na direcao do eixo y, cujas pro-
priedades termofisicas sao distintas para cada camada, delimitada por y = b. Esse problema
é referenciado como X33Y2C'12733 por (HAJI-SHEIKH, 2014).

O problema térmico dado pela Fig. 3.4 é descrito matematicamente pela equacgao da

difusdo de calor

0’1, 0*Ty 0T 1 0T}
L L 1 Lo

Ox? Oy? 022 oy Ot (3.25)

T, 0T, 0T, 1 0T,
_ - 92 .25b
0x? + oy? * 072 g Ot (3.25b)




26

h4

y
hé A
\&
z &
z=R T N /)780',9
Cap e
h1
h3
Figura 3.4: Problema X33Y2C'12733
Sujeito as condigoes de contorno na direcao x,
8T1 a771
—k1— =—h (T —Ty); —k1— = ho(T — T 3.25
L. L 1 ) L. . o ) (3.25¢)
na direcao y,
oT; oT:
—k18—1 = —hy(T — Tw); —kga—Q = —q(t) + ha(T — Too) (3.25d)
na direcao z,
6T1 aTl
—k1— = —hs(T —T,); —k1— = he(T — Ty 3.25
19, . 5( ) 15, L o ) (3.25¢)
e as condicoes de continuidade
0Ty 0Ty
Til,oy = Talymp s —k1—— = —Ry—— (3.25f)
y=>b y=>b dy b dy b
e a condicao inicial
Ti(z,y,2,0) =Ty(z,y,2,0) = F(z,y,2) — Tw (3.25g)

As equagoes (3.25a) - (3.26g) podem ser homogeneizadas definindo-se a variavel § =

T —T,, assim

0%0,  0%0, 0?0, _ 106

= —— 2
0x? + 0y? + 022 «y Ot (3:262)
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09, 00, 0%, 106,

= —_— -2 b
Ox? * oy? + 022 g Ot (3.26b)
Sujeito as condicoes de contorno na diregao x,
691 . 891 o
_kla_x -, = —h101, —]{?1% . = h26’1 (326C>
na direcao y,
00 00
- 10_1 = —hs01; _k28_2 — haly = —q(t) (3.26d)
Y y=0 Y y=W
na direcao z,
8‘91 a91
B S . ke — = 2
kl 92 - h591, kl 92 . h661 (3 68)
e as condicoes de continuidade
00, 004
9 — 9 : g 2L S 3.26f
1’y:b 2|y:b, 1 oy - 2 ay o ( )
e a condigao inicial
91($,y,2,0) :92<$ay7z70) :F<$ay>z)_Too (326g>

Observa-se ainda que o problema descrito pelas Egs. (3.26a)-(3.26g) é equivalente ao
problema com geracao de calor “superficial” em y = W, isto é, g(x, W, z,t) = q(t)d(y —
W) e fluxo de calor nulo em y = W. Desta forma, supondo que a nao homogeneidade
associada a condicao de contorno em y = W é removida por meio da adicao da funcao
g(x, W, z,t) & equagao diferencial referente a camada 1 Eq. (3.26). Portanto, o problema

descrito anteriormente é equivalente ao que é dado pelas seguintes equacoes:

8291 8291 8201 4 g(l’, VV, Z,t) . i@@l

(91'2 * 3y2 + 322 k?l n Oélg (327a>




09, 00, 0%, 106,

ox? + Oy? + 022 ay Ot

Sujeito as condicoes de contorno na diregao x,

00, 00,
—ky— = —hy0y; —k1— = hof
e » 1013 r. . 201
na direcao y,
0 0
- 1@ = —hsb; —kzﬁ — hybly =
na direcao z,
00 00
—kla—; - = —hs01; —kla—; e = heth
e as condicoes de continuidade
00, 004
0 =40 ; —k1— = —ko—
ly—p = 02,y e B,

e a condigao inicial

91($,y,2,0) = (92<$,y,21,0) = F(.’E,y,Z) - Too
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(3.27b)

(3.27¢)

(3.27d)

(3.27e)

(3.27f)

(3.27g)

Observa-se assim que a solucao do problema dado pelas Egs. (3.27a) - (3.27g) podem ser

obtidas pelo método de fungoes de Green.

3.3.1 Solugao analitica do problema direto 3D multicamada

Para obtencao do problema direto, tanto o fluxo de calor imposto, como as propriedades

térmicas e os diversos parametros como os coeficientes h; = h devem ser conhecidos.

A equagdo-solugao integral para problemas multicamadas (HAJI-SHEIKH, 2014) para

cada temperatura em cada regiao ¢ baseada em fungdes de Green de acordo com (HAJI-



29

SHEIKH, 2014) é dada por

M L pryjy1 pR
Hi(a:,t):z / / / Gij(z,y, z, tlx', Y, 2 0)F; (', o, 2/, 0)da' dy' d2'
Lo
/ / / gi(x, v, 2, 7)Gij (2, y, 2, 2", W, z',T)da:’dz’dT}
L

onde o primeiro termo é referente ao termo da temperatura inicial (F'(z,y,z,0)) e o

(3.28)

segundo termo estd relacionado com a condicao de contorno de fluxo de calor imposto a area
arbitraria 0 < L1 <2 < Ly < Le0 < R <2< Ry <Remy =W como mostra a Fig.
(3.5).

X

a(t)

L2

VAR

Rt R2

Figura 3.5: Problema X33Y2C'12733

Nota-se também, na Eq. (3.28) que y; <y < y;11, para j = 1,2,..., M, s@o os limites de
cada camada, e, G;;(z,y, 2, t|z',y, 2, 7) é a fungdo de Green para problemas multicamadas.
Se M =1 tem-se

Y2
91(%%%” - / / / Gll(x7y7zat|x/7y/7’z/70>F1<x,7ylazlvo)dx/dy,dz/
0 n (3.29)

¢
+ ﬂ/ / / a(x,y, 2, 7)Gu(z,y, 2, t|a', W, 2/, 7)da'd2'dr
ki Jo Ji,

onde y; = 0 e yo = W, portanto a solucao (3.29) é algebricamente idéntica a soluc¢ao do
problema 3D X33Y33Z33 de tnica camada (Anexo A).
Se M = 2, define-se duas camadas dadas pelos seguintes intervalos 0 <y <beb <y < W

onde tem-se respectivamente as camadas 2 e 1, sendo y; = W, yo = be y3 = 0. Assim, tem-se
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as solucoes de 6; e 65 definidas:

L Y2 R
el(xawa?t) = / / / Gn(x,y,z,t\x’,y’,z’,O)Fl(:U’,y’,z’,O)d:L"dy’dz'

Lo
/ / / g(x, Yy, 2, 7Gx, y, 2, t|a' W, 2’ 7)da'dz' dr
Ly

(3.30a)
+/ / / Gra(z,y, 2, t|2' ', 2/, 0) Fy (2, 2/, 0)da' dy' d 2’
Lo
/ / / G2,y 2, 7)Gralx, y, 2, t|2', W, 2’ 7)da'dz' dr
Ly
Y2
92(3:’ y? Z? t) = / / / G21(Q37 y? 27 t|x/7 y/7 ZI? 0>F1<x/7 y’? Z” O)dx/dy/dzl
Lo
/ / / g(x,y, 2, 7)Gul(x,y, 2, t|2', W, 2/, 7)da'dz'dr
f (3.30D)

—|—/ / / Go(z,y, 2, t|2' Y, 2/, 0)Fy (2, 2, 0)da' dy' d 2’
Lo
/ / / go(x, Y, 2, 7)Gaa(x, y, 2, t|2', W, 2/, 7)da'd2'dr
Ly
Como o fluxo de calor é aplicado na superficie, g(y,t) = q(t)d(y — W), isto implica que

ele ocorre em y = W, assim, ¢1(y,t) = g(y,t) e g2(y,t) = 0, portanto o segundo termo das
equagoes (3.30a) - (3.30b) sao nulos. Assim,

L Y2 R
el(Iayvz7t) = / / / G11($7y7zat|$,7yla 2/70)F1<m/ay/a z’,O)das'dy’dz’
Lo
/ / / gz, v, 2, 7Gx, y, 2, t|2', W, 2, 7)da'dz'dr (3.31a)
Ly

+// / Gra(z,y, z, |2y, 2/ 0)Fa (a2, 0)da' dy' d2’
0 Y2 0



31

Y2
0 1
t
ﬂ/ / / g1(z, v, 2, 7)Gar(z,y, 2, t|a', W, 2/, 7)da'd2'dr - (3.31Db)
Ly
L rys
+/ / / Goo(z,y, 2, t|2' ', 2, 0)Fy (2 o, 2, 0)da' dy' d 2’
0 Y2 0

Obtém-se a fungao de Green Gy;(z,y, 2, t|2’, v/, 2'T) observando-se os tipos de condigoes de
contorno nas direcoes de x,y e z, como sendo trés problemas unidimensionais independentes.
Ou seja, Gij(z,y, 2, t|lx',y', 2'T) = Gx33Gy2013G 233

Na dire¢ao x e z, tém-se as condigoes de contorno do tipo trés, que significa condicao
de conveccgao, e a funcao de Green unidimensional é facilmente encontrada em Cole et al.
(2010), porém na diregao y temos um problema unidimensinal constituido por duas camadas
submetido a condicao de conveccao em ambos os sentidos, exceto a area arbitraria onde
ocorre o fluxo de calor Fig. (3.5).

De acordo com Cole et al. (2010) na dire¢ao x, tem-se

m=1
[amcos (am(z )> + Bisen ( L( )ﬂ (3.32)
X + B1
(afn —+ BQ) [1 -+ m]
onde tan a,, = —(Bglgz), B, = hlL e By = hk?lL

Na direcao z tem se a mesma fun(;ao de green, tornando-se necessario apenas mudar a

variaveis que caracterizam o problema no eixo z. Ou seja,

Gas(21]2',7) Rzeﬂp a(t—7)/R? {vpcos (’Yp](% )) + Bysen (’Yp}(%z))]

[%COS <”/p(2)> + Bysen (m ))] (3.33)

Yp(Bs+Bs) h5R __ heR
—’Y%—Bsts 5 B5 € B = .

Como ja mencionado, na dlregao y temos duas camadas e a funcao de Green multicamada

onde tan v, =
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Gy; ¢ dada por (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002)

2 e 1
Gz’j (y, t|y/7 7') - Z G_A"(t_T)FY;n(y)an(yl% (334)
n=1 4

onde Yj,,, Y}, sao as autofuncoes que se deseja obter, a,,, A, e 7, os autovalores, os indices
m=1,--- M,n=1,--- Nep=1,--- P definem a quantidade de interacoes (autovalores)
necessarias para a convergencia das séries, dado um erro de truncamento, ¢, desejado. B; é

o numero de Biot e N, a norma, definida como

M Yi+1 9 ,
Ny = Z/ [%’n(y’)] dy (335)
j=1"Yi

Observa-se, portanto pelas Eqgs. (3.31a)- (3.31b) que para esse caso serdo necessarias as

seguintes funcoes de Green

Gu(y.tly,7) = ie‘m‘”%ﬂm(ymn(y’) (3.36)
Cralystlyo7) = gwﬂ“)]vinm(y)my') (337
Go(y,tly', 1) = ie‘ki“‘”%ﬂ%n(y)m(y’) (3.38)
Conlustlyf,7) = ieW“)Ninmymn@') (3.3

" (3.40)

A seguir o problema na direcao y sera tratado como um problema unidimensional, obtendo-

se as autofungoes referente as duas camadas, isto é, Y7 = Y1, (y) e Yo = Yo, (y).

3.3.1.1 Obtencao das autofungoes Y; e Y,

Assumindo que as condicoes de contorno sao homogéneas, propoem-se que as autofuncoes
sejam obtidas por fungoes de varidveis independentes no espago e no tempo.

Assim, usando o método de separacao de varidveis proproem-se

O1(y,t) = Yi(y)I'1(t) (3.41a)
0(3:1) = Ya(y)T (1) (3.41b)



Lembrando que 6, =T} —
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T € 03 =Ty — T, e substituindo a Eq. (3.41a) na Eq. (3.25a)

e a Eq. (3.41b) na Eq. (3.26b) obtém-se

1%, 1 or,

— = 42
Yi 3y2 qul 875 (3 a>
e
1 0%, 1 0y
— — 3.42b
Yé 8y2 O[2F2 ot ( )
Portanto,
0%y, N\
—Y1 =0 3.43
3y2 + a1 ! ( )
e
82}/2 /\2
—Y, =0 3.44
3y2 + [6%) 2 ( )
Definindo
A2 A2
2 _ A e ” = (3.45)
(e% Q2
Obtém-se as solucoes
Y1 = Acos(¢y) + Bsen(¢y) (3.46a)
Yy = Ccos(ny) + Dsen(ny) (3.46b)

Os coeficientes A, B, C' e D sao obtidos aplicando-se as condigoes de contorno e as
condigoes de continuidade (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002).

Ou seja, a condicao de contorno em y = 0, dada por

= —]’L3¢91

y=0

pode ser rescrita como

= —]’L3¢91

(3.47)

Y, Y, —hsY;
S A R St I L
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Aplicando-se as condiges de contorno em y = 0 Eq. (3.48) obtém-se

—Apsen(0) + Bocos(0) = %(Acos(()) + Bsen(0)) (3.49)

1

Como sen(0) = 0 e cos(0) = 1, conclui-se que o coeficiente B = <ﬁ> Ae A= %Skl.
Como B = (%) Ae A= B‘M“ , sem perda de generalidade o coeficiente A da Eq. (3.46a)

pode assumir qualquer valor constante, incluindo o valor unitario, A = 1 (OZISIK, 1993).

Assim, substituindo os coeficientes A e B na Eq. (3.46a) tem-se

hs
Y1 = leos(dy) + wsen(gﬁy) (3.50)
Logo, a autofuncao Y; estd determinada e é dada por
hs
Y1 = cos(¢x)+ (k ¢) sen(vyy) (3.51)
Para obtengao da autofuncao Y; usa-se as condigdes de continuidade (y = b). Em y = b
tem-se
00, 005
01,y = 02,y —k1—— 3y |, = —k‘Qa—y - (3.52)
e pode ser re-escrita como
)% dYs
Yilyep = Yol,p k| = =k (3.53)
y=>b y=b Jy b Jy b
Substituindo as Egs. (3.51) - (3.46b) na primeira equagao da Eq. (3.53) tem-se
hs
cos(o) + (1 ) sen(on) = Cooslo) + Dsenlo) (3.54)
aplicando a condigao de continuidade e re-escrevendo a Eq. (3.54) tem-se
hs
cos(pb) + (k: ¢) sen(¢pb) — Ccos(nb) — Dsen(nb) = 0 (3.55)
1

Analogamente, substituindo as autofungdes Y] e Y, dadas pela Eq. (3.51) - (3.46b) na
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segunda Eq. (3.53) segue-se

_klc‘?(cos(qby) + (k d>> sen(¢y)) — d(Ccos(ny) + Dsen(ny)) (3.56)
Jy 0y

Analogamente, resolvendo a derivada com relacao a y tem-se

—k [—d)sen(éby) + < ) ¢008(¢>y)} = —ka[=Cnsen(ny) + Dncos(ny)] (3.57)

k19

colocando em evidéncia ¢ e 1 tem-se

o | senton) + (4 ) coston)| = —har~Csente) + Deos(ra) (3.59)

dividindo ambos membros da Eq. (3.58) por —ksn segue-se,

k hs
(—1) (1> [—sen(d)y) + ( ) COS(cby)] = —Csen(ny) + Dcos(ny) (3.59)
ks Ui ki
Aplicando a condic¢ao de continuidade em y = b e re-escrevendo a Eq. (3.59) tem-se
ka1 0 hs
— ) | = | |—sen(¢pb) + cos(¢b) | + Csen(nb) — Dcos(nb) = 0 (3.60)
k2 n k1¢
Em y =W, tem-se
06

e pode ser re-escrita por

00,
_ k2 ay

Y;
) = -2 —hv=0 (3.62)

y=W anyV

Sustituindo a autofuncao Y, na Eq. (3.62) segue-se

d(Ccos(ny) + Dsen(ny))

—k
2 ay

— h4[Ccos(ny) + Dsen(ny)] =0 (3.63)
Resolvendo a derivada em relagao a y e aplicando a condicao de contorno y = W tem-se

—ky[—Cnsen(nW) + Dncos(nW)| — hy|Ccos(nW) + Dsen(nW)] =0 (3.64)
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Uma vez aplicadas todas as condicoes de contorno e as condigoes de continuidade, as Eqs.
(3.55),(3.60) e (3.64) em forma matricial é dada por

cos(¢pb) + Hsen(pb) cos(nb) sen(nb)
—Ksen(nb) + KHcos(nb) ~ —sen(nb) cos(nb) =10 (3.65)
0 kansen(nW)  —kancos(nW) - |

—hycos(nW)  —hysen(nW)

onde

() -

Observa-se, na Eq. (3.65) que ainda resta a identificagao dos coeficientes C' e D. Assim,
para sua obtengao, sdo necessarias apenas duas equagoes, ou seja, tomando as Eqs. (3.55)-

(3.60) tem-se o seguinte sistema linear em sua forma matricial:

[ cos(nb)  sen(nb) C _ [ cos(¢b) + Hsen(¢b) (3.67)
—sen(nb) cos(nb) | D | —Ksen(¢b) + K Hcos(¢b)

Apresenta-se, na Eq. (3.68) a notagao do sistema linear dado pela Eq. (3.67) em sua
forma simplificada. Para a solugao desse sistema ¢é necessario e suficiente que exista a matriz

inversa tal que, satisfaga a expressao abaixo (3.68)
A-X=BesA'" A X=B-A'leX=B-4" (3.68)

onde A™! é denotado como matriz inversa.
De acordo com (OLIVEIRA, 2015) tem-se

e [ cos(nb)  —sen(1b) ] (3.69)
sen(nb)  cos(nb)
Pontanto,
C

(3.70)

B [ cos(nb) —sen(nb) ] [ cos(¢b) + Hsen(¢b)

D | | sen(nb) cos(nb) —Ksen(¢b) + K Hcos(¢b)
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C' = cos(nb)[cos(pb) + Hsen(¢pb)] + K sen(nb)sen(¢pb) — K Hsen(nb)cos(¢b) (3.71)

D = sen(nb)[cos(¢pb) + Hsen(¢pb)] — Kcos(nb)sen(pb) + K Hcos(nb)cos(¢pb) (3.72)

Os valores de C' e D sao verificados de acordo com (COLE et al., 2010) como mostra em
Anexo B.

3.3.1.2 Obtencao da norma N,

Obtidas as autofuncoes, para identificar a funcao de Green é necessario a obtencao da

norma, que consiste na soma das integrais das autofungoes referentes a cada camada, ou seja,

Y2 Y3

N, = [Tmwry+ [y (373)
Y1 Y2

onde o intervalo da primeira e da segunda integral da Eq. (3.73) referem-se respectivamente

a primeira e segunda camada. Substituindo as autofuncoes Y; e Y5, a norma passa a ser

definida por:

b h w
N, = /0 [cos(¢y’) + (ﬁ;) sen(oy)|*dy’ + /b [Ceos(ny') + Dsen(ny')|"dy’ (3.74)
Y 2
Resolvendo as integrais, tem-se, onde H = %
b
Integral 1 = / [cos(¢y) + Hsen(oy))*dy’
0
b
— / cos(dy')? + 2[cos(¢py')Hsen(¢y')] + H?sen(oy')2dy’ (3.75)
; .

b b b
:/ cos(¢y’)2dy'+2H/ cos(¢y’)sen(¢y')dy’+H2/ sen(¢y')dy'
0 0 0

s

n'g g g
A B C
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20y + sen(2¢y’) b _ 2¢b + sen(2¢b)

b
_ N2 g
Integral A = /0 cos(opy' ) dy" = 10 i 10 (3.76)
b N2 b
Integral B = 2H/ cos(py')sen(py')dy' = —COS(QM
@ 1 (¢b)? n &
—cos sen
=5 o =M
b b
_ 2 / I y_/ . Sen<2¢y/)
Integral C = H /0 sen(¢y’)dy' = {2 i } ) -

2| b sen(2¢D)
- {5 T}

Portanto, Integral I = Integral A + Integral B + Integral C.

W
Integral 2 = / [Ccos(ny') + DS@”(WZ/,)]QdyI
b
W
= / C?cos*(ny') + 2C Dcos(ny')sen(ny') + D*sen’(ny')dy’
b

w w w
= Cz/ cos®(ny')dy' + QC’D/ cos(ny')sen(ny')dy' + D2/ sen?(ny)dy'
b b b

_ %(Qn(w —b) — sen(2bn) + sen(2Ln)) +

+ %(ZU(W —b) + sen(2bn) — sen(2Wn))

227D (cos(2bn) — cos(2Ln))

(3.79)
Logo, a norma é definida por:
N, = Integral 1 + Integral 2 (3.80)

Observa-se, que resta ainda o calculo dos autovalores A,,.
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3.3.1.3 Obtencao dos autovalores \,

Os autovalores para o problema térmico Y2C13 devem ser obtidos por um método nu-
mérico, por tratar-se de uma equacao transcendental.

A obtengao da equacao transcendental é dada pelo célculo do determinante da Eq. (3.65)
que é composto pelas condigoes de continuidade em y = b e condigao de contorno em y = W.

Assim, escrevendo a matriz de seus coeficientes tem-se

cos(¢b) + Hsen(¢b) cos(nb) sen(nb)

—Ksen(nb) + KHcos(nb)  —sen(nb) cos(nb) 0 (3.81)

0 kansen(nW)  —kancos(nWW)

—hycos(nW)  —hysen(nW)

Aplicando a regra de Sarrus, obtem-se:
cos(¢b) + Hsen(pb) cos(nb) sen(nb) cos(éb) + Hsen(sh) cos(b)
—Ksen(nb) + KHcos(nb)  —sen(nb) cos(nb) ~Ksen(yb) + K Heos(nb)  —sen(ib)
0 kansen(nW)  —kancos(nW) 0 hacos(n)
—hgcos(nWV')  —hysen(nW)

(3.82)

Resolvendo o sistema linear dado pela Eq. (3.82), obtem-se a equagao transcendental Eq.

(3.83)
(b — W)ltanly(® — W)] — BED Gppan(gh) — e -
MO tanln(b — W) + [n(b— W)] ’;%ftan@b) + ¢b '
Considera-se, 7 = (b — W), ¢ = ¢b, Bi; = e Biy = ’Z_ assim, a Eq. (3.83) pode

ser re-escrita da seguinte maneira

ntan(n) — Bia

Bistan(n) +7

_Katan(a)_— i
Birtan(¢) + ¢

Biy

(3.84)

A solugao da Eq. (3.84) pode ser obtida aplicando-se varios métodos mateméticos. Neste

sentido(OZISIK, 1993) sugere vérias técnicas classicas como: Método de Newton-Raphson,

Bisseccao e Secante. Na verdade qualquer um desses métodos sao suficientes para obtencao

das raizes destas equagoes.

Entretanto um cuidado especial deve ser tomado em relagao a
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obtencao de todas as raizes. Observa-se que como os métodos sao iterativos, corre-se algum
risco de se perder o primeiro autovalor dependendo das caracteristicas fisicas e geométricas
do problema e do primeiro autovalor estimado (FERNANDES, 2009)(OLIVEIRA, 2015).

Sendo assim, Beck (1992) e Haji-Sheik & Beck (2000) apresentam solugdes para a equagao
transcendental baseadas em aproximagoes assintéticas que evitam estes problemas. Esse mé-
todo consiste na interseccao das curvas dadas pelos termos dos lados direito e esquerdo da Eq.
(3.83) respectivamente. Deste modo, os autovalores sao obtidos buscando-se as intersecgoes
que estao localizadas em um determinado intervalo. Devido a simetria com relagao ao eixo
y existem autovalores negativos, porém, somente serao considerados autovalores positivos,
desde que, a solugao permanece inalterada pelo sinal da raiz.

Obtidos os autovalores, a funcao de Green é facilmente identificada e com isso pode-se

obter a solugao analitica do problema direto.

3.3.1.4 Equacgao-Solugao da temperatura para o modelo de dupla camada

Como visto, a equagao-solucao de temperatura para cada camada é dada pelas Egs.
(3.85a)-(3.85b):

L Y2 R
Ql(x’y7z)t) = / / / Gll(x,y,z,ﬂx',y',z’,O)Fl(:(:/,y',z’,O)dI/dy’dz'
0 Y1 0

a t Lo R
+ —/ / / g(x,y, 2, 7)Gu(z,y, 2, t|2', W, 2/, 7)da'd2'dr (3.85a)
kl 0 L1 R1

L Y3 R
+ / / / Gro(z,y, 2, t|2' ', 2/, 0)Fy (2, o, 2/, 0)da' dy' d 2’
0 Y2 0

L Y2 R
92(£U;y72,t) = / / / GQl(m’y,Z,t|CL’/,y/,Z/,O)F1<x/,y/, Z/,O)dl’/dy/dzl
0 Jy1 JO
o [t L (R
* k_/ / / (2, 2, 7)Go (2, y, 2, t|a', W, 2/, 7)da'dz'dr - (3.85b)
1Jo JL, JRy

L Y3 R
+ / / / Go(,y, 2, t|2' ', 2, 0)Fy (2, 2, 0)da' dy' d 2’
0 Y2 0
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Onde as funcgoes de Green sao dadas por:

Gu(z,y, 2ty , 2, 7) = Gxss Zeﬂ\Q (t=7) Yln(y)yin(y/)Gzzazs (3.86a)
Gua(z,y, 2, tl2’ Y, 2/, 7) GX33Z€7)\2(t g Yln( )You(y')Gzss (3.86b)
Goi(2,y, 2, |2’y 2/, 7) GX33Z€7/\2(t g Y2n< Yin(y')Gzss (3.86c)
Gos(2,y, 2,2’y 2/, 7) GX33Z€7/\2(t g Y2n< )You(y')Gzss (3.86d)
onde
hs
Y1 = cos(dy) + ( ) sen(¢y) (3.87)
kig
Yy = Ceos(ny) + Dsen(ny) (3.88)

e os coeficientes C e D sdo dados pela Egs. (3.71)-(3.72).
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Resolvendo as multiplicagoes das Eqs. (3.86) tem-se:

o o0 o0 2 2 i
Gz, y, 2, t|2', ', 2 7) ﬁ%ﬁ 1222 ( Smoa2+ ) (t—T)

p=1 m=1n=1

[amcos(am(x ) + Bisen(= L( ))}

X
(a2, + B?) [1 n —agnng] 4B

< leoston) + (14 ) sentou)]

[ypcos(%(z)) + B5sen(7png))} (3.89a)

X

(3 + B2) [1+ 555 + Bs

i [ameos (2250 4 Busen (2272

< eostan) + (1 ) sento)

[eos (252) 4 osen (22

oo 0 o0

2
Gl?(x,y,z,t’x/7y/7z/77‘) - EFQQZZZ (L2 +)‘2 )O‘(t 7')

p=1 m=1n=1

[amcos(am(x)) + Bysen (2= ))}

L

(a2, + B?) [1 + = +BQ] + By

coston) + (12 ) senton)

[Vpcos(%’TS'z)) + B5sen(7"T@)} (3.89b)

X

(V2 + B2) [1 - ﬁ] + Bs

o am (O‘mf’)) + Bysen (O‘mL(“f))}

x [Ceos(ny') + Dsen(ny')]
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oo o0 o0

G21(x Y, z, t’.ﬁL’ y 2 7' ﬁﬁ 1222 <L2 +22+ )oc(t 7)

p=1 m=1 n=1

[amcos(am(m)) + By sen(&m m (T ))}

X
(0, + BY) [1+ 7ty | + B

x [Ccos(ny) + Dsen(ny)]
[vpcos(””( "+ B Sen(’Yp(Z))} 00
(v; + B?) [1 - 2+BQ] + B

o (5] o ()

X [cos(oy') + k}z—i;) sen(oy'))]
)

x [7 (7; + Bosen (7](%)”

X

a2, 2
G22(13, Y, z, t’l’/, y/, Z/, 7_) iLQQ Z Z Z e*(ﬁJr)\nJr%)a(th)

(a2, + B} [1+ 25| + By

X

[Ccos(ny) + Dsen(ny)]
[fypcos(v”( &) 4 B sen(vp(z))} (3.89d)

(13 + B2) |1+ 5] + By

oom () e (5]

x [Ccos(ny') + Dsen(ny')]

x :vpcos (%) + Bysen <%)}
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Logo, avaliando as fungoes de Grenn (3.89) para 7 = 0 tem-se:

oo o0 o0

o2, 2\
Gz, y, 2, t|2, ', 2',0) = iié’l Z Z Z e*(ﬁH%;’;) (t)
Yy

['ypcos(%Tg)) + B5sen(7p(z))} (3.90a)

(12+ B2) [1+ 58| + Bs

 Jomens (2221) 1 o (20

X <c03(¢y )+ &senwy’))

0o 00 o0 9 2 N
Glg(x,y,z,t|x’,y’,z’,()) = EFQQZZZG (L2 +An+ ) (t)

[amcos(am(m)) + Bysen (2=l ))]

L

(02, +B) [1+ 225 + By
X [cos(py) + (kh¢) sen(dy)]

[%cos( =) + Bysen(2) >)} (3.90b)

(V2 + B2) [1+ 2+36} + B;

 Jomens (2221) 1 o (20

x [Ccos(ny') + Dsen(ny')]

s (22 4 en (222




GQl (l’, Y, z, t’.ﬁlfl, 3/’: Zla O)

Goo(z,y, 2, tl2',y, 2", 0) =

45

4 1 | o= (232247 o)
DD DWAC Y
p=1 m=1 n=1
[oz cos(2m®) 4 B sen(am(m))]
m I 1 7
(a2, + BY}) [1+ +B%LB1

x [Ccos(ny) + Dsen(ny)]

X

X

x [cos(py') +

X

['ypcos( Yoz )) + B sen(””(z))}

(124 B2) [1+ 5B | + Bs

ancos (2550) - Bysen (

(3.90c)

am (")

)

[Ccos(ny) + Dsen(ny)]

['ypcos( 22y 4 B sen(”plg, ))} (3.90d)

(33 + B2) |1+ 8| + B

B !
Uy COS (améx >) + Bjsen (

[Ccos(ny') + Dsen(ny')]

08 (2@&2_

C0) e (22

am ()
L

)
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e avaliando a fungao (G2 e Gog) em ¢y = W obtém-se

oo o0 o0

02 o B\
Gra(x,y, 2, t|2 ', 2/, 0) = ii02zzze(ﬂ+)‘%+;g) (t—7)
y

[vpCOS( S )) +B sen(”p(z))} (3.91a)

(V2 + Bg) [1+ 75+—633} + Bs

x [Ccos(nWV) + Dsen(nW)]

S le TS 2 2
Gt .0 = g 33 e (B

p=1 n=1

[amcos( amle)y 4 B sen(2 L(z))]

(02, + BY) |1+ 5] + By
x [Ccos(ny) + Dsen(ny)]
[vpcos(%’—(z)) - B536n(7png))} (3.91b)

(32 + B2) [1+ | + By

" am (“mﬁ)) + Bysen (amf>>]

x [Ccos(nW) + Dsen(nWV))]

Desta forma, substitui-se as Eqgs.(3.90)-(3.91) na Eq. (3.85a) para resolugao das integrais

analiticas e obtencao da solucao de temperatura. Assim, obtém-se para o primeiro termo da
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solugao(3.85a)

/ // Gu(z,y, 2z, tl2' ', 2,0)0. (2", v, 2/, 0)dx'dy' d2'

oo 0 0

—( BN+ E )alt)
T, s e

p=1 m=1 n=1

" [amcos (O"EI) + Bysen (%)}

(a2, + BY) [1+ 525] + B
hs
x | cos(¢y) + 7 sen(¢y)
k1 (3.92)
 wcos () + Busen ()]
(12+ BY) [1+ 555 | + Bs
/
/ / / [amcos ( ) + Bjisen (aLx )]
< ((cos(on)) + 12 sen(oy)
cos(¢y’) + o gbsen Y
/ /
X [%cos (pr; ) + Bssen (7%2 >] dx'dy'dz’
Restando apenas o célculo das integrais.
[ o (555 e (%57
o Jodo LTNL 1 L
/ /
X (cos(gby )+ kh—sen(gby )) X [vpcos (pr; ) + Bssen (%; )} dx'dy'dz’
- ¢ (3.93)
= [amsena,, — By(cosay,, —1)]
OmYp

X [Senq(jﬁb) - k?;g (¢ — cos(¢b))] X [ypseny, — Bs(cosy, — 1)]
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Sendo que, para o segundo termo da Eq. (3.85a) tem-se que

L w R
/ / / Gm(-’f,y, Zat|$/7y/7Zly0)92@,7?/7Z/ao)d37/dy,d2/

4 1 o0 o0 oo

_ EEQQ Z Z Z 67(%+/\%+;—’2§)a(t)

[amcos (a’gx) + Bysen (M)}

(a2, + B}) [1 + ﬁng} + By
)

) (3.94)

ST lamm( i) e (557))

/ / W? Vo2’ W,
x [Ccos(ny') + Dsen(ny')] x |v,cos + Bssen I dx'dy'dz

R

Restando apenas o cédlculo da integral.

[ fown (557) # 00 (55)

X [Ccos(ny') + Dsen(ny')] x {fypcos (722 ) + Bssen <%RZ )1 dx'dy'dz’

L
- L [atm senay, — Bi(cosay, — 1)] (3.95)
A Vp
" [—Csen(nb) + Dcos(nb) + Csen(nW) — Dcos(nW)}
n

X [7p3€n7p - B5(0037p —1)]
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Em relacdo ao terceiro termo da Eq. (3.85a) tem-se que

Lo
—// / Gra(z,y, 2, t|' W, 2 7)dx'dz'dr
Ly

0o oo o0 2
Qo 422+ (t—7)
_ELRN DD D ( b )

p=1 m=1 n=1

5 [amcos (M) + Bisen (O"z’” )}

(a2, + BY) [1+ 5] + B

X (cos(¢y) + :—¢sen(¢y))

. (3.96)
X <Cos(¢W) hs [ypcos( ) + BBS€n< R )]
ki (V2 + B2) [1—1— 2+Bz] + Bs

L2 :LJ o .,L,/
/ /L / {amcos ( nz ) + Bisen ( TZ )]
Vp? Vp2' (%Jw\iﬁré)a(t)
X {’ypcos< B >+B5sen( E )] X [q(T)e\* R dr'dz'dr

Restando apenas o cédlculo das integrais.

/ /f / {am< )+Blsen (am’f)}

x { c_os( >+B5sen< j’; )} dr'd? dr

(32 ()] 2o (32 o ()]
e () e ()| =257 o () o ()

X/o q(r)e( s )a(t)] dr

Sen(ng))

X
%3

Analogamente, substitui-se as Eqgs. (3.91)-(3.90) na Eq.(3.85b) para resolucao das inte-

grais analiticas e obtencao da solucao de temperatura para segunda camada. Assim, obtém-se
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o primeiro termo da solugao(3.85b)

NN L2 A (t)
:ﬁﬁf’lZZZ ( o >t

p=1 m=1n=1

[amcos (am’”) + Bisen ( i )}
(Oé?n + B%) [1 + a?n——&-Bg} + B

X

x [Ceos(ny) + Dsen(ny)]
. [weos () + Bssen ()] (3.98)

(’Yp +B2) |:1+ 2+BQi| +B5

Jo L fomens (255) # en (57
X <008(¢y ) + h—sen(qby/))
X [%cos (”’R ) + Bssen (7%2)] do'dy'dz'

k1o
Restando o célculo da integral que é exatamente igual a Eq. (3.93).
Para o segundo termo da Eq. (3.85b) tem-se que

L W /R
// /GQQ(x,y,z,t|x',y',z’,O)Hg(x’,y’,z’,O)dx’dy'dz’
0o 00 o 2 2
4 1 —(SB422+5 Ja(t)
T DD WAC L

ancos (24) + Bysen (242)

(02, + BY) |1+ 5] + By

X

x [Ccos(ny) + Dsen(ny)]
y [Ypcos ( *) + Bssen (7}”;)]
(72 + B3) [1 + W} + B;

S Lo (5 e (557

x [Ccos(ny') + Dsen(ny')]

Z/ /
X [’ypcos <7R ) + Bssen (VR >] dx'dy'dz’

(3.99)
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Restando o calculo da integral que é exatamente igual a Eq. (3.95).
Para o terceiro termo da Eq. (3.85b) tem-se que

¢
%/ / / Goa(z,y, 2, t|2' W, ', 7)dx'dz"'dr
ko L

[c ol o lNe o]

2 "/12;
k QZ T, 2, t)— LRN ZZZ (Lgl‘f')\%-l-ﬁ)a(t—r)

p—lm 1 n=1

[amCOS (am”) + Bysen (O"E“;)}

X
(a2, + BY) [1 + a$n+B_§i| + By

x [Ccos(ny) + Dsen(ny)]

(cos(cbW) + h—sen(ng)) (3.100)

k1¢
y [pcos (%) + Bssen (27)]

(V2 + B2) [1 + —2+32} + Bs

Lo JI/ Qi ZL‘/
/ /L / {amcos ( 7 ) + Bisen ( 7 }
VpZ Yo' %Huﬁ)
X {wcos( 7 )+B5sen( pR >] X [q(T)e 2 TAnt g2 de'd dr

Restando o célculo da integral que é exatamente igual a Eq. (3.97).

Portanto, substituindo as Eqs.(3.92)-(3.94)-(3.96) na Eq. (3.85a), obtém-se a solugao




analitica referente a primeira camada em termos da varidavel de homogeneizacao 6.

01(z,y,z,t) =
4 oo oo 00 2, N . o —}-B -
FQIZZZ@ (Lng)\ ) (t) |:Oz COS(2 ) 186”( T )}
Y p=1m=1n=1 (a2, + BY) [1 + 2+Bz] + B

[vpcos (%) + Bssen ()]

x (cos<¢y) + :—386n(¢y)> X

19 (2 )[1+ 2+Bz}+B5
X aiyp [ senay, — Bi(cosa,, —1)] x [sen iad k;iL;S? (¢ — cos(qﬁb))}

X [ypseny, — Bs(cosy, — 1)]

+ —92503 io: i ( BALt 2)f’f(lt) « [amcos (922) + Bysen (222)]

p=1 m=1n=1 (a2+32)[1+ 2+Bz]+Bl
[fypcos ( ) + Bssen (7]”{ )}

X (cos(gby) + h—sen(éy)>

kg <7p+B§)[1+'y§+—B§}+B5
1
X [amsena,, — By(cosay, —1)]
OmYp
" {—Csen(nb) + Dcos(nb) + C'sen(nW) — Dcos(nW)}
n

X [ypseny, — Bs(cosy, — 1)]

p 1 m=1n=1
X [O‘mCOS (24%) + Bisen (24) ] X (COS(¢ZJ) + LS@”(@/))
(0% + BY) [1+ ] + By "

X (cos oW) + k—sen(¢W)) v [%COS( > —l—Bssen( 2 ]
19 (2+B2) [1+ 5| + B,

X

X

[R {Se <7pR2) Ceen <’7p§1):| {COS (%52) os (%}é%l
[folf o).

e (2572 oo (552 | - [ (7)o (5

52

)
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(3.101)

Da mesma forma, substituindo as Eqs.(3.98)-(3.99)-(3.100) na Eq. (3.85b), obtém-se a
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solucao analitica referente a primeira camada em termos da varidvel de homogeneizacao 6;.

igliiie ( Q4 A2 4 )a(t) [amcos (O‘mx) + Bisen (O‘TL””)}
p=1 m=1 n=1 (052 + BZ) |:1 + TBS] + Bl
[weos (%) + Bssen ()]
(V2 + B2) [1 + WBJ + Bs

[ senay, — Bi(cosa,, — 1)] x {senq(sqbb) + k;iL;SQ (¢ — cos(qﬁb))}

=

x [Ccos(ny) + Dsen(ny)] x

1
Qmp

X [ypseny, — Bs(cosy, — 1)]

X

o E ek, o) o)

p=1 m=1n=1 (a2, + BY) [1+ 2+Bz]+Bl
[weos () + Bssen (%)
(Vp—i—B ) |:1+ 2+BQi| +B5

x [Ccos(ny) + Dsen(ny)] x

1
X [amsena,, — By(cosay, —1)]
OmYp
—Csen(nb) + Dcos(nb) + Csen(nW) — Dcos(nW)}
n

X [ypseny, — Bs(cosy, — 1)]

41 EEE (Fretedh )t
k_ (Z‘Zt)ﬁﬁyzzze L2 nT R2
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o
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[ el FEE
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(3.102)

Resta, portanto, resolver a integral temporal que aparece nas Egs. (3.101) - (3.102). As-
sim, como mostrado na segao 2.2.2, se o fluxo de calor, ¢(t), tem origem discreta, implementa-
se a solugao em termos de solugao hibrida.

A solugao em termos da variavel original T' é dada por T'= 0 + T,.

3.3.2 Funcao de transferéncia

Como j4 visto, a solugao geral do problema (X33Y3(C13Z33) é dada pelas Eqs. (3.85a)-
(3.85b), e pode ser re-escrita como:

L 2 R
91(%%%@ = 91(377y7 Z7t) - / / / Gll(x7y7 z,t|:1:',y',z',O)Fl(a:’,y’,z’,O)dx’dy'dz'
0 Y 0
L Y3 R 1
—/ / / Gro(z,y, 2, t|2 ', 2/, 0)Fy (2o, 2/, 0)da' dy' d2'

Lo
/ / / g,y 2z, 7Gx, y, 2, t|2', W, 2/, 7)da'd2'dr
Ly
(3.103a)

L 2 R
@2($7y727t) = 92<£L',y,2,t) - / / / Ggl(:v,y,z,ﬂx',y',z/,O)Fl(x’,y’,z',O)dx'dy’dz'
0 Y 0
L Y3 R 1
—/ / / Gos(x,y, 2, t|2 ', 2/ 0)Fa (2o, 2/, 0)da' dy' d2'

Lo
= / / / g(x, Yy, 2, 7)Go (2, y, 2z, t|' W, 2’ 7)da'd2' dr
Ly
(3.103b)

Organizando as expressoes anteriores em termos do Teorema da Convolugao, é possivel

visualizar a operagao de convolugao entre o fluxo de calor, ¢(t) e a integral de drea da fungao
de Green.

t Ry
O1(z,y, 2, t) :/ g1(z, Yy, 2,7) (kz_/ / Gll(x,y,z,ﬂx',I/V,z',T)dx'dz’) dr (3.104)
0 1.J1,
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t ay Lo Ro
@2<x?y7zvt) = / 91@71//7277) (_/ GQl(xvya Z7t’$/7 I/Va ZlaT)dm/dZ/) dr (3105>
0 1

ky R

As fungoes de Green sao dadas pelas Egs. (3.110)-(3.111). Logo, considerando o fluxo de

calor como a fungao de Delta de Dirac, ¢(t) = §(t), tem-se

Lo
hi(z,y, z,t) :/ < / / Gu(z,y, z, t|lz' W, 2 T)dx'dz) dr
L
Lo
=0(t ( / / Gui(z,y, 2, t|2', W, 2 T)dxdz>
kv Jr,

ho(z,y, 2,t) = / ( / / Gui(x,y, 2, t|2' W, 2/ T)dx’dz) dr
Ly

Ro
5(t) * (%/ Gor(z,y, z,t]x’,VV,z/?T)d:z:'dz’)
1 1

R1

(3.106)

(3.107)

Assim, identifica-se a funcao de transferéncia do problema de condugao de calor (X33Y3C'13Z233)

como sendo

Lo
hi(z,y, z,t) / / Gu(z,y, z, t|l2' W, 2 7)da'dz’' (3.108)
Ly

Lo
ho(z,y, 2, 1) =7 / / Goi(z,y, 2, t|2' W, 2, 7)dx'd2' (3.109)
1Jr,
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Clgn i o
Gn(:v,y,z,ﬂx',y’,z',()) __012226_(L2+)\%+;%) @
)

(
(02, + BY) [1+ 25| + B

x <c03(¢y) + kh—¢sen(¢y)>

[Vpcos( oz )) + Bwen(”’é ))}

X

(7§+Bg) |:1+ 2+B6:| +B5

. {am (“WT@“)) + Bysen (O‘my)ﬂ

<cos(¢>vv) + £—¢Sen(¢W)>

« [eos (250) - Busen (22

2
GQl(x’y’z’t’x/7y/>Z/7T) ——912226 (L2 +)‘2+ )a(t )
y =

[amcos(amT(x)) - Blsen(am(gj))}

X

(02, + BY) [1 + 25| + B
x [Ccos(ny) + Dsen(ny)]

['ypcos(%—(z)) + B5sen(7png))}
X

(’7}%—'_35%) [1 + 2+BQ] +BB

o {am (“mf”) + Bysen (améﬂf))}

% [cos(6W) + (%) sen(éW)

o7

(3.110)

(3.111)

Observa-se, que, é necessario realizar a integragao de area para obter a expressao analitica
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para a funcao de transferéncia, isto é, integrar os termos dependentes de x’ e 2'.

/L - / [amcos (O‘zx/) + Bisen (O"Z"E)} {vpcos ( ) + Bssen (7”;)] d'dz’
[ () e (o)) 2 o () o (52 ]
Jpfer () oo O ) |- 5 o C) - ()

Portanto, as fungoes de transferéncia para o problema 3D X33Y3(C'13233 é dada por

(3.112)

Y

r - ocm_(:l:) —|—B am ()

) a cos(=p=) + Bisen(= )] (cos(qby)*l- s sen(¢y)>
(0, + B) [1+ 78] + "
o Ip(2) + B ()

) fyCOS( 7o) T Bssen(¥g )] (cos(ng) hs sen(qu))
Wp + B?) [1 + 2+BG} + Bs kig

[ oon (252 e (25) | - o e (572 - oo (5]
[ foen (052 ) = oen (5 )] = 2 oo (757) o (521

(3.113)
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_amcos(amT(z)) + B18€n<amL(r))]
L : - [Ccos(ny) + Dsen(ny)]
(a2, +B) [1+ 22| + By
ypcos(LIEf)) + B5sen(—”p§))] hs
% L [cos(pW) + (k_) sen(pW)]
1

(72 + B2) [1 + —Vg’i‘jgg} + Bs
|z {sen (O"”LQ) ~sen (“le)} _ Bl [cos (O‘mLQ) _ cos <O‘mL1)H
L L O, L L
R _ Yol _ BsR Yo lR2 _ Tl
< R ) Sen ( R ):| ﬁ}/p COS R COS R

(3.114)

[\

3.3.3 Problema inverso

A solucao do problema inverso para o caso do problema X33Y3C13Z33 é obtida a partir
do conhecimento da sua funcao de transferéncia, e do campo de temperatura. Aplica-se os

mesmos procedimentos computacionais feitos no caso do problema unidimensional Y2C'12,

mostrado na secao 2.2.4.



Capitulo 4

EQUACAO-SOLUCAOQO
MULTICAMADA 3D X33Y3C13Z33:
VERIFICACAO E COMPARACAO
COM SOLUCOES ANALITICAS

4.1 Introducao

Uma vez que a implementacao de uma solugao analitica é numerica, a sua verificacao é ne-
cessaria para garantir a consisténcia de suas solugoes.Essa verificacao torna-se imprescendivel
para que seu uso em si possa ser assegurado, e também nas validagoes de cédigos niimericos.
A importancia em se estudar e utilizar métodos de verificacdo estd no estabelecimento de
garantia de exatidao da solucao calculada, como afirma (BECK et al., 2006a)(OLIVEIRA,
2015).

Pode-se conceituar a verificacao intrinseca como o processo de comparagao entre duas
solugoes exatas obtidas por métodos diferentes ou de problemas diferentes mas que possuem
o mesmo resultado numérico. Por exemplo, compara-se duas solugoes analiticas exatas que
possuem geometrias distintas, ou seja, considera-se um problema térmico unidimensional de
transferéncia de calor, denotado por X11, isto é, uma placa plana submetida condigoes de
contorno de temperatura prescrita em ambas as extremidades e um outro problema, denotado
por X 10, cuja placa possui comprimento semi-infinito, é submetido a condicao de contorno
de temperatura prescrita em x = 0. Observa-se que os dois problemas possuem a mesma
condicao de contorno em x = (. Assim, esses dois problemas podem ser verificados intrinse-

camente, fazendo-se o tamanho da placa do problema X11 ser grande o suficiente para que
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possa ser considerado de comprimento infinito (OLIVEIRA, 2015).

Verifica-se intrinsecamente, a solugdo computacional para a Eq. (3.85a)-(3.85b) que des-
creve a distribuigao de temperatura (problema direto) para esse problema 3D.

Inicialmente, verifica-se intrinsecamenete a solucao analitica de dupla-camada X33Y 3C'13233
com uma solucgao analitica de camada simples X 33Y 33233 que encontra-se verificada em Fer-
nandes (2013). Outra maneira de verificar intrinsecamente a solugao, é que a verificacao pode
ser feita a partir da solugao do problema unidimensional X2C'12; considerando-se o fluxo de
calor atuando em toda area delimitada por 0 <z < L e (0 <z < R quando y = W, e, além
disso, faz-se cada coeficiente de conveccao, h;, suficientemente pequeno para que as demais

areas sofram isolamento térmico, conforme o esquema apresentado na Fig. (4.1)

[] fluxo de calor

L] h—~o Y2C12
y q(t) X2C12
Y2C12 X v v,
y LD
y=W e i
z y=W camada —*| camada : camada
1 1 7 2
y=W/2 5
o camada — : .........
2 — ¥
x=0 x=L > y=0 —X x=0 x=L/2 x=L

camada1
camada2

Figura 4.1: Equivaléncia entre X33Y 3C13733 e X33Y 33233

4.2 Verificacao intrinseca entre as solugoes 3D X33Y3C13Z33
e X33Y33Z33

A equagao-solugao de dupla-camada X33Y 3C13733 que descreve a distribuigao de tem-
peratura é representada pela Fig. (3.4) onde a geometria analisada é composta por materiais
distintos em cada camada delimitada por b.

Para verificagdo da equagao-solugao computacional entre as solugoes 3D X33Y3C'137233
e X33Y 33733, considera-se que ambas as camadas possuem as mesmas propriedades termo-
fisicas e geometricas na Eq. (3.85a)-(3.85b), isto ¢, a condutividade e difusividade térmica

usada na primeira camada é a mesma usada na segunda camada.
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Pode-se considerar um fluxo de calor qualquer, por exemplo, o pulso triangular (tripuls,
no MATLAB) mostrado na Fig. (4.2). Considera-se também, nesse caso, as propriedades
termofisicas de um tipo ago rapido, cuja condutividade térmica é k; = ko = 24 [W/mK],
e difusividade térmica a; = ay = 7.0868¢ — 06 [m?/s|, temperatura inicial T, = 25 [°C],
temperatura ambiente Tj,r = 30 [°C], coeficiente de conveccao h = 0.01. A geometria
analisada é dada por L = 1 x 1072, W = 1 x 1072 ¢ R = 10 x 10~2(compativeis com a

geometria de uma ferramenta de usinagem) e a divisao das camadas é dada por b = /2.

x10°

Fluxo de calor (W/m 2)

[N N w IN
= & N o w o N o1
T T T T T T T T
| | | | | | | |

o
3
T
|

-0-0-0 1 1 ©-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0--9
------------------------------

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (s)

Figura 4.2: Fluxo de calor pulso triangular

As Figs (4.3) - (4.5) - (4.7) mostram a comparagao/verificacao entre as temperaturas
calculadas por meio das solugoes que descrevem os problemas X33Y 33733 e X33Y2(C13233
para as posigoes y = W,b,0. As Figs. (4.4)- (4.6) - (4.8) mostram que a diferenca de
temperatura nao é superior a 4,5 x 107%(°C'), portanto, pode-se concluir que as solugoes
para os problemas X33Y33733 e X33Y2('13Z33 sao compativeis quando os mesmos sao

configurados de modo equivalente.
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Figura 4.3: Verificacao das solugoes X33Y337Z33 e X33Y2C13Z33 no ponto y=W.
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Figura 4.4: Diferenca de temperatura das solugoes no ponto y=W
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Figura 4.5: Verificacao das solugoes X33Y 33733 e X33Y2C13Z33 no ponto y=b.
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Figura 4.6: Diferenca de temperatura das solugoes no ponto y=b
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Figura 4.7: Verificacao das solugoes X33Y 33733 e X33Y2C13Z33 no ponto y=0.
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E importante observar que quando considera-se as mesmas propriedades termofisicas e

geometricas no problema X33Y3C13Z33 a estrutura matematica das solugoes sao compati-
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veis, assim como, a equacao transcendental para obtencao dos autovalores. Para o problema

X33Y 33733, sabe-se que, os autovalores o, 5, € 7, sao raizes das seguintes equacoes trans-

cendentais:
tana,, = %, B, = % e By = % (4.1)
tanf, = %, B; = hzfv e By = hZYV (4.2)
tany, = %, B; = h]g’—lR e Bg = %. (4.3)

O numero de Biot, 8; com i = 1,2,--- |6, que aparece em cada uma das Egs. (4.1) - (4.2)
- (4.3), é diretamente porporcional ao coeficiente de convec¢ao, h;.
Como visto, no capitulo anterior, os autovalores do problema X33Y 3C13733, na diregao

de dupla camada y, sao obtidos pela equagao transcendental

mtan() — Bia _ _ . Ptan(g) — Bia (4.4)
Bistan (1) +17) Birtan(¢) + ¢
Deve-se observar ainda que se considerar M = 1 na Eq. (4.5), isto é, k1 = ko, a1 = ag €

n = ¢, tem-se,

tan(n) = =
D = F i+ pin

Ou seja, a Eq. (4.5) passa a ser igual a Eq.(4.2).
A Tab. (4.2) apresenta dez autovalores calculados com as solugoes X 33Y' 33733 e X33Y3C'137233.

Para essa verificacao intrinseca, usou-se 50 autovalores.
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Tabela 4.1: Autovalores dos problemas térmicos X33Y 33733 e X33Y 3(C13733.

m,n,p| X33Y3C13233|X33Y 33233
1 0,0317 0,0317
2 3,1416 3,1416
3 6,2833 6,2833
4 9,4249 9,4249
5 12,5665 12,5665
6 15,7080 15,7080
7 18, 8496 18,8496
8 21,9912 21,9912
9 25,1328 25,1328
10 28,2744 28,2744

4.3 Verificacao intrinseca da solucao 3D X33Y3C13Z33
com a solucao 1D Y2C12

O objetivo deste secao é fazer a verificacao intrinseca da solucao tridimensional de duas
camadas X33Y3C13Z33 com a solucao de dupla camadas unidimensional Y2C12 que ja
encontra-se verificada (OLIVEIRA, 2015).

Para isso, reduz-se o problema tridimensional X33Y 3C13733 em um problema unidimen-
sional, conforme (BECK et al., 2006b) Fig. (4.1). Assim, faz-se, R — inf e L — inf, desta
forma os termos dependentes de R e L tenderao a zero. Isto implica, matematicamente a nao
influéncia dos termos dependentes de R e L, e fisicamente significa que o problema passara
a nao ter mais influéncia dos contornos © =0, x = L, 2 = 0 e z = R, isto é, havera difusao
de calor somente na direcao do eixo y.

Para verificagao da solucao computacional, considera-se as seguintes propriedades: fluxo
de calor triangular Fig. (4.2), condutividade térmica k; = 237 [W/mK], ks = 401 [W/mK],
difusividade térmica a; = 97.1 X 107%, ag = 117 x 1079, divisdo da camada b = L/2 para a
solugdo do problema X33Y3(C'13Z33 os coeficientes de convecgao h; = 0.01[W/m?K], para
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i #4ehy =0 (para a area da face onde hd fluxo de calor) e, comprimento L = 1 x 1072,
W =1x10"%e R = 10x 1072, para a verificacao os comprimentos L e R nao devem interferir
no resultado; temperatura inicial Ty = 25 [°C| e ambiente, T}, ; = 0 [°C].

As Figs. (4.9)-(4.10) apresentam os perfis de temperatura das solugoes X33Y3C13Z33 e

X2(C'12 para as posigoes de interesse, isto é, x = 0,b, L.

140 T
RRa: Seeeteee0000000000000000008000008:
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X ox=1L
v:v‘v‘v‘vzv‘v“\/‘\)' e | | | | | | I
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tempo (s)

Figura 4.9: Perfil de temperatura ao longo do tempo da solucao 3D X33Y3C13Z33 para as

posigoes x = 0,b e L.
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Figura 4.10: Perfil de temperatura ao longo do tempo da solucao 1D X2C12 para as posigoes

x=0,belL.

As figs. (4.11) - (4.13) - (4.15) mostram a comparagao entre as duas solugoes para as
posicoes x = 0,b e L.
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Figura 4.11: Verificagao computacional das solucoes X33Y3C13Z33 e Y2C12 para x = 0.
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Figura 4.12: Diferenga Absoluta entre as solugoes X33Y3C13Z33 e Y2C12 para x = 0.
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Figura 4.13: Verificagao computacional das solucoes X33Y3C13Z33 e Y2C12 para x = b.
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Figura 4.14: Diferenga Absoluta entre as solugoes X33Y3C13Z33 e Y2C12 para x = b.
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Figura 4.15: Verificagao computacional das solucoes X33Y3C13Z33 e Y2C12 para x = W.
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Figura 4.16: Diferenga Absoluta entre as solugoes X33Y3C13Z33 e Y2C12 para x = W.

Observa-se nas Figs. (4.12) - (4.14) - (4.16) o mesmo comportamento entre as solugoes
quando configurados de forma similar, a diferenga absoluta maxima é 4,8 x 1073(°C).

Observa-se também, na Tab. (4.3) que os autovalores calculados com as solugdes X2C'12
e X33Y3(C'13Z33 também sao compativeis, uma vez que, se condiderar h; = 0 a equacao
transcedental do problema X33Y3C13Z33 Eq. (4.4) passa a ser exatamente a mesma do
problema unidimensional X2C'12 Eq.(4.6), assim, torna-se possivel a comparagao entre as
solugoes que definem os problemas X2C'12 e X33Y3C'13233.

tan(m) = —Ktan(¢) (4.6)

Com isso, conclui-se a verificagao da solugao 3D de dupla camada.



Tabela 4.2: Autovalores dos problemas térmicos X22C'12 e X33Y3C13Z33.

X2C12 |X33Y33Z33
0, 8581 0, 8581

—3

2 1,5890 1,5890

3 1,5890 1,5890

4 2,2654 2,2654

) 2,5639 2,5639

6 2,7243 2,7243

7 3,1940 3,1940

8 3, 7757 3, 7757

9 4,2393 4,2393

10 | 5,2860 9, 2862




Capitulo 5

PROBLEMA INVERSO TFBGF
MULTICAMADA

5.1 Introducao

Neste capitulo, mostra-se a aplicacao da metodologia descrita na fundamentagao téorica,
quanto aos procedimentos computacionais implementados em MATLAB. Os testes sao re-
alizados com dados sintéticos que simulam dados experimentais. Os testes no MATLAB
referem-se aos mesmos problemas estudados teoricamente nos fundamentos da técnica de ob-
tencao da solugao do problema inverso por meio da identificagdo da funcao de transferéncia
analitica, ou seja, apresenta-se a solu¢ao computacional para os problemas unidimensional
X2C12 e X33Y3C13Z33.

Na primeira etapa, estima-se o fluxo de calor do problema unidimensional X2C'12 con-
siderando as mesmas propriedades termofisicas, isto é, k1 = ko e ay = as. Analisa-se a
estimativa do fluxo de calor quanto a variagao do revestimento da peca (camada 1), isto é, o
comprimento b, e, posteriormente, estima-se o fluxo de calor onde cada camada possui pro-
priedades termofisicas distintas, simulando uma ferramenta com revestimento. Apresenta-se

também, a estimativa de fluxo de calor para o problema tridimensianal X33Y3C'13233.

5.2 Problema térmico 1D Y2('12

Como mencionado, o problema unidimensional (1D) de condugao de calor mostrado na
Fig. 3.1 é definido por uma placa plana, com duas camadas de propriedades térmicas distintas,
sendo um fluxo de calor, q(t) imposto em x = 0, enquanto a superficie oposta, © = L, estd

isolada.

74
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5.2.1 Problema direto

Para obter a solucao computacional do problema direto unidimensional, X2C'12, dado
pela Eq. (3.5), é necessario considerar um fluxo de calor discreto, ¢ = [¢1 ¢2- -+ ¢,]. Desta
forma, constroi-o na forma de um vetor, no MATLAB. Simula-se inicialmente a imposicao
de um fluxo de calor triangular. usando-se a funcao tripuls (¢ = ¢y * tripuls(t — ca,¢2)). As
constantes c¢; e co podem assumir qualquer valor, sendo escolhido ¢l = 3e5 e ¢2 = 300.

Considera-se as caracteristicas fisicas e geometricas compativeis com as propriedades de
uma ferramenta usada na usinagem, ou seja, um aco rapido, condutividade térmica, k; =
401[W/m - K], ko = 401[W/mK], difusividade térmica, oy = 117E — 6[m?/s], ay = 117E —
6[m?/s|, temperatura inicial Ty = 0[°C], comprimento da placa, L = 10E — 02[m] e dt = 1][s],
t=1[0:dt:tf], tf = 1024]s].

Propoe-se a adigao de ruido as temperaturas calculadas no problema direto usando a
solucao hibrida. O objetivo é aproximar a técnica empregada a uma situagao real, onde as
temperaturas medidas em uma amostra sofrem o efeito de ruidos provenientes de diversas
fontes. Assim, adiciona-se um ruido aleatério de amplitude de 0,2°C, o que é usualmente
observado experimentalmente.

A Fig.(5.1) mostra o fluxo de calor triangular usado para gerar as temperaturas sintéticas.
Obtem-se, a distribuicao de temperatura para as posicoes x = 0, b e L como mostra a Fig.
(5.2).
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Figura 5.1: Fluxo de calor com pulso triangular.
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5.2.2 Funcgao de transferéncia

Como visto anteriormente, a respota impulsiva do sistema, h, representada pelo problema

térmico X2C'12 com propriedades termofisicas iguais, ¢ dada por
bty = & f: R (5.1)
K — Nx )

Para atribuir valores numéricos a resposta impulsiva, dada pela Eq. (5.1), considera-
se as mesmas informacoes usadas para a obtencao das temperaturas apresentadas na Fig.
(5.2), isto é, os mesmos dados, propriedades termofisicas, a1, ki, comprimento, anteriormente
mencionados. A Fig. (5.3) mostra o comportamento da resposta impulsiva ao longo do tempo,

para as posigoes desejadas, isto é, x = 0,0, L.
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Figura 5.3: Resposta Impulsiva do problema X2(C'12 com camadas com as mesmas proprie-

dades térmicas.

Observa-se na Fig. (5.3), a resposta impulsiva possui comportamento decrescente a partir
do seu valor méaximo para a posicao x = 0, devido ao fato da posicao esta mais préxima a
fonte de calor. Ja para as posicoes © = b e x = L o comportamento da resposta impulsiva é
crescente, pois estao se distanciando da fonte de calor.

Conhecendo-se a resposta impulsiva do problema de condugao de calor pode-se determinar

os valores numéricos que a representa, desta maneira, através da aplicacao da transformada de
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Fourier a resposta impulsiva obtem-se a fungao de transferéncia que possibilita, conhecendo-
se as temperaturas que podem ser medidas experimentalmente ou simuladas, estimar o fluxo

de calor. A solucao computacional do problema inverso é apresentada a seguir.

5.2.3 Problema Inverso

O procedimento computacional é fundamentado pelas seguintes equacoes:

- Ty(z, s) (5.2)

no dominio de Laplace, ou por meio da convolugao

) = (;’ 5y Tl (5.3)
no dominio do tempo.

Os vetores de temperatura, T5(z,t) e da resposta impulsiva, h(x,t) sdo conhecidos. Entao,
para cada posigao de interesse x = 0, b, L realiza-se um procedimento computacional para
estimativa do fluxo de calor. Assim, pode-se aplicar a transformada rapida de Fourier, usando
a fungdo do MATLAB fft, e a relacdo descrita pela Eq. (5.2). Logo, tem-se os valores de
fluxo estimados, restando apenas aplicar a transformada inversa ifft para obtencao dos valores
estimados no dominio do tempo.

As Figs. (5.4)-(5.5)-(5.6) apresentam as estimativas do fluxo de calor usando as tempe-

raturas medidas nas posi¢oes =0, x =be x = L.



3.5

%)

Fluxo de calor (W/m

X10°

T
-e-Estimado
© Imposto

79

Figura 5.4: Fluxo de calor estimado usando a fungao de transferéncia e temperaturas calcu-
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Figura 5.5: Fluxo de calor estimado usando a fungao de transferéncia e temperaturas calcu-

ladas em x = b.
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Figura 5.6: Fluxo de calor estimado usando a fungao de transferéncia e temperaturas calcu-

ladas em x = L.

A relacao entre o fluxo de calor imposto e o fluxo de calor estimado pode ser representada
pela diferenca percentual (%) Figs. (5.2.3)-(5.2.3)-(5.2.3) para cada uma das posi¢oes de
calculo.

Observa-se aqui, que a posicao que obteve a melhor estimativa foi em z = 0, o que ja
era de se esperar, uma vez que a fonte de calor esta posicionado exatamente em z = 0 e a
pior estimativa foi para x = L, posicao oposta a fonte de calor, em termos percentuais o erro
médio é de 3%, para a posicao x = 0 e 12% para a posicao = L. Na Fig. (5.6) é possivel
observar que o fluxo de calor estimado esta defasado em relacao ao imposto, por isso o erro

é malor.
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Figura 5.9: Diferenca percentual entre o fluxo de calor imposto e estimado para a posicao

x=1L.

Até aqui, a solugao do problema inverso foi apresentada em termos de comparacao entre
os fluxos imposto e estimado, porém, em uma situacgao real, o fluxo de calor nao é conhecido.
Nesse caso, a solugao do problema inverso deve ser apresentada em termos de temperatura,
isto é, deve-se mostrar a comparagdo entre as temperaturas 'reais’ (que na verdade foram
simuladas por meio da solugao hibrida) e as temperaturas obtidas por meio do fluxo que
foi estimado, ou seja, é necessario verificar se o fluxo estimado retorna as temperaturas
conhecidas.

As Figs. (5.10)-(5.12)-(5.11) mostram as temperaturas obtidas por meio de cada um
dos fluxos estimados por seus respectivos dados de posicao de andlise (0,b,L), e as Figs.
(5.13)-(5.14)-(5.15) a diferenca relativa (%).
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Figura 5.11: Comparacao entre as temperaturas obtidas com o fluxo de calor imposto e

estimado para a posicao x = b.
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Como esperado, da estimativa para o fluxo de calor com menor erro médio percentual, e
portanto menor defasagem, de informacoes provenientes da posicao z = 0, tem-se a melhor
estimativa para as temperaturas, como mostra a Fig. (5.13), onde a maxima diferenca relativa
entre temperaturas obtidas usando o fluxo de calor estimado e imposto e simulada é de 4%,
quando se configura regime transiente. Para as posicoes, x = b e x = L as maximas diferencas
encontradas sao de 5% e 6% respectivamente. Na Fig. (5.12) é evidente o atraso entre a
temperatura obtida com fluxo de calor estimado e imposto que é proveniente da defasagem
do fluxo de calor estimado mostrado na Fig. (5.6).

Note que, até agora, mostrou-se testes onde as propriedades termofisicas sao iguais. A
seguir, aborda-se, testes considerando as propriedades termofisicas distintas, que é o grande
interesse de estudo.

Como mencionado, os testes a seguir, tem como objetivo simular a estimativa do fluxo
de calor em um processo de usinagem, considerando uma ferramenta revestida com nitreto
de titanio (TiN) e o material base é de metal duro ISO K10, assim, tem-se condutividade
térmica, k; = 21[W/mK], ky = 130[W/mK], difusividade térmica, oy = 0,7E~°[m?/s],
ay = 4,36 E75[m?/s], temperatura inicial Ty = 0[°C], comprimento da placa, L = 10E~%[m)],
b=1E"%m]edt =1[s], t = [0 : dt : tf], tf = 1024[s]. O fluxo de calor considerado ¢ o
mesmo usado anteriormente, ou seja, um fluxo de calor triangular Fig. (5.1).

A solucao computacional do problema direto com propriedades termofisicas distintas é
dado pela Fig. (5.16)
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Figura 5.16: Temperaturas obtidas a partir do uso de um fluxo de calor triangular com

propriedades termofisicas distintas.

Observa-se que, um cuidado deve ser tomado em relacao a estimativa do fluxo de calor em
determinados pontos do dominio. Lembrando-se, que o problema em estudo trata-se de um
problema de duas camadas delimitada por = b. Assim, para qualquer ponto do dominino
entre 0 < x < b que deseja-se obter a estimativa do fluxo de calor, usa-se, hy e b < x < L,
usa-se, hy (funcdo de transferéncia referente a camada 1 Eq. (3.19) e camada 2 Eq. (3.20),
respectivamente).

Estima-se o fluxo de calor para trés posicoes do dominio, sendo elas, t =0, x =be x = L.
Assim, considera-se hy para estimar o fluxo de calor nas posigoes (0,b) e hy para a posi¢ao
L.

Nas Figs. (5.17)-(5.18) tem-se o perfil computacional da resposta impulsiva referente a

camada 1 e 2, respectivamente.
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Figura 5.18: Resposta impulsiva hs.

Observa-se, nas Figs. (5.17)-(5.18) que para as trés posigoes escolhidas o comportamento

da resposta impulsiva sao semelhantes, apresentando um comportamento decrescente a partir
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do seu valor maximo, exceto nos tempos inicias, para 10 segundos é possivel observar que
para as posicoes # = 0,b o valor maximo é de 6,7 x 107% e 5,2 x 1079 enquanto para a
posicao © = L tem-se 4,3 x 1075, Esse descrecimento nos valores méaximos observados sao
justificados pelo distanciamento da fonte de calor.

Sendo assim, conhecendo entao os valores de temperatura, que foram calculados por meio
da Eq. (3.5), mostrada na Fig. (5.16) como temperaturas hipotéticas, e, conhecendo-se a
funcao de transferéncia analitica mostra-se aqui a possibilidade de obter estimativas para o
fluxo de calor pulso triangular, que originaram essas temperaturas.

Entao, o procedimento computacional é andlago ao descrito anteriormente. Obtem-se as
estimativas para o fluxo de calor pulso triangular, considerando as temperaturas e as fungoes
de transferéncia calculadas para cada uma das posicoes de interesse t =0, x =bex = L. As
estimativas sdo apresentadas nas Figs. (5.19)-(5.20)-(5.21), neste caso, o atraso e a atenuacao
para o fluxo de calor estimado sao mais visiveis, para as posi¢oes t =be x = L.

As Figs. (5.22)-(5.23) mostram a diferenga absoluta entre o fluxo imposto e estimado,
para cada uma das posigoes de cdlculo. Observa-se aqui, que a diferenca informa o montande
de fluxo de calor (1W/m?) excedente ao fluxo de calor imposto. A posi¢do em que obteve a
melhor estimativa foi em x = 0 e a pior estimativa foi para a posicao x = L, posi¢cao oposta a
fonte de calor. Na Fig. (5.23) é possivel observar que o fluxo de calor estimado esté defasado

em relagao ao imposto, por isso a diferenca é maior.
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Figura 5.19: Fluxo de calor estimado usando a funcao de transferéncia h; calculadas em

xz = 0.
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Figura 5.23: Diferenca absoluta entre o fluxo de calor simulado e estimado considerando hy

para a posicao r = L.

Apresenta-se a solu¢do do problema inverso graficamente nas Figs. (5.24)-(5.25)-(5.26)
que mostram as temperaturas obtidas por meio de cada um dos fluxos de calor estimados
por seus respectivos dados de posigao de andlise (0,0, L). Isto é, ressalta-se que a fonte de
calor esta posicionada em z = 0, e foram obtidas trés estimativas para o fluxo de calor, por
meio de dados (temperatura e func¢do de transferéncia) calculados para as posigoes (0, b, L).

Assim, como esperado, da estimativa para o fluxo de calor com menor erro médio, e
portanto menor defasagem, de informagoes provenientes da posicao z = 0, tem-se a melhor
estimativa para as temperaturas, como mostra a Fig. (5.27), onde a méxima diferenga entre
temperatura geradas com os fluxos de calor estimado e imposto é de 3%, quando se configura
regime transiente. Para as posicoes = b e x = L as maximas diferencas encontradas sao de
4% e 8%, a diferenca obtida pela posicao x = L é justificada por ser a posicao oposta a fonte

de calor.
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Figura 5.24: Comparacao entre as temperaturas obtidas com os fluxos de calor imposto e

estimado em x = 0.
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Figura 5.25: Comparacao entre as temperaturas obtidas com os fluxos de calor imposto e

estimado em x = b.
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Figura 5.26: Comparacao entre as temperaturas obtidas com os fluxos de calor imposto e

estimado em x = L.
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Figura 5.27: Diferenca relativa entre as temperaturas obtidas com os fluxos de calor imposto

e estimado para as posi¢oes x = 0,b e L usando h;.
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Figura 5.28: Diferenca relativa entre as temperaturas obtidas com os fluxos de calor imposto

e estimado na posicao r = L.

Nessas secoes procurou-se expor a solugao teodrica do problema inverso em conducao de
calor de dupla camada, considerando propriedades térmicas distintas para cada camada.

Como pode-se obervar, a técnica de problema inverso proposta para materiais compostos
é eficiente e valida, obtendo-se diferenca de temperaturas inferiores a 13%, dependendo da
posicao de analise e das propriedades termofisicas que também ajudam a descrever o sistema.
Ressalta-se, que o modelo 1D permite acesso somente na posicao x = L, posicao oposta a
fonte de calor, isso justifica a diferenca de temperatura ser alta. Em sequéncia, faz-se a

analise da influéncia da espessura da camada na estimativa do fluxo de calor.

5.2.4 Analise da influéncia da espessura (b) na estimativa do fluxo

de calor

Como mencionado, a importancia dos revestimentos cresceu na industria metal mecanica,
em particular nas ferramentas de usinagem, em razao da protecao contra os desgastes. Esses
revestimentos consistem de uma ou mais camadas de materiais diferentes da base, propiciando
uma flexibilidade na selecao dos sistemas de acordo com as necessidades de cada aplicacao
(ALMEIDA, 2010). Uma das vantagens em usar revestimento em ferramenta de corte é

a reducao do desgaste da ferramenta protegendo a ferramenta de uma temperatura mais
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elevada.

Observa-se, nesse contexto, que a grande maioria das ferramentas atuais possuem reves-
timento, e, portanto, qualquer andlise térmica dessas ferramentas devem considerar a sua
presenca. Usualmente, as espessuras desses revestimentos variam entre lum a 20pum Ma-
chado et al. (2011).

Essa segao, trata-se da influéncia dessas espessuras nas estimativas do fluxo de calor.
Inicialmente, seré considerado o modelo 1D e posteriormente o modelo 3D.

Especificamente, serao considerados nesta andlise, espessuras de revestimento iguais a
dpm, 8um e 12pm.

As Figs.(5.29)-(5.30)-(5.31) apresentam as estimativas do fluxo de calor considerando
espessuras de 12um, 8um e 4um, respectivamente e temperaturas sintéticas na posicao x = L.

Uma vez obtido o fluxo de calor, a temperatura em qualquer ponto pode entao ser cal-
culada. As Figs.(5.32)-(5.33)-(5.34) apresentam o campo de temperatura calculado em cada

posi¢ao (x = 0,b e L), respectivamente para 12um, 8um e 4um.
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Figura 5.29: Comparacao entre os fluxo de calor estimado e imposto, considerando uma es-

pessura de revestimento de 12um, e usando fungao de transferéncia de temperaturas sintéticas
obtidas em = = L.
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Figura 5.30: Comparacao entre os fluxo de calor estimado e imposto, considerando uma es-

pessura de revestimento de 8um, e usando funcao de transferéncia de temperaturas sintéticas

obtidas em =z = L.
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Figura 5.31: Comparacao entre os fluxo de calor estimado e imposto, considerando uma es-

pessura de revestimento de 4um, e usando funcao de transferéncia de temperaturas sintéticas

obtidas em z = L.
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Figura 5.32: Evolucao da temperatura estimada considerando espessura de revestimento igual

a 12um.
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Figura 5.33: Evolucao da temperatura estimada considerando espessura de revestimento igual

a 8um.
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Figura 5.34: Evolucao da temperatura estimada considerando espessura de revestimento igual

a dum.

Observa-se nas Figs. (5.29)-(5.30)-(5.31) que a melhor estimativa é obtida para o pro-
blema térmico com revestimento de 4um. Esse comportamento é esperado uma vez que, a
sensibilidade no ponto de estimativa do fluxo de calor é maior. Isso se da pois, a sensibili-
dade esta diretamente relacionada com os efeitos de a; e k; quando varia-se as espessuras
do revestimento, pois estes, apresentam efeito de isolamento térmico na ferramenta. Logo,

quanto menor a espessura do revestimento melhor é a estimativa do fluxo de calor.

5.2.5 Propriedades térmicas o e k

Além da espessura do revestimento, as propriedades térmicas desempenham um papel
importante no estabelecimento das temperaturas na interface durante o processo de corte
ortogonal.

Este efeito pode ser obervado considerando o mesmo fluxo de calor imposto na interface
e, em decorréncia na obtencao da temperatura em x = L. Assim, espera-se que uma maior
resisténcia térmica devido ao revestimento possa implicar em uma menor temperatura na
interface entre revestimento e substrato.

A tab. (5.1) mostra as propriedades térmicas dos respectivos revestimentos que sera usado

nesta andlise e encontra-se (BRITO R.F.; CARVALHO, 2015).
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Tabela 5.1: Propriedades termofisicas da ferramenta e dos revestimentos Cobalto e Aly0s.

Propriedades Ferramenta Co Als03
ax 107° [m?/s] 4,36 2,66 0,76
k [W/mK] 130 99.2 36

A solugao do problema direto considerando o mesmo fluxo de calor e um revestimento (k1)
de cobalto com espessuras de 12um, S8um e 4um, respectivamente ¢ apresentado nas Figs.
(5.35)-(5.36)-(5.37). A mesma solucao é apresentada considerando um revestimento de Aly03
com espessuras 12um, 8um e 4um, respectivamente nas Figs. (5.38)-(5.39)-(5.40). Esta
analise se faz necessaria, devido ao desconhecimento da intensidade do calor gerado na peca-
ferramenta durante o processo real de corte ortogonal. E importante observar que a andlise
térmica do comportamento da ferramenta revestida nao considerou os efeitos tribolégicos da
adicao de revestimento no metal base.

Observa-se que, como esperado, ao reduzir-se a espessura do revestimento obtem-se uma
menor temperatura na interface (x=b) em relacao a temperatura obtida pela ferramenta sem
revestimento. Isso se dd, devido ao efeito de isolamento térmico presente no revestimento.
Observa-se também, que a sensibilidade, assim como no caso anterior, é maior quando a

espessura do revestimento é menor.
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Figura 5.35: Comparagao e evolucao de temperatura na interface (x=b) considerando reves-

timento de cobalto e espessura 12um .
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Figura 5.36: Comparacao e evolugao de temperatura na interface (x=b) considerando reves-

timento de cobalto e espessura 8um .
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Figura 5.37: Comparagao e evolucao de temperatura na interface (x=b) considerando reves-

timento de cobalto e espessura 4um .
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Figura 5.38: Comparacao e evolugao de temperatura na interface (x=b) considerando reves-

timento de Al»03 e espessura 12um .
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Figura 5.39: Comparagao e evolucao de temperatura na interface (x=b) considerando reves-

timento de Aly03 e espessura 8um .
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Figura 5.40: Comparacao e evolugao de temperatura na interface (x=b) considerando reves-

timento de Al>03 e espessura 4um .



104

Observa-se que ambos os revestimentos, cobalto e Al;03, apresentaram uma menor tem-
peratura na interface, essa diferenca pode ser observada, por exemplo, para o caso em que
tem-se espessura de revestimento igual a 4um, para efeito de isolamento térmico o revesti-
mento de Al,03 mostrou-se mais eficiente, uma vez que a temperatura na interface é de no

maximo 60[°C|| enquanto o revestimento de cobalto apresenta diferenca maxima de 20[°C].

5.3 Problema térmico 3D X33Y3C13Z33

Apresentam-se, nesta secao, alguns resultados da solu¢ao do problema térmico 3D. Ini-
cialmente, a solugao do problema direto, as fungoes de transferéncia e a estimativa do fluxo
de calor imposto em um problema especifico. No capitulo 5 resultados dessa solucao sao
explorados mais profundamente.

Analogamente ao caso 1D da secao anterior, a técnica TFBGF é usada como ferramenta
da estimativa do fluxo de calor imposto na superficie. Como ja mencionado, a motivacao
dessa solucao desse problema decorre da modelagem térmica de uma ferramenta durante um
processo de corte ortogonal.

Em casos praticos, a geragao de calor que ocorre devido ao cisalhamento do material em
contato com a ferramenta é usualmente desconhecida. Nesse caso, o uso de técnicas inversas
¢ uma ferramenta poderosa para a sua obtencao. Como as ferramentas atualmente sao
sempre revestidas, o aquecimento é parcial, o problema térmico decorrente é tridimensional,

transiente e ocorre em um dominio de dupla camada.

5.3.1 Problema direto

Para obtencao do problema direto, considera-se um fluxo retangular, como mostra a Fig.
(5.41) construido no MATLAB, imposto em uma &rea parcial da geometria tridimensional,

como mostra a Fig. (5.42).
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Figura 5.41: Fluxo de calor retangular.

Considera-se nesse caso, um revestimento de cobalto com espessura b = 4um, substrato
de metal duro ISO K 10 como material base, os coeficientes de convecgao h; = 20[W/m*K]
e, comprimento L = W = 1E"%[m| e R = 10E~% (compativeis com a geometria de uma
ferramenta de usinagem); temperatura inicial, Ty = 25[°C] e ambiente, T, = 30[°C]; intervalo

de discretizacao do tempo dt = 1[s] e tempo final de simulac¢ao sendo tf = 200]s].

ha area parcial com
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=3 L h5
hl
h3 T

Figura 5.42: X33Y3C13Z33 com area parcial com fluxo de calor.
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Supoem-se o fluxo de calor atuando na drea quadrada delimitada por 0 < =z < L/5
e0 < z < R/50, em y = W. As temperaturas nas posi¢oes Tal = (L/5, W,4R/50),
Ta2 = (4L/5,W,4R/50) ¢ Ta3 = (0,W/2,R/50) Fig. (5.42) sao calculadas usando-se a
solucao hibrida.

A Fig.(5.43) mostra a evolugao de temperatura nas respectivas posicoes de interesse.
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Figura 5.43: Evolucao das temperaturas calculadas nas posicoes 1, 2 e 3.

Observa-se que para a posicao T'a3 as temperaturas sao mais elevadas quando comparadas
com as demais posigoes, isso se deve a T'a3 estar posicionada a 4um da fonte de calor.
5.3.2 Funcao de Transferéncia

Analogamente ao caso 1D, calculam-se as funcgoes de transferéncia em casa posicao. Estas

fungoes sao apresentadas na Fig. (5.44).
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Figura 5.44: Funcao de transferéncia nas posicoes T'al,T'a2 e Ta3.

Observa-se um comportamento semelhante para as posicoes T'al,Ta2 e Ta3, porém no

tempo inicial a fungao de transferéncia (ha3) atinge uma maxima de 1,1 x 107,

5.3.3 Problema inverso, estimativa do fluxo de calor imposto

A partir dos pares dos vetores de temperatura e fungdo de transferénca, {Tal, Hal},
{Ta2,Ha2} e {T'a3, Ha3}, pode-se estimar o fluxo de calor usando a técnica TFBGF. As
Figs. (5.45)-(5.46)-(5.47) mostram comparacoes entre o fluxo de calor imposto ¢ e o fluxo
de calor estimado ¢;. Observam-se uma excelente concordancia entre os fluxos, obtendo-se

desvios menores que 4%, 1,5% e 1% respectivamente para as posicoes Tal,Ta2 e Ta3.
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Figura 5.47: Comparacao entre o fluxo de calor imposto ¢ e o fluxo de calor estimado g3 para

posicao 3.

Fazendo uma analogia com o modelo 1D, é facil perceber que as melhores estimativas sao
provenientes do modelo 3D, uma vez, que o mesmo permite acesso na superficie y = W, onde
estd localizada a area da fonte de calor, tendo assim uma maior sensibilidade. A sensibilidade
representa o quanto a temperatura, num determinado ponto, esta variando em funcao do fluxo
de calor aplicado.

Uma vez obtido o fluxo de calor, obtém-se o campo de temperatura resolvendo o problema
direto para qualquer posicao do dominio, faz-se entao, para as posicoes Tal, Ta2 e Ta3 e
posteriormente mostra-se o campo de temperatura em trés faces distintas considerando um

tempo de 60s.
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Figura 5.48: Evolugao de temperaturas obtidas com o fluxo de calor imposto T'al(q) e fluxo

de calor estimado Tal(ql).
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Figura 5.49: Evolucao de temperaturas obtidas com o fluxo de calor imposto T'al(q) e fluxo

de calor estimado T'a2(q2).
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Figura 5.50: Evolugao de temperaturas obtidas com o fluxo de calor imposto T'a3(q) e fluxo
de calor estimado T'a3(¢3).

Observa-se, que o fluxo de calor estimado nas posicoes T'al, T'a2 e T'a3 foi capaz de retor-
nar as temperaturas hipotéticas quando usado no problema direto, Figs. (5.48)-(5.49)-(5.50).
Ambos os perfis de temperaturas recalculados a partir do fluxo de calor estimado obtiveram
diferenca percentual maxima de 1% quando comparados com as temperatuas hipotéticas.

As Figs. (5.51)-(5.52)-(5.53) mostram o campo de temperatura em trés face, no plano
XZ com y=W, vista superior, no plano XY com z=0, vista frontal, no plano YX com x=0,
vista lateral, respectivamente, com um tempo de 60s, que permitem um melhor entendimento
fisico do problema.

Os campos de temperatura foram gerados usando o fluxo de calor estimado ¢3 aplicado ao
problema direto 3D de dupla camada, isto é possivel pois o modelo térmico permite o calculo
de temperatura para qualquer ponto de interesse no dominio, considera-se um revestimento

de 4pm.
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Figura 5.53: Campo de temperatura no plano Y7 com x=0, vista lateral.

A Fig. (5.51) apresenta o campo de temperatura no plano XZ, vista superior, com y=W,
pode-se observar que a difusao de calor inicia-se a partir da regiao onde esta localizada a fonte
de calor, isto é, a origem do sistema carteziano, ponto de contato peca-ferramenta revestida
durante um processo de corte ortogonal. Observa-se também, que ha maior difusao de calor no
sentido x do plano carteziano, devido ao fato da superficie apresentada ser formada apenas
pelo revestimento e o mesmo por possuir efeito de isolamento térmico apresenta maiores
temperaturas, com uma variacao de 100°C.

O campo de temperatura no plano XY, vista frontal, com z=0, Fig. (5.52). O plano XY
é formado pelas camadas revestimento e substrato observa-se que o inicio do processo se da a
partir de regiao onde esta localizada a fonte de calor, gerando uma variacao de temperatura
de 20°C. Na Fig. (5.53) apresenta-se variagdo no campo de temperatura 70°C', o plano
YZ, x=0, é formado por parte revestimento parte substrato, observa-se o perfil de difusao
ocorrendo na maior parte para direcao do eixo y, devido ao fato de ser o maior ponto de

contato peca-ferramenta revestida durante o processo de corte ortogonal.



Capitulo 6

RESULTADOS

6.1 Introducao

No capitulo anterior mostrou-se a proposta de solugao do problema inverso, isto é, a
possibilidade de se estimar o fluxo de calor por meio da funcao de transferéncia analitica e
por temperaturas simuladas computacionalmente e 'experimentalmente’.

Esse capitulo, trata-se da influéncia do revestimento nas estimativas do fluxo de calor.

Como ja mencionado, a grande maioria das ferramentas atuais possuem revestimento, e,
portanto, qualquer andlise térmica dessas ferramentas devem considerar a sua presenca. A
espessura do revestimento é muito menor em relacao a espessura do substrato. O objetivo
desse capitulo é analisar o quanto o revestimento pode influénciar na estimativa do fluxo de
calor.

Inicialmente, sera considerado o modelo 1D e posteriormente o modelo 3D.

6.2 Efeito do revestimento na estimativa do fluxo de

calor de uma ferramenta usando o modelo 1D

Obtém-se o campo de temperatura Y = T7+¢, onde € representa o desvio padrao aos erros
de medicoes presentes na temperatura experimental, pelo problema direto na posicao oposta
a fonte de calor imposta (x = L), que foram calculados por meio da Eq. (3.5), mostrada na
Fig. (5.16) e, estima-se os fluxos de calor (problema inverso) ¢; e qo Figs. (6.1). O objetivo
aqui é analisar a influéncia do revestimento sobre a ferramenta nas estimativas de fluxo de
calor, qual seria o fluxo de calor estimado se o revestimento fosse desconsiderado?

A Fig. (6.2) mostra a comparagao entre os fluxos ¢; (estimado e imposto) e o fluxo de

114
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calor estimado ¢, usando um revestimento de cobalto e uma espessuras de 12um.
A solucao do problema inverso é mostrada em termos da comparacao entre temperatura
‘experimental’ e estimada, o que significa mostrar que o fluxo de calor estimado (g; e qo) é

capaz de descrever as temperaturas ’experimentais’.

TR

Figura 6.1: Modelo 1D para anélise do revestimento.

5
35 X0 ‘
+ q0
& qlimposto
3r o qlestimado| |

Fluxo de calor (W/m

Figura 6.2: Fluxo imposto, fluxo estimado considerando o modelo com revestimento de co-

balto e o fluxo estimado desprezando o efeito do revestimento.
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Observa-se, na Fig. (6.2) que o fluxo de calor estimado ¢, decorrente do problema
térmico que despreza o efeito do revestimento, é menor quando comparado com o fluxo de
calor imposto, apresentando uma diferenca percentual maxima de 16,5%. Ja o fluxo de
calor estimado ¢; decorrente do problema térmico que considera o efeito do revestimento,
¢ ligeiramente maior quando comparado com o fluxo de calor imposto, apresentando uma
diferenca percentual de no méximo 8% quando comparado com o fluxo de calor imposto.

Esse fato, é devido que as temperaturas usadas para estimar o fluxo de calor sao prove-
nientes de um problema de dupla camada, como experimentalmente é feito, desse modo a
estimativa apresentada quando usa-se um modelo de camada simples devera divergir mais do
fluxo de calor imposto, fato que é esperado, pois trata-se da estimativa através de um modelo
que nao é compativel com a situacao real. Desse modo, apresenta-se o melhor desempenho
na estimativa de fluxo de calor quando usa-se o modelo de dupla camada.

Como ja mencionado, com a estimativa do fluxo de calor é possivel obter o campo de
temperatura para qualquer ponto do dominio. As Figs. (6.3)-(6.5)mostram a evolugao da
temperatura para a posicao x = L, onde obtém-se o perfil térmico considerando o fluxo de

calor ¢; e gy estimado, respectivamente.
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Figura 6.3: Comparacao entre os perfis de temperaturas obtidas usando o fluxo de calor

estimado ¢; e o fluxo de calor imposto ¢; ambos considera-se o efeito do revestimento.
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Figura 6.4: Diferenca relativa entre o fluxo de calor estimado considerando o efeito do reves-
timento.
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Figura 6.5: Comparacao entre os perfis de temperaturas obtidas usando o fluxo de calor

imposto ¢; e o fluxo de calor estimado gy desprezando o efeito do revestimento.
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Figura 6.6: Diferenca relativa entre o fluxo de calor estimado desprezando o efeito do reves-

timento.

Observa-se, uma diferenca de 7% nos modelos apresentados. Enquanto o modelo que con-
sidera o revestimento apresentou uma diferenca de 7% o modelo que despreza o revetimento
obteve uma diferenga de 16%, uma diferenga significativa nos calculos de temperatura.

Com isso, o problema térmico de dupla-camada e a técnica de problema inverso para
estimativa do fluxo de calor mostrou-se bastante eficiente com uma diferenga percentual de
méxima de 7%.

E interessante destacar a grande forca da técnica inversa usada, que por sua vez se baseia-
se na solugao analitica do problema direto. Observa-se, neste caso, que o uso de métodos
numeéricos para a solugao de problema direto acarreta em grandes dificuldades devido as

pequenas dimensoes da area de contato ferramenta-revestimento.

6.3 Efeito do revestimento na estimativa do fluxo de

calor de uma ferramenta usando o modelo 3D

Apresentam-se, nesta se¢ao, alguns resultados sobre a influéncia do revestimento na fer-
ramenta, considerando agora o modelo 3D, um revestimento de cobalto de espessura 4um.

Analogamente, usa-se a mesma metodologia apresentada ao caso 1D da secao anterior,
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investiga-se, a estimativa do fluxo de calor considerando um modelo com ferramenta revestida
e um modelo sem revestimento Fig. (6.7).

Obtém-se o campo de temperatura através do problema direto de dupla camada (solugao
hibrida) na posicao Tal Fig. (6.7) que é dada pela Fig. (5.43). Entao, estima-se o fluxo
de calor nas posigoes Tal (qal) e Ta2 (ga2) usando as fungoes de transferéncia de dupla
camada e camada simples, respectivamente. Desse modo, pretende-se comparar o fluxo de

calor estimado para ambos os modelos.

h4 area parcial com

fluxo de calor ha area parcial com

fluxo de calor

h3 =T h3 T
Figura 6.7: Modelos 3D de dupla camada e camada simples.

A Fig. (6.8) mostra a comparacao entre os fluxos gal (estimado e imposto) e o fluxo de
calor estimado ¢o, usando um revestimento de cobalto e uma espessura de 12um.

Observa-se, como no caso 1D o fluxo de calor estimado proveniente do modelo sem reves-
timento apresenta um fluxo de calor menor quando comparado com o fluxo de calor imposto,
com uma méxima percentual de 20%. J4 o fluxo de calor estimado proveniente do modelo
de dupla camada é ligeiramente maior comparado com o fluxo de calor imposto, com uma
mdxima percentual de 3%.

Ressalta-se, que para as estimativas do fluxo de calor, o modelo de camada simples, sem
revestimento, usa-se a funcao de transferéncia da camada 2, pois nesse caso despreza-se o
efeito do revestimento, levando em conta apenas propriedades térmicas referente a segunda
camada. Para estimativa do fluxo de calor proveniente do modelo de dupla camada, usou-se a
funcao de transferéncia referente a camada 1. Apesar da estrutura matematica das equagoes
serem as mesmas as propriedades térmicas sao distintas.

Como visto, o modelo de dupla camada apresenta os melhores resultados, sendo assim,

ressalta-se a sua importancia para essas aplicacoes.
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Figura 6.8: Diferenca relativa entre o fluxo de calor estimado desprezando o efeito do reves-

timento.



Capitulo 7

CONCLUSAO

Propos-se nesse trabalho, como objetivo principal, a obtencao da solucao de um problema
inverso decorrente de um processo de usinagem ortogonal usando ferramentas revestidas.
Especificamente estimou-se o fluxo de calor gerado na interface peca-ferramenta revestida e
determinou-se o campo de temperatura na interface entre o revestimento e o substrato da
ferramenta. O Processo de usinagem de corte ortogonal foi simulado numericamente.

A metodologia baseou-se na obtencao da solucao analitica do problema direto, da e da
obtencao e uso da funcao de transferéncia para a estimativa do fluxo de calor imposto.
A técnica usada para a solucao do problema inverso foi a TFBGF, sendo nesse trabalho
adaptada para um dominio multicamadas.

Alguns passos iniciais foram desenvolvidos de forma a auxiliar a se atingir o objetivo
principal. Inicialmente abordou-se uma solucao analitica dupla camada de um modelo uni-
dimensional. Essa abordagem permitiu estabelecer as caracteristicas necessarias para a ob-
tencao das funcoes de transferéncias de ambas as camadas, revestimento e substrato. O seu
uso na estimativa do fluxo de calor aplicado no revestimento através do uso da funcao de
transferéncia calculada no substrato permitiu a seguranga do uso da técnica em problemas
multicamadas e, portanto deu carater generalista a esta proposta.

Num segundo momento abordou-se entao o problema tridimensional transiente dupla
camada com aquecimento parcial. Além da obtencao das solugoes analiticas dos problemas
1D e 3D transientes duplas 7 camadas e da solugao do problema inverso através da técnica
modificada TFBGF pode se explorar a influéncia térmica do revestimento nas ferramentas.

Tanto a influéncia das propriedades térmicas de varios tipos de revestimento quanto a
variacao de temperatura na interface peca ferramenta, na interface revestimento e substrato
quanto a influéncia desses revestimentos na obtencao do fluxo de calor gerado na interface

foi verificada.
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Algumas perguntas relativas ao comportamento térmico desses revestimentos puderam en-
tao ser respondidas. Por exemplo, quais seriam os efeitos térmicos dos revestimentos durante
um processo de usinagem ortogonal. Esses revestimentos realmente protegem o substrato, no
sentido de diminuir a sua temperatura? Qual o efeito desses revestimentos do ponto de vista
da geracao de calor devido ao atrito?

Este trabalho procurou também responder se o uso de modelos de ferramentas sem re-
vestimento seria adequado na abordagem de problemas térmicos decorrentes de processos de
usinagem ortogonal usando-se ferramentas revestidas.

Nesse sentido, resultados obtidos apontam para a diminuicao da temperatura na interface
revestimento substrato, tornando a técnica uma ferramenta importante para a otimizagao e
escolha de revestimentos em ferramentas de usinagem. Estabeleceu-se também incertezas no
uso de modelagem simples (uma camada) em ferramentas revestidas.

A obtencao da solugao analitica de um problema 3D transiente, dupla camada com aque-
cimento parcial representa uma grande contribuicao desse trabalho, uma vez que esta solucao
nao se encontra disponivel na literatura. A adaptagao da técnica TFBGF para dominios du-
pla camada também se mostra uma ferramenta poderosa no estudo de materiais revestidos.
Ela pode, por exemplo, ser aplicada no auxilio da identificacao de propriedades térmicas tanto
efetivas, quanto do revestimento e do material base, uma vez que as funcoes de transferéncias
dessas camadas sao identificadas de forma independente.

O baixo custo computacional assim como a exatidao nas solu¢oes imprime um carater
de robustez a esta técnica, principalmente quando comparadas a aplicagoes com técnicas de
otimizacao onde a solucao do problema direto deve ser resolvida varias vezes.

Observa-se, nesse caso, que solucoes numéricas que abordam pastilhas revestidas tem um
alto custo computacional e uma relativa incerteza na obtencao da solucao. Isto se da devido
ao refino grosseiro da malha na direcao da espessura onde normalmente é usados apenas
um no, uma vez que os revestimentos sao da ordem de pm e os substratos da ordem de

centimetros.
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Propostas de trabalhos futuros

A ferramenta matematica desenvolvida nesse trabalho permite a seu uso direto em:

i) Problemas de estimativas de propriedades térmicas de pastilhas revestidas, identificando-
se as propriedades do revestimento e do substrato.

ii) Identificacdo da espessura de revestimento ou de tintas.

iii) Obtengao da geragao de calor em outros tipos de ferramenta como fresas ou brocas.

iv) Aplicacao da técnica no desenvolvimento de solugdes analiticas da equacao da bio-
transférencia de calor uma vez que o tecido epiteliais tem varias camadas.

v) Extensao da solucao para multicamadas
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Anexo A
Solucao Analitica 3D de tinica camada

A solugao analitica do problema homogéneo 3D de tnica camada em termos de fungoes

de Green é dada por:

L yw R
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o Jo 0

ay t Lo Ro
+ —/ / / q(7)G(x,y, 2, t|a, W, 2/, 7)d'd2' dr
kl 0 L1 Ry

129



Anexo B

Equacoes transcendental para demais

condicoes de contorno

A tabela (B.1) apresenta as equagoes transcendental para demais condi¢oes de contorno
desenvolvida por (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002).

Tabela B.1: Equacao transcendental para demais condi¢oes de contorno.
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