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MELO, G. P.; IdentificagiZo de Sistemas MecAnicos Através do

Método das Séries de Fourier - Um Méetodo no Dominio do Tempo,

U.F.U., Uberlandia 1992. 114p.

RESGUMO:

Apresenta—se neste trabalho, um método para identificag3o
de Sistemas MecaAnicos com varios graus de liberdade operando
no dominio do tempo. 0O método baseia-se na expans3io das
funges de excitagio e de resposta do sistema em termos de
séries de Fourier e na transformagdo das equag@es diferenciais
do movimento em equagBes algébricas por meio de integragSes
sucessivas e da utilizag3o de uma matriz operacional para
integra¢3o das fun¢Bes que formam aquelas séries. Desta forma,
o método pode ser sumarizado em trés etapas fundamentais:

1 - Expans3o da excita¢3o e da resposta em séries de Fourier.
2 - Integra¢3o das equag¢les do movimento e emprego de uma
matriz operacional para integragio das séries de Fourier.

3 - Estimativa dos parametros pelo método dos minimos

quadrados.

Palavras—chaves: identifica¢3o de parametros, an&lise modal,

técnica no dominio do tempo, séries de Fourier.
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MELDO, 6. P.; Identification of Mechanical Systems by Fourier

Series Method — A Time-Domain Method, U.F.U.,Uberlandia 1992.

114p.

ABSTRACT :

A time—domain technique based on Fourier series is used in
this work for the identification of parameters of mechanical
systems with multi-degrees of freedom. The method is based on
the orthogonality property of the Fourier series which enables
the integration of the equations of motion. These equations
are then converted to a linear algebraic model that is solved
to obtain the unknown parameters. This way the method can be
summarized as follows:

1 -expansion of the input and output signals in Fourier series
2 —integration of the equations of motion using an operational
matrix to integrate the series

3 ~the parameters are calculated through a least—-square

estimation method.

Keys—words: parameter identification, modal analysis,

time—domain technique, Fourier series.



FIGURA

LISTA DE FIGURAS

DESCRICAO

Fluxograma do programa computacional

para identificaGdo
Sistema de um grau de liberdade

IdentificaC¢8o da for¢a de excitacGio

Sistema de um grau de liberdade

Sistema de dois graus de liberdade

Sélo dindmico

Sistema de trés graus de liberdade

Mesa vibratéria com um grau de liberdade
Modelo do Sistema de um grau de‘liberdade
Identifica¢8o da bancada - 1 g.d.l.
FunG3o de Transferéncia - 1 g.d.l.

Funcido de coeréncia - 1 g.d.1l.

Resposta no tempo - 1 g.d.1l.

Esquema para aquisiC8o do sinal - 1 g.d.l.

Sistema livre

IX

PAGINA

28

30

38

40

52

55

60

60

62

63

64

66

67




5.22

Mesa vibratOria com dois graus de liberdade
Modeclo do sistema com dois graus de liberdade
Identifica¢80 da bancada - 2 g.d.1l.

FunG8o de transferéncia - 2 g.d.l.

FunC83o0 de coeréncia - 2 g.d.l.

Fator de amortecimento - 1? modo (2 g.d.l.)
Fator de amortecimento - 29 modo (2 g.d.1l.)

Bancada para aquisi¢83o de sinal - 2 g.d.l.

Sistema livre

Esquema para aquisi¢8o de sinal - 2 g.d.1l.

Excitado harmonicamente

Mesa vibratdéria com trés graus de liberdade
Modelo do sistema com tr@s graus de liberdade
Eixos de referéncia - 3 g.d.l.

Espectros de frequéncia - 3 g.d.l.

Impacto no ponto I

Espectros de frequéncia - 3 g.d.l.

Impacto no ponto E

Espectros de frequéncia - 3 g.d.1l.

Impacto no ponto A

69

70

71

T2

73

75

76

77

79

81

82

82

88

89

90



5.23

5.24

Dire¢Oes das vibrag¢les - 3 g.d.l.

Esquema para aquisiGfo de sinal - 3 g.d.l.

Sistema livre

XI

91

93



LISTA DE TABELAS

TABELA DESCRICAO

4,1 Valores telOricos e identificados (r = 5)
Sistema de 1 g.d.l. excitado

4.2 Valores teOricos e identificados (r = 10)
Sistema de 1.g.d.1l. excitado

4.3 Valores telOricos e identificados (r = 10) - 10% de
ruido aleatdrio -Sistema de 1 g.d.l. excitado

Valores teOricos e identificados dos par8metros

modais ( r = 20 ) - Sistema de 2 g.d.1l. livre

Valores telOricos e identificados dos parimetros
modais ( r = 20 ) - 10% de ruido aleatOrio

Sistema de 2 g.d.l. livre

Valores teOricos e identificados dos par@metros
modais ( r = 20 ) - 10% de ruido aleatOrio

Sistema de 2 g.d.l. excitado

Valores teOricos e identificados dos par@metros

modais ( r = 20 ) - S€lo din8mico

‘Valores teOricos e identificados dos par@metros

modais ( r = 20 ) - 10% de ruido aleatOrio

Sistema de 3 g.d.l. livre

XII

PAGINA

35

36

37

47

48

50

53

57



Valores experimentais e identificados dos par@metros

(r =10 ) - Mesa vibratOria com 1 g.d.1l. livre

Valores experimentais e identificados dos par2metros

modais (r = 20) - Mesa vibratOria com 2 g.d.1l. livre

Valores experimentais e identificados dos par3metros

modais (r = 20) - Mesa vibratOria com 2 g.d.l. exc.
Valores teOricos e identificados dos parametros
modais (r = 20) -Mesa vibratOria com 3 g.d.l. livre

XIII

68

78

80

95



siMBOLO
[C]

Cc

[H]

(11l

[1_]

Ix,Iy,Iz

(J]

(K]

Ka

Kt

[M]

LISTA DE SIMBOLOS

SIGNIFICADO

Matriz de amortecimento (N.s/m)

Coeficiente de amortecimento critico- 1 g.d.l.
{N.s/m)

Matriz que contém os parlmetros de sistemas

com N graus de liberdade
Matriz identidade
Matriz de Inércia

Momentos de in€rcia em relaG8o aos eixos X, Y e

Z respectivamente

Matriz que contém as forGCas de excitacfo de

sistemas com N graus de liberdade
Matriz de rigidez (N/m)

Coeficiente de rigidez - Mesa vibratOria de
3 g.d.1.

Coeficiente de rigidez equivalente do

movimento da mesa de 3 g.d.l. em torno de y

Matriz de massa (Kg)

X1V




[(P]

S1,S2,53

[Tf]
TO
TR
TT
VO

2,850,

1’70

r2

NUmero de graus de liberdade do sistema

Matriz operacional de integraG#o

Sistemas de referéncia - 3 g.d.l.

Periodo

de amostragem (s)

Matriz de transforma¢do

Energia

Energia

Energia

Energia

Coeficientes que

fisicos

Largura

Coeficientes que

iniciais

cinética total

cinética de rotacdo

cinética de translaCio

potencial

representam os par8metros

- 1 g.d.l.

(m)

representam as condi¢Oes

- 1 gcdolo

Espessura (m)

Nlmero

de termos em seno e em cosseno retidos

na série de Fourier

Nimero

Fourier

total de termos retidos na série de
-r2 =(2r + 1)

Xv



sl e s2

{0t

{d(e) b

{vt

o, B

Wa

ey

Raizes da equa¢3o caracteristica - 1 g.d.l.

Coordenada generalizada para a mesa vibratOria

com trés graus de liberdade

Vetor que contém os parimetros e condi¢des

iniciais - 1 g.d.1l.

Vetor linearmente independente e ortogonal em

um intervalo [0,T]

Vetor que contém todos os coeficientes da série

de Fourier

Frequéncia de excitaCo

Coordenadas generalizadas para a mesa

vibratOria com trés graus de liberdade

Autovalores complexos

Fator de amortecimento

Comprimento (m)

DiferenGa de fase entre a excitaCdo e a

resposta - 1 g.d.1l.

Autovetores complexos

Velocidade angular do centro de massa da mesa

vibratdéria de 3 g.d.l.

XVI




Frequéncia natural amortecida para sistemas de

um grau de liberdade

Frequéncia natural nfo amortecida para sistemas

de um grau de liberdade

Frequéncias naturais para a mesa vibratOria com

dois graus de liberdade

Frequéncias naturais para a mesa vibratdria com

trés graus de liberdade

XVII



1 - INTRODUCAO

A ciéncia tem dedicado especial atenCd3o nos Ultimos anos
4 construcio de modelos matemdticos capazes de representar o
comportamento din3mico dos mais variados tipos de sistemas.
Paralelamente, constata-se o grande interesse cientifico que
tem despertado a extracdo de dados associados aos fendmenos em
observaClio, que sejam capazes de levar a um maior conhecimento
dos proprios fenlOmenos, permitindo a identif '.ca¢fo de
caracteristicas que os representem convenientemente dentro dos
modelos estabelecidos.

Assim ocorre na grande A4rea da dinimica de sistemas

mecdnicos. Particularmente, no caso dos sistemas mecénicos

vibratofrios, tem-se que descrever matematicamente seu
comportamento din3mico, partindo de modelos fisicos
pré-estabelecidos. Desta forma, escreve-se as chamadas

equa¢lbes do movimento, com base nas leis blsicas que regem os
fendmenos envolvidos. A andlise dinfmica, feita em seguida,
‘depende da integrac¢3o de tais equag¢les, o que pode ser feito
tanto por métodos analiticos como numéricos. Assim, passa-se a
conhecer a resposta do sistema a diferentes tipos de
excita¢lio, sendo possivel, daquilo que se aprendeu na anilise,
elaborar recomenda¢les de projeto, penetrando~se dentro da
engenharia propriamente dita. Entretanto, comumente, nas
equa¢les diferenciais representativas dos sistemas din@micos,
alguns ou varios par@metros s8o desconhecidos, geralmente pela
impossibilidade ou inviabilidade de obten¢3o de seus valores

através de medidas diretas das gfandezas fisicas que eles



representam dentro do modelo.

It dentro do contexto acima que recorre-se a técnicas de
identificacio ou de estima¢do de parametros, onde procura-se
determinar os valores desconhecidos, pela manipula¢3io dos
sinais de entrada (excitagio) e de saida {resposta) do
sistema.

0O tratamento e andlise de sinais é alqgo de recente na
engenharia. Seu desenvolvimento deu—se juntamente com o dos
sensores e condicionadores de sinais e,mais recentemente, com
os sistemas auntomiticos de aquisigio de dados que
modernamente, tém na microeletrénica e na informatica sua base
tecnoldgica.

A identificag3do de parametros foi estudada por Legendre
em 1806 e Gauss em 1809 [2 ], sendo, dentro do conhecimento do
autor, estes os primeiros trabalhos relacionados ao tema desta
dissertag3o. Gauss, naguela época ja utilizava o método dos
minimos quadrados, sendo, por esta raz3o reconhecido como o
primeiro a utilizar esta importante ferramenta tanto utilizada
em identificag3o.

Durante os uUltimos anos, varios métodos tém sido
propostos para resolver problemas de identificacZo, embora
nenhum deles possa ser considerado como sendo universalmente
adequado a quaisquer situag®es. Deve-se também ressaltar que a
identifica¢3o dos parametros estruturais dos sistemas
mecainicos (massa,rigidez e amortecimento) ¢ considerada tarefa
bastante complexa [7 1, razioc pela qual tem—se dado
preferéncia aos métodos voltados para a identificagZo de
parametros modais, seja no dominio do tempo, seja no dominio

da frequéncia.
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No dominio do tempo, os métodos mais conhecidos sXo os
de Ibrahim, podendo-se citar o da referéncia [12], que utiliza
uma técnica de respostas livres para determinar o modelo
matemadtico de uma estrutura. Em outro trabalho, [13], a
técnica desenvolvide ¢ reformulada em termos das variaveis de
estado do sistema. Finalmente, pode-se citar a referéncia

{14], diferindo dos métodos citados anteriormente, pelo fato

de que o0 modelo matematico ou equag3o diferencial da
estrutura nZo s3o desenvolvidos; a resposta livre é
utilizada diretamente em um processo computacional que

leva & obten¢gZo dos parametros.

Um dos problemas encontrados frequentemente nos métodos
de identificag3o, ¢ a presenga de ruido na resposta do
sistema, que aAs vezes deteriora o processo resultante. Tendo
em vista solucionar este problema, varios méetodos tém
surgido nos Ultimos anos para tentar minimizar a influéncia do
ruido na identifica¢io, podendo—-se citar Fritzen [91, que
trabalha com o método da variavel instrumental, concluindo gue
o mesmo apresenta menos sensibilidade ae ruido, quando
comparado com o método dos minimos quadrades. No trabalho de
Hac e Spanos [10)}, foi utilizado um filtro de Kalman
adaptativo para tentar eliminar os ruidos e perturbagSes. 0Os
autores fazem a estimativa inicial dos parametros dos sistemas
através do meétodo de Ibrahim, sendo que o0s erros nos
parametros s3ao compensados durante a filtragem do sinal
adicionando—se um pseudo-ruido ao sistema de equagdes. A
intensidade do ruido ¢ estimada baseando-se na discrepancia
entre a resposta medida e a estimada.

Um algoritimo importante surgida nos UGltimos para a




identifica¢c3doc de parametros fToi o desenvolvido por Vold,
Kundrat e Russel [24], onde trabalha-se c¢om a Técnica da
Polireferéncia no dominio do tempo, utilirando dois estagios.
No primeiro, os valores dos amortecimentos e freguéncias
naturais amortecidas s3o extraidos de dados no dominioc do
tempo através de simples ou maltiplas referéncias. Os
coeficientes modais s3o ent3io calculados em um segundo
estigio. Embora o primeirc estagio utilize uma técnica no
dominio do tempo, o cAlculo dos coeficientes modais pode ser
feito tanto no dominio do tempo como no dominio da frequéncia.

Jezequel [135] apresentou treés novos métodos para
identificagcio modal. O primeiro utiliza uma extensZo analitica
da fung3o de transferéncia, (o) segundo utiliza uma
transformac3a3o integral baseada no teorema de Cauchy
Weierstrauss e o dltimo, uma ortogonalizag3io pelo processo de
Ritz~Galerkin, mostrando bons resultados mesmo quando se
trabalha com valores muito altos de amortecimento.

Em anos recentes, tem—se desenvolvido varios métodos para
a identificag¥o de parametros de sistemas dinamicos
utilizando fungBes ortogonais. Os processos de identificagi3o a
partir destes tipos de fungdes comegam com a construgio de uma
matriz operacional para a integra¢io de vetores de bases
ortogonais, o que permite a conversao de um conjunto de
equagBes diferenciais em um conjunto de equagBes algébricas
que ¢ ent3o resolvido para se obter os parametros
desconhecidos. Desta forma, fungSes de Walsh [5], Block Pulse
[16], Fourier [6] e polinomiais de Chebyshev [22], Jacobi
[17], Legendre [4], Laguerre [11]1] e Hermite [20] tém sido

utilizrados para identificar parametros de sistemas.




0O método proposto neste trabalho utiliza fungBes de
Fourier e o autor considera que o mesmo opera no dominio do
tempo, embora possua também caracteristicas de métodos no
dominio da frequéncia. Ele se baseia na expansioc das fungdes
de excitag¢3o e de resposta do sistema em coeficientes de
séries de Fourier, que podem ser integradas facilmente usando
propriedades de integrag3oc de fungBes ortogonais. E utilizado
o método dos minimos quadrados para a identificag3o dos
parametros e das forgas de excitac3o.

0 método ¢ aqui apresentado para sistemas com varios
graus de liberdade, sendo feitas varias aplicagdes numéricas
visando ilustrar sua utilizagdo e eficacia. Finalmente, o
método é aplicado a situa¢des experimentais onde os sinais
analégicos de entrada e de saida dos sistemas s3o processados.

A gualidade dos resultados obtidos, tanto via simulagZo
computacional, como através de procedimentos experimentais,
permite antever a grande potencialidade do método estudado.

Este trabalho esta assim constituido:
~No capitule 2, ¢ apresentado o método das séries de Fourier
para identificagdoc de sistemas mecanicos. A formulag3do é
desenvolvida inicialmente para sistemas com apenas um grau de
liberdade, trabalhando com o sinal de salida do sistema
associado tanto ao deslocamento, como ,a velocidade ou a
aceleragio. Posteriormente, o método é extendido para
sistemas com vaArios graus de liberdade utilizando formulag3o

de estado.

-No capitulo 3, ¢ apresentado o fluxograma do programa

computacional desenvelvido para a identificag3o de parametros
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e forcas de excitag3o de sistemas mecinicos, através do método
das series de Fourier. Descreve—se a entrada de todos os dados
necessarios para sua utilizag3o e s3c comentadas todas as

etapas da programagdo.

-No capfitulo 4, s3Zo mostrados alguns exemplos envolvendo
sistemas livres e excitados com um, dois e trés graus de
liberdade, a partir de sinais simulados da excitag3do e da
resposta. SAZo calculadas as diferengas relativas entre os
valores "tedricos” e os identificados via séries de

Fourier para mostrar a eficAcia da metodologia desenveolvida.

-No capitulo 5, ¢ feito um estudo de trés modelos
experimentais simples, com um, dois e trés graus de liberdade.
S3Zo desenvolvidos inicialmente os modelos matematicos dos
sistemas @€ as bancadas sZo identificadas em laboratdério,
através da excitagio por impacto, onde os sistemas s3o
analisados no dominio da frequéncia através de um analisador
de sinais de dois canais. A sequir ¢ feita a aquisi¢3c dos
sinais no dominio do tempo (deslocamentos e Tforgas de
excitag3o) para posterior processamento em micro—~computador do

tipo PC-AT 286.

—No capiftulo &6 s3o relacionados os comentarios e as conclustes

referentes a este trabalho.
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2 - 0 METODO DAS SERIES DE FOURIER PARA IDENTIFICACAO

UM METODO NO DOMINIO DO TEMPO

21 - INTRODUCAO

Neste capitulo, ¢ apresentado o método das séries de
Fourier para a identificagdo de sistemas mecanicos. 0 metodo
ser4a desenvolvido inicialwente para sistemas com apenas um
grau de liberdade, sendo posteriormente extendido para
sistermas com varios graus de liberdade.

0 método de identificagdo apresentado nesta dissertag3o
pode ser sumarizado em trés etapas fundamentais:

1) Expansio da excitag3io e da resposta em séries de

Fourier.

2) Integragio das equag®es do movimento e emprego de uma
matriz operacional para integrag3do das séries de
Fourier.

3) Estimativa dos parametros pelo método dos minimos

quadrados.

2.2 - MATRIZ OPERACIONAL DE INTEGRACAO - SERIES DE FOURIER

Seja ¢(t), formada por fun¢gBes linearmente independentes

€ ortogonais em um intervalo [0,T]:

» »
(P =L (85 (£)5nosd ()5, (£)5.nsd  (£)] (2.1)

onde

¢n(t) = cos(2nnt/T), n = 0,1,2,3...r , (2.2)



¢: (t) = sen(2n7t/T), n = 1,2,3...r (2.3)
e r o nUmero de termos em seno e cosseno retidos na série

de Fourier.

A funco f(t) pode ser expandida como segue:

[+8)
£(t) = a po(t) + L4 a ¢ (£) + b ¢ (£) } (2.4)
n=1

onde os coeficientes de Fourier ag, a_ e bn s80 dados por:

T
o 1/T fo f(t) dt

a =
a_ = 2/T [; £(t) cos((2nm)t/T) dt, n=1,2,3... (2.5)
b= 2/T [§ £(t) sen((20m)t/T) dt, n=1,2,3...

Se a equaG8o (2.4) € truncada, retendo-se apenas r2 = (2r+l)

termos, tem-se:

£(t) = agdy(t) + L { ad (t) + b bl (£) } = {¥P{d(e)}
n=1

(2.6)
onde { ¥ }:xrz =1 ao’al’az’""ar’b1’bz)...,br ] (2.7)
Considera-se as seguintes integrais [22 ]:
[t 0 a0 = [t ao =+ o)
o 'o 0 .
J; ¢, (0) do = J; cos((2nm)o/T) do =
= T/(2nn) I; d(sen((2nm)0/T)) = T/(2n%) sen((2n%)t/T)
(2.9)

-

J

= - 1/(20m) [¢ d(cos((2nm)o/T)) = T/(20m) +

¢:(0) do = J; sen((2nn)o/T) do

o

- T/(2n%) cos((2nn)t/T) (2.10)




Das equacles (2.9) e (2.10):

J‘ ¢ (o) do = T/(2nm) $7(t) n 21
(2.11)

j‘ ¢*(0) do = T/(20m) ¢ (t) - T/(2nm) $ (t)  n =1

0 n

Da equaGdo (2.8), tem-se a s€rie truncada:

r
t *x
[e dot0) o = € = cdy(t) + Zn_j c,b (t) + d ¢*(t) }
(2.12)
sendo que os coeficientes c.e dn sdo calculados a partir das

equaGles (2.5), conforme segue:

cy= T/2
c = 0, n=1,2,3,...r
dn= -7/(nn), n=1,2,3,...r

Sumarizando os resultados acima, tem-se:
t

L)q)o(o) do
t

[sd.(0) do

onde o termo T/(2n%) ocupa a (r+n+l)-ésima posicCfo.

[ T/Z,O,.--’Os—T/n,"-’—T/(rn) ] <¢(t)>

[ 0,0,...,0,0,...T/(2n7),0,...,0 ] {d(t)}

[cd%(0) do = [T/(2nm),0,..,0,-7/2nm,0,..,0,..,0] {$(t)}

onde o termo -T/(2n7) ocupa a (n+l)-€ésima posiCHo.

(2.14)
Das equaCOes (2.14) conclui-se que:
fé¢(o) do = [P] {¢(t)¢ (2.15)
onde [P]r2xr2 € a matriz operacional de integraGio.

A matriz [P] € mostrada a seguir:
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[P]r2xr2 =
_ | | —
/72 V. 0....0 o© box/m -T/2W. . -T/(r-1)0  -T/rX
R L o e e e e e e e -
o 0....0 0 | T/2m © ) 0
S R T : :
. l - - - l - - - .
o 0....0 o | © 0 T/2(r-1)T 0
o ! 0....0 o |} .o 0 0 T/2r X
e e e - U, -
T/20 |-T/2M 0....0 0O | O 0 0 0
T/4n | -17/4an..0 o | o 0 0 0
. 1 . | . . . .
- S B : : :
T/2r | 0....0 -t/2rn! o 0 0 0
| 1 l _
(2.16)
Compactando-se:
— | [ -
T/2 ' [o¢ R V4
[P]r2xr2= _ _< 0 } : [ 0 ]rxr : T/ZH[I]
T/21 o b —p/on[ ¥ '
/2 e p 1 -T/2R[I] Lo,
- | . _
(2.17)
onde
R [ 1 ]
{ e} = 1/2 , [I1] = 1/2
rxr
1/3 1/3
- [ 01} )
1/r ;/r
L - L p—




. 77 !
11 ‘“*‘4-.::_1:‘3“ ‘ IE’M"

23 - SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE

Dependendo da situag¢lo a ser considerada, pode-se desejar
trabalhar com o sinal de saida do sistema associado tanto ao
deslocamento, como 2 velocidade ou & aceleragio. Assim, sera
demonstrado a seguir gque é possivel escrever as equagles que
levam & identifica¢3o do sistema, em termos das trés grandezas

cinematicas acima mencionadas.

231 - FORMULACAO EM TERMOS DO DESLOCAMENTO

0 movimento de um sistema mec&nico linear e invariante
no tempo, com um grau de liberdade e amortecimento viscoso ¢é
¢ representado pela equagio diferencial:

M x(t) + C %x(t) + K x(t) = f(t), onde M, C e K sZo a
massa, o amortecimento e a rigidez, respectivamente. Esta

equag3do pode ser reescrita da seguinte forma:

5 - = < <
»{t) + a1 »{t) + ao x(t) bo f{t) to < t = to+T

(2.18)

onde a = 2¢ w ; a = w 2; b = 1/M.
1 n (o] n o

w o= Y K/M & definida como sendo a frequéncia
natural n3ao amortecida e

¥ = C/(2 Y KM ) é& o chamado fator de amortecimento.

Integrando—se duas vezes a equaglo (3.18) e fazendo to=0,

obtem—se:
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x(t) + a, I; x(t) dt + a, I; Ig x(T) dtz =

) . h , (2.19)
= b, IO Jo £(r) dt? + d, t + d

onde o vetor

d 1 0 x(0)

=]

d a, 1 x(0)

-

relaciona~se com as condi¢Oes iniciais do problema, sendo que
x(0) e x(0) indicam o deslocamento e a velocidade no instante
t = 0.

As fun¢Oes x(t) e f(t) sfo agora aproximadas pelas séries

de Fourier truncadas:

x(t) = x, + i ( x_cos(2mnt/T) + x: sen(2mnt/T) = {x} {d(t)}
" (2.20)
£(t) = £, + i ( f_cos(2mnt/T) + f: sen(2mnt/T) = {F} {d(t)}
" (2.21)
onde
{ ¢(t) ., = [1,cos(2mt/T),...,cos(2nrt/T),sen(2Mt/T), ..

«e.oysen(2nrt/T)] ,

T _ *
{ X >r2 =[ XgrXgoeoosX 43X, yeee, X ] e

,o-o,f* ]-

r

I I

T
{F b, =0 £,f .0 f ,f

A seguir, a propriedade integral do vetor {¢(t)} das

séries ortogonais [6 ] & aplicada & equaGlo (2.19).

j; ....j; {deory (dr)™ = [P {d(t)} (2.22)

n vezes
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A equat¢8o (2.19), portanto, pode ser reescrita como:

13T 4dee) + a4 IPI {d(e) 4 ay {XP (P17 {d(t) b=

= b, {FY" (PIXP(e)} + d, {eb [P1 {h(t)} + d, {eb{P(t)}
(2.23)

onde {e}l, = [ 1 0 0...0 ] e t foi expresso em sua forma

expandida em séries de Fourier como: t = {e}T [P] {d(t)}.

Rearranjando a equaCdo (2.23), tem-se:

{xp = -a, [PI{XY - a, ([PI){X} + by ([PI°){F} +

+d, [P1 {eb +d, {e}

(2.24)

Esta equaGCd3o pode ser utilizada para resolver dois

problemas de identificaGdo, a saber:

a)IdentificaC83o dos coeficientes ao’ax’bo’do e d1’ que
representam os valores dos parfmetros fisicos e das condi¢Oes
iniciais;

b)IdentificacBio da excita¢Bio {F} do sistema, caso

sejam conhecidos os par8metros fisicos e as condi¢Oes

iniciais;

A - IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS FISICOS E DAS CONDICOES

INICIAIS

Para identificar os parZ2metros fisicos e as condiC¢Oes

iniciais, a equaGC8o (2.24) €& escrita como:
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{xt = [Q] {0} (2.25)

onde
T H 2\ T H 2, T : T .

(01, 6= -[PYHXE | =PI Rxh £ (PIRY | (P1Re} | {et]
e

{6}y =rla, a, by d d ]

A equaG8o (2.25) representa um sistema de (2r+1) equaCdes
algébricas lineares com cinco incdgnitas, englobando tanto os
parametros fisicos como as condi¢Oes iniciais.

Para r 2 2, uma estimativa pelo método dos

minimos
quadrados [2 ] para o vetor {6} sera:
T -1 T
{6} = ([Q1 [Q1)" [l {x} (2.26)
B - IDENTIFICACKO DA EXCITAQXO DO SISTEMA
Para a identifica¢8o da excitaGfo do sistema, a equaCio

(2.24) pode ser reescrita como:

{Ft,, = 1/b, {[(([PIZ)T)'1 +a, (IP1) "+ a, [11] {x} +

-d, ([P1") " Heb - a, ((1P1*)") e} }

(2.27)

onde [I]err2 é¢ a matriz identidade.

2.3.2 - FORMULACAO EM TERMOS DA VELOCIDADE

Integrando-se apenas uma vez a equaGldo (2.18), ou seja,
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fazendo aparecer a velocidade como saida do sistema, tem-se:

x(t) + a, I; x(t) dt + aOJ;I; x(t) ar’ bOI; £f(t) dr +

- a, x(0) t + x(0)

(2.28)
Fazendo-se as expansOes: x(t) = {X}T {¢(t)} (2.29)
£(t) = {FF {b(t)} (2.30)

e utilizando a equaGdo (2.22), a equa¢do (2.28) torna-se:

{kb + a, [PIY{X}+ o, (IP1)4X} = b, (P17 {F} +

- a, x(0) [P]T {e} + x(0) {e}

(2.31)

A - IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS FISICOS

Para identificar os par@metros fisicos, a equa¢fio (2.31)

€ escrita como:

{ X'y = 1] {6} (2.32)

onde

-
bde
=3
-~
1l

{k}-ﬁ(O){e},

M ana® [“[P]T“‘} P-(p1){kE - x(0) (P17} | [P1T<F>]

A equaG8o (2.32) representa um sistema de (2r+l1) equaCles

algébricas lineares com trés incOgnitas, representando os
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par2metros fisicos a serem determinados. Observa-se que, neste
caso, necessita-se conhecer, a priori, as condi¢Oes iniciais

do problema.

Para r 2 2, uma estimativa pelo método dos minimos

quadrados [2 ] para o vetor {6} sera:

J6t = (1Q1" [@1)”! r@14x’} (2.33)

B - IDENTIFICACAO DA EXCITACAO DO SISTEMA

Da equaGdo (2.31) tem-se, analogamente:

[P17] {X} +

0

{F}., = 1/b, {[([P]T)‘1 +a [I]+a

< 50) (21" e} + g x(0) {e} |

(2.34)

2.3.3 - FORMULACAO EM TERMOS DA ACELERACAO

Neste caso, parte-se diretamente da proOpria equaGio do

movimento, onde a resposta do sistema & a aceleraGdo. Tem-se

entdo:

x(t) + a, [t x(v) av + ag [ofs x(r) av? = b, £t)

-a, x(0) - a, x(0) - a, x(0) t

(2.35)
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Fazendo-se as expansOes: x(t)

{Xb ()} (2.36)

f(t) {F} {d(t)} (2.37)

e utilizando a equaGdo (2.22), a equaGio (2.35) torna-se:

{k} + a, [P]T{i} + a

((P15)™X} = b, {F} +

-a, x(0) {e} - a, x(0) {e} - a, x(0) [P]T{e}

0

(2.38)

A - IDENTIFICACKO DOS PARAMETROS FiSICOS

Para identificar os par@metros fisicos, a equa¢do (2.38)

€& escrita como:

{xb

[Q] {6} (2.39)
onde

[Ql ., [ ~[P13X} - x(0) {e} | -([P1*)™{X} - x(0) {e} +

-x(0) [P1™{e} ! m]

e
T
{6t, =10La, a, b ]
A equaG¢8o (2.39) representa também, como no caso

anterior, um sistema de (2r+l) equa¢les algébricas lineares

com trés incbgnitas, representando os par8metros fisicos.

Para r 2 2, uma estimativa pelo método dos minimos

quadrados {2 ] para o vetor {6} sera:
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1

{6t = @1’ ran™ aaT{x (2.40)

B - IDENTIFICACAO DA EXCITACAO DO SISTEMA

Da equa¢Zo (2.38) tem—se, analogamente:

T

2. T "
{Ft , = 1/b, { [[I1 +a ([PI +a (LP15)73 {X} +

+[(a, %(0) + a_ x(0)) [I1 +a  x(0) [P1"] {e} }

(2.41)

24 - SISTEMAS COM VARIOS GRAUS DE LIBERDADE

0O método apresentado inicialmente para sistemas de um
grau de liberdade sera agora estendidc para sistemas mecanicos
com vArios graus de liberdade, cujo movimento pode ser

representado pela equag3o matricial abaixo:

[MI {%(£)} + [CI {x(t)} + [KI {x(t)} = {f(t)} (2.42)

onde [M],[C] e [K] sio respectivamente as matrizes de inércia,

de amortecimento e de rigidez;

T_ , -

ey b= x1(t)  x2(t)  x3(B).....x (t) } & o vetor
dos deslocamentos

{f(t)}T= { fl(t) f2(t) f3(t)eon. fN(t) } ¢ o vetor
das forgas de excitagzo e

N ¢ o numero de graus de liberdade do sistema.
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(2.42)

pode ser

utilizando-se formula¢8o de estado, como segue:

onde

+ [A]

Jo

rearranjada

(2.43)

{x(t)} Ix(t)} [ < >
. . = tB f(t)
{x(t)} MxZN O 2s(t)} aen Nx1
2Nx1 2Nx1
[O]NxN [I]
[Al oy = |"vtvreereeees ............ e
-1 .
_[_[M] [K]]NxNE [M] [C]uxu_
(0]
NxN
[Blyxn =
M17"

Integrando-se duas vezes a equaGio (2.43) tem-se:

{x(t)} dt

{x(t)}

Jo it

L.

[ofe ax0rt a®

| L

)y dt

= [B] { [eJe 4emrb ad? }

10¢

{x(0)}

- [A]

{x(0)}

{x(0)}

10¢

{x(0)}

(2.44)
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Expandindo x,(t) e £ (t), i=1,N em séries de Fourier
tem—-se:
x (t) = (X p {b(e)}
£(t) = {F,F {d(t)} ,i=1,N (2.45)

Desta forma € possivel escrever:

<x(t)>Nx1= [Xlixr2<¢(t)>F2X1

e
{e(e) b, = [F1, AP(E)h , . (2.46)
onde:
[X] = i X, b X0 eeenn {X, ¢ | e
[F] = ] {F b {F b cvnenn {F, ¢ ] (2.47)
Substituindo-se as equaGOes (2.46) na equaClo (2.44),
tem-se:
[ t T ] [ ]
[o x1" (o) b av {x(0)} t
- +
[X17 {d(t)} {x(0)} + {x(0)} ¢
[eft xa1™ {9y ar® lo}
+ [A] - [A] t =
I; (x17 {P(v)} dr {x(0)}

i

[B] { [e]e 11T $9(0)} a }

(2.48)
Utilizando-se novamente a equaC83o (2.22) e escrevendo

= {e}T [P] {¢(t)} [21 ], obtem-se:

[
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(x1" [P] {x(0)} {e}’ [P
- +
[x1” {x(0)} {eb+ {x(0)} {e}” [P
- ZNxrz 2Nxr2
(x1* (p1? {0
+ [A] - [A] {eVt [P] =
[x1" [P] {x(0)}
i 2Nxr2 i 2Nxr2
= [B]1 [FI'[P],
(2.49)
A - IDENTIFICAGAO DOS PARAMETROS
Da equaCdo (2.49) tem-se:
(A} [D] - [B] [G] = [E] (2.50)
onde ) ]
(x1" p1?
[D] = ,
[X1" [P] - {x(0)} {e}" [P]
i JZerZ

[G]

[ [F1" [P]z] e

Nxr2
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(<x(0>> {eb’ - [x]T) [P] W
[E] =
{x(0)} {et’ + {x(0)} {e}T [P] - [x]”
- 2Nxr2

Tem-se, portanto:

(a1" u1" = [E17 (2.51)
onde

my = [ a1 §o-rm | C (2.52)

2Nx3N
e

(D]
[G]

[J]

(2.53)

3Nxr2

Uma estimativa pelo método dos minimos quadrados para a

. T .
matriz [H] sera:

T

-1 .
(11" = ( (31 131" ] (31 [E1" (2.54)

B - IDENTIFICACAO DA EXCITACAO DO SISTEMA

Para a identificaC8o da excitaC83o do sistema com varios
graus de liberdade, basta determinar a matriz [J], da equacio
(2.53). Portanto, utilizando a equaG3o (2.51) e fazendo uma
estimativa pelo método dos minimos quadrados para a matriz

T
[J] , tem-se:
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(51" = ( [H] (H1T )

-1

[H] [E]"

(2.55)




3 - PROGRAMA COMPUTACIONAL

0 programa computacional desenvolvido para a
identificac3o de sistemas mec8nicos através das séries de
Fourier, pode ser utilizado para sistemas lineares com virios
graus de liberdade, excitados ou ndo. Tanto podem ser
identificados os par@metros como as forCas de excitaGdo. Neste
Ultimo caso € necessdrio que sejam conhecidos os parlmetros do
sistema e as cpndicﬁes iniciais do problema. A linguagem

computacional utilizada neste programa foi o FORTRAN V.

A figura 3.1 mostra o fluxograma geral do programa
computacional desenvolvido. Abaixo tem-se os esclarecimentos

principais sobre os varios procedimentos envolvidos.

1 - Leitura de N, T, r, NPT e Rep(I) , I = 1,N onde
N = nUmero de graus de liberdade,
T = periodo de amostragem,
r = niimero de termos em seno e cosseno retidos na série

de Fourier,
NPT = nUmero de pontos amostrados,

Rep(I) = vetores de deslocamento com NPT pontos cada.

Obs. Os vetores deslocamento descritos no capitulo
4, para fins de simulaclo de sistemas com um, dois e trés

graus de liberdade sfo calculados da seguinte forma:
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A- Sistema de um grau de liberdade: a equag3o diferencial

& resolvida analiticamente.

B- Sistema de dois graus de liberdade com matrizes de

rigidez e de amortecimento simétricas:gera—-se os pontos
dos deslocamentos xi(t) e x2(t), através de um programa
computacional desenvolvida pelo Grupo de Dinamica da
U.F.U., através do qual obtém-se os valores exatos das
respostas, fazendo—se uma integragio analitica das
equagdes.

Sistema de dqis graus de liberdade com matrizes de
rigidez e de amortecimento nZo simétricas e sistemas de
trés graus de liberdade: os pontos sZa gerados através

do método implicito de Runge-Kutta de quarta ordem.

2 - Subrotina Alear.for

Essa subrotina acrescenta ao sinal do deslocamento, um

dado ruido aleatério, mediante as sequintes etapas:

—Calcula-se o valor RMS8 dos valores do sinal x{(t)
e determina—se NR = 10%Z RMS;

—Gera-se Vvarios numeros randdnicos, sendo cada um
deles associado a um dos elementos x(t):

~Multiplica—-se NR pelos nameros randédnicos gerados
com média igual a zero (0.0) e desvio padr3o

igual a um (1.0).

3 - Para a determinacZo da forga de excitag3o, deve-se

conhecer inicialmente tanto os valares dos parametros como

das condi¢@es iniciais e para a identificagZo apenas dos

parimetros do sistema livre, devem ser conhecidas somente
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as condi¢®es iniciais.

Leitura dos vetores das forgas de excitagZo com NPT pontos
para a identifica¢io de parametros no caso dos sistemas
excitados.

Obs. Na simulag3o, gera—-se 05 valores das forgas de
excitag¥o utilizando-se o mesmo intervalo de amostragem e

e 0o mesmo numero de pontos dos vetores deslocamento.

Subrotina harmon.for

Calcula os coeficientes das séries de Fourier associados

aos sinais da resposta e da excitagio do sistema.

Subrotina Buildpt.for

Monta a matriz operacional de integragXo [P], desenvolvida

anteriormente no capitulo 2.

Subrotina Initial.for

Prepara as condigdes iniciais, transformando-as em vetores
deslocamento (xo(l), x°(2),..x0(N),o,o,___(2r+1)) e

velocidade (iotl), QO(Z),..QO(N),O,O,..,(2r+1))_

Subrotina Buildmat.for

Constroi as matrizes auxiliares [D], [G] e [E] da equa¢Xo

(2.50).

Subrotina Subfl.for

Calcula a forga de excitag2o, determinando-se as matrizes

[H]l , [E] e [D] da equag3do (2.51).
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10—~ Subrotina Solve.foar

Calcula a matriz teta [8], fazendo—se a resclugio através
do método dos minimos quadrados. Utiliza-se a subrotina
Degelg.for, que resolve um sistema geral de equacSes

lineares pelo método da eliminag3o de Gauss com

pivotamento completo.

11- Subrogtina Autol.for

Constroi a matriz dinadmica [A] e resolve o problema de

autovalores.

12— Subrotina Auto2.for

Calcula o modas préprios do sistema.
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FLUXOGRAMA
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l
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parametros
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parametros
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Subrotina
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Fluxagrama do programa computacional para

identificag¢3io




4 - TDENTIFICACKO DE SISTEMAS MECANICOS - SIMULACAO
COMPUTACIONAL

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos

envolvendo sistemas livres € excitados com um, dois e trés

graus de liberdade, nos quais a identifica¢8o € feita a partir

de sinais de excitaCdo e de resposta obtidos através de

simula¢fio computacional.

4.1 - INTRODUCAO

O crescente avanGo tecnoldgico verificado nas Ultimas

décadas exige das maquinas e estruturas mec8nicas, cada vez

maiores capacidades de trabalho e velocidade de operacdo,

tornando-se necessario, portanto, a nivel de projeto,

Proceder detalhada analise din3mica. Para isso, um modelo

matematico € estabelecido e faz-se um estudo do comportamento

dinimico do sistema, envolvendo tanto o regime transitodrio

como o regime permanente, resposta a diferentes tipos de

excitaclo, estabilidade: nesta fase, sf8o usados recursos de

Simulac¢io computacional, sendo simples a alterac3o de

parimetros do modelo, com & finalidade de se observar sua

influéncia sobre a resposta. Como se trata de projeto,

pode-se incluir, numa etapa seguinte, a otimizaC3o do sistema

como um todo, com vistas ao atendimento de alguma
caracteristica de desempenho requerida para o projeto final.

Desta forma, a ampla obtenC3o de resultados via simulacdo
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computacional permite ao projetista escolher o elenco de

solu¢fes que melhor lhe convenha.

4.2 - SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE

Para o sistema da figura 4.1, aplicando o principio de

d’Alembert tem-se a seguinte equa¢fo diferencial:

M x(t) + C x(t) + K x(t) = £(t) (4.1)
onde : M = massa do sistema,
K = rigidez do sistema,
C = coeficente de amortecimento viscoso e

f(t) = forGa de excitacdo

X — x(t)
Z-——\/\/\—-——‘ M
/ =] f(t)
C /117177777
Figura 4.1 - Sistema de um grau de liberdade
A seguir € apresentado o desenvolvimento da equacCio

diferencial (4.1), analisando-se separadamente o sistema livre

€ o sistema excitado harmonicamente.

4.2.1 - SISTEMA LIVRE

Para o sistema livre, a equaCdo (4.1) transforma-se

na seguinte equaCfo diferencial:
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M x(t) + C x(t) + K x(t) = 0 (4.2)

A soluc¢8o desta equa¢do diferencial, ordindria, linear

com coeficientes constantes, tem a seguinte forma exponencial:
st

x{(t) = A e (4.3)

onde A € uma constante.

Substituindo-se a equa¢do (4.3) na equaGfio (4.2) tem-se:

Ms®+Cs+K=0 (4.4)
que € sua equaG8o caracteristica com duas raizes, sl e s2:
2
= - + -
Sy 2 1/2 [ C/M /(C/M) 4 K/M ] (4.5)

Portanto, a solutdo da equaCdo (4.2) pode ser escrita como:

s1 s2t

t
x(t) = Al e + A2 e (4.6)

A equa¢fio (4.5), usando defini¢8es feitas no capitulo 2, pode
ser reescrita como:
2
s =-Ew fo /l-F¢ (4.7)

1,2

Analisando a equaG8o (4.7), pode-se verificar trés casosg

distintos:

CASO 1 0 < £E <1 - SISTEMA SUBAMORTECIDO

2 .
= - + 1w - 1 = -
S1,2 E © iw 1 3 y com i Y-1

A equaCfo (4.6) tem a seguinte soluc¢do:
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x(t) = Al exp[-E 0t + i0 Y1 -5 ¢ ],
+ A2 exp[-E © t - i 0 Y1 - g° t]

(4.8)

Pode-se também escrever a equaGdio (4.8) da seguinte

- / 2
Ae 8¢ sen [0 Y1 - & t+p] ou

A e 8%t cen [, t +p ] (4.9)

/f—j—gé &€ a frequéncia natural amortecida do

forma:

x(t)

x(t)

onde ® = ©
d n

Sistema e, U, a fase. As constantes A e U sio determinadas a

Partir das condi¢Bes iniciais x(0) e x(0), no instante inicial
t=0 .

CASO 2 : £ = 1 - SISTEMA COM AMORTECIMENTO CRiTICO

s = -0

A equaG8o (4.6) tem, neste caso, a seguinte solucfo:

x(t) = e (1 + £2 t) (4.10)

onde fl e f2 sdo constantes.

CASO 3 : £ > 1 -~ SISTEMA SUPERAMORTECIDO

a solucio da equa¢do (4.6) é da seguinte forna:

Al exp[-E © t + wni/ 62_ 1t]+
+ A2 expl-E@ t -0 Y E- 1 ¢ 1| (4.11)

Aqui,

n

x(t)
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4.2.2 - SISTEMA EXCITADO HARMONICAMENTE

A soluc8o geral da equaCdo (4.1) €& igual a soma da
soluGdo da equa¢Ho homogenea (4.2) e de uma soluCio particular

da equaGdioc (3.1).

Seja f(t) = F sen Qt uma forCa de excitacfo harmlnica,

fazendo com que a equaGdo do movimento torne-se:

M x(t) + C x(t) + K x(t) = F sen Qt (4.12)

onde F é a amplitude da forGa e Q a frequéncia de excitacio,
Seja a seguinte soluCfo para o regime Permanente:
x{(t)= X sen(Qt - u*) (4.13)
onde u* é a fase entre a excitaC8o e a resposta,
Substituindo a equaC8o (4.13) na equacCio (4.12) tem-se:
sen u*- C Q cos u*/ (K - MQ )2 (4.14)

cos u¥ = F(k - M2%)/ X((K - M2%)% + ¢? @7 (4.15)

Das equa¢Oes (4.14) e (4.15) tem-se:

2

X=F/ /[IK -u 0%+ o (4.16)

Portanto, a solu¢do geral de (4.12), com & < 1 fica:

- 2
A e Ewnt sen [wn Y1 -& t +¢€ ] +

HF /7 (K- 197 4 ¢% 0% sen(at - ut

x(t) =

(4.17)
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Chamando-se : a, c/M , a, = K/M ,

n

o
1

/M, dy = x(0) e

a, x(0) + x(0),a equagiio (4.1)

o8
i

resulta na seguinte forma:

x(t) + a, x(t) + a  x(t) = b, £(t) (4.18)

Particularizando o sistema acima para o caso em q
ue

M = 10.0 Kg, C = 40.0 N s/m , K =1000.0 N/m e f(t) = 50.0 N
tem-se a seguinte soluG3o geral para a equacio (4.1):

x(t) = e7®"(-0.050 cos(9.798 t) ~ 0.010 sen(9.7898 t)) 4 0.gs
(4.19)

Usando a equaGldo acima, s8o gerados 1000 pontos da

resposta temporal do sistema em um intervalo de amostragem de
0.00 < t < 1.50 segundos. Posteriormente, sfio calculados os
termos de Fourier correspondentes.

S30 apresentados a seguir os resultados referentes ao

Sistema de um grau de liberdade excitado, acima descrito
’

Para diferentes situaCles de interesse:

A - Identifica¢8o de pardmetros retendo cinco termos na

expansfo por série de Fourier - Tabela 4.1,

B - IdentificaC8o de parl@metros retendo deg termos na
expansfdo por série de Fourier - Tabela 4,2,
C - Influéncia sobre os par@metros identificados causada

Pela introdu¢do de 10% de ruido aleatdrio sobre a resposta

x(t) - Tabela 4.3.

D - IdentificaCfo da forGa de excitacdo - Figura 4.2
b 1
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onde sin apresentados 0S5 resul tados correspondendo a cinco e

dez termos de Fourier retidos nas expansfes.

Para cada situacdo ¢ mostrada a diferenga relativa entre

os valores identificados e 0% valores tedricos "exatos".

— VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS C r = 5)

TABELA 4.1
SISTEMA DE 1 G.D.L. EXCITADO
r—-_ .
VALORES VALORES DIFERENGA
TEORICOS IDENT1F ICADOS -~ RELATIVA
{ 7))
f— L
2, 4.000 4_054 1.34
a 100. 000 100.256 0.75
O
b 0.100 0.100 0.00
- |
0.007 -
(%) 0.000
d
-0.001 -
 (m)s) 0.000
M 10.000 9.980 0. 20
(Kg) ]
[ C 40.455 L1
| (Ns/m 40.000 . ]
K —
1000.555 0.05
| (N/m) 1000.000 |
4 0.200 0.202 .00
S
wn
10.013 0.12
 (rd/s 10.000
wd
9.793 0.05
(rd/s 9.798
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TABELA 4.2 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS
Cr =10 )

SISTEMA DE 1 G.D.L. EXCITADO

VALORES VALORES DIFERENGA
TEDRICOS IDENTIFICADOS RELATIVA
( %)
a, 4.000 4.084 1.09
a, 100.000 100.163 0.16
b 0.100 0.100 0.00
o]
d, 0.000 0.004 -
(m)
d -0.001 -
(m¥s) 0.000
M 10.000 9.9%0 0.10
(Kg)
c 40.398 0.99
(Ns/m 40.000 .
K
- .000 1000. 628 0.06
(N/m) 1000.00
b4 0.200 0.202 1.00
wn 10.000 10.008 0.08
(rd/s
wd
.798 9.801 0.03
| (rd/s 9.79 3
As tabelas 4.1 e 4.2 permitem observar que, ao

aumentar—-se o numero de termos retidos nas expansBes por série

de Fourier, diminui-se a diferenga relativa dos parametros

identificados.




37

TABELA 4.3 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS

Cr=10) - 10 X DE RUIDO ALEATORIO

SISTEMA DE 1 G.D.L. EXCITADO
VALORES VALORES DIFERENCA
TEORICOS IDENTIF ICADOS RELATIVA
T ( 2 )
e, 4.000 4.026 0.64
& 100.000 100.583 0.58
b, 0.100 0.105 5 00
d
0.050 -
d
0.016 -
| (m?s) 0.000
M
9.569 4.
(Kg) 10.000 %0
C
38.228 4.
(NS,mJ 40.000 an
K
: 952.485 4.75
(N/m)y| 1000.000
Z 0.200 0.201 0.50
wn
10.000 10.029 0.29
((rd/s
Dbservagdo:

0O ruido aleatdrio

6btido da seguinte forma:

sinal x{t)

associado a um dos elementos de

com média igual

introduzido no s i nal

1) Calcula-se o valor RMS dos

e determina—se NR

2) Gera-se N numeros randénicos, sendo cada

x({t).

3) Multiplica—-se NR pelos numeros randdnicos

igual a um (1.0).

valores

Zero desvio

resposta ¢

amostrados

10 % RMS.

do

um deles

gerados,

padrio
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Finalmente, o programa computacional desenvolvido ¢
agora usado para a identificaC8o da forCa de excitaciio atuante
no sistema, supondo-se conhecidos a resposta x(t), os
par@metros do sistema e as condi¢Oes iniciais.

Para uma forGa teOrica constante igual a 50 N, a figura
(4.2) mostra a forGa identificada retendo cinco e degz termos
na expans3o da resposta em s€rie de Fourier. Observa-se nas

bordas do intervalo de amostragem, o aparecimento do fen®meno

de Gibbs [6 ].

.
TEHPO(S)

— RETENDO 5 TERM0S DE FOURIER
FORCH RETENDO 10 TERAOS Bz FOURIZR

Figura 4.2 - Identifica¢3o da forCa de excitaGio

---------- -

Sistema de um grau de liberdade
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4.3 - SISTEMAS COM VARIOS GRAUS DE LIBERDADE

4.3.1 - SISTEMA COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE

Para o sistema da figura 4.3, aplicando-se o Principio de
d'Alembert obtem-se as equaGOes do movimento para as massas M1
e M2, que podem ser expressas pela equaGdo matricial abaixo:

[M] {x(t)} + [C] {x(t)} + [K] {x(t)} = {£(t)}

(4.20)
onde
M1 0 Cl+C2 -C2
[M] = ] [C] =

0 M2 ~C2 C2+C3
K1+K2 -K2

e [K] =
-K2 K2+K3

que sfo as matrizes de massa, de amortecimento e de rigidez,
respectivamente

e

x1(t)

t = e {f(t)p =
§x(t)t 2(t)

£1(t)

f2(t)

que s#3io os vetores referentes @ resposta e a excitacfo do

sistema.
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— f1(t) — f2(t)
— x1(t) — x2(t)

C1 c2

M1 M2
—— A AN

K1 K2

=
w

SN
é}f O
w

e

Figura 4.3 ~ Sistema de dois graus de liberdade

Para desacoplar as equaG¢les, transforma~se n equaCdes

diferenciais de segunda ordem em 2n equaCOes de primeira

ordem.

Seja o vetor de estado:

EECEEE S
{y(t)} = = Lt) ' (4.21)
X
x(t) x2(t)

qual serd utilizado para o desenvolvimento do sistema livre

e excitado.

A - SISTEMA LIVRE

Para o sistema livre, em termos do vetor de estado tem-se

a seguinte equa¢do:

[0] [M] {x(t)} [-M] [0] {x(t)} o}

+ =

[M] [c1 | [{x(t)¢p [0] [K] | [{x(t)} {0}

(4.22)
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Chamando de:

-~

[ [M] [ M0
[0] _ 0 . 2 e
Latl = ML 0 C1+C2 -c2
(] ] [ o w2 -ca C2+C3]
[ (0] 1 [ -M1 0 0 0
(-] |l 0o M2 o 0
(B11 = 0 0 kl+k2 -k2
(ol [k J | 0 M2  -k2 k2+k3 |
tem~se, numa forma compacta:
[A1] {y(t)} + [B1] {y(t)} = {0} (4.23)
Premultiplicando-se (4.23) por [Al]'1 tem-se:
{y(t)} + [a117" [B1] {v(t)} = {o} (4.24)
Calculando-se a matriz inversa de [Al] tem-se:
[ ~(C1+C2) /M1 C2/M1M2 1/M1 0
1 c2/MIM2  -(C2+C3)/M2° 0 1/M2
ALl 1/M1 0 0 o0
0 1/M2 0 0 J
Seja [H1] = -[A1]1" [Bl]. Logo:
[ _(c1ec2)/Mt c2/M1 -(Ki+k2) M1 K2 /M1
C2/M2 ~-(C2+C3) /M2 K2/M2 ‘(K2+K3)/M2
[H1]= . 0 0 .
0 1 0 0 J

solucdo do tipo (25 7:

Para a equaCdo(4.24) adota-se a
7t
{y(t)} = {nt e
onde y & um nUmero complexo e {n} um

elementos complexos.

vetor

(4.25)

modal com
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Sua derivada em relagZo ao tempo tem a seguinte forma:
. t
{yit)d = » {n} & (4.26)
Substituindo as equagdes (4.25) e (4.26) na equacio
(4-24) -

v {n} "t~ [H11 {n} " = Jo}

Tem-se, portanto:

(# [11 - [H11) {n} = {O}] (4.27)

Que ¢ um problema de autovalores, onde:

y. s3o os autovalores complexos e
t

{nt} s30 os autovetores complexos, sendo

que ¥. =a+ ib (i = 1,4) e {ni} = [ {n1} {nz} {na} {n4} ]

Resolvendo a  equagZo  algébrica  homogénea  (4.27),

encontra-se o vetor modal {n} :

Eyﬁyl<uzy +CZ+CII+KZHKDL. o o v v v v e s VIV, (M2Y +C2+Ca)+K2+K3
1
et e e (¥ C2+K2]
71r71c2+x21.”.... Y4 ¥
Ygriuz-cz—c3>+xz+xa> ................. ¥ ¥V M2-C2-C3)+K2+K3)
e et et e K24y C2
Kz+y‘cz............ 74

Fara s oaouatroc autovalores distintos, observa-se as
"®lagses de ortogonalidade em relagio as matrizes [Al] e {B1]:

tn1"tALl ol = [ \Al\] e £n17IB1] [y = [ \91\]

Onde a5 matrizes [AL] e [B1] descritas acima sXo diagonais.
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Fazendo a transforma¢fo de coordenadas:

{y(t)} = 148} 5 $3(t)} = (N6} tem-se :

[A1] [n] {8} + [B1] [n] {6} = {o} (4.28)
Premultiplicando a equa¢¥o (4.28) por [n]" tem-se:
[n17(A11 0] {8} + (n17(B11 [n] {8} = {o} (4.29)

ou seja, o sistema fica desacoplado.

RENREER NN RLIERTY

(3.30)

Fazendo as transformaG¢8es necessarias para as condicles

iniciais, pode-se escrever:

{y(0)} = [n] {8(0)}; {3(0)} = [n] {5(0)}

de onde obtem-se:

{6(0)8 = 1 Ny(0)} e 43(0)} = (174 3(0)}

[ x1(0) [ 61(0) [ %1(0)]
onde {y(0)} =| x2(0) | e 62(0) | = [n17"] x2(0)
x3(0) 61(0) x1(0)
x4(0) 52(0) x2(0)

| J L J i _J

Portanto, a resposta no dominio do tempo do sistems da

figura (4.2) resulta:

{y(t)} = [n1 {8(t)} (4.31)
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B ~ SISTEMA EXCITADO

Neste caso, a equaCdo a ser integrada ¢é a (4.20),0nde

f(t) &€ diferente de zero.

Portanto, para o sistema excitado, em termos do vetor de

estado tem~se a seguinte equacéo:

[0} [M] {x(t)} [-M] [0] {x(t)} {o}
+ =
[M] [c1 | [{xtt)} [0] [X) {x(t)p] Hr(t)}
(4.32)

De uma forma mais compacta, tem-se:

[A1] {¥(t)} + [B1] {y(t)} = {E(t)} (4.33)

Seja o vetor de estado {zt(t)} :
{y(t)} = [n1{zt(t)}, onde[n] & a matriz modal completa

desenvolvida anteriormente para o sistema livre.

Rearranjando a equaGdo (4.33) e premultiplicando por [W]T

tem-se o sistema desacoplado:

(1% 1a1] (] 4zt(e)} + M1T(B1] (0] {zt(t)} = MINE(t)} =

= <N(t)> (4.34)
[ Na1 ] {zt} + [ “B1 ] {zt} = M1 {E(t)}
N N (4.35)
ou seja: a,,zt1(t) + by ztl(t) = 0,,E1(t)
azzth(t) + bzzth(t) = n,,E2(t)
a,,zt1(t) + byyztl(t) = 1, E3(t)
a,,zt2(t) + b zt2(t) =n Ed(t)
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Portanto, tem—se:

L d t—
ZEL(t) - p ztl(t) =1/a NI(t) , zEl(B)=l/a, J:e?’i‘ TINL(7)de

* t_

Zt2(t) - y, zt2(t) =1/a N2(t) , zt2(t)=1/a j:e?’z( TNz () de

. - t—

IEI(t) - p_zt3(t) =1/a N3(t) , zt3(B)=l/a, J:e?’g( TIN3(T)dr
E

2 (t-7

2ta(t) - p zta(t) =i/a NA(t) , zt4(R)=l/a,, Jie N4 (7 )dT
4+

(4.36)

onde zti(t), zt2(t), Zt3(t) e zta(t) 530 as Sﬂlgcﬁes

particulares.
As condic®es iniciais para as coordenadas {z(t)} s3Zo
dadas a partir de:

fn1 Yy ()}

[n1 {y(0)}

[n14acty  ato)

[p17a(e)  a(o

il
1]

{zt(t) }

I

{zt(0) }

Seja zt, (t) a condi¢Zio para o modo i . Portanto:
io

}’.Lt

zt (t) = zt (t) e
T L0

Para i = 1,4 tem—se:s
t - ¥y t
zt (t) = zt () el zt () =zt (t) e’
t = r t
zt (t) = 2t (t) ez zt () =zt (t) e's

(4.37)

que si¥o as solucdes da equacgio homogénea.

Portanto a solug3o completa da equagZo (4.33) tem a

sequinte forma:
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q(t)

g{t)

= {y(t)d = (0] {zt(t)} (4.38)

EXEMPLO 1 - SISTEMA LIVRE

Particulariza-se o sistema da figura 4.2 adotando-se os

Seguintes valores de par2metros e condiG¢8es iniciais:

Ml = 4.540 Kg , M2 = 4.540 Kg
Cl = 52.535 N s/m, C2= 35.024 N s/m, C3 = 17.512 N s/m

Kl = 1751.180 N/m, K2= 875.590 N/m, K3 = 1751.180 N/m
x1(0) = 0.025 m, x2(0) = -0.075 m

x1(0) = 2.000 m/s, x2(0) = -2.000 m/s

f1(t) = 0.000, f2(t) = 0.000

0.00 St £0.70 s (intervalo de amostragem)

O procedimento a seguir € andlogo ao descrito para o

Sistema com um grau de liberdade. Gera-se 1000 pontos das

Tespostas x1(t) e x2(t) e calcula-se os termos de Fourier,
truncando as séries em vinte termos, visto que a partir deste

Valor, os parimetros identificados permaneciam inalterados,

Sd30 apresentados inicialmente os resultados referentes

20  sistema de dois graus de liberdade livre, acima descrito,

Para duas situaCOes:

a ~ Identificac¢do dos pardmetros quando s#o retidos vinte

termos nas expansOes por s€ries de Fourier. o0sg

resultados estdo na tabela 4.4.

b - Identifica¢lo dos parl3metros quando sfo retidos

vinte termos nas expansOes e verificado a influéncia
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causada pela introdug3o de 107 de ruido aleatdria
nas respostas x1(t) e »2(t). Os resultados est3ao na
tabela 4.5.

Para cada situa¢Xo & calculada a diferenca relativa entre

os valores idenficados e os valores tedricos "exatos".

TABELA 4.4 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS DOS
PARAMETROS MODAIS € r = 20 O

SISTEMA DE 2 G.D.L. LIVRE

- VALORES VALORES DIFERENGA
MODO| PARAMETROS|  ygoRICOS IDENTIFICADOS | RELATIVA
«C %)
w (rd/s) 19.928 20.001 0.36
18]
W, (rd/s) 19.576 19.664 0.44
! ¢ 0.187 0.183 2.13
auto =3.725 % -3.652 * X
valores 119.3976 119.6464 0.36
modo v2 1.157 — 1.152 - 5 T
préprio yi i0.347 40.326 .83
w (rd/s) 27.374 27.519 0.53
n
w, (rd/s) 24.746 24 .984 0.96
2
¢ 0.428 0.419 2.10
auto -11.704 -11.539 % X
valores i24.716 {24,984 0.353
modo vz | —0.682 — -0.697 - X
proprio  ye £0.275 {0.265 1.68

1 - diferenga na magnitude




Matrizes identificadas:
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B 18.843 -7.408
(M1~ [C1 = ’
-7 639 11.540
584 .346 -201.412
M3 K31 =
-193.456 582.504
TABELA 4.5 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS DOS
PARAMETROS MODAIS C r = 20 2>
_10 % DE RUIDO ALEATORIO
SISTEMA DE 2 G.D.L. LIVRE
- VALORES VALORES DIFERENGA
MODO| PARAMETROS|  1goRICOS [DENTIFICADDS | RELATIVA
( 2 )
w (rd/s) 19.928 20.000 0.36
n
Wy (rd/s) 19.576 19.664 0.44
! ¢ 0.187 0.183 2.13
auto -3.725 * ~-3.652 X
valores i19.376 419.664 0.36
modo y2 1.157 - 1.150 — 5
| préprio yi {0.347 {0.332 1.12
w (rd/s) 27.374 27 .520 0.53
n
w  (rd/s) 24.746 24.984 0.98
-
4 0.428 0.419 5.10
auto ~11.704 * -11.538 * %
valores 124.716 124 .984 0.53
modo v2 —0.682 - -0.700 - X
préoprio vt 10.275 i0.273 2.08

% — diferenga na magnitude
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Matrizes identificadas:

L 18.843 ~7.408
(M1~ [C] = )
-7.639 11.540
. 584.346 -201.412
[M] ° [K] =
~193.456 582.504

Verifica-se agqui uma influéncia muito pequena nos
par@metros jdentificados, causada pela introdu¢do de 10% de

ruido aleat6rio nos sinais de x1(t) e x2(t).

EXEMPLO 2 - SISTEMA EXCITADO

Particulariza-se novamente o sistema da figura 4.2, sendo

agora considerados ©S seguintes valores de par@metros e

condic¢les iniciais:

M1 5.000 Kg , M2 = 5.000 Kg

60.000 N s/m, C2= 30.000 N s/m, C3 20.000 N s/m

Cl

i

K1=1700.000 N/m, K2= 800.000 N/m, K3 1700.000 N/m

x1(0) = 0.000 m, x2(0) = 0.000 m
0.000 m/s, x2(0) = 0.000 m/s

x1(0)

fi(t)
0.00 £t £ 0.70 s (intervalo de amostragem)

A seguir sdo apresentados na tabela 4.6 os

resultados dos valores identificados, retendo vinte termos

na expansdo por série de Fourier para o sistema excitado.




TABELA 4.6 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS DOS

PARAMETROS MODAIS € r = 20 D

- 10 X DE RUIDO ALEATORIO

SISTEMA DE 2 G.D.L. EXCITADO

- VALORES VAL ORES DIFERENGA
MODD| PARAMETROS|  rgorIcos IDENTIFICADOS | RELATIVA
( %)
w (rd/s) 18.834 18.884 0.26
™
wd (rd/s) 18.433 18.491 0.31
! 4 0.205 0.204 0.49
auto -3.864 * ~3.850 * .
valores 118.433 {18.487 0.26
modo y2 0.816 - 0.838 - X
préprio yt 10.328 10.361 3.75
w (rd/s) 25.151 24.457 o 77
n
©, (rd/s) 23.019 22 .265 3. 96
2
4 0.403 0.413 >.48
auto ~10.135 ¢ -10.109 * X
valores 123.019 (22.265 2.77
modo y2 -0.745 — -0.784 - a %
préoprio vi {0.410 i0.420 .58
¥ — diferenga na magnitude
Matrizes identificadas:
[ 18.585 -6.863
[M3™' €1 = _ ,
-5.048 2.333
[ 478.850 -142.715 ]
[M1”' [K1 =
-158.631 492 .335
= o
as diferengas percentuais

neste caso,

Verifica—se,

s¥o maiores do gque aquelas qgue aparecem no caso sem excitag3o

externa.




51

Observa-se ser possivel diminuir esta diferenga, pela

alteracXZo da excitagdo (adequando os valores da amplitude e da

frequéncia). Entretanto, para 0OS valores testados dentro

deste trabalho, verificou-se gue as diferengas acima

mencionadas S3ic sempre ligeiramente superiores aquelas

correspondendo ao sistema livre.

EXEMPLO 4 : SELO DINAMICO

0 sistema da figura 4.4, estudado em [9 ], ¢ representado

pela seguinte equaglo diferencial:

[M1 {5y} + [C1 {x(O)} + [K] {x(t)} = {f(or} (4.39)
onde
[ Myy Y Cyy ~Cyz
(Ml = ’ [cl =
o) Mzz Czy Czz
L
( Kyy —Kyz
K =
c td Kzy Kzz
[ y(t) { } fy(t)
(t = e { f(t)y =
{>( )} z(t) fz(t)




kyy, kyz, kzy, kzz
cyy, cyz,czy, CZZ
myy,mzZ

Figura 4.4 — sélo dinamico

Particularizando para o5 mesmos valores de parametros e

condi¢®es inicials usados em [ 2 1, tem—-se:

Myy = 26.200 Kg, Mzz = 26.200 Kg

1124.000 N s/m, Cyz= 720.000 N s/m

Cyy =

Czy = 720.000 N s/m, Czz = 1124.000 N s/m
Kyy = 468430.000 N/m, Kyz = 42811.000 N/m
Kzy = 42811.000 N/m, Kzz = 468430.000 N/m

fy(t) = 0.000, fz(t) = 0.000

y(0) = 0.000, z(0) = 0.000, y(0) = 1.000, z(0) = 0.000

0.00 £ t £ 0.08 s (intervalo de amostragem)

A seguir s3o0 apresentados na tabela 3.7 os resultados dos

valores identificados, retendo vinte termos na expans3o por

série de Fourier, com respectivas diferengas em relag3o aos

valores apresentados na referéncia citada.

IURRESIDADY FRESRAL 00 L amy

Bicdietaxn. .




TABELA 4.7 - VALORES TEORICOS E
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PARAMETRS MODAIS C r = 20 O

SELO DINAMICO - 2 G.D.L.

IDENTIFICADOS DOS

Com este exemplos

~ VALORES VALORES DIFERENGA
MODO| PARAMETROS TEORICOS IDENTIFICADOS | RELATIVA
{ %)
w (rd/s) 121.689 120.418 1.04
N
w, (rd/s) 119.012 118.010 0.84
1 4 0.206 0.199 .39
auto -25.384 ~23.966 * X
valores {119.012 4{118.010 1.04
modo y2 0.000 + -0.061 + X
prépric yi 41.000 41.017 1.88
w (rd/s) 147.536 147.826 0.720
n
w, (rd/s) 146.493 146.824 0.26
2
g ¢.11%9 0.116 2.52
valores i{146.493 {146.824 .20
modo vz | 0.000 -~ 0.039 - . 3
i proprio v £{1.000 {1.038 .80
¥ - diferenga na magnitude
Matrizes identificadas:
40,342 -26.728
tmM1™ rc1 = ,
30.935 41.957
17895.610 -1559.150
M1t K3 =
1394.189 17585.520

pode-se observar que o método apresenta

também bons resultados para sistemas com matrizes de rigidez
amortecimento n3o cimétricas, tipicas dos mancais
hidrodinamicos.
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4.3.9 - SISTEMA COM TRES GRAUS DE LIBERDADE

Para o sistema da figura

diferencial:

[M] {x(£)} + [C] {x(t)e * (K] {x(t)¢

onde
M1 0 0
[M] = 0 M2 0 s
0 M3
K1+K2 -K2
[K] = -K2 K2+K3
0 -K3
x1(t)
{x(e)d = | nace) | o Ax(E)F =
x3(t)
L .
e {f(t)}

O desenvolvime

liberdade & anadlogo ao° de dois

nto do modelo para O si

detalhado anteriormente.

4.5,

graus,

tem-

se a seguinte equaGédo

= {f(t)p
Cc1+C2 -C2
{cl = -C2 Cc2+C3
0 -C3
0
-K3
K3+K4
[ x1(t) ]
x2(t) | » ix(e)b =
x3(t)
- 1
f1(t)
= £2(t)
£3(t)
L B

L x3(t)

(4.5)

-C3 ’
C3+C4

x1(t) W

x2(t)

stema com trés graus de
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£1CED f2Ct) £3CL)

> x1Ct) > x2Ct) > x3Ct)
4 €1 ca c3 c4 .
4 - - \
; :]'— M1 j—- M2 } M3 r“"“:]-—— §
7 = AAA A~ AN AN

Figura 4.5 — Sistema de trés graus de liberdade

EXEMPLO

Particularizando o sistema da figura 4.5 para o caso em

que os valores de parametros e condic®es iniciais s3o:

M1 = 5.000 Kg , M2 = 5.000 Kg , M5 = 5.000 Kg

£2= 30.000 N s/m, C3 = 40.000 N =/m

CL = 20.000 N s/m,
ca = 50.000 N s/m
Ki = 600.000 N/m, K2= 500.000 N/m, K3 = 400.000 N/m

K4 = 400.000 N s/m

x1(0) = 0.025 m, x2(0) = -0.075 m , x3{0) = 0.000

it

= -2.000 m/s, »3(0) = 0.000

2.000 m/s, %2(0)
$2(t) = 0.000, f3(t) = 0.000 e

il

%1(0)

fil(t) 0.000,

i

o<t=1.05s (intervalo de amostragem),

tem-ge que o procedimento adotado. & semelhante ao usado no

Casg de sistemas de dois graus de liberdade. Apenas, quanto a

oGbtencxo dos valores de «1(t), x2(t) e »x3(t), ao inves de se
analftica, foi utilizado um métoda

Proceder uma integragdo
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numérico/computacional, o de Runge-Kutta implicito de quarta

ordem [19 1.

A seguir s#o apresentados na tabela 4.8, os resultados

dos valores dos par@metros identificados, retendo vinte termos

na expansdo por série de Fourier e introduzindo-se 10% de

ruido aleatdrio na resposta do sistema.
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TABELA 4.8 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS DOS
PARAMETROS MODAIS ¢ r = 20 )
~ 10 X DE RUIDO ALEATORIO

SISTEMA DE 3 G.D.L. LIVRE

~ VALORES VALORES DIFERENCA
MODO | PARGHETROS TEORICOS IDENTIFICADOS RELATIVA
( %)
w_ (rd/s) 7.722 7.729 0.36
W, {(rd/s) 7.393 7.403 0.44
1 £ 0.288 0.287 0.35
auto -2.223 * -2.223 * o= 1
valores 47.395 L{7.401 .36
modo y3 —0.464 + -0.488 + 5
préprio y1 40.278 i0.249 1.28
modo y2 -0.408 - -0.421 - - 96*
préprio yt {40.402 {0.413 .
w (rd/s) 15.447 15.751 1.96
n
wd (rd/s) 10.196 9.926 2.64 ]
5 ¢ 0.751 0.740 1.47 |
auto —11.608 * -10.911 * oot (
valores {10.097 {9.930 . |
modo yi 0.612 + 0.631 + ¥ |
préprio yz i0.137 10.109 2.10 j
modo  y8 0.697 - 0.668 ~ 7 oo |
| |prdéprio yz {0.129 0,121 .
w (rd/s) 15.293 15.835 3.54
n
w, (rd/s) 13.508 14.075 4.10
d
3 ¢ 0.469 0.477 1.71
auto -7.168 ¢ ~-7.708 * .
valores 4{13.508 {13.775 S.22
- - -0.034 -
modc y1 0.038 2. X
préoprio ys {0.234 40.225 10
~0.563 +
modo y2 —-0.592 + . 0.5
proprio ys {0.296 40.358 0

¥ - diferenca na magnitude



Matrizes identificadas:

[M1°

(M1~

[c]

[K]

n

i

-

10.640
-4,912

221.549
-94.964
-7.408

58

-6.011
13.147

-102.770
176.067
-73.028

-0.003
18.498

0.475
~-83.043
163.688



5 - IDENTIFICACAO DE PAR/XMETROS DE SISTEMAS MECANICOS DE UM A

TRES GRAUS DE LIBERDADE - TECNICAS EXPERIMENTAIS

Neste capitulo faz-se O estudo de trés madelos
experimentais simples constituidos basicamente de mesas
vibratérias de um, dois € trés graus de liberdade.

Inicialmente os modelos matematicos s3o desenvolvidos. Em

seguida, através de técnicas de analise modal experimental, os

| parimetros s3o identificados a partir da determinag3o das

fun¢Bes de transferéncia, espectros de frequéncia e fungdes de

coeréncia, apés excitag3o por impacto, usando um analisador de

sinais de dois canais. Finalmente, faz-se a aquisi¢3o dos

sinais de excitag3o e de resposta no dominio do tempo, para

futuro processamento em micro—computador do tipo PC-AT 286.

A proposta deste capitulo ¢é mostrar a eficacia das

rotinas computacionais desenvolvidas para a identificag3o de

parametros de sistemas mecAnicos, quando os dados sZo oriundos

de situag¢3es concretas, tipicamente encontradas na engenharia

mecanica.
51 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE ¢ 1 GDL)

0 primeiro modelo experimental a ser estudado ¢ o de uma

mesa vibratéria de um grau de liberdade com amortecimento

viscaso (figura 5.1).As principais caracteristicas da mesa
vibratsaria sXo as sequintes:

Massa = 3.128 Kg, comprimento = 0.250m, largura = 0.250m
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€ espessura = 0,005 m, sendo construida de aluminio. As

laminas flexi{veis que sustentam a placa vibratéria tem asg
seguintes dimens@es: comprimento = 0.073 m, largura = 0.022 m

e espessura = 0.001 m e s3o construidas de ago inoxidavel.

figura 5.1 - Mesa vibratdria com um grau de liberdade

541 - MODELO MATEMATICO

A mesa vibratdéria de um grau de liberdade pode sger

representada pelo modelo dado na figura 5.2, onde:

coeficiente de amortecimento viscoso

c =
Kt = coeficiente de rigidez equivalente do sistema
Kt
g-———\/\/\r——- M
A -1 FCt)
C

figura 5.2 - Modelo do sistema com um grau de liberdade

A equag¥o do movimento do sistema ¢ dada por:.
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, M %(t) + € x(t) + K x(t) = f(t) (5.1)

Considerando o sistema come sendo livre e subamortecido,

2 solugcXo da equacio (5.1) encontra-se no capftulo 4, equacSes

(4.8) e (4.9).
512 - IDENTIFICACAO DA MESA VIBRATORIA

Para o sistema de um grau de liberdade, com amortecimento
ViSCUSD, os parimetros a serem determinados s3o:

- fregquéncia natural (wn ).
~ coeficiente de rigidez (K) e

~ fator de amortecimento (¢).

E necessaria, também, a obtengio das funcSes de

tr'E\r‘isﬁerént:ia, de coeréncia e dos espectros de frequéncia.

A ~ COEFICIENTE DE RIGIDEZ

0 coeficiente de rigidez "dinaAmico" serd o adotado como

Sendo o coeficiente de rigidez equivalente da mesa vibratéria

de um grau de liberdade. Este valor & obtido a partir da

determinaqzo da frequéncia natural do sistema (wn) e da massa

Vibratéria total (M) .

Para fins apenas de referéncia, foi determinado também o

Valar 4g coeficiente de rigidez estAtico, conforme o Anexo I.

AR figura (5.3) mostra a bancada montada para o cAlculo da

1=r'Equ's’ém:j.a natural. 0s eqguipamentos utilizados para esta
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montagem experimental foram os seguintes:
- Acelerdmetro da mesa vibratéria: 1.88 pc/m/s

- Acelerdmetro do martelo de impacto : 1.03 pc/N

— Amplificadores de sipal

— Analisador de sinais de dois canais

~ Plotter

e B

R TR AT Yy .
vy ':n w:-v)y".g ‘:"5‘:,‘" N

LR
i, T
preld AR TAE
e oalid 93&‘&;.‘

Figura 5.3 - Identificag3o da bancada - 1 g.d.l.

Apés excitag3o por impacto, a resposta livre do sistema
foi analisada no dominio da frequéncia. As figuras (5.4) e
(5.5) mostram a fung3o de transferéncia {m&dulo e fase) e a
fungfo de coeréncia resultantes deste ensaio. 0 valor da

frequéncia natural &, portanto, wn = Q24677 rad/s, donde:

K o= w: M = 26868.21 N/m.
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WIGR A 5Y B BY

SETUP GRP TF DUAL VW BODB CH AB
00; 50: 25 & B/A AVG DG X4
180 -~~:ﬂ~ ]
0 /-\ }_— r- -_n* ~— e e :E r:’
DEG L1 1ﬂw
-180 . B i i . T'
ITEL. B/A._AVG___ . DG___0DB
40
D - h ; H
LOG P *E
0 "
Loy
" ™
i R i
~40 — L__
0 NORM LNX4 BASE AF .2500 HZ
14.750 HZ é  —-1B8.0* |TFI: 26.8 DB

Figura 5.4 - Funcao de Transferencia - 1 g.d.l.

MARK LIST X Y (U) Y (L)
0 - —

1 14.750 -84.8 -22.3
2 —— - —— — e tman e
3 —— — —— — o o
4 o .

5 -

B ———

7 [

8 —t e

Q ———

FR 100HZ

100.00

XPRD EXP N 10
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SETUP GAP TF DUAL VW B0DB CH AB  FR 100HZ
00: 58: 07 COH B/A AVG DG X1 WIGR A 6Y B BY
1 jrner e e, . ————
e \J I . S
0 "_ — _
ITEL B/A_AYG______ DG 008
40
? | - I
DB I N i -
LOG i :
] o T B
S S L N —
T
AN
0 r ! -1 r
i |
: v—+:r}n,grquanwwmm-—J"h_dk
: I ) i
]
10 | e 1
0 NORM LNXi  BASE AF .2500 HZ 100.00
14.750 HZ  COH: .e85 ITFI: 28.8 OB XPAD EXP N 10

MARK LIST X Y (U) Y (L)
(0] ———

1 14.750 -84.9 -22.3
2 - e —
3 = — -
4 PR,

5 ——

8 —

7 o e

8 s

8 e

Figura 5.5 - Fungao de

Coeréncia - 1 g.d.l.
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B - FATOR DE AMORTECIMENTO (&)

Calcula-se o valor do fator de amortecimento, utilizando

a técnica do decremento logaritmico [19]:

E =1/2 ® n1 ln(xo/xni) (5.2)
onde
n1t é o numeros de ciclos e
Xgr X 4 s3o as magnitudes do primeiro e do ni-ésimo
ciclos.

A figura (5.6) mostra um registro do sinal da resposta em

fun¢do do tempo, a partir da qual calcula-se € = 0.0185.

A frequéncia natural amortecida (@w,) e o coeficiente de

amortecimento (C) podem ser agora facilmente calculados:

@ = 92.661 rad/s e C = 10.707 N s/m
d

5.1.3 - IDENTIFICACAO ATRAVES DAS SERIES DE FOURIER

0 sinal representando a resposta do sistema de um grau de

liberdade & excitaC3o por impacto ¢ enviado ao analisador

espectral para, em seguida, ser levado via interface Hp-IB, a

um micro-computador pPC-AT 286, como mostra, esquematicamente,

a figura (5.7). Neste procedimento s3o adquiridos 1024 pontos

de x(t) (figura 5.6), que sdo processados numericamente

utilizando-se as rotinas computacionais apresentadas no

Ccaplitulo 3.
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SETUP GRP TIME LOKW
. R VW 80D
0 . B
2: 58: 52 TIME B INP DG X5 o
" WTG R
i i /\\M
_2 B
0 NORM LNX1 ~ BASE AT .78
.784im

.74809 SEC B: .2g0 V SEC
MARK LIST X Y
0 e —
4 .082500 .832
2 43358 .660
3 20234 .592
4 74608 .290
5 o ——
B . —
7 o —
8 e —
s e ——

Resposta no temp

Figura 5.6.

o - 1. g.d.1.

FR 500HZ
A 20v B BvY

.80000
SPEC EXP N 10

1



&7
o n
o0e rYYs
*® )
©e G®

Figura 5.7 — Esquema para aguisi¢Zo do sinal - 1 g.d.l.

sistema livre

S3o apresentados na tabela 5.1, 0S resultados referentes

A identificagZo dos parametros quando sio retidos dez termos
comparando OSs MmMeEsSmMOs com

na expansdo por série de FOUrier

outras técnicas experimentais.

aqueles obtidos atraveés de
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TABELA 5.1 - VALORES EXPERIMENTAIS E IDENTIFICADOS DOsS

PARAMETROS C r = 10
MESA VIBRATORIA COM 1 G.D.L. LIVRE

VALORES VALORES IDENTIF ICADOS DIFERENCA
EXPERIMENTAIS |VIA SERIES DE FOURIER RELATIVA
( %)
al 3.430 3.564 3.91
a0 8589 . 580 8822.722 2.71 |
do
0.000 _
éT) 0.000
L0773
(/=) 0.071 0.073 281
™
.148 -
;giéfm 10.730 11 %_89
; 7.468
| (N/m) | 26868.250 27597 .4 2.71
4 0.019 0.019 0.00
wn —
93.929 A
(rd/s} 92.677 1.35
wd
92,645 93.895 L ae
[(rd/s]

5.2. - SISTEMA COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE

0 segundo modelo experimental a ser analisado é o de uma

Mesa vihratdria de dois graus de liberdade com amortecimento

vViscoso, conforme ilustra a figura (5.8).
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MNONN..
DA, vm%:‘

Figura 5.8 — Mesa vibratéria com dois graus de liberdade

As principais caracteristicas da mesa inferior comao

Massa, comprimento, largura e espessura sZg gag mesmas dg

Sistema de um grau de liberdade analisado anteriormente,

Buanto A mesa superior tem—se:

comprimento = 0.170m, largura = 0.170m

Massa = 1.625 Kg,
€ espessura = 0.00% m, sendo também construida de aluminig.
As laminas flexiveis que sustentam a placa vibratéria tem ga¢

Seguintes dimensdes: comprimento = 0.091 m, largura = 0.022 n

€ espessura = 0.001 m e s3o construidas em aco inoxidave] .

521 - MODELO MATEMATICO

0 modelo da figura (5.9) representa a mesa vibratéria de

dois graus de liberdade com amortecimento viscosao, onde:

Ci, C2 = coeficientes de amortecimento viscosgo
’ e
K1, K2 = coeficientes de rigidez do sistema.
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x2(td
Mz l
[ x1CL)
fiCtd T M
wo e |l
//////////////

Figura 5.9 — Modelo do sistema com dois graus

de 1iberdade

As equagBes diferenciais do movimento do sistema s3Zo:

ML %1i(t) + (CLl+C2) xi(t) — €2 Lo(e) + (K1+K2) x1(t) +

K2 x2(t) = fi(t)
«2(t) - K2 wi(t) = 0O

2 x2(t) — C2 ni(t) + K2
IR
(5.3)

M2 x2(t) + C

31) e (4.37).

€3pitulo 4 , conforme as equagdes (4.

522 - IDENTIFICAGKO DA MESA VIBRATORIA

Para o sistema de dois graus de liberdade com
metros modais necessarios para a

am .

Ortecimento vistoso, 95 para
a . . .
nallse s3o: frequénCiBS naturals (wn-l- e wnz)’ coeficientes de

rtecimento (C1 e tz) e modos

rigi
lgidez (ki e k2), fatores de amo
Préprios. £ necessaria, também, & obtenc3¥o das fungBes de

réncia € dos espectros de frequéncia.

tr
a .
nsferéncia, de coe
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Para a determina¢io dos parimetros modais, utilizou~ge
basicamente os mesmos eguipamentos mencionados np estudo do

sistema de um gran de liberdade, de acordo com g figura

{(3.10).

oA Telourne

s A SR oo,
Tty ay R ;C%}Q-}’?’.HD"’.'," PR

Figura 5.10 - Identifica¢3o da bancada - 2 g.d.1.

A - FREQUENCIAS NATURAILS

As figuras (5.11) e (5.12) mostram a fungxa de

transferéncia (médulo e Tfase) e a fungzp de coeréncia,

torrespondentes A4 resposta do sistema acima, apés excitacxo

por impacto aplicado na mesa inferior. Esgte ensaio levpy A

determinac@o das freguéncias naturais:

w1l = 64.40 rad/s e a%2 = 133.52 rad/s
4]

T e




72
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B - COEFICIENTES DE RIGIDEZ

Os coeficientes de rigidez das mesas superior e inferior

foram obtidos a partir da determinagio das freguéncias

Naturais de cada mesa separadamente @ do valor das massas
Vibratérias correspondentes. Tem—-se, portanto:

e K = 14434.97 N/m

*i= 26868.21 N/m 2

C - FATORES DE AMORTECIMENTO MODAIS

Os fatores de amortecimento modais s¥o obtidos através da

largura de banda em torno da ressonancia, definida como sendo

0 intervalo de frequéncia entre lados opostos do pico num

nivel correspondendo a uma queda de 3 dB do valor maximo.

Atraves da equagdo [191:

Aw, / w, ~2 F, (5.4)
J J 3

frequéncia para O moda Js

Onde: ij==intervalo de
w = frequéncia natural no modo j e
i
¢y = fator de amor tecimento no modo Jj.

Assim, das figuras (5.13) € (5-.14) tem—se:

{, = o0.0152 e £ ~,0.0135

D - MODOS DE VIBRAR

Os modos préprios do sistama de dois graus de liberdade
S¥0 obtidos a partir das informacdes do movimento relativo das
da fase. No Anexo II pode-se

mesas superior e inferior e

encaontrar maiores detalhes envalvendo esta questio.

Os resultados aquil obtidos s3Xo os seguintes:
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Modo 1 - y2/yl = 1.8B42, fase = 0°

0.961, fase = 180°

Modo 2 - y2/y1

onde y2/yl & a relagdo de amplitudes.
523 - IDENTIFICACAO ATRAVES DAS SERIES DE FOURIER

Para a mesa vibratéria de dois graus de liberdade com

amortecimento VviscoOS0,0 processo de identificac¥o foi

realizado tanto para o sistema livre (A), como para o sistema

excitado harmonicamente (B).

A ~ SISTEMA LIVRE

Para a aquisigdo dos sinais dos deslocamentos x1(t) e

%2(t) do sistema acima, utilizou—-se os mesmos equipamentos

anteriormente mencionados, Ccomo mostra a figura (5.15).

Figura 5.15 — Bancada para aquisi¢3o de sinal - 2 g.d.l.

sistema livre
R AR SR TR IR TR Bt L

a o
PIN e SN A,
(Rt ihate- ot
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Foram adquiridos 1024 pontos para x1(t) e xX2(t), conforme

apresentado no Anexo III.

Na tabela 4.2 sxo apresentados os resul tados referentes a

idEntificagzo dos parametros modais, retendo vinte termos nas

EXpans®es por séries de Fourier.

TABELA 5.2 -~ VALORES EXPERIMENTAIS E IDENTIFICADOS DOS

PARAMETROS MODAIS C r = 20 5

MESA VIBRATORIA COM 2 G.D.L. LIVRE

~ VALORES VALORES D
MO IFERENCA
PO PARAMETROS| pypERIMENTAIS |IDENTIFICADOS RELATIVA
(FOURIER) )
wn (rd/s) ] &4.402 J 63.787
wd (rd/s) 64.394 ] 63.777
’ 0.015 0.016 | 6.a7
auto =5.566 % T1.i57 % 5
valores i64.394 L6T.774 0.956
modo  yz 1.840, o0 1.96% . o -
Y2 | | 0.1
[préprio yi [ 6.73
wn (rd/s) 133.517 135.318 .74
Lwd (rd/s) 133.506 135.311 1.35
2
L g 0.013 0.012 7.469
auto -1.735 % ~1.3563 ¢
1133.517 {135.308 1.33

préprio  yi1

I valores
! modo vz 0.961, [5,° J 0.979 181.30[ g
¥ - diferenga na magnitude

B - SISTEMA EXCITADO HARMONICAMENTE

Neste caso, além dos sinais de resposta, foi necessariop

adquirir-se, também, o sinal da forca de excitagio sencidal

fl(t) aplicada na mesa inferior.
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Além dos equipamentos ja mencionados, foram utilizados os

seguintes:

e excitador eletrodinamico.

A forca harménica mencionada, usada

fi(t) = 40.0 sen (257)t [NJ.

contrclador de excitag3o, amplificador de poténcia

neste ensaio, e

A figura (5.16) mostra um esquema da montagem utilizada:

-
Y
T e e ) soe ooe!
1, =
.0 ©0, cd| @@
- y P
prr—, T )T
s &’ﬁ‘ 2

2200 o] @ D:D;:_J

Figura 5.1

1-Amplificador

de sinal

2-Controlador de

excitagio

Z—-Amplificador

de poténcia

4-Excitador

eletrodinamico

S-Analisador de

— sinais
6—Micro
computador
7-Plotter
& — Esquema para aquisigdo de sinal - 2 g.d.1l.

excitado harmonicamente

ltados referentes a
3 apresentados os resu
Na tabela 5.3 s3do

identifica¢Zo dos

i ier.
expans¥es por séries de Fouri

parametros modais retendo vinte termos nas
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TABELA 5.3 - VALORES EXPERIMENTAIS E IDENTIFICADOS DOS

PARAMETROS MODAIS C r = 20 >

MESA VIBRATORIA COM 2 G.D.L. EXCITADA

~ VALORES VALORES DIFERENGA
MODO| PARAMETROS| pypeRrIMENTATS | IDENTIFICADOS | RELATIVA

(FOURIER) ¢ %)

wn (rd/s) 64.402 63.604 1.23

wd (rd/s) 64.394 63.567 1.728

1 ¢ 0.015 0.014 .67
auto -0.966 E —0.91Z * 123

valores 164.394 163.598

X

modo y?2 1.840, 00 1.954I 0.10 9 19

préoprio yt
wn (rd/s) 133.517 132.626 0.67
wd (rd/s) 133.506 132.618 0.66
2
¥ 0.013 0.012 7.69
auto -1.735 * -1.456 * 0.
valores {133.517 ({132.619 &7

modo — yz[ ©-67%| 180° 0-767) 181.6°| 10.99
préprio  yt
*x — diferenga na magnitude

Obs. Excitou—se o sistema com & frequéncia de 78,540 rad/s,

que esta entre as duas frequéncias naturais do mesmo e muito

préxima de uma delas, conseguindo-se assim analisar os dois

modos proprios.

53 - SISTEMA COM TRES GRAUS DE LIBERDADE

Finalmente, ©O sistema experimental a ser analisado é o

de uma mesa vibratéria com trés graus de liberdade " sem
usada frequentemente para

amortecimento " (figura 5.17),

movimentos simultAneos de translag3o

ilustrar, em laboratério,

e de rotag3do.
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orcads

O e S g v

L

%
e TR e
R

Figura 5.17 ~ Mesa vibratéria com tras graus de liberdad
ade

As caracteristicas principais do sistema s¥g:

M= 7.166 Kg, { = 0.492 my, b = 0.25'm e h = 0.017 m |
onde M é a massa, {,b e h sZo, respectivamente, o comprimento
»

a largura e a espessura da mesa.

532 - MODELO MATEMATICO

A figura 5.18 representa o modelo com trés graus ¢ !
[ =] 4!

liberdade, representativo do sistema acima, onde:

M = massa

K, Ka = coeficientes de rigidez do sistema

o, 3, z = coordenadas generalizadas do Sistema
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D G C
K / K
B F Y
E M I C e
Ka Ka
a :

Figura 5.18 -~ Modelo do sistema com trés graus de liberdade

Na figura (5.19) pode-se observar o referencial inercial

(X Y Z] ,0 referencial fixo ao corpo [x3 y3 23] e os demais

referenciais intermediarios.

Z2 %ZEZI
Zx
N\
e ®
\ Yz= Y5+ 3
\\/\0‘/////‘7
_>
Y =

Sz(x2,y2,22)
Ss (XS,Y3.23)

@ / Sy (X1,Y1,21)
- #XJ ,

Figura 5.19 - Eixos de referéncia - 3 g.d.1.

S g

N R e
— ] o

*“I.,«ﬁr‘-w‘ s o
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Ser4 apresentada a seguir a sequéncia de procedimentos

adotados com o objetivo de se obter as equagdes diferenciais

representativas da dinamica do sistema em estudo.

A - MATRIZES DE TRANSFORMACAO

Para passar do referencial S1 ao referencial S3 da figura

(3.18) faz-se:

cosf3 0 senf3
Strre75% = S‘[Tfléz S2p1¢15? = senasenf3 Cosa —Senacos?
—senflcosa  sena cosacos3
(5.3)
onde
1 o o) cos3 O -—senf’
sa sz _
sz[Tf]sx - 0 caosa sena e [Tf1] = o 1 o}
0 -sena COSA senf3 O cosf3

B ~ VELOCIDADE ANGULAR

A ar r massa da mesa escrita
i do centro de ’
velocidade angul

No referencial S3 & dada por:

*
casf3 o

3

*
a senf3

O B0
]

a
s3 sS2
SS{MB} - S3[TfJSI 0 + [Tf]
0]

(S5.6)
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C - MATRIZ DE INERCIA (1)

Como o referencial S3 tem suas dire¢Oes coincidentes
com

aquelas dos eixos principais de inércia, tem-se que:

I 0 0
S3
[In] = 0 1y 0 (5.7)
0

D - ENERGIA CINETICA DE ROTAGAO

Para a energia cinética de rotacdo (TR) do sistema de

trés graus de liberdade, tem-se a seguinte expressfio [18]

= 172 S*oat? (1,1 THoat (5.8)

Substituindo as equa¢fes (5.6) e (5.7) na equaGio (5 8)
d 1

tem-se:

2, ° »2 . 2
TR = 1/2 (I cos B a + Iyﬁ + @ sen B I ) (5.9)

E - ENERGIA CINETICA DE TRANSLACAO

para a energia cinética de translaGC83o do sistema (TT)
’

tem-se a equaCdo [18]

° 2
TT = I/ZMZ (5.10)

s
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onde z & a velocidade do centro de massa.

F - ENERGIA CINETICA TOTAL (TO)

Somando as energias cinéticas de rotaCf3o e translacio,

dadas pelas equaCOes (5.9) e (5.10), tem-se:

. * 2 . -
TO = 1/2 [ I, coszﬁ o + Iy B~ + « Senzﬁ I]+1/2 M %2
(5.11)

G - ENERGIA POTENCIAL (VO)

Levando em considera¢do as deforma¢Oes elasticas das
molas que complem & sustenta¢@o da mesa, calcula-se a energia

potencial de deforma¢do como sendo:

2
sa - dsena - z) t (-bsenPcosa + Lsenx - z)%+

Vo= K/2 [(-bsenfco
2
+ (bsenPcosx *+ Lsenx - z) + (bsenBcosa - Lsenx - z)2+

+ Ka/2 [ (-fsenx - Z)z + (£sena - z)z]

(5.12)

H - EQUACOES DE MOVIMENTO

a equaGdo de Lagrange, obtém-se as equaCBes do

Usando

movimento:

SO
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Ix&+(4x+zxa)£2a=o
- 2
I + 4 Kb =
y g P 0 (5.13)
Mz + (4 K+ 2 Ka) 2z=20
Matricialmente tem-se:
r . L
M/3(£%+ n°) 0 0 [ &
0 M/3(b2+ hz) 0 B +
0 0 M | z |
(4K + 2Ka)d® 0 0 Fa ] [ 0 i
2
0 4Kb 0 B - 0
0 0 4K + ZKa VA 0
L N | ] L J
(5.14)

Nas equaC8es acima pode-se observar que trata-se de um

sistema tendo seus movimentos totalmente desacoplados.

5.3.2 — IDENTIFICACAO DA MESA VIBRATORIA

para o sistema de trés graus de liberdade sem
amortecimento, deseja-se obter os seguintes parlmetros:

snci i © © © fed ..
frequéncias naturais (®_ _, © . € nB)’ coeficientes de rigidez

(K e Ka) e modos proprios. S8o determinadas preliminarmente

as funcOes de transferéncia e de coeréncia, além dos espectros

de frequéncia.
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A - FREQUENCIAS NATURAIS

Ser4 feita uma descrigfo suscinta do procedimento adotado

com vistas a determinag3o das frequéncias naturais do sistema
A figura (5.18), anteriormente mostrada, ¢ usada aqui para que

se possa visualizar as posi¢@es a serem mencionadas.

1 - Impacto aplicadoe no ponto I3 acelerédmetros fixados nos

pontos F e H.

Obtém—se os espectros de frequéncia correspondentes a

resposta medida pelos acelerémetros, conforme a figura

(5.20), onde apenas uma frequéncia natural ¢ identificada

(175.929 rad/s). Tal frequéncia corresponde as vibragSes

verticais do sistema, segundo a direg3o Z.

2 ~ Impacto aplicado no ponto Ej3 acelerédmetros fixados nos

pontos F e H.

Obtém—se novamente 0S espectros de frequéncia, figura

(5.21), onde duas frequéncias naturais podem ser

identificadas (175.929 rad/s e 273.318 rad/s). Tais
frequeéncias correspondem, respectivamente, as vibra¢3es na

direcio de Z e na dire¢Zo em torno de X.

3 - Impacto aplicado no ponto A; acelerdmetros fixados nos

pontos F e H.
SXo obtidos oS espectros de frequéncia, conforme ilustra a
passivel identificar-se trés

figura (5.22), sendo agora

frequéncias naturais do sistema:

- e

i g
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175.929 rad/s, 273.318rad/s e 219.911 rad/s. Tais fregueéenci
cias

correspondem 2s vibracgdes nas direcBes de Z, em torno de X
e

em torno de Y, respectivamente, conforme mostra a fi
gura

(5.23).

3 — Dire¢des das vibracg@es — 3 g.d.l

Figura 5.2

No Anexo IV podem Ser analisadas as curvas que

correspondem 3as fungdes de transferéncia e de coeréncia

relacionadas aps ensaios acima descritos.

B - COEFICIENTES DE RIGIDEZ K E Ka

pDs coeficientes de rigidez K e Ka mostrados na figura
(5.18) aparecem nas equagdes do movimento (5.13), necessitando

portanto, serem conhecidos para que seja possivel estudar o

compor tamento dinamico do sistema & partir de seu modelo

matematico.

& montagem das molas em paralelo, leva aoc calculo da

rigidez equivalente:
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= 4K + 2Ka (5.15)

Kequ. =
Partindo-se do valor de © identificado (175.929 rad/s)

e do valor conhecido da massa vibratoria (7.166 Kg), tem-se:

Kequ. = 221797.48 N/m

Foi também calculado o coeficiente de rigidez que

corresponde as vibracOes da mesa em torno do eixo Y. Usando g

expressdo da energia de deforma¢do das molas, tem-se:

2
4K (b o)’ =g « (5.16)

Utilizando o valor de ©__ identificado ( 273.318 rad/s )

e o valor do momento de iné€rcia Iy , tem-se:
2 = K, /I
Yo = Kt/ y (6.17)

onde Kté um coeficiente de rigidez equivalente do movimento

da mesa em torno do eixo Y.

Finalmente, das equa¢Ces (5.15), (5.18) e (5.17) tem-se:

K = 29012.37 N/m e Ka = 52874.00 N/m

Conhecendo-se todos os coeficientes que aparecem nas

equa¢Bes do movimento (5.13), estas podem sger integradas,
obtendo-se os valores "telricos" dos parametros modais, os
futura comparacfio com aqueles

quais serido utilizados para

obtidos através do método das séries de Fourier.
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4.3.3 - IDENTIFICACAO ATRAVES DAS SERIES DE FOURIER

Para a aquisiC8o dos sinais correspondentes a z(t), o(t)
e [(t) do sistema em estudo, utilizou-se os mesmos

equipamentos Jj& mencionados, como mostra o esquema de

montagem ma figura (6.24).

r.__n et
o>
” ;
L—____:—O AR R AAI AN IR IR

AW

[

(XY )
%)
e

(2 X ]

*®
510

Lo

20000

Figwra 5.24 - Esquema para aquisiCdio de sinal - 3 g.d.1

Sistema livre

Semelhantemente ao que foi feito nos casos anteriores,

foram adguiridos 1024 pontos dos sinais de resposta dos

acelerfimetros posicionados em D, G e F (figura 5.18),

produzidos pelo impacto aplicado no ponto A. Observando a

geometria do sistema, conclui-se que:
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z(t) + £/2 a(t) + b/2 B(t)

x,(t) =
xg(t) = z(t) + b/2 B(t) (5.18)
x(t) = z(t) + £/72 a(t)

Portanto, manipulando os sinais adquiridos, tem-se:

z(t) = xG(t) + xF(t) - xD(t)

a(t) = 2(x (t) - x5(t))/% (5.19)
B(t) = 2(x,(t) - x (t))/b
Com os valores de z(t), o«(t) e B(t), o processo de

identificac3o € realizado, sendo que foram retidos vinte

termos nas expansOes por séries de Fourier.

Na tabela 5.4 tem-se tanto os resultados ditos tebricos

como aqueles oriundos da identifica¢8oc através do método que

objetiva esta dissertacfo.

P
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TABELA 5.4 - VALORES TEORICOS E IDENTIFICADOS DOS

PARAMETROS MODAIS € r = 20 )

MESA VIBRATORIA COM 3 G.D.L. LIVRE-
~ VALORES VALORES D
MODO IFERENCA
PARAMETROS | 1esRr1cos IDENTIFICADDS | RELATIVA
(FOURIER) ( %)
.8 .
w_ (rd/s) 175.899 174.671 0.6
W, (rd/s) 175.899 174.656 0.71
X z 0.000 0.001 -
auto 0.000 X ~0.160 * X
valores 1175.899 4174.620 0.72
modo y1 1.000 + 1.000 -~
préprio y1 40.000 {0.000 -
modo y2 0.000 + 0.037 +
proéprio yi {0.000 {0.017 -
modo ys 0.000 + ~0.032 -
proprio yi1 {0.000 {0.053 -
w (rd/s) 219.908 221.058 0.52
n
W, {rd/s) 2192.908 221.059 0.52
o £ 0.000 0.002 ~
auto 0.000 % ~-0.650 * X
valores 4219.908 {221 .040 0.52
modo y1 0.000 + ~0.001 +
préprio ys {0.000 4L0.004 -
modo y2 0.000 + 0.009 -~
prépria y3 40.000 {0.008 -
modo V-] 1.000 + 1.000 +
proprio ya 40.000 40.000 -
w (rd/s) 304.481 290.339 4,648
n
W, (rd/s) 304.481 290.338 4.64
3 ¥ 0.000 0.003 -
auto 0.000 * -0.092 * X
valores 4304.481 L290.3480 4 .64
modo yi1 0.000 + —-0.020 +
préprio yz 40.000 10.006 -
modo y2 1.000 + 1.000 -
proprio yz L0.000 {0.000 -
modo y3 0.000 + -0.039 -~
préprio vz {0.000 40.064 -

x - diferenca na magnitude




6 ~ CONCLUSOES

Foi apresentado neste trabalho um método no dominio do

tempo para jdentifica¢8do de sistemas mec8nicos com varios

graus de liberdade, utilizando-se das expansOes por série de

Fourier dos sinais de excitacio e de resposta do sistema.

Para um grau de liberdade, a formulac¢do foi desenvolvida

de forma a considerar o0 sinal de salda do sistema associado

tanto ao deslocamento, como 3 velocidade ou 2 aceleraGCd3o. Para

vArios graus de liberdade, o sinal de saida utilizado na
formulaglio é o do deslocamento, podendo entretanto serem as

expressOes facilmente adaptadas para as outras grandezas

cinematicas citadas.

Foi desenvolvida, também, a formulagdo para a

identificaclio das forGCas de excita¢do, sendo necessdrio, neste

r3metros e as condic¢Oes

caso, conhecer-se previamente os pa

iniciais do problema.

A simula¢@o computacional permitiu observar melhora nos

resultados quando € aumentado o nuUmero de termos retidos nas

s de Fourier. Quanto ao ruido aleatdrio

expans®es por seérie
introduzido, em muitas situacBes sua influéncia sobre os

par3metros jdentificados é minima, o que permite dizer que o

método & pouco sensivel ao ruido.

A simulaC#o computacional permitiu também verificar que,

em geral, par@metros identificados a partir da resposta livre

sdo ligeiramente melhores (quando comparados aos seus valores

exatos) do que aqueles obtidos a partir das expansOes por

série de Fourier dos sinais de excitac¢3o e da resposta do
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sistema. Entretanto, no caso dos sistemas excitados

harmonicamente, tais erros podem ser minimizados, adequando-se

os valores da amplitude e da frequéncia da excitagio.

A identificagio com base na resposta forgada pode ser

conduzida considerando-se forgas excitadoras de vaArios tipos

(harménica, periddica, aperiddica) .

Cabe salientar que mesmo Nos casos em que as matrizes de

rigidez e de amortecimento sejam nIo simétricas, como ocorre

tipicamente nos mancais e sélos hidrodinamicos, o método

mostrou—-se eficiente.

Do ponto de vista numérico—computacional, o método

apresentado ¢é bastante atrativo, tanto pela simplicidade de

sua programagao como pela rapidez na execug3do das rotinas,

mesmo usando um micro-computador do tipo PC/AT 286. A tnica

inversZo necessaria na rotina envolve matrizes de tamanho

2N%2N ou 3Nx3N, para o €aso da identificagio dar—se através da

resposta & excitag3o do sistema,

resposta livre ou da
respectivamente, onde N & o numero de graus de liberdade.

Foram realizados experimentos com o objetivo de validar o

Em cada caso estudado, a bancada de testes

método proposto.
foi primeiramente modelada matematicamente e identificada

de analise modal experimental através de

usando técnicas
métodos convencionalis NO dominio da frequéncia, para s¢ ent3io

dal aplicando o método das séries de

fazer—-se a analise moO
Fourier. Os resultados experimentais obtidos, permitem deduzir

que as técnicas implementadas mostram—se promissoras.

0 +trabalho como um todo, permitiu ao seu autor

zar—se com um conjunto de ferramentas indispensaveis

familiari
para o dinamicista: a aplicag3o das leis fisicas que levam a
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modelos flsicos e matemd@ticos, a andlise do

obtencido dos

. . . . .
comportamento din&mico de sistemas mec@nicos, o estudo de

problemas inversos, O uso de métodos computacionais e a

experimenta¢do.
Fica para trabalhos futuros a extensfdo da metodologia

proposta para a identificaCdo de sistemas com muitos graus de
liberdade, na esperanCa de que, com poucos sensores, seja
possivel identificar os par8metros modais correspondentes aos

primeiros modos proéprios de interesse. Também deixou-se para a

continuidade desta dissertag¢do o tratamento de problemas

girosco6picos.
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ANEXO I

DETERMINACAO DO COEFICIENTE DE RIGIDEZ ESTATICO
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DETERMINACAOC DO COEFICIENTE DE RIGIDEZ ESTATICO

Para a determinaGo do coeficiente de rigides
estdtico utiliza-se os seguintes equipamentos (figura 1)

- RelOgio comparador

- Célula de carga (0-5Kgf)

[—: curva de calibrac8o:F(N) = 0.0493*V(mV)-9.696
- desvio maximo: 4.349 mV

histerese: 4.00 mV

sensibilidade estatica: 20.287 mV/N

- Condicionador de sinal
~ Multimetro digital
O valor obtido, através do processo de regressio linear,fo& de

K = 27399.65 N/m, com coeficiente de correlac¢io de 0.999,

figura 1 - Bancada para o cdlculo do coeficiente de

rigidez estltico
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ANEXO II

A - MODOS PROPRIOS - 2 G.D.L.
B-FASE -2G.D.L.
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ANEXO III

RESPOSTA NO TEMPO - 2 G.D.L.
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ANEXO 1V

A - FUNCAO DE TRANSFERENCIA - 3 G.D.L.

B - FUNCAO DE COERENCIA - 3 G.D.L.
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