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FARIA, M. L. M.; Uma Contribuicdo aos Procedimentos de Otimi-
zacdo Aplicados a Sistemas Mecdnicos, UFU, Uberléndia, 1991.
108 p.

RESUMO: Este trabalho apresenta a articulag¢do de um conjunto
de técnicas numérico—éomputacionais de programag¢do ndo-linear,
objetivando a otimizag¢do de projetos cde engenharia. Utiliza-se
o Método do Multiplicador de Lagrange Aumentado para a
abordagem do problema com restrig¢des e o Algoritmo de Davidon,
Fletcher e Powell para a otimizag¢do irrestrita. As buscas
unidimensionais sdo efetuadas utilizando-se as técnicas da
Secgdo Aurea e da Aproximagdao Polinomial. Para enfatizar a
eficacia da metodologia empregada, sdo apresentados varios
exemplos da aplicag¢do do programa computacional resultante da
combinag¢do dos procedimentos utilizados, tanto na minimizag&o
de fun¢bes matematicas, quanto na otimiza¢do de problemas
tipicos Iigados ao projeto de sistemas mecénicos.

X% projeto de sistemas mec@nicos, otimizag¢do, programagdo
nao~linear.



FARIA, M. L. M.; A Contribution to the Optimization Procedures
Applied to Mechanical Systems, UFU, Uberléndia, 1991. 108 p.

ABSTRCT: A combination of a group of numerical and computa-
tional techniques of nonlinear programming is presentéd,
focusing the engineéring design optimization. The Augmented
Lagrange Multiplier Method is wused to deal with the
constrained problem and the algorithm due to Davidon, Fletcher
and Powell for the unconstrained optimization. Line searches
are made using. the Golden Section and the Polinomial
Aproximation techniques. Different applications examples of
the computational program which results of the combined
procedures are presented to emphasize the methodology efficacy
on the minimization of mathematical functions, as well. as on
the optimization of typical problems related to mechanical
systems design.

xx mechanical systems design, optimization, nonlinear
programming
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1 - INTRODUCAQ

Os érimeiros procedimentos de otimiza¢do remontam . ao
principio da histéria humana. Ao longo dos séculos, o
desenvolviménto tecnolégico das civilizagdes deu-se como
consequéncia direta do esforgo deliberado do homem na busca,
frequentemente realizada através de processos de tentativa e
erro, da melhor forma de viabilizar seus propésitos.

Apesar dos procedimentos matemdaticos de otimizagdo
possuirem raizes no trabalho desenvolvido por Cauchy [1] em
meados do século XIX, a moderna metodologia numérica de
otimiza¢do sé veio a surgir por ocasido da segunda guerra.
mundial, no inicio dbs anos 40, quando a complexidade do
acompanhamento logistico favoreceu o advento da programacgio
linear, cuja meta consiste na minimizagdo ou maximizag¢do de um
funcional linear, dito objetivo, atendendo a um certo numero
de restrig¢des também lineares.

Quase vinte anos depois, ©particularmente apés a
divulgag8o do trabalho de Dévidon f2], que propunha uma nova
metodologia de minimizag¢do de funcgdes matemdticas baseada
apenas em informagdes sobre seus gradientes, presehciou—se o
florescimento de inumeros métodos numérido—iterativos de
otimizacdo de problemas matematicos n&do-lineares, sem que
nenhum deles tenha-se imposto como universal.

As técnicas de programagdo ndo-linear s&o fréquentemente
agrupadas em duas grandes categorias. Na primeira,

encontram-se aquelas que, como O préprio método proposto por



Davidon [2,3], adequam-se apenas & solugdo de problemas sem
restricdes; sdo as chamadas técnicas de otimizagdo irrestrita.
Numa segunda categoria, a das técnicas de otimizagdo restrita,
encontram-se os métodos que objetivam a abordagem de problemas
nos quais restricdes devam ser consideradas.

Algumas técnicas vée otimizagdo restrita manipulam  as
restricdes de uma forma direta. Dentre estas, encontram-se
métodos como o das Diregbes Viaveis [4,5,6], onde o processo
iterativo é totalmente deseﬁvolvido no conjunto dos pontos
vidveis (pontos que atendem a todas as restricSes) do
problema; o da Programagdo Linear Sequencial [4,5], onde, a
cada iteracéo, o] problema ndo linear e abordado
executando-se procedimentos de programag¢do linear sobre
aproximag¢des de primeira ordem do objetivo e das restrigdes; o
do Gradiente Reduzido Generalizado [4,5], que efetuva a
eliminag¢do das varidveis que dependem implicitamente -das
demais; o da Proje¢do do Gradiente [5,6], em que, na busca
pelo 6timo, utiliza-se a projecdo do gradiente do objetivo
sobre os planos tangentes &s superficies definidas pelas
restrigdes, e o das Assintofas Méveis [7], onde o controle da
convergéncia do processo é efetuado através de manipulagdes
dos limites impostos as varidveis envolvidas. Outras técnicas,
entretanto, lidam com as restri¢cdes de uma forma indireta,
penalizando-as e acrescentando-as ao préprio objetivo através
da criag¢do de uma nova fungdo, dita pseudo-objetivo,
permitindo que a solugdo do problema com restrigdes seja
alcancada através da resolugdo de uma série de otimizacgdes
irrestritas. Dentre estas técnicas, encontram-se os métodos da

Penalidade Exterior e da Penalidade Interior [4], em que a



solu¢do do problema € aproximada através de seus pontos
vidveis ou ndo-vidveis, respectivamente, e o Método do
Mﬁltiplicador de Lagrange Aumentado (8,91, no qual o
pseudo-objetivo é a soma da fung¢do lagrangiana associada.ao
problema, com ©O termo de penalizag¢do do Método da Penalidade
Exterior. |

A popularizacdo do uso do computador nos wUltimos vinte
anos transformou-o em um importante aliado do engenheiro
projetista. Assim, ‘paraleiamente ao desenvolvimento de
programas computacionais de andlise de projetos de engenharia,
presenciou-se a criagdo de diversas rotinas comerciais
destinadas & sua otimizagdo, tais como os programas CONMIN,
ADS e outros incluidos em pacotes de elementos finitos.
Entretanto, tais rotinas comerciais costumam apresentar
diversas limita¢des em sua utilizagdo, quer por serem fechadas
ou, mesmo gque abertas, por nd3o se possuir conhecimento
suficiente de sua estrutura para efetuar as modificac¢des
necessdrias & sua adaptag¢do a classe de problemas que se
pretende solucionar.

Harmonizando técnicasl e procedimentos mateméticos e
levando em conta o0s aspectos citados, .procurou-se entdo
desenvolver um programa computacional arquitetado sobre
algoritmos confidveis, capaz de efetuar otimizag¢des tanto
restritas quanto irrestritas, e que pudesse ser facilmente
ajustado para otimizar diferentes problemas de projeto
mecédnico, através de manipulaqus de seus arquivos de dados.

Na implementa¢do do programa computacional, optou-se pela
adogdo do Método do Multiplicador de Lagrange Aumentado [8,9]

para a abordagem do problema com restriglfes e do Algoritmo de



Davidon, Fletcher e Powell [3] para efetuar as otimizacdes
irrestritas, Jj& utilizados com sucesso por Imai [10] em
problemas estédticos, por Steffen Lll] em problemas dinf@mjicos e
por Trompétte [12] em problemas de otimizagdoc de forma. Nas
buscas unidimensionais, visando precisdo e confiabilidade,
optou-se pelo uso combiﬁado.dos métodos da Secgdo Aurea e da
Aproximagdo Polinomial [4].

Esta articulagdo de uma metodologia consistente de
solug¢do de. problemas de ﬁrogramaqéo ndo-linear possui o
intuito de contribuir na consolidag¢do do uso das técnicas de
otimizac¢do no contexto do projeto mec8nico na Universidade
Federal de Uberléndia, através do desenvolvimento e utilizagdo
de um software local, adequado as necessidades do Laboratério
de Dindmica de Sistemas Mec8nicos do Departamento de
Engenharia Mecénica, due considera como eixos Dpara o
desenvolvimento da ciéncia e tecnologia em din@imica, a

identificag¢do, o controle e a otimizagédo.

Este trabalho est& assim constituido:

- no capituLo' 2, apresenta-se o problema geral de
programagdo ndo-linear, s3o citadas as condigdes
que caracterizam sua solugdo, ¢ feita uma breve
descric¢do da Técnica da Penalidade Exterior e
desenvolve-se o0 Método do Multiplicador de Lagrange

Aumentado para a abordagem do mesmo;

- no capitulo 3, é apresentado o problema de otimizacgio

irrestrita, sd3o brevemente esbogados os procedimentos



envolvidos nas técnicas de ordem zero, de primeira e
segunda ordem e, apés serem citadas as condig¢des que
caracterizam‘as solugdes dp problema, € apresentado o
Algoritmo de Davidon, Fletcher e Powell;

no capitulo 4 , no contexto das técnicas capazes de
efetuar as bugcas unidimeusionais requeridas em
procedimentos de otimizagdo, s8o apresentados os

métodos da-Secgdo Aurea e da Aproximag¢do Polinomial;

no capitulo 5, e descrita a estrutura do programa
computacional OTIM que, utilizando procedimenﬁos
apresentados nos capitulos anteriores, foi desenvolvido
visando a resolucdo de problemas de otimizagdo restrita

ou irrestrita;

o capitulo 6 compbe-se dos fesultados obtidos ao
utilizar-se o programa OTIM na minimizagdo de fungdes
matematicas, com ou sem restri¢des, e na otimizagdo de
problemas estaticos e din@micos de engenharia mecénica,

restritos ou irrestritos;

finalmente, no capitulo 7 sd3o relacionadas as

conclusdes deste trabalho.



2 - 0 METODO DO MULTIPLICADOR DE LAGRANGE AUMENTADO

Neste <capitulo, ¢ apresentado o problema geral _de
otimizagdo , sdo abordadas condigbes referentes a sua solugdo
e e feita uma breve‘ descrigdo do Método da Penalidade
Exterior. O desenvolvimento do Método do Multiplicador de
Lagrange Aumentado de Hesteness € descrito para o problema com
restricdes de igualdade e poéteriormente estendido para o caso
com restri¢des de desigualdade. Finalmente, € exposto o
algoritmo geral para o caso em que restrigbes de ambos os

tipos fazem-se presentes.

2.1 - INTRODUCAO

Os diferentes tipos de problemas de otimizagao presentes
em situa¢des de projeto em engenharia podem ser ajustados sob

a seguinte formula¢ao:

para
X = (xi,xé,...,xn)T e R"
minimizar
£(X) (2.1)
atendidas as condigdes:
g,(X) =0 ji=1,2,...,1
h (X) = 0 k=1,2,...,m«<n

a, s x, s b, 1=1,2,...,n




onde as fungdes £, gj e hk assumem valores em R.

As varidveis x ,X,,...,X_ s& ditas varidveis de decisao
ou de projeto. |

A fungdo f a ser minimizada ¢ denominada funcio objetivo.
Problemas gque envolvam a maximizagdo de f£(X) podem ser
reenunciados em termos da mininizacdo de -f(X).

As condigdes gj(x) £ 0 e h(X) = 0 sdo ditas,
respectivamente, restri¢5¢s de desigualdade e de igualdade. Em
casos especificos, pode ocorrer que, em algumas destas
ultimas, haja a ©possibilidade de explicitar-se certas
variaveis de decisdo em termos das demais, reduzindo-se assim
tanto o seu numero, quanto o numero de restrig¢des do problema.

As condigdes a,.< x, < b, sdo designadas por restrigdes
laterais ou de fronteira. Apesar de poder-se considera-las
como restrigdes de desicualdade, o mais conveniente €& trats-

las separadamente, j& que elas definem o subconjunto de R™:

T = { X € R" | a s XLS bi com i=1,2,...,n } (2.2)

no qual deve-se efetuar as buscas pelo étimo , dito regiao ou

espaco de projeto.
T
)

Diz-se que um ponto X = (xl,le,,,lgn € R" transforma

uma restricdo de desigualdade gj(x) 5= 0 em ativa se gj(i) = 0.

Analogamente, X torna uma restrigdo lateral a, £ x 5 b
1 1

ativa se x, = a, ou X, = b..
Em relagdo a um problema especifico de otimizagd3o, um
ponto que satisfaca todas as restrig¢bes laterais é dito viavel

ou factivel caso ele também satisfaca todas as restricdes de

igualdade e desigualdade.




A solucao do problema (2.1) é o par (X*,£(X*)), onde X* &
© ponto de minimo de f no conjunto dos pontos vidveis
das condig¢des do prpblema.

Na grande maioria dos casos que surjem em engenharia,
tanto a funcdo objetivo f quanto as restrigdes 9, e h sdo ndo
lineares. Temos entdo o chamado probiema geral de programacio
ndo-linear.

Os procedimentos de avaliagdo das fung¢Bes presentes no

problema podem diferir enormemente de um caso para outro. Em

alguns, todas estas fungbes s&o disponiveis analiticamente en
termos das varidveis de decis&do, em outros, podem ser exigidos

procedimentos numéricos bastante complexos para sua avaliag3o.

2.2 — 0 METODO DA PENALIDADE EXTERIOR

A idéia bédsica dos métodos que utilizam a penalizag¢do de
restri¢ges como artificio para resolver o problema (2.1) ¢

a criagdo de uma fungdo F, dita pseudo-objetivo,da forma

F(X,r) = £(X) + r P(X) (2.3)

onde f(X) ¢ a fungdo objetivo original, r > 0 ¢ o chamado
coeficiente de penalidade e P(X) é a funcao de penalizagio,
que depende das restrig¢des envolvidas e do método adotado.

No método da penalidade exterior, adota-se:




P(x) = } [méx {o, g,(X) }]2 + E [hk(X) ]2 (2.4)

j=1 k=1
£ facil verificar que, para todo X , P(X) 2 0 ; além
disso, quando uma restrigdo ¢ satisfeita, a parcela a ela

correspondente na expressdo de P(X) é nula, donde B(x) = o

apenas quando X é viavel.

Para r > 0 fixo, a minimizacdo de F em relacdo a X cria
entdo uma situacdo de comprometimento entre a minimizagdo da
fung¢do objetivo original e o atendimento das restrigdes de
igualdade e de desigualdade. Assim, para um certo valor fixo
de r, caso se designe por X(r) o ponto de minimo de F em
relagdo a X, (Xr),f(X(r))) serd uma aproximagdo da solugio
(X*,£(x*)) do problema inicial (2.1)

Este procedimento apresenta certos inconvenientes que, em
certos casos, chegam é torna-lo desaconselhdvel. Primeiro, a
aproximag¢do X(r) de Xx* é normalmente um ponto n3o viavel.
Segundo, caso r seja pequeno, a aproximag¢do é bastante pobre;
melhores aproximagdes s6 sdo conseguidas para valores muito
grandes de r, mas al o problema de minimizagdo de F(X,r) em

relagdo a X costuma tornar-se mal condicionado numericamente.

2.3 - CRITERIOS DE CARACTERIZACAO DO OTIMO

A presenga de restrig¢des em problemas de otimizagdo

reduz, em R", a regifio de busca pelo 6timo. Entretanto, esta

redugdo, ao invés de simplificar os procedimentos de

otimizagdo a serem adotados, normalmente passa a exigir

técnicas de abordagem mais sutil, 3ja que, na Presenga de
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restrigbes i : i
¢ , o 6timo ndo € necessariamente um ponto

estaciondrio da fungd3o objetivo.

Antes de enunciar os critérios que caracterizam a solugdo

do seguinte problema de otimizagdo:

para

X = (xi,xz,...,xn)T e R"
minimizaf
£(X) ' (2.5)
atendidas as condigles: '
gj(X) <0 j=1,2,...,1
hk(X)=0 k=1,2,...,m <n

é importante estabelecer-se alguns conceitos:

. ~ n .
1. Diz-se que uma funcdo f:R -— R ¢ convexa se, para

todo X e X, e para todo © no intervalo [0,1], tem-se

£( ox, + (1-0)X, ) s & £(X,) + (1-6) £(X,) (2.6)

m+n

2. Diz-se que uma fungdo F:R — R possui um pbnto de

sela (X*,Y"), com x*e R" e v*e R", se
*x * X
F(X,Y*) s F(X",Y") s F(X",Y) (2.7)

para todo (X,Y) numa certa vizinhanca de (x*,¥*), ou seja, se,

em (X*,Y*), F possui um mdximo local em relagdo a X e um

minimo local em relagdo a Y.
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3. A funch lagrangiana, ou lagrangiana cléssica,
associada ao problema (2.5), é dada por
1 m
L(X,A) = £(X) + L *; g,(X) + ¥ Aoy BL(X) (2.8)

ji=1 k=1

T

onde A = (A _,A,,...,\ ) é o vetor dos multiplicadores‘de

1t 2’ " lem
Lagrange.
Pode-se passar agora a abordagem de condigdes sobre a

solucdo do probema (2.5).

Teorema 2.1 (Condig¢do de ponto de sela suficiente ao

6timo) [5]
se (x*,A*) for um ponto de sela da funcdo lagrangiana
(2.8) e se », 2 0 para j = 1,2,...,1 ,entdo (X7,£(X7)) ¢ a

solucdo do problema (2.5).

E importante notar que O teorema estabelece apenas uma
condicdo suficiente ao 6étimo. Em certos casos, pode ocorrer

que a funcdo lagrangiana ndo. possua nenhum ponto de sela.

Ooutros critérios estdo relacinados com o chamado problema

de Kuhn-Tucker, enunciado a seguir:

caso, em (2.5) as fungbes f, g. e h sejam

diferencidveis, obter

1+m

XeR"eAeR

que satisfagam:
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1
VE(X) + LA Vg (X) + T A Yh (X) = o0

j=1 k=1

g,(X) 2 0 i=1,2,...,1

h (X) =0 k=1,2,...,m (2.9)
‘ =0 ' j = .

}j gJ(X) | J 1,2,...,1

xj Z 0 N j - 1’2"'0,1

£ facil notar que no p;imeifo requisito exige-se que o
gradiente em relagdo a X da fun¢do lagrangiana seja nulo; nos
seguintes, impSe-se que X seja um ponto viavel e que os
multiplicadores de Lagrange correspondentes as restrigdes de

desigualdade sejam n&o negativos, sendo nulos caso a mesma

seja ativa.

Teorema 2.2 (Condi¢do necessdria de Kuhn-Tucker para o

é6timo) [51]

Seja Xx* € R" a solugdo do problema de otimizagdo (2.5),
onde f, g, e h, sdo diferencidveis. Se ng(x*) e th(x*) forem
linearmente independentes para todo j € J = { il gJ(X*) =0 }
e para todo k =1,2,...,m , entdo existem multiplicadores AX

tais que (X™,A”) é’uma solugdo do problema de Kuhn-Tucker.

Teorema 2.3 (Condigdo suficiente de Kuhn-Tucker para o

é6timo) [5]

Imagine~se que, no problema de otimizacdo (2.5), f e g,

sejam diferencidveis. Além disso, suponha-se f convexa,

g .cdncava (—gj convexa) para todo j e h, linear para todo k.
i

Entdo, caso exista uma solucio (x*,A*) do problema de
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Kuhn-Tucker (2.9), a solugdo do problema de otimizagdo (2.5)

sera (X*,£(X%)).

Deve-se salienfar gue a abordagem através de Kuhn—fucker
de problemas de programag¢do ndo-linear associados a situacées
de projeto em engenharia é frequentemente invidvel, tanto.no
que se refere 2a resolugdo do problema (2.9), quanto nas
verificacdes das hipéteses dos teoremas 2.2 e 2.3,

Além destas condigbes,” ditas de primeira ordem, ha

outras, ditas de segunda ordem:

Teorema 2.4 (Condigdo de segunda ordem necessdria ao

6timo) [5]
Se, no problema (2.5), as fungbes f£, g, e h_ s&o
diferencidveis até a segunda ordem, se X* é um ponto viavel
* * ~ . .
se ng(x ) e Vh (X") sdo linearmente independentes para todo

. *x
€ = j = =
jeg=4{3jl g(x) =0}eparatodok =1,2,... m, entdo

para que X" seja um minimo local do problema € necessdrio que:

. 1 .
1. exista Ae R™" tal’ que (X*,A") seja uma solucdo do

problema de Kuhn-Tucker;

2. para cada vetor Y satisfazendo

YT ng(X*) =0 para j € J
T *
Y vh (X7) =0 para k = 1,2,..,n
acontecga

y" H (X*,AT) Y 20
onde H é a nmt;iz hessiana da fung¢do lagrangiana

(2.8).
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Teorema 2.5 (Condigdo de segunda ordem suficiente ao

étimo) [5]
Se, em (2.5),‘as fungdes f,.gj e h sdo diferenciaveis

até a segunda ordem, para que x* seja um minimo local do

problema é suficiente que:

1. exista A'e R'*

|
m * * . .
tal que (X ,A) seja uma solugdo do
problema de Kuhn-Tucker;
|
|

2. para cada vetor ndo nulo Y satisfazendo

1\

& ng(x*) 0 para j € J,= {7 ! gj(x*) 0 e sz 0}

v’ ng(x*) 20 para j € J,= {j ! gj(x*) 0 e xj 0}

0 para k = 1,2,..,m

¥ v, (X7)

acontec¢a
v! HL(X*,A*) Y20

onde H denota a matriz hessiana da funcd@o lagrangiana

(2.8).

Este teorema estd envolvido no estudo da convergéncia do

método desenvolvido a seguir.

5 4 — ABORDAGEM DO PROBLEMA COM RESTRICOES APENAS DE IGUALDADE

0 método do multiplicador de Lagrange aumentado foi

inicialmente proposto por Hesteness [8] e Powell [13] para

solucionar © problema de otimiza¢do com restrigdes de

igualdade:
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para

T n

X = (xi,xz,...,xn) € R
minimizar

£(X) - o (2.10)
atendidas as condicdes '

hk(X)=0 k=1,2,...,m<n

sabendo-se que as funcgdes f e hk sdo diferencidveis e assumem

valores em R.
Os procedimentos adotados no método envolvem g criagdo de

uma nova fungdo, soma da lagrangiana (2.8) com o termo de

beénalizagdo adotado no método da penalidade exterjor. Assim,

tem~se um pseudo-objetivo, dito lIagrangiano aumentado, da

forma

m

A(X,A,r) = £(X) +k§1[ A, B (X) + ¢ ( h (X) )2] (2.11)

onde X é o vetor das varidveis de decisdo, A o vetor dos

multiplicadores de Lagrange e r > 0 o coeficiente de

Penalidade.

E fécil perceber que, caso A = 0, tem-se a abordagem de

(2.10) pelo método da penalidade exterior, que se pretende

evitar pelos motivos anteriormente expostos. Entretanto,

certas diferengas fazem-se aqui presentes. Caso se conhega de

-~ *x
antemiio o valor A" da solugdo (X AY)  do problema de

Kuhn-Tucker associado a (2.10), a primeira das condigdes

(2.9), que estabelece que X' é solugdo de

h



16

m
VL(X,A®) = VE(X) + L A Yh (X) = 0 (2.12)
k=1
juntamente com o fato de que no 6timo tem-se hk(x*) = 0 para

* —~
todo k, permite afirmar que X ¢é solucdo de

VE(X) + i [ x: + 2r hk(X) ] th(x) = VA(XIA*’r)
k=1

1l
o

(2.13)

Nota-se entdo que X* independe do valor adotado para o

coeficiente de penalidade r. Desta forma, ndo se requer aqui

que r — ® como no método da penalidade exterior, evitando-se

assim os problemas numéricos que dai decorrem. Além disso, o
. . * 1 i 1 1 3
conhecimento prévio de A exXige apenas uma minimizag¢do de

A(X,A",r) em relagdo a X para a obtencgdo de x*.

E claro, entretanto, que ndo se conhece previamente o

valor de A*. Na prética, o que se faz é, fixado r > 0, adotar

1 *x . " .
uma estimativa A para A . Para este valor, minimiza-se

~ 1 \
A(x,Ai,r) em relagdo a X para a obtengdo de X', primeira

aproximacio de X°. A seguir, reavalia-se adequadamente A,

encontrando-se A%,que permitird a obtencdo de x®, minimo de
A(X,Azrr) em relacdo a X. Tais procedimentos geram entao
duas sequéncias | de vetores, Ai,Az,As".‘ e Xi,XZ,XS,...
que, no limite, pretende-se que convirjam para A¥ e "
respectivamente.

0 principal problema al existente, o da forma de

atualizar A, foi abordado inicialmente por Hesteness [8]. Sua

formulagdo, detalhada a seguir, apesar de ndo ser a unica

existente, ¢é, por sua extrema simplicidade, largamente
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utilizada

Na p-ésima iteragéo, obtido X através da minimizagdo de

YA(X,AP,r) = 0 em relagdo a X, € necessdrio que

m

vA(XP ,AP,r) = §f(xp) + X [ AP + 21 h (X7) ] Vh, (x") =,o‘

k=1
(2.14)
e, no étimo, as condigdes de Kuhn-Tucker estabelecem que
m % P
vL(xP,A%,r) = VE(XP) + g M VR (X7) =0 (2.15)

k=1

resin ‘para que, no limite, a condigdo (2.14 ) se reduza a

(2.15), sugere-se adotar

AP*T =%+ 2 1 B (X7) (2.16)

3 pt1 inimizagdo de A(X,A"*1,r).
para a obtengdo de X através da m ¢ ( r)

caso a sequéncia (AP) convirja para A , a prépria forma

através da qual ¢ construida a sequéncia (XP) assegura a

convergéncia desta Gltima para um certo X . Além disso, (X,A)

& uma solugdo do problema de Kuhn-Tucker.

Evidentemente, a priori, ndo se tem garantia de que (AP)

convirja. Além disso, mesmo que a convergéncia ocorra, o fato

isolado de que (E,K) & uma solugdo do problema de Kuhn-Tucker

nio & suficiente para garantir que (X,£f(X)) seja a solugdo do
problema (2.10).

Antes que se discuta a convergéncia do processo, ¢€
n = .

necessirio que sejam estabelecidos alguns conceitos:
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1. Uma bola aberta em R", de centro p e raior > 0, é o

seguinte conjunto:

B(P,r):{Xean:HX~PH<r} (2.17)
onde [l . |l denota a norma euclidiana.

2. Uma fungdo F:R"— R" & dita lipschitziana em S c R"

se existir M > 0 tal que para todo X e Y em § tenha-se
HEEX) -F) I = M lHx -y (2.18)

Rockafellar [14] provou que o Método do Multiplicador de
Lagrange Aumentado converge para um minimo global do problema

(2.10) no caso em que a fun¢do objetivo e regido viével s3o

convexas.

Bertsekas [15] demonstrou que se:

i) existir uma solugdo (X™,A") do bproblema de Kuhn-
Tucker associado ao problema de otimizagdo (2.10)

que satisfaga as hipdteses do teorema 2.5,

ii) caso as matrizes hessianas dag fungdes f e p
k

sejam lipschitzianas numa bola aberta de centro X,

entio a sequéncia (X°,A") convergird para (X" ,A*) mesmo para
. x
valores finitos de r; além disso, (X" ,f(X")) sera a solucédo

global do problema (2.10). Nos demais casos, assegura-se

apenas solug¢des locais.

A convergéncia da scquéncia (X°,A%) para (x*,A%) pode ser
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.y -1
acelerada ao utilizar-se X° ' como ponto de partida para a
determinag¢do de x* e se, a cada iteragdo, modificar-se

adequadamente 0O valor de r . Assim, a obtengdo de XP ¢ feita

através da minimizagdo de

A(X,Ap,rp) = £(X) +k§1[ X: hk(X) +r ( hk(X))z]

(2.19)

Hestenes [8] sugere que sé adote

rp*‘l =1 rp (2-20)

para a atualizagdo do coeficiente de penalidade, onde a

constante 7y nado deve séer muito superior 4 unidade. Também

enha rP inferior a um certo valor r .
m

propde que se mant ax

2.5 — ABORDAGEM DO PROBLEMA COM RESTRICOES DE DESIGUALDADE

Inumeros condicionantes em projetos de engenharia, como

s relativas a dimensdes, deslocamentos, tensdes e

limitagde
frequéncias, podem traduzir-se através de restrigbSes de
desigualdade impostas sobre as varidveis de projeto. Assim,

4 extemamente importante que uma técnica que se proponha a ser

uma ferramenta efetiva para o engenheiro seja capaz de

solucionar © seguinte problema:
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para
_ T

X = ( %, X, LX) € R"
minimizar

f(X)

| (2.21)

atendidas as condigdes:

gJ(X) £0 i=1,2,...,1

A abordagem do problema (2.21), pelo Método do
Lagrangiano Aumentado de Hesteness, efetuada por Rockafellar
[9] consiste em ara cada icd . .

r P restrigdo g, (X) = 0 , introduzir
uma nova variavel zj , dita varidvel de folga, de tal forma

que a solugéo de (2.21) possa ser obtida através da resolugdo

do problema equivalente:

para
— T

(X,2) = ( Xyy-eerX 4B, 000s2)) € R"*!
minimizar

F(X,2) = £(X '
atendidas as condigées}

— _ o 2 _ .

hj(X,Z) —.gj(X) + oz, o= 0 j=1,2,...,1

Epntretanto, em situagBes concretas de engenharia, o
nimero de restrigdes de desigualdade pode ser elevado. Assim,
apesar de (2.21) ser passivel de ser resolvido pelo
Método de Hesteness para problemas com restrigbes de
igualdade, ©0s procedimentos podem tornar-se consideravelmente

mais demorados. Aconselha-se, entdo, eliminar do problema as

varidveis de félga z, de. expressdo do lagrangiano aumentado
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ACX 2, T) = £0X) *;él[ 2 ( 9, (X) + Z?) +x ( g,(X) + zj)?]

(2.23)

associado a (2.21). Isto pode ser comnseguido levando-se ‘em

conta que a minimizaqaq de A(X,Z,Ap,rp) pode ser feita em

duas etapas, primeiramente em relacdo a 2 e depois em relagdo

a X. Como na pr;meira etapa deve-se ter VA = 0 , resulta
gue, a cada iteragdo, para j=1,2,...,1
o8 P +2r ( (X) + z?} ] =0 2.24
3z, = 2 % [ LY p 9% ; ( )
]
donde
AP
2 0 zZ= - g.(x) - =2 (2.25)
Zj =0 °© J J 2 rp .

Evidentemente, z? > 0 para todo j. Deste modo,

. xp
J
z? = max [ 0, - 9,(X) - 7% ] (2.26)
J P .
donde
2P
2 _ :
gj(x) + ZJ_ = max [gj(x) ’ 2 rp] (2.27)
Assim, o lagrangiano aumentado (2.22) pode ser expresso

independentemente'de Z como
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1

A(X,A,r) = £(X) +j§1[ Ay e (XA x) +ox ( wj(x,x,r))z]

(2.28)

onde

. . x
XIAI = - |
@j( r) max [ QJ(X) , 77 J (2.29)

Deste modo, 'a solugdo (X ,f(X*)) de (2.20) sera obtida
através de uma sequéncia de minimizagdes de A(X,AP,r ) em
"“p

relagdo a X, com r AP i i
¢ , , © atualizados respectivamente por

(2.20) e por

J

2.6 - 0 PROBLEMA COM RESTRICOES DE IGUALDADE E DESIGUALDADE

Todos os procedimentos relativos & resolucdo do problema
geral de otimiza¢do (2.1) ja& foram abordados ao longo deste
capitulo. Resta agenas agrupd-los em um algoritmo que englobe
tanto restrig¢des de desigualdade quanto de igualdade. Para

isto serd conveninte reescrever-se (2.1) como o Problema de

minimizar - £(X)
atendidas
<0 1 = 1,2,
h (X) =0 k=1,2,...,m<n

)‘p'!-'l =)‘p+ 2 PAP
; | r‘,p (PJ(X ’ Irp) . (2-30) -
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com

n
XerTl = { X e R" | a s xis_bi com i=1,2,...,n }

cujo lagrangiano aumentado associado é

1

A(X,A,x) = £(X) + )

J=f[ o wJ(XrA,r) +r ( wj(x,x,r))z] +

. g [ A, h (X) + 1 ( hk(X))z] (2.32)

k=1

onde wj(x,A,r) é dada por (2.29).

Feito isto, o algoritmo para a obtengdo de (X*,f(x*)), a

solugao de (2.31), pode ser assim descrito:

Passo 1: Fazer p = 1. Adotar valores iniciais adequa-

dos para A* e r > 0 . Fixar r
m

p ax

Passo 2: Obter X°, ponto de minimo local gde

F(X) = A(X,A",x ) XerT (2.33)

Passo 3: Atualizar os multiplicadores de Lagrange por

p+l _ .P p P
A= Ay F 2r 0, (X7, A ')
e (2.34)

p+1 - P P
}k+l = 1u¢1+ 2 r h, (X")
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passo 4: Se AP*! = AP, a otimizagdo esta concluida e
a solucdo de (2.31) & (xP,£(x?)). caso
contrario, efetuar o passo 5.

Ap+‘l

passo 5: Fazer AP = Atualizar o coeficiente de

penalidade através de

o1 =7 % | (2.35)

onde 7 ndo deve ser muito superior & unidade.

Se rp+1 > Tmax tomar rp = rmax ; caso
contradrio, fazer r = r ..+ Retornar ao
passo 2.

% importante destacar aqui que este é o algoritmo bésico

do Método do Multiplicador de Lagrange Aumentado. Em sua

implementagdo através de um  programa computacional,

pegquenas alteragdbes, como as descritas no capitulo 5 para o

critério de convergéncia, poderdo ser introduzidas, visando

maior precisdo e confiabilidade nos resultados.

A adogdo do valor inicial A = 0 para o vetor dos

multiplicadores de Lagrange é largamente utilizada.

As escolhas dos valores inicial r, e limite T ax dos

coeficientes de penalidade constituem, na prédtica, um problema

bem mais delicado. valores muito pequenos podem tornar a

convergéncia do processo. extremamente lenta, enquanto que

valores muito elevados podem fazer com que as minimizag¢des de

(2.33) tornem-se mal condicionadas numericamente.
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Finalmente, para encerrar este capitulo, cumpre analisar

uma situagdo especial. H4 casos em que sabe-se de antemdo que

alguma restri¢do latera < :
g ¢ , 1 a, xi‘s b, pode vir a tornar-se

. ‘ . x
ativa no 6timo X . Nestes casos, dependendo dos procedimentos
adotados na minimizagdo de (2.33), a substituicdo da

referida restrigdo lateral por

a, - H s X, < b1 + n ’ (2.36)

onde p > 0 , combinada com a introdug@o de duas restrigdes de

desigualdade adicionais

.g(X) = a, - X, <0
e | (2.37)
g(X) = x, -b 50

pode tornar OS procedimentos envolvidos melhor condicionados

numericamente.



3 - (O ALGORITMO DE DAVIDON, FLETCHER E POWELL

Neste capitulo; apresenta—se‘ o problema de otimiéagéo
irrestrita. Ao descrever-se a metodologia numérica bédsica de
abordagem do mesmo, S&0 prevemente esbogados os procediméntos
que caracterizam as técnicas de ordem =zero, de primeira e
segunda ordem. Finalmente, ap6s serem citadas as condig¢les que

caracterizam as solugdes do problema, ¢ apresentado o

Algoritmo de Dpavidon, Fletcher e Powell.

3.1 - INTRODUCAO

Na otimizagdo de projetos de engenharia, frequentemente

defronta-se com o seguinte problema, denominado problema de

otimizag}p sem restrigoes ou problema de otimizagao

lrrestrita:
para
n
X = (xi,xz,...,xn) €eR
determinar minimos locais de (3.1)

F(X)

onde a fungdo F assume valores em R. Além disso, o problema

(3.1) pode surgir como um subproblema a ser resolvido para

solucionar © problema geral de otimizagcdo (2.1); €& o que

ocorre, por exemplo, quando, ao abordar (2.1) pelo Método do
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Multiplicador de Lagrange Aumentado, recai-se em minimizacdes
sucessivas de (2.33) no espago de projeto I,

0 Calculo Diferencial dispSe de procedimentos analiticos
para a resolugdo de (3.1), nos quais os minimos locais de F
sao pesquisados no - conjunto de pontos que anulam o seu
gradiente. Entretanto,' em situag¢des de engenharia, a
utilizag¢do destas técnicas ¢é frequentemente inviabilizada,
pois é comum ndo- se dispor sequer da expressdo explicita da
funcdo objetivo F em termos das variaveis de deciééo. Assim,
nestes casos, O problema (3.1) é geralmente abordado através

de procedimentos iterativos.

3.2 - METODOS NUMERICOS DE OTIMIZACAG IRRESTRITA

Os métodos numéricos de resolu¢do do problema (3.1)
adotam o procedimento de, partindo de um ponto inicial xt
arbitrariamente escolhido , construir em R" uma sequéncia de
pontos Xi, Xz, Xa,... de modo que, no limite, a sequédncia
(x%,F(X%)) convirja para a solugdo (X*,F(X*)) do problema. Na
grande maioria destas técnicas, conhecido um termo X%, a
metodologia empregada para a obtencdo de seu sucessor X%*! ¢
basicameﬁte a mesma. Primeiramente, escolhe-se em R" uma
direcdo adequada s?, denominada direcao de busca. A seguir,

determina-se em R, ou R+,'dependendo da técnica de otimizacdo

R X ~ . ” .
utilizada, o ponto de min;mo « da fun¢io de varidvel unica

o(a) = F( X? + « 8% ) (3.2)
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Finalmente adota-se
a .
8 (3.3)

0 processo, de obtengdo de X%*! atrévés da minimizacio da
fungdo © é denominado busca unidimensional ("line search", ﬁa
literatura internacional).

As difereng¢as entre os diversos algoritmos que utilizam
Os procedimentos acima descritos encontram-se Principalmente
na maneira de se escolher a dire¢do de busca s9, a qual,Aa
partir de X%, conduzira a Xq+1. Tais algoritmos podem ser |

enquadrados em tré&s grupos bdsicos: métodos de ordem zero, de

pPrimeira e de segunda ordem.

3.2.1 - METODOS DE ORDEM ZERO

Na busca pelo 6timo, certas técnicas n3o requerem os
valores das derivadas da fﬁngao objetivo. S3o os chamados
- metodos de ordem zero. Dentre os algoriitmos deste tipo estio,
por exemplo, os métodos: das Coordenadas Ciclicas, de Hooke e
Jeeves, de Powell e de Rosenbrock [4,5,16], Neles, a direcido
$? de cada busca unidimensional geralmente esta relacionada
com as direg¢des dos eixos coordenados ou com as adotadas nas
buscas que a precederam.

Tais métodos apresentam varias caracteristicas positivas:
implementados computacionalmente, s3o

sdc faceis de ser

confidveis, podem lidar com fungdes tanto continuas quanto
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descontinuas, sdo capazes de trabalhar inclusive com func¢des
de variaveis discretas e costumam apresentar sucesso em
diversos casos em que métodos de primeira e de segunda ordem
falham devido a maus condicionamentos numéricos. Infelizmente,
entretanto, apresentam o inconveniente de exigir um nimero
muito elevado de avaliaéées da.funqéo objetivo para se atingir
uma certa precisdo de resultados. Assim, seu uso adequa-se
mais a problemas em que O nuimero de varidveis de decisdo €

pequeno e o célculo da fungéo'objetivo_néo exige procedimentos

muito complexos.

3.9 9 _ METODOS DE PRIMEIRA ORDEM

As técnicas de abordagem do problema de otimizagédo

irrestrita (3.1) que utilizam, na determinag¢do das dire¢des de

busca 8%,0 gradiente da fungdo objetivo
VF = (_a_}zi ’ 5}? ? “« oo ’ 'aE ) (3'4)

recebem a designagdo de métodos de primeira ordem. Dentre eles

pode-se citar os métodos do Gradiente ('"steepest descent", na

literatura internacional ), de Fletcher e Reeves, da Projegdo

do Gradiente e os da Métrica Variavel [4,5,16], dentre os

quais se insere O Método de Davidon, Fletcher e Powell.

Evidentemente, por exigirem que o gradiente de F seja
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disponivel, gquer diretamente, quer atraveés de cdlculos
envolvendo diferengas finitas, tais técnicas adequam-se apenas
a problemas em que a_fungao objetivo é diferencidvel.

0 desempenho dos métodos de primeira ordem costuma ser
bastante prejudicado ‘quando as derivadas parciais de F séo
descontinuaé. Entretanto; na hipbétese delas serem cdntiﬁuas,
este desempenho é frequentemente superior aos dos métodos de
ordem zero.

Dentre os algoritmos  de primeira ordem, o de
implementeg¢do mais simples é o Método do Gradiente, que, ao

2 3

~ . 1
construir a sequédncia X, X, X ;... leva em conta que, na

vizinhanga de cada ponto X%, F pode ser aproximada linearmente

por
T
e(x) = F(x%) + [vF(x)] - (x - X7) (3.5)
£ facil notar que, no segundo membro de (3.5), a primeira
parcela ¢é fixa e a segunda corresponde ao produto escalar

entre os vetores vF(X%), que também é fixo, e (X - x%). Logo,
o maior decréscimo da aproximagdo £ ocorreréd quando X for
escolhido sobre a semi-reta de origem X% e orientacdo -VF(X%).

Desta forma, ao adotar-se cCOmo diregdc de busca unidimensional

o vetor
s% = - vF(X%) (3.6)

2

3 . R ™
a sequéncia X’, x¢, x°,... , obtida através de minimizag¢des de

(3.2) em R+, conduzird a valores cada vez menores de F(X).
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Ao utilizar-se o Método do Gradiente, percebe-se que nos
primeiros estdgios da otimizagdo seu desempenho ¢é satisfaté-
rio, mas, ao aproximar-se do minimo de F, sua performance
muitas vezes decai sensivelmente, pois passa-se a efetuar uma
série de pequenos passos ortogonais, retardando-se a conver-
géncia. | |

para contornar este problema, vdrios métodos de primeira

ordem adotam para -diregao de bhusca

g9 = - VF(XY) + g (3.7)

ou

s= -6 vr(x®) (3.8)

onde g e G séo, respectivamente, um vetor e uma matriz
apropriados & aceleragao da convergéncia do processo. Os
Métodos da Métrica variavel, e dentre eles o Método de

Davidon, Fletcher e Powell, efetuam a alteragdo estabelecida

em (3.8).

3.9 2 - METODOS DE SEGUNDA ORDEM

As técnicas de otimizacdo gque utilizam, na solugdo do

problema de otimizagdo sem restrigdes (3.1), a matriz hessiana

da funcdo objetivo
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[ a2 alr ... 3°F
2
ax1 axlaxz 6x18xn
} R 3°F
Hp = % 5 e % 3 (3.9)
X%y X ®20%,
a’f 8°F ... .. 3°F
. 2
i axnax1 axn8x2 axn ]

sdo denominados métodos de segunda ordem. Dentre eles, estdo
Os métodos de Newton, de Newton Mod-ificado. e de Marquardt
[4,5,16]. A wutilizagdo destas técnicas restringe-se aos
Problemas em que a fungdo objetivo F & diferenciavel até a
segunda Qrdem, principalmente aos casos em que as derivadas

parciais de ordem dois de F sido continuas.

O mais simples destes algoritmos é o Método de Newton. Os
procedimentos ai envolvidos levam em conta que, numa

vizinhanca de X%, F pode ser aproximada quadraticamente por

a(x) = F(x%) + [vF(xH)]" (x - x%) +

f 2 -x9) B xY) (% - x9 (3.10)

Diferenciando (3.10) e levando-se em conta que um minimo

local de @ é, necessariamente, um zero de V@ , tem-ge
vF(X%) + H(X%) (X - x%) = 0 (3.11)

Entdo, caso a matriz H_(X%) seja inversivel, a ado¢do da

diregdo de busca
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‘ -1
s = - [H_(x%)]" VF(X") (3.12)
pode mostrar-se adequada para, através de minimizagdes
. A 1
de (3.2), contruir uma sequéncia X, x%, x°,... convergente

para um minimo local de F.

Na otimizagdo de préjetos de engenharia, a utilizagéb'de
métodos de segunda ordem €& frequentemente desaconselhédvel,
pois geralmente a matriz hessiana s6 € disponivel através de
diferencas finitas, e, nestes casos, o elevado numero de
avaliagbes da fungéo objetivo requerido a cada iteragdo e os

erros que se introduz a matriz em tais avalia¢bes acabam por

inviabilizar o processo.

3.3 - CARACTERIZACAO DOS MINIMOS LOCAIS NA OTTMIZACAO SEM

RESTRICOES

Na resolugdo do problema de minimizagdo irrestrita (3.1)

através de procedimentos numéricos iterativos, € construida em

' C 1 2 3
R" uma sequéncia de pontos X', X, X°,... Que se espera
convergir para uma. solugdo local do problema. Assim, na
. sncia de (X%) para um *
hipétese da converge certo X, ¢
* *x .
importante que se assegure due (X" ,F(X")) seja uma solugdo
local de (3.1).

Antes de enunciar as condigdes que caracterizam estes
minimos locais, € conveniente destacar aqui os conceitos de
matriz semi-definida positiva e definida positiva. Para isto,
considere-se uma matriz quadrada M de ordem n. Diz-se que M ¢

semi-definida positiva se, para todo vetor Y € R", tem-se
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Y MY=20 (3.13)
e definida positiva_se, para todo vetor ndo nulo Y, tem-se
. v
Y MY>0 . (3.14)

Estabelecidos estes conceitos, pode-se enunciar as
condigdes relacionadas as solug¢des locais de (3.1) nos casos

em que a fun¢do objetivo F é diferencidvel até a segunda

ordem.

Teorema 3.1 (Condi¢des necessdrias ao minimo local) [5]

Para que (X, F(X')) seja uma solugdo local de (3.1) &
necessario que |

i) vF(X") = 0,

ii) HF(X*) seja semi-definida positiva,

Teorema 3.2 (Condigdes suficientes ao minimo local) [5]

Se
i) VF(X*) = 0,

ii) H.(X") & definida positiva,

entdo (X*,F(X”)) é uma solucdo local de (3.1).

3.4 - 0 METODO DE DAVIDON, FLETCHER E POWELL 5

/

Certos procedimentos iterativos de resolucio de .(3 1)

utilizam, na determinagdo de cada diregdo de busca g% g
’




alteracdo estabelecida em (3.8), atualizando a matriz G a cada

itera¢do. Nestes métodos, tem-se entao:
s? = - ¢ vF(x9) (3.15)

Tais técnicas sdo designadas por Metodos da Metrica Variavel
jad que, em (3.8), a matriz G é dita metrica.

A idéia central nestes métodos €& que ao atualizar G

através de

q+1l _ g q
G = G + Gc (3.16)

a matriz de corregio G: ‘seja escolhida de forma que a
sequéncia ', &%, &°,... aproxime-se de [HF(X*)]"l, s
inversa da matriz hessiana de F no ponto 6timo. Por simular o
Método de Newton, tais técnicas sdo também designadas por
Metodos de Quase-Newton.

Normalmente, na primeira itera¢dio adota-se G' = I (ma-
triz identidade de ordem n). Assim, a primeira busca unidimen-
sional da-se como se fosse utilizado o Método do Gradiente.

Para que se determine a matriz de corregdo GZ yleva-se em

conta que, na proximidade de X%, o gradiente de F pode ser

aproximado linearmente por
q q
VF(X) = VF(X") + H_(X") (X - x%) (3.17)
Logo, caso H_(X") seja inversivel,

(x77- xY) & [ xD]) [EE™T) - Fx)] (3018
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Assim, como pretende-se que ™! aproxime [HF(x*)]'1

impor
(x9%1- %9 = (6% G, ) [7F(x™7) - 9E(x")]
donde G: deve ser uma soiuqéo da equa¢ado matricial
Gl ¥ = P.- ¢! v
onde

p=x"" - x°

v = vr(x**Y) - vF(x9)

’

deve-se

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

£ fécil verificar, através de uma simples substituigio,

que, para todo W e Z em R", a matriz

. p W gty z”
M = T.. T
: W'Y 7ty

é uma solugdo de (3.20).

No método proposto inicialmente por Davidon

(3.23)

[2] e

posteriormente desenvolvido por Fletcher e Powell, o chamado

Metodo DFpP, adota-se

(3.24)
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e
z=6"Y (3.25)
donde
« PP c'y (e |
Gc = T T q T (3.26)
PY (67 ¥) ¥

cabe salientar agui gue outras escolhas de W e Z conduzem

a variagdes do Método da Métrica Varidvel, como o Método de

Broydon, Fletcher, Goldfarb e Shanno [5].

As escolhas de W e 2z definidas em (3.24) e (3.25),

=~ 1 .
juntamente com a adogdo de G'= I, faz com que cada matriz da

_ 2 3 : ; - kg
sequéncia 6,6 ,6°,... seja, além de simétrica, positiva

definida [9]. Assim, a cada itera¢do,
[vr(x%)]" s% = - [vr(x")]" 6% vF(x?) < 0 (3.27)

i 5 q
o que faz com gque as_dlregoes de busca 8° atuem sempre no

sentido de minimizar F, garantindo a estabilidade do

processo. Além disso, nos casos em que F ¢ quadratica, a

- % x .
convergéncia para ‘a solugdo (X ,F(X")) do problema dé-se em

exatamente n iteracdes, onde n ¢ o numero de varidveis de

decisdo do problema, tendo-se ainda, conforme [9],

Gn+1 =[;HF(X*)]-1 (3.28)

0 Algoritmo de pavidon, Fletcher e Powell pode ser

sumarizado através dos seguintes passos:
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Passo 1: Fazer q = 1. Escolher o ponto inicial X% ,

calcular o gradiente VF(X?) e adotar g9 = I_.
Passo 2: Tomar como diregdo de busca 8% = - 6% vF(x9),
passo 3: Obter X% = X% + o« 5%, onde «* ¢ o ponto
de minimo da fungdo w : R—~— R dada por
o{a) = F(X? + « 8%,

passo 4: Calcular VF(XT'') e atualizar 6% através de

pp gy (g7 y)T

4Gq+1 = Gq +
P’y (" o) ¥

(3.29)

+1 +1
9 ¢? = 6%, Retornar ao

Passo 5: Fazer X' = X
passo 2 até que a convergéncia seja

alcangada.

O critério adotado para a convergéncia é que o gradiente
de F se anule. Entretanto, pode-se adotar o critério
alternativo de que o valor da fungdo objetivo ndo se altere
significativamente por duas ou mais itera¢des consecutivas.

Na implementacgao numérica' do algoritmo através de um
programa computacional, certos cuidados devem ser observados.
Em primeiro lugar, a cada n itera¢des, onde n designa o numero

de varidveis de decisdo, deve-se reiniciar o processo, fazendo

i}

G"+1 I . Segundo, devido a erros numéricos, pode ocorrer que
n
alguma matriz G' deixe de ser definida positiva; assim, antes

de se efetuar cada iteragdo, € conveniente verificar se a
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condig¢do (3.27) é satisfeita e, em caso negativo, reiniciar
com G7 = In. Finalmente, deve-~se assegurar de que o seja
realmente o ponto de minimo de w(x), o que ¢é feito

verificando-se se

[vr(x?* ") 17 (x - x9)

|
o

(3.30)

q+1

1l

e, caso isto ndo ocorra, adotar G In ao efetuar a préxima
iteracgéo.

Ccom estes cuidados, o Algoritmo de Davidon, Fletcher e
Powell revela-se, na préatica, um método!eficiente e confidvel

de resolu¢do do problema de otimizagdo irrestrita (3.1).



4 - BUSCA UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo, apdés serem brevemente citadas as técnicas
capazes de efetuar as buscas unidimensionais requeridas em
procedimentos de otimizag¢do, s8o apresentados os métodos da

Seccdo Aurea e da Aproximac¢do Polinomial.

4.1 - INTRODUCAO

Tanto na otimiza¢8o restrita através do Método do
Mﬁltiplicador de Lagrange Aumentado, quanto na otimizacgdo
irrestrita de fung¢des com mais de uma varidvel de decisdo, em
determinadas etapas do processo, recai-se na chamada busca

unidimensionai, ou seja, na minimizag¢do de uma fung¢do real
w(a) = F( X% + a 89 ) (4.1)

de um Unica varidvel real «o. Assim, ao estabelecer-se
procedimentos numéricos de programa¢do ndo-linear, requer-se
que neles sejam incluidas técnicas capazes de solucionar o

seguinte problema:

para

minimizar (4.2)

w(a)



41

onde ® assume valores em R e I = [ao,bO] ¢ um intervalo de R.

"Naturalmente, nd3o se conhece a priori a exata localizacgdo
do ponto de minimo, a*, de ® em I. Assim, I costuma ser
designado por intervalo de incerteéa.

E claro que as técnicas exatas do Cédlculo Diferencial n3o
se prestam a abordagem do problema (4.1) no contexto das
otimizac¢des de projetos de engenharia, jd que elas requerem_é
expressdo analitica da derivada de o,

do oF | ax1 JoF ox oF ax

2
+ ... + =

do ox oa ox ox ox du
1 2 n

(4.3)

em casos em que frequentemente ndo se disple sequer da
T
) .

sxpressicanalitica de F em termos de X = (xl,xz,...,xn

Desta forma, impde-se o estabelecimento de procedimentos
numéricos de resolug¢do de (4.2).

Dentre as técnicas numéricas de abordagem de (4.2),
algumas, como os métodos da Busca Uniforme, de Fibonacci e da
Secgdo Aurea, objetivam apenas a redugdo do intervalo de
incerteza I a um intervalo de menor amplitude; outras, como os
métodos‘.da Aproximagdo Polinomial, de Neyton—Raphson e da
Bissecg¢do, visam determinar uma aproximagéo_de a*, o ponto de
minimo de ® em I. As descri¢des de tais técnicas podem ser
encontradas em [4], {5] e [16].

E comum optar-se por uma combinagaol de dois destes
métodos. Assim, pode-se adotar, por exemplo, o Método da
Secgdo Aurea para reduzir o intervalo I a um intervalo de

incerteza menor I'c I e, a seguir, utilizar uma aproximac¢do
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polinomial de w em I' para estimar o ponto de minimo o,

4.2 - REDUCAO DO INTERVALO DE INCERTEZA PELO METODO DA SECCAO
AUREA '

As diversas técnicas de redug¢do do intervalo de incerteza
[ao'bo]' partem do pressuposto de que ®w € unimodal neste
intervalo. Assim, se «  é o ponto de minimo de © em [ao,bO], A

é decrescente em [ao,a] e crescente em [a,boj (figura 4.1).

w(a) ﬁl

oY) NORPEPIENN
U‘J'——————- -
\

Figura 4.1. Fun¢do unimodal

Tais técnicas fundamentam-se no teorema a seguir:
!

Teorema 4.1 [5]

Seja «" o ponto de minimo em [a ,b ] de uma fungdo ©,
unimodal neste'intervalo. Sejam Xyr Yy € (aohbo) com x, < ¥,
Entéo,

. *
i) se w(x,) > o(y,) , « € [x,,b,]

ii) se o(x,) < o(y)) , « € [a ,y,]
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O teorema 4.1 pode ser ilustrado através da figura 4.2.

Apesar da igualdade w(xo) = w(yo) ser rara na prética,
sua ocorréncia permite concluir que o« € [xo,yoj, valendo
assim, tanto a assertiva (i), quénto a assertiva (ii) do

teorema.

w(a) § w(al}

-
o) I

Oo Xpo Yo

L (i) @ (xo0)> w(yo] (i) w(xal<w(yol

Figura 4.2. Casos (i) e (ii) do teorema 4.1

0 teorema 4.1, ao estabelecer uma forma de eliminar do
intervalo [ao,bo] um subintervalo no qual sabe-se que o ponto
de minimo ndo se encontra, ¢é, entdo, uma ferramenta efetiva
para a redugdo de [ao,bol a um intervalo de incerteza menor,
£a1’b1]7 que, dependendo dos valores de w(xoh e w(yo) pode ser
[Xolbd] ou [ao,yo]. E facil perceber que a aplicagéo iterativa
destes procedimentos conduz @ obtengdo de uma sequéncia
[ao,bol, [al,b1], [az,bz], cee de intervalos de incerfeza
cada vez menores,

Na construg¢do desta sequdncia, ao reduzir-se o intervalo
,b

de incerteza de [an,ba] para [a8 ], é comum adotar-se X,

+1 s+ 1
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e v, equidistantes do centro de [as,bs], de forma que a
amplitude do subintervalo eliminado seja a mesma, quer
o(x_ ) > o(y ), quer o(x ) < oy ).

Aparentemente, quanto mais préximos estiverem x, e’y do
centro de (as,bs], mais répido serd o procedimento global de
redugdo, jad gque maiores serdo os subintervalos eliminados a
cada iteragdo. Entretanto, ndo se deve esquecer gue, né
pratica, as avaliagdes Qe w(xs) e w(ys) podem requerer
procedimentos bastante complexos. Assim, a forma mais
eficiente de se acelerar o0 processo hd3o €& necessariamente
aquela em que, a cada itera¢d3o, o subintervalo eliminado seja
o maior possivel e sim aquela em que, para uma determinada
taxa de redugdo 4do intervalo de incerteza, o nlUmero de
avaliagées da fung¢do ® seja o menor possivel. Isto pode ser
facilmenté conseguido ao levar-se em conta que, dentre X, e

y , apenas um deles serd um extremo de [a ] e que o

s s+1'be+1

outro estard no interior deste novo intervalo. Deste modo,

apenas mais uma avaliagdo de ®w em um ponto de [a +1] sera

a+1’bs

necessdria para determinar o intervalo de incerteza

s+2'bs+2]'
Observando-se estes aspectos, pode-se propor um algoritmo

[a

que satisfaca os seguintes requisitos: !

I. Que, a cada 1iteragdo, o comprimento do novo

+1] seja uma fragdo

intervalo de incerteza [asn,b8

fixa T do comprimento do intervalo de incerteza

anterior [as,bBJ. Para isto deve-se ter

b - x =y - a =7t (b8 - a) | (4.4)
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O que acarreta

X = a
8

e

YB = aﬁ

+ (1 -1) (b, - a)) (4.5)

+ T (b8 - a ) . (4.6{

onde T € (0,1) é uma constante.

Que,

i)

ii)

caso w(xs) > w(ys), na itera¢do seguinte,

em

[as+1'bs+1] = [xa’bs] (4'7)
adote-se

xs+1 = Ys (4.8)

caso w(xs) < w(ys), na iteragdo seguinte,

em !

[aa+1'bs+1] = [ae"ye] (4.9)
adote-se
Ye+1 = xe . (4.10)
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Os <casos (i) e (ii) do requisito II podem ser

visualizados na figura 4.3.

& o - & ®
— g >

0;+1 Xs+1  Ysh bsa Os+y Xs+1  Ysel 6;+1
d; Xs Ys bs 6; X; Ys bs
(a) w(xs)>wlys) (b) w(xs) g w(ys)

>

Figura 4.3. Adogdo de X, e Y

+1 s+1

Assim, caso w(xs) > w(ys) , deve-se ter

Ys = xs+1 = a8+1 + (1 - T)(b8+1— aa+1) = xs + (1 - T)(bs - xa)

(4.11)

donde, considerando (4.5) e (4.6), conclui-se que Tt deva

satisfazer
T+ T+ 1=0 : (4.12)
Também no caso em que o(x_) < ©(y ) , quando’

xa = Ye+1 = a}+1 + T (bs01_ a

)
(4.13)

s+1

) = a, * ¢ (Ys - a,
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as equagdes (4.5) e (4.6) impdem que T deva satisfazer (4.12).

.Ora, (4.12) possui apenas uma solug¢do no intervalo (0,1),

r = —1 + 5 x 0.618034 (4.14)

Logo, existe uma Wnica técnica de redugdo do intervalo de
incerteza que atenda simultaneamente os requisitos I e IIve
nela, a cada iteragdo, o comprimento do intervalo de incerteéa
reduz-se a aproximadamente 62% do comprimento do intervalo
anterior.

¥ fé4cil perceber gque, se L, denota a amplitude do
intervalo inicial [ao,bol e se L designa a amplitude do
intervalo [as,bs], obtido apdés s itera¢bes, entdo o chamado

fator de redugao do intervalo de incerteza,

LB
A = _—E;—_ (4.15)
sera
A=t (4.16)

com t‘dado por (4.14).

Antes que se sumarize estes procedimentos, € importante

-1 +y 5

destacar que, para T = 7 , OS respectivos

comprimentos I e L do menor e do maior subintervalos definidos
em [as,bsl por xs(ou por ye) guardam entre si a seguinte

relac¢do:



(4.17)

donde X, (e também ys) efetua a chamada divisao aurea de
fa_,b 1, representada na figura 4.4. Por este motivo, esta

técnica costuma ser designada por Método da Secgdo Aurea.

S

J—.__ o Jb _._.‘_

. Figura 4.4. Divisdo durea de um intervalo

O Método da Secg¢do Aurea pode ser apresentado através do

seguinte algoritmo:

Passo 1: Fixar t = 0.618034. Definir A € (0.1], o
fator aproximado de redugdc que se pretende
para o intervalo de incerteza. Calcular a
amplitude aproximada do iﬁtervalo final de

incerteza,

E = A (bo - ao) (4.18)
Passo 2: Obter
X, = a, + (1 - 7) (bo - ao) (4.19)



Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:
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e
Y, = a5 t rv(b0 - ao) (4.20)

Avaliar w(xo) e w(yo). Fazer s = 0.

Comparar o(x_) e o(y_). Caso w(x ) < m(ya) ,
efetuar o passo 4; caso w(xs) 2 w(ya), exe;

cutar o passo 5.

Fazer a ., = X e be+1 = b8 . Tomar
X, -Y, e obter

Yooq T8, FT (b 7 a ) (4.21)
Avaliar o(y__. ) e efetuar o passo 6.

Fazer a,, = a, e b8+1 =Y, Tomar
Yo, = X, © obter

Reg1 = 85, + (1 =7) (b ,-a ) (4.22)
Avaliar w(x8+1) e efetuar oipasso 6.
Verificar se

R (4.23)
Em caso positivo, o intervalo de incerteza
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final ¢é [b ] e o processo esta

s+1’ aa+‘l
encerrado; caso contrédrio, substituir s+1 por

s e retornar ao passo 3.

Finalmente, ¢é importante destacar que, na prética, pode
ocorrer que ndo seja verificado o pressuposto de unimodalidade
de w, ou seja, @ pode possuir mais de um minimo local né
intervalo original [ao,bo]. Neste caso , o intervalo resultan—
te das aplicagdo do Método da Secgdo Aurea, apesar de ndo
delimitar necessariamente o minimo global de © em [ao'bo]'

delimitard ao menos um dos minimos locais.

4,3 — ESTIMATIVA DO MINIMO, UTILIZANDO APROXIMACAO POLINOMIAL
NO iNTERVALO DE INCERTEZA REDUZIDO

£ sabido que toda fungdo continua de R em R pode ser
aproximada em um intervalo fechado através de um polindmio
cujo grau depende tanto da amplitude do intervalo quanto da
natureza da fung¢do. Assim, uma vez efetuada a redugdo do
intervalo de incerteza , de [ao,bo] a [as,bs], pode-se obter
uma bda estimativa do ponto de minimo «” de w ao determinar-se
o ponto de minimo « de uma aproximag¢do polinomial adequada de
0 em [as,baj.

Normalmente, a amplitude do intervalo final de incerteza
[as,ba] é pequena. Assim, em grande parte dos casos, o ponto
de minimo « de uma aproxima¢d3o polinomial ctbica de © em

[as,bsl revela-se como uma estimativa bastante precisa do
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ponto de minimo o de .
A obtengdo de P, o polindmio de terceiro grau que
aproxima ® em [as,ba], pode ser efetuada utilizando-se os

= = o = = . ]
pontos «, a_ , X % Yy, e «, b Para isto,

basta determinar os coeficientes éo, c c, e c, de

1/ 2

3

. .
P(a) = c, t €@ + ca’+ ca . (4.24)

2

de forma que

P(o,) = () i=1,...,4 (4.25)

E claro entdo que C,» © c, e ¢, sdo a solugdo do

sistema linear

’ ( c +a CcH+a o+ o, = w(a, )
0 1 71 1 72 1 "3~ 1
+ o Ct G oCt & = O(x
% 2 1 2 72 2 63 % z)
z P 2 3 (4.26)
c +« Cc.+a c+ a ¢, = o(a)
0 3 71 3 72 3 °3 3
+a, cr o ot & e, = w(ax
L S 4 1 4 "2 4 73 4)
onde a matriz dos coeficientes
{
[, 2 3 ]
o o o
1 1 1 1
2
1 o, o, oz:;
C = - 3 (4.27)
o o o .
1 3 3 3
2 3
o o
i 1 4 4 o,

é de Vandermonde, cujo determinante,
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detC = N ( « - a ) (4.28)

x, e o sdo pontos distintos de

.é ndo nulo, ja que x, o, & Xy 4

[as,bS]. Assim, £ é um sistema determinado, o que assegura
tanto a existé&ncia, quanto a 'unicidade da aproximag¢do
polinomial cidbica.

E bom ressaltar que os coeficientes c, do polindmio . P
podem ser obtidos ndo apenas através da resolugdo do sistema
(4.26), como também utilizando-se os métodos de interpolagdo
polinomial de Lagrange ou Newton [17].

Uma vez obtidoé os coeficientes de P, a determinag¢do de
seu ponto de minimo « & uma tarefa simples. Dentre os pontos
para os quais

2
P'(a) = c, + 2 c,x+ 3ca” =0 (4.29)

¢é aquele em que
Pr(x) = 2 c, + 6 c,x >0 (4.30)

. x »
Assim, o ponto de minimo « de ®w aproximado por

(4.31)



5 - O PROGRAMA OTIM

Neste capitulo, é apresentada a estrutura do programa
computacional OTIM que, incorporando varios dos procedimentos
apresentados nos capitulos anteriores, foi desenvolvido com o.

objetivo de resolver problemas de otimizagdo restrita ou

irrestrita.

5.1 - INTRODUCAO

Devido ao numero elevado de cdlculos exigidos ao utili-
zar-se as técnicas descritas nos capitulos anteriores, sua
aplicacdo em problemas de programag¢do n&do-linear, notadamente
ao otimizar-se projetos de engenharia, sé se viabiliza através
da implementagdo computacional de seus procedimentos . Assim,

procurou-se desenvolver um programa computacional (programa

¥
1

OTIM) que, apesar de simples em sua utilizagdo, pudesse ser
suficientemente flexivel para adequar-se, através de ajustes
em seus arquivos de dados,a diferentes problemas de programa-
cdo nao-linear; quer restrita, quer irrestrita (nos casos em
gque se dispde das expressbes das restriqées em termos das
variaveis de decisdo), e que pudesse lidar tanto com situac¢des

em que se conhece a expressdo analitica da func¢do objetivo,
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quanto com situa¢des em que suas avaliag¢des sejam efetuadas
por programas de andlise (pacotes de elementos finitos ou

outros) acoplados ao programa de otimizagdo.

5.2 - ESTRUTURA DO PROGRAMA OTIM

O programa OTIM, implementado em linguagem Fortran, foi
estruturado com o objetivo de se resolver dois tipos béasicos

de problemas de programag¢do ndo-linear:

I. Problemas de otimizagdo restrita, quando é utiliza-~
da uma combinagdo dos métodos do Multiplicador de
Lagrange Aumentado (MMLA), de Davidon, Fletcher e
Powell (MDFP), da Secgdo Aurea (MSA) e da Aproxi-

magdo Polinomial (MAP).

II. Problemas de otimizag¢do irrestrita, quando utiliza-

se uma combinagdo desses trés dltimos métodos.
!

O préprio programa computacional, conforme o numero total
de restrig¢des seja nulo ou ndo, decide qual a combinagdo das

técnicas acima citadas €é a que deve ser adotada em cada

problema especifico (figura 5.1).



(1nicro )
y

DADOS

SIM A" RESTRIGOES ?

H NAO
| \/

OTIMIZAGAD RESTRITA OTIMIZAGAO IRRESTRITA
UTILIZANDO UTILIZANDO
MMLA + MDFP + MSA + MAP MDFP + MSA + MAP
i y
RESULTADOS
FiM

Figura 5.1. Escolha dos procedimentos de otimizagdo pelo
programa OTIM

5 2.1 - A OTIMIZACAO RESTRITA NO PROGRAMA OTIM

conforme foi visto no capitulo 2, o Método do Multiplica-
dor de Lagrange Aumentado € uma técnica iterativa de abordagem

do seguinte probléma:
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minimizar f(X)

atendidas
«gj(X) <0 j=1,2,...,1 (5.1)
h (X) =0 k=1,2,...,m

com

Xerl = { X € R" | a,s x;sb com i=1,2,...,n }

Viu-se, ainda, que a p-ésima iteragdo do método consiste em
efetuar-se, no espago de projeto I', a minimizagdo (irrestrita)

de

F(X) = A(X,Ap,rp) = £(X) +

1 2
A AP P
+j§1[ ; wj(x, ,rp) + rp[ wj(x,A ,rp)) ] +

S NENCEES (na0)' ] 52

onde
xp

- 3
wj(x,Ap,rp) =  Max [ gj(X) r = T ] (5.3)

apés a qual atualiza-se tanto os multiplicadores de Lagrange

Ap

’

quanto o coeficiente de penalidade rp .

As operagdes efetuadas pelo programa OTIM, ao

implementar-se o método, compdem a figura 5.2.
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Qm'cno Do MMLD

/

DADOS: X AL 1, 1 8, méx + Pdx

i
pP=1

OBTENGAO DE XP, PONTO DE
MNIMO LOCAL DE A(X, AP, rp )
UTILIZANDO MOFP + MSA + MAP

0BTENCAO DE AP*I, ATRAVES
DAS EQUAGOES (2.34)

FOI >
SATISFEITO O CRITERIO
DE CONVERGENCI

SIM

DA EQUAGAO (2.35)

OBTENGAO DE Tps1, ATRAVES

FIM

PPt

NAD _ P> Pmix

SiM

NAO CONVERGIU EM
Pmdx_(TERAGOES

FIM

Figura 5.2. Implementa¢do do Método do Multiplicador de
Lagrange Aumentado no programa OTIM
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O critério de convergéncia adotado foi o de que, por duas
iterag¢des consecutivas, sejam atendidas simultaneamente as

seguintes condig¢les:

i, que, para i = 1,..., l+m ,

xp+1_ xp
p+‘l_ p i
' i
(5.4)
ii. que
- p _ p-1
£(xP)-£(x" )| < ey, ou | EEL-LXT) |
. 0BJ f(Xp) OBJ
(5.5)
iii. que, para j = 1,...,1 ,
g, (X7) < £y  (5.6)
iv. que, para k =1,...,m,
| hk(x") | < €, (5.7)

onde ¢ r €ops ' Erp e €y Sao constantes positivas
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adequadamente escolhidas.

5.2.2 — A OTIMIZACAO IRRESTRITA NO PROGRAMA OTIM

Ao implementar-se o Método de Davidon,Fletcher e Powell,

objetivou-se utilizar o mesmo conjunto de subrotinas em duas

circunsténcias distintas:

i. na solugdo de problemas sem restrig¢des, da forma:
minimizar £(X)
com (5.8)

ii. em problemas com restrigdes, ao solucionar o

subproblema da minimizagdo de (5.2) em T,

Os principais procedimentos envolvidos sd@o apresentados

na figura 5.3.
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[FIX)=A(X,AP, rp ) |

l Xla— xP-l j

Y

|osTENg A0 DE vF(X9)]

ge—q+1 $% - g9vF (x9)

' améx=m5x{a€ Re l xq+as(I€r‘}

BUSCA UNIDIMENSIONAL : OBTENGAO DE a*,
PONTO DE MINIMO DE w ()= FIX% cxt S9) EM

[0, méx ], UTILIZANDO MSA + MAP

Y
OBTENGAO GI+1? xIH1=x9, 0% g9
ATRAVES DE (3.28)

I‘ NAO

FOI >

SATISFEITO O CRITERIO

DE CONVERGENCIA
’

HA RESTRIGOES ?

x® = x9%! XP e x q+1

FiM @ETORNO A0 MM@

Figura 5.3. Implementac@o do Método de Davidon, Fletcher
e Powell /MDFP) no programa OTIM
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O critério de convergéncia adotado foi o de que, por duas

iterag¢des consecutivas, ocorra

£(x%* ) - £(x9)
f(xP ) DFP

q+1 q ,
f(X y~£(X7)] < EDF? ou

onde € é uma contante positiva adequada.

FP

No programa, o gradiente da fungdo objetivo pode ser
tanto fornecido analiticamente, quanto calculado através de
diferencas finitas. O gradiente do lagrangiano aumentado
requer sempre cdlculos utilizando diferenc¢as finitas. Em todas
as avaliacdes numéricas das derivadas parciais, utilizou-se
diferencas ascendentes ao invés de centradas, com o objetivo
de diminuir o tempo computacional. A cada iteracgdo,

normaliza-se o gradiente de F em relagcdo ao médulo de sua

maior coordenada.

Dispde-se da opgdo de normalizar as varidveis de decisdo,
expediente que pdde ser aconselhdvel no caso em que eles
possuam ordens de grandeza sensivelmente diferentes. 0O préprio
programa executa esta normalizag¢do antes de efetuar as
iteragGes do Método de Davidon, Fletcher e Powell, dividindo

cada variavel de decisdo pelo seu respectivo valor absoluto.

0 programa inclui, opcionalmente, procedimentos de con-

trole sobre a matriz G, visando minimizar o efeito do acumulo
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de erros numéricos, atender requisitos tedéricos do método [3]
e assegurar a estabilidade do processo. Estes procedimentos

envolvem a adocdo de G = I, nas seguintes situag¢des:

i, a cada n itera¢des, onde n designa o numero de

variaveis de decisdo;
ii. quando
T
[vr(x%)]" s% >0 (5.10)

pois, neste caso, a diregdo de busca S? ndo assegura

o decrescimento de F;

iii. para efetuar novamente a g-ésima iteracdo,caso

vr(x?*) > vF(x9) (5.11)

Outro procedimento de controle relaciona-se com o fato de

que se x%*!' = x% «* 8% , onde «° & o ponto de minimo de w

o =
m [0, amax], entao

[vr(x?*")]" 8% = 0 (5.12)

Assim, caso

-2

[vr(x** )17 s% > 10 (5.13)
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deixa-se de atualizar G na itera¢do seguinte, excetuando-se os
q — ' = . : .
casos em que G = In ou em que na itera¢do anterior j& havia

ocorrido o mesmo problema.

Finalmente, o processo é interrompido quando, atingido um
numero preéstabelecido a de itera¢des, o critério ‘de

max

convergéncia ndo tenha ainda sido satisfeito.

5.2.3 — A BUSCA UNIDIMENSIONAL NO PROGRAMA OTIM

No programa OTIM, a busca unidimensional, ou seja, a

determinacgdo de a*, ponto de minimo de ® em [0, amax], &

normalmente executada em duas etapas. Na primeira,
utilizando-se o Método da Secgdo Aurea, reduz-se o intervalo
de incerteza [0, “ﬁax] a um subintervalo seu, cujo comprimento

é uma fragdo A da amplitude do intervalo original [0, « 1.

Na segunda, efetua-se uma aproximag¢do polinomial cubica de w

no intervalo de incerteza reduzido e adota-se o minimo « da

: : : x
aproximacdo polinomial como uma estimativa de a .,

DispSe-se no programa, através da adogdo de A = 1, da
opgdo de, omitindo-~se a reducdo do intervalo de incerteza,

efetuar-se apenas a aproximagdo polinomial em [0, « 1.

As operag¢odes executadas no programa OTIM ao realizar-se a

busca unidimensional compdem a figura 5.4.
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( inicl0 DA BUSCA UNIDIMENSIONAL)

FORNECER A € (0,1 ]

‘[7'=O.618034

s=0
1
as = O
bs = max

Xg=agt (1-7 )(bs' as)
Yg = 0s+ T (bg-asg)

SIM

!

a;= as
S+—S+1

Ol2= Xs
a3= Ys
CX4= bs

|

APROXIMAGAO POLIMONIAL :
OBTENGAO DE

_ P(X)=Co+C i + Co %+ Cxa®
9541 = Xs ds+1* as TAL QUE P(Cti)=w(0ti), i=1,_,4
Xs41 = Xg+1 =ag+(1-T }bg-ag)
1% Ys H
Ys+1 = 0s +T(bs-as) Ys+1 :Xs
bss1 = bg b§+1 =Ys

DETERMINAGAO DE &, PONTO
DE MINIMO DE P(QX)

EM [ah 0z4]

\
a¥*=a

Y

\
G?ETORNO AO MOFP )

. 4. Implementacdd dos métodos da Secgdo Aurea
Figura 5 epda Aprorximagdo Polinomial no programa OTIM
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Adotou-se o Método da Interpolagéo Polinomial de Newton

[17] na determina¢do dos coeficientes c, do polindmio P,

objetivando minimizar os problemas numéricos presentes nos ca-

sos em que os pontos x, estiverem muito préximos um do outro.

5. 9 4 - 05 ARQUIVOS DE DADOS DO PROGRAMA OTIM

Uma das caracteristicas mais importantes do programa
OTIM, a sua flexibilidade de ajuste a diferentes problemas de

programacdo ndo-linear, ¢ devida & organizagdo de seus

arquivos de dados.

0 primeiro arquivo de dados, OTIM1.DAT, é contituido por
aqueles parémetros caracteristicos de cada problema de otimi-

zacdo, tais como ©OS numeros de varidveis de decisdo, de

restricées de igualdade e desigualdade, bem como os valores

iniciais, minimos e méaximos de cada variavel de decisdo.

0 segundo arquivo de dados, OTIM2.DAT, ¢ composto por

parametros do proéprio algoritmo de otimizag¢do. Dentre eles,

encontram-se os coeficientes de penalidade inicial e final (r,1

e r ), o fator de atualizagdo do coeficiente de penalidade

max

(v), as toleréncias adotadas ( €, €op,¢ Eppr Epp © E ) e o

fator de reducdo do intervalo de incerteza (4).

Apesar de requerer-sé um certo conhecimento dos métodos e

procedimentos adotados no programa OTIM para manipular estes
dados, ¢é justamente variando-os que se consegue ajustar o
programa a diferentes problemas de programag¢do nao-linear,
permitindo que se prestigie tanto a precisdo de resultados

quanto o baixo numero de avaliagdes da fungdo objetivo.




6 - APLICACOES

Neste capitulo, sd@o apresentados os resultados obtidos ao
utilizar-se o programa computacional OTIM na minimizacdo de
fun¢des matemdticas, com ou sem restrig¢des, e na otimizagdo de
problemas estadticos e dindmicos de engenharia mecénica,

restritos ou irrestritos. No final do capitulo faz-se uma

apreciagdo de tais resultados.

6.1 ~ INTRODUGCAO

Pafa evidenciar a efic4cia dos métodos e procedimentos
adotados nés capitulos anteriofes, 0 programa computacional
descrito no capitulo 5 (programa OTIM) foi utilizado para
solucionar diversos problemas de otimizagdo, véarios deles
descritos na literatura como sendo de diffcil solucdio. Em
alguns dos exemplos apresentados, o gradiente da fungdo
objetivo foi fornecido analiticamente, em outros, o préprio
programa calculou-o através de difereng¢as finitas.

No que diz respeito & precisdo de resultados, numero de
iteracdes do método utilizado e numero de avaliag¢des da fungdo

objetivo, vadrios problemas dentre os aqui apresentados puderam

ter sua solugdo numérica comparada com resultados apresentados

na literatura.
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6.2 - MINIMIZACAO DE FUNGCOES MATEMATICAS

Os resultados obtidos através do Método de Davidon
!

Fletcher e Powell (MDFP) sdo apresentados na tabela 6.1

a. - a_ a2 2 2
F(X) 10 X, 20 X, X+ 10 X+ X, -~ 2 X, + 5

Tabela 6.1. Minimizag¢do da funcdo do exemplo (a)

RESULTADOS
INICIO
Tebrico Apresentado por Obtido pelo
Madsen [18] programa OTIM.
F(X) | 26.5 4 4.020 4.001
X, -0.5 1 —_ 0.969
X, 1 1 — 0.936
Numero de iteragdes 8
do MDFP 8
Nimero de avaliac¢des. 99
da fungdo objetivo 48
F(x) = 100 ((x, - x> )+ (1 -x )° .
= 2 1 1 , a func¢ido de

Rosenbrock.

Os resultados compdem é tabela 6.2.
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Tabela 6.2. Minimizagdo da fun¢do do exemplo (b)

RESULTADOS
INICIO ,
Tebrico Apresentado por Obtido pelo
Fletcher {3] | programa OTIM
F(X) | 24.2 0 1 x 10°° 8 x 107
X, -1.2 -1 —_— 1.000
X, 1 , 1 _— 1.000
Numero de iteragdes
do MDFP 18 12
Numero de avaliagdes _
da funcdo objetivo 110

F(X) = 100 (x, - x2)% + (1 - x,)% + 90 (x, - x2)%+

+ (1 - xi)2 + 10.1 [(x2 - 1)%+ (x, - 1)2] +

+19.8 (%, - 1) (x,- 1)

com -10 < x, =10

Os resultados da minimizagdo desta fungdo, apresentada em

Himmelblau [19], estdo na tabela 6.3,

Tabela 6.3. Minimizagdo da fun¢do do exemplo (c)

RESULTADOS
INLCIO Obtido pelo
, Teérico | programa OTIM
F(X) 19192 0 0.005
X, -3 1 1.04
X, -1 1 1.08
X, -3 1 0.96
X, -3 1 0.92
Numero de iteragdes do 19
MDFP
Namero de avaliagoes da 344
funcdo objetivo

¢
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1
F(X) = J

i=1

com

2.001 s x < 9.999

69

S AT G

1 )
{ [1n(x - 2)]2+ [in(10 - xi)]z} - ( ﬂoxl )o z

i=1

Os resultados: sdo apresentados na tabela 6.4,

Tabela 6.4. Minimizag¢do da fung¢do do exemplo (d)

da funcdo objetivo

2CTO RESULTADOS
I I Apresentado em Obtido pelo
Himmelblau [19]} programa OTIM
F(X) ~43134 -45778 -45778
(i=1,...,10) 9 9.351 9,350
Numero de itera¢des o
do MDFP 3
Numero de avaliagdes o 57

2 2
F(x) = ( x,+ 10 Xz) + 5 ( Xa- X4) + X,- 2 xs)4 +

4
+ 10 ( x,- x,)

Os resultados estdo apresentados na tabela 6.5.
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Tabela 6.5. Minimizagdo da fungdo do exemplo (e)

RESULTADOS
INICIO -
Tedrico Apresentade por Obtido pelo
Fletcher [3] programa OTIM
F(X) 215 0 2.5 x 10°° 1.2 x 10°°
X, v 3 o - —_ -0.008
X, -1 0 —_— 0.001
X, 0 0 —_ -0.003
X, 1 0 . — -0.003
Numero de itera¢bes
do MDFP 6 14
Numero de avaliagdes
da funcdo objetivo —_— 128

| _ ) . - 2 0.04 h?(x
£.0F(%) = (x,-2)° + (x,- 1)+ 5+ o.z)

2
com g(Xx) =1-0.25 x| - x: e h(X) = 1 + X, - 2-x2

Os resultados obtidos na determinagdo de um minimo local

de F compSem a tabela 6.6.

Tabela 6.6. Minimizag¢do da fungdo do exemplo (f)

. RESULTADOS
INICIO Apresentado em Obtido pelo
Himmelblau [19]) programa OTIM

F(X) 5.99 0.16904 0.16904

X, 2 1.7954 1.7954

X, 2 1.3779 1.3778
Nro. de iter. o 4

do MDFP

Nro. de aval. : 53

do objetivo




Observagdo:
F(X) = 100
onde
,
—%ﬁ arctg (
0 = <

Passos muito grandes levardo a outros
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valores

(na fronteira do espago de projeto), pois F

nio é uma func¢do limitada inferiormente.:

(s -m00)s (A -}«

2
} se x1 > 0

sexl<0

Os resultados encontram-seé na tabela 6.7.

Minimizagdo da fungdo do exemplo (g)

2
3

Tabela 6.7.
RESULTADOS
S e e O IR
F(X) | 25000 0 7 x 10°° 3 x 1071
X, -1 1 1 1
x, o 0 107° 2 x 107°
X 0 0 107° 3 x 107°
Namero de iteragdes 18 20
do MDFP
Numero de avaliagdes — 220
da funcgdo objetivo
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Os resultados obtidos na minimiza¢do desta funcdo apre
, -

sentada em Himmelblau [19], estdo na tabela 6.8.

Tabela 6.8. Minimizagdo da fungdo do exemplo (h)

‘ RESULTADOS
INICIO

' Obtido pelo

Tedbrico programa OTIM

F(X) 0.52978 0 3 x 1077
X, 2 3 2.999
X, -1 0.5 0.500
Numero de iterag¢des do

MDFP 12
Nimero de avaliag¢des da

funcdo objetivo 131

2

£(X) = 4%, - X, - 12

com as restrigdes:

2 2
g(X) = 34 + X+ X, - 10 X, - 10 X, <0

2

h(X) = 25 - xf- X2 = 0

e x =20

Os resultados da otimizagdo através do Método do

Multiplicado: de Lagrange Aumentado (MMLA) compdem a

tabela 6.9.
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Tabela 6.9. Minimiza¢do da fun¢do do exemplo (i)

RESULTADOS
INICIO
Teérico Apresentado por Obtido pelo
Madsen [18] programa OTIM

F(X) -9 -32 -31.998 -31.993
X, 1 1 1.0019 1.0010
X, 1 4.899 4.8986 4.8987
g(X) i6 0.0010 0.0025 0.0012
h(X) 23 0 -0.0017 0.0012
Numero de iterag¢des 5

do MMLA 5
Nimero de avaliagbes

da fung¢do objetivo 138 178

£(X) = (x -

1

com as restrigdes:

h, (X)

h,(X)

By (X)

x,* 3 x, = 0
X+ X, 2 x;, =
X,~ Xg = 0

2 2 2
x,)"+ (x,+ %,- 2)%+ (x,- 1)%+ (x,- 1)?

Os resultados encontram-se na tabela 6.10.




Tabela 6.10. Minimizag¢do da fungdo do exemplo‘(j)

74

RESULTADOS
INICIO Apresentado por Obtido pelo
Miele [20] programa OTIM
F(X) 0 4.0930 4.0826
X, 1 -0.7674 -0.7668
X, 1 0.2558 0.2562
X, 1 0.6279 0.6319
X, 1 -0.1162 -0.1171
X, 1 0.2558 0.2572
h1(X) 4 —_— 0.0018
h,(X) 0 —_ 0.0003
h, (X) 0 — -0.0010
Nro. de iter. —_— 14
do MDFP
M opjetive | T 129
£(X) = exp(x, X, X3 X, Xg)

com as restrigde

2 2 2 2 2
+ + + x5+ x_~ 10
X+t Xt Xy 4 5

S

—
b=

x4x5=0

h (X) =
h,(X) = X, X5” 5
3 .3 _
h (X) = X+ %= 1 =0

0s resultados sdo apresentados na tabela 6.11.
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Tabela 6.11. Minimizacdo da fung¢do do exemplo (1)

RESULTADOS
INICIO Apresentado por Obtido pelo
Powell [{13] | programa OTIM

F(X) |3x107" 0.054 0.047

X, -2 -1.717 ~1.624

X, 2 1.596 ' ' 1.760

’XS 2 1.827 1.742

X, -1 -0.764 -0.784

X, -1 -0.764 ~0.784
hl(x) 4 — 0.001
hz(x) 0 — 0.007
hs(x) 0 — -0.001
Numero de

iterac¢des 5 4

do MMLA
Numero de
avaliagdes _— 169
do objetivo

2 2 2 2
m. £(X) = x,- 5 X+ X,- 5 %+ 2 X - 21 X+ x,+ 7 x,+ 50,

a fuhgao de Rosen-Suzuki.

Para
2 2 2 2 ,
= - - x -
£,(X) = % X+ 2 Ryt KXot 2 x,- x/- 10
2, g 4+ x5 %t X+ X+ Xo- 8
£,(X) = X+ Xg¥ K= B Bt Xg¥ X7 X7
‘ 2 2 2 '
£.(X) = 2 x+ 2 X+ X~ Xt X- X, -5

foram considerados dois casos de minimizagdo restrita

distintos:
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I. com as restrigdes:
£(X) 50, £.(X) <0 e £,(X) 50

II. com as restrigdes:

£(X) S0, £,(k) =0 e £(X)=0

Os resultados obtidos nos dois casos sdo exibidos nas

tabelas 6.12 e 6.13.

Tabela 6.12. Minimizagdo da fungd@o do exemplo (m), caso I.

RESULTADOS
INICIO Teorico Apresentado por| Obtido pelo
Madsen [18] programa OTIM

F(x) | 31 6 6.12 6.03
. | 1 0 0.03 0.06
x, 1 1 1.03 0.95
% : 2 1.95 1.95
X, : 1 ~1.05 . -1.04
£(x)| -4 -1 ~0.89 ~1.11
e(x)| -6 0 ~0.11 - o0.01
fa(x) -1 0 -0.12 0.04
Nimero de iteragdes 9 4

do MMLA
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000345 "

Tabela 6.13. Minimizag¢d3o da fun¢do do exemplo (m), caso II

'RESULTADOS
INICIO
Teérico Apresentado por Obtido pelo
Madsen [18] programa OTIM
F(X) 31 6 6.0075 6.0074
X, 1 0 0.016 0.000
X, 1 1 1.028 0.999
X, 1 2 1.980 2.000
X, 1 -1 -1.018 -0.999
fi(X) -4 -1 -0.890 - -1.008
£, (X) -6 0 -0.005 -0.003
fg(x) -1 0 -0.004 0.0002
Namero de iteragdes 6
do MMLA S
Numero de avaliagdes 304
da fungdo objetivo 309
Ue“ﬁﬁu$®&
Sl

\s\&NE“SWE w\\m%‘*
£(x) = ( 1)2+ (x,- x )2+ (x,- 1)2+ ( 4 6
= Xy 17 T2 3 x,- 1)+ (x,~- 1)

com as restrigdes: y

h (X) = x; x, + sen(x, - x,) - 2 i 2 =0
h,(X) = x,- X xi -8-42 =0

Os resultados compdem a tabela 6.14.
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Tabela 6.14. Minimizacdo da fungdo do exemplo4(n)

RESULTADOS
INICIO Apregentado por Obtido pelo
Miele [20] programa OTIM
F(X) 16300 0.242 0.239
X, 6 1.17 1.16
X, 6 1.18 _ 1.17
X, 6 1.38 1.38
X, 6 1.51 1.50
X 6 1.61 1.62
h1(x) 213 —_— -0.038
hz(X) 46652 _— -0.019
Namero de
iteragdes - e 15
do MDFP
Numero de
avaliacdes da — 715
funcdo objetivo

6.3 - OTIMIZACAO EM PROBLEMAS ESTATICOS DE ENGENHARIA MECANICA
!

a. Um sistema mecénico simples, contituido por duas molas ¢

solicitado por duas forgas constantes (figura 6.1). O

problema consiste em determinar a posi¢do de equilibrio

estadtico do sistema, atavés da minimizagdo de sua energia

pétencial Ep e esta apresentado em [41.



79

(a) INiCIO (b) EQUILIBRIO ESTATICO

Figura 6.1. Determinag¢do da posigdo de equilibrio
estdtico de um sistema de molas

Os resultados compdem a tabela 6.15.

Tabela 6.15. Determinagdo da posi¢do de equilibrio
estdtico do sistema da figura 6.1.

RESULTADOS
INICIO Obtido'pelo
Tedrico programa OTIM
E 0 ~41.81 -41.81
p
X, 0 8.63 8.62
X, 0 8.53 8.52
Nro. de iteragdes do MDFP '8
Nro. de aval. do objetivo 48
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b. Determinacio da posigio de equilibrio estdtico de

um
sistema contituido por massas e molas (figura 6.2).
- L=10m 2
(a) Configurag@o inicial Ki=500 +200(_53,_i) N/m

Y - Wj =200 N

‘ {b) Posicdo de equilibrio estdtico

Figura 6.2. Determinacdo da posig¢do de equilibrio estitico
estdtico de um sistema de massis e molas

As varidveis de <decisdo sdo as coordenadas das
articulagdes 2, 3, 4, 5 e 6 e os resultados estdo

sumarizados na Tabela 6.16.
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Tabela 6.16., Determinag¢do da posigdo de equilibrio
estatico do sistema da figura 6.2.

RESULTADOS
INICIO Apresentado por Obtido pelo
Vanderplaats [4]}| programa OTIM
E, 0 -4378 ~4416
% 10 10,2 ‘ 10.3
X, 20 20.8 21.1
X, 30 31.4 31.7
X, 40 41.8 42.1
X 50 51.4 51.7
Y, 0 -4.6 -4.,3
Y3 0 "8 . 2 _7 . 9
Y, 0 -10.0 -9.8
Ye 0 -9.2 -9.4
Y, 0 -5.4 -6.0
Numero - de
iteragdes 26 19
do MDFP
Nimero de
avaliagdes da 383 261
func¢do objetivo

e !
Uma trelica de trés barras (figura 6.3) é solicitada, ora

por uma forga F, , ora por uma forga F, . O problema

‘consiste em determinar as dreas A, , A, e A  das trés

barras, de forma que a massa M da estrutura seja minima.

Impde-se que A, = A, e que

10.55 « 10% s ¢ £ 14.06 x 100 " (N/n°)



onde g. .
1}
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designa a tensdo normal na barra i,

estrutura ¢ solicitada apenas pelo esforgo F3

L=0,254m

P=2768 Kgsm®
E =6,9 x10° N/m?
F1=F2=89x10° N

—
"

ﬁ‘/’\“Fz

Figura 6.3. Minimizag¢do da massa de uma trelica.

Os resultados compdem a tabela 6.17.

Tabela 6.17. Minimizac¢do da massa da trelica da figura 6.3.

RESULTADOS
INICIO Apresentado por Obtido pelo
Madsen [18] programa OTIM
M 1.70 1.17 1.17
A eRA, (em®) 6.45 5.09 5.09
A, (em?) 6.45 2.64 2.63
2
118 T4, (N/cm ) 9.94 14.06 14.06
2
216 022 (N/7cm™) 5.82 10.29 10.30
1€ T, (N/em?)| -4.12 ~3.77 -3.77
Numero de iterag¢des 6 4
do MMLA
Numero de avalia¢fes da _
fungdo objetivo 185 183

quando a
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Uma viga engastada- livre sujeita a um esforgo P ¢
discretizada em 5 elementos de mesmo comprimento (figura
6.4). O problema consiste em determinar as dimensdes b, e
h.  da segédo retangular de cada elemento, de forma a mini-

mizar V, o volume total da viga. S3o impostas, para i =

1,2,...,5 , as seguintes restrigdes:
0.0254 < h, =< 0.762 (m)
0.0127 < b, = 0.127 (m)
h = 30 b,
4 - 2
o, s 14.06 x 10 (N/m"™)
onde di é a maxima tensdo normal no elemento 1i.

P
y A —b A-A
ﬁ;
7 l Ihz
Z %
7 e
L L L L L ¢l b2
L= 1.0l16m
E=21x10" N/m?
P =44.5x10% N
Figura 6.4. Minimizagdo do volume de uma viga

engastada-livre.

Os resultados sdo apresentados na Tabela 6.18,
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Tabela 6.18. Minimizac¢do do volume da viga da figura 6.4.

.RESULTADOS
INICIO Apresentados Obtidos pelo
por Madsen [18]] programa OTIM
A 0.1475 0.0525 0.0535
h1 0.381 0.662 0.642
h2 0.381 0.625 0.614
h, 0.381 0.559 0.548
h4 0.381 0.504 0.482
h, 0.381 0.390 0.370
b,1 0.076 0.023 0.024
b, 0.076 0.020 0.021
b3 0.076 0.019 0.020
b, 0.076 0.016 0.017
b5 0.076 0.013 0.014
Ol(N/cmz) 12.50 14.03 13.98
o, (K/om”y| 10.00 13.90 13.99
o, (N/em™) 7.50 13.41 14.00
o, (Miom®) 5.00 13.30 13.99
o (N/em) 2.50 14.14 113.86
Numero de iteragdes 25 .30
do MMLA
Nimero de avaliag¢des 3390 973
da fungdo objetivo
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6.4 - OTIMIZACAO EM PROBLEMAS DINAMICOS DE ENGENHARIA MECANICA

a. Em [21], desenvolveu-se rotinas computacionais capazes de
solucionar o problema de - determinar a  forga
adimensionalizada de sustentac@o hidrodin@mica F = F(E) =
( F,(E), F(E), F,(E) )}, gerada em um mancal esfériqo'
ranhurado (figura 6.4), conhecida sua excentricidade

adimensionalizada, E = ( e, e, , e, ). Estas rotinas

foram acopladas ao programa OTIM para a solug¢do do

problema inverso, que consiste em, conhecida a forga F =

( F, . fy , F_ ) atuante, determinar a correspondente

excentricidade. Com este intuito, minimizou-se

$(E) = max { fr(2)- F 1, 1F,(B) - F I, |F,(E) -F | }

ARVORE
FLUIDO -y
LUBRIFICANTE :
MANCAL
X
Figura 6.5. Determinacdo da excenticidade de um

mancal esférico ranhurado.

Os resultados obtidos encontram-se na tabela 6.19.
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Tabela 6.19. Determina¢do da excentricidade de um

mancal esférico.

RESULTADOS
¢(E) 0.16925 0 5 x 101
e, 0 : 0.2 0.1993
e 0 0.3 0.3002
e: 0 0.1 0.0996
Numero de iterag¢des do MDFP 8
Numero de avaliag¢des do objetivo 80

Uma viga engastada-livre, com um

sistema massa-mola

suspenso em sua extremidade livre ¢ discretizada em 3

elementos de mesmo comprimento (Figura 6.6).

._L__,.IFL ol

B —»

ANN\NN\\\\W

L=01m
A =78x10° Kg/m3
E =2.1x10M N/m2

Figura 6.

@
1
©

>
?‘
m

6. Otimizagdo de frequéncias de um sistema.
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Acoplando-se o programa OTIM a subrotinas capazes de
obter, utilizando o Método dos Elementos Finitos, as trés
primeiras frequéncias naturais do sistema discretizado

’
W, w, e 9, , foram abordados trés problemas de otimizagéao

distintos:

T. Maximizagdo de 0,
II. Maximizagdo de (v, - wi)
III. Maximizagdo simulténea de (w2 - wi) e (Qa - wz)
Considerou-se COmMO varidveis de decisd@o as dimensles, b, e

h , das segdes retangulares de cada elemento e a rigidez K

da mola. Foram impostas as seguintes restrigdes:

0.02 < b, $0.03 (m) i=1,2,3

0.02 s h; £ 0.03 (m) i=1,2,3
3 3

190 x 10° < K s 760 x 10 (N/m)

Em cada um dos trés problemas abordados, enfocou-se trés

possibilidades para o valor da massa suspensa m:
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m=0.10 M° m=0.67 M° e m

- o]
viga viga =2 Mviga
[¢] ’ .
é agsa da vi i 5
onde Mviga a mass ga em sua configuragdo
inicial.

No problema III, a funcdo multi-objetivos adotada foi

onde M1 e M2 gdo O0s respectivos maximos individuais das

funcdes uni-objetivo (w,- wl) e (v,- wz) e as constantes

e ﬁz sjo tais que B, + Bz = 1 ., Foram

de ponderagdo B, 1

estudados os €asos:

1]
n

III.a. 131 0.3 e Bz 0.7

0.5

III.b. 0.5 e B

@
[y
1]
N

0.3

IIT.c. 0.7 e B

Os resultados compdem as tabelas 6.20, 6.21 e 6.22.



89

Tabela 6.20. Otimizag¢do das frequéncias do sistema da

figura 6.6 para m = 0.1 M:iga
RESULTADOS
Inicio
I II III.a III.Db III.c
b1 (mm) 25 30 20 28 30 30
b2 (mm) 25 30 20 24 21 20
b, (mm) 25 20 20 20 20 20
h, (mm) 25 30 20 30 30 30
h, (mm) 25 30 20 30 30 30
h3 (mm) 25 20 20 27 21 20
K(KN/m) 380 760 760 393 454 760
w, (Hz) 5.55 .11 4.47 6.77 7.14 7.96
©, (Hz) 10.68 —— 14.57 12.70 14.45 16.88
w, (Hz) 46.59 —_— e 47.10 45.23 54.84
Nro. de iteragbes 4 6 3 3 4
do MMLA
Nro. de avaliagdes| 1353 | 1734 | 540 '| 593 | 1245
do objetivo
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Tabela 6.21. Otimizagdo das frequéncias do sitema da

figura 6.6 para m = 0.67 M:iga
RESULTADQOS
Inicio
I IT IIT.a III.Db ITI.c
b, (mm) 25 30 30 30 30 30
b, (mm) 25 30 20 24 24 20
b3 (mm) 25 23 20 20 20 20
h1 (mm) 25 30 30 30 30 30
h2 Ciam) 25 30 30 30 30 20
h3 {(mm) 25 30 20 27 23 20
K(KN/m) 380 760 760 376 387 414
W, (Hz) 2.51 3.56 3.43 2.76 2.79 2.82
0, (az) | 9.14 —— | 15.17 | 12.10 | 13.03 | 13.82
w, (Hz) 46.58 47.40 45.68 54,45
Nro. de iteragbes 8 10 3 3 4
do MMLA
Nro. de avaliagdes| 4573 | 2253 | 619 | 541 2076
do objetivo
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Tabela 6.22. Otimizagdo das frequéncias do sistema da

figura 6.6 para m = 2 M:iga
RESULTADOS
Inicio
I 1I III.a III.b III.c
b, (mm) 25 30 30 30 30 30
b, (mm) 25 30 20 24 24 24
b, (mm) 25 26 20 20 20 20
h, (nm) 25 30 30 30 30 30
h2 (i) 25 30 30 30 30 30
h, (mm) 25 30 20 28 23 20
K(KN/m) 380 760 760 381 391 402
W, (Hz) 1.47 2.09 2.01 1.61 1.62 1.63
wl (Hz) 9.01 — 15.02 12.00 12.89 13.56
w: (Hz) 56.70 57.46 55.91 53.94
Nro. de iteragdes 4 4 5 3 3
- do MMLA
Nro. de avaliagBes| ggy 1398 929 515 697
do objetivo
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Finalmente, cabe salientar que, conforme atestam os
diversos exemplos apresentados neste capitulo, o programa
compﬁtacional mostrou-se bastante flexivel para adaptar-se,
através de ajustes em seus arquivos de dados, a diferentes
problemas de otimizagdo. A eficdcia do programa OTIM é
evidenciada através da comparagdo dos. resultados obtidos com
aqueles apresentados na literatura, no que diz respeito tanto-

a4 precisdo alcang¢ada, quanto ao numero de avaliagdes da fungido

objetivo.



7 - CONCLUSOES

Este trabalho representa uma contribuigdo aos procedimen-
tos de otimizacdo de projetos de engenharia, particularmente
tendo em vista os sistemas mecdnicos.

A metodologia empregada, uma combinagdo do Método do
Multiplicador de Lagrange Aumentado, que aborda o problema com
restricdes, com o Algoritmo de Davidon, Fletcher e Powell, que
efetua as otimizagdes irrestritas, com os métodos da Secgdo
Aurea e da Aproximagdo Polinomial, que, combinados, executam
as buscas unidimensionais, foi descrita objetivando elucidar
as vérias técnicas envolvidas.

0 programa computacional (programa OTIM) mostrou-se
facilmente adaptével, através de ajustes de seus arquivos de
dados, a diferentes problemas de programagdo ndo-linear.

O0s exemplos apresentados procuraram espelhar varias
situacdes tipicas de otimizagao encontradas na prética. Cabe
entretanfo salientar que os procedimentos numérico-computa-
cionais désenvolvidos sio plenamente aplicaveis a outras
classes de problemas de projeto, tais como'bs encontrados na

. ¥
otimizacdo de forma, na dindmica de rotores flexiveis e na

robética.

£ conveniente destacar que, através da obtengido do

programa OTIM; este trabalho contribui na consolidagdo do uso

dos métodos de otimizac¢do no contexto do Laboratério de

Dinamica de Sistemas Mecénicos do Departamento de Engenharia

Mecdnica da UFU.
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0 estudo sistematizado de outras técnicas de programagdo
ndo~linear, como, PpOI exemplo, do Método das Assintotas Mé-

veis, contitui um possivel assunto de pesquisas futuras para o

" autor.

A andlise de sensibilidade, importante ferramenta adicio-

nal na tarefa de otimizagdo de projetos de engenharia, impde-

se como um desdobramento natural deste trabalho.
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