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Resumo

Os meios de lidar com diversos problemos advindos da propagacao de ondas, normalmente,
se resumem em analisar a propagacao dessas em determinadas estruturas que sejam capa-
zes de atenuar os efeitos causadas por tal propagacao. Esses efeitos sao, principalmente,

ruido e vibracao.

Nesse contexto, nao muito distante do atual momento, foi proposta a aplicacao de estru-
turas periodicas para a solucao de tais problemas, uma vez que a mesma se demonstrou
simples de se analisar e com resultados proeminentes e animadores para o futuro da area.
Isso gracas ao fato de que ha relacioamento do efeito da propogacao das ondas meca-
nicas (sejam elas longitudinais ou transversais) em meios peridédicos com o Teorema de
Floch-Bloch.

Assim, na sequéncia de calculos é possivel notar que com o uso do Teorema citado as
matrizes de Rigidez e Massa se simplificam em uma matriz chamada Matriz de Transfe-
réncia, a qual faz uma analise por vetores de estado simplificando a analise, acelerando o

processamento dos daos e facilitando a producao da prépria estrutura.

E por fim, o trabalho apresenta como conclusao métodos de alocacao de Band Gap, regides
bem determinadas de atenuacgao, com diversas variagoes nas geometria e caracteristicas
fisicas de uma Estrutua Periddica. E isso com auxilio dos artificios de simplificacdo dos
procedimentos de calculo e anélise possibilitados pela utilizacdo do Método da Matriz de

Transferéncia juntamente com o Teorema de Floquet Bloch.

Palavras-chave: peridédico, Floquet,Bloch,Estruturas periddicas, ondas, Longitudinais
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1 Introducao

A propagacao de ruido e vibragoes em estruturas, em suas mais variadas formas,
esta diretamente relacionada a propapagacao da onda nesse meio. Portanto, a utilizacao
de materiais especificos para a solugao de tais problemas se trata de uma necessidade
presente ao longo da maior parte da historia da engenharia, afinal, toda estrutura mecanica
¢ composta de massa e rigidez. Portanto, quando mal projetada para o desempenho de
uma determinada funcao, ela apresenta desgastes desnecessarios causados por oscilagoes

nao desejadas da mesma.

Assim, parte-se do pressuposto que é desejavel um bom projeto estrutural dindmico
para a preservacao da vida 1til da estrutura e da boa operacao da mesma. E para isso uma
solugao possivel é o uso de Estruturas Periddicas, uma vez que a configuracao das mesmas
permite uma atenuagao significativa em uma regiao de frequéncias bem determinadas,
conhecida como Band Gap. O mesmo pode ser provocado pela presenca de um ressonador
na estrutura. Esse projeto estrutural, portanto deve promover atenuagoes em bandas de
frequéncias escolhidas visando uma solucao estratégica para a particularidade de cada

situacao.

Uma situagao no ramo aerondutico estudada por Howlett et al. (1977) foi a propa-
gacao de ondas provenientes da caixa de engrenagens no interior da cabine de helicépteros.
E assim concluiu-se que existia uma necessidade de se resolver o problema. E a partir de
entdo, como abordado por Santos (2018), a situagao foi analisada por Szefi (2003) e para

resolucao do problema foi aplicada a estratégia da periodicidade.

Outra situagdo em que a aplicagdo de uma estrutura periédica poderia ser 1til é
na atenuacao de um sistema com multiplas frequéncias de excitagdo, como por exemplo o
de uma turbina edlica (Figura 1). Nota-se, que existe a necessidade nao de atenuar toda
a banda exposta na Figura 1, mas sim duas resgioes pontuais, uma proxima 4H z e outra
proxima aos 25H z. Logo, tem-se definido os locais necessario a se promover um Band

Gap.

Para esse caso, por exemplo, é conveniente o uso de uma estrutura periédica com
um ressonador e duas massas, de modo que a alocagao de um band gap alternativo ao da
estrutura é possivel gracas a presenca do mesmo. Uma estrutura discreta e peridédica serd

abordada no presente trabalho mais adiante e pode ser exemplificada pelas Figuras 7 e 8.

Apesar de ser uma solucao eficiente a proposicao do modelo de uma estrutura
periddica nao é uma tarefa complexa de se realizar utilizando os métodos da Matriz de
Transferéncia e do Teorema de Floquet-Bloch. Ambos aportes matematicos sao ferramen-

tas muito utilizadas para a descricao de sistemas que apresentam uma repetibilidade em
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Figura 1 — Funcdm em Resposta Frequéncia de uma Turbina Edlica.
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dominios fisicos e matematicos.

O conhecido Método da Matriz de Transferéncia (TMM) é uma solugdo que visa
reduzir o custo computacional e facilitar a analise de problemas. E o Teorema de Floquet-
Bloch é uma solucgao voltada para a analise de sistemas periddicos que ao ser asssociado ao
TMM apresenta uma solucao eficiente e capaz de descrever com qualidade as atenuagoes,

Band Gaps, presentes no comportamento dinamico das estruturas periédicas.

Segundo, Farzbod e Leamy (2011), o teorema de Floquet-Bloch, foi inicialmente
proposto por Bloch para o estudo do comportamento de elétrons em cristais com o uso

da Equacgao 1.1.

2m

O primeiro Termo é conhecido como Termo cinético do Hamiltoniano sendo, h a
Constante Planck dividida por 2 pi e m a massa da particula e V? as segundas derivadas
parciais em relagdo a cada eixo. V(r) compreende o termo Potencial, descrevendo um
campo externo que age na particula. Ja do lado direito ha um E, que é um vetor com os
autovalores, no caso relacionado a energia aplicada na fun¢do de onda. E por fim, ¢ ird

compreender toda informacao do sistema quantico.

De modo que ao aplicar o teorema de Floquet-Bloch, obtém-se a Equagao 1.2:

Ur(r + p) = e HFeroy (r). (1.2)

Essa solucgao, portanto, foi adaptada ao comportamento de estruturas periddicas
e pode ser reescrita e associada a uma Matriz de Transferéncia que descreve a estrutura.
Essa solugdo desonvolvida, presente no trabalho de Farzbod e Leamy (2011), pode ser

comparada a associada ao comportamento de Elétrons em Cristais e assim notar uma
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real similaridade (Equagao 1.3).

(—wM + K)T,(q) = (—w*M + K)e™" (q) (1.3)

Onde M é uma matriz de massa, T, a matriz de transferéncia, w a frequéncia,
k o nimero de onda, V' o vetor coordenadas (o qual pode ser uma combinagao das trés
coordenadas(x,y,z) ou apenas uma, como serd abordado nesse trabalho), i = /=1 e g o

vetor de estados.

Esse desenvolvimento é possivel gracas a periodicidade existente na campo fisico
estrutural da estrutura periddica. Ou seja, enquanto a periodicidade associada ao com-
portamento dos elétrons é notada segundo o parametro frequéncia, a periodicidade nas
Estruturas Periodicas se da segundo seu design ou suas propriedades que se repetem ao

longo de seu campo fisico.

Desse modo, é importante a compreensao da propagacao das ondas através das
estruturas para que seja possivel um design eficiente voltado para a solugao de um dado

problema.

1.1 Objetivos

Sendo assim, os objetivos do presente trabalho sao os seguintes:

Apresentar o que é uma estrutura periodica;

Solucao da equacao de propagacdo de uma onda Longitudinal;

Explicar o Método da Matriz de transferéncia;

Apresentar as equagoes que relacionam o TMM com o teorema de Floquet-Bloquet

Avaliar os efeitos da variacao das propriedades de uma estrutura peridédica em sua

capacidade de atenuar uma um onda lingitudinal incidente.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Estrutura periddica

Uma estrutura periddica é aquela formada pela repeticao sucessiva de células base

compostas por um ou mais segmentos

Figura 2 — Formacao de uma estrutura periddica a partir da repeticao sucessiva de células
unitarias.

(a) Célula Unitaria. (b) Estrutura periédica continua.

Fonte: Préoprio Autor.

Em um sistema continuo variagdes repetidas das areas de dois ou mais segmentos
de uma célula podem indicar uma periodicidade (Figuras 2), assim como a variacao das

propriedades de material dos quais os mesmos sao feitos.

Para um sistema discreto a estrutura da célula pode ser representada da seguinte

maneira:

Figura 3 — Célula Discreta com Duas Massas Iguais e um Ressonador.

K, M,

Fonte: (CUNHA et al., 2017).
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2.2 Solucdo da equacao da Onda

A equacao da onda longitudinal em um meio continuo é bem conhecida e apresenta

a seguinte formulacao

Ou(z,t) o, 0*u(x,t)
=c

ot? 0z (2.1)

Em que ¢ é a velocidade de propagacdao da onda no meio, w a frequéncia de
excitacao. Pelo método de separagao de variaveis, levando em conta a solu¢ao harmonica,

pode-se dizer que:
u(z,t) = u(x)e’™ (2.2)

0% (u(x)e™") _ 02(92(U(1’)€M)
ot? 0x?

(2.3)

w2

u"(x) + gu(a;) =0 (2.4)
Assim, surge a reagdo com o nimero de onda, k, que possui a seguinte forma:

2

y W
Portanto, pode-se dizer:
u”(z) + K*u(x) =0 (2.6)

Desse modo, tem-se para analise uma equacao diferencial ordinaria de segunda

ordem. Para sua resolugao diz-se que:

u(z)’ = 2 (2.8)

Assim o problema se reduz a seguinte equagao de segundo grau:

W+ k=0 (2.9)
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Cuja as raizes serao notoriamente complexas conjugadas e nesse caso a forma da

solugao sera a seguinte:

u(z) = Cle*cos(Bx) + C2e*sen(fx) (2.10)

Em que «a é a parte real das raizes, logo, a = 0, e, § é a parte imaginaria, logo

£ = k. Assim, substituindo esses valores na equacao 2.10, tem-se:

u(z) = Cicos(kx) + Cysen(kx) (2.11)

Apés manipulagoes com as identidades trigonométricas, na qual foi desprezado a

parte imaginaria, pode-se chegar a seguinte expressao para u(z):

u(z) = Cre*™ + Cre ke (2.12)

Assim, substituindo a Equacao 2.12 na Equacao 2.2, é obtida a seguinte proposta

de solucao para a equacgao da onda:

u(x,t) = Cy (7" + e7Ih)edwt (2.13)

Em que C] denota uma amplitude de onda que se desloca para a direita, segundo

eF e para a esquerda, segundo e %%,

2.3 Meétodo da matriz de Transferéncia

A Matriz de Transferéncia, demonstrada por T, é aquela que relaciona as variaveis
de estado da saida (Deslocamento us, Forca F,) com as da entrada (Deslocamento uy,
Forca Fj) de um sistema dindmico periédico. Por meio dela é possivel utilizar apenas
uma célula da estrutura periddica para a caracterizacao de toda estrutura. Ou seja, as
caracteristicas de uma tinica célula podera indicar por meio de sua Matriz de Transferéncia

varias caracteristicas do comportamento dindmico de um sistema periédico.

Dentre tais caracteristicas do sistema pode-se estudar: o posicionamento do Band
Gap requerido; a taxa de atenuacgao de vibracao na extremidade da estrutura; a Funcao

de Resposta e Frequéncia (FRF); e as constantes de propagacao do sistema.

1.7 "
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Onde:

-t
)-f)

De modo que as variaveis com subindice R se referem a posicao a direita de uma

célula e com subindice L a posicao a esquerda da mesma célula.

2.3.1 Matriz de Transferéncia para um Sistema Discreto

Para analise dindmica de um sistema discreto usa-se a Equagdao do Movimento na

seguinte forma:

MQ+KQ=F (2.17)

Onde M é a matriz de massa, K a matriz de rigidez, @) o vetor de deslocamento, Q

a segunda derivada no tempo dos deslocamentos, logo implica na aceleragao, e F' o vetor

de forcas.
ma 0 0 0 UJL K1—|—Km' —K1 0 —Km' uy, FL
0 O 1 —-K Ki+ Ky, —K 0 F:
my ?2 n 1 1+ £ 2 uz | _ 2 (2.18)
0 0 iR 0 - K, K, 0 UR Fr
0 My urz _Kri 0 0 1 Uy Fri
Adotando para a equacao de movimento a solu¢ao harmonica tem-se:
U = uelvt
(2.19)
F = Feiwt
Assim, substituindo a Equagao 2.19 na 2.18:
—w2m1 +K1 +Km _Kl 0 —KM ZNLL FL
—K1 —w2m2+Kl+K2 —KQ 0 17,2 B FQ
0 _K2 KQ 0 ﬂR FR
_KM' 0 0 _w2mri + Kri am’ Fm’
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Para facilitar o tratamento das equacoes serao feitas as seguintes consideragoes:

A=—wm + K+ K,
B = —w2m2 + Kl + K2 (221)
C= _WQmM' + K,

Dessa forma, transformando a equagao 2.20 em um sistema linear com as substi-

tuicoes propostas pelas equacoes 2.21, tem -se :
At — Kyilg — Kpi + 0+ @, = F,
—KlﬂL + B?jg - KQ&R + 0 — 0
(2.22)

0 — Kylig + Kolis + 040 = Fg

—K,u, +0+0+Cu,; =0

Assim, para descobrir os vetores de estado da entrada e saida é necessario isolar

as variaveis us e u,; e substitui-las no sistema de modo a simplifica-lo. Entao:

0 Kiup + Koupg
o B
(2.23)
. K,
Uyp; =
C
Logo, pode-se afirmar:
KQfLL KlKQﬂ/R K2.fLL ~
A~ . 1 o o i —F :0
TR B C -
(2.24)
K1 Ky K3 ~
22l 2 Kt o+ Fr =0

B B

Por fim, para facilitar os calculos serao utilizadas duas matrizes, L e R, proveni-

entes das equagoes 2.24 de modo que:

T=R'L (2.25)
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Sabendo que as equagcoes 2.24 podem ser expressas da seguinte forma,

RSO CA] BB
C ur, B UR o 0
P b+ 52 T = (2.26)
B B
Sendo:
KK,
— 0
B
R= (2.27)
KZ
— Ky + FQ -1
E,
ﬁ Kzi 1
B C
L= (2.28)
KK
0
B

Assim, para encontrar a Matriz de Transferéncia, T' para o sistema com duas
massas diferentes e um ressonador basta substituir as equagoes 2.27 e 2.28 na equacao
2.25.

2.3.2 Matriz de Transferéncia para sistema continuo (ROD)

Para um sistema continuo a maneira mais simples de se obter a Matriz de Trans-
feréncia ¢é considerando solucao geral da equagao de movimento para cada segmento da
célula, como visto na equacao 2.11 u(x,t) = Acos(z;k;) + Bsen(x;k;), e suas derivadas,
ou(z,t)

0

para a obtencao da forca, f(z) = ES(z) . Dessa forma, é necessario analisar tais
equagoes para as seguintes posicoes: z = 0 e x = [, em que [ é o comprimento do segmento

da célula. Logo:

{ u(l,t) = Acos(l;k;) + Bsen(l;k;), (2.29)

flt) = —AZ;sen(k;l;) + BZ;cos(l; K;)

u(0,t) = A (2.30)
f(0,t) = BZ, '
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Mas é simples notar que para cada célula as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

u(0,t) = ug,
{ . (2.31)

{u(l’t) — (2.32)

Assim, tendo os valores de deslocamento e forcas iniciais (a esquerda) e finais (&

direita) em cada segmento, é possivel fazer a seguinte afirmacao:

Acos(l;k;) + Bsen(l;k;) _7 A . (2.33)
—AZ;sen(k;l;) + BZ;cos(l; K;) BZ;
Logo:
cos (ki) sen(kili)
Zi
T, = . (2.34)

—Z;sen(k;l;) cos(k;l;)

|E;
Onde, Z; = wS;\/E;p; e é¢ a impedéancia do segmento, ¢; = y/ — e indica a velocidade da
Pi

- w ,
propagacao da onda no segmento e k; = — e corresponde ao nimero de onda do segmento.
i

Em que os parametros com sub indice ¢ sao parametros de cada segmento da
célula, ou seja, I; ¢ o comprimento do i-ésimo segmento da célula. E assim, T; é a matriz
de transferéncia de cada segmento. Logo se a célula escolhida possui n segmentos sua

Matriz de Transferéncia da célula sera:

Teen = (T3)(Tis1)(Ti2) - (Toa)(Th) (2.35)

Assim, ja conhecida a abordagem da matriz de Transferéncia Global é necessario
abordar sua importancia. A mesma é fundamental para encontrar a Fun¢do de Resposta
em Frequéncia da estrutura, uma vez que representa a sequéncia de transferéncias dos
efeitos da propagacao da onda de uma célula a outra até percorrer toda estrutura, di-
ferentemente da celula unitaria, que apesar de ter sua importancia para a analise da
dispersao, nao consegue apresentar o comportamento dinamico da estrutura como um
todo. No presente fim de capitulo, porém, nao sera tratada a importancia da Matriz de

Transferéncia referente a célula, pois a mesma sera discutida na préoxima secao.
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Portanto, é valido lembrar que a Funcdo de Resposta em Frequéncia avalia a
resposta de algum grau de liberdade da estrutura em funcao de uma forca aplicada em
outro grau liberdade. Porém, o uso da Matriz de Transferéncia é eficiente para tratar de

entradas na primeira célula e saida na ultima.

Logo, tratando dos efeitos dinamicos e a necessidade dessa avaliacao de toda es-
trutura é necessario, a partir da Matriz de Transferéncia Global, que se encontre uma
matriz que nao represnte mais o comportamente em estados, mas sim em perspectiva dos

vetores provenientes da solu¢ao harmonica, ou seja, nao mais sobre a forma:

Uout Uin
= Toioba 2.36
{Fout} glbl{ﬂn} ( )
{u } - D { } (2.37)
Uout Fout

Sendo que a matriz D pode ser obtida, segundo Cunha et al. (2017) (em sua Equacao

, mas sim :

2.10), da seguinte maneira:

—Ty' s Ty
D — (2.38)
Tio — T T5;'T22  TuTy'
Em que D é conhecida como matriz de flexibilidade dinamica e os 7j; sao os

elementos da Matriz Tgiopar-

2.4 Teorema de Floquet

O teorema de Floquet, também conhecido como Teorema de Floquet-Bloch, foi
desenvolvido para a andlise do comportamento de elétrons em cristais solidos. Inicialmente
Floquet propos tal andlise para sistemas com uma dimensao e, em seguida, Bloch estendeu
tal proposicao para mais dimensoes. A partir de entao o teorema ¢é utilizado para solugao

de problemas relacionados a propagacao de ondas em diversas areas da fisica e engenharia.

Assim, segundo o Teorema de Floquet-Bloch

Alx +1) = MA(x) (2.39)

Em que A pode se uma matriz ou um vetor de estado que se repete periodicamente

e A é chamado de multiplicador de Floquet e é dado por:

A= el (2.40)
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Em que p é a constante de propagacao e é dada por:

=0+ ie (2.41)

Na sequéncia ficara claro que quando a constante de fase € admitir valores diferen-
tes de zero existirao bandas de atenuacao da onda, uma vez que a mesma adota caminhos

alternativos, ou melhor, a mesma se dispersa no meio em que se propaga.

2.5 O diagrama de dispersao, segundo Floquet e a Analise da Ma-

triz de Transferéncia

Agora, conhecidos os conceitos essenciais sobre a Matriz de Transferéncia e Teo-
rema de Floquet-Bloch é possivel relacionar ambos de modo a dispor as caracteristicas
mais importantes da estrutura. Uma vez que com a Matriz de Transferéncia é possivel
avaliar o estado (deslocamento e forga, causados pela onda) na entrada e saida de uma
célula e com coeficiente de dispersao é possivel identificar o local band gaps, ou seja, as

bandas de frequéncia em que ha dispersao da onda.

Assim, para possibilitar tal relacionamento deve-se lembrar que para a estrutura
periddica é valida a seguinte afirmacao:
XMt =X, = X" +1 (2.42)

Pelo exposto nas equagoes 2.63, 2.64, 2.51 e 2.52 pode-se dizer que:

- _ n
g = Aedwt=hel) (2.43)
Onde, A é uma constante que engloba as variaveis que nao interessam para a a
analise em questao e g é o vetor de estado.

E possivel também fazer a seguinte alusdo com base no que foi visto pela equacio
2.36:

¢ =Tq (2.44)

Sendo ¢, o vetor de estados na posigao a direita da célula, ¢; o vetor de estados
na posicao a esquerda da célula e T" a matriz de transferéncia. Por outro lado, sabe-se

também, com base nas equagoes 2.42 e 2.44, que:

n+1

qr = Aej(w':_kxz ) — Aej(wt_kx?)@_jkl (245)
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Mas,

Aedtwt=hap) — o (2.46)

Logo,

¢ = qe M (2.47)

Dessa forma, encontra-se o problema classico de autovalor, ao comparar as equa-
¢oes 2.44 e 2.47. De modo que os autovalores da Matriz de Transferéncia T se relacionam

com o nimero de onda k, e portanto com os coeficientes de dispersao do expoente.

Tq =e Mg = ey (2.48)

Ou seja, os coeficientes de dispersao sao obtidos a partir dos autovalores da Matriz

T, X\, e sao dados por:

= jln(X\) (2.49)

Onde j = v/—1. E também vale lembrar que o problema de autovalor nada mais é

que encontrar os autovalores mediante:

Det(T — 1)) =0 (2.50)

2.6 Analise da Transmissao, Reflexao e Incidéncia das ondas Lon-
gitudinais

Utilizando a solucao da equacao da onda, apresentada pela equagao 2.13, podemos
dizer que a propagac¢ao de uma onda longitudinal em uma viga de secao circular se da em

duas direcoes e apresenta a seguinte formulacao:

up(2,t) = AjeIRzedvt 4 A eihiTeivt — AelWi=kz) A ei(withkiz) (2.51)

g (,t) = Ao Ik2medvt — A, el wi—kez) (2.52)

Em que A; é a amplitude da onda incidente, A, a amplitude da onda refletida e

A; a amplitude da onda transmitida.
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Figura 4 — Propagagao de ondas Longitudinais em uma Estrutura com seg¢oes transversais
diferentes.
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Figura elaborada por Santos (2018).
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A partir de entao se defini a taxa de transmissao e a taxa de reflexdo como sendo:

A

Otransmisséo = Zt (253)
A,

Creflewéo = I (254)

Nota-se, portanto, que quando x = 0 os deslocamentos u; (z,t) e us(x,t) sdo iguais.
E assim ¢ possivel deduzir que a soma da amplitude incidente e refletida é igual a ampli-

tude da onda transmitida para o proximo segmento.

u1(0,t) = ug(0,t) (2.55)
Al 4 ATV = A el (2.56)
Ou seja,
Para calcular as tensoes nos segmentos 1 e 2, com a Lei de Hooke, é necessario
conhecer % e %
oxr  Ox
Sendo assim
0 t ; '
ug;_, ) © A | A I (2.58)
0 t ;
Ua(Tt) _ g g edtwi—her) (2.59)

ox
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Como a analise esta sendo feita para a posicdo x = 0, faz-se necessario a substi-

tuigdo nas equagoes 2.58 e 2.59. Assim tem-se o calculo de tensao:

o1 = El(—Aijk1€jwt + Arj]flejwt) (260)

0y = By(—Ayjkye?™) (2.61)

Também é de conhecimento que:

F=o08 (2.62)

Onde, F' é a forca aplicada no ponto x = x;, em que x; é qualquer posi¢do menor
que o comprimento da viga (I), e S é a drea do viga no mesmo local. Sendo assim,

substituindo as equacoes 2.60 e 2.61, na equacao 2.62, tem-se a equacao da forgca em 1 e

2.

Fi(zt) = S1E (= Aijkie?™ 4+ A, jkie™") (2.63)

Fy(z,t) = —SoEy Ay jkoe?™! (2.64)

Como ¢ possivel notar, foi feita na se¢do anterior uma analise da propagacao da
onda no meio peridédico com o uso do multiplicador de Floquet (Equacao 2.40). Isso é
fundamental para o entendimento da sequéncia de cédlculos, uma vez que sera utilizada

essa notacao e a abordada no presente capitulo

Figura 5 — Divisoes de uma estrutura periodica para sua andlise.
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-
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L L L
Fonte: (SANTOS, 2018).

roid L =

Para o seguinte desenvolvimento serao utilizadas as seguintes notacoes:

h(w) = {;ﬂ} (2.65)
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a(w) = {A’} (2.66)

H(w) = (2.67)
jkES  —jkES

eIkl 0
T(w) = (2.68)
0 e—jkES'

Onde u é uma variavel de deslocamento, F' é a uma varidvel de Forca, A; e A,
sao as amplitudes a esquerda e a direita abordadas anteriormente no presente capitulo,
J = +/—1, k ntimero de onda, F médulo de elasticidade e S drea. As matrizes h(w), H(w)
e a(w) sao, respectivamente, o Vetor de Estados, a Matriz de Transformagao e o Vetor de

amplitudes:

h(w) = H(w)a(w) (2.69)

E também,

ar — TCLL (270)

Onde R e L fazem mencgao aos vetores do lado direito e esquerdo da estrutura, ou

célula, em analise.

E para a avaliacao da variagdo da amplitude da onda incidente utiliza-se uma
Matriz de Transferéncia concebida de maneira nao trivial, mas demonstrada por Santos

(2018). Segundo o mesmo pode-se afirmar que:

out = Gay, (2.71)

Sendo que para analise de uma estrutura a;, se refere ao estado na entrada e @,

ao estado na saida, desse modo que é simples notar que:

Ain = {jz} (2.72)

Gout = {i} (2.73)



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica

27

Em que, também como abordado por Santos (2018):

G=—"n.
Sendo:
v = [(=Hg)1|(H)2]
n=[(H):[(Hc)]
Onde:

He = Tyopa

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

Sendo que a Matriz de Transferéncia Global, Tg0pa, foi apresentada pela equacao

2.35. Entao, com tais defini¢oes se estipula a Matriz Go,o.

G Gr
G =
G Ga

Agora, relacionando as equagoes 2.54, 2.53 e 2.78:

G G
0 11 12 A
Al A
Ga1 G
nota-se que:

Ctransmissao = GZQ

Ctransmissao = G12

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)
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3 Avaliacoes Numeéricas

3.1 Estrutura Discreta

As avaliagoes a serem feitas acerca da estrutura discreta se dao mediante a exis-
téncia de ressonadores ou nao, a possivel diferenca entre as massas e ao nimero de células
presentes na estrutura em andlise. O tltimo caso sera abordado na seguinte segao referente

as Estruturas continuas.

Assim, para a obtencao da Funcao de Resposta em Frequéncia e do Diagrama de
dispersao faz-se necessario o calculo das matrizes de transferéncia, como abordado para
a obtencao das equagoes 2.68 e 2.27, em cada um dos casos citados abaixo com uso das
Equagoes 2.50 e 2.38.

3.1.1 Célula com duas Massas lguais e um Ressonador

Iniciando pela Célula com duas Massas Iguais e um Ressonador, cujas equagoes
similares ja foram abordadas anteriormente (Equagoes 2.27 e 2.68) e com uso da Equagao

2.25 é possivel a obtencao do diagrama de dispersao e da FRF.

Figura 6 — Célula iscreta com Duas Massas Iguais e um Ressonador.

K- 1 'w- 1
M, ] . M5 —
VN
!l'_l' H] K: . [
e i
PP —_—

Fonte: (CUNHA et al., 2017).

Assim, para o modelo visualizado na Figura 6, adotou-se as seguintes configuracgoes

admensionais para Massa e Rigidez:

Tabela 1 — Relacao de massas e rigidezes da Célula com duas Massas Diferentes e um
Ressonador.

M,
M
Mri
K
Ky
Kri

= = = =] =] =
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Desse modo foi possivel analisar teoricamente o comportamente pra estrutura com-

posta por essa caracteristica de célula.

Figura 7 — Avaliagdo da FRF e Coeficientes de dispersao de uma Estrutura com 10 células
compostas pela estrutura do item.
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(a) FRF. (b) Diagrama de Disperséo.

Fonte: Proprio Autor.

Nota-se ao observar a Figura 7 a presenca de dois Band Gaps, sendo que um esta
préoximo a frequéncia natural do ressonador, o que mostra, pela primeira vez no atual

trabalho a possibildade de se ajustar tal atenuacao para uma frequéncia desejada.

Por fim, é possivel calcular as frequéncias que representam as bordas do Band
Gap, as quais se dao, como ja mencionado, quando a parte imaginaria do coeficiente de

propagacao ¢é diferente de zero.

Tabela 2 — Duas Massas e um Ressonador

Bordas do Band Gap ‘ 0,7651 1,126 1,4141 11,8476 2,1751

3.1.2 Célula com uma Massa e um Ressonador

Agora, de modo similar ao abordado anteriormente, avaliam-se a caracteristicas

da estrutura com N = 10 células com a configuragao semelhante a exposta na Figura 8.

Para tanto, foi necessario encotrar as matrizes R e L da mesma para que a partir
delas se encontrasse a Matriz de Transferéncia, assim como abordado pelas Equagoes 2.68
e 2.27. Onde:

L= (3.1)
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Figura 8 — Célula com uma massa e um ressonador.

R= (3.2)

Onde A = —w?’my + K, + K,; e B = —w?m,; + K,;. Desse modo a partir dessas
matrizes, por meio da Equagao 2.25, é possivel encontrar a Matriz de Transferéncia para

O Caso.

Assim foram assumidas as seguintes propriedades de massa e rigidez na Tabela 3.

Tabela 3 — Relacao de massas e rigidezes da Célula com uma Massa e um Ressonador.

1
M, |1
1
1

Assim, é tracado o Grafico de Dispersao e FRF para anélise da estrutura.
Nesses caso, possivel notar pela Figura 9 a presenga de um band gap acentuado

na regiao da frequéncia natural do ressonador.

Tabela 4 — Add caption

Uma massa e um ressonador

Bordas do Band Gap | 0,8739 1414 2,2881

3.1.3 Célula com duas Massas Diferentes

A célula com duas massas diferentes é de grande importancia para o atual tra-

balho, visto que a abordagem futura sera voltada para uma estrutura continua que serd
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Figura 9 — Avaliacao da FRF e Coeficientes de dispersao de uma Estrutura com 10 células
compostas pela estrutura do item.
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(a) FRF. (b) Diagrama de Disperséo.

Fonte: Proprio Autor.

discretizada conforme tal modelo. Apesar de nao possuir ressonadores em sua composi-
¢a0, a mesma, repetida n vezes, pode representar também uma estrutura periddica, assim

como exemplificado na Figura 2.

A discretizagao nesse caso pode ser observado abaixo, na Figura 10.

; !
Ir te

Figura 10 — Célula com duas massas diferentes. Fonte: (CUNHA et al., 2017).

Além disso, assim como abordado nas segoes anteriores, é necessario o calculo da

Matriz de Transferéncia a partir das Equagoes 2.27 e 2.68.

K? .
B
L= . (3.3)
KK,
0
B
KKy
— 0
B
R= . (3.4)
K2
e

Em que A = —w?m; + K; e B= —w?ms + K, + K; e as propriedades associadas

a analise estao dispostas na Tabela 5.
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As propriedades usadas para a analise em questao foram dispostas na Tabela 5.

Tabela 5 — Relagao de massas e rigidezes da Célula com duas Massas Diferentes e um
Ressonador.

M,y
M,
Ky
Ko

= =] N =

Desse modo ao substituir as Matrizes R e L nas Equacao 2.25 e a partir da mesma
encontrar a Matriz de Transferéncia Global foi possivel tragar os Gréficos de dispersao e

a FRF dispostos na Figura 11

Figura 11 — Avaliagdo da FRF e Coeficientes de dispersao de uma Estrutura com 10 células
compostas pela estrutura do item.
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(a) FRF. (b) Diagrama de Disperséo.

Fonte: Proprio Autor.

E para o caso as Bordas do Band Gap foram as seguintes.

Tabela 6 — Relacao de massas e rigidezes da Célula com duas Massas Diferentes e um
Ressonador.

Duas Células Diferentes

Bordas do Band Gap | 0,9999 14141 1,7318

3.2 Estrutura Continua

A Estrutura Continua que sera abordada no presente trabalho sera a exemplificada
pela Figura 2. Os modelos numéricos utilizados se basearam nas equagoes 3.2 e 2.40,
principalmente. Nao muito diferente da proposta abordada no estudo discreto, o estudo
continuo baseia-se na andlise da Matriz de Transferéncia da estrutura proposta. Assim,
a partir da mesma ¢ possivel obter as Funcoes de Resposta em Frequéncia, FRF, e as

curvas de dispersao por meio do Multiplicador de Floquet.
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Figura 12 — Estrutura Continua.
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Fonte: (AYZENBERG-STEPANENKO et al., )

Apesar de haver uma infinidade de designs para uma estrutura periédica continua

o atual trabalho abordou apenas uma, Figura 12.

Para a estrutura continua sao analisadas a Func¢ao de Resposta, obtida pela Matriz
de Flexibilidade (Equagao 2.38) em Frequéncia e a Curva de dispersao, obtida pela Equa-
¢ao 2.47 com os autovalores obtidos da Matriz de Transferéncia para estruturas continuas

3.2. E as mesmas sao dispostas nas imagens da Figura 13.

Figura 13 — Avaliacao da FRF e Coeficientes de dispersao de uma Estrutura com 10 células
compostas pela estrutura do item.
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(a) FRF. (b) Diagrama de Dispersao.

Fonte: Proprio Autor.

3.3 Resultados

Assim, validado o modelo numérico pela conformidade da FRF (Apéndice A) é
plausivel afirmar que o método da Matriz de Transferéncia é proprio para as andlises
qualitativas de Propagacao abordadas no presente trabalho, as quais sao, notoriamente,

satisfatérias para a elaboragao de um anteprojeto de uma estrutura periédica. Sendo elas:

e Anadlise das Funcgoes de Resposta em Frequéncia, obtida com o termo Gao da Matriz
de Flexibilidade obtida na Equagao 2.38;
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e Andlise do Diagrama de Dispersao, obtido pelo multiplicado de Floquet,2.40, ad-
vindo da Resolugao do probelma de autovalor, Equacao 2.50 da Matriz de Transfe-

réncia;

e Andlise dos Coeficientes de Transmissao e Reflexao, obtidos com as Equacgoes 2.53
e 2.54.

Sob tal serguranca, avalia-se variagoes de algumas propriedades que implicam di-
retamente na capacidade de propagacao das ondas longitudinais incidentes na estrutura.
Portanto, essa secao ira abordar os efeitos da variacao de cada uma das propriedades

relevantes para o design de um estrutura periédica.

Para todas as andlises dispostas a seguir, com execao da analise da variacao do
numero de células, é utilizado um modelo com 3 células, com 10 mil pontos caracterizando
a Matriz de Transferéncia para um intervalo de frequéncias entre 0Hz e 5H z. E para essa
tarefa é utilizado o Software MATLAB.

3.3.1 Variacdo do Mdédulo de Elasticidade dos elementos da célula

Os resultados obtidos variando a diferenca entre os Médulo de Elasticidade de cada
elemento das células foram expostos nas Figuras 14 e 15.0s mesmos mostram que esse
parametro ¢ eficaz para a modificacao do limite inferior da borda do bang gap associado

a estrutura.

Figura 14 — Avaliagdo das alteracoes na FRF e Coeficientes de dispersao gerados pela
variacao do modulo de Elasticidade.
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(a) Analise da FRF. (b) Analise dos Coeficientes de dispersao.

Fonte: Proprio Autor.

A capacidade de atenuacao também apresenta mudancas significativas & medida
que se aumenta a diferenca ' = E,/F;. O que mostra que a acentuagao de um pardmetro
reponsavel por caracterizar a periodicidade da estrutura acentua também sua capacidade

de atenuar ondas longitudinais incidentes na mesma.
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Figura 15 — Avaliacao dos efeitos que a variacdo do médulo de Elasticidade podem gerar
na Transicao e Reflexdo da onda.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexdo.

Fonte: Proprio Autor.

Figura 16 — Avaliagdo dos efeitos que a variacao do médulo de Elasticidade podem gerar
no deslocamento incidente na estrutura e o resultante da extremidade direita.
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(a) Anélise Coeficiente de Transicao.

Fonte: Proprio Autor.

3.3.2 Variacao da Densidade dos elementos da célula

Ao analisar as imagens dispostas na Figura 17, nota-se ao variar a relagdo entre
as densidades de cada elemento da célula, ocorreu uma variacao no limite superior das
bordas do band gap. Ou seja, a densidade é um parametro de design apto a aumentar o

tamanho da banda de atenuacao com limite minimo fixado em um dado valor.

Também quando sao observadas as imagens dispostas na Figura 18, nota-se que a
densidade é um parametro que influencia significativamente na capacidade de atenuar as
Amplitudes incidentes na estrutura peridédica. E ao comparar a capacidade de atenuagao
obtida pela variagdo das diferencas de densidade, rho = rhoy/rho;, com as obtidas pela
variacao das diferengas de Mddulo de Elasticidade E observou-se uma clara similaridade

no potencial maximo de atenuagao.
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Figura 17 — Avaliacao das alteracoes na FRF e Coeficientes de dispersao gerados pela
variacao da Densidade.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexdo.

Fonte: Préprio Autor.

Figura 18 — Avaliagdo dos efeitos que a variagdo da Densidade pode gerar na Transicao e
Reflexao da onda.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexao.

Fonte: Préprio Autor.

3.3.3 Variacao da Area de Secdo transversal dos elementos da célula

Ja a variacao entre as diferencas de secao transversal de cada elemento da célula,
A = Ay /A,, provoca uma redugdao ou expansao de ambas bordas do band gap, como se

nota nas imagens da Figura 20.

Vide tal caracteristica associada ao mituo deslocamento das bandas com a variagao
da propriedade em estudo, nota -se, pelas Figuras 21 e 22, que o pico de atenuagao ocorre
sempre na mesma frequéncia, porém com maximo muito similar ao ocorrido com as outras

variagoes estudadas.
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Figura 19 — Avaliacao dos efeitos que a variacao da Densidade pode gerar no deslocamento
incidente na estrutura e o resultante da extremidade direita.
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(a) Anélise da relacdo de deslocamentos.

Figura 20 — Avaliacao das alteracoes na FRF e Coeficientes de dispersao gerados pela
variacao da area de secao transversal.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexao.

Fonte: Proprio Autor.

3.3.4 Variacao do comprimento dos elementos da célula

A variagao das relagoes entre os comprimentos dos elementos das célula,L = Ly /L4,
exposta pelas Figuras 23 e 24, mostrou um mesmo comportamento visto com a variacao
da densidade.

3.3.5 Variacdo do nimero de células

A variacao entre o nimero de células utilizadas para o design de uma estrutura
periddica é um paramentro muito interessante de se analisar, umas vez que mantém as
bordas do band gap invariaveis mediante o aumento ou reducao de tal pardmentro, como

¢é possivel notar pela Figura 26.

Por esse motivo é necessario analisar apenas uma célula para se escolher a propri-

edade de massa dos materiais utilizados para a confeccao de uma determinada estrutura.
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Figura 21 — Avaliacao dos efeitos que a variacao da drea de se¢do transversal podem gerar
na Transicao e Reflexdo da onda.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexdo.

Fonte: Préprio Autor.

Figura 22 — Avaliagdo dos efeitos que a variagao da area de se¢ao transversal podem gerar
no deslocamento incidente na estrutura e o resultante da extremidade direita.
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(a) Anélise Coeficiente de Transicao.

Fonte: Préoprio Autor.

Isso, sob uma perspectiva computacional, é uma excelente economia.

E quanto a andlise da capacidade de atenuacao feita mediante a variacao do niimero
de células de uma estrutura, exposta nas Figuras 27 e 28, nota-se que o aumento do niimero
de células aumenta também a capacidade de atenuagao. E valido expor, por outro lado,

que esse aumento acentua o efeito gerado pela variacao dos outros parametros.
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Figura 23 — Avaliacao das alteracoes na FRF e Coeficientes de dispersao gerados pela
variacdo do comprimento da célula.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexdo.

Fonte: Préprio Autor.

Figura 24 — Avaliagao dos efeitos que a variacdo do médulo do comprimento da célula
podem gerar na Transicao e Reflexdo da onda.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexao.

Fonte: Préprio Autor.

Figura 25 — Avaliagdo dos efeitos que a variagdo do comprimento da célula podem gerar
no deslocamento incidente na estrutura e o resultante da extremidade direita.
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(a) Anélise Coeficiente de Transicao.

Fonte: Préprio Autor.
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Figura 26 — Avaliacao das alteracoes na FRF e Coeficientes de dispersao gerados pela
variagao do nimero de células.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexdo.

Fonte: Préprio Autor.

Figura 27 — Avaliacao dos efeitos que a variagdo do nimero de células podem gerar na
Transicao e Reflexdo da onda.
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(a) Analise Coeficiente de Transicao. (b) Anélise Coeficiente de Reflexao.

Fonte: Préprio Autor.

Figura 28 — Avaliagdo dos efeitos que a variagdo do nimero de células podem gerar no
deslocamento incidente na estrutura e o resultante da extremidade direita.
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(a) Andlise Coeficiente de Transicao.

Fonte: Proprio autor.
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4 Conclusao

Neste trabalho pode ser notado, portanto, que as Estruturas Periddicas além de
serem proeminentes nas solugdes dos problemas advindos da propacao de ondas através

das estruturas, como o ruido e a vibragao, também sao de simples estudo e proposicao.

Isso é possivel de ser notado por meio da compreensao e utilizagdo do Método da
Matriz de Transferéncia e do Teorema de Floquet Bloch. Afinal, como nota-se no presente
trabalho, as complexidades oriundas da confeccao de malha, tamanhos de matrizes e
procedimentos de calculos sao facilmente substituidas pelos produtos obtidos da Matriz
de Transferéncia, a qual caracteriza a estrutura periédica, e pelo coeficiente de dispersao
da mesma matriz. Esses produtos sao as curvas de dispersao, reflexdo e transmissao,

atenuacao e Funcao de Resposta em Frequéncia .

E para essa compreensao os objetivos apresentados foram cumpridos. Isso pois, o
procedimento de calculos para obtencao da Matriz de Transferéncia apresenta como fun-
damento basico a equacao da onda. Compreendendo isso é possivel modelar a propagacao
de uma onda em funcao das propriedades da estrutura que se deseja confeccionar e entao
é possivel estruturar a Matriz de Transferéncia. Conhecendo a Matriz de Transferéncia e
o conceito de Floquet Bloch é possivel,por fim, através dos autovalores daquela, obter os

coeficientes de propagacao dessa.

Com isso foi possivel, ao variar as propriedades de uma estrutura proposta, ou
modo como a onda se propaga nela e assim sua Matriz de transferéncia, verificar os
efeitos nas curvas de dispersao, reflexao, transmissao, atenuagdo e Funcao de Resposta
em Frequéncia. E dessa forma compreender os conceitos matematicos fundamentais para

se projetar e analisar uma Estrutura Periddica.

E sob tais perspectivas propoe-se as seguintes possibilidades de pesquisa e analises

para trabalhos futuros:

Proposicao de uma estrutura que atenue bandas de frequéncias caracteristicas de

motores aeronauticos com eixos coaxiais;

e Proposicao de uma estrutura periédica continua com ressonadores

Proposicao de uma estrutura periddica cuja periodicidade seja representada por

PZT.
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APENDICE A - Validacdo do Modelo

Discreto e Continuo

Para a validagao utilizou-se o modelo de uma estrutura continua com as seguintes

configuragoes:

Tabela 7 — Propriedades da estrutura utilizada para validacao.

Célula da Estrutura Periddica - Aluminio

Propriedades ‘ Elemento 1 Elemento 2
Area [m?] 0.0015 0.0045
Densidade [kg/m?] 2770 2770
Moédulo de elasticidade [Pa] | 7.1e10 7.1e10
Comprimento[m] 0,135 0,135

Utilizou-se um modelo de verificagao de elementos finitos para avaliar se as Fun¢oes
de Resposta em Frequéncia dos modelos propostos no trabalho estao condizentes com a

realidade. E assim, o resultado obtido foi o seguinte:

Figura 29 — Comparg¢ao entre os modelos Continuo e Discreto, obtidos pela Matriz de
Transferéncia e um modelo de elementos finitos obtido pela Matriz de Rigidez.
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Fonte: Proprio Autor.

Nota-se, portanto, que os modelos abordados por meio da matriz de transferéncia

sao validos para outros estudos que partem do mesmo principio.
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