IVAN DARIO SANTAMARIA GUARIN

Semigrupos de Weierstrass em Varios Pontos

®

UNIVERSIDADE FEDERAL DE U’BERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2019



IVAN DARIO SANTAMARIA GUARIN

Semigrupos de Weierstrass em Varios Pontos

Dissertacao apresentada ao Programa de Pods-
Graduacgao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia, como parte dos requisitos para obtencao do

titulo de MESTRE EM MATEMATICA.

Area de Concentracao: Matematica.
Linha de Pesquisa: Geometria algébrica.

Orientador: Prof. Dr. Guilherme Chaud Tizziotti.

UBERLANDIA - MG
2019

i



Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicagdo (CIP)
Sistema de Bibliotecas da UFU, MG, Brasil.

S232s
2019

Santamaria Guarin, Ivan Dario, 1989-
Semigrupos de Weierstrass em varios pontos [recurso eletronico] /
Ivén Dario Santamaria Guarin. - 2019.

Orientador: Guilherme Chaud Tizziotti.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia,
Programa de P6s-Graduagdo em Matematica.

Modo de acesso: Internet.

Disponivel em: http://dx.doi.org/10.14393/ufu.di.2019.1008

Inclui bibliografia.

Inclui ilustragoes.

1. Matematica. 2. Curvas algébricas. 3. Weierstrass, Pontos de. 4.
Semigrupos. 5. Curva Hermitiana. 1. Tizziotti, Guilherme Chaud, 1980-,
(Orient.). II. Universidade Federal de Uberlandia. Programa de Pods-
Graduag¢do em Matematica. III. Titulo.

CDU:51

Gloria Aparecida — CRB-6/2047



UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
-9 FACULDADE DE MATEMATICA
| PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
Av. Joao Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 152
Campus Santa Monica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNO: Ivan Dario Santamaria Guarin.

NUMERO DE MATRICULA: 11722MAT001.

AREA DE CONCENTRACAO: Matemética.

LINHA DE PESQUISA: Geometria algébrica.

POS-GRADUACAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTAQAO: Semigrupos de Weierstrass em Vérios Pontos.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Guilherme Chaud Tizziotti.

Esta dissertagao foi APROVADA em reuniao publica realizada na Sala Multiuso da Faculdade
de Matematica, Bloco 1F, Campus Santa Monica, em 15 de julho de 2019, as 9h30min, pela
seguinte Banca Examinadora:

NOME ASSINATURA

Prof. Dr. Guilherme Chaud Tizziotti
UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Dr. Wanderson Tenério MMOMSOW;{&.&UO

UFMT - Universidade Federal de Mato Grosso

Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho /C&UU/ OU\ mef '

UFU - Universidade Federal de Uberlandia

N

Uberlandia-MG, 15 de julho de 2019.

v



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos meus pais Donaldo e Celina, aos meus irmaos Oscar, Nelson e William
e ao meu sobrinho Juan Daniel.



Agradecimentos

Primeiro, quero agradecer a minha familia pelo apoio incondicional, especialmente aos meus
queridos pais, por sua incansavel companhia. Quero agradecer a meu orientador Guilherme, por
compartilhar comigo todo seu conhecimento e experiéncia, por sua paciéncia e disponibilidade
para resolver minhas dividas ao longo deste processo.

Agradeco ao professor Mario Henrique por seu apoio incondicional a minha chegada ao
Brasil. A meus amigos e colegas pelos bons momentos dentro e fora das aulas. Um agra-
decimento especial a meu amigo Gabriel Dias, por seus aportes e comentarios que ajudaram
acrescentar esta dissertacao. Ao corpo docente do mestrado da faculdade de matemética por
sua contribuicao na minha formacao profissional.

Finalmente, agradeco ao programa de Coordenagao de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel
Superior - CAPES por seu apoio economico.

vi



SANTAMARIA GUARfN, I. D. Semigrupo de Weierstrass em Varios pontos. 2019. 43 p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre alguns dos resultados mais conhecidos da Teoria
de semigrupos de Weierstrass em varios pontos de uma curva algébrica, projetiva nao-singular
definida sobre um corpo finito. Apresentamos também duas técnicas distintas para se calcular
esses semigrupos. A primeira delas, foi estabelecida sobre a curva Hermitiana por meio do
calculo direito de elementos minimos; a segunda, introduz o conceito de discrepancia e foi
aplicada numa familia de curvas com modelo plano da forma f(y) = g(x).

Palavras-chave: Curvas algébricas, Semigrupo de Weierstrass, curva Hermitiana, discrepancia.
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SANTAMARIA GUARfN, I. D. Weierstrass semigroup at several points. 2019. 43 p. M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we present some results with respect to the Weierstrass semigroups in several
points on a non-singular, projective algebraic curve defined over a finite field. We also present
two techniques to calculate these semigroups. The first one, was established on the Hermitian
curve by means of a direct calculation of minimal elements; the second one, introduces the
concept of discrepancy and was applied to a family of curves with plane model of the form

fly) = g(=).

Keywords: Algebraic curves, Weierstrass semigroups, Hermitian curve, discrepancy.
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Introducao

Um semigrupo de Weierstrass em um ponto é uma estrutura algébrica numérica, um semigrupo
numérico, que esta associada ao estudo classico das curvas algébricas. Devido a sua proximidade
com o espaco Riemann-Roch, os semigrupos de Weierstrass foram inicialmente propostos como
uma forma de detectar a “ordem”que um ponto na curva pode ter como polo. O conceito de
semigrupo de Weierstrass em varios pontos foi inicialmente introduzido por Arbarello, Cornalda,
Griffiths e Harris em [3, Pag. 365]. Ali, os autores apresentam uma cota inferior para a
cardinalidade do conjunto das lacunas sobre dois pontos de uma curva, o que gerou uma ruptura
entre a estrutura do semigrupo de Weierstrass para um ponto e a estrutura do semigrupo de
Weierstrass em vérios pontos. Em [17], Kim faz um estudo inicial do semigrupo de Weierstrass
para dois pontos sobre uma curva com o objetivo de calcular a cardinalidade do conjunto
de lacunas para esse caso. FKntre os muitos resultados, destacamos dois: a caracterizacao
dos elementos do semigrupo com a dimensao do espaco Riemann-Roch associado a divisores
com suporte nesses pontos e a correspondéncia bijetora entre as lacunas associadas a cada
ponto, definida por elementos minimais no semigrupo. Posteriormente, estes resultados foram
complementados por Homma e Kim [14], [15] e Matthews [20].

A motivacao para estudar semigrupos Weierstrass em véarios pontos remonta-se ao final
do século XX com os trabalhos de Goppa [12] na teoria de cddigos. Ele estabeleceu técnicas
da geometria algébrica para construir cddigos sobre curvas algébricas, hoje conhecidos como
codigos geométricos Goppa. Garcia, Kim e Lax em [9] e [8] mostraram que os parametros de
um cédigo Goppa podem ser melhorados (especificamente a distancia minima) de acordo com
a distribui¢ao das lacunas num ponto dado da curva. Em [4], Carvalho e Torres estendem as
ideias de Kim em [17] para varios pontos sob certa hipétese sobre a cardinalidade do corpo e
os pontos a serem considerados sobre o semigrupo. Nesse artigo, eles apresentam uma série de
importantes resultados sobre essa estrutura.

Com base nesses fatos, foram estabelecidas técnicas para determinar semigrupos de Weiers-
trass para um e dois pontos sobre uma curva dada, como sao os casos da curva de Hermitian
[20] e da curva de norma-traco [23]. Naturalmente, esses resultados foram aplicados na teoria
de cédigos.

Este trabalho pretende sintetizar alguns dos resultados atualmente conhecidos dos semi-
grupo de Weierstrass sobre varios pontos. Especificamente o trabalho de Carvalho e Torres em
[4], os resultados de Matthews em [21] e Castellanos e Tizziotti em [5].

Em [21], Matthews estabelece o semigrupo de Weierstrass em m pontos colineares para uma
curva hermitiana, este resultado foi obtido a partir da nocao de conjunto gerador minimo para o
semigrupo de Weierstrass, introduzido por ela. Em [5], Castellanos e Tizziotti, usam o conceito
de discrepancia para caracterizar os elementos minimos de um semigrupo de Weierstrass para
uma familia de curvas com varidveis separaveis com o modelo afim f(y) = g(z).

Antes de apresentar todos esses resultados, introduziremos no Capitulo 1, uma série de
conceitos basicos da geometria algébrica classica de curvas que vao nos ajudar a compreender
este texto. Embora os semigrupos de Weierstrass tenham surgido da geometria, eles também
podem ser abordados a partir da teoria dos corpos de fungoes algébricas. Ambas as linguagens
sao equivalentes, porém pode ser mais interessante trabalhar com esse conceito a partir do



corpo de fungoes algébricas. Dedicamos a se¢ao 1.4 para introduzir alguns conceitos bésicos da
teoria dos corpos de fungoes algébricas.

A base deste trabalho encontra-se no conteido do capitulo 2 onde apresentamos todo o
contetdo tedrico sobre a estrutura do semigrupo Weierstrass, em um e varios pontos. Na secao
2.2 apresentamos todos os resultados desenvolvidos em [4] e a se¢ao 2.3 é dedicada a construir o
conjunto gerador para o semigrupo Weierstrass em varios pontos. Esta construcao foi exposta
em [21].

O capitulo 3 é dedicado ao célculo do semigrupo de Weierstrass em dois e varios pontos na
curva Hermitiana [21] e [20]. Finalmente, no capitulo 4 vamos expor o trabalho de Castellanos e
Tizziotti em [5]. Na se¢ao 4.1, introduzimos o conceito de discrepancia e sua relagdo com os ele-
mentos minimos do semigrupo Weierstrass. Por fim, na secao 4.2, expomos sua implementacao
para o calculo explicito do conjunto gerador do semigrupo Weierstrass para uma familia de
curvas com variaveis separaveis.

Ivan Dario Santamaria Guarin
Uberlandia-MG, 15 de julho de 2019.



Capitulo 1

Preliminares

O presente capitulo tem como intuito introduzir alguns dos conceitos basicos da geometria
classica de curvas algébricas, com o objetivo de apresentar as nocgoes de curva algébrica nao-
singular, divisor sobre uma curva e o espago de Riemann-Roch associado a um divisor. Muitos
dos conceitos da geometria algébrica sao motivados pelo estudo de fungoes de variavel com-
plexa, como ¢é o caso, por exemplo, da no¢ao de pontos e curvas nao-singulares. Sem entrar em
pormenores, pode-se pensar uma curva como o conjunto de zeros de um polinémio irredutivel
em trés variaveis definidas sobre os niimeros complexos, no entanto, tratar este assunto através
dos ntmeros complexos, nao nos possibilita termos uma nocao da amplitude deste ramo da
matematica. Assim, entre 1920 e 1930, a escola alema liderada por Hasse, Schimidt e Deu-
ring estendeu essas ideias sobre corpos arbitrarios, onde a nocao de curva é capturada pelas
variedades afins e projetivas.

Sobre as variedades afins (projetivas), os mapas que permitem a interagao entre eles, sdo os
morfismos e os mapas racionais, este tltimo de grande interesse nesta drea para a classificacao
de variedades. Associado a uma curva, é possivel construir seu modelo nao-singular. Aqui, em
particular, estamos interessados no corpo de funcoes racionais da curva. Queremos saber quais
sao os polos e suas respectivas ordens para funcoes racionais de uma curva algébrica, dada uma
colecao finita de pontos numa curva qualquer. Aqui introduzimos a nocao de divisor e espaco
Riemann-Roch [13], [7], [11] e [25].

1.1 Variedades Afim e Variedades Projetivas
Seja K um corpo algebricamente fechado. O espaco afim n-dimensional se define como
A" :={(ag...,an-1):a; e K,0<i<n—1}.

Os elementos de A" sdo geralmente denotados por P = (x, ..., z,_1) e dizemos que zy, . .., T,_1
sao as coordenadas de P . Este espago pode ser também dotado de uma topologia, comumente
conhecida como topologia de Zariski. Os conjuntos fechados na topologia de Zariski sao os
conguntos algébricos definidos por:

X :={PeA": existe M < K[z, ...,x,—1] tal que f(P) = 0 para todo f € M},

onde K[zy,...,z,] é o anel de polinomios de n varidveis sobre K. Associado a um conjunto
algébrico X', define-se o ideal de X por

I(X) :={f eK[xg,...,xn1] : f(P) =0 para todo P € X}.

O teorema das bases de Hilbert garante que I(X) é finitamente gerado por polinomios fi, ..., f,. €
K[z, ..., 2x,_1]. Assim, X pode ser escrito como

3



X={PechA": fi(P)=--=[(P)=0}.

Um conjunto algébrico X' ¢é dito redutivel se X pode ser escrito como X = X} U Xy, onde &) e
X, sao subconjuntos algébricos proprios de X'. Caso contréario, X é chamado de irredutivel. Os
conjunto algébricos irredutiveis sao chamados de wariedades afins.

Proposicao 1.1.1. [7, Proposi¢ao 1. Se¢do 1.5] Um conjunto algébrico X é uma variedade
afim se, e somente se, [(X) é um ideal primo.

Associado a uma variedade afim X', se define o anel de coordenadas de X por
K[X] := K|z, ..., xn_1]/I(X).

Paralelamente ao caso afim, introduzimos o espaco projetivo.

Considere a colecao de todas as retas em A"™! que passam pelo origem (0, . .., 0) sem inclui-
lo. Esta colegao determina uma relacao de equivaléncia = sobre A"™\{(0,...,0)}. O espago
projetivo n-dimensional é definido por

P = A"TIN\{(0,...,0)}/ =.
Os elementos em P" sao chamados de pontos e serao denotamos por
P=(ag:...:a,) ={\aog,...,a,) € A" : e K\{0}}

e dizemos que xg, ..., T, sao as coordenadas homogéneas do ponto P.

Neste caso, os conjuntos algébricos projetivos em P" sao definidos como os zeros de con-
juntos de polinémios homogéneos em K[z, ...,z,]. Da mesma forma que no caso afim, se
pode associar um ideal em K|z, ..., x,], para um conjunto algébrico projetivo, salvo que para
este caso, é um ideal de polindbmios homogéneos. Também, como no caso afim, os conjuntos
algébricos projetivos definem a topologia de Zariski sobre P". As nogoes de irredutibilidade
e variedade projetiva de conjuntos algébricos projetivos sao definidas como no caso afim e a
Proposigao 1.1.1 possui ainda uma versao prépria do caso projetivo [7, Segao 4.2].

Para evitarmos conflito de notagoes, denotamos agora por X uma variedade projetiva em
P,

Dada uma variedade projetiva X < P", denotamos o anel de coordenadas homogéneo de X
por

K[X] := K[, . .., 2]/ I(X).

Um elemento f € K[X] é dito forma de grau d se f = F + I(X) para algum polinémio F
homogeéneo de grau d.

Se f € K[z, ..., x,] ¢ um polindmio homogéneo, o conjunto de zeros de f é dito hiperplano.
Em particular, denotamos por H; o hiperplano gerado por z;, para ¢ = 0,...,n. Seja U; =
P\ H;. Entao P" é coberto pelos abertos U;. Considere ainda a seguinte fungao

(1.1)

A fungao ¢; é bem definida.

Proposicao 1.1.2. Considere U; com a topologia induzida pela topologia de Zariski. Entao a
fungao ; é um homeomorfismo de U; a A", para todo 1 =0,...,n.
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Demonstracao. Claramente ; é uma bijecao. Portanto, é suficiente provar que os conjuntos fe-
chados em Uj; sao identificados com os conjuntos fechados de A” mediante ;. Por conveniéncia,
vamos nos concentrar no caso ¢ = 0.

Dado um polinémio homogéneo f € K|z, ..., z,], identificamos a dés-homogeneizacao de
f por f. = f(1,21,...,2,). Inversamente, dado um polindémio f € K[zy,...,x,] de grau d,
identificamos a homogeneizacao de f por f* := zdf(x1/xo,. .., Tn/T0).

Seja X < Uy um conjunto fechado e seja X o fecho de X em P". Logo existe um ideal
homogéneo I < K|zg,...,z,] tal que XF = {P € P* : f(P) = 0 paratodo f € I}. Seja
I. ={f. € Kl[xy,...,2,] : f € 1}. Entao, temos que ¢o(X) = {P € A" : f(P) = 0 para todof €
I*}. Inversamente, seja X < A" um fechado, entdao existe um ideal I € K[xzy,...,x,] tal que
X ={PeA": f(P) = 0 para todo f € I}. Tome I'* = {f* € K[xyg,...,z,] : f € I}, portanto
0o H(X) = Uy n X5, onde X é a variedade gerada por I*. Assim, oy e ¢y ' sdo fungoes fechadas,
portanto ¢y € um homeomorfismo. O]

A proposicao anterior nos diz que o espaco projetivo P pode ser coberto por n cépias de
A™ e que cada variedade afim pode ser submersa numa variedade projetiva. Se X < A" é
uma variedade afim, a variedade projetiva X < P" é a homogenizacao de X na variavel z;,
comumente chamada de fecho projetivo de X.

1.2 Morfismos e Mapas Racionais

Dada uma variedade afim X em A", dizemos que uma funcao f : X — K é regqular no ponto
P € X se existe uma vizinhanga A de P com A € X e polinémios g, h € K[z, ..., z, 1] tais
que h(P) # 0 para todo ponto P € A e f = g/h. Dizemos que f é reqular em X se é regular em
todo ponto de X'. Para uma variedade projetiva em P, uma funcao regular se define da mesma
forma, salvo que neste caso os polindémios g, h € K[xzo, ..., z,] sdo homogéneos do mesmo grau.

Proposicao 1.2.1. [13, Lema 3.1, Observagao 3.1.1] Toda fungao regular é continua.

Para duas variedades afins (projetivas) X} e Xy, um morfismo ¢ : X} — Xy é uma funcao
continua tal que para todo aberto A € X, e toda funcao regular f : A — K, a funcao fo ¢ :
¢ Y(A) — K é regular. Um isomorfismo ¢ : X; — X, entre variedades, ¢ um morfismo que
admite um morfismo inverso 1 : Xp — &j com ¢ o) = idy, € 1) 0 ¢ = idy,, neste caso dizemos
que &) e &5 sao isomorfos. Um automorfismo é um morfismo de X} em AXj.

A seguir, definimos algumas estruturas algébricas associadas a uma variedade afim (proje-
tiva).

Definigao 1.2.2. Seja X' uma variedade afim (projetiva). Denotamos o anel de fungoes regu-
lares sobre X por O(X). Para P € X, definimos o anel local Op de X em P como o conjunto
de fungoes requlares em P. Em outras palavras, um elemento em Op, é um par {f,U), onde
U é um aberto em X contendo P e f é uma funcdao reqular sobre U.

Dois pares (f,U), {g,V) em Op sao equivalentes se f =gem U nV.
Note que realmente Op é um anel local, cujo ideal maximal Mp é o conjunto de funcoes
regulares que se anulam em P.

Definigao 1.2.3. Seja X' uma variedade afim (projetiva). Definimos o corpo de fung¢oes K(X')
como o conjunto de classes de equivaléncia do par {f,U), onde U é um conjunto aberto nao
vazio em X. Os elementos em K(X') sdo chamados de fungoes racionais sobre X'.

Teorema 1.2.4. [13, Teorema 3.2] Seja X < A" uma variedade afim. Entao
(a) O(X) = K[X].



(b) Op = {feK(X):fz%comg,heK[X] eh(P);éO}.

(¢) Para cada P € X, seja Mp < K[X] o ideal de todas as fungoes que se anulam em P. Entdo
a fungao a : X — P(K[X]) definida por a(P) = M, define uma correspondéncia injetora
entre os pontos de P e os ideias mazimais de K[X].

(d) K(X) € isomorfo ao corpo quociente de K[X] e portanto K(X) é uma extensao finita sobre
K.

Teorema 1.2.5. [13, Teorema 3.4 Seja X € P" uma variedade projetiva. Entao
(a) O(X) ~ K;

(b) Para cada P € X,

Op = {f eK(X): f= % com g,h € K[X], formas de mesmo grau e h(P) # 0};

(c) K(X) =~ {% : g, h € K[X] sdo formas de mesmo grau e h # 0}.
O seguinte resultado permite introduzir a nocao de mapa racional.

Proposicao 1.2.6. [13, Lema 4.1] Sejam X; e Xy variedades afim (projetivas). Sejam ¢ e 1
dois morfismos de X1 em Xy e suponha que existe um aberto nao vazio em U < X tal que
¢ lu= 1 |u, entio ¢ = .

Entao, dadas duas variedades afins (projetivas) X; e Xo, um mapa racional ¢ : X; — X é
uma classe de equivaléncia do par {py,U), onde U € X; é um conjunto aberto nao vazio e ¢y
é um morfismo de U a X5. Dizemos que {¢y,U) é equivalente a (py, V), onde U,V < X] se
¢ luav= " |u~v. Um mapa racional ¢ : X; — X5 é um mapa birracional se existe um mapa

racional ¢ : Xy — X tal que p o) =1idy, € Vo = idy,. Se existe um mapa birracional de X
a Xy, dizemos que X e Xy sao birracionalmente equivalentes.

Proposicao 1.2.7. [13, Coroldrio 4.5] Para quaisquer duas variedades afins (projetivas) X; e
Xy, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) Xy e Xy sao birracionalmente equivalentes.
(b) K(X) = K(Xy).

Definicao 1.2.8. A dimensao de uma variedade afim (projetiva) X é o grau de transcendéncia

de K(X) sobre K.

Teorema 1.2.9. [7, Secao 4.3] Seja X < A" uma variedade afim e X < P" seu fecho projetivo.
Considere p; como em (1.1), entdo

(a) Existe um isomorfismo entre K(X) sobre K(X/*)
(b) Para P e X, Op(X) € isomorfo a O =1(p) (X)
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1.3 Curvas Algébricas e Corpo de Funcoes Algébricas

Definig¢ao 1.3.1. Uma curva algébrica projetiva (afim) X é uma variedade projetiva (afim) de
dimensao 1.

Dada uma curva afim X em A" ¢ 0 < ¢ < n — 1, a aplicagdo ¢; em (1.1) nos permite
submergir a curva X em &*. De fato, o Teorema 1.2.9 nos permite determinar que X;* também
¢ uma curva e que, as estruturas algébricas associadas a X sao preservadas mediante ¢; em
X*. Portanto, podemos determinar n modelos projetivos de X. De acordo ao modelo que se
escolha, chamamos os pontos em X N (P™\U;) pontos no infinito de X, onde U; é o aberto em
P definido pela equacao z; # 0.

Motivada pelas nocoes de superficies sobre os nimeros complexos, a forma mais natural para
definir a ideia de nao singularidade numa curva algébrica afim envolve o conceito de derivadas.
Assim, dada uma curva afim X < A" definida pelos polinomios fi, fo, ..., fr € K[zo, ..., 2n_1],
dizemos que um ponto P € X é nao-singular se o posto da matriz jacobiana |(Jf;/dxy)(P)| é
n —1 (ver [13, Pag 31]). A curva X é nao-singular se for nao-singular em todos seus pontos.
Para o caso de curvas arbitrarias, precisa-se introduzir os dois seguintes fatos para estender
esse conceito.

Proposicao 1.3.2. [7, Proposi¢ao 4, se¢ao 2.5] Seja R um dominio que ndo é um corpo. Entao
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) R é um anel noetheriano e local, cujo ideal mazximal € principal.

(b) Eziste um elemento irredutivel t € R tal que qualquer elemento z # 0 em R, pode ser

representado de forma iunica como z = t"u para algum inteiro nao negativo n e u uma
unidade de R.

Um anel com as propriedades da proposicao anterior é dito de Anel de valorizacdao discreta.

Teorema 1.3.3. [13, Teorema 5.1] Seja X < A" uma curva afim e P um ponto em X. Entdo
P ¢ um ponto nao-singular em X se, e somente se, o anel local Op € um anel de valoriza¢ao
discreta.

Portanto, podemos dizer que: Um ponto P sobre a curva afim (projetiva) X' é nao-singular
se o anel local Op(X) é um anel de valorizacao discreta. Uma curva X é chamada ndo-singular
se todos seus pontos sao nao singulares.

Teorema 1.3.4. ([7]. Teorema 1. Sec¢ao 7.5) Seja X uma curva projetiva. Entdo existe uma
curva projetiva nao-singular X’ e um morfismo birracional 8 de X' sobre X. Se existir outra
curva nao-singular X" e um morfismo birracional 8" de X" sobre X entdo existe um unico
isomorfismo 6 : X' — X" tal que 6 = 6" o 0.

A seguir, apresentamos nogoes basicas da teoria do corpo de fungoes algébricas. Neste ponto,
auxiliado pelos Teoremas 1.2.4 e 1.2.5, ao invés de utilizarmos uma abordagem geométrica,
procuramos introduzir a linguagem do corpo de fungoes com a intencao de fazer um paralelo
entre curvas algébricas e corpo de fungoes [25].

Defini¢ao 1.3.5. Seja K um corpo. Um corpo de fungoes algébricas F/K de uma varidvel
sobre K é uma extensio F 2 K tal que F é uma extensdo algébrica finita de K(x) para algum
x € F transcendente sobre K.

Equivalentemente a Definicao 1.3.5, um corpo de funcoes algébricas IF é um corpo que, em
relagdo a K, tem grau de transcendéncia igual a um. Comumente um corpo de fungoes F/K
é representado como uma extensao algébrica do corpo de fungoes racionais K(z), ou ainda
F = K(z,y), onde y é transcendente em K(z).



Definigao 1.3.6. Um anel de valorizacao do corpo de fungoes F/K é um anel O < F com as
sequintes propriedades:

(a) KcO<F
(b) Para todo z € F, temos que z€ O ou 271 € O.

Proposicao 1.3.7. [25, Proposi¢ao 1.1.5] Seja O um anel de valorizag¢ao do corpo de fungoes
F/K. Entao O é um anel local cujo ideal mazimal P pode ser caracterizado da sequinte forma:
para 0 # x € F, v € P se, e somente se, v=1 ¢ O.

Proposicao 1.3.8. [25, Proposi¢ao 1.1.6] Seja O um anel local do corpo de fungoes F/K e P
seu unico ideal mazximal. Entdo, O ¢ um anel de valorizacao discreta.

Um lugar P de um corpo de fungoes F/K ¢ o ideal maximal de algum anel de valorizagao O
de F/K. Segundo a Proposigao 1.3.7 o anel O estd totalmente determinado por P. Portanto,
Op := O é dito anel de valorizacdo do lugar P. Um elemento t € Op é chamado de parametro
local, se t é um gerador de P.

Sobre F pode ser definida uma aplicacao vp da seguinte forma: Seja P um lugar e ¢t um
parametro local de P. Para 0 # x € F, temos que x = t"u com u € Op invertivel. Defina
vp(x) :==nsex #0ewvp(0):= 0.

Note que vp estd bem definida, pois dado outro parametro local ¢’ para P, temos que ¢t = t'w
para algum w € Op invertivel, logo z = t"u = (t"w"u) = " (w"u) com (w"u) € Op invertivel.

Teorema 1.3.9. [25, Teorema 1.1.13] Seja F/K um corpo de fungaes.

(a) vp(x) = 0 se, e somente se, v = 0.

(b) vp(xy) = v(x) + v(y).

(c) vp(x +y) = min{vp(x),vp(y)}. A igualdade é satisfeita se vp(x) # vp(y).
(d) Para cada lugar P de F/K temos que

Op={$€FZO<UP($)}
P={xeF:0<wvp(x)}

(e) Um elemento t € F é um parametro local para P se, e somente se, vp(t) = 1.

Defini¢ao 1.3.10. Seja P um lugar do corpo F/K. a fungdo vp € dita de valorizagao discreta
de F/K no ponto P. Para x € F, o inteiro vp(x) é chamado a valorizagao de x no ponto P.

E possivel fazer uma traducao da linguagem das curvas algébricas ao linguagem de corpo
de fungoes algébricas: Sejam X uma curva projetiva nao-singular e K(X') seu corpo de fungoes
sobre K. A cada ponto da curva, podemos associar de forma tnica um lugar de K(X')/K. Esta
correspondeéncia esta dada por

PHMP.

Note que essa correspondéncia esta bem definida pois Op é um anel local. correspondéncia,
torna-se possivel traduzir definigoes e resultados do corpo de fungoes algébricas a linguagem de
curvas algébricas e vice-versa. Por exemplo, para um ponto P € X, temos que:

Op = {f e K(X) : vp(f) = 0}
Mp = {f e K(X) : vp(f) > 0}
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onde vp é a valorizacdo discreta em K(X) correspondente ao anel de valorizagao Op.

Terminamos esta secao introduzindo a nocao de curva sobre um corpo finito.

Seja [F, um corpo finito com ¢ elementos e K seu fecho algébrico. Para este caso, dizemos
que uma curva afim X € A" estd definida sobre F, se seu ideal I(X) < K]z, ...,z,—1] pode
ser gerado por polinomios em F,[xo, ..., z,_1], semelhantemente, uma curva projetiva X < P"
estd definida em F,, se existem polindmios homogéneos em F[zo, ..., z,] que geram seu ideal.

Se X estd definida em F,, um ponto P € X n A"(F,) é chamado de ponto F,-racional. No
caso projetivo, um ponto P € X ¢é dito F,-racional se existem coordenadas homogéneas de P
em [F,.

Seja X < A" uma curva afim definida sobre F,. Definimos o ideal

I(X/F,) :=1(X) nF,lxo,...,xn-1]
e seu anel de coordenadas como
F,[X] :=F,|xo, ..., 201\ (X/F,).

Neste caso, uma funcao regular estd definida por um quociente de polinoémios em F [z, . .., Z,,_1].
O anel gerado por essas fungoes regulares ¢ isomorfo a F,[X] e o corpo de fungbes racionais
F,(X) de & é isomorfo ao corpo quociente de F,[X]. A dimensdo de X é o grau de trans-
cendéncia de F,(X) sobre F,, que neste caso, por ser X uma curva é 1. De forma semelhante,
pode-se definir esses conceitos para uma variedade projetiva definida sobre F,,.

1.4 Teorema Riemann-Roch

Na secao anterior, foi estabelecida uma correspondéncia entre conceitos de curva algébrica e
corpo de fungoes algébricas. Aqui, tomamos como referéncia [25], adaptando seus resultados
a linguagem das curvas. Na presente secao, apresentamos a nocgao de divisor, divisor de uma
fungao racional, género de uma curva e o espago Riemann-Roch associado a um divisor definido
sobre uma curva.

Nesta secao, nos consideramos X como uma curva projetiva nao singular.

Definicao 1.4.1. Seja X uma curva. Um divisor sobre X é uma soma formal
D =Y p.ynpP, onde np € Z e quase todos sao np = 0.

Notamos por Div(X) o conjunto de divisores sobre X .
ParaQ e X e D =), npP definimos a ordem do divisor D no ponto Q) porvg(D) := ng.
Portanto

D =2 pexvr(D)P.
O suporte de D é definido como
Supp(D) :={P € X : vp(D) # 0}.

Um divisor da forma D = vp(D)P com P € X € dito de divisor primo.
O grau de um divisor D = ), vp(D)P se define por

graw(D) := > p. vp(D).

Sobre Div(&X') pode-se definir uma estrutura de grupo: Definimos a soma entre dois divisores
D=3 pynpPeD =3, ,npP de forma natural como
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D+ D =3 p(np+np)P.
O elemento neutro é o divisor zero
0:= > pey vr(0)P tal que para todo P,vp(0) = 0.
Também, Div(X) pode ser dotado de um ordem parcial < definido por
Dy < D, se e somente se vp(D1) < vp(Dsy) para todo P € X.
Um divisor D é chamado efetivo se 0 < D.

Definigao 1.4.2. Seja f e K(X) e P € X. Dizemos que P € um zero de f se vp(f) > 0. Caso
em que vp(f) <0, dizemos que P é um polo de f.

Proposicao 1.4.3. [7, Proposicio 1. Segao 8.1] Se 0 # f € K(X), entdo f tem a mesma
quantidade finita de polos e zeros (contando multiplicidades).

O resultado anterior nos permite apresentar a seguente definigao.

Definigao 1.4.4. Seja 0 # f € K(&X'), denotamos por Z e N o conjunto de zeros e polos de f
em X, respectivamente. Definimos

(f)o:= Z vp(f)P, o divisor de zeros de f,

PeZ

(oo := Z (—vp(f))P, o divisor de polos de f,

PeN

(f) = (f)o— (f)w, o divisor de principal de f.

Observe que para qualquer f # 0 € K(X), grau(f) = 0.

Defini¢ao 1.4.5. Sejam D, D' € Div(X). Dizemos que D e D' sio equivalentes se existe uma
fungao racional f € K(X) tal que (f) = D — D'. Denotamos esta equivaléncia por D ~ D’.

A seguinte definicao é fundamental para o desenvolvimento deste trabalho.
Definicao 1.4.6. Dado D € Div(X), definimos o espago Riemann-Roch associado a D por
L(D):={feKX):0=x (f)+ D} v {0}.
Esta definicao tem a seguente interpretacao: se
D =3 inibi =25 1 m;Q;

com n; > 0em; >0, entdo f e L(D) se

(1) f tem zeros de ordem maior ou igual que m; em @), para j =1,...,S.
LRI ) i | =
(2) f tem polos somente nos pontos Py P,, com ordem menor ou igual a n;, para i
1,...,7r.

Observagao 1.4.7. [25, Observacao 1.4.5] Seja D € Div(D). Entdo
(i) fe L(D) se, e somente se vp(f) = —vp(D) para todo P e X.

(11) L(D) # {0} se e somente se existe um divisor efetivo D' tal que D ~ D'.
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A seguir, serao apresentados uma serie de resultado associados ao espaco Riemann-Roch.
Proposicao 1.4.8. [25, Lema 1.4.6] Seja D € Div(X). Entao:
(a) L(D) é um espago vetorial sobre K.
(b) Seja D' € Div(X) tal que D ~ D', entao L(D) ~ L(D').
Proposicao 1.4.9. [25, Lema 1.4.7]
(a) L(0) =K.
(b) se grau(D) < 0, entao L(D) = {0}.

Proposicao 1.4.10. [25, Lema 1.4.8] Seja D, D’ € Div(X) com D < D'. Entao L(D) < L(D’)
e {(D") —U(D) < grau(D') — grau(D).

Proposicao 1.4.11. /25, Lema 1.4.9] Seja D € Div(X), entdo o espa¢o Riemann-Roch asso-
ctado a D € um espaco vetorial sobre K de dimensao finita.

Defini¢ao 1.4.12. Para D € Div(X) o inteiro £(D) = dim(L(D)) € dito de dimensao do
divisor D.

Proposigao 1.4.13. [25, Coroldrio 1.4.12] Seja D € Div(X)
(a) Seja D' € Div(X) tal que D ~ D'. Entao ¢(D) = ((D') e grauw(D) = grau(D’).
(b) Se grau(D) < 0, entdo (D) =0
(c) Se grau(D) = 0, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) D ¢ principal.

(2) ¢(D) = 1.

(3) ¢(D) = 1.
Definicao 1.4.14. O género g da curva X se define como

g := maz{grau(D) — {(D) + 1 : D € Div(X)}.

Proposigao 1.4.15. [26, Teorema 10.4.6] Seja X < P? é uma curva nao singular projetiva de
grau d. Entdo

g %(d— 1)(d-2).

Teorema 1.4.16 (Teorema de Riemann). [25, Teorema 1.4.17] Seja X uma curva de género
g. Para D € Div(X), entio £(D) = grau(D) + 1 — g. Além disso, existe ¢ € Z tal que para
qualquer divisor D com grau(D) = ¢, {(D) = grau(D) + 1 — g.

Definigao 1.4.17. Um divisor W € Div(X) € chamado candnico se
grau(W) =29 —2 e (W) = g.

Teorema 1.4.18 (Teorema de Riemann-Roch). [25, Teorema 1.5.15] Dado um divisor D €
Div(X), entdao

((D) = graw(D) + 1 — g+ (W — D)
onde W € qualquer divisor canonico.

Teorema 1.4.19 (Teorema de Clifford). /25, Teorema 1.6.13]

1
Para todo divisor D € Div(X) com 0 < grau(D) < 29 — 2 se tem £(D) <1+ §gmu(D).
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Capitulo 2

Semigrupo de Weierstrass

Neste capitulo, introduzimos nocgoes bésicas da teoria de semigrupos de Weierstrass, como
semigrupo Weierstrass em um ponto, semigrupo de Weierstrass em varios pontos, elementos
minimais e conjunto gerador minimal. No caso de um ponto, a estrutura do semigrupo é bas-
tante simples e suas aplicagoes na teoria do cédigo de Goppa sao bem conhecidas na literatura
(ver [25], [26], [12]); para o caso de vérios pontos, os resultados aqui apresentados se devem a
Carvalho e Torres [4] e Matthews [21]; também, como no caso de um ponto, aplicagdes enu-
meraveis na teoria dos codigos Goppa foram obtidas para certo tipo de curvas, ver por exemplo
em [22], [23], [4],][20],[15], [14].

2.1 Semigrupo de Weierstrass em um Ponto

Ao longo desta secao, X denotarda uma curva algébrica, projetiva nao-singular de género g
definida sobre um corpo finito F, de ¢ elementos.

Definicao 2.1.1. Seja S < Ny. Dizemos que S é um semigrupo numérico se satisfaz as
sequintes condigoes:

(i) 0 S,
(i) No\S € finito,
(111) Se a,be S, entaoa+be S.
Os elementos em No\S sao chamados lacunas. O nimero g := #Ng\S € dito de género de S.
Antes de definirmos semigrupo de Weierstrass, precisamos dos seguintes resultados.

Proposigao 2.1.2. Seja P € X uma curva sobre K. Para cada n = 2g existe f € K(X) tal que
(foo) =nP.

Demonstragao. Dado que grau(nP) = 2¢g, uma aplicacao do Teorema de Riemann-Roch garante
que £(nP) = ¢((n — 1)P) + 1. Portanto L((n — 1)P) < L(nP). Consequentemente, qualquer
funcao f € L(nP)\L((n — 1)P) tem divisor de polos nP. O

Definicao 2.1.3. Um nimeron € Ny € chamado de nao-lacuna em P € X se existe uma fungdao
[ e K(X) tal que (f)o, = nP. Caso contrdrio n é chamado de lacuna em P.

Teorema 2.1.4 (Teorema de lacunas de Weierstrass). Sejam X uma curva projetiva ndo-
singular com género g > 0 definida sobre K e P € X. Entdao existem exatamente g lacunas
1 <iy<...<14 cOM
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1n=1e1,<29—1.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.1.2, se n é uma lacuna em P, entao n < 2g — 1.
Veja a seguinte caracterizagao obvia: n € Ny é uma nao lacuna em P se, e somente se,
{(nP) ={((n —1)P) + 1. Considere a sequéncia de F,-espacos vetoriais

F,=L0)c L(P)c---< L((2g—2)P) < L((29g — 1)P).
Com ¢(0) =1 e ¢((2g — 1)P) = g. Pela Proposicao 1.4.10 temos
iP)—4((1—1)P) <1

para todo 1 < i < 2¢g— 1. Portanto existem g —1 nimeros 1 < i < 2¢g—1 tais que L((i—1)P) &
L(iP). Logo existem ¢ lacunas em P.

Finalmente, resta mostrar que 1 é uma lacuna. Suponha que 1 é nao lacuna em P, logo
existe uma funcao racional f € K(X) tal que (f)y, = P, pelo Teorema 1.3.9 (b), temos que
(f")o = nP para todo n € Ny, logo ndo existem lacunas em P. Isso é uma contradigao,
portanto 1 é uma lacuna. O

O Teorema 1.3.9 e o Teorema 2.1.4 garantem a seguinte defini¢ao.
Definicao 2.1.5. Seja P € X. O conjunto
H(P) :={neNy:3f € K(X) tal que (f)p = nP},

¢ um semigrupo numeérico e € chamado de semigrupo de Weierstrass em P. O complemento
G(P) := No\H(P) ¢ dito de conjunto de lacunas de P.

Proposicao 2.1.6. Seja P € X e m € Ny. Entao {(mP) € igual ao nimero de nao-lacunas
menores ou 1guais a m.

Demonstragao. Note que um nimero s € Ny é uma lacuna se, e somente se, ((sP) = (((s—1)P).
Considere a sequéncia de F,-espagos vetoriais F, = £(0) < L(P) < --- < L(mP). Segundo a
Proposicao 1.4.10, ¢(iP)—¢((i—1)P) < 1 paratodo 1 < i < m. Portanto, temos o resultado. [

Definicao 2.1.7. Seja P um ponto sobre uma curva X nao-singular de género g. Dizemos que
P é um ponto Weierstrass se o conjunto de lacunas G(P) # {1,2,...,g}. Caso contrdrio P é
chamado de ponto nao-Weierstrass.

2.2 Semigrupo de Weierstrass em Varios Pontos

Nesta segao, introduzimos a nogao do semigrupo de Weierstrass em varios pontos. Os resultados
aqui desenvolvidos sao devidos a Carvalho e Torres em [4].

Definicao 2.2.1. Seja X' uma curva algébrica projetiva, irredutivel e nao-singular definida
sobre o um corpo finito F, com q elementos. Sejam P, ..., P, pontos F,—racionais distintos
sobre X. O conjunto

H=H(P,...,P,)={(n1,...,n,) e NJ* : 3f e F(X) com (f)oo = Doir, n: P}
¢ dito o semigrupo de Weierstrass de X em Py, ..., P,.

Note que, na Definicao 2.2.1, a estrutura do semigrupo de Weierstrass esta totalmente de-
terminada pela forma em que os pontos P, ..., P, possam ser distribuidos.

Para comecar, vamos adotar a seguinte notagao:
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(i) Para n := (ny,...,n,) € Ng* eie {1,...,m}, definimos o conjunto
Vi (n) :={(p1,....pm) € H(P1,...,Py) :n; = p; e pj < n;Vj # i},
(ii) m; = n—ne;, onde e; € Ni* é o vetor com entrada 1 na i-ésima posigao e 0 nas restantes.
(iii) 1:=(1,...,1) e Ny
(iv) Seja f e Fy (X). Para cada i,1 < i < m, v;(f) denota a ordem de f no ponto P;.

Lema 2.2.2. Sejan € Ni* e suponha 1l <i <m < #F,. Entao (37 n;Py) = (352, ;,;m; P+
(ni —1)P;) + 1 se e somente se VI'(n) # &.

Demonstragao. Seja m € Ni'. Suponha que ((3)7, n;P;) = €372, ;. n Py + (ni — 1) P) + 1,
logo existe f € F,(X) tal que v;(f) = —n; e v;(f) = —n; para j # i, com 1 < j < m. Se
n; = 0, entdo o vetor 0 € V*(n). Se n; # 0, considere ¢; um parametro local no ponto P;, para
1 <j<m. Seja

[ =ait7 P+ e Fy((1))

a expansao local de f no ponto P;. Para satisfazer a implicacao, basta tomar o € F, tal

que o + a; # 0 para todo 1 < j < m que satisfaz v;(f) = 0. Tome a como o inverso

da somatéria desses elementos, esse elemento é diferente de zero pelo fato da cardinalidade e

n; # 0. O elemento f + « garante que V'(n) # ¢J. Reciprocamente, suponha que VI"(n) #

&, logo existe f e F (X) tal que v;(f) = n; e v;(f) = —n; para j # i,1 < j < m, logo

{);)ﬁ(%;n_l njpj)\ﬁ(zz'nzl,j;éi n;Pj + (n; — 1)F;), logo g(ZTzl n;P;) = K(Z;‘n:u;ei n; P + (n; E]
i)+ L.

Seja D € Div(&'). O conjunto
|D}[:={D':0<D'eD~ D'}

é chamado de sistema linear completo. Um ponto P € X é um ponto base do sistema linear
| D | se P € Supp(D’) para todo D’ €| D |. Um sistema linear que nao contém pontos base é
chamado sistema linear livre de ponto base.

Lema 2.2.3. Seja n € Ni' e suponha m < #IF,. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) ne H(P,...,Pp,).

(b) €52 niPy) = L0y Py + (i — 1) P;) + 1 para todo i,1 < i < m.

(c) O sistema linear | ny Py + ...+ n, P, | € livre de ponto base.

Demonstrac¢ao. Primeiramente, vejamos que (a) implica (¢). Seja n € H(Py,..., P,,), entao
existe f € F(X) tal que (f)s = D,ivy niP;. Considere o divisor efetivo (f)o, consequentemente
(f)oo ~ (f)o e supp(f)ew N supp(f)o = & e portanto o sistema linear | ny P, + ... + n, Py | é
livre de ponto base.

(¢) implica (a). Existe um divisor efetivo D tal que D ~ 7" n;P; e supp(D)nsupp(> -, niP;) =
&, logo existe f € F,(X) tal que (f)o = Doimy n: P

(a) implica (b). Sem e H(Py,...,P,), entdao VI"(n) # & para todo i € {1,...,m}. Pelo lema
anterior temos que £(3;7", n;P;) = (3 n;jP; + (n; — 1)P;) + 1 para todo i € {1,...,m}.

j=1,j7#i
(b) implica (a). Seja fi,..., fm € Fyo(X) tal que v;(f;) = —n; e v;(f;) = —n; se j # ¢, com
i,j € {1,...,m}. Vamos provar que existe uma m-tupla (o, ..., a,) € F;* tal que o divisor de
polos de f = >, a;f; ¢ exatamente Y )", n; P;. Considere para cada i =1,...,m o parametro

local t; em P; e a representacao local de f; em P,
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fi=aigt? V) e T (1))

Sem mudar a notacao, podemos supor que a representacao local de f em P; ¢é

m v;(fi
(Zizl a’iai,j)tj]( ) +...€ Fq(ti)-

Logo
(oo = ET%P@‘ se e somente se Z a;a;; # 0. (2.1)
i=1 i=1
Considere para cadai € {1,...,m}, o subespago vetorial A; gerado pelo conjunto {(f1, ..., Bm) €

Fr i = fie >t Biaiy = 0}, logo dim(A;) = m — 1. Portanto, basta tomar um elemento em
7\ UL, A; para satisfazer (2.1); tal elemento existe pois #F, > m.
]

O seguinte exemplo, foi elaborado por Carvalho e Torres em [4]. Nesse exemplo, eles mos-
tram que a condicao sobre a cardinalidade, é realmente necessaria para garantir a equivaléncia
entre (a) e (b) no Lema 2.2.3.

Exemplo 2.2.4. Seja X uma curva de grau 4 definida sobre F3 e Py, P», P3, Py pontos colineares
sobre a curva X. Logo, {(Py+Po+Ps+P,) = 3 e {(P,4+Pj+P;) =2 para todo1 <i < j <k <4;
mas nao existe uma fungao racional f € F3(X) tal que (f)o = Py + Py + P3 + Py.

A partir de agora, assumimos que #[F, > m.

Definicao 2.2.5. Sejam Py, ..., P, pontos F,—racionais distintos sobre X. Os elementos do
conjunto

G(Py,...,Py) = NNWH(Py,...,P,)
sao chamados de Lacunas de Weierstrass (ou Lacunas) nos pontos Py, ..., Py,.
Corolario 2.2.6. Seja n € Nj'. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) neG(Py,...,P,).
(b) Eziste 1 <i<m tal que (37, niP;) = L0, i ;ni Py + (ni — 1) P).
(c) Eziste 1 <i < m tal que VI"(n) = &.
Demonstracao. O Lema 2.2.2 e o Lema 2.2.3 garantem o resultado. ]

Observagao 2.2.7. Dado um vetor n € Ni', que VI*(n) seja vazio, significa que qualquer vetor
pe N7 comp; =n; e0<p; <n; para todo j # 1,1 < j < m sao também lacunas nos pontos
P,.,PB,.

Se g é o género da curva, o Teorema de Riemann-Roch garante que n € H(Py,...,P,,) se
>t n; = 2g. Consequentemente, G(Pi, ..., P,) é um conjunto finito. Algumas cotas superi-
ores para G(P, ..., P,) tém sido encontradas em termos do género g. Por exemplo, em [17,

Teorema 3.2], Kim provou que, se a caracteristica do corpo base for zero, entdo #G(Py, Py) <
(3g°+9)/2 e que a igualdade é satisfeita se, e somente se, a curva for hipereliptica e P e P, forem
pontos Weierstrass; em [16, Teorema 3.9] Ishii mostrou que #G(Py, Py, P3) < g(7¢* + 69+ 5)/6
e teremos a igualdade se, e somente se, a curva for hipereliptica e P, e P, forem pontos Wei-
erstrass.
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Definicao 2.2.8. Sejan € N, dizemos que n é uma lacuna pura em Py, ..., P, se K(Zj n;P;) =
0 iy + (ng — 1)P) para todo i € {1,...,m}. Denotamos o conjunto de lacunas em
Pl,...,Pm pOTG()(Pl,...,Pm)

A nogao de lacunas puras foi introduzida por Homma e Kim em [15]. Observe que cada
coordenada de uma lacuna pura é necessariamente um inteiro positivo ja que 0 € V*(n;). Em
[15] foi provado que #Go(P1, P2) < g(g — 1)/2 e estudadas propriedades interessantes entre
lacunas puras e coédigos Goppa num ponto.

Lema 2.2.9. Seja n € Nj'. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) neGo(P,...,Pp).

(b) V"(n) = & para todo i,1 <i < m.

(¢) L5 niFy) = (52, (ny — 1) ;).

Demonstragao. (a) implica (b). Definicao de Go(P, ..., Py,) e Lema 2.2.2.
(b) implica (a). Lema 2.2.2 e contra—reciproca do Lema 2.2.3.
(¢) implica (a). Para todo 4,1 < i < m, temos que K(Z]_l(n] DPy) < Q0L jm P+ (ni —

DR) < (X5 F)), logo K(Z _1(% DPy) = L ey By + (i = DB = L5, 0y P)
para todo 7,1 <7 < m. Portanto ne Go(P,..

(a) implica (¢). Por contra-reciproca. Seja f € LX), n;P)\L(XTL (n; — 1)P;), entdo
existe 1,1 < i < m tal que v;(f) = —n; e vi(f) = —n; para Jj # 1, 1 < j < m. Logo
fe E(Z] VG PONL(52 i i Py + (ni — 1) By). Portanto m ¢ Go(P, ..., Pr).

]

Definicao 2.2.10. A gonalidade de X é o menor inteiro positivo t tal que existe um sistema
linear de grau t com dimensao 1.

Corolario 2.2.11. Seja n € Nj".
(a) Sene€ Gy(Py,...,P,), entio n; € uma lacuna em P; para cada i,1 < i < m.
(b) Se]_EH(Pl,...,Pm), entao GO(Pla---7Pm> :@

(¢) Seja n € N™ tal que a gonalidade de X sobre F, é pelo menos 1+ " n;. Entio n €
Go(Pr, ..., Pn).

Demonstragao. (a) Seja n € Go(P, ..., Py). Pela Observagao 2.2.7, para qualquer vetor p €
Nj'comp;, =n;ep; <njsej#i,1<j<m,setemquepe G(Pl,...,P ). Em particular
0,...,n4,...,0)€ G(Py,...,Py,), logo nleG( ») para todo 4,1 < j <

(b) Suponha n € Go(Py,...,P,) e sejan; = min{n; : 1 < j < m}. Como V' (n) = J para
todo 7,1 < i < m, o Lema 2.2.9 garante que (n;,...,n;) € G(Pi,...,P,); consequente-
mente, a Observagao 2.2.7 e o fato que n; > 1 garantem que 1 € G(P, ..., P,,), mas isso
contradiz nossa hipdtese sobre o vetor 1.

(c) Seja D := >, t;P; tal que a gonalidade de X ¢ o grau(D) = t. Por hipSteses temos que
>iring < 30 n+ 1 <t, e dado que ¢(D) = 1, nos devemos ter que n € G(Py, ..., Py)
ou caso contrario terfamos que a gonalidade de X é >y ny, logo (372, n; P;) = 1. Como
n; = 1, obtemos que £(3.7",(n; — 1)P) = 1, logo £(37, n;P) = (371, (ny — 1))
Portanto n € Go(Py, ..., P,).

[
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Exemplo 2.2.12. [}, Exemplo 2.7] A cota anterior sobre a gonalidade de uma curva no co-
roldrio anterior nao pode ser melhorada como mostra o sequinte exemplo. Seja X a curva de
Fermat de grau r = 2,

X' +Y' + 7" =

definida sobre F,, tal que char(F,) ndo divide r e X(F,) # &. E conhecido que a gonalidade
de X sobre F, é r — 1. Suponha que r divide ¢ — 1 ou r divide g + 1, entao vamos provar que
existem v — 1 pontos Fy-racionais tais que 1 € Ng_l pertence ao semigrupo de Weierstrass de
tais pontos.

Seja v = X/Z ey = Y/Z fungées racionais sobre X. Sejam by,...,b. as raizes de
Y"+1=0eP, :=(0:b:1). Entao P, é um ponto F,-racional de X para cada 1 < i < r.
Seque-se que

(#) = X Bi = P € (y = bi) = 7P — P,

onde Py € o unico ponto no infinito de X. Em particular

(%) - e-nr -z,

x
portanto 1€ H(Py ..., P,_y).

Lema 2.2.13. Paran,pe H(P,..., P,), seja q; :== maz{n;,p;} para cadai,1 <i < m. Entdo
q:= <Q17"'7Qm)EH<p1,...,Pm),

Demonstragdo. Seja f,g € Fy(X) tal que (f)o = Do niP; e (9) = Xy piFPi. Para cada
1,1 <1 < m, seja t; um parametro local em P, e

f = CL@,nitj_ni +...€ Fq((tl)), g = bi,,pit;pi +...€ Fq((tz)>
as representacoes locais de f e g em P;. Seja h = hyp := af + 8g com «, 8 € F,. Entao

vi(h) = ¢; se, e somente se, ou n; # p; OU N; = p; € A —y, + b _p, # 0. (2.2)

A dltima condigao é satisfeita para todo i se (a, 3) € IF?I\ U, A;, onde os A; sao espacos
vetoriais de dimensao 1. Dado que F, > m, tal («, 3) existe. Portanto tem-se o resultado.
m

Corolario 2.2.14. Sejan € NJ' e 1 <i < m tais que VI'(n) # . Seja p € Ny tal que p < n;.
Sep:=n;+pe € H(P,...,P,), entione H(Py,...,P,).

Demonstragao. Existe q := (q1,...,q¢m) € H(Py,...,P,) tal que ¢; = n; e ¢; < n; para j # i.
Aplicando o Lema 2.2.13 a p e q, obtemos o resultado. O

Lema 2.2.15. Sejam n,p € H(Py,...,P,) el < j < m tais que n; = p;. Entdo existe
qge H(Py,...,Py,) tal que:

1. q; = max{n;, p;} sen; #p; ei # 7, com1<i<m.
2. ¢ <n;sen;=p; et #7j, com1l<i<m.
3.q;=mn; =0 ouq; <n,.

Demonstragao. Com a notagao da demonstracao do Lema 2.2.13. Seja h :=b; . f —a; n,g €
tome o vetor com coordenadas ¢; := max{—v;(h),0} parai=1,...,m. O
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Corolario 2.2.16. Sejam n € NJ' e 1 <i < m. Suponha que n; € G(Py,..., Py,) e considere
n:=min{peNy:n; +pe, e H(P,...,P,)}.

Entao, qualquer vetor p € NJ' com p; = n ep; <nj oup; =nj =0 paraj #i,1<j<m
também é uma lacuna em G(Py, ..., P,). Em particular, n é uma lacuna em P;.

Demonstracao. Suponha que existe um vetor p € Ni* com p; = n, p; = 0 ou p; < n; para j # ,
com 1 <j<mtalquepe H(P,...,P,). Aplicando o Lema 2.2.15 aos vetores p e n; + ne;,
existe a € Ny com a < n tal que n; + ae; € H(P, ..., P,). Mas isso contradiz a minimalidade
de n. O]

Corolario 2.2.17. Sejam n,i,n; e n como no Coroldrio 2.2.16. Seja p € N tal que p; €
G(Py,...,Py). Seoup; <nj paratodoj #i,1 <j<moup; >n; paratodoj # 1,1 <j<m,
entao

n # min{pe Ny :p; + pe; € H(Py,...,P,)}.

Demonstragao. Suponha que n = min{p € Ny : p; + pe; € H(Py, ..., P,)}. Entao, aplicando
o Lema 2.2.15 a n; + ne; e p; + ne; temos que ou n; + ge; € H(Py,...,P,) ou p; + qe; €
H(P,...,P,) para algum inteiro positivo ¢ < n, contradizendo a escolha de n. O

Para um divisor D = Z;”:l n;P;, a ordem parcial definida em 1.4.1 induz uma ordem parcial
< sobre N, da seguente forma:

n<p<n <p; paratodo 1 <i < m.

Corolario 2.2.18. Sejan € Nj' e 1 < ¢ < m tal que n é um elemento minimal do conjunto
V7(n) com respeito a ordem parcial <. Suponha que n; > 0 e que existe j # i,1 < j < m, tal
que n; > 0. Entao

(CL) ’I’LiEG<P1,.‘.,Pm).
(b) n; :==min{p e Nj* : n; + pe; € H(Py,...,P,)}; em particular n; € uma lacuna em P,

Demonstracao. (a) Suponha que n; € H(Py, ..., P,). O Lema 2.2.15 aplicado a n; e n garante
que existepe H(P,...,P,) talquep; = n;, p; <njep <mparal # 1,7, com1l <[ <m.
O 1ltimo contradiz a minimalidade de n.

(b) Por redugao ao absurdo, suponha que exista p < n; tal que n; + pe; € H(Py,..., Py).
Aplicando o Lema 2.2.15 a n; + pe; e n, juntamente com a hipdtese sobre j # i, temos
que existe g € H tal que ¢ < n e g # n (pois ¢; < n;). Isto contradiz a minimalidade de
n. Portanto n; < p. Consequentemente, dado que n; > 0en e H(Py,...,P,), concluimos
que n; :=min{p € NJ' : n; + pe; € H(Py,...,P,)}. A segunda parte segue-se do Corolério
2.2.16.

m

Lema 2.2.19. Sejam n,i,m; en como no Coroldrio 2.2.16. Entdo £(3 7", n; P+ (n—mn;)P;) <
g+1, onde g é o género de X

Demonstragdo. Se )" n;P;+ (n—n;)P; for um divisor especial, entao (W — (31", n; P;+ (n—
n;)P;)) > 0 para qualquer divisor canénico W. Logo o grau(}.", n;P; + (n — n;)P;) < 2g — 2.
Pelo teorema de Clifford obtemos £(}" | n; P+ (n—n;)P;) < 1+3grau(}", njPj+(n—n;)P;) <
1+ % =g.
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Se > niP; + (n — n;)P; for um divisor nao especial, entao £(>.", n;P; + (n — n;)P;) =
grau(d " n;P; + (n —n;)P;) + 1 — g. Suponha que ((3;", n;P; + (n — n;)P;) > g + 2, entdo
grau(}" n;P;+ (n—n;)P;) = 29+ 1, portanto grau(}," , n;P;+ (n—n; —1)P, — P;) > 2g—1
e pelo teorema de Riemann-Roch (3" n;P; + (n —n; — 1)P; — P;) = grau(}};", n; P; + (n —
ni—1)P;—P;) +1—g, logo (372 nj Py + (n—ni = 1) B) = L35, n P+ (n—ni— 1) P, — P;) +1
para todo j = 1,...,m. Portanto n; + (n — 1)e; € H, contradizendo a minimalidade de n. [

Observagao 2.2.20. Sejam m =2 ei€ {1,...,m}

(a) Dado que (3;_, ;,;miPj) = (X1 j.imi Py — ) + 1, os elementos do semigrupo de Wei-
erstrass em Py,...,P,_1,Pii1,..., P, estao em correspondéncia injetora com os elemen-

tos m; € NJ' tais que n; € H(Py,...,P,,), respectivamente para lacunas Weierstrass em
Pl?"'7Pi*17P’L'+17"'7P’rTL'

(b) Os Coroldrios 2.2.16 e 2.2.18 determinam a sequinte fun¢ao sobrejetora

Qi: {nZENqonnlEG(Pl,,Pm)} — G(PZ)
n; — min{ne N:n; +ne; € H(Py,...,P,)}.

2.3 Conjunto Gerador Minimal

Embora nés saibamos que os elementos do semigrupo de Weierstrass H (P, ..., P,,) possam ser
gerados mediante combinacoes lineares, essa descricao nao resulta ser favoravel para descrever
um possivel conjunto gerador para H(P,...,P,). Assim, o Lema 2.2.13 nos oferece uma
alternativa para gerar novos elementos em H (P, ..., Py,). E neste sentido que, apresentamos,
a partir de elementos minimais, como é possivel construir um conjunto que gera finitamente
o semigrupo de Weierstrass H(Py,...,P,). As ideias desta construgao foram inicialmente
estabelecidas por Kim [17] para o caso m = 2 e posteriormente por Matthews [21] para o caso
geral.

Proposicao 2.3.1. Seja n € N™. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) n é minimal em V' (n) com respeito a < para algum i, 1 <i < m.

(b) m € minimal em VI (n) com respeito a < para todo i, 1 <i < m.

Demonstracao. Basta s6 provar (a) implica (b). Suponha que m € N é minimal em VI*(n)
com respeito a < para algum i, 1 < ¢ < m. Suponha que existe j # i, 1 < 7 < m tal que n
nao é minimal em V7' (n). Entdo existe v € H,, tal que v < n,v # n e v; = n;. Observe que
v; < m; pois do contratiro v € V*(n) contradizendo a minimalidade de n. Aplicando o Lema
2.2.15 a v e n, existe um vetor g € H(P,...,P,) com ¢; = n;,q; < n; e ¢ < ny para todo
k # 7,1 <k < m. Portanto ¢ < m,q # n e q € VI*(n). Isto contradiz a minimalidade de n
em V"(n). Portanto n é minimal em V"(n) para todo j,1 < j < m. O

A partir da proposigao anterior, serd construido um subconjunto gerador para H(Py,. .., Py,).
Para comegar, seja 'y = H(Py). Para 2 <[ < m, definimos

[/ :={neN:n éminimal em Vi(n) para algum i,1 < i < }.

Como consequéncia imediata da proposi¢ao 2.3.1, tem-se o seguinte resultado.

Lema 2.3.2. Para2<l<m, '] € G(P) x --- x G(R).
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Continuando com a construgao, a partir dos conjuntos I'/", serdo determinados conjuntos
I}, para todo 1 < [ < m da seguinte forma: Paral =1, sejal’y = ' = H(P,), para2 <[ < m,
seja

[:=Tui{neN,: (nnw--vﬁik)erz pal“aalgum {i, . im} = {1,...,m}
talquezl<...<zkemk+1="':nz‘m:0

Claramente, I',,, estd determinado por {I'/ : 1 <1 < m}.
Dados w1, ..., u; € Ni', definimos a menor cota superior de uy, ..., u; por

lub{wy,...,w} = (max{uy,,...,uy},...,max{uy,,,...,u,,}) € NI’

Proposicao 2.3.3. Sejam wy,...,u; € H(Py,...,Py,) e 1 <1 <m. Entao lub{uy,...,u} €
H(P.,..., Py).

Demonstracao. Seja qo := lub{ui,us}. Para 3 < i < [, definimos ¢g; := lub{q;_1,u;}. De
acordo ao Lema 2.2.13, go € H(Py,..., P,). Aplicando repetidamente o Lema 2.2.13 obtemos
que q; € H(Py,...,P,) para todo i,2 < ¢ < [. Consequentemente q, = lub{u,...,u;} €
H(Py,...,Py). ]

O seguinte resultado mostra que I, gera H(Py, ..., Py).
Teorema 2.3.4. Se 1 <m < #F,, entao
H(Py,...,Py) = {lub{uy,...,upn} e NIt uq, ... u € 1

Demonstragao. O fato que {lub{wy,...,u,} e Ny :uy,...,u, €'} € H(Py, ..., P,) segue-se
da Proposicao 2.3.3.

Suponha que n € H(P,,..., P,)\I';,. Sem perda de generalidade podemos supor que n €
N™. (De outra forma, existe (n;,...,n;) € N! para algum {i1,...,4,,} = {1,...,m} tal que
iy <---<iden;,, = --=mn; =0eo mesmo argumento pode se aplicar para (n;,...,n;).
Entao, de acordo com a Proposi¢ao 2.3.1, n nao é minimal em V7' (n) para todo i,1 < i < m.
Portanto, existe u; € I',, tal que u;, = n;, u; < n e u; # n para cada 7,1 < i < m. Logo n =
lub{wy,...,u,}, portanto H(Py,..., Py) € {lub{uq,...,um} e NJ' t uq, ..., up € '} O

O conjunto I, é comumente chamado de conjunto gerador minimal, a motivagao principal
deste conjunto surgiu pelos estudos feitos por Kim em [17] para o caso m = 2.

De acordo com o Teorema 2.3.4 e a definigao de T',,,, o semigrupo de Weierstrass H (P, ..., P,,)
estd completamente determinado por {I'/ : 1 < I < m}. Concluimos esta se¢ao com uma ca-
racterizagao dos elementos de I')", 1 <1 < m.

Proposicao 2.3.5. Sejam ne N e 1 <1 < m. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) nel}.
(b)) ne H(Py,...,F) e E(Z;Zl(nj— 1)P;) = E(Z;:Lj# njPj+ (n;—1)P;) para todo i,1 <1 <.
Demonstragdo. (a) implica (b). Suponha n € I'j". Se K(Zgzl(nj - 1)P;) = E(Zézm;ﬁi n; P; +
(n; — 1)P;) para algum 4,1 < i < [, entdo existe v e H(Py,...,P) comov <m, v; <n;—1le
v = ny para algum k, 1 < k <. Mas isto contradiz a minimalidade de n em V}*(n). Portanto
03y (ny = 1)Py) = €3 _, ;i ni Py + (n; — 1) Py) para todo 4,1 < i < 1.

(b) implica (a). Suponha ne H(Py,...,P) e E(Z;Zl(nj —-1)P;) = K(Z;:Lj# n;P; + (n; —

1)P;) para todo 7,1 < i < [. Isto implica que
£ (e + (m = DP) = £(Shy(ny = 1P = £ (zé-j;li, ni P+ (ns = 1)3-)
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para todo i,1 < i < I. Sen ¢ I'/, entdo existe u € H(Py,...,P) com u; = nj,u < n e
u # n. Em particular u; < n; para algum 7,2 < ¢ < [. Assim, existe uma funcao racional
f € E(Zézl’j# njP; + (n; — 1)P;) tal que f ¢ 5(2222 n;jP; + (ny — 1)P;), contradizendo a
hipétese.

O
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Capitulo 3

Semigrupo de Weierstrass na Curva
Hermitiana

Neste capitulo, usaremos os resultados obtidos na Segao 2.3 para calcular o conjunto gerador
minimal do semigrupo de Weierstrass em m pontos para a curva Hermitiana definida pela
equagao afim y? +y = x9*! sobre F 2. As ideais aqui desenvolvidas sdo principalmente devidas
a Matthews e podem ser encontradas em [20] e [21]. Na Sec@o 3.1, vamos nos concentrar no
caso m = 2 e, subsequentemente, na Secao 3.2 estenderemos esses resultados para um caso mais
geral.

3.1 Semigrupo de Weierstrass em Dois Pontos da Curva
Hermitiana

Seja X a curva Hermitiana definida pela equagdo afim y? + y = z?"! sobre Fp2. A curva
Hermitiana é um curva com ¢® 4+ 1 pontos racionais, o que faz dela uma curva maximal, j4
que atinge a cota de Hasse-Weil, e cujos pontos Weierstrass sao exatamente seus pontos IF .-
racionais, veja [9]. Denotamos por Py, := (0:1:0) o ponto no infinito em X e P, := (a: b: 1)
o zero em comum das fungoes racionais x — a e y — b. Os divisores principais de = e y sao:

() = Z Poo =P e (y) = (¢+ 1)(Foo — Po).-

bqu2
b9+b=0

A partir das fungdes z e y, e o fato do género de X ser igual a g = ¢(q — 1)/2, obtém-se o
seguinte resultado.

Teorema 3.1.1. [9, Theorem 3] O semigrupo de Weierstrass para qualquer ponto F2-racional
sobre a curva hermitiana é dado por {(q,q + 1), ou seja,

H(Py) = H(Pw) ={q,q + 1)-

Como consequéncia do resultado anterior, o conjunto de lacunas para qualquer ponto F -
racional sobre X ¢ dado por:

1 2 q—2 qg—1
(g+1)+1 (g+1)+2 o g+ 1)+ (g+2)

z z (3.1)
(¢=3)(g+1)+1 (¢—3)(g+1)+2
(g—2)(g+1) + 1.
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Esses elementos podem ser descritos da seguinte forma.

Se n é uma lacuna para algum ponto Fj-racional sobre X, entao existem unicos t,j € N
tais que n = (t —j)(¢+ 1) +j com 1 < j <t <¢—1. Uma demonstragao deste fato pode ser
obtida a partir da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.2. [2/, Lema 1] Seja n € Z. FEntao n ¢ {(m,p) se, e somenle se, existem
7, t € N tais que n = mp — jm — tp.

Observacao 3.1.3. No diagrama (3.1), considere as diagonais na dire¢ao /. Se rotularmos
as colunas e as diagonais de 1 ate ¢ — 1, percorrendo as colunas da esquerda para a direita e as
diagonais a partir do canto superior esquerdo, o elementon = (t — j)(q¢+ 1) + j estd localizado
entre a j-ésima coluna e a t-ésima diagonal.

Antes de calcular o semigrupo de Weierstrass para dois pontos racionais distintos sobre a
curva Hermitiana, precisamo fazer alguns comentarios.

Na Observagao 2.2.20 (b), vimos que para o caso de vérios pontos existe uma correspondéncia
sobrejetora 6; entre os conjuntos {n, € Nj' : n; € G(Py,..., P,)} e G(P;). Para o casom = 2, a
fungao 0; permite determinar uma fungao bijetora entre os conjuntos G(P;) e G(P,) da seguinte
forma: Considere a funcao

v: G(P) — G(P,B)
n +—  (n,0)

O Corolario 2.2.18 garante que 7y esta bem definida. Definimos agora 3 := 6 0~y

62 G(Pl) - G(PQ)
n +— B,:=min{peN: (n,p)e H(P, P)}.

A injetividade de « e a sobrejetividade de 65 garantem que a funcao S é uma bijecao entre
G(P) e G(P,), portanto G(P2) = {8, : n € G(P,)} e, ainda mais, n = min{p € N : (p, 3,,) €
H(Py, P»)}. Se indexamos as lacunas em P; e as lacunas em P, com o conjunto {1, ..., g} entdo,
a funcdo § implica a existéncia de uma permutagao o do conjunto {1,..., g} tal que 5,, = fo()
para todo 1 < i < g. Denotamos por ['( P, P,) o grafo de 3, isso é

L(Py, Py) = {(ni, Boy) : 1 < i< g} ={(n, Bn) : ne G(P)}.
Observe que o conjunto I'(Py, P2) coincide com a nogao de T';.

Proposigao 3.1.4. [23, Lema 2] Se existe uma permutacio 7 de {1,..., g} tal que {(n;, b)) €
G(Pl) X G(PQ) N H(Pl,PQ) 1 <1 < g}, entao F(P17P2) = {(nmﬁ‘r(z)) € G(Pl) X G(PQ) M
H(P, P):1<i<g}.

De acordo com a funcao [, mencionada anteriormente, podemos apresentar o seguinte re-
sultado:

Teorema 3.1.5. Sejam P, e P, pontos Weierstrass distintos sobre a curva Hermitiana y?+y =
z? definida sobre F 2, entao

Bu-ia+n+s = (@—t=1)(g+ 1)+
para 1 < j<t<qg—1.

Demonstracao. Para comegar, vamos supor que P, = Py e P, = P,. Segundo a Proposicao
3.1.4, basta procurar uma permutacao 7 de {1,..., g} tal que {(n;,3,) : 1 <i< g} < G(P) x
G(P2) n H(Py, P»). Considere o divisor
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(ij—:i) =((t=dg+D)+)P+(¢g—t—1(g+1)+ )P,

com 1 <j<t<gqg—1 Portanto, (t—7)(¢+1)+j,(¢q—t—1)(¢g+1)+j)e H(P, ). Note
também que (¢ —t —1)(q + 1) + j € G(F2). Consequentemente, I'(Py, Po) = {((t —j)(¢ + 1) +
Jlg—t—1)(g+1)+7j):1<j<t<q—1}, oqueprova o teorema para o caso P, = Py e
P, = P,.

Agora, suponha que P, = P,, com P, # Py, e P, = P,,. Existe um. automorﬁsmo » que
fixa Py e leva P, em Py [20]. Entdo podemos usar a fungao racional £ i +1 o ¢ para calcular
B(t—j)(g+1)+j COMO NO caso anterior.

Novamente, suponha que P, = Py, e P, = Py, onde P,, # P.4. Existe um automorfismo ¢
que fixa Pab e leva P.; em P, [20]. Entao, como foi feito anteriormente, podemos usar a funcao
racional £ i 2 o ¢ para calcular a funcao f3. n

Em concordancia com o Teorema 3.1.5, podemos dizer que, para qualquer dois ponto P; e
P, sobre a curva Hermitiana X

. _ ‘ L l<j<tita<qg-—1
+ . _ _ . ) )
rf = (- D+ -0+ I 6

Neste caso, o semigrupo de Weierstrass H(P;, P») estd gerado por:
Iy ={(n,0):ne H(Py)} u{(0,n) :ne H(Py)}uTly.

A partir do Teorema 3.1.5, pode ser calculado a cardinalidade de G(P;, P»), para isso vamos
precisar do seguinte resultado:

Lema 3.1.6. [14, Teorema 1] Sejam Py e P, pontos distintos sobre uma curva de género g > 1.
Entao

#G(Pl,PQ Z n + Z m — #T(Pl,PQ)

neG(Py) meG(Ps)
onde (P, Py) = {(n,m) e G(P1) x G(Py) :n<m e B, > Bn}

Teorema 3.1.7. Sejam P, e Py pontos Weierstrass distintos sobre a curva Hermitiana y?+vy =
9t sobre F 2. Entao

#G (P, Py) = 15(30° — 4g° + 3¢ — 2).

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.5, temos que:

Z n = 2 m =ZZ g—t—1)(g+ 1)+

TLEG(Pl) mEG P2)

i
L

t(t+1
tP —t2q— 12—t + ( )

o+
Il
—_

1
= (' - - +a).

6

Agora, calcularemos #r(P;, P,). Fixados 1 < j <t < ¢— 1, queremos contar todos os pares
(', 7") tais que

=g+ +j< =i g+1)+J (3.3)
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6(t - (g+1)+5 = 515’ ") (g+1)+5"

Note que B—j)g+1)+5 > Bw—in(g+1)+5 € equivalente a

' —t)(qg+1)>j5 —j. (3.4)

Primeiro, considere o caso t = t'. Portanto (' —t)(¢+ 1) = 0, a fim de satisfazer (3.4), deve-se
ter que j > j'. Portanto existem j — 1 pares que satisfazem (3.3) e (3.4).

Agora suponha que ¢ > t'. Entao (t' —t)(¢+ 1) < 0. Portanto, para satisfazer (3.4), j' deve
satisfazer 7/ < j. Nao obstante, j'—j > —g+2pois1 < j,j' < g—1ledadoque 1 < t,t' <q—1,
obtemos que (' —t)(q + 1) < —¢* — ¢ o que implica que nio pode ser satisfeito (3.4).

Resta considerar o caso t' > t. Aqui, (3.4) sempre é satisfeita ja que 7' —j < ¢ — 2 <
(' —t)(g+1). Se j' < j,entao tq+t—jqg<t'q+t — j'qe portanto (3.3) é satisfeita também.
Se 7' = j, entao (3.3) é satisfeita somente se t — j <t — j'. O nimero de pares com t' > ¢ que
satisfazem (3.3) e (3.4) é > /- le’ (t—j)(g—1-1).

Assim,
*1t —
#r(Py, Py) =ZZt—y+Zz—t— (q—1-1)
t=1 j=1 i=t+1
q—
-1 t(t+1 . .
22215—]4— q ) <2 )—tq+t+t2+jq—j—]t
t=1 j=1
-1 t 9 2
t t
= ZQ__Q ————— tq + 2t + 2 + jqg — 25 — jt
Lilig T2 22
t=1j=1
q—1 2
— t(q——l) 124
= 2 2
(7 N\ (ala=D\ g (ala=1)2¢-1)
2 2 2 6
q
ZE(q3—7q+6)
Portanto,

#G (P, ) Z n + Z m — #r(Py, Py)

neG(Py) meG(Py)

q
—(¢* —Tq +6)

1
(A 32
3(q ¢ —¢+q) — 1

1
= —(3¢" — 4¢° + 3¢> — 29).
12
m
Na verdade, o Teorema 3.1.5 nos permite, nao somente calcular a cardinalidade de G(P, P),
mas também determinar o conjunto G(Py, P,). Para comegar, vamos fixar a seguinte notagao:

Para a,b € Ny, escrevemos o intervalo [a,b] como {c € Ny : a < b} e [a,b] x [s,t] para
denotar {n e NZ:a <nj; <bes<ny <t}
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Seja S = {n € N2 : n; +ny < 2g — 1}, portanto G(P;, ) < S. Considere ¢ — 1 € G(P,).
Pelo Teorema 3.1.5, 8,1 = ¢ — 1. Dado que (0,q), (0,q + 1) € H(Py, P»), podemos aplicar o
Lema 2.2.13 para obter (¢ — 1,q),(¢ — 1,q + 1) € H(P, P,). Aplicando novamente o Lema
2.2.13 temos (¢,q),(q,q +1),(¢ + 1,9),(¢ + 1,¢ + 1) € H(P,, ). Assim, o bloco B,_; =
[¢—1,q+1]x[g—1,q+1] € H(P,, P,). Agora considere ¢—2 € G(P), logo ;-2 = 2¢—1. Dado
que B,_; estao contidos em H (P, P») e (¢—2,2¢—1),(0,2q), (0,2¢+1),(0,2¢+2) € H(P,, ),
o bloco de tamanho 4 x 4 B, = [¢ — 2,9+ 1] x [2¢ — 1,2¢ + 2] < H(P,, P»).

Prosseguindo com o processo acima, cada lacuna em P; da forman =q—17,1 <i<qg—3
gera um bloco B,, de tamanho (i + 2) x (i + 2).

Considere agora 2 € G(P;). Do Teorema 3.1.5, temos 3 = ¢*> — 2q — 1. Aplicando o
Lema 2.2.13 como foi feito anteriormente, temo um “triangulo” By com ¢(q¢ — 1)/2 elementos
em H(P;, P») nS. Finalmente, como f; =2g — 1 e (1,29 — 1) ¢ S, nao precisamos considerar
B

Dando prosseguimento, considere (3, para qualquer lacuna n em P; que nao esteja na pri-
meira coluna do diagrama (3.1). Paran = (t —j)(¢+1)+je G(P),3 <j <t <q—1, temos
um bloco B, € H(P,,P,) nS. Paran = (t—2)(¢+1)+2€ G(P),2 <t < q— 1, chegamos
em um “tridngulo” B,, contido em S n H(Py, P;) com ¢(q — 1)/2 elementos. Entao, de acordo
com a nogao de I'; e o Teorema 2.3.4, todos os elementos de S n N2 que nio estejam em algum
bloco B,, para algum n € G(P;) sdo lacunas nos pontos P; e Ps.

Teorema 3.1.8. Sejam P, e P, dois pontos Weierstrass distintos sobre a curva Hermitiana
y?+y = a9t sobre Fp2. Entdo o conjunto e lacunas em Py e Py €

G(P,Py) = S\[H(P) x {0} u{0} x HP) u{B,:n=(t—j)g+1)+j2<j<t<q-—1}]

Baseados nestes resultados Homman e Kim calculam Gy (P;, P») para qualquer par de pontos
Py e P, sobre uma curva Hermitiana [15, Proposigao 4.2].

Exemplo 3.1.9. Seja X a curva Hermitiana definida por y° +y = 2% sobre Fs2. Dado P € X
Fs2-racional, temos que o conjunto de lacunas em P é:

1 2 3 4
7 8 9
13 14

19

Sequndo o Teorema 3.1.5, para qualquer dois pontos Fsz2-racional distintos Py e Py, em X, temos
que

Iy ={(1,19),(7,13),(2,14),(13,7),(8,8),(3,9), (19, 1), (14, 2), (9, 3), (4,4)}.

Vamos aplicar o Lema 2.2.13 para calcular os blocos e “triangulos” correspondentes para cada
lacuna n. Na primeira iteragdo temos: os blocos By = [4,6] x [4,6], B3 = [3,6] x [9,12] e
o “triangulo” By definido pelos vértices (2,14), (5,14) e (2,17); na sequnda itera¢ao, obtemos
0 bloco By = [9,12] x [3,6] e o “ triangulo” Bs definido pelos vértices (8,8),(8,11) e (11,8)
e, finalmente, na terceira iteragdo, temos o “triangulo” By com vértices em (14,2),(14,5) e

(17,2).
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Figura 3.1:

Os pontos na Figura 3.1, representam os elementos do semigrupo de Weierstrass H(Py, P;)
sobre dois pontos da curva Hermitiana y° +y = 2% definida em Fs2 sobre a regio {(ni,ns) €
NZ:0 < ny,ny < 20}. Os pontos nao marcados no grdfico sio lacunas em Py e Py. O segmento
no grdfico, estd definida pela equacao x +y =19 com 0 < z,y < 19.

3.2 Semigrupo de Weierstrass em montos Colineares so-
bre a Curva Hermitiana

Novamente, seja X a curva hermitiana definida pela y? + y = z7"! sobre Fp2. Nesta se¢o,
vamos calcular o semigrupo de Weierstrass em varios pontos da curva X. Para isso, precisamos
fixar algumas ideias.

Para cada a € Fp, existem ¢ elementos ba, b3, ..., by1 € Fpe tais que b + b; = a?™! para
todo 2 <i < ¢+1 [25, Lema 6.4.4]. Seja P, o zero em comum de x —a e y —b e Py 0 ponto no
infinito em X. Considere a notacao seguinte Py = Py, Po = FPuy,, P3 = Py, ..., Pyi1 = P,
Para 1 <m < q+1,seja H(Py,...,Py).

Como na segao anterior, os divisores principais para x — a e y sao

bg+1-

q+1

(x_a):ZPabi_qPoo e (y)=(¢+1)(FPo— Px)

Considere também, para 2 < i < ¢ + 1 as fungbes racionais hg, = y — b; — af(x — a).
Segundo [19], o divisor principal de hgp, é

(hav,) = (g + 1) (Pap; — Pro).

Para determinar o semigrupo de Weierstrass sobre os pontos Py, P, ..., P,,, precisamos
estabelecer I',,, 1 < m < ¢ + 1. Para isso, vamos determinar os conjuntos I', 1 < I < m.

Por definigao I'f = H(P;). O caso I's foi descrito em (3.2).

Para determinar I' |3 < m < ¢ + 1, devemos considerar a seguinte notacao: Dados 1 <
m<q+1,te N"e jeN, definimos

;= (L —7)qg+1)+5, =) g+1)+35,...,(tm —4)(g+ 1) +j) e Ng.
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Note que, se 1 < j <t; < q— 1 paratodo 1 <17 < m, entao
ngj € G(P)) x -+ x G(P,,).

Procuramos que o conjunto formado pelos n; ; realmente determinam o conjunto gerador
minimal para o semigrupo de Weierstrass H (P, ..., Py,).

Teorema 3.2.1. Sejam a € F2 e Py = Py, Py = Py, P35 = Papy, ..., Pyy1 = Papyyyr ¢+ 1
distintos pontos F 2—racionais sobre a curva Hermitiana X definida pela equagdo y?+y = x4+
Para2 <m<qg+1,

v o i ti=q+ (m=1)( - 1),
L {nt’]EN T1<j<t;<q—1paratodol <i<m |’

Em particular, o semigrupo de Weierstrass H(Py, ..., Py,) é gerado por
neN™: (nil,...,nil)znt,jeffeniHl:---:nim:O
O paraleN e {iy,...,im} ={1,...,m} '

A demonstracao do teorema 3.2.1, é um prova por inducao sobre m. Devido a sua extensao, a
prova deste teorema serd dividida em duas grandes etapas, que por sua vez, serao desmembradas
numa série de lemas técnicos. A primeira destas etapas, procura mostrar que S,, < I'},
subsequentemente, na segunda etapa, serd provado que I'}) < S,,,.

Para comecar, vamos estabelecer uma notacao. Para 2 < m < ¢ + 1 considere o conjunto

- m. i ti=q+ (m—1)(j—1),
Sm._{nt’JEN l<y<t;<g—1lparatodol<i<m |’

Para 2 < i < ¢+ 1, seja h; := hg, € Fp2(X) como anteriormente se definiu, portanto
(hi) = (¢ + 1)(F — P1).

FEtapa numero 1.

Lema 3.2.2. Seja ng; € N™ tal que 3" ti=q+(m—1)(j—1) el <j <t; <q—1 para todo
1 <i<m. Suponha u e Ny tal que:

(a) u < ny;,.
(b) wy = (ty = j)(g+ 1) + .
(c) Existe ke Nk > 1 tal que j >k e uy, = (t, — J)(qg+ 1)+ j — k.

Entao, os vetores

V= ((tl +tm *] - kﬁ)(qu 1) + k,UQ,---,'Um_l) € N’gl—l’

N m—1
W = Mty 41—t it L4 ksts—jthrtm1—j+E)k € No
satisfazem que v < w ev # w e w € Sy,_1, onde v; = maz{u; — (j —k),0} para 2 <i<m—1.
Demonstracao. Note que

vwevFw,
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poiswy = (t1+tm—7—k)(g+1)+k = vy, wy = (ta—j+1)(q+1)+k > (t2—7)(¢+1)+5j—(j—k) =
up— (j— k) ew; = (i~ g+ V) +k=(ti—)g+1) +j— (G —k) >u—(j— k) para
3<i1<m-—1

Além,

w e Sm—la

dado que ty+t,,—j+to—j+1+k+303 =g +k) = Y0 =2+ 1+k—3 S 1+ kY 1 =
g+(m—=1)(j—-1)=2j+1+k—jm—3)+k(m—3) =q+(m—-1)(j—1)—j(m—1)+k(m—2)+1 =
g+k(m—2)—(m—1)+1=qg+(k—1)(m—2),como j >k, k<to—j+1+k<ty<qg—1,k<
ti—jthk<ti<qg—lparad<i<m-lek<j<ti+t,—j=>r ti—>r'ti—j<
g+m-1)G-1)=-m=2)j-1)-j=q+(-1)—-j=q-1 O

Lema 3.2.3. Sejam >3 eng; € N™ tal que 3,)"  t; =g+ (m—1)(j—1) el <j<t; <qg—1
para todo 1 < ¢ < m. Suponha uw e N’ tal que:

(a) u < ny,.
(b) ur = (tr—j)(g+1)+J.
(¢c) Eziste ke Nk =1 tal que j <k e uy = (tm —J)(g+1)+j— k.
Entao, para o vetor

vi=((ti+tm —25)(q+ 1)+ j,us, ... Um—1) € NG,
eviste 2 <1< m — 1 tal que o vetor

R . ) m—1
W 2= Mty +tm—jgita,ta. o tiz1,tit L i1 eensen. tm—1),d € NO ’
satisfazv <w ev#w ewe S, 1.

Demonstracao. Note que existe 7,2 < ¢ < m — 1, tal que t; < ¢ — 1, pois, caso contrario,
terfamos que, para todo 1 <i<q—1,t; =q¢— 1, logo
2 <ti+ty =D ti—>"
=g+ (m-1)G-1)—(¢g-1) 3"
=q+(m—=1)0—-1) = (¢g—1)(m—-2),
em seguida
2j—(m—=1)j <q—(m—1)=(m—-2)g+ (m—2)
—j(m=3) <q¢—1-(m-2)q
—j(m—-3) <—q(m-3)—-1
(¢g—j)m—=3) <-L
A desigualdade anterior somente é satisfeita se m < 3, o que contradiz nossa hipdteses sobre

m. Portanto, existe 1,2 < i < m —1com t; < ¢ — 1. Sem perda de generalidade, podemos
supor que ¢ = 2, Considere o vetor

W = Nty +tmm—jta+1ts, tm1),]"
Note que
v<wev#w,

pois wy = (b1 +ty—27)(q+1)+j = v, wo = (o +1-7)(g+1)+j > (t2a—J)(g+1)+j = v2 = uy,
ew; = (t; —j)g+1)+j=u; =v;, paratodo 3<i<m— 1.
Note também que
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w € Sm—l

pois j < t1+tm—j < q—1, (bi+tm—j)+(L+ 1)+ 27050t = 27 ti—j+1 = g+ (m—-2)(j-1),
J<ty<ty+1<q—1,ej<t;<q—1,paratodos,3 <t<m—1. O

Proposicao 3.2.4. Para2<m<q+1, 5, <T}.
Demonstracao. Vamos provar que S,,, € I'! por indugao sobre m. Por (3.2) temos
F;:{nt,jeNQ:t1+t2=q+j—1,1<j<t1,t2<q—1}252,

o qual resolve o caso m = 2. Agora, prosseguimos por indugao sobre m > 3. Suponha que
S, paratodo2 <l <m-—1.
Vejamos que S,, < I'}. Seja ny ; € Sy,. Entao

—q)d—i+1 m ) .
<hf2*1+1(ht3*3’+1__htmfj+l) = Z¢=1((ti —J)g+1)+ )P
2 3 m 0

Portanto n. j € H(Py, ..., Py).
Para mostrar que ny; € I')} | é suficiente provar que n; é minimal em V{*(n. ;). Suponha
que nao é minimal em

VT (1e5).

Entao existe w € H(Py,...,Py) com u; = (t; —j)(¢+ 1) + j,u < nj e u # ngj. Seja
feFpa(X)tal que (f)o = w Py + -+ + upPp. Dado que u # mnyj, existe 2 < i < m tal que
< (ti—7)(¢ + 1)+ j. Sem perder generahdade, podemos supor que ¢ = m. Portanto

U = (tm = )+ 1)+ — &

Para algum k£ > 1. Dois casos para considerar:

(1) j>k
(2) 1<k
Caso (1): Suponha j > k. Entao
(i (@ = a) ™) = (b1 + t — = k) (g + 1) + k)P + 370" max{u; — (j — k), 0} P.
Portanto,
=((ti+tm—7—k)(g+1)+ kv ...,0m1)€ H(Pr,...,Pp_1),
onde v; = max{u; — (j — k), 0} para 2 < i < m — 1. Considere o vetor

W 1= Nty 4ty —jto—j+1+ktz—jtk,..tm1—j+k),k-

O Lema 3.2.2, garante que v < w,v # w e w € S,,_1, Portanto, pela hipdteses de indugao,
temos que S,,_1 € I |, logo w € I} _|. Pela Proposicao 2.3.1, w é minimal em V" *(w), e
dado que v € V" !(w), temos uma contradi¢do. Portanto o caso (1) ndo pode acontecer.

Caso (2): Suponha que j < k. Entao

(fhig =)o = (i + tm — 2j)(q + 1) + j)Pr + Zz 2 il
o que implica que
= ((t1+tm—2j)(q+1)+],u2,,um,l) EH(Pl,...,Pm,1>.

O Lema 3.2.3 garante que existe 7,2 < i < m — 1 tal que o vetor
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W = Mty Aty —jitats,stizt,tit Ltig 15estm—1),3

satisfaz que v < w,v # w e w € S,,,_1. Pela hip6tese de indugao, temos que w € '), _;, logo

pela proposicao 2.3.1 w é minimal em V7" (w), mas v € V" (w) gerando uma contradico.
Portanto o caso (2) ndo pode acontecer.

Dado que os casos (1) e (2) geram ambos uma contradi¢do, concluimos que m, ; é minimal
em V7' (n, ;). Portanto, pela definicao de I')}, temos que ny ; € I}, Consequentemente

+
Smcl.
O
FEtapa nimero 2.
Para comegar, vamos estabelecer a seguinte convengao: Dado v := (vy,...,v,) € Z™, seja
vt = (vyy,...,v;) € Nlonde i) <--- <4 ev; >0 se, e somente se, i = i, para todo 1 <7 < ;

isto é, v é o vetor formado por v eliminando cada coordenada de v menor ou igual a zero.

Lema 3.2.5. Sejan := ((t; —j1)(q+ 1) + j1, (ta — o) (¢ + 1) + Joy oo, (b — Gn) (@ + 1) + Jim),
com 1 < j; < q—1 para todo 1 < i < m. Suponha j, = mdz{j; : 1 < i < m} e considere
we NI tal que:

(a) w =< (ny + (t — Jom + D)(q+ 1), 19, .., pp_1).
(b) uy > ny.

(¢) ug — (ty — jm + 1)(g + 1) = 0.

(d) us = ns.

(e) Existe 1,2 <1 <m—1 e algum (T;,,...,T;) e j' satisfazendo 1 < j' < T;
1<r<ledl Ti=q+(1—1)( —1) tal que

< q—1 para

T

+

u T

= n(TZ il)nj/'

-
Entao o vetor

v = (U — (b — Jm + D)(q + 1), uz,us, - ooyt (b — Jm + J2 — J2) (¢ + 1) + J2),
satisfaz v <n ev’ € S; 1.

Demonstracao. Dado que u; > ny > 0 e us = ny # 0, temos que i1 = 1 e iy = 2. Consequente-
mente

(Ty =) g+ 1)+ = wiy, = ug = (ta — jo)(q + 1) + 2

o que implica que (¢ + 1) | jo —j'. Como —(¢ — 1) < jx — 7’ < ¢ — 1, concluimos que j» = j' e
portanto T, = t,. Logo

u+ = n(T17T27Ti37---7Til)7j27 (35)

w = (T;, —jg2)(g+ 1) +j2 se 1<r<l
" 0 se l+1<r<m-1"

N+L+T,+ - +T,=q+(—1)(ja—1) ejo<T;, <qg—1paratodo 1l <r <I.
Por (¢) temos que uy — (ty, — Jm + 1)(¢ + 1) = 0. Como ¢ + 11 ja, segue-se que uy — (t,, —
Jm + 1)(g + 1) > 0. Agora, considere o vetor
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vi= (U — (b — Jm + 1)(q + 1), u2,us, . .., U1, (ty — Jm + J2 — J2) (g + 1) + J2).

Note que v < n, pois u; < ny + (ty + Jm + 1)(¢ + 1), entdo v; < ny, v; = w; para
todo ,2 <t <m—1,e vy, = (tn — Jm)(@+ 1) +jo < (b — Jm)(g + 1) + Jjm = Ny, pOiS
Jm = max{j; : 1 <i<m}.

Vejamos que vt € S;,1. Note que v pode-se escreve da forma

+

UV = Wt +im—1,T2,Tiy .., Ti) st —Gm+32) 2

Portanto, (T} — ty + jm — 1) + To + Tiy + - + Ty + (tm — G + J2) = S0 Ti + jo — 1 =

+ (=D~ +Ge—1) =q¢g+1l(ja—1), jo < T, <q—1paratodo2 <7 < Ie,

T1 — (tm — Jm) — 1 < g — 1. Além disso, se T} — (ty, — jm) — 1 < Jjo, entdo uy — (t, —

Jm + D)@+ 1) = (T1 — jo — (tm — Jm + 1))(¢ + 1) + j2 < 0, contradizendo o item (c), logo
Jo < Ty — (tm — jm) — 1 < Ty < g — 1. Portanto v* € Sp41.

L]

Observagao 3.2.6. A descrigao do vetor u™ em (3.5), é uma expressio que constantemente
serd utilizada no decorrer da etapa numero 2. Por isso, enfatizamos nela.

A partir deste momento, os proximos lemas desta etapa, vao assumir essa erpressao sem
necessidade de justificativa ou reconstrucao.

Lema 3.2.7. Sejan := ((t1 —j1)(q+ 1) + j1, (ta — jo) (¢ + 1) + Joy o+, (b — Gn) (@ + 1) + Jin),
com 1 < j; < q—1 para todo 1 < i < m. Suponha j,, = mdz{j; : 1 < i < m} e considere
u e N~ -1 tal que:

(a) w < (N1 + (tyy — jm + 1)(q+ 1), 12, ..., Npp1).

(b) uy > ny.

(C) J1 <t

(d) uy — (ty, — jm +1)(g+1) < 0.

(e) uy = no.

(f) Eziste 1,2 <1 <m—1 e algum (Ty,,Ts,T;,, ..., T;,) satisfazendo 1 < jo < T; < q—1 para
l<r<lefi+Ta+Ty+ - +T, =q+ (1 —1)(ja—1) tal que

+

U = N1, 1,T;,...T5)) ja

Entao o vetor

=((ti—g1+7d2—1—=Jo)(qg+ 1)+ jo,ua, ..., umer, (Th — t1 + 51 — J2)(¢ + 1) + j2).
satisfaz v < m,v #n e vt € .

Demonstracao. Observe que v < m, pois vy = (t1—j1—1)(¢g+1)+j < (t1—7j1—1)(g+1)+(g+1) =
(t1 —j1)(g+1) < (t1 —71)(g+ 1) + j1, v; = u; < v; para todo 2 < i < m — 1, e dado que
uy < (tm — jm + 1)(¢ + 1), temos que (T} — j2)(q + 1) + jo < (tm — jm + 1)(¢ + 1), logo
(Ty — j2)(g+ 1) < (tm — Jm + 1)(¢ + 1); consequentemente (77 — jo) < (L — jm + 1) €
portanto (T1 —t1 + j1 — jo)(qg + 1) + jo < (Th — J2)(q¢ + 1) + jo < (tm — Jm)(@ + 1) + Jm,
concluindo que v,, < n,,. Logo v < n. Além, temos que n; # wv; pois de outra forma
(t1 —j1)(g+ 1)+ j1 = (t1 —j1 — 1)(¢ + 1) + jo e portanto ¢ + 1 | j; — j2, mas isto contradiz o
fato que —(¢ — 1) < j; — jo < ¢ — 1. Portanto v # n.

Vejamos que v+ € Sip1. O fato que j; < t, garante que v; > 0 e portanto v+ e N+,
Observe que vt pode-se escrever como
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+

V' = Nty —j1+joa— 112, Tsg ... T5) Ti—t1 1) 2 -

Note que (t;—ji+joa—1)+To+ 30 Ti+(Ti—t1+51) = So_ Tin+ja—1 = q+(1—1)(jo—1)+ (jo—
1)=q+1(ja—1),jo <T;, <q—1paratodo2 <r <l,eT)—(t1—7) <T) < qg—1. Além disso,
Ja < T1—t1+71, caso contraio terfamos (T} —t;+j1—Jjo2)(¢+1) < 0; como —(¢—2) < jo—7j < q—2,
entdo (11 —t1+ 71 —jo)(g+ 1)+ j2— 7 <0,logo (11 —72)(q+ 1)+ jo < (t1 —j1)(g+ 1) + 7,
contradizendo o fato que ny < u;. Logo vt € Sj,;.

]

Lema 3.2.8. Sejan := ((t; —j1)(g+ 1) + j1, (ta — jo) (@ + 1) + Jos o o, (b — Gm) (@ + 1) + Jim),
com 1 < j; < q—1 para todo 1 < i < m. Suponha j,, = mdz{j; : 1 < i < m} e considere
u € Ng”_l tal que:

(a) w < (ny + (tm — G + D(q+ 1), 19, .., 1.
(b) uy > ny.

(c) uy — (t, — jm +1)(¢+ 1) <O.

(d) uy = ny.

(e) Existe 1,2 <1< m—1 ealgum (T1,,T5, T, ..., T;) satisfazendo 1 < jo <T;
I<r<lelh+To+T,+---+T,=q+ (1 —1)(ja — 1) tal que

< qg—1 para

(o

+

u = n(T17T27Ti37"'7Til)7j2'

Entao o vetor

vi=(0,uz,...,Un 1, (T;; —j2)(g+ 1)+ jo).
satisfaz v < n,v #n evt € 9.
Demonstracao. Novamente, note que v < newv # n,jaquev; = 0 < ny, v; = u; < n; para todo
i,2 <i<m—1,edado que u; < (ty—Jm+1)(¢+1) implica (77 —7j2)(¢+1) < (tm—Jm+1)(g+1),

segue-se que 11 — jo < (tm — Jm), 10go (T = j2)(q + 1) + jo < (tm = jm)(q + 1) + Jim-
Vejamos se v € S;. Observe que v* pode-se escrever como

+

V=M1 Ty, T, Th) do

Logo, jo < T;, < q—1paratodor, 1 <r<ledl T =q+(l—1)(jy—1). Portanto v* € S.
[
Proposicao 3.2.9. Para2<m<q+1,I'} <5,,.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que I')) < S,, por indugao sobre m. Novamente, a expressao
(3.2) resolve o caso m = 2. Portanto, vamos prosseguimos por indugao para m > 3. Suponha
IS para2<l<m-—1.

Por contradigao, suponha que existe n € I'}\S,,. Portanto existe f € F2(X) com divisor
de polos (f)w = n1 Py + -+ - + nyPp. Pelo Lema 2.3.2,

nell cG(P) x - xG(Py).
Assim,

n=((ti—j)(qg+1)+j1,(ta—J2) (@ + 1) + Jo, ooy (b — Jin) (@ + 1) + Jim)
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onde 1 < j; <t; <g—1paratodol <i<m.
Seja j, = max{j; : 1 < i < m}. Sem perder a generalidade podemos supor que r = m.
Considere o divisor

(fhlg =)o = (1 + (tm = o + 1)(a + 1)) P+ 275" P

Logo (n1+ (tm —Jm+1)(¢+1),n2... ;1) € H(Py, ..., Pp_1). Entdo existe u € T',,_; tal
que

u=<(n+ tm—Jm+ 1)@+ 1),n2...,0p1)

e uy =ng = (ta — jo)(q¢ + 1) + jo. Se uy < nq, entdo (uq,...,un_1,0) < n, o que contradiz a
minimalidade de n em V5" (n). Logo u; > n; > 0. Pela hipéteses de indugao,

u+ = n(Tzl ----- il) € F Sl
para algum [,2 < [ < m — 1 e algum (T},,...,T;,) e j' satisfazendo 1 < j/ < T;, < q—1
paral < r <led' T, =q+ (I —1)(j —1). Portanto, existe um conjunto indexado
{il,...,im_l}:{].,...,m—l} talqueil <lg << e
_ @ =)@+ )+ se 1<r <
Har = 0 se l+1<r<m-1"

Dado que w1 > n; > 0 e us = ny # 0, temos que 7; = 1 e io, = 2. Consequentemente
(Ta =3 )(q+ 1) +j' = ui, =uz = (ta —ja)(g + 1) + j2
o que implica que (¢ + 1) | jo — j'. Como —(q¢ — 1) < jo — 7' < g — 1, concluimos que j, = j' e
portanto 75 = t5. Logo

+

U = N1 1T, T5) 2

(T, —72)(q+ 1) +j2 se 1<r<l
Ui, = 7
’ 0 se l+1<r<m-—1

h+T+T,+ - +T,=q+(—1)(jo—1) ejoa<T;, <qg—1paratodol <r <.
Neste ponto, diferenciamos dois casos:

(1) uy — (tm — Jjm + (g + 1) = 0.
(2) v — (tm —Jm + (g +1) <0.

Caso (1): Suponha que u; — (t;, — jm + 1)(¢+ 1) = 0. O Lema 3.2.5, estabelece que o vetor

vi=(uy — (b — Jm + 1)(q + 1), ug,uz, . . ., U1, (t — o + G2 — J2)(q + 1) + J2).

satisfaz que v < n e vt € S;,. Segue-se pela Proposicao 3.2.4 que v* € FlJ:,-D portanto v € [',.
O fatode quev <menel] obriga que n = v ou de outra forma m nao seria minimal em
Vi (n), portanto l + 1 =men = v = v* € S, mas isto é contraditério, pois n € I'F\S,,.
Portanto o caso (1) ndo pode acontecer.

Caso (2): Suponha que uy — (t,, — jm + 1)(¢ + 1) < 0. Existem dois subcasos:

(a) g1 <t.
(b) ji1 =t
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Subcaso (a): Suponha j; < t;. Considere o vetor
=((ti =g +j2—1—J2)(g+ 1) +jo,uz, .oy, (Th — 81+ J1 — J2) (g + 1) + J2).

O Lema 3.2.7 garante que v < n,v # n e v" € S;;;. Portanto, a Proposi¢ao 3.2.4, v* €
ST, € H(Py,...,Py1), logov € H(Py,...,P,) e v e Vi(n). Mas isto contradiz a
minimalidade de n em V5'(n). Portanto nao pode acontecer o subcaso (a).

Subcaso (b): Suponha que j; = t;. Considere o vetor

vi=(0,u2, ..., Un_1,(Th — J2)(¢ + 1) + j2).

Uma aplicagao do Lema 3.2.8, permite estabelecer que v < n,v # n e v* € S;. Novamente,
a Proposicao 3.2.4 garante que vt € S, € I <€ H(Py,...,P), logo v € H(Py,...,P,) e
v e Vi (n). O fato de que v # n contradiz a minimalidade de i em V3'(n). Assim o subcaso
(b) ndo pode acontecer e consequentemente o caso (2) tampouco. Logo, I';\S,, = O

Para finalizar, note que a Proposicao 3.2.4 e a Proposigao 3.2.9 provam o Teorema 3.2.1.

Exemplo 3.2.10. Considere a curva X definida pela equacao afim y° +y = x5 sobre Fs2. Seja
Py, Py, P3, P, pontos Fs2-racionais de X distintos, para determinar H(Py, Py, P3, P;), precisa-
mos determinar I, T3, U5, Ty . Sabemos que T'f = (5,6), e pelo Teorema 3.2.1, temos:

TS = {(1,19), (7,13), (2,14), (13,7), (8,8), (3,9), (19, 1), (14,2), (9, 3), (4, 4)}.

I ={(1,1,13),(1,7,7),(1,13,1), (7,1,7), (7,7, 1), (2,2,8), (2,8,2), (13,1,1), (8,2,2), (3,3, 3)}.
(1,1,13,1),(1,1,13,7), (1,1,13 ,13),(1,1,13 19),(1,7,7,1),(1,7,7,7),(1,7,7,13), )
(1,7,7,19),(1,13,1,1), (1,13,1,7), (1,13, 1,13), (1, 13,1,19),(7 1,7, 1),(7,1,7 7),
(7,1,7,13),(7,1,7,19), (7,7,1,1),(7,7,1,7), (7,7,1,13),(7,7,1,19), (2,2, 14, 2),

I =4 (2,2,14,8),(2,2,14, 14),(2 ,2),(2 8,8,8), (2 8.8, 14), (2, 4,2,2),( ,14 2 8), .
(2,14,2,14), (13,1,1,1), (1 ,1,7),(13,1,1,13), (13,1,1,19), (8,2,8,2), (8,2,8,8),
(8,2,8,14),(8,8,2 ) (8,8,2,8),(8,8,2,14),(3,9,9,3),(3,9,9,9), (14,2,2,2),

[ (14,2,2,8), (14 ,2,2,14),(9,3,9,3),(9,3,9,9),( ,9,3,3),(9,9,3,9)
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Capitulo 4

Semigrupo de Weierstrass em Varios
Pontos para Certas Curvas de
Variaveis Separaveis

Neste capitulo apresentamos a técnica usada por Castellanos e Tizziotti em [5] para determinar
o conjunto I'. Paralelamente ao método apresentado no capitulo 3, eles usam o conceito de
discrepancia introduzido por Duursma e Park em [6], para caracterizar os elementos minimais
em H(Py,...,P,) e posteriormente, determinar o conjunto '} para uma familia de curvas de
variaveis separaveis.

4.1 Discrepancia

Definigao 4.1.1. Um divisor D € Div(X) é chamado de discrepancia com respeito aos pontos
F,—racionais P e Q sobre X se L(D) # L(D —P) = L(D—-P —Q) e L(D) # LD — Q) =
L(D—-P-Q).

O seguinte resultado relaciona o conceito de discrepdincia com o conjunto I'f.

Lema 4.1.2. Seja n € H(Py,...,P,). Entao n € T} se, e somente se, o divisor D =
Z;n=1 n; P; € discrepancia com respeito a P; e Py, para qualquer dois pontos Fy—racionais P;, Py, €

(Pr,..., P},

Demonstracao. Seja n € T}, Para P, P, € {Py,..., Py} com i # k, o Lema 2.2.3 garante que
L(D) # L(D — P;). Agora, suponha que L(D — P;) # L(D — P; — Py), logo existe uma funcao
racional g € £(D — P)\L(D — P; — P;) com divisor de polos (9)e = D70, i, 5P + ny Py tal
que s; < n; e s < nyg, parate {1,..., mp\{i,k}. Segue-se que (S1,...,Sk—1, Mk, Mks1s---,Sm) €
Vi (n), mas isto contradiz o fato que n € I'}, é minimal em V}*(n). De maneira semelhante
para o caso L(D) # L(D — Py) = L(D — Py — P;). Portanto D = 7" | n;P; é discrepancia com
respeito a P; e P, para qualquer dois pontos F,—racionais P, P, € {Pi,..., P,}.
Inversamente, suponha que n nao é minimal em V*(n) e que D = Z;n:l n;P; ¢ discrepancia
com respeito a qualquer P, P, € {Py,...,P,}, com ¢ # k. Dado que n € H(Py,...,P,),
existe s € H(Py,...,P,) tal que s € V"(n),s # n e s < n. Consequentemente n; = s;
e sp < mg para algum k # i. Logo, para qualquer funcao racional f; com divisor de polos
(fi)oo = 20521 80, temos que f; € L(D — Py) e fi ¢ L(D — P;), mas isto contradiz o fato que
L(D—P,)=L(D—-PF,)=L(D—P,— Fy). PortantoneI'}}.. O
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4.2 Semigrupo de Weierstrass em curvas separaveis

Considere a curva X, definida sobre [, pela equagao afim f(y) = g(x), em que f(T),g(T) €
F,[T], grau(f(T')) = a e grau(g(T')) = b sendo primos relativos. Suponha que X, tenha género
g = (a—1)(b—1)/2 e, suponha ainda que existem pontos [ ,-racionais distintos P, P, ..., Pyi1
sobre a curva tais que:

aP1~P2+~-+Pa+1, (41)

bP, ~ bP; para todo 7,7 € {1,2,...,a + 1}. (4.2)

Esse tipo de curvas serao nosso objeto de estudo nesta secao.
Observamos que pelas suposi¢oes acima tem-se que H(P;) = {a,b).
A seguir, apresentamos alguns exemplos de curvas que sao do tipo Xy,.

Exemplo 4.2.1. A curva Hermitiana sobre o corpo Fp2 definida pela equagio y? + y = 9+,

Exemplo 4.2.2. A curva Norma-traco definida pela equacao afim y‘fil +otyl+y=xa1t
sobre o corpo Fyr, 0 género desta curva é g = (¢"*—1) (qu%ll — 1) /2. Esse modelo foi estudado
por Geil em [10], o semigrupo de Weierstrass em certo par de pontos foi calculado em [23].

Exemplo 4.2.3. A curva mazimal definida pela equacao yi+! = Zle xq/zi, com q = 2% sobre

F2, ver [2].

Exemplo 4.2.4. A curva mazimal sobre F - definida pela equagao y? +y = x? +1, ver [18].

Exemplo 4.2.5. A curva extensio de Kummer y* = g(z) = []i_,(z — ¢;), onde g(z) é um

polinomio separdvel e mde(a,b) = 1. Nesse modelo, foram estudadas condi¢oes para que um
inteiro seja lacuna num ponto da curva em [1].

A fim de determinar o conjunto I') | queremos determinar quais sdo os elementos minimais
do semigrupo de Weierstrass H(Py, ..., P,,), com 1 < m < a. Para isso, vamos descrever certos
tipos de divisores. Posteriormente, serd mostrado que esses divisores sao discrepancias.

Para comecar, seja m € N. Considere a igualdade

t+25j=a+1—m, (4.3)
j=2
onde t, So, ..., 8, € Z. Das equagoes 4.1 e 4.2 temos que
m a+1
(th—ia)Py + Y. (s;b+ )Py~ > (b—1i)P; (4.4)
j=2 j=m+1

com i € Ny. Note que os coeficientes em (4.4) sdo positivos se

0 <ai <tbe0<s; para todo 2 < j < m. (4.5)
Note também que 0 <t <a,0<i<bel <m<a.
Lema 4.2.6. Sejam a,b,i,m € N tais que 0 <t < a,0 <i<bel <m < a. Considere o
divisor
D= (b—i)(aP— ) P). (4.6)

Jj=2
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Entao,

D'=((a+1—m)b —zaP1+zi (4.7)

J=2

¢ um divisor efetivo e D ~ D'.

Demonstragio. Seja D = (b—i)(aPy =37, Pj) e D" = ((a+1-m)b—ia) Pi+i(},]", P;). Sel <
m < a, entdo, por (4.3) ai <tb < (a+1—m)b, portanto D" = ((a+1—m)b—ia) P +i(3 7., P})
é um divisor efetivo. Agora, da equacao (4.1) temos que D ~ (b — 1) Zji}nﬂ P;, Usando (4.2)
temos

Do~ -0

j=m+1

Portanto D' ~ D.

No decorrer desta se¢do, vamos assumir a, b, t, 4, So, . . ., S;, como em (4.1)-(4.5).
Redistribuindo a + 1 —m = s+ sobre P e P, os divisores em (4.4), com s = 3,7, s, tem
a seguinte representacao

m a+1
(th—ia)Py — (sb+i)Py+i Y Py~ > (b—i)P; (4.8)
j=3 j=m+1

Com os mesmos parametros t, s e i, outros divisores sao obtidos de (4.8) distribuindo s em
todas as formas possiveis sobre Ps, ..., P, 1 tal que s = ZT:Q sj. Para nosso seguinte resultado,
precisamos introduzir os seguintes fatos:

Definicao 4.2.7. Um semigrupo é dito simétrico se sua ultima lacuna é 2g — 1, onde g € o
género do semigrupo.

Proposicao 4.2.8. [26, Proposicio 5.11] Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. O semigrupo
gerado por a e b € simétrico e a ultima lacuna € ab — a — .

Lema 4.2.9. [7, Noether’s Reduction Lemma] Seja D € Div(X), P e X, e seja K um divisor
candnico em X. Se {(D) >0 e {(K — D — P) # {(K — D), entao {(D + P) = {(D).

Proposicao 4.2.10. O divisor D = (b —i)(aPy — 37", Pj) € discrepdncia com respeito a P e
Py para qualquer dois pontos distintos Py, Py € {Py, ..., Py}.

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.6 existe uma funcdo racional f € L(D') tal que (f),, = D'

Portanto £(D') # L(D' — P;) para qualquer ponto P; € {Py,...,P,}. Para mostrar que

L(D"— P) = L(D' — P, — P;) considere o divisor K = (ab—a —b—1)P;. A Proposigao 4.2.8

e o fato que grau(K) = 2g — 2, garantem que K é um divisor canonico. Logo
K+P+P—D = (ab—a—-b-1)P+ P+ P~ ((a+1-m)b—ia)P —i(37., P))

= (i—Da+(m—-=2)b—1)P,+ P, + P, — Z(ZTZQP])
Considere o caso P, € {P;, P;}. Sem perda de generalidade podemos supor que i = 1 e k = 2.
Sejam fi,..., f funcoes como divisores

. —CLP1+ZQ+1 ] 2
(fj)_{ b(P; — Pl) j>2
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Entao fi'fs- fm € L(K + P, + P, — D')\L(K + P, — D'). Consequentemente, pelo Lema
4.2.9, temos L(D' — Py) = L(D' — P, — BP). Segue que L(D') # L(D' — Py) = L(D' — P, — P)
eE(D’) #L(D/—Pl) =£<D/—P2—P1)

Considere o caso P; ¢ {P;, P}. Novamente, sem perda de generalidade podemos supor
que i = 2 e k = 3. Como no caso anterior, concluimos que fi *fy--- fin € L(K + Py + P53 —
D'\L(K + P; — D') e portanto L(D' — P3) = L(D' — P, — P5). Dado que D ~ D', concluimos

m

Corolério 4.2.11. O divisor (tb —ia)Py + 37", (s;b + 1) P; € discrepdncia com respeito a P; e
Py para qualquer dois pontos distintos P;, P, € {Py, ..., Py}.

Demonstracao. Segue-se do resultado anterior e do fato

(th— ai) Py + X" o (s;b+ )Py ~ Y20 Py~ D~ D

j=m+1

]

Teorema 4.2.12. Seja X' uma curva irredutivel definida pela equagao afim f(y) = g(x), onde
f(T),g(T) € F,|T], grau(f(y)) = a e grau(g(x)) = b, com mecd(a,b) = 1 e género g = (a —
1)(b—1)/2. Sejam Py, P,,...,P,1 pontos Fy—racionais distintos sobre a curva X. Para
2<m<a+1, considere o conjunto

. . Nt si=a+1—m,0<ia<th
= — . j=2 ] ) )
S {(tb ia, 820+ 1, ..., 8ub+ 1) : 0 <'s; para todo j,2 < j < m. }

Entao T}, = S,,.

Demonstragao. Pelo Corolario 4.2.11 o divisor (tb —ia) Py + X7 ,(s; + 1) P; é discrepancia com
respeito a P; e Py, para qualquer dois pontos distintos P;, P, € {Pi,..., P,}. Portanto, pelo
Lema 4.1.2 segue-se que S, € I'}}.

Por conseguinte, serd provado que I < S,,. Sejan € I}, Pelo Lema 2.3.2, n € G(P) x

- x G(Py).

Como H(P,) = {a,b), a Proposi¢ao 3.1.2 garante que existem i;,7; € N tais que n; =
ab —iya — j1b = (a — j1)b —i1a. Seja X = a — j;. Note que 0 < ai; < bl e 0 < j; < a.

Pela equagao (4.2), be H(P)) para todo [,2 < | < m, portanto n; = s;b+4;, onde 0 < i; < b
e S = O

Seja i = min{y; : 2 < I < m}. Por (4.2), para cada 2 < [ < m existe um fungao racional h;
tal que (h;) = bP; — bF,. Por (4.1) existe uma fungao racional g tal que (g) = Z?:g P; —aP;.

Seja f = ¢" [y b Entdo, (f)o = ((a — (51 + 1))b — ai) Py + S0, (s;b + i) P
Tomando t = a— )", (s;+ 1), o Coroldrio 4.2.11 garante que (f), ¢ discrepancia com respeito
a P; e P, para qualquer dois pontos distintos P;, P, € { P, ..., Py,}. Portanto, pelo Lema 4.1.2,

w = (tb—ia, seb+1,...,s,b+1) € It . Além disso, sabemos que i = i; para algum ¢, 1 < t < m.
Entao w € V{*(n) e pela minimalidade de w e m, segue-se que w = n e portanto I'}, < 5,,.

[
Exemplo 4.2.13. Seja y¢™' = S 29 com q = 2% sobre Fpo. Esta curva tem wm nico
ponto no infinito Py = (1:0:0). Seja P, =(0:0:1) e conszder@ fungdes racionais v ey em
F,(X), logo

1

(@) =37 P — (2 H)P, e (y)=(qg+ 1) (P — Py).

Tome k =3,q=2, logoa=9 eb=4. Pelo Teorema 4.2.12, T} estd composto pelos vetores:
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