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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar o Teorema Espectral para operadores
compactos autoadjuntos em espacos de Hilbert. No segundo capitulo, apresentaremos algumas
defini¢oes, exemplos e resultados relevantes na Analise Funcional e importantes para a com-
preensao dos Capitulos 3 e 4. No terceiro capitulo, traremos um estudo dos famosos espagos
de Hilbert. E no quarto e altimo capitulo, falaremos sobre operadores lineares compactos e/ou
autoadjuntos, e apresentaremos o teorema que da nome a este trabalho.

Palavras-chave: Analise Funcional, Teorema Espectral, Espacos de Hilbert, Operadores Com-
pactos, Operadores Autoadjuntos..



ABSTRACT

The primary purpose of this work is to present the Spectral Theorem for compact self-adjoint
operators on Hilbert spaces. In the second chapter, we will introduce some relevant definitions,
examples, and results in Functional Analysis, which are important for the understanding of
Chapters 3 and 4. In the third chapter, we will present a study about the famous Hilbert
spaces, while in the fourth and last chapter we will talk about compact and/or self-adjoint
operators, and present the theorem that names this work.

Keywords: Functional Analysis, Spectral Theorem, Hilbert spaces, Compact Operators, Self-
adjoint Operators..
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

A Analise Funcional, a grosso modo, é o ramo da Matematica que trata do estudo de espagos
de dimensao infinita e também dos operadores lineares continuos entre tais espacos, podendo ser
vista até mesmo como sendo uma generalizacao natural da Algebra Linear Classica. Segundo
[1], essa é uma &area fascinante, com aplica¢oes em varios outros ramos da Matematica, como
por exemplo a Analise Nao Linear, a Teoria de Controle, a Otimizacao, as EDP’s e a moderna
Teoria dos Espacgos de Banach.

Durante o estudo aqui exposto, passamos por alguns dos principais teoremas da Anélise
Funcional, como por exemplo o Teorema de Hahn-Banach e o Teorema da Representagao de
Riesz. O Teorema de Hahn-Banach trata das extensoes de funcionais lineares, definidos em
subespagos vetoriais, que preservam certas propriedades. De acordo com 7], os matematicos
Riesz e Helly, em 1911 e 1912 respectivamente, obtiveram os primeiros teoremas de extensao de
funcionais em alguns espagos de fungoes. O primeiro resultado para o caso real foi obtido por
Hahn em 1927 e, de forma mais geral, por Banach em 1929. A versao complexa foi publicada
em 1938 por Bohnenblust e Sobczyk. Ja o Teorema da Representacao de Riesz nos diz que
para todo funcional linear continuo ¢ sobre um espago de Hilbert F, existe um vetor yy em F
tal que ¢(x) para qualquer vetor z em E é o produto interno de z com y,. Tal teorema foi
provado em 1907 por Riesz, e independentemente, por Frechet.

Dentre os varios espacos de dimensao infinita estudados em Anaélise Funcional, temos uma
classe especial de espagos denominados por Espacos de Hilbert. Os espacos de Hilbert foram
introduzidos por David Hilbert, o qual realizou um estudo desses no contexto de equacoes inte-
grais. Neste trabalho, apresentaremos um estudo de conceitos e resultados da Analise Funcional
que sao necessarios para investigar alguns tipos de operadores lineares em tais espacos.

Na Algebra Linear, temos contato com diversas versdes do Teorema Espectral, as quais sao
fundamentais pois garantem a existéncia de uma base ortonormal de autovetores para alguns
tipos de operadores, o que facilita o trabalho com tais operadores. Entretanto, trabalhamos
apenas com espagos de dimensao finita. Segundo [2], o Teorema Espectral pode ser generalizado
para operadores sobre espacos de dimensao infinita, tornando-se uma poderosa ferramenta,
muito utilizada na analise, em EDP’s, bem como na mecéanica quantica. Enquanto o caso finito
jé era conhecido, o caso para dimensoes infinitas foi obtido por David Hilbert, por volta de 1909,
quando os espacos de Banach e Hilbert foram formalizados. A partir desse momento, e nos 30
a 40 anos que se seguiram, em jun¢ao com o rapido desenvolvimento da mecanica quantica, a

pesquisa nessa area foi ampliada. Muitos dos resultados sobre espacos de Hilbert sao devidos
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INTRODUGAO 2

a matematicos como o proprio Hilbert (que também comegou a trabalhar em fisica depois de
1912), John von Neumann e Hermann Weyl, bem como fisicos, para os quais os espagos de

Hilbert desempenharam um papel central.

LICENCIATURA EM MATEMATICA



CONCEITOS E RESULTADOS BASICOS EM ANALISE FUNCIONAL 3

2. CONCEITOS E REsuLTADOS BASICOS
EM ANALISE FUNCIONAL

Neste capitulo apresentaremos defini¢coes e resultados importantes para a compreensao do
objetivo final do trabalho. Separamos o capitulo em quatro se¢oes: Espacos Normados, Espacos
¢, e l, Operadores Lineares Continuos e os Teoremas de Hahn-Banach. Utilizamos aqui as
referéncias [3], [4], [5] e [6].

2.1 ESPAC0OS NORMADOS

Fixemos K =R ou C.

Definicao 2.1.1. Seja E um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma norma em E é uma
fungao
|-]:E—R

tal que
(i) ||z|]| > 0 para todo x € E e ||z|| =0 se, e somente se, x = 0;
(ii) || \x|| = |A|||z]] para todos A\ € K e x € E;

(iii) o+ yll < Il + Iyll para todos .,y € E.

A desigualdade (i1i) é chamada de desigualdade triangular. Um espaco vetorial E munido

de uma norma ||-|| € chamado espago vetorial normado ou simplesmente espago normado.

Definicao 2.1.2. Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica ou distdncia em X € uma
funcao
d: X xX —R

que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) d(x,y) > 0 para todos z,y € X e d(z,y) =0 se, e somente se, x = y;
(ii) d(x,y) = d(y,x) para todos z,y € X;

(iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos z,y,z € X.

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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O par (X,d) é chamado espago métrico.

E facil ver que todo espaco normado X é um espaco métrico com a métrica natural,

definida por:

d(z,y) = [lz —yll, Vz,y€X.
Definigao 2.1.3. Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico (M,d).

(i) Dizemos que (x,) converge para x € M se lim d(x,,z) = 0. Neste caso (x,) € dita
n—o0

convergente ¢ escrevemos x = limz, = lim xz, ou x, — x. Caso contrdrio, dizemos
n—oo

que (x,) € divergente.

(ii) A sequéncia (x,) € uma sequéncia de Cauchy se lim d(z,,,z,) =0.
m,n—00

(iii) O espago métrico (M,d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em M convergir

para um elemento de M.

Proposicao 2.1.1. Toda sequéncia convergente de um espago métrico é de Cauchy.

Demonstrag¢ao. Sejam M um espago métrico e (z,) uma sequéncia convergente em M, com

r, — x. Dado € > 0, existe ng € N tal que

m > ng = d(xm,,x) < g
e
5
n>nyg = d(z,,z) < 3
Logo,
mn 2 g = d(a,20) < dli ) + (7)< 45 =
Portanto (x,) é uma sequéncia de Cauchy. ]

Definigao 2.1.4. Um conjunto F' € dito fechado em um espaco métrico M se M — F' € aberto.

Definicao 2.1.5. Um espaco normado E € dito um espago de Banach se é completo em

relacao a métrica natural.
Exemplo 2.1.1. Os espagos normados (R,|-|) e (C,|-|) sao espagos de Banach.

Exemplo 2.1.2. Seja X um conjunto nao vazio. Uma funcao f : X — K € dita limitada se

existe C' > 0 tal que |f(x)| < C para todo v € X. Considere o sequinte conjunto
B(X)=A{f:X — K: fé limitada}.

Tal conjunto € um espago vetorial com as operagoes usuais de funcoes e se torna um espaco de

Banach com a norma

[flloe = sup{[f(2)] : 2 € X}.

Mostraremos que || - || € de fato uma norma:

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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(1) [[flloe = sup{[f(2)[ - 2 € X} =0 e [[flloc = sup{[f(2)] 2 € X} =0 & f=0.
(1) [[Mlloo = sup{[Af(2)] : © € X} = [Alsup{[f(2)] : 2 € X} = [A[| f|oo-

(i) |[f+ glloo = sup{[f(x) + g(x)| : x € X} < sup{|f(z)[ +[g(x)] : 2 € X}
< sup{|f(z)[ : v € X} +sup{|g(z)| : x € X}
= [[fllse + lglloo-

Agora, provaremos que B(X) € Banach. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em B(X).
Dado € > 0, existe ng € N tal que

m,n > ng = ||fm — fulloo < & = |fu(z) — fu(z)] < &,Vz € X. (2.1)

Assim, (fn(x)) € de Cauchy para todo v € X. Como K € completo, (f,(x)) € convergente para

todo © € X. Definamos f : X — K por f(x) = lim f,(x). Mostremos que f € B(X) e que
n—oo

fn —> f. Temos que dado € = 1, existe ny € N tal que

m,n >ny = | fn(x) — fu(z)] < 1.

Fazendo m — oo, obtemos
n>n = [f(z) = falz)] < 1.

Em particular,

[f (@) = fo, ()] < 1.

Como f,, € limitada, ezxiste C' > 0 tal que |f,, ()| < C para todo x € X. Dai,
[f@)] < [fm (@) +1<C+ 1 Ve e X,

ou seja, [ € B(X). Agora, fazendo m — oo em (2.1) seque que dado € > 0, existe ng € N tal
que
n>ng=|f(z) = fulz)| e, Ve e X = | f = full s <e.

Logo, f, — f.

Proposicao 2.1.2. Sejam E um espago de Banach e F' um subespago vetorial de E. Entao F

€ um espaco de Banach com a norma induzida de E se, e so se, F' € fechado em E.

Demonstra¢ao. (=) Suponha F' um espago de Banach e tome (z,,) em F tal que z,, — z, com
xr € E. Entao (z,) é de Cauchy em F, e portanto converge, pois F' é completo. Assim, existe

y € F' tal que x,, — y. Pela unicidade do limite, temos que = = y. Logo F' ¢é fechado.

(<) Suponha agora F' fechado em E e seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em F. Entao (x,)
é uma sequéncia de Cauchy em E. Dai, como E é um espaco de Banach, existe x € E tal que

xn, — x. Como F' é fechado, temos que z € F. Logo, F' é um espaco de Banach. O

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Exemplo 2.1.3. Seja Cla,b] o conjunto das fungoes continuas de [a,b] em K. Este é um

subespago do espago de Banach Bla,b], e portanto um espago normado com a sequinte norma:

[ flloo = sup{|f(z) |- = € [a, b]}
= max{|f(z)| : « € [a, ]}

Além disso, Cla,b] é um espago de Banach. De fato, pela Proposi¢io 2.1.2, basta mostrar
que Cla,b] € fechado. Para tanto, observe que se f, — f em Cla,b] entao (f,) converge

uniformemente para f. Logo, f € continua.

Lema 2.1.1. Seja B = {z1,...,x,} um conjunto de vetores linearmente independentes de um

espaco normado E. Entao existe uma constante ¢ > 0, que depende do conjunto B, tal que
la1zy + - + apzn| > c(laa| + - - - + |an])

para quaisquer escalares ay, . . ., ay,.

Demonstra¢ao. Em R™, duas normas quaisquer |||, e ||+ ||» sdo equivalentes, isto é, existe ¢ > 0

tal que ||z||, < cl|z|]y para todo z € R™. Este resultado também ¢é valido para C".

Mostraremos a seguir que ||(a1,...,a,)| = Z a;z;|| € uma norma em K".
j=1
(i) Seja (ay,...,a,) € K*. Entao
n n
(ai,...,an)| = Zajxj >0, e Zajxj =0&aq;=0Vj=1,...,n,
j=1

j=1

pois B é linearmente independente.

(ii) Seja A € Ke (ay,...,a,) € K*. Entao

IXa, ... an)] = [(Aa, ..., Aay)|| = ijxj Azajxj = |\l Zajxj
j=1 j=1 j=1
= [Ml[(a, ..., an)].

(iii) Sejam (ay,...,a,), (b1,...,b,) € K*. Temos que

> (a; +bj)z;

=1

n n
= E CLJ'.CCJ".—E bjil?j
=1 =1
n
> b
=1

(a1, ... a,) 4+ (b1, ..., bn)|| = [(a1 + b1, ... a, +by)|| =

n

= 11D _(az; + bjz;)

J=1

n
E ;T
j=1

IA

+ = [l(ar, -y an) [ +[[(brs - ba)]-

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Logo, (a1, ..., a,)|| = || 227, ajz,|| € uma norma em K".
n
Note que ||(ai,...,a,)|1 = Z la;| também é uma norma em K". Portanto estas duas
j=1
normas sao equivalentes, ou seja, existe ¢ > 0 que satisfaz o resultado. O

Teorema 2.1.1. Todo espago normado de dimensdo finita € um espago de Banach. Conse-

quentemente, todo subespaco de dimensao finita de um espaco normado E € fechado em E.

Demonstragao. Sejam E um espago normado de dimensao n e {f,-- -, 3,} uma base norma-
lizada de E. Dada uma sequéncia de Cauchy (xy) em E, para cada k € N existem tunicos
escalares a, ..., af tais que 2, = a¥B; + --- + afB,. Dado € > 0, podemos tomar ng € N tal

que k,m > ng implica ||z — z,|| < ce, onde ¢ é a constante do lema anterior para o conjunto

linearmente independente {51, -, 5,}. Segue entdo que
k k _
> laf —ap| < - > (db—ap)B;|| = ok =zl <e,
=1 j=1
sempre que k,m > ng. Assim, para cada j = 1,...,n, a sequéncia de escalares (af)?’zl é
de Cauchy, e portanto convergente. Seja b; = klim a?, j = 1,...,n. Nesse caso, temos que
—00

lim Z |af —bj| = 0. Definindo z = b8y + -+ - + b, 5, temos x € E e
7=1

k—o0 4

n

> (df —b;)B;

j=1

lim ||z — 2| = lim
k—ro00 k—o0

< Jim 2l bl =0,
7=1

provando que z, — x e completando a demonstragao de que E é um espaco de Banach. A
segunda afirmagao segue da primeira e da Proposicao 2.1.2. n

Veremos a seguir que existem espacos normados de dimensao infinita que nao sao completos.
Exemplo 2.1.4. Denotamos por cy o conjunto de todas as sequéncias em K que convergem
para zero, ou seja,

co = {(ag) : ax, € K para todo k € N e a, — 0}.

E claro que co € um espaco vetorial com as operacgoes usuais de sequéncias. E a expressao

[(ax)l|oo = supffax| - k € N}

torna ¢y um espago normado. Mostremos que co € um espago de Banach.
Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em cy. Digamos que x,, = (a%k)),;";l para cada n € N.

Para cada 7 € N, a desigualdade

) = 0| < sup{jal?) — ol k € N} = [l2 — 7|

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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deiza claro que a sequéncia de escalares (a,(f));;ozl
Digamos aff) — a; quando n — oo. Chamando x = (a;), mostraremos que T € cy e que

¢ de Cauchy em K, e portanto convergente.

T, — . Dado € > 0, existe ng € N tal que
n,m>ng = ||, — Tmlle <&,

e daf,

n,m > ny = |a¥) —a¥| < e, VjeN.

Fazendo m — oo na equacao acima, obtemos

n>ny = |a¥ —a;| <e, Vj N (2.2)
— |a7(f;)) —a;| <e, VjeEN

= |aj| < e+ [a)], Vj e N.
Como (a%));?‘;l € ¢y, existe jo € N tal que \a%)\ < e para j > jo. Dai,
lag| < 2¢ para j > jo.
Logo, a; — 0, ou seja, v € cy. Por outro lado, da Equacao 2.2 seque que

n>ng = ||z, — rl]|o < e

E portanto, x, — .

Exemplo 2.1.5. Denotemos agora por coy 0 subespaco de ¢y formado pelas sequéncias eventu-

almente nulas, isto €,
coo = {(ar) € co : emiste kg € N tal que ar, = 0 para todo k > ko}.

Vejamos que cog nao € completo. Considere os sequintes vetores de cop:
= (1,0,0,0 ) —1100 —11 1OO
T = y U, U, U ), T2 = 727 3 Uy oo yeeeyIn = a27"'7n7 y Uy oo g e

o0
E claro que (x,,) € uma sequéncia em cog. Tomando x = (—) € ¢, observe que ||z, — 2|l =

k k=1

1 — 0. Logo, x,, — x em cg. Como x & cqp, resulta que cog € um subespago nao fechado

n
de cg. Assim, pela Proposicdo 2.1.2 temos que cog nao € um espaco de Banach.

2.2 ESPAQOS /, E (

Para cada ntiimero real p > 1, definimos

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Ep:{(aj):ajeﬂ(e Z|aj\p<oo}.

J=1

Consideraremos em ¢, a seguinte norma

(@), = (Z\ajrp>p.

j=1

Mostraremos agora que ¢, ¢ um espago normado e um espago de Banach.

Lema 2.2.1. Sejam a,b, o, >0 com a+ = 1. Entao,

a® - b < aa + Sb.

Demonstragao. Para cada 0 < a < 1, considere a seguinte fungao, f = f, : (0,00) — R, dada
por f(t) =t* — at. Observe que, como 0 < o < 1, temos f'(t) >0se 0 <t < 1,e f'(t) <0 se
t > 1. Logo, f atinge o maximo em ¢ = 1. Dai, t* — at < 1 — «a, para quaisquer ¢ € (0, 00).

Fazendo t = %, obtemos:
(G) —a(G)st-a=(5) =a(5) +2
— a® - b’ < aa + Bb.

]

Proposigao 2.2.1 (Desigualdade de Holder para somas). Sejam n € N e p,q > 1 tais que

1 1
-+ —=1. Entao
P q
1 1
n n 4 n q
Sl < (i) ()
j=1 j=1 j=1
Para QUALSQUET a7y, . .., A4y, by, ..., b, € K.
1 1 p by |1
Demonstracao. Fazendo a = —, f = —, a = % eb= # Pelo lema anterior,
p q Zj:l |a [P Zj:l ;]
obtemos:
1 1
anlP \" e* \" 1 a” ) 1 ||

Z?:l |a [P Z?:1 ;4 P Z;L:1 |a [P q Z?:1 ;4

Daf,
|| x| 1 |ay|” 1 |bx|?
- T -l ) ol o

(i lagl)r (jobsls — P\ iz el ) a \2j= bl

para cada k = 1,...,n. Somando as desigualdades para k = 1,...,n obtemos

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Sl 1 (S bt
y i lagl? q Z?:1’bj’q
_I_

Z?:1 |a;bj]
n 1 1
(Dot laglP)» (325 [bs] )

<

@I»—‘ = =

q

Assim, podemos concluir que

D=

&)

Proposicao 2.2.2 (Desigualdade de Minkowski para somas). Para p > 1, temos

1 1 1
<Z |a; + bj\p> < (Z !@j\p> + (Z \bj|p>
=1 j=1 j=1

para quaisquer n € N e escalares ay, ..., a,,b1, ..., by.

S Jashy| < (iw)

J=1 Jj=1

Demonstragcao. Se p = 1, a desigualdade segue da desigualdade triangular do valor absoluto.

Suponhamos agora p > 1. Temos que

n n

D ag+ b =" lag 4+ 0P ay + byl <> lagllag + b7 ) [byllay + b

J=1 J=1 Jj=1 J=1

Se ]13 + % = 1, entdo pg = p + ¢, ou seja, (p — 1)g = p. Dai, pela Desigualdade de Holder para

somas, temos

hSA

1
n n n q
) lajlla; + b7t < (E |aj|p) ' <§ |aj+bj|p>
=1 =1 =1

1 1
> Ibjlla; + b < <Z|bj|p> ' (Z’aj+bj|p>
=1 j=1 j=1

. (z w)
j=1
Como 1 — 5 = =. obtemos

p7
. 1 . 1 . 1
(Z |a; + bj|p> < (Z ’aj\p> + <Z \bj|p>
=1 j=1 j=1

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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hSA
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[]

Nao ¢ dificil verificar que o espaco ¢, ¢ um espaco vetorial com as operagoes usais de
sequéncias. Mostraremos a seguir que || - ||, ¢ uma norma em ¢,. Para isso, considere x =

(a;), y = (b;) € £, e A € K. Entao:

>0equp_o@Z\a]yp_o@\ajy 0, VjeNez=0.
7j=1

1
(i) [[Azl, = (ZIM\”) (IAI”ZMIP) = [A]P (ZI%I”) = [APllz(lp-
i=1 i=1

(iii) Pela Desigualdade de Minkowski para somas, temos que ||z + y|l, < ||z], + |y]l,-

) Nlzll, =

S

Logo, || - ||, ¢ uma norma em ¢, ¢ portanto (¢,,| - ||,) ¢ um espago normado.
Teorema 2.2.1. Se 1 < p < oo, entao £, € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em ¢,. Digamos z,, = (a,(f)> para cada
k=1
n € N.
Para cada j € N, a desigualdade

1
0 P
0 — ag)] < (Z o) - aw) = llzw — zull,
j=1

mostra que a sequéncia (a(J )> ¢ de Cauchy em K, e portanto convergente. Seja a; = lim a%j ),

n=1 n—r00
Denote x = (a;)32,. Mostraremos que = € {, e que z, — x. Dado ¢ > 0, existe no € N tal
que

n,m >nyg = ||T, — T, <e.

Dali,

RS

k
n,m > ny = (ng) —a%)|p) <e, VkeN.

J=1

Fazendo m — oo, obtemos

S =

k
n>nyg=— <Z|aff)—aj|p> <e, VkeN

j=1
1
0 P
— (Z lal) — aj|p> <e.
j=1

Assim, z,, —x € {, e x, —x — 0 quando n — oo. Logo, v =z, — (v, —z) €l e x, — @
em {,. Portanto, ¢, ¢ espaco de Banach. O

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Para p = oo, definiremos /,, como o espaco das sequéncias limitadas de escalares, ou seja,
loo = {(aj) ta; € Ke suplaj| < oo}
JEN

Podemos observar que £, é um espacgo vetorial com as operacoes usuais de sequéncias. Além

disso, nao é dificil mostrar que
1(@;)lloe = sup{la;| : j € N}

define uma norma em /.

Teorema 2.2.2. (., € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em /... Digamos x,, = (aﬁf)) para cada
k=1

n € N.
Para cada j € N, a desigualdade

|G£Lj) - a%)| < Hxn - xm”oo - Sup{|a7(1j) - a,(%)| ] € [N}

[e.e]

mostra que a sequéncia (ag )) ¢ de Cauchy em K, e portanto convergente. Seja a; = lim ag ).
n—oo

n=1
Denote x = (a;)%2,. Mostraremos que z € {, e que z, — x. Dado ¢ > 0, existe ng € N tal

que

n,m > nyg = ||x, — Tml|le <€

— |a¥) — a9 | < ¢, Vj € N.
Fazendo m — oo, obtemos

n>ng = la¥ —a;| <e, Vj €N

Assim, z, —x € {y € x, —x —> 0 quando n — oo. Logo, v = x, — (z, — ) € lx €

rn, — x em {,. Portanto, ¢, é espaco de Banach. O

2.3 OPERADORES LINEARES CONTINUOS

Definicao 2.3.1. Sejam M e N espacos métricos. Dizemos que uma funcao f: M — N
¢ continua no ponto a € M se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que d(x,a) < § implica

d(f(x), f(a)) <e. Dizemos que f é continua se f for continua em todos os pontos de M.
Definicao 2.3.2. Sejam M e N espagcos métricos e f: M — N uma fungao.

(i) Dizemos que [ € lipschitziana se existe L > 0 tal que d(f(x), f(y)) < L-d(z,y) para
todos x,y € M.

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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(i) Dizemos que [ € uniformemente continua se dado e > 0, eziste § > 0 tal que d(x,y) <
§ implica d(f(z), f(y)) < e.

E facil provar que a validade das seguintes implicagoes para funcoes entre espagos métricos:
lipschitziana = uniformemente continua = continua = continua em um ponto

Entretanto as implicagoes inversas sao falsas em geral. De fato, observe os exemplos a seguir.

Exemplo 2.3.1. Tome f : [0,00) — [0,00), onde f(x) = v/x. Vejamos que f é uniforme-
mente continua e nao lipschitziana.

Provemos primeiramente que f € uniformemente continua. Observe que

0<y<z=y<Vvz
= 2y < 2\/xy
—c+ty—2yry<zr+y—2y=x—y

— (Vr—y)?<z—y.

Seja e > 0 dado. Tome § = 2. Entao

o=yl <6 = |V -yl < Vg —yl <Vi=ce

Mostremos agora que f nao € lipschitziana. Suponhamos que vale o contrdrio, entao existe

L > 0 tal que

Tome y =0 e x > 0. Da desigualdade acima,seque que

Vo < Lx

1
— — < /.
L
Absurdo, pois x > 0 € qualquer.

Exemplo 2.3.2. Tome g : R — R, onde g(x) = 2. Sabemos que g ¢ continua, porém g nao
¢ uniformemente continua. De fato, suponha que g seja uniformemente continua. Entao, dado

e =1, existe 6 > 0 tal que

lz—y|<d=|2* —¢* <1

= [z +y)(z —y)| < 1.

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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)
Em particular, dado k > 0, tomando v = k + 3 ey =k, temos |z —y| <. Segue entao que

(z+y)(z—y)|<1l= (2k:+é>é<1

2) 2

2
:>2k+g2<§
:>2k<15—6§
:>k<5_4_1

Absurdo, pois k > 0 € qualquer.

Exemplo 2.3.3. Tome h: R — R, onde

h(x):{o sex <0

1 sexz>0.

E facil ver que h é continua em x = 1, mas nao é continua.

Provaremos a seguir que tais conceitos sao equivalentes no caso de operadores lineares entre

espagos normados.

Definicao 2.3.3. Sejam E e F' espacos normados sobre K. Uma funcao T : E — F € dita

um operador linear continuo se T € linear, isto €
(i) T(x+y)=T(x)+T(y), para quaisquer x,y € E;
(ii) T(Ax) = NT'(x), para quaisquer x € E e A € K;

e continua no sentido de espagos métricos, isto €, dados xg € E e e > 0, existe 6 > 0 tal que
|z — xo|| < O implica | T(z) — T (z0)|| < e.

Teorema 2.3.1. Sejam E e F espagos normados sobre K e T : E — F linear. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
(a) T € lipschitziano;
(b) T ¢é uniformemente continuo;
(c) T € continuo,
(d) T é continuo em algum ponto de E;
(e) T € continuo na origem;
(1) sup{IT@) 2 € F e fla] < 1} < o0;

(9) Eziste uma constante C' > 0 tal que |T(z)| < Cllz||, para todo x € E.

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Demonstragao. As implicagoes (a) = (b) = (¢) = (d) sao validas pois todo espa¢o normado é
um espaco métrico.
(d) = (e): Suponhamos T' continuo em um ponto xy € E e seja € > 0. Entao existe § > 0 tal
que

r€FE e ||r—xf <d = ||T(x) — T(x0)| <e.

Tome x € E tal que ||z — 0|| = ||z|| < 6. Entao ||(x + zo) — xo|| = ||z|| < §. Portanto
1T (x) = TO)| = T (z) = Ol = [|T(x)[| = T (x) + T(x0) = T'(wo)|| = |T(x + z0) = T(xo)|| <.

Assim, T é continuo na origem.
(e) = (f): Como T é continuo na origem, existe ¢ > 0 tal que ||T'(z)|| < 1 sempre que ||z|| < 6.
Se ||z|| < 1, temos || %] < 6, e entdo, 3||T(z)|| = ||T (§z)|| < 1. Isso prova que

2
sup{||T(z)|| :x € E e ||z|| <1} < 5 <.

(f) = (9): Paraz € E, x # 0, temos

IT@I _ HT (W) H < sup{IT )]+ Iyl < 1},

]

e portanto ||T'(z)|| < sup{||T(v)|| : |ly|| < 1}||z||, para todo = # 0. Tomando

C = sup{[|T(y)l - [lyll <1}

obtemos ||T'(z)|| < C||z|| para todo x # 0. Como essa desigualdade ¢é trivialmente verificada
para x = 0, o resultado fica provado.

(9) = (a): Dados z,y € E, temos que
IT(2) =Tl = IT(x =)l < Cllz =yl

e portanto 7' é lipschitziano com a constante C. O]

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F' sera denotado por L(E, F').
Observe que L(E, F') ¢ um espago vetorial sobre K com as operagoes usuais de fungdes. Quando
F for K, escreveremos E’ no lugar de L(E,K) e chamaremos E’ de dual de E. Os elementos

de E’ sao chamados funcionais lineares continuos.

Proposicao 2.3.1. Sejam E, F espacos normados sobre K. Entao a igualdade
1T = sup{|[[T'(z)| : = € E, [|zf| <1}

define uma norma em L(E, F).

Demonstragao. Sejam T,G € L(E, F) e A € K. Temos:
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@) T = sup{[T(z)| : x € E,[|z|| <1} > 0e [[T] =sup{|T(z)| : x € E, |z <1} =0«
T =0.

(i) [IAT]] = sup{[AT(z)| : = € E, [[x]| < 1} = [Asup{|T(z)| : & € E, |[zf| < 1} = AT,
(1) [T+ G| =sup{|T(z)+ G(z)|:xz € E,|z| <1}
<sup{[T(2)| +|G(2)] : v € B, ||z < 1}
<sup{|T'(z) -z € B, [lz]| <1} +sup{|G(2)[ - w € B, ||lz|| <1} = [[T]| + [|G].

[
Proposigao 2.3.2. Sejam E e F espagos normados e T € L(E, F). Entdo
1T = sup{[[T'(2)|| : = € B, ||=[| = 1}
LR
=inf{c>0: ||T(x)| < c|z|,Vz € E}.
Demonstragdo. Lembremos que ||T| = sup{||T(z)| : = € E,|z| < 1}. Vamos dividir a

demonstragdo em casos:
(i) Vamos provar que B = sup{||T(z)|| : z € E e ||z|| = 1} = ||T||]. Claro que {||T(z)| : = €
Eelz| =1} C{|IT(x)] : v € E e |lz|| < 1}. Portanto, B < ||T||. Agora, se x # 0,

xr € F, com z = ﬁ, temos

|17 ()]
]

=[T(=)| < B.

Disso, se ||z|| < 1, entao ||T'(x)| < Bljz|| < B. Ou ainda, ||| < B. Segue que B = ||T||.

(ii) Vamos mostrar que sup{||7(z)||:z € Ee ||z =1} = sup { ”ﬂ( ”)” cxe€Fex# 0}.

Mas, esse fato segue diretamente da igualdade de conjuntos:

lll

U@ e Belal =1} = {8 v cBew 0},

(iii) E claro que

T
inf{c > 0:||T(x)| < clz|,Vx € E} :inf{c> 0: IT@@)l <cVre Eex#O}.

E visivel no infimo da direita que estamos procurando a menor das cotas superiores para

pﬁgﬂzerex¢o}

Por definigao, segue diretamente que

|7 ()]
]

inf{c > 0:||T(x)| < c|z|,Vx € E} = sup{

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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2.4 TEOREMAS DE HAHN-BANACH

Para enunciar o Teorema de Hahn-Banach, vamos utilizar a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.1. Sejam E um espaco vetorial e p: E — R uma aplicagao que para todos

x,y € E e X € K satisfaz as sequintes condigoes

(i) p(z +y) < p(x) + p(y);
(i) p(Ax) = [A[p(z).
Neste caso, dizemos que p € uma fungcao sublinear.

Lema 2.4.1. Seja Ey um subespago proprio do espago vetorial real E, isto €, Ey # {0} e
Ey # E. Sejam xg € E\ Ey e By = Ey @ [xo]. Se f é um funcional linear em Ey e p uma

fungao sublinear sobre E tal que

f(x) < plx),Vr € Eo,

entao f pode ser estendido a um funcional linear F : E; — K tal que

F(z) <p(x),Vz € E;.
Demonstragao. Como f(z) < p(z) em Ey, dados 1, x5 € Ey temos
fla1) = f@2) = fzr — x2) < play — x2) = p(a1 + 20 — 2 — 20) < p(o1 + 20) + p(—22 — o).

Logo,
—p(—z2 — w0) — f(x2) < p(21 + 20) — f(21). (2.3)

Fixando arbitrariamente x; em FEj, temos que o conjunto de niimero reais
{—p(=22 — m0) — f(z2) : 2 € Eo}
é limitado superiormente, logo tem supremo. Seja entao
a = sup{—p(—z2 — x0) — f(x2) : 72 € Ep}.
De forma anéloga, podemos garantir a existéncia de
b =inf{p(x; + x0) — f(z1) : 21 € Ep}.

De (2.3) temos que a < b. Assim existe ¢ € R tal que a < ¢ < b. Se a = b, entdo ¢ é o valor

comum. Em particular, para todo y € Ey vale que

—p(—=y —x0) — f(y) < e <ply+x0) — f(y), (2.4)
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sendo que utilizaremos essa desigualdade logo abaixo.
Dado = € Ej, existe y € Ey e A € R tal que

T =Y+ A\zp.
Podemos definir
F:E —R

por
F(x) = F(y + Axo) = f(y) + Ac,

a qual estd bem definida devido & unicidade da representacao de x. Além disso, é facil ver que
F' ¢ um funcional linear sobre Fj. Assim, resta mostrar que F(z) < p(z) para todo x € Ej.

Para isso, tomemos x = y + Axy € F;. Consideremos trés casos:
(i) A=0.

Neste caso,

(i) A > 0.

De (2.4), trocando y por % temos

cer(fan)-1(2)

Multiplicando por A obtemos

Entao,

Assim,
Fy) + e < p(y + Axo).
Logo, F(z) < p(y + Axg) = p(x).
(i) A < 0.

Novamente de (2.4), trocando y por Y temos

A

G SORIOES

Multiplicando por A temos,

() ar(2) 2
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Logo,
p(y + Azo) = Ac+ f(y).
Assim, p(z) > F(x).
[

Para provar os Teoremas de Hahn-Banach faremos uso do Lema de Zorn, o qual enunciare-

Mos a seguir.

Lema 2.4.2 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado, nao-vazio, e no qual todo

subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento maximal.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Hahn-Banach - versao real). Sejam E um espago vetorial normado
real, Ey um subespaco proprio de E, p uma func¢ao sublinear sobre E e fy um funcional linear

sobre Ey tal que

fol@) < pla), Ve € Ey. (2.5)

Entao fy pode ser estendido a um funcional linear F : E — R tal que

F(z) <p(x),Vz € E. (2.6)

Demonstragdo. Seja G o conjunto de todos os funcionais lineares f que estendem f; e tais que
f(x) < p(z) para todo = € D(f) C E.

Temos G # (), pois fo € G. Definimos em G a seguinte relacao:

“Dados f,, f, € G, dizemos que f, < f, se f, estende f,.”
Vamos verificar que a relacao é uma relagao de ordem parcial. De fato,
i) Reflexiva: f, < f,, pois D(f,) € D(f,) e 71|D(?1) = f1.

ii) Antissimétrica: Se f, < fy e fo < fy, temos D(f,) C D(f,) e 72|D(?1) = f,, assim como
D(f,) C D(fy) e f1|D(f2) = fo. Logo, f1 = f».

iii) Transitiva: Se f, < fy e fy < f3, segue que D(f,) C D(f5), 72|D(f1) = f1, D(f,) C
D(f3) e f3|D(?2) = fo- Entao D(f,) C D(f3) e f3‘D(?1)cD(?2) = f2’D(?1) = J1. Logo,
Fi<Ts

Assim, G é parcialmente ordenado.

Provaremos agora que todo subconjunto totalmente ordenado de G possui cota superior.
Considere T = {f,} um subconjunto de G totalmente ordenado. Mostremos que existe uma
cota superior de f de T. Para isso, considere a aplicagdo f com dominio D(f) = |, D(f,)-
Observe que se © € D(f) = UQD(?Q), existe algum o tal que z € D(f,). Neste caso,
definiremos f(z) = f,(z).

Vejamos que D(f) é um subespago vetorial de E:
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(i) Se z € U, D(f,), existe a tal que z € D(f,). Como D(f,) ¢ um subespago vetorial,
entdo para todo A € R temos que Az € D(f,) C U, D(fa)

(i) Se 2,y € U, D(f,), entdao para algum «; e para algum as, temos = € D(f, ) ey €

D(f,,). Como T é totalmente ordenado, entdao D(f,, ) C D(f,,) ou D(f,,) C D(f,,).
Assim, z,y € D(f,,) ou z,y € D(f,,). Segue diretamente que = +y € {J, D(f,).

Vejamos que f estd bem definida. Suponha z € D(f,) e # € D(f;). Pela defini¢io
de f temos que f(z) = f,(z) e f(z) = fﬁ(x) Mas T é totalmente ordenado, portanto
D(f.) € D(F5) ou D(F5) € D(F,), o que implica T (x) = F(z) = F5(x).

E claro que f é linear, estende fy e é tal que f(z) < p(x), para todo € D(f), ou
seja, f é cota superior de T em G. Assim G ¢ indutivamente ordenado, ou seja, toda cadeia
(subconjunto totalmente ordenado) admite cota superior. Pelo Lema de Zorn, existe F' € G tal
que F é elemento maximal de G. Isto implica em F estender fy com a propriedade F'(x) < p(z)
para todo x € D(F).

Para completar a prova, mostraremos que D(F) = FE. Suponha que D(F) C E. Entao
existe 1 € F tal que x; ¢ D(F'). Pelo Lema 2.4.1, F' pode ser estendido a outro funcional
linear f que, por sua vez, estende fo e é tal que f(x) < p(x), para todo x € D(F) @ [x1]. Assim,
f € (G e estende F'. Neste caso, F' nao seria elemento maximal de G, contradizendo o fato

obtido de que F' é elemento maximal de G. Logo, D(F') = E e F é a fungao procurada. O]

O Teorema de Hahn-Banach pode ser generalizado para o caso de espagos vetoriais comple-

xos. Neste caso, utilizamos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.1. Sejam f: E — R um funcional linear real e p: E — R uma fungao

sublinear. Entao

f(z) <p(x), Ve € E < [f(x)] < p(x), Ve € E.

Demonstracio. (<) E imediata, pois f(x) < |f(z)| para todo z € E.
(=) Se |f(x)| = f(x), terminamos. Caso |f(z)| = —f(z), temos |f(z)| = —f(z) = f(—z) <
p(—z) = p(z), pois p é sublinear. ]

Teorema 2.4.2 (Teorema de Hahn-Banach - versao geral). Sejam E um espago vetorial nor-
mado sobre K, Ey um subespacgo proprio de E, p uma funcao sublinear sobre E e fy um funcional

linear sobre Ey tal que

| fo(@)| < p(z),Vz € Ep. (2.7)

Entao fy pode ser estendido a um funcional linear F': E — K tal que

|F(2)| < pl),Vz € E. (2.8)

Demonstracao. Caso K = R, temos pela Proposicao 2.4.1 que

fo(z) < p(z), Vo € E.
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Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach (caso real), fo pode ser estendido a um funcional linear
F: FE — R tal que
F(z) <p(x), Yz € E,

que implica |F(z)| < p(x) para todo x € F, pela Proposi¢ao 2.4.1.
Consideraremos agora o caso K = C. Sejam f : £y — C um funcional linear e p: ¥ — R
uma func¢ao sublinear tal que
(@) < p(x), Vo € Eo.

Considere g(z) = fi(z) = Ref(x) e fo(x) = Imf(x) para todo z € E;. Observe que

flix) = filiz) +ifo(ix) e fiz) = if(z) = ifi(z) = fa(2).

Logo fa(x) = — fi1(ix). Assim, podemos escrever f da seguinte forma:

f(x) = g(x) —ig(iz).

Além disso,
g9(x) < lg()] < |f(2)| < p().

Pelo Teorema 2.4.1, existe G : E — R linear tal que G estende g e G(x) < p(z) para todo
x € E. Considere F' : E — C dada por F(x) = G(x) — iG(ix). Mostraremos que F' ¢ linear,
estende f e |F(z)| < p(x) para todo € E. Para mostrar que F' ¢ linear, considere z,y € E e
a+ bi € C. Entao:

Fle+y) = Gle+y) —iGli(z +y)) = Glx) + Gy) — i(Glix) + G(iy))
G(z) — iG(iz) + G(y) —iG(iy)
F

() + F(y)

F((a+ bi)x) = G(ax + bix) — iG(iax — bx)
= aG(z) + bG(ix) — i(aG(iz) — bG(x))
= aG(z) + bG(ix) — iaG(ir) + ibG(x)
= (a + bi)(G(z) —iG(ix)) = (a + bi) F(x).

Agora, para mostrar que F' estende f, considere z € Fy. Entao:
F(z) = G(x) —iG(iz) = g(z) —ig(iz) = f(z).

Por fim, provemos que |F(z)| < p(z) para todo # € E. De fato, F(x) = |F(x)|e? e |F(x)| =
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F(x)

et

= F(e "?z). Dai,
|[F(2)] = F(e™"x) = G(e™"x) < p(e™"z) = e |p(x) = p(x),

Ccomo queriamos.
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3. ESPACOS DE HILBERT

Apresentaremos aqui, alguns conceitos como o de produto interno e o de espagos de Hil-
bert, bem como resultados importantes sobre tais espagos. Utilizamos para a construcao deste

capitulo as referéncias [4] e [6].

3.1 ESPAGCOS coM PRODUTO INTERNO

Definicao 3.1.1. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Um produto interno em E ¢
uma aplicacao

() ExE—K (z,y) — (z,9)

que satisfaz as sequintes condigoes:

(1) (x+vy,z) = (x,z) + (y, z), para todos z,y,z € E;

(ii) (\x,y) = Nzx,y), para todos x,y € E e A € K;

(ii) (z,y) = (y,z), para todos z,y € E;

(iv) Se x # 0, entao (x,z) > 0.
O par (E,(-,-)) € chamado espagco com produto interno.

Sejam E um espaco com produto interno, z,y,z € E e A € K. E facil mostrar que:

(a) (£,0) = (0,2) = 0:

(b) (z,2) =0< x =0;

(€) {z,y+2) = (z,9) + (z,2);

(d) (2, My) = Mz, y);

(e) Se (x,y) = (x, z) para todo x € F, entao y = z.

Teorema 3.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espago com produto interno.
Entao

(2, 9)|* < (2, 2)(y,y) Yo,y € E.
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Demonstra¢ao. Se x = 0 ou y = 0, o resultado é claramente vélido. Suponhamos entao = # 0

e y # 0. Denotemos a = (y,y) e b = (x,y). Entao,

ab{z,y) = {y,y)bb = |b|*(y, y)

¢ um numero real positivo. Note que

| /\

(ax — by, ax — by)
aa({x,x) — baly, z) — ab(x,y) + bbly, y)
a*(w,x) — 2Re(ab(z, y)) + [b*(y. y)
a*(w,x) = 2b*(y, y) + [b]*(y, )

(2, 2) — [b]*(y, v)

= (. 9) (v, )z, 2) = [z, 9) ).

a

Como (y,y) > 0, segue que
(. 2)(y,y) = [, 9)[? = 0,

o que prova a desigualdade desejada. O]

Corolario 3.1.1. Seja E um espago com produto interno. A funcao
- E—R, |z = v(z,z)

€ uma norma em E.

Demonstragao. Os itens (i) e (i7) da definicdo de norma vém das propriedades do produto
interno. Mostremos entao a desigualdade triangular. Sejam z,y € E. Da Desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos

lz+yll” = (& +y,z+y) = lz]* + (z,9) + (y, 2) + [ly|I”
= [lz|I* + {z, y) + (,9) + lyl?
= [lz]” + 2Re((z, y)) + lly|I®
< Jz]1* + 2z, y)| + lyl1?
<l l” + 2l lyll + [ly]I*
= ([l + llyI)?,

como queriamos demonstrar. ]

Definicao 3.1.2. Dizemos que um espaco E com produto interno é um espaco de Hilbert se
esse € completo com a norma induzida pelo produto interno. Assim, todo espaco de Hilbert é

um espaco de Banach.

Exemplo 3.1.1. O espag¢o K" com a norma euclidiana, denotado por K, é um espaco de
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Hilbert com o sequinte produto interno:

<$, y> = Z aib_ia
i=1

onde x = (ay,...,a,) ey = (by,...,by).

Exemplo 3.1.2. {5 é um espaco de Hilbert com o sequinte produto interno:

<[L‘, y> = Z aib_iu
=1

onde x = (a;) ey = (b;) € {s.

Definicao 3.1.3. Seja E um espago com produto interno. Dizemos que x,y € E sdo ortogonais,

e escrevemos x Ly, se (x,y) = 0.

Proposicao 3.1.1 (Teorema de Pitagoras). Seja E um espago com produto interno e sejam
z,y € B, comx L y. Entao
Iz +yl* = ll2l” + llylI*

Demonstrag¢ao. Sejam E um espago com produto interno e z,y € E ortogonais. Dai,

lz+yll* = (z +y,2 +y) = (@, 2) + (2, 9) + (v, 2) + (v, 9) = |=]” + Iy

Proposicao 3.1.2 (Lei do Paralelogramo). Seja E um espag¢o com produto interno. Entao

Iz + yll* + [lz — ylI* = 2[|z]1* + 2lly||*, Y2,y € E.

Demonstracao. Temos que

|z +ylI> = (z+y,2+y) = (z,2) + (z,9) + (. 2) + (Y, y)

lz =yl = (z —y,x —y) = (z,2) — (z,y) — (y,2) + (y,9).

Somando as desigualdades acima, obtemos o resultado procurado. O]

3.2 PROJECOES ORTOGONAIS

Teorema 3.2.1. Sejam E um espaco de Hilbert e M um subespaco fechado de E. Entao para

cada x € E existe um unico p € M tal que

|l = pll = d(z, M) = nf{[lz —y[| : y € M}.
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Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos provar a existéncia de p. Seja d = d(x, M). Pela defini-

¢ao do infimo, existe (p,) C M tal que

1
lx — pnl| < d+ — para cada n € N. (3.1)
n

Pela Lei do Paralelogramo, temos que

122 = P — Pall? + [P0 — Pl|* = 2[|7 = pa|* + 2[|7 — P

E dai,

2
I = Pl = 2l = Pl + 2]z — pal® — 4

(pmﬂ?n)
I‘_ —
2
1\?2 1\?
<2(d+—) +2(d+—) — 4d?
m n

4d 2 4d 2
<=+ S+ —+ .

Logo (p,) ¢ de Cauchy em E. Como E ¢é completo e M ¢é fechado em FE, concluimos que (py,)
converge para algum ponto p € M. Fazendo n — oo em (3.1), obtemos que ||z —p|| < d e
portanto ||z — p|| = d, como querfamos.

Provaremos agora a unicidade de p. Suponhamos que exista ¢ € M tal que ||z — ¢|| = d,

com g # p. Pela Lei do Paralelogramo, temos que
122 —p —ql* + llg — p[I* = 2]}z — p||* + 2[l= — q*.
Dali,

2
- ptq
lg = pl* = 2}z = pl* + 2]} QI|2_4“x_T“

< 2d% + 2d° — 4d® = 0.

Logo p = q. O

Definicao 3.2.1. Sejam E um espaco com produto interno e S um subconjunto de E. Deno-

taremos por St o sequinte conjunto:
St={yeE:ylazVzeS}

E facil verificar que S* ¢ sempre um subespaco fechado de E. De fato, seja (y,) C S* e
(yn) —> y € E. Dado x € S, temos

0= (Yn, z) — (Y, 7),

pois podemos ver o produto interno como sendo um operador linear continuo na primeira
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entrada. Dai, (y,z) = 0. Como x € S é qualquer, segue que y € S*.
Teorema 3.2.2. Sejam E um espaco de Hilbert e M um subespaco fechado de E. Entao:

(i) Dado x € E, x admite uma unica decomposicao da forma
r=p+q, compeMeqe M™*.

Além disso, ||z — p|| = d(z, M) e ||z — q|| = d(z, M*).

(ii) Se definirmos P : E — E, onde P(x) = p, e Q : E — E, com Q(x) = q para todo
v €E, entio PLQE L(E,E), PP=P,Q°=Q ¢eQoP=PoQ=0.

Demonstragao. (i) Dado x € E, seja p o tnico elemento de M tal que ||z —p|| = d(z, M) e seja
q = x — p. Provaremos que ¢ € M+ e que ||z — ¢|| = d(x, M*).
Para mostrar que ¢ € M+, considere y € M e A € K. Temos que

lall = [z = pll < llz —p = Myl = llg = Ayll.
Dai,

lall* < [lg = Myll* = (¢ = Ay, g — M)
= (g,9) — My, q) — Ma,y) + ANy, )
= [lglI* = 2Re(M(y, @) + [A*[lyII?
—> 2Re(My, ) < [AP[lyl1>.

Escrevamos (y, ¢) = |{y, q)|e?. Entao, fazendo \ = te=® com t € R, segue que

2t|(y, )| < *||y|>, vt € R.

Logo,
2|y, )| < tllyl|*, vt > 0. (3.2)

Fazendo t — 0 em (3.2), segue que (y, ¢) = 0, e portanto ¢ € M.

Para mostrar que ||z — ¢|| = d(z, M), tome 2 € M+. Como x = p + ¢, segue que
r—z=p+(g—2),compeEMeq—2z€ M
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que

lz = 21 = lIpll* + llg — 21* > llpll* = [l — al”

= [z =gl <l ==

E portanto d(z, M*) = inf{||z — 2| : 2 € M*} = ||z — ¢||.
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Suponhamos agora que
r=p+qcomp € Meqg € M*.
Como z = p+q, segue que p—p; = 1 —q € MNM™*, entao (p—p1,p—p1) = (1 —q, 1 —q) = 0.
E portanto p = p; e ¢ = ¢, como queriamos.

(ii) Segue da unicidade da decomposi¢ao do item acima que as aplicagoes P e () sao lineares.

Seja x € E. Temos que
r = P(x) + Q(x), com P(z) € M e Q(z) € M*.
Pelo Teorema de Pitégoras,
l2]I* = [[P@)[I* + [|Q()[|*, vz € E.
Dai, |P(z)|| < ||z|| e [|Q(z)|| < ||z|| para todo « € E. Logo, P,Q € L(E, E). Escrevamos
P(z) = P(x)+0e€ M+ M*.

Da unicidade da decomposicao, segue que

P(P(z)) = P(z) e Q(P(z)) = 0.
De maneira anéaloga, temos que

P(Q(z)) =0 e Q(Q(z)) = Q(),

como querfamos provar. O

Teorema 3.2.3 (Teorema da Representagao de Riesz). Sejam E um espaco de Hilbert e ¢ € E’.

Entao existe um tnico yo € E tal que
o(x) = (x,yo) para todo x € E.

Demonstra¢ao. Primeiro mostraremos a existéncia de yy. Se ¢ = 0, basta tomar yo = 0.

Consideraremos agora o caso em que ¢ ¢ nao nulo. Seja
M=¢"'0)={z € E:¢(x) =0}

Como ¢ é linear e nao nulo, temos que M é um subespaco proprio de E. Além disso, como
¢ ¢ continuo e M = ¢ 1({0}), temos que M é fechado. J4 que ¢ # 0, existe 7o € M tal
x
° _ temos ¢(z1) = 1. Entdo cada z € E admite
¢(x0)

que ¢(zg) # 0, e dai, tomando z; =
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decomposi¢ao da forma

r = (x— ¢(x)x1) + d(x)z1, com x — ¢p(x)x; € M e ¢p(x)x, € M. (3.3)

Em particular, se x € M+, temos (z —¢(z)z1) € MNM* = {0}, assim = ¢(z)z;. E portanto
]\4-L = [l’l}
Procuramos yy € F tal que ¢(z) = (z,yo) para todo x € E. Note que yo pode ser escrito

da forma vy = po + qo com py € M e gy € M*. Em particular, devemos ter

0= &(po) = (Po, o) = (Po, o) + (Lo, 90) = (Po, Po)-

Logo po = 0, e portanto yy = gy € M. Escrevamos vy, = Az, onde \ vai ser escolhido de modo

que

¢(x1) = (21, 0),

ou seja,

1= ¢(x1) = (1, Az1) = M| ||

Assim, basta tomar A\ = ||z;]|72. De (3.3) segue que

(@, 40) = ¢(x)(21, 40) = P(x)¢(21) = P(),

e portanto yo verifica ¢(x) = (z,yo) para todo x € E.

Para provar a unicidade, suponhamos que exista y; € E tal que
o) = (2,31), V2 € .

Assim, (z,y0) = (x,y1) para todo x € E, ou seja, (x,yo — y1) = 0 para todo x € E. Em
particular, (yo — y1,%0 — y1) = 0, e portanto yo = 4. O

3.3 CONJUNTOS ORTONORMAIS EM ESPACOs DE HIL-
BERT

Definicao 3.3.1. Seja E um espag¢o com produto interno. Um conjunto S C E € dito orto-
normal se dados x,y € S tem-se (x,y) =0 sex # y e (z,y) =1 se x = y. Um conjunto

ortonormal S C E € dito conjunto ortonormal completo se S+ = {0}.
Proposicao 3.3.1. Todo conjunto ortonormal em E € linearmente independente.

Demonstracao. Sejam E um espaco com produto interno, S C E um conjunto ortonormal e
x1,...,%, €5 tal que

oy + -+ ayz, = 0.
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Entao .
_ _ _ 2
0=1(0,0) = (@11 + -+ + QpTp, 1T + + + + QTy) = Z|ozj| )
j=1
Logo,
o =--=aq, =0.
Portanto S ¢ linearmente independente. O

Proposicao 3.3.2. Sejam E um espago com produto interno e S C E um conjunto ortonormal.
Entao S € completo se, e somente se, € maximal entre os conjuntos ortonormais de E. Isto €,

S nao estd contido em nenhum outro conjunto ortonormal.

Demonstragao. (=) Suponha que exista A C E ortonormal tal que S & A. Dai, existe y # 0
em A\S. Note que (x,y) = 0 para todo z € S. Logo y € S* e portanto S nio ¢ completo.

(<) Seja S um conjunto ortornormal em E. Suponhamos que St # {0}. Entdo, existe
Zo

xg € St com g # 0, isto é, (xg,y) = 0 para todo y € S. Tome A =S U Tol
Zo

}. Note que A

é ortonormal e S C A. Portanto S nao é maximal.

Proposicao 3.3.3. Se S € um conjunto ortornormal em E tal que o subespago S| gerado por

S € denso em E, entdo S é completo.

Demonstragao. Seja S um conjunto ortonormal em E tal que [S] é denso em E. Mostremos
que S é completo, isto ¢, que St = {0}. Suponhamos por absurdo que existe € S+ com

x # 0. Entao, ||z|| # 0. Como [S] é denso em E, existe y = ajy; + -+ + a,y, com y; € S e

[l =yl < [l]-
Dali,
2]1* > [lz — yl*
=(z—y,z—y)
= Jlzl* = (2, y) = (v, 2) + yl*
== = > aile,ya) = Y aslyi ) + [yl
i=1 i=1
= llz)* + llyl®
ou seja,
lylI* <o,
o que é uma contradigao. O

Exemplo 3.3.1. E fdcil verificar que os vetores unitdrios

er=(1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)
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formam um conjunto ortonormal completo em K.

Exemplo 3.3.2. F ficil verificar que a sequéncia de vetores unitdrios
e =(1,0,...),eo =(0,1,0,...),e3 =(0,0,1,...),...

formam um conjunto ortonormal completo em (5.

Proposigao 3.3.4 (Processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt). Sejam E um espag¢o com

N

produto interno e (x,,),_, uma sequéncia finita ou infinita de vetores linearmente independentes

em E. Entio existe uma sequéncia ortonormal (y,)Y_, em E tal que

[ZEl,...,ZL‘n] = [y17"'7y7’b]

para cada n < N.

N .. . X
Demonstra¢ao. Primeiramente definimos y; = H e escrevemos vy = Tg — (g, y1)y;. Observe
T
L .
que Y2 € [yl] , PO1S

(Y2, y1) = (T2, 1) — (@2, y1)(y1, 1) = 0.

. ~ (% . . ~
Definimos entao y; = ﬁ Dai, [y1,y2] C [21, 2], mas como ambos tem dimensao 2, temos que
V2
[1, x2] = [y1, ya]. Prosseguindo por indugao, suponhamos que tenhamos y, . . ., y, ortonormais

tais que

[T1, . T = (Y1, -5 Unl-

Note que y; # 0 para todo j, pois (z,,) é uma sequéncia de vetores linearmente independentes.

Escrevamos
Un+1 = Tpy1 — <xn+17y1>y1 - <xn+1u yn>yn-
e e ) 1 ~
Nao é dificil ver que v, 41 € [y1, ... ,yn]L. Definindo ¥, = ” nt ” temos que yi, ..., Y,i1 SA0
Un+1
ortonormais e
[x17 R 7xn+1:| = [y17 e 7yn+1]'

O

Corolario 3.3.1. Seja E um espagco com produto interno de dimensao finita n. Entdo existe

em E um conjunto ortonormal completo formado por n vetores.

Corolario 3.3.2. Seja E um espago com produto interno. Se {xi,...,x,} € um conjunto

ortonormal em E, entdo {z1,...,x,} € uma base do subespago [x1,. .., T,].

Definicao 3.3.2. Dizemos que um espago métrico M ¢é separdvel, se M contém um subcon-

Junto enumerdvel e denso em M.

Corolario 3.3.3. Seja E um espaco de Hilbert separdvel. FEntao existe em E um conjunto

ortonormal completo enumerdvel.
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Demonstra¢ao. Como E ¢é separavel, existe D = {x,, : n € N} denso em E. Podemos extrair
de D uma base B para [D]. Suponha que B seja finita, digamos B = {vy,...,v,}. Neste caso,
como [D] também é denso em E e subespagos de dimensao finita de espagos completos s@o

fechados, temos

E =[D]=[D] = [v1,...,0,).
Mas isto nao pode ocorrer pois dim £ = co. Logo, B ¢ infinita. Mas B C D e D é enumeravel,
assim B é enumeravel, digamos B = {v,, : n € N}. Pela Proposi¢ao 3.3.4, existe um conjunto

ortonormal S = (y,) em E tal que [S] = [v, : n € N]. Assim,

[S]=[vn:neN =[D]=E.

Logo, pela Proposicao 3.3.3, segue o resultado. O

Proposicao 3.3.5. Seja E um espaco com produto interno. Entao todo conjunto ortonormal

em E estda contido em algum conjunto ortonormal completo.

Demonstragcao. Sejam Sy um conjunto ortonormal em £ e P a familia de todos os conjuntos
ortonormais em E que contém Sy. Note que P é um conjunto parcialmente ordenado por

inclus@o de conjuntos. Seja (5;);cr uma cadeia em P. Entao é facil ver que U S; é um conjunto
iel
ortonormal em F, e claramente contém S; para todo ¢ € I. Isto prova que cada cadeia em P

admite cota superior. Logo, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal S em P. Pela

Proposicao 3.3.2, segue que S é um conjunto ortonormal completo em E que contém Sy. [

3.4 CONJUNTOS ORTONORMAIS COMPLETOS EM ESPA-
COs DE HILBERT

Proposicao 3.4.1. Sejam E um espagco com produto interno, M um subespaco de E com

dimensao finita n, {1, - ,x,} wm conjunto ortonormal em M, e x € E. Entdo:
(7’) $—Z<$,Z’j>$]’ :d<x>M)
j=1

(i) ) N, a)* < |l
j=1
Demonstragao. (i) Pelo Teorema 3.2.2, podemos escrever
t=p—+q, compeMeqe M. (3.4)

Além disso, ||z — p|| = d(z,M). Como {zi,---,z,} é uma base de M, podemos escrever

p= Z?:l a;z;. Comox —p=gq€ M+, temos que

0= (r—p,ax) = (x,2%) — (P, zk) = (T, Tk) — ,
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que implica ay, = (x, ;) para k =1,...,n. Logo
p= Z(x, ). (3.5)
j=1
(ii) De (3.4), (3.5) e do Teorema de Pitagoras, segue que

Izl = Il + lall® = llpl* = ) 16w, 25) .
j=1

]

Proposicao 3.4.2 (Desigualdade de Bessel). Sejam E um espago com produto interno, (x;)ier

um conjunto ortonormal em E, e x € E. Entao o conjunto
L ={iel: (x,x;) #0}

€ enumerdvel e

Dl @) <l

1€,

Demonstracao. Observe que
L=
k=1

onde J, ={i € I : |(x,z;)| > %} Da proposicao anterior, segue que J, ¢é finito. De fato, se J é

um subconjunto finito de Ji, segue da proposicao anterior que

1 _
Izl =) e 2)* > Zﬁ =12

jeJ jeJ

e daf |J| < k?||z||?. Segue entao que |Ji| < k?||x||? para cada k, e portanto I, é enumeravel.

Escrevamos (x;);c;, como uma sequéncia yi, 4o, - . . . Pela proposigao anterior,

D g P < )
j=1

para cada n. Logo

> Hz,z)P = Z [z, i) * < llz))*.

1€l

]

Proposicao 3.4.3. Sejam E um espago de Hilbert, (x;)ic; um conjunto ortonormal em E, e

Z(x,mﬁxz

1€l

xz € FE. Entao a série
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¢ incondicionalmente convergente. Isto €, a série converge e sua soma independe da ordem

escolhida em 1.

Demonstragao. Pela proposi¢ao anterior, o conjunto I, é enumeravel. Sejam (y;) uma ordena-

cao de (x;)ier, €

sm= Y ()Y,

j=1
para cada m. Se n < m, segue do Teorema de Pitagoras que

2

Ism = sall? = || D @iyl = D Nyl
j=n-+1 j=n+1

Observe que 22, [(z,;)|* < [lz[*. Logo,

Z [(x, ;)] — 0 quando n — oo.
j=n+1

Segue que (s,,) € uma sequéncia de Cauchy em E, e portanto converge para algum s € F.
Para provar que a soma da série independe da ordenagao escolhida, considere (z;) uma outra

ordenagao de (z;);cs, € seja
n

t, = Z(x, 21) 2k para cada n.
k=1

De maneira analoga, podemos mostrar que

n
Z (2, z)|* < ||z]|* para cada n,
k=1

e portanto a sequéncia (t,) converge para algum t € E. Dado € > 0, podemos achar ng, mg € N

tais que
oo
mzme— 3 eyl e lls—sul <e
j=m+1
€ oo
n>nyg = Z [z, z1)]> < e [t —t,| < e
k=n+1
Fixemos m > mg e seja n > ng tal que {y1,...,ym} C {z1,...,2,}. Entao

tn — Sm = Z<x7yj>y]7

jeJ
onde J C N\{1,...,m}. Segue que
ltn = smll> =D Wz yn)lP < Y ey <&
jeJ j=m+1
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Logo
[E = sl <Nt =tall + ltn — smll + l[sm — sl < 3¢,

e como € > 0 é qualquer, concluimos que ¢t = s. O

Teorema 3.4.1. Sejam E um espaco de Hilbert e S = (x;);cr um conjunto ortonormal em E.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) O subespago [S] € denso em E;
(ii) S € completo;

(iii) © = Z(x, x;)x;, para todo x € E;

i€l

(iv) (w,y) =Y (@,2:){y,;), para todos z,y € E;

el
(v) ||z||* = Z |(z,z:)|?, para todo x € E.
iel
Demonstragao. A implicacao (i) = (i7) segue da Proposi¢ao 3.3.3 e as implicagoes (iii) = (iv)
e (iv) = (v) sao facilmente verificadas.

Provaremos entao que (i) = (i) e (v) = (¢). Dado x € E, sejam

p=> (va)rieq=x—p

i€l

Pela proposicao anterior, p estd bem definido. E como

(0.25) = (. 25) = {p,;) = 0

para todo j € I, temos que ¢ € S*.
(ii) = (4ii): Suponhamos que S é completo, ou seja, S+ = {0}. Segue que ¢ = 0, e portanto
T=p =2 er{T )T

(v) = (i): Seja M = [S]. Entao p € M e g € M*. Pelo Teorema de Pitagoras,

lzl® = [lpll* + lall® = D e, @) + llall>

iel

Segue de (v) que ||¢|]| = 0, e portanto x = p € M. Logo E = M = [5]. O

Teorema 3.4.2 (Teorema de Riesz-Fisher). Todo espago de Hilbert separdvel de dimensao

infinita € isometricamente isomorfo a {s.

Demonstragao. Pelo Corolario 3.3.3, existe em E uma sequéncia ortonormal completa (z,,).

Pelo teorema anterior, temos que

2] = [z, 2,)|?, Vo € E. (3.6)

n=1
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Considere a aplicagao
T:E—ly, v ((x,2,))5,.

Observe que T ¢ linear, devido as propriedades do produto interno. Além disso, segue de (3.6)
que T é uma isometria. Para completar a demonstragao, provemos que 1" é sobrejetora. Dado
Un € o, seja =Y~ y,x, € E. Para mostrar que = esta bem definido, seja s, = Z;L=1 YT

para cada n. Entao para m < n temos que

2 n

> lyP—0

Jj=m+1

Z YjLj

Jj=m+1

[8n — SmH2 =

quando m,n — oo, pois Y2, |yn|* < oo. Portanto (s,) é uma sequéncia de Cauchy em E.
Assim, z estd bem definido e (x,x;) = y; para cada j. Logo (y,) = T'(z), como queriamos

mostrar. L]
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4. OPERADORES COMPACTOS AUTOAD-
JUNTOS

Apresentaremos a seguir o teorema que déa nome a este trabalho, mas antes introduziremos
algumas informacoes sobre operadores compactos e sobre operadores autoadjuntos. Utilizamos

neste capitulo as referéncias [4] e [6].

4.1 OPERADORES COMPACTOS EM ESPACOS DE BANACH

Definicao 4.1.1. Seja E um espaco normado.

(i) Chamaremos de bola unitdria fechada de E o seguinte conjunto

Br={zcE: |z <1}

(i) Chamaremos de esfera unitdria de E o sequinte conjunto

Sg={x e E:|z|| =1}

Lembre que um subconjunto K de um espacgo métrico é dito compacto, se toda sequéncia
formada por elementos de K admite subsequéncia convergente em K.

Definigao 4.1.2. Sejam E e F espagos de Banach, e T € L(E, F).

(i) Diremos que T tem posto finito se o subespaco T'(E) tem dimensao finita. Denotaremos

por Ly(E, F) o subespago dos operadores de posto finito de E em F.

(ii) Diremos que T é compacto se T(Bg) ¢ relativamente compacto em F. Denotaremos por

Li(E,F) o espago dos operadores compactos de E em F.
Proposigao 4.1.1. Todo operador de posto finito é compacto.

Demonstracao. Seja T : E — F de posto finito. Entao

T=¢0Q@y1+ -+ On @ Yn,
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onde ¢; € E', y; € E e ¢; ® yi(z) = ¢;(x)y; para todo z € E. Considere (z;) em Bg. Para
i=1,...,n, (¢(x;)) é uma sequéncia limitada em K. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
(¢i(x;)) admite subsequéncia convergente para cada i. Logo, existe uma subsequéncia (z;, ) tal
que (¢;(z;,)) é convergente para todo ¢ = 1,...,n. Portanto, (T'(x;,)) é convergente. Assim, T’

é compacto. ]

Proposicao 4.1.2. Sejam E e F espagos de Banach. Entao Lx(FE, F') € um subespago fechado
de L(E, F).

Demonstragao. Seja (T),,) uma sequéncia em Ly (E, F') que converge para um operador T' €
L(E,F). Para provar que T é compacto, mostraremos que toda sequéncia em T(Bg) admite
subsequéncia convergente.

Seja (x;) uma sequéncia em Bg. Como T; é compacto, (z;) admite subsequéncia (z})%

J/3=1
tal que (T1(x}));2, ¢ convergente. Como Ty & compacto, (z7)32, admite subsequéncia (27)32,
tal que (Th(27))32, € convergente. Procedendo de maneira indutiva, podemos obter para cada

i € N, uma subsequéncia (2%)%2, de (;U;_l)‘j?il tal que (Tj(z%))32, converge. Seja (z,) a sequéncia

diagonal (m?)?’;l Entao, para cada i € N, (2;);2; ¢ uma subsequéncia de (2})32,. Segue daf que

(Ti(25))52, € convergente para cada i € N. Provaremos que (7'(2;))32; converge. Dado & > 0,

existe ¢ tal que ||T; — T'|| < e. Fixado i, existe jy tal que
gk 2 jo = [|ITi(z;) — Ti(z) || < e
Dali,
1T (2) = T(z)ll < 1T(25) = Ti(zp)Il + 1 Ti(25) — Tilz) | + 1 To(ze) = T'(z)|| < 32

para quaisquer j,k > jo. Logo (7(2;))52, ¢ uma sequéncia de Cauchy em F', e portanto

convergente. 0

4.2 OPERADORES AUTOADJUNTOS EM ESPACOS DE HIL-
BERT
Nesta secao, ' e F' denotarao espacos de Hilbert.

Proposicao 4.2.1. Dado T € L(E, F), existe um inico T* € L(F, F) tal que
(T(x),y) = (x,T*(y)), para todos x € E,y € F. (4.1)

Além disso, tem-se que || T*|| = ||T||. O operador T* é chamado adjunto de T

Demonstracao. Fixemos y € F. Ent@o o funcional de £ em K, dado por z —— (T'(x),y) ¢

linear, continuo e tem norma menor ou igual a ||T'||||y|| pelo Teorema 3.1.1. Pelo Teorema da
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Representacao de Riesz, existe um tnico y* € E tal que
(T(x),y) = (x,y") para todo z € E

e ly*|l < |T|||lyl|. Definamos T : F' — E por T*(y) = y*, para cada y € F. Note que, dados
y1,Y2 € F' e a € K, temos

T (y1 + ay2) = yi +ays = T"(y1) + T (y2),
pois
<T(£L'),y1 +Oéy2> = <T(l‘),y1> —|—5<T(l’),y2> = <5U,yf> —l—@(:c,y;) = <:U7yr + &y;>

Além disso, temos que
1)l = lly™ll < 1 T[l]lyll-

Logo T* é continuo e ||[T*|| < ||T|.

Para provar a unicidade de T, suponhamos que exista S € L(F, E) tal que
(T'(x),y) = (z,S(y)), para todos z € E ey € F.

Dai, para todos x € E' e y € F' temos

(z,S(y)) = (x,T"(y)) = (z,S(y) = T"(y)) = 0= S(y) = T"(v).

Logo, S =1T".

O mesmo raciocinio mostra a existéncia de um tnico operador T** € L(E, F') tal que
(T*(y),x) = (y,T""(x)) para todos y € F, x € E, (4.2)
com ||[T**]| < ||T*||. De (4.1) e (4.2) temos que T** = T, e portanto ||T|| = ||T%|. O
Definigao 4.2.1. Dizemos que um operador T € L(E, E) é autoadjunto se T = T*. Isto é,
(T(x),y) = (x,T(y)), para todos z,y € E.
Proposicao 4.2.2. Seja T € L(E, E) um operador autoadjunto. Entao
1T = sup{|{T'(), )| : ||l=|| = 1}.

Demonstracao. Seja C = sup{|[(T'(x),z)| : ||z]| = 1}. A desigualdade de Cauchy-Schwarz

mostra que

(T (@), 2)| < IT@)[l]l < IT]l[l«l* = |7l para todo z € E com [|z[| = 1.
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Logo, C' < ||T||. Provaremos agora que ||T'|| < C. Se T'(s) = 0 para todo s € Sg, entdao T = 0,

e o resultado é valido. Entao, seja s € Sg tal que T'(s) # 0, e sejam
z=|T(s)|zs ey = |T(s)]|"2T(s).

Entao
[z = 1T IsI? = 1T ()] = 1T SITHT (I = lyll?

(T(@),y) = (ITPT(s), T2 T(s)) = [T(s)1” = (IT ()2 T(T (), | T(5)]178) = (T(), ),

pois T' é autoadjunto. Sejam u =z +y e v =x — y. Entao

(T'(u), u) = (T(x), ) + (T(x),y) + (T(y),z) + {T'(y), y)

Segue que
(T(u),u) —(T(v),v) = 2T (x),y) + 2(T(y), ) = 4|T(s)|*.

Por outro lado, pela definicao de C' e pela Lei do Paralelogramo,

(T(w),u) = (T(v),v) < [T (u),u)] + (T(v),v)] < Cllul® + Clv]?
= Cllz +ylI* + ll= = yl*)
=2C(||=]* + lylI*) = ACIT(s)]I-

Segue que 4[|T'(s)||* < 4C||T(s)]|, e portanto ||T| < C. O

Se T € L(E,FE) ¢é autoadjunto, é claro que (T'(z),z) = (z,T(x)) = (T(x),z). Assim,
(T'(x),x) ¢ real para cada x € E. Sejam my = inf{(T'(z),z) : ||z|| = 1} e My = sup{(T'(x),x) :
] = 1}.

Corolario 4.2.1. Seja T' € L(E, E) um operador autoadjunto. Entao
IT|| = max{Mr, —m7}.
Demonstragao. Observe que se ||z|| = 1, entao
(T (@), ) < IT@)[lll < ITIlll=l* = 1T

Logo,
—|T|| < (T(x),z) < ||T||, para todo x € FE com |[z| = 1.
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Assim,

=Tl <mz e My <|[T|
= —mr < |[T[| e My < ||T]|

— max{—mg, M7} < ||T||.
Como ||T|| = sup{{|T'(z),z)| : ||z|]| = 1}, dado € > 0, existe x € S tal que
1T =& < [{T(x), )| < max{—mr, Mr},

ja que (T'(x),x) < My e mp < (T'(z),x). Sendo € arbitrario, obtemos ||T'|| < max{—my, Mr}.
[

Dado T € L(E, E), se A ¢ um autovalor de T', denotaremos por E) o subespago
Ex={x € E:T(z) = \z}.

Proposicao 4.2.3. Seja T € L(E, E) um operador autoadjunto. Entdo:
(i) Se X € um autovalor de T, entao \ € real e mp < A < Mr.

(11) Se X\ e p sao autovalores distintos de T', entdo os subespagos Ey e E,, sao ortogonais entre

s1.
Demonstragao. (i) Suponhamos que T'(z) = Az, com ||z|| = 1. Entao
(T'(x), ) = (A, x) = A

Logo A\ é real e mp < A < M.
(ii) Suponhamos T'(z) = Az e T'(y) = py. Entéo

Mz, y) = (Ar,y) = (T'(z),y) = (z,T(y)) = (z, py) = p(z,y).

Logo, como A # pu, temos que (z,y) = 0. ]

4.3 O TEOREMA ESPECTRAL

Proposicao 4.3.1. Sejam E um espag¢o de Hilbert e T € L(E,E) um operador compacto
autoadjunto nao nulo. Entao |T|| ou —||T|| € um autovalor de T, e existe um autovetor x € Sk

correspondente tal que |(T'(z),z)| = ||T]|.

Demonstragao. Pelo Corolario 4.2.1, existe uma sequéncia (z,,) C Sg tal que (T'(x,,), x,) — A,
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onde A = ||T'|| ou A = —||T||. Note que

0 < ||T(x,) — Aan||* = (T(2) — Az, T(2,) — Axy)
= [T (zn)II” = MT(20), 20) = Man, T () + A2[|2a1?
< ||T)? = 2MT (), ) + N2

Como ||T||? = 2MT(z,), x,) + N> — 0, segue que T(x,) — A\x, — 0. Como T é compacto,
a sequéncia (7T'(x,)) admite subsequéncia convergente. Sem perda de generalidade, podemos
supor que (T'(x,)) converge para um y € E. Como T(x,) — Az, — 0, segue que Az, — v.
Em particular, como A\ # 0, temos que x,, — x, onde & = Y Aléem disso, como ||z,|| = 1 para
todo n, segue que ||z|| = 1. Por um lado, T'(z,) — y = Az. Por outro, T'(x,) — T'(x). Logo
T(x) = Az, e portanto A é autovalor de T. Finalmente, como |(T(z,),z,)| — ||T||, temos que

(T(x),z)| = ||T||, como queriamos. O

Teorema 4.3.1 (Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos em Espagos
de Hilbert). Sejam E um espago de Hilbert e T € L(E, E) um operador compacto autoadjunto
nao nulo. Entao existe uma sequéncia finita ou infinita (\,) de autovalores, e uma sequéncia

correspondente (z,,) de autovetores, tal que T admite uma representagao da forma

T(x) =Y Anlw,z)a, = Y (T(x),2,)w, (4.3)

para todo x € E. Além disso, a sequéncia (x,) € ortonormal e se a sequéncia (\,) € infinita

entdo A, — 0.

Demonstra¢ao. Aplicando a proposi¢ao anterior, obtemos A\; € R e 1 € F com ||z{|| = 1, tais
que
T(x1) = My e [M| = [|T].

Seja B = [71] o subespaco gerado por z;. Note que o subespaco Ei é invariante por T, ou
seja, T(EL) C Eit. De fato, para cada x € Ei- tem-se que

(T(x),x1) = (x,T(x1)) = (x, \iz1) = M (z, 1) = 0.

Se a restri¢ao 7| Bt é identicamente nula, paramos o processo nesse ponto. Caso contrario,

aplicando a proposi¢ao anterior & T'| 1, obtemos Ay € R e 25 € Ei com ||z = 1, tais que
T(w2) = Aoz € |Xo| = || T|pL]]-

Procedendo por indugao, obtemos uma sequéncia (A,) C R com A, # 0 e uma sequéncia

(x,) C E com ||z,| = 1, tais que
T(22) = M, 20 € By Wl = [Tlgy | paran > 2

onde E, = [z1,...,x,] para cada n > 1. E claro que a sequéncia (|\,|) é ndo crescente e
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a sequéncia (x,) é ortonormal. Antes de prosseguir, mostraremos que A\, — 0 quando a
sequéncia (A,) ¢ infinita.

Suponhamos que a sequéncia (A,) seja infinita e nao convirja para 0. Como (|\,|) é ndo
crescente, existe € > 0 tal que |\,| > ¢ para todo n. Como T" é compacto, a sequéncia (T'(x,,))
admite subsequéncia convergente. Além disso, como T'(x,) = Az, e |\,| > € para todo n,

segue que (z,) admite uma subsequéncia convergente, pois

T(x,)
)\n

Ty =

1
onde (T'(x,)) admite subsequéncia convergente e (—) também admite subsequéncia con-

n
. 1 : .
vergente ja que o™ < —. Mas isso é um absurdo, pois sendo (z,) ortonormal, temos que
€
n

|z, — @,,]|* = 2 sempre que n # m. Logo, A\, — 0 quando (),) ¢ infinita.

Para completar a prova, consideraremos o caso em que T|gL é zero para algum n. Cada

x € E pode ser escrito na forma
=Y, + 2, comy, € E,, 2, EE,%,

e portanto

Como T'|g: = 0, segue que

n

T(x) =Y (w,2)T(z;) = Y (&, 2,) Az

1

3

J=1

= (m M)z =
=1

n

(@, T(x;)a; = Y (T(x), z;)x;.

1 j=1

M=

J

Isto prova a representagao (4.3) quando T| gt = 0 para algum n. Suponhamos agora que

T gL # 0 para todo n. Como no caso anterior, escrevemos
1
T =Y+ 2z comy, €L, 2z, €L, .

Como |Apy1] = [|T|gL ||, segue que

1Tzl < T l2nll < PAngalllzll — 0.
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Dali,
T(x) = lim T(y,) + T(z:) = lim T(y,) = Jggoz z, ;)T (x;)
:Zx:c])\:c] Z(xTx] Z ), z5)x;,
Jj=1 Jj=1 j=1
finalizando a demonstracao. O

Corolario 4.3.1. Sejam E um espago de Hilbert e T € L(E, E) um operador compacto autoad-
gunto nao nulo. Todo autovalor A\ # 0 de T aparece na sequéncia (N\,) do teorema anterior. O
subespaco de autovetores correspondentes Ey tem dimensao finita e a dimensao de E\ coincide

com o numero de vezes que A aparece na sequéncia ().

Demonstrag¢ao. Suponhamos que exista um autovalor A # 0 de T" que nao aparega na sequéncia
(An). Seja x um autovetor correspondente, x # 0. Neste caso (z,z,) = 0 para todo n, e segue
de (4.3) que T'(x) = 0. Absurdo, pois T'(z) = Az # 0.

Suponhamos agora que um autovalor A # 0 aparega p vezes na sequéncia ()\,). Neste caso
o subespaco E) contém um subconjunto ortonormal formado por p vetores xy,,...,Z,,, e dai
dim E) > p. Suponhamos que dim E) > p. Entao existe x € E), com x # 0 e (x,z,,) = 0 para
j=1,...,p. Dai (z,x,) = 0 para todo n, e obtemos de novo de (4.3) que T'(z) = 0, que é um
absurdo. Logo, dim E) = p. O
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