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“Um homem inteligente pode transformar-se num Jodo-bobo,
quando nao sabe valer-se de seus recursos naturais.”
(William Shakespeare)



Resumo

O intuito deste trabalho é estudar o comportamento fisico da interacao radiagdo-matéria
pela introducao de conceitos envolvidos no Modelo de Jaynes-Cummings, a partir do
estudo dos modelos semiclassico e quantico para a interacao entre a radiacao do campo ele-
tromagnético e um atomo de dois niveis. Para compreendé-lo precisamente foi empreendida
uma revisao abrangente dos conceitos matematicos da mecanica quantica. Em seguida,
a interacao foi estudada considerando os dois modelos supracitados e a aproximacao de
onda girante (RWA, rotating wave approximation). Através do cdlculo da probabilidade
de ocupacao, diversos regimes de parametros serao explorados, em particular, para testar

os limites do modelo e suas aplica¢oes em diversas situacoes de interesse.

Palavras-chaves: oscilagdes de Rabi. RWA. Jaynes-Cummings.



Abstract

This paper aims to study the physical behaviour of radiation-matter interaction by introduc-
ing concepts involved in the Jaynes-Cummings model, based on the study of semiclassical
and quantum models for the interaction between electromagnetic field radiation and a
two-level atom. To understand it precisely, a wider review of the mathematical concepts
of quantum mechanics was undertaken. Subsequently, the interaction was studied consid-
ering the two models mentioned above and the rotating wave approximation (RWA). By
calculating the probability of occupation, several parameter regimes will be particularly
explored in order to test the limits of the model and its applications in various situations

of interest.

Keywords: Rabi oscillations. RWA. Jaynes-Cummings.
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1 Introducao

O modelo de Jaynes-Cummings na sua versao mais simples é um modelo de éptica
quantica que descreve a interagdo de um atomo de dois niveis com um tnico modo quanti-
zado de campo eletromagnético confinado em uma cavidade éptica. Inicialmente proposto
por Edwin Jaynes e Fred Cummings em 1963 (1, 2), teve sua primeira demonstragao
experimental em 1984 por Rempe, Walther e Klein (3). Ele é de grande relevancia em fisica
atomica, 6ptica quantica e fisica de estado sélido, tanto experimental quanto teoricamente.
Recentemente o modelo auxilia a desvendar aspectos importantes do controle coerente de

excitagoes e processamento quantico de informagao (4, 5, 6).

Este modelo ¢é utilizado para estudar aspectos basicos da interacao radiagao-matéria
no chamado regime de acoplamento fraco. Nessas condigoes, a interacao entre os fétons
presentes nos modos da cavidade e o a&tomo é reversivel, sendo mais rapida que os processos
irreversiveis devido a perda de fétons. O atomo emite um féton no modo ressonante
que permanece na cavidade até ser reabsorvido pelo atomo antes de ser perdido. Este
tratamento ¢ também conhecido como eletrodindmica quantica de cavidades (QED),
embora simplificado, ele é 1til para descrever razoavelmente bem sistemas fisicos de
interesse, onde dois niveis atémicos sao ressonantes com o campo da cavidade e os outros

estao em grande dessintonia dos mesmos.

-

E comum, por exemplo, utilizar essa aproximacao em atomos de metais alcalinos
como Li, Na, Rb e Cs. A caracteristica comum a esses elementos é que eles possuem
somente um elétron na ultima camada atomica ocupada e a distribuicao de carga é
radial. Os outros elétrons estao tao presos que sao praticamente insensiveis aos processos
abordados neste trabalho. Na ultima década, o modelo teve um grande ressurgimento
devido a aplicagoes em sistemas de estado solido e computagao quantica. No contexto do
estado sdlido, o modelo de Jaynes Cummings foi aplicado para descrever a interacao entre
estados de éxciton em pontos quanticos imersos em microcavidades 6pticas (7, 8) e para
descrever qubits supercondutores em cavidades micro-ondas (9). A grande versatilidade e
possibilidades de aplicagdes em diversos sistemas faz com que o modelo continue vigente
principalmente no estudo de processos de controle coerente de excitagoes, construcao de

portas quanticas e estudos de processos fundamentais da interacdo radiagdo-matéria.

A teoria envolvida é bastante ampla, ja que o &tomo e o campo na cavidade sao
tidos como quantidades quanticas, isso é essencial para o entendimento do modelo de
Jaynes-Cummings, que serve de base para a compreensao do fenémeno de colapsos e
renascimentos, algo que a teoria classica nao é capaz de explicar, indicando que este tipo de

problema se encontra basicamente na fronteira entre o mundo cléssico e o mundo quantico.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

Este trabalho se baseia em fundamentos estudados e explicados pela mecanica
quantica a fim de apresentar uma descri¢ao precisa acerca de um atomo sujeito a incidéncia
de radiacao eletromagnética. Como premissa, foram discutidos conceitos matematicos da
mecanica quantica que constituem uma parte importante para compreensao dos temas
pertinentes ao campo de pesquisa da Optica Quantica. Assim, é possivel enunciar postulados
basicos da fisica quantica. E a partir deles, o comportamento de qualquer sistema fisico

pode ser estudado.

Para estudar o sistema fisico de interesse para este trabalho, considerou-se a matéria
sendo composta por um atomo no qual o elétron de valéncia possui frequéncia de transicao
entre dois niveis eletronicos particulares proxima a frequéncia de incidéncia do campo
de radiacdao. A teoria semiclassica e quantica foi abordada meticulosamente, o campo
eletromagnético aplicado pode ser comparado sobre estas duas modalidades, apresentando

diferengas chamativas entre uma e outra.

O trabalho esta didaticamente dividido em outros sete capitulos. No segundo,
revisou-se os conceitos matematicos da algebra linear que se fazem necessarios para a
compreensao dos postulados da mecéanica quantica, assunto este que confere titulo ao
capitulo 3 que tratou dos principios que regulam a estrutura da fisica de particulas
de baixissima escala espacial. No capitulo 4, estudou-se intimamente o tema interacao
radiagao-matéria, obtendo o hamiltoniano a nivel semiclassico que descreve a interacao
considerando apenas os niveis atomicos quantizados. Apds uma andlise inteiramente
quantica, foi apresentado o hamiltoniano quantico no capitulo 5. No capitulo 6 foi deduzido
o modelo de Jaynes-Cummings, apresentando graficos que comprovam a eficiéncia desta
teoria. No sétimo capitulo, foram apresentadas discussoes exemplificadas com gréaficos que
atestam a competéncia do Modelo de Jaynes-Cummings, com os resultados obtidos ao

variar parametros. Por fim, no capitulo 8 sao apresentadas as conclusoes do trabalho.



2 Formalismo Quantico

O estado dindmico de um sistema quantico é descrito por um vetor de estado
|1)). Os possiveis vetores de estado sao elementos de um espago linear vetorial complexo,

normalmente chamado de espaco de estados ou espaco de Hilbert.

2.1 Espacos Vetoriais

Um espago vetorial consiste em um conjunto de vetores, {|a),[5),]7y),-- -}, junta-
mente com um conjunto de escalares {a,b,c, -} € C que estao sujeitos a duas operagoes:

adicao vetorial e multiplicagao escalar.

Na adigao de vetores, a soma de quaisquer dois vetores é outro vetor: |a)+|5) = |7).
Seguindo propriedades, ela é comutativa: |a) +|3) = |5)+|a); associativa: |a)+(|3)+]|v)) =
(la) +15)) + |y). Existe um vetor nulo ou vetor zero, |0), com a propriedade |a) 4 |0) = |a)
para todo vetor |a) e para todo vetor |a) existe um vetor inverso associado, |—a), tal que
) +|=a) =0

Na multiplicagao de escalares, o produto de qualquer escalar com um vetor é
um outro vetor: a|a) = |v). Essa operagdo é distributiva em relacao a adigdo vetorial
a(la) +18)) = a|a) + a|B) e em relacio & adicao escalar: (a + b)|a) = ala) +bla). E
também associativa em relagao a multiplicacdo ordindria de escalares: a(b|a)) = (ab) |a). A

Multiplicagao pelos escalares 0 e 1 tem os efeitos: 0 |a) = |0); 1|a) = |«), e evidentemente,

|—a) = (=1)|a).

2.2 Independéncia Linear e Bases

Uma combinagao linear de um conjunto de vetores {|a) , |3),|7) - - - } é uma expres-
sao da forma a|a) +b|8) +c|y)+..., onde a,b,c- - - sdo escalares. Um vetor do conjunto é
linearmente independente se nao puder ser escrito como uma combinacao linear dos outros
elementos do conjunto. Por extensdao, um conjunto de vetores é linearmente independente

se cada um ¢ linearmente independente de todo o resto.

Uma colegao de vetores B gera o espaco vetorial se qualquer vetor do espaco pode
ser escrito como uma combinagao linear dos membros de B. Consideremos por exemplo,
dois vetores nao colineares, |v1) e |v2). Um outro vetor, |v), do espago vetorial pode ser
decomposto segundo as diregoes de |v1) e |vg) (10) . Nesse caso é necessario encontrar dois
escalares oy e ag, tais que

|U> = |U1> + a9 |UQ> s (21)
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nessa representagio, o vetor |v) é uma combinagao linear de |vq) e |vg).

Um conjunto de vetores linearmente independentes que gera o espago ¢ chamado de
base. No exemplo citado, os vetores |v1) e |v3) sio chamados de base. E possivel decompor

o vetor |v) de forma genérica como

lv) = Zai |v;) (2.2)

Os vetores nao nulos |v1) , -, |v,) sdo linearmente independentes se e somente se

existir um conjunto de nimero complexos (o, ..., ,) com o; =0 e i =1,...,n tal que
ag |v1) + ag |va) + oo + ay v,y =0 (2.3)

O nimero de vetores em qualquer base é chamado de dimensdao do espago. Neste trabalho,

a dimensao n é finita.

2.3 Operadores Lineares e Representacdo Matricial

Considerando dois espacos vetoriais V' e W, um operador é entendido como uma
funcao O que a cada vetor de entrada |z) pertencente ao espago vetorial V' produz um

novo vetor de saida O |z) pertencente a W.

O: VW
O — |z)

Para essa fun¢ao ser chamada de operador linear é necessario que V' coincida com
W e obedeca a seguinte propriedade: O(a|z) + B |y)) = a0 |z) + SO |y), com a e 3 € C,
elr)ely) eV

Uma propriedade til dos operadores lineares é poder representa-los através de
uma matriz de dimensao igual & dimensao do espaco vetorial. Considerando novamente

o operador linear O que atua no espago vetorial V', sendo uma base desse espaco |e),, e

como O le), ¢ um vetor de V, pode-se escrevé-lo na base |e>j como
Ole); =>_ Oy le); (2.4)
J

onde os coeficientes da expansao definem uma matriz O;;.

Dada uma base de V', pode-se representar todos os vetores de V' por matrizes
colunas enquanto os operadores lineares sao dados por matrizes O;;. Quando a dimensao

de V é finita, o espaco vetorial é equivalente a C™.
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2.4 Produto Interno

O produto interno de dois vetores |«) e |$) é um nimero complexo escrito como
(a|B), em que {(a| é o vetor dual de |a)!, sendo o dual um operador linear que leva

elementos do espago V' para niimeros complexos C (11). O produto interno tem as seguintes

propriedades
(Bla) = (alB)", (2.5)
(ala) >0 e (ala)=0=0), (2.6)
(af (0]8) +cl)) = blalB) +claly). (2.7)

Um espago vetorial com um produto interno é chamado de espaco interno do
produto, o espaco de Hilbert é um exemplo. Como o produto interno de qualquer vetor
consigo mesmo é um numero nao-negativo, sua raiz quadrada ¢ real e chamada de norma

do vetor. Um vetor unitdrio, cuja norma é 1, é considerado normalizado,
laf| = \/{ala) =1 (2.8)

Dois vetores cujo produto interno é zero sao chamados ortogonais. A normalizagao de
um vetor é feita dividindo o vetor por sua norma ﬁ.Uma colecao de vetores normalizados

mutuamente ortogonais ¢ chamado de conjunto ortonormal:

(ailay) = 6 (2.9)

E sempre mais conveniente escolher uma base ortonormal, e nesse caso, o produto

interno de dois vetores pode ser escrito em termos de seus componentes:

(o] B) = aiby + a3by + -+ - + a by, (2.10)
A norma se torna:
(afa) = laa]* + |azf* + - + |an]?, (2.11)
e as componentes sao
a; = (ei|a) (2.12)

1 Para cada elemento [¢)) € V, existe um elemento (x| € V*, onde V* denota o espaco dual de V, que

recebe o nome de bra. Os bras nao sao estados propriamente ditos: eles, na verdade, atuam sobre
vetores de estado |¢) da mesma forma que um funcional linear
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Neste trabalho serao utilizadas apenas bases ortonormais. Para estabelecer uma
conexao entre produto interno e sua representacdo matricial pode-se usar uma base

ortonormal |i) com vetores [v) = >, v; |i) e |w) = >, w; |7), entdo:

(v|w) :Zv;“wj (z’]j)Zv;‘wj(Sij :Zv;‘wi: [v] ... v : (2.13)
o ij i

Wn

2.5 Autovetores e Autovalores

A partir de um operador linear O em um espaco vetorial tal que O lv) =v|v), v é
tido como um numero complexo conhecido como autovalor de O, correspondente ao seu
autovetor |v). Sua func¢do caracteristica é dada por ¢(\) = det |O — AL, onde 1 é matriz

identidade. As solugoes da equacao ¢(\) = 0 sao os autovalores do operador 0.

Para construir os autovetores correspondentes ¢ geralmente mais simples substituir

cada A\ encontrado na seguinte equagcao:
Oa = \a (2.14)

onde a é um vetor. As solugdes para os componentes de a para cada A serao os respectivos

autovetores.

2.6 Operadores Adjuntos

O adjunto de um operador O é, por vezes, chamado de conjugado Hermitiano de

0. Sendo O um operador linear sobre um espago de Hilbert (O : H — H) isso significa

que existe um tnico operador linear Of sobre #, tal que todo vetor |v) e |w), por exemplo,
caH,

([0, Olw)) = (6'[0) , [w)), (2.15)

onde O é conhecido como o adjunto ou Hermitiano conjugado de 0. Por defini¢ao:
(OA) = Ot At onde A ¢ um outro operador.

Por convencao, sendo |v) um vetor, entdo [v)' = (v]. Com isso, (O [v)) = (v] OF.
A matriz desse tipo de operador é representada através da transposicao conjugada dos

elementos dessa matriz,

Of = (0T (2.16)

onde * indica conjugacao complexa e T' indica a operacao de transposi¢ao. O operador O
é considerado normal se OOT = OTO; desta forma, um operador hermitiano é também um

operador normal.
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2.7 Produto Tensorial

Sejam V' e W espagos de Hilbert de dimensoes M e N, respectivamente, podendo
ser finitos ou infinitos. Se V' estd associado com o vetor |v) e W estd associado com |w),
entdo V ® W sdo combinagoes lineares do produto de |[v) e |w) entre os elementos de |v)
em V e |w) em W (12) . E deve satisfazer algumas propriedades bésicas, sendo a um

escalar arbitrario:

a(lv) © [w)) = (a|v)) © [w) = [v) @ (a|w)) (2.17)
(lor) + |v2)) @ [w) = |o1) @ [w) + [v2) @ |w) (2.18)
[0) @ (Jwr) + |w2)) = |v) @ Jwy) + [v) @ [wy) (2.19)

A representacao matricial do produto tensorial de v ® w é dada por

V1w mMwy ... V1Wp
VW1 VoWa ... VW
VmW1 VW2 ... UpWp

2.8 Operadores Unitarios

Por defini¢ao, um operador U é unitrio se seu inverso U-1é igual ao seu adjunto
Ut
Uto =00t (2.20)

Considerando dois vetores arbitrarios |v1) e |vy) € ao espago vetorial V| e suas

transformadas |6;) e |t) sob a acio de U:

o) =U v
%) A‘ 1 (2.21)
[02) = U [v2)
Ao calcular o produto escalar de (v7|v3), é obtido:
<’171|’172> = <U1| 0TU ’U2> = <'U1’U2> (222)

A transformacao unitaria associada ao operador U conserva o produto escalar em V.

Quando V' tem dimensao finita, essa propriedade é caracteristica de um operador unitério.
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2.9 Operador de Evolucio

A transformagao de [1(tg)), o vetor de estado no instante inicial ¢y, em |¢(t)), o

vetor de estado em um instante arbitrario, é linear. Existe um operador linear U (¢, to) tal

que:
[9(t)) = U(t, to) [¢(to)) (2.23)
E sendo U(t,ty) um operador unitario
ih 2 Ut o) [0(t0)) = HU(, 10) () (2.24)
Portanto,
ihgtU(t,to) = H(t)U(t,to) (2.25)

Agora considerando o pardmetro ¢y, que aparece em U (t,ty) como uma variavel ¢’:
(W) =U(t,t) [p(t)) (2.26)

Da mesma forma,

[9'(1)) = U, 1") [ (")) (2.27)

2.10 Representacdes

2.10.1 Representacao de Schrodinger

A Representacao de Schrodinger ¢ uma formulagdo da mecanica quantica em que o
estado de um sistema evolui com o tempo, e a evolugdo para um sistema quantico fechado
é provocada por operador unitario chamado de operador da evolugao temporal (13) . O

operador de evolugao temporal U(t, tg) é definido como:
(1)) = Ult, o) [¥(t0)) (2.28)

Na forma diferencial,

L, 0 A
thay 1) = H[) (2.29)

Usualmente para operadores,

o =0 (2.30)

E os valores esperados de observaveis sao:

(A(t) = (WO Al (1) (2.31)



CAPITULO 2. FORMALISMO QUANTICO 20

o . 20 o, DA o
o (&) =i | A1) + (D2 Ay + wl )| = (AA) (@32
Ou ainda,
ih (A) = ihgtTr(flp) = Tr([AH]p) (2.33)

0
t
onde H é o Hamiltoniano, [.,.] é o comutador de A e H e Tr é o traco de uma matriz

quadrada.

Se A ¢ independente do tempo, como deve ser na representacao de Schrodinger e

comuta com H, é referido como uma constante de movimento.

2.10.2 Representacao de Heisenberg

Na Representacao de Heisenberg, os operadores sao dependentes do tempo e o
estados quanticos sdao independentes do tempo, [1)) ndo se modifica com o tempo, e um
observador A satisfaz a equagao:

d P, oA
AW = S [ A@D)] + ((%) (2:34)

onde aqui também H é o Hamiltoniano e [.,.] é o comutador de A e H.

Isto demonstra o contraste com a Representacao de Schrodinger, na qual os opera-
dores sao constantes e o estado quantico se desenvolve no tempo. Estas duas representagoes
apenas se diferem pela mudanca na dependéncia do tempo. Formalmente, a Representa-
¢ao de Heisenberg ¢é a formulagdo da mecanica matricial numa base arbitraria, onde o

Hamiltoniano nao é necessariamente diagonal.

2.10.3 Representacao de Interacao

Considerando que na Representagao de Schrodinger e na Representacao de Hei-
senberg, o vetor do estado quantico ou o operador possuem dependéncia com o tempo.
A Representacao de Interagao, também chamada de Representagao de Dirac, é uma

intermediagao entre essas duas representagoes.

O vetor do estado quéntico, [¢g(t)), e um operador na Representacao de Interagao,

(Ay), sao definidos, respectivamente, como

|1 (t)) = o5t [y t))

Ap(t) = etHost/h Ag(4)emitHost/n, (2.35)

onde [15(t)) é o mesmo vetor da Representagao de Schrodinger e Hy é a parte do Hamil-

toniano independente do tempo.
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A equacao de Schrodinger na representacao de interacao sera

in % n(0)) = Hua(0) 140 (2.36)

onde
Hy f(t) = HostN T o(t)eHost/h (2.37)

aqui a perturbacao hamiltoniana da Representacao de interacao se torna um hamiltoniano

dependente do tempo, a nao ser que [H; 5, Hys] = 0.

2.11 Matriz Densidade

A matriz densidade? ou operador densidade é uma representacao alternativa do
estado de um sistema quantico para o qual se utiliza a func¢ao de onda. Embora descrever
um sistema quantico dessa forma seja equivalente a usar a funcao de onda, ganha-se

vantagens praticas para certos problemas dependentes do tempo.

A matriz de densidade é formalmente definida como o produto externo da funcao

de onda e seu conjugado,

p(t) = [9(@)) (W(1)] (2.38)

Isto implica que ao especificar um estado |¢), a integral (¢| p|¢)) mostra a pro-
babilidade de encontrar a particula no estado |1). O nome Matriz Densidade deriva da
observacao de que ela desempenha o papel quantico de uma densidade de probabilidade.
Na descricao estatistica de um observavel classico obtido a partir de momentos de uma

distribuicao de probabilidade P, p desempenha o papel de P no caso quantico:

(O) = / OP(0)dO (2.39)
(0) = ([ Oly) = Tr[Op] (2.40)
onde T'r [...] refere-se ao trago sobre os elementos diagonais da matriz.

A 1ltima expressao, para um sistema descrito por uma fun¢ao de onda, é obtida

da seguinte maneira,

() = >_calt) In) (2.41)

Esta secao nao é obrigatéria na leitura, ja que nao foi usada para deduzir nenhuma equagao do trabalho.
No entanto, o calculo numérico da dindmica do sistema e os valores esperados dependentes do tempo
foram obtidos no formalismo da matriz densidade.

2
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o valor esperado de um operador sera:

(0) = 3 calt)er, (t) (m| O [n) (2.42)

n,m

Também é possivel obter elementos da matriz densidade da forma,

ch t)[n) (m| = anm m| (2.43)

Os elementos da matriz densidade, p,,, sdo compostos pelos coeficientes de evolucao

temporal:

=3~ Onnpum(t) = Tr[Op(1)] (2.44)

n,m

A matriz de densidade é uma ferramenta pratica quando se lida com estados mistos.
Estados puros sao aqueles caracterizados por uma tnica funcdo de onda. Estados mistos
referem-se a combinagoes estatisticas em que se tem informagoes imperfeitas sobre o
sistema, para o qual se deve realizar médias estatisticas para descrever os observaveis
quanticos. Um estado misto refere-se a qualquer caso em que subdivida um sistema
microscoOpico ou macroscopico em um conjunto que inicialmente nao ha relagao de fase
entre os elementos da combinagao. Exemplos incluem um conjunto em equilibrio térmico e

estados independentemente preparados.

Dada uma combinacao estatistica, e pode-se descrever a probabilidade p, de
ocupar o estado quéntico [i), com Y, pr = 1; assim, a avaliacdo dos valores esperados é

simplificada com uma matriz densidade:

Zpk ()] O [ (1)) (2.45)
= > o [U(1)) (Vi (t)] (2.46)
(O(t)) = Tr[Op(t)]. (2.47)

O tratamento do valor esperado é o mesmo para estados puros ou mistos, estes

diferem apenas na maneira como os elementos de p sao obtidos.
As propriedades da matriz densidade sao:
1. p é hermitiana: p},. = pPnm
2. Normalizacao: Tr(p) =1

3. Tr(p*) = 1 para estados puros; e Tr(p?) < 1 para estados mistos
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A ultima expressao reflete o fato de que os elementos da matriz diagonal podem
ser 0 ou 1 para estados puros, mas fica entre 0 e 1 para estados mistos. Além disso, ao
trabalhar com a matriz densidade, é conveniente tomar nota de algumas propriedades do

traco:

1. Invaridncia Ciclica: Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA)

2. Invaridncia & transformacdo unitéaria: Tr(STAS)=Tr(A)

Descrevendo agora a evolucao da matriz densidade, a equacao de movimento desta
decorre naturalmente da definicao de p e da equagao de Schrodinger dependente do tempo.
, —1i 1
Usando 2 [¢)) = ?H ) e 2 (¢] = ﬁH (1|, obtemos

dp 0

%0 = 2 {10} () = ~i[H, (2.48)

Esta equacdo é conhecida como equacio de Liouville-Von Neumann. E isomérfica & equagao
de movimento de Heisenberg para variaveis internas, ja que p também é um operador. A
solucao é

o(t) = Up(0)U' (2.49)

a qual contem toda a informacgao sobre o sistema. Observando que esta equacao e a
invariancia ciclica do traco implicam que a dependéncia temporal do valor esperado de
um operador pode ser calculada pela propagacao do mesmo (representagao de Heisenberg)

ou pela matriz densidade (representagao de Schrédinger ou representacao de interagao):

(O(1)) = Tr[Op(t)]) = Tr[OUpy U] = Tr[O(t)py) (2.50)

Para um hamiltoniano independente do tempo, os elementos da matriz densidade

evoluem como:

pum(t) = (nl p(t) Im) = (nl [¥ (1)) ()] Im) = (0| U |vo) (o] U [m) (2.51)

—iWnm (t—to)

Pm(t) =€ Prm (to) (2.52)

A partir disso, pode-se perceber que as populagdes, pu,(t) = pum(to), sdo invariantes
no tempo, e as coeréncias oscilam na divisao de energia w,,, (14) , conceito este que serd

apresentado e utilizado no decorrer deste trabalho.



3 Postulados da Mecanica Quantica

A Mecénica Quantica é uma teoria axiomatica porque estd bem fundamentada em
poucos principios, axiomas ou postulados. Nao ha consenso sobre quantos axiomas sao
necessarios para descrever o mecanismo da Mecanica Quéntica (15), serdo usados, neste

trabalho, 5 postulados para descrevé-la.

Os quatro primeiros postulados formam o plano de fundo matemético da Mecanica
Quantica, e o quinto fornece a conexdo entre a matematica introduzida pelos quatro
primeiros e os resultados de um processo de medi¢ao. Como regra geral, a declaracao de
cada postulado serd seguida de comentarios, para que a significancia das palavras contidas

nos postulados seja explicada quando sao introduzidas.

3.1 Postulado |

A todo sistema fisico isolado existe um espago vetorial complexo com produto
interno, conhecido como espaco de estado do sistema. O sistema é totalmente descrito pelo

seu vetor de estado, um vetor unitario no espaco de estados.

Ha uma diferencga entre um estado do ponto de vista classico e do ponto de vista
quantico. Na mecanica classica conhece-se o estado de um sistema quando sao conhecidas
todas as posicoes e todas as velocidades dos pontos do sistema, em um determinado
instante; sendo possivel predizer todo o futuro, e reconstruir todo o passado do sistema. Na
mecanica quantica tal descricao é impossivel, uma vez que as coordenadas e as velocidades
nao podem ser medidas simultaneamente. Assim, a descricdo de um estado na mecanica
quantica ¢ feita em termos de menos quantidades do que na mecénica classica. Enquanto a
descrigao classica permite prever o movimento futuro com total precisao, a descricao menos
detalhada da mecanica quantica ndo permite essa precisao. Isto significa que, mesmo que
se conheca o estado de um elétron, seu comportamento em instantes sucessivos €, em

principio, incerto.

Em um sistema fisico, quando [¢) depende apenas das coordenadas espaciais usuais,
|(x,y, z)), se fala em estado de um sistema fisico. Quando ha evolucdo, a dependéncia
temporal deve ser levada em consideragao: a fungao [¢) é chamada de fungdo de onda,
dependendo das coordenadas espaciais e do tempo, tendo o seguinte formato [i(z,y, z,1)).
Geralmente, a funcao de onda é uma funcao complexa, isso significa que deve-se trabalhar

também com seu complexo conjugado.

Usando o conceito de espago vetorial, este postulado implica que a superposigao de

dois estados ¢ novamente um estado do sistema. Se [11) e |¢;) sdo estados possiveis do
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sistema, entao:

V) = ay [1) + az |19) (3.1)

onde a; e ay sdo numeros complexos. Supondo que |1 ) representa o estado de uma particula
com um valor para alguma propriedade, como localizagdo, e [i)2) também representa o
estado de uma particula com um valor diferente, deve-se considerar, na mecanica quantica,
que esses valores superpoem uma particula em diferentes locais. Essa possibilidade de

superposicoes ¢ a diferenca entre um g-bit e um bit classico.
Também segundo o primeiro postulado é necessario verificar que [¢) é um vetor

unitario:

1) 11 = (@] (W] + a3 (¥a]) (a1 [11) + a2 [v2)) = |ar* + Jaz]* = 1 (3.2)

3.2 Postulado Il

Todo observdavel atribuido a um sistema fisico é descrito por um operador que
atua nos kets que descrevem o sistema. Para todo observdvel de um sistema fisico estd
associado um operador auto-adjunto (ou hermitiano) permitindo um conjunto completo de

autofuncoes.

Por convencdo, um operador O atuando em um ket [t/) é denotado como:
O:[9) = [v') =0 y) (3:3)

Para cada operador, ha estados especiais que nao sao alterados, pela acao de um

operador, exceto por serem multiplicados por uma constante,

O |va) = ai [tba) (3.4)

onde [1),) s@o os autoestados e a; sdo os autovalores do operador.

3.3 Postulado Il

O dnico resultado possivel da medi¢io de um observdavel A ¢ um dos autovalores do

operador correspondente a A.

Como se mede apenas niimeros reais, os autovalores dos operadores correspondentes
aos observaveis deveriam ser reais. Operadores com autovalores reais sao herméticos. Os
autoestados de um operador hermitiano possuem algumas propriedades importantes, eles

sao ortogonais:

(ajlar) = djr, (3.5)
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e abrangem o espaco dos estados, formando uma base. Isto significa que um estado arbitrario
pode ser expandido como uma soma, com coeficientes complexos, dos autoestados de um

operador hermético. Por essa razao, se diz que o conjunto de estados é completo.

3.4 Postulado IV

Quando a medida de um observdvel A ¢ feita em um estado genérico ), a
probabilidade de obter o autovalor a, é dada pelo quadrado do produto interno de |¢) com

o autoestado: | {a,[v) |*.

O ntmero complexo (a,|)) é conhecido como probabilidade de amplitude ou
amplitude, ou seja, probabilidade para medir a, como valor de A no estado |v). Cada

estado pode ser expandido como uma superposicao de A-autoestados:
) = cnlan) (3.6)

como |¢) deve ser unitario,

dlal*=1 (3.7)

n

De acordo com as regras usuais de probabilidade, é possivel calcular o valor esperado
do observavel A. Se a probabilidade de observar a,, ¢ |c,|?, entdo o valor esperado, denotado
por (A), é:

(A) =" anleal®. (38)

3.5 Postulado V

A evolucao temporal de um sistema quantico preserva a mormalizacao do ket
associado. A evolugao temporal do estado de um sistema quantico é descrita como |(t)) =

Ult,to) |t(to)), com U sendo o operador unitdrio.

Sob a evolugao temporal, um estado |1)) se move pelo espago de estados em uma
trajetoria definida por |¢(t)). A preservacao da norma do estado é associada com a
conservagao de probabilidade. Se o observavel Aé energia, por exemplo, a probabilidade
de encontrar o sistema com algum valor para a energia é unitaria quando somada com
todos os outros possiveis valores. Para que isso seja verdadeiro no tempo, é necessario que

a norma do estado permaneca unitaria.

Esse postulado requer que |¢) obedega uma equagao diferencial da forma

L d A
th— [0(t) = Ag()) (3.9)

onde H é um operador hermitiano conhecido como Hamiltoniano (16). Essa é a equacao

de Schrodinger escrita como uma equacao de operador no espaco de estados.



4 |Interacao Radiacao-Matéria

Um dos tépicos mais importantes da mecanica quantica ¢ a descricao da espec-
troscopia no que se refere ao estudo da matéria através de sua interacdo com a radiacao
eletromagnética. Classicamente, as interacoes luz-matéria sao o resultado de uma oscilacao

do campo eletromagnético interagindo ressonantemente com particulas carregadas.

A interagao entre a radiagdo e a matéria é entendida a partir da for¢a que o campo
elétrico exerce sobre as cargas elétricas do atomo. Sabendo que o campo varia com uma
certa frequéncia w, a acdo deste campo sobre a matéria, nesse caso, a estrutura atomica,

tende a criar nas cargas um movimento harmoénico com a mesma frequéncia.

No entanto, este movimento é considerado somente se a frequéncia do modo natural
de vibragao das cargas for aproximadamente igual a frequéncia do campo. Admitindo
que a frequéncia do campo externo é ressonante ou aproximadamente ressonante com a
frequéncia de transi¢cao de dois niveis atomicos bem definidos, a ocorréncia de transicoes
para outros niveis é praticamente improvavel através do mesmo campo de radiagao aplicado.

Este tipo de estrutura é conhecido como atomo de dois niveis e estd ilustrado na figura 4.1:

hw, ~ hw, -

} A = hw, —how,

haw, <

Figura 1 — Sistema de dois niveis com energia de transicao hw,, um modo de campo
eletromagnético com frequéncia aproximadamente ressonante w, ~ w, (A ~
0)induz transi¢bes entre os dois niveis.

Neste estudo, ponto de partida para a interacao radiacao-matéria é obter um

Hamiltoniano na sua forma mais geral:

H = Hy + He + Hy (4.1)

O Hamiltoniano para a matéria H),; é geralmente independente do tempo, embora
nao seja necessariamente sempre assim; o termo H¢g inclui o campo eletromagnético no

Hamiltoniano, e H; mostra a interacao desse campo magnético com a matéria.

Comecando por um tratamento semiclassico, a matéria serd tratada quanticamente

e o campo terd um tratamento classico. Para o campo, serd assumido que a luz apresenta
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apenas um potencial de interagao dependente do tempo que age sobre a matéria, mas a
matéria nao influencia a luz. Essa suposicao pode ser feita porque o interesse aqui é no

efeito que a luz tem sobre a matéria.

Desta forma, pode-se ignorar H¢, obtendo um Hamiltoniano que pode ser resolvido

na representacao:
H =~ Hy + Hi(t) = Hy+ V(1) (4.2)

onde Hj é nao depende explicitamente do tempo e V (t) é uma perturbaciao dependente

do tempo.

Comegando com a forga experimentada por uma particula carregada em um campo
eletromagnético, desenvolvendo um hamiltoniano classico para este sistema, e entao
substituindo operadores quanticos para a matéria, serd possivel derivar o Hamiltoniano

para a interacao luz-matéria.

4.1 Campo de Radiacao

Fazendo uma breve descri¢ao dos campos eletromagnéticos (17) usados para estudo

neste trabalho, as equac¢oes de Maxwell no vacuo tem a formas:

V.E=0 (4.3)
V.B=0 (4.4)
6Xﬁ:—%§ (4.5)
VXB = ;aj (4.6)

A melhor maneira de construir o hamiltoniano é descrevendo o potencial de interacao
dependente do tempo. Na eletrostatica, usualmente, o campo esté relacionado ao potencial
eletrostatico através de £ = —V, mas para um campo que varia no tempo e no espago,

o potencial eletrodindmico deve ser expresso em termos de A e ¢, tal que,

| - 04
E = — B 4.
\V4 5 (4.7)
B=VXA (4.8)

Pode-se escolher uma restricio ou calibragao que permite descrever a onda. A

escolha do calibre de Coulomb (¢ = 0) mantém invariantes as grandezas fisicas, e leva a
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uma descricao de ondas planas de E e B:

1 0*A(7t)

L, o B
VEA(T 1) = 55

(4.9)

V.A=0 (4.10)

Esta equacao de onda permite que o potencial vetor seja escrito como um conjunto

de ondas planas:
A(F t) = Agee' Tt — Asge iRt (4.11)

Isto descreve uma onda que oscila em um tempo ¢ com uma frequéncia angular w e
se propaga no espaco ao longo da direcao k, com um periodo espacial A = 2wk. A onda
tem uma amplitude Ay que é dirigida ao longo do vetor unitario de polarizacao €. Como

V.A= 0, tem-se que ké=0ouké ortogonal a €.

4.2 Modelo Semi-classico

A interagdo semi-classica descreve uma particula cujos niveis de energia sdo quanti-
zados e um campo que, no caso deste estudo, por conveniéncia, é assumido como sendo

monocromatico incidindo sobre um atomo de dois niveis com uma dada polarizacao,

E(7,t) = Eycos(ko.7 — wt — pg)é (4.12)

4.2.1 Particula Carregada Imersa em um Campo Eletromagnético

Para encontrar o hamiltoniano classico que descreve uma particula carregada em
um campo em termos do potencial vetorial, pode-se comecar a partir da Forca de Lorentz

em uma particula com massa m e carga com valor absoluto |e|:

F=e(E+7xB) (4.13)

Substituindo os campos elétrico e magnético, respectivamente, pelas equagoes [4.7]

e [4.8], tem-se:

ﬁze(—ﬁgo—%?Jr?xﬁxﬁ) (4.14)

Agora fazendo uso das seguintes identidades vetoriais para simplificar a equacao
acima: . .
0A dA R

—=——("V)A 4.15

5 = ar V) (4.15)

FxVxA=V(A) - (FV)A (4.16)



CAPITULO 4. INTERACAO RADIACAO-MATERIA 30

Desta forma, a equacao [4.14] se torna,

— — - = dA'
F=-V(ep—erA)— — (4.17)
dt
Esta equagao se assimila com a relagao existente no contexto da Mecanica Cléssica
onde a for¢a de um sistema ¢ relacionada com a sua energia potencial matematicamente

como F = —VU. Comparando esta relagdo com a equagao [4.17], é vidvel assumir que
U=ep— er A.

Assim sendo, pode-se obter a Lagrangeana do problema que por defini¢ao (18) é

tomada como sendo diferenca entre as energias cinética (7') e potencial (U):

L:T—U:ﬁg~m¢+MA (4.18)

H:ﬁ.?—L:ﬁ.T;"—mi—Fego—e?.g (4.19)

P=—==mr+eA (4.20)

or
é possivel escrever,
. p—eA
L (4.21)
m
Agora substituindo [4.21] em [4.19],
i(p—eA) (F—eA)? 7 — eA).A

m 2m m

Logo, o Hamiltoniano classico para uma particula carregada em um campo eletro-
magnético é
[ﬁ_ GA(F, t)]2

H =
2m

+ ep(7, 1) (4.23)

No calibre de Couloumb, ¢ = 0, o iltimo termo é desprezado e o Hamiltoniano

tem a aparéncia:
[ﬁ_ GA(F7 t)]Q

H = (4.24)
2m
abrindo essa equagao para obter algo da forma H = Hy + V' (),
9 2 A2
D e v o e“A
H=—+_—p.A+ A 4.2
2m * 2m (p-A+ A.p) 2m (4.25)
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Geralmente, o ultimo termo é considerado pequeno em compara¢ao com o termo
cruzado, e deve ser ponderado para campos muito intensos ou quando a intensidade do
campo € extremamente alta, o que nao é o caso do problema sendo resolvido aqui. Entao,
para campos fracos, tem-se a expressao que demonstra solugoes em que se pode formular

a representagao de interagao sendo, Hy = & e V (t) = (ﬁ/f + Ap).

4.2.2 Hamiltoniano de Dipolo Elétrico Quantico

Agora é viavel substituir o momento na mecanica classica pela mecénica quantica

(19), o potencial vetorial permanece classico e modula apenas a forca de interagao.

7 — —ihV. (4.26)

Assim, o potencial tem a forma,

ih

V(t) = om

e(V.A+AV) (4.27)

Observando pela regra da cadeia, V.A= (6 ff) + A. 6 isso significa que quando
aplicada a uma funcao de onda V. A|¢p) = (V.A) [¢)) + A.(V [¢)); 0 1iltimo termo é zero
porque nesse problema estd sendo utilizado o calibre de Coulomb (ﬁff) = 0). Assim,

VA=AVeo potencial tem a forma,
ih - =
V(t) = —eAV 4.28
(n=""c (1.25)
Fazendo uso novamente da definicio de momento e aplicando a equagao [4.11], o
Hamiltoniano de interacao tem o formato,
C X _Crp ik i(k.7—wt)
V(t) = ——Ap=——]Apé.pe D4 Agé.pe” “H] (4.29)
m m

Na aproximagao do dipolo elétrico, se o comprimento de onda do campo for muito

maior que a dimensao da particula (A — 00), (|k| — 0) acontece que eiF M a1 (20).

—eA
V() = ;%m — e (4.30)

iEqg

52, e o Hamiltoniano do

Ao aplicar a equacao [4.7] é possivel encontrar Ay =
Modelo semi-classico procurado é apresentado como:
]32 i@E()

H=X _
2m  2mw

[epe™"! — epe™] (4.31)

Também ¢ interessante ir um pouco mais além e apresentar o Hamiltoniano do

Dipolo Elétrico:

P ek

H = o %(eﬁ) sin(wt) (4.32)
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Como o campo elétrico pode ser definido de modo que E (t) = Epsin(wt)é, a equagao

[4.32] se torna: ,
a=2 — “(Ewp. (4.33)

2m  mw



5 Tratamento Inteiramente Quantico para a

Interacao Radiacao-Matéria

Depois de apresentada a teoria semi-classica, este capitulo vem para exibir uma

analise inteiramente quantica do Hamiltoniano para a Interacao Radiacao-Matéria.

5.1 Hamiltoniano Atémico, H 4

No final século XIX, o fisico alemao Niels Bohr sugeriu que a relagdo entre a energia
proveniente das transi¢oes atomicas e a frequéncia envolvida neste processo é dada como
E = hv = hw. E feita uma simplificacdo para representar o &tomo como um sistema de

dois niveis, como simbolizado na figura [2]

E

Figura 2 — Representagdo esquemaética das energias para um atomo de dois niveis. A
escolha do zero de energia é arbitraria.

Os estados superior e inferior do sistema sao escritos como |+) e |—), respectiva-

mente e sdo autoestados do Hamiltoniano atémico, H 4:
Hylt) = hwy |£) (5.1)

com autovalores de energia hAwy. O operador H,4 também pode ser escrito utilizando o
operador unitario, 1:
Hy=1H,1 (5.2)

Sendo |i) uma base ortonormal completa, a relagdo de completude da Mecanica
Quéantica pode ser 1til,

Sy (i =1 (5.3)
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agora aplicando a equacao [5.3] em [5.2], a expressao para H4 se torna,
Ha =Y 1i) LAY 1) Gl = 32 1) S e ) G (5.4)
7 J 7 J
sabendo que para bases ortonormais (i[j) = d;;, a equagdo acima se torna,

Ha =) |i) hes (i] = 3 i i) (il (5:5)

Por conveniéncia, como mostrado na figura supracitada, a referéncia de energia
zero foi colocada para um valor precisamente a meio caminho entre as energias dos dois
estados (21):

fwy — hw_ = Mw; —w_) = hw, (5.6)

Desta forma, um conjunto com novos valores é apresentado para as energias:

(Hl Hal+) = == (+1+) (5.7)
‘ o
(| Ha| =) =~ —]) (58)
A partir desses novos valores, o operador H4 da equagao [5.5] pode ser reescrito
como: . L .
Ha= () ) L+ () 20 = (00 (H = =) (=D (5.9)

Discutindo agora a representacao matricial do Hamiltoniano atémico, com uma

expansao de |+) (+| nas bases |£) e depois aplicando a ortogonalidade:

<Hﬂuw>uﬂwﬂw):(10> (5.10)

HMH@#( o

Esta ultima matriz pode ser escrita como a soma de duas outras:

|+><+|<:>(;g):;[(;g)+(;_Olﬂ (5.11)

A primeira matriz entre colchetes é a matriz identidade 1, a segunda matriz é a
representacao de Pauli ¢, para operador de spin, o que resulta em

1+ 0,
2

|+) (+] = (5.12)

Repetindo o mesmo processo para |—) (—|, tem-se

1—o0,

=) (] = (513)
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Ao substituir esses novos valores na equagao [5.9], uma nova expressao para Hy é

obtida em termos de J,:

ho, (147, 1-—7,
H, = — 5.14
A=l (L 125 (514
Portanto, o operador Hamiltoniano para o atomo é
A fuo,
Hy = 5 o (5.15)

5.2 Hamiltoniano do Campo, H¢

As unidades gaussianas propoem uma mudanca de unidades atomicas nas expressoes
da mecénica quantica (22). Os modos classicos de cavidade decorrem destas unidades, e

no seu desenvolvimento as quantidades ¢y e po sao iguais a 1.

Em unidades gaussianas, as equagoes de Maxwell, para um campo livre sem carga,

se tornam: .
- - 10B
E4+-—=0 5.16
VX E+ c Ot ( )
= 5 €oMo 3E
B— = 1
V x . 0 (5.17)
V.E=0 (5.18)
V.B=0 (5.19)

Tomando o rotacional da equagao [5.16], aplicando a equagao [5.17] e usando a
identidade matemética V x (V x E) = V.(V.E) — V2E, tem-se a equacio de onda em E-
=97 €ofMo 32E
VE——=——"=0 5.20
2 Ot? (5:20)
Esta equacao pode agora ser submetida as condi¢oes de contorno da cavidade.

Pensando no exemplo de uma cavidade conforme a figura 3:

Onde foi escolhido o eixo z como a direcao ao longo do comprimento da cavidade e
uma polarizagao E na diregdo . Desta forma, o primeiro termo da equagao [5.20] se torna
uma derivada de segunda ordem em z, o que leva a prépria equacao [5.20] se tornar uma

equacao diferencial em z e t:

PE(z,t)  eopo 0*E(z,t)
9.2 2 92 =0 (5.21)
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X

P r Y
y B/k \\Z
b

Figura 3 — Microcavidade éptica em uma dimensao. A largura da cavidade define as
frequéncias dos modos de campo confinados.

As paredes da cavidade sao condutores elétricos perfeitos e a componente transversal,
componente em Z, do campo elétrico se anula em z = 0 e z = L, sendo L o comprimento da
cavidade. E possivel encontrar uma solu¢io para esta equacio através do uso de separacao
de variaveis da forma:

Epn(2,t) = Eoy, sin(kz)e g,

5.22
k:%,mzl,l&... (5:22)

onde, m é o modo de campo de amplitude de Ey,,, k é o vetor de onda do modo m
de propagacao, e €2, é frequéncia de modo m. Para obter §2,,, a solu¢gdo encontrada é

substituida na equagao de onda [5.21]:

€0MOQ72n

(—k* + 3 )Eqsin(kz)e g =0 (5.23)
k2 — GOMOQ?)@ 594
- 02 ( . )
e, aplicando a defini¢ao de k, a frequéncia de modo de cavidade encontrada é:
Q= —8 (5.25)

L\/Gouo'

Agora com o objetivo de encontrar solugoes para B , pode se usar E (z,t) na equagao

[5.17]:
aB Z, t ~ L€ Qm . —1 A
%i)x = Oui Eop sin(kz)e i (5.26)
5 €oto$lm it
B (z,t) = —i Eom cos(kz)e "' (5.27)
c

empregando a [5.24], a expressao para indugado magnética na cavidade é:

B(z,t) = —i FEom cos(kz)e”Smty (5.28)

5 €oftoSdm
c



CAPITULO 5. TRATAMENTO INTEIRAMENTE QUANTICO PARA A
INTERACAO RADIACAO-MATERIA 37
Em geral, os campos elétrico e magnético encontrados na cavidade podem ser

expandidos em termos das quantidades de modo:

E(z,t) = > B sin(kz)e i
, " ‘ (5.29)
B(z,t) =Y —i/eopoEom cos(kz)e” 'y

Sabendo que a densidade de energia classica que é dada por U = ok .E + %Bﬁ .B
(23), é possivel aplicar as expansoes feitas em [5.29], calculando a dependéncia do tempo

representada por () para encontrar U:

U= S el By ) B (2, 1)) + (B (2. 1). B (2,1))

m,m/ Ho

U= Z [Eom Eopy sin?(ky,z) + Z’ZO

(5.30)
EomEom c05* (k)]

Integrar essa densidade de energia no volume da cavidade produz a energia H total
da cavidade. Como as quantidades dos campos estao expandidas em modos ortogonais,
m # m/, essa integracao simplifica as quantidades Eq,, Eo./, tal que

. 1 2 .. 92 €olo 2 2
H=> - | dvleE; sin*(kyz) + —— E2, cos*(kpz)] (5.31)
o 2Jv Ho

Esta equacgao sobre z com o volume da cavidade unidimensional sendo L mostra

que a energia total é:

1 L 60/1,0 L
H=Y" 5 [eOQEgm o 2 - OFs ] (5.32)

Agora fazendo algumas substitui¢cdes para simplificar o calculo da energia total,

1
. 207,17
EOm Qi — Qm( ) [ EOL ‘|

L ) (5.33)
. 021z . 3
_Z’EOmeilQMt = —iQm(t) [26017;”] = Q) LOZL]

0s termos Q,, (t) e Q(t) sdo a coordenada de modo e a velocidade de modo, respectivamente.

g (mm) .
11 x
L
(5.34)

B(z,t) = Qm (t)/Eoko LOQL] 2 Ccos <m22>3?

As expressoes para F e B se tornam:

M=

—

Beut) = Qult)|

202,
EoL

Essas novas expressoes podem ser substituidas na equagao [5.32],

2Q2 5 €opo L ) 1, 5 o
=23 l <OL>Qm+002<EOL>Q] (@@ @) 63

Mo
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A transicao para uma expressao na mecanica quantica para o campo elétrico, assim

como a energia total da cavidade, envolve uma conversao direta das varidveis Q2 e an

em operadores (), e P,,:

Qm — [Qm] 5@ — lele = thle
h
(5.36)

A

P, = [m ] Q = Q% =, P2

aplicando esses novos operadores na equagao [5.35], o operador correspondente a energia

total ]flc sera:
N hQ,,
He = Z

m

“(Qn+B) (5.37)

Os operadores de levantamento e abaixamento para um determinado modo de
campo, correspondem a adi¢do ou remocao, respectivamente, de um féton desse modo e

podem ser construidos a partir dos operadores @), e P,,:

amzjg(égmﬂﬁm)
I P (5.38)
&m \/§<Qm i)

Resolvendo as equagoes de [5.38] para Qm e P, em termos de @ e al :

Qm = i(ain + i)

v2 (5.39)

A )
/\T A
P, = \/5 (am am)
esses termos sendo inseridos novamente na equacao [5.37] apresentam:

e =Y "0 (0100 + BLB) =3 " il + ). (5.40)

O comutador [a,,,al ] é desenvolvido em livros sobre Mecanica Quantica e tem

valor igual a 1 (12); substituindo na equagdo acima G,,a!, = al a,, + 1, assim, He se torna:

Ao =Y hgm(zajnam +1) =3, (a,ﬁlam + ;) (5.41)
th

O termo partilhado por todos os modos leva a energia do ponto zero. Como
sao as mudancas na energia com relacdo a alguma referéncia que podem ser medidas,

pode-se excluir o fator % acima. Logo, Hamiltoniano do campo resultante sera:

He =Y hQy,af . (5.42)
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Quando este operador atua sobre um vetor de estado descrevendo todos os modos

da cavidade, a energia total mantida em cada modo é determinada como o niimero de

fétons n,, no modo m vezes da energia h{2,, de um tunico féton naquele modo:

He |ning -+ - np) = nhQy 4+ nohQs + - -+ + nyy A, [nams -+ nuy) (5.43)

Os estados |nyngy - - - n,y,) s@o, na verdade, os autoestados do Hamiltoniano He.
Discutindo a base dos autoestados do operador N

Um estado de Fock, em mecanica quantica, é qualquer estado do espago de Fock

com um numero bem definido de particulas em cada estado.

De acordo com a mecanica quantica, o nimero de particulas de um sistema quéantico
pode nao estar bem definido, sendo possivel que, ao fazer-se um medida do niimero de
particulas, se obtenham diferentes resultados. No entanto, em certos casos, o sistema pode
ter um estado fisico peculiar no qual o nimero de particulas esteja totalmente bem definido

e os estados nos quais isto acontece sao precisamente os estados de Fock.

Limitando a um sistema com um sé tipo de particula e um s6 modo, um estado de
Fock representa-se por |n), onde n é um valor inteiro. Isto significa que existem n quanta

de excitagao nesse modo.

Estes estao definidos para seguir as seguintes relagoes:

La'lny=vn+1|n+1)
2. aln) =nin—1)

como consequéncia destas duas relagoes e introduzindo o operador nimero de particulas

definido como N = a'a, pode-se concluir uma terceira correlagao: N |n) = n|n).

No contexto do presente trabalho, se considerou apenas um modo de campo na
cavidade, de forma que €2,,, = w. e 0 hamiltoniano do campo pode ser escrito simplesmente

CcOo1mao:

Heo = hw.a'a, (5.44)

5.3 Estados Coerentes

Os estados de campo que mais se assemelham aos estados classicos sdo os chamados
estados coerentes (24). Na 6ptica quéantica, o estado coerente refere-se a um estado do
campo eletromagnético quantizado que descreve um tipo maximo de coeréncia e um tipo

classico de comportamento.

Além disso, em contraste com os autoestados de energia do sistema, a evolucao

temporal de um estado coerente é concentrada ao longo das trajetorias classicas. O oscilador
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harmonico linear quantico e, portanto, os estados coerentes, surgem na teoria quantica de
uma ampla gama de sistemas fisicos. Eles ocorrem na teoria quantica da luz (eletrodindmica

quéntica) e outras teorias de campo quantico bosonico.

Na oética classica, a luz é considerada como ondas eletromagnéticas que irradiam de
uma fonte. Muitas vezes, a luz laser coerente é considerada como luz emitida por muitas
dessas fontes que estao em fase. Na verdade, a imagem de um féton em fase com outro
nao é valida na teoria quantica. A radiacao laser é produzida em uma cavidade ressonante
onde a frequéncia de ressonancia da cavidade é a mesma que a frequéncia associada as
transicoes elétricas atomicas, fornecendo fluxo de energia para o campo. A medida que
a energia no modo ressonante aumenta, a probabilidade de emissao estimulada, apenas
nesse modo, aumenta. Esse é um ciclo de retroalimentacao positiva no qual a amplitude no
modo ressonante aumenta exponencialmente até que alguns efeitos nao lineares o limitem.
Como um contra-exemplo, uma lampada irradia luz para um continuum de modos, e nao
ha nada que selecione um modo sobre o outro. O processo de emissao ¢ altamente aleatorio
no espaco e no tempo. Em um laser, no entanto, a luz é emitida em um modo ressonante e
esse modo ¢ altamente coerente. Assim, a luz laser é idealizada como um estado coerente.
Classicamente se descreve tal estado por um campo elétrico oscilando como uma onda

estavel.

Um estado coerente distribui sua incerteza da mecéanica quantica igualmente entre
as coordenadas canonicamente conjugadas, posicao e momento, e a incerteza relativa na

fase e amplitude sao aproximadamente iguais - e pequenas em alta amplitude.

Se o modo contém um grande nimero de fétons IV, as flutuacoes em torno dos valores

médios do campo sao pequenas ——, entao a descri¢ao classica é uma boa aproximacao.

VN
Os estados coerentes |a) sao autoestados do operador aniquilagao com autovalor

complexo a:
ala) =ala), (alal = a* (o . (5.45)

O autovalor nao é real ja que a ndo Hermitiano, isto é, nao é um observavel.

Expandindo na base dos autoestados do operador N, se encontra:
) =71 ST Z—|n). (5.46)

Desta forma, o estado coerente é uma superposicao dos estados de Fock. A evolucao

temporal do estado coerente é dada por:

n ,—inwt

a(t) = S S ) = fa0)e ), (5.47

n=0
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e agora ao avaliar o campo elétrico médio,

(a(t)] Ey(2) |ou(t)) = g sin(kz) (a(t)] (a+ a) |a(t)) = g sin(kz)|ag| cos(dg — wt) (5.48)

onde a(0) = |a(0)]e’®, ou seja, um campo cldssico com amplitude |a(0)| e fase ¢g. A

probabilidade de encontrar o campo em um estado com n fétons é

a2 a” _ﬁ’Fln
P, = |{(n]a) > = |~ /2ﬁ|2:6 — (5.49)

esta ¢ a distribuigao de Poisson com média 7 = (a| 7 |a) = |a|>. O desvio padrao desta
distribuicdo é An = \/(72) — (n)* = /& sendo que a largura da distribuicio de fétons é

An 1
— vai pra zero quando — para estados coerentes de grandes amplitudes |a| > 1, o

n v

limite classico.

5.4 Hamiltoniano de Interacio Atomo-Campo, Hi,;

No eletromagnetismo, sendo D o momento de dipolo entre o 4tomo e o campo (25),

a energia de interacao ¢ dada por:

Hyy = —ef.E = D.E (5.50)

Para operadores, a equacao acima é obtida fazendo a correspondéncia entre o vetor
7 e o operador 7:
D=—er<= D= —ef (5.51)

Os elementos de matriz de D definem as transi¢cdes onde o dipolo é permitido no
sistema atdmico. Por simetria, os elementos de matriz (i| — e 7 |j) desaparecem se i e j

estdo no mesmo estado. Como 7 é antisimétrico,
(| — eF|j) = / By (FFY(F) = 0, sei = j (5.52)

Também é possivel para elementos de matriz desaparecer para certos i # j, esse
modelo assume transi¢oes entre dois niveis de energia no sistema atéomico onde o dipolo é

permitido. Os autoestados de H 4, |£) sdo usados para representar essa matriz de dipolo:

e (=) 0 (+lr]-)
D=—e = —e )
( (—lr ) (7)) ) ( el o ) (5:53)

Fazendo (+| —er|—) = —ery_ =D,_, (—| —er|+) = —er_ = D_, = D% _ e
aplicando as matrizes de Pauli:

0 D, 0 1 00
D=—e =D,_ + D* =D, o, +D% o_ 5.54
(Di_ 0) *(0 0) *(1 0) I (5:54)
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As matrizes o0y e o_ correspondem aos operadores atomicos de levantamento e

abaixamento, respectivamente. Através da equacao [5.34], é possivel expressar o campo

elétrico termos dos operadores @ e a':

E=Y"(a}, + i) (zﬁiﬂ) Csin(hnz) =3 (&}, + am)emsinknz)  (5.55)
0 m

m

3
onde &, = (’2’5) ¢ o campo elétrico por f6ton (26).

Agora, combinando as equagoes [5.54] e [5.55] tem-se como resultado o Hamiltoniano
quantizado da interacao:
H,, = Z D.E = Z {(D+_0+ + D} o) (&jn + dm)fmsen(kmz)}

m

) (5.56)
Hing = 3" 1l gmtl, 64 + gnlionGs + g05,6- + gl ]

onde g,,, e g, sao a constante de acoplamento e seu complexo conjugado que descrevem a
forga de interagao entre uma transicao atomica e o modo de campo. No qual, a sua forma

explicita é:

1
i = Dy sl ) = = O (B ) 5.57)
o termo cos(f) representa a proje¢ao do vetor de polarizagdo do campo elétrico ao longo
do momento de dipolo do atomo. Quando o campo elétrico fica ao longo do eixo do dipolo,
o acoplamento é maximizado; por outro lado, um dipolo alinhado perpendicularmente
a0 campo Nao se unira a esse campo. No capitulo anterior, na quantizacao do campo, a
polarizagao do campo elétrico foi colocada com sendo na direcao & e por simplificagao,
a orientacao do momento de dipolo também vai ser assumida como sendo na dire¢ao z;
e assim, o termo cos(#) pode ser substituido por 1. Logo, os termos de acoplamento se

tornam:

1
erq_ (A, \?
Gm = — 2% < 60;‘) sin(kz). (5.58)

Na equagao [5.56], existem quatro termos finais de interagao. O primeiro termo
descreve um processo no qual os estados do atomo e do modo de campo sdo simultaneamente
levantados; da mesma forma, o quarto termo descreve o abaixamento dos estados do modo
atomico e do campo. O segundo e terceiro termos sao descrevem "processos cruzados'nos
quais ocorre uma troca de energia, em que a excitacdo do atomo é acompanhada por um

abaixamento do campo e vice-versa. Observando a equagdo [5.56] de uma outra maneira:

Hipr = 3" (i + 1) (904 + g5 (5.59)
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Neste instante, combinando as equagoes [5.15], [5.42] e [5.59], o Hamiltoniano

completo, H;,, pode ser dado como:

ﬁtot = ﬁA + ﬁc + ﬁint (5.60)
~ hw | e N . . N
Htot - 70'z + Z tha’:rnam + Z h(am + CLI,L> (gma+ + g;U—) (561)

Supondo apenas um modo de campo de radiacao €2, = w,., a equagao anterior pode

ser simplificada:
A hwa ~ A-|-A N AT N * A
Hpayi = — = + hw.a'a + h(a +a )(g@ +yg a,) (5.62)

A equagao acima, [5.62], conhecida como Hamiltoniano de Rabi (27), descreve a
interacao entre um atomo de dois niveis e um tnico modo de um campo eletromagnético

quantizado.



6 Modelo de Jaynes-Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings consiste no uso das técnicas de representacao de

Interacao e RWA sobre o Hamiltoniano de Rabi.

O Rotating Wave Approximation, RWA, é utilizado para um sistema atomico de
dois niveis que interage com o campo elétrico oscilante cuja frequéncia esta proxima da
ressonancia com a freqiiéncia de transicao atomica. Desta forma, a dessintonia é muito
pequena e por isso se negligencia o termo que oscila rapidamente, ja que em uma escala

de tempo apreciavel, essas oscilagoes terdo rapidamente médias equivalentes a zero (28).
Escrevendo o hamiltoniano de Rabi na forma
H=wa'a+w,o0_+g (aTa, + aa+) +yg (aa, + aT0+) (6.1)

onde h = 1 e os termos g (aTa, + aa+) representam os chamados termos girantes e os

termos g (aa_ + aTaJr) sao 0s termos nao-ressonantes ou contragirantes.

Os termos girantes representam a transicdo do atomo do estado excitado para o
fundamental com emissao de um foton, e a transicao do estado fundamental para o estado
excitado com a absorcao de um féton. Esses dois processos sao as tipicas transi¢oes opticas
em sistemas quanticos. Por outro lado, os termos contragirantes representam a transicao
para o estado fundamental do 4&tomo junto com a absor¢ao de um féton e a transicao para

o estado excitado com a emissdo de um féton.

= I
LA

1.

ato_ ao-_
A
ao, ato,

Figura 4 — Diagrama esquematico dos termos girantes (esquerda) e contra-girantes (direita).
A seta amarela orientada para a direita indica a emissao de um féton e orientada
para a esquerda a absor¢ao de um féton.

A aproximagdo RWA consiste em eliminar esses termos da hamiltoniana de Rabi.

Dessa forma, se obtém o hamiltoniano do modelo de Jaynes Cummings:

H=wala+w,0.0 +g (aTU, + a0+) (6.2)
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Uma outra maneira de entender como os dois pares restantes, aé_ e a'o+, sdo
descartados nessa aproximagao, é considerando a evolugao livre (g = 0) desses operadores
na representacao de Heisenberg. Aplicando o fato que os operadores 64 tém a dependéncia
temporal de Heisenberg:

5o (t) = G (0)etit (6.3)

Combinando essas dependéncia com a dependéncia temporal dos operadores de
criacao e destruicao, obtemos

a(t)o_(t) = a(0)o_(0)e (wetwat
Al ()64 (1) = a1 ()5, (0)e )t

assim, esses pares evoluem aproximadamente na frequéncia da cavidade 6ptica. Em

(6.4)

contraste,
a(t)6 4 (t) = a(0)6 4 () oot
at(t)5_(t) = af (0)6_ (0w’

estes ultimos dois termos tém dependéncias que variam lentamente perto da ressonancia.

(6.5)

Durante alguns periodos 6pticos, as combinagoes anti-ressonantes mostradas nas equagoes
[6.4] tendem & uma média equivalente a zero, ou seja muito pequena, quando comparadas
as combinagoes expressadas nas equagoes [6.5]. Isso equivale & mesma andlise fisica usada
para discutir a RWA. Consequentemente, renunciando as combinagoes das equagoes de
[6.4], pode-se obter um novo Hamiltoniano total baseado na equacao [5.62]

A

hw, At A An L Afa
o = ;u G, + hw.ala + hg(aa+ + CLTO'_), (6.6)

a equacao acima também recebe o nome de Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Diferentemente do hamiltoniano de Rabi, o hamiltoniano de Jaynes-Cummings
pode ser diagonalizado analiticamente. Uma maneira esclarecedora de ver esta situacao
é representando a hamiltoniana na forma matricial considerando uma base finita, poste-
riormente mostraremos o resultado geral da diagonalizacao. Escrevendo a hamiltoniana
JC na base {|n) |q)}, onde |¢) representa o estado do dtomo como excitado |+) ou |—)
fundamental, e |n) representa o estado do campo. Foi escolhido, como um exemplo, o
conjunto base ordenado: {|0—),|0+),|1=),|14+),|2—),|2+)} e obtida a representagao

matricial do hamiltoniano Jaynes-Cummings

0=) 0+ 1= ) 2= [24)

(00— [/ 0 0 0 0 0 0
O+ | 0 wo+0w. Vg 0 0 0
Hewa = (=10 Vig  lw, 0 0 0 (6.7)
(1+] 0 0 0 we+lw. V2 0
2—]1 0 V2g 2w, 0
2+ \ 0 0 0 wy+ 2w
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A matriz é bloco diagonal formada por blocos 2 x 2, além do estado fundamental
de energia zero. Os autovalores e autovetores podem ser obtidos facilmente diagonalizando

cada bloco. Dois aspectos importantes devem ser acrescentados na discussao:

1. na maioria dos experimentos em Optica tanto em sistemas atomicos com em sistemas
de estado sélido (nanoestruturas semicondutoras) o acoplamento g satisfaz a condigao

g << wC? wa;

2. fenomenos de interesse ocorrem na situacao da ressonancia, ou seja quando w,. ~ w,

ou A =w, —w, ~ 0.

Analisando qualquer bloco da hamiltoniana anterior é possivel notar que na condigao
de ressondncia A ~ 0 e g < w,, os termos girantes RWA acoplam estados |n,+) <
In 4+ 1, —) os quais sdo quase degenerados, de forma que a pesar de g ser pequeno, o
acoplamento pode produzir trocas dinamicas de energia entre o &tomo e o campo, conhecidas
como oscilagoes de Rabi. Mais adiante serd mostrado que a frequéncia dessas oscila¢oes no

limite proposto ¢ da ordem de g.

Agora os efeitos dos termos contragirantes serao incluidos, a representagdo matricial

da hamiltoniana de Rabi na mesma base restrita definida acima é dada por

0=) 0+ 1= ) 2= [24)

(0—| (0 0 0 Vg 0 0
0+ 0  wy+0w. Vg 0 0 V2g
Hpps — (=10 Vig 1w, 0 0 0 (6.8)
(1+] | V1g 0 0 wetlw. V2 0
2—11 0 0 0 V2¢ 2w, 0
2+ \ 0 0 V2g 0 0 we+ 2w,

neste caso, os termos contragirantes acoplam estados |n, —) <> [n + 1,4), os quais nao
sao quase degenerados, de fato a diferenca de energia entre esses estados é 2w.. Portanto,
os acoplamentos contragirantes serao importantes unicamente se o elemento de matriz
do acoplamento gv/n + 1 é da ordem de 2w,.. J& que foi considerado g < wy,w, entao a
contribuicao dos termos contragirantes pode ser desprezada. Assim, a condigdo para o uso
da aproximacao de onda girante pode ser escrita como gv/7 < 1. Na figura 5 se mostra
esquematicamente as transi¢coes induzidas pelos termos girantes em azul e pelos termos

contragirantes em vermelho.

A aproximacao de onda girante também pode ser discutida em outro contexto,

escrevendo a hamiltoniana de Rabi na representacao de interacao,

Hipio = weala +wao_ 4 g(opae’@)t 4 g_gfei@emwa)y 4 (6.9)

g(o_iaei(wc+wa)t + O_JraTefi(wCera))
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Figura 5 — Diagrama esquematico das transi¢oes Opticas induzidas pelos termos ressonantes
e nao ressonantes para A = 0

Préoximo a condicao de ressonancia, w. ~ w, 0s termos contragirantes oscilam
rapidamente em comparacao com os termos girantes. A pesar de g ser fraco, os termos
girantes oscilam aproximadamente na regiao de frequéncias tipicas ~ g para a troca de
energia campo-atomo. Os termos contragirantes, pelo contrario, oscilam com frequéncias
na ordem da frequéncia da cavidade 2w, muito longe da frequéncia caracteristica ~ g.
Desta forma esses termos nao devem contribuir significativamente para a troca de energia
dindmica entre o &tomo e o campo, seu unico efeito deve ser a adicao de uma pequena

componente de alta frequéncia nas oscilagoes de Rabi devida aos termos girantes.

Dessa forma, para o regime de acoplamento fraco definido por ¢ < w.w, € gv/n < 1
e na condicao préxima a ressonancia A ~ 0, os termos contragirantes podem ser desprezados
e ficar apenas com a parte da interacdo atomo-campo devida aos termos girantes ou

ressonantes.

Agora estudaremos em detalhe os autovalores e autovetores de cada bloco 2 x
2representativo do hamiltoniano de Jaynes-Cummings. Lembramos que para descrever
completamente o estado do sistema, serd especificado tanto o estado do dtomo (|g) ou
le)) quanto o estado do campo, que na representacao de energia é dado pelo estado de
nimero |n), com n = 0,1,2,.... Como mostrado, no hamiltoniano de Jaynes-Cummings
[6.6] a interagdo acopla os estados |+) [n) = |+,n) ao estado |—) [n+ 1) =|—,n+1), a
prova disso pode ser feita considerando a propriedade (n|al = (n + 1| v/n + 1:

(e| (n|o_a'|g) |n/) = (n]a" |0/ = (n+ 1 V/n+ 1)) =Vn+1{n+1|]n) (6.10)

= (| ={n+1 (6.11)
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Para montar o Hamiltoniano de forma matricial, devem ser consideradas as conheci-
das propriedades dos operadores de criacdo e destruicio afa [n) = n|n) ea|n) = \/n|n — 1),

e assim avaliamos os elemento de matriz

(—n+1|Ho|+,n) = (+,n|Hje|—,n+1) = hgv/n+ 1 (6.12)
(=, n+1hye|—n+1) = hw(n+1) (6.13)
(+,n| Hyo |+,n) = h(wa + nw.) (6.14)

Com esses resultados e considerando h = 1, a matriz H ;¢ é construida como:

+,n)  |—,n+1)
H, = (+,n| (wa +nw. gvyn+1 )
(—n+1 \gvn+1 (n+1)w.

Diagonalizando a matriz acima é possivel encontrar os autovalores:

A 1
E_ = §~|—wc(n~|—1)—§\/A2+Q% (6.15)

A 1
Ep= 5 twen+1)+5/A2+ 02 (6.16)

onde A = w, —w, e 2, = 2¢g/n + 1, os quais sao mostrados na figura 6 como funcao da
dessintonia A. Note que na regiao correspondente a A = 0 os autovalores apresentam um

anti-cruzamento que indica o regime onde o acoplamento g é mais eficiente.

A diferenca de energias é dada por:

By —E_ =A, =/A2+Q2, (6.17)

e sao mostrados na figura 7 como fungdo do pardmetro A. Note que para valores grandes
de A as diferencas de energias de cada bloco 2 x 2 tendem a ser iguais, a menor diferenca

de energia ocorre em A = 0.

e os autovetores obtidos sdo:

|y~ ) = cosO |4+,n) —sinf |—,n + 1) (6.18)
[n+) =sinf |[4+,n) + cosf |—,n+ 1) (6.19)

sendo tan(20) = —2* e sin(26) = QQTVZH , cos(20) = —AAn. E 1til inverter a equacio

anterior para obter a dinamica de forma analitica, assim

In, +) = cos O |1, ) +sinb |, 1) (6.20)
In+1,—) = —sind |y, ) + cosl ¢, +) (6.21)
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Figura 6 — Autoenergias do modelo de Jaynes-Cummings em funcao da dessintonia A para
g=0>5, w.,=10,n=0en=1
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Figura 7 — Diferenca de energias correspondentes aos autovalores de Jaynes-Cummings
como funcao da dessintonia, paran=0en =1

Como mostrado acima, os autovalores no modelo de Jaynes-Cummings podem ser

obtidos analiticamente, no entanto o modelo de Rabi que considera o efeito dos termos
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Autovalores (wc)
(=]

0.00 025 050 075 100 125 150 175 200
glax)

a) Autovalores do Hamiltoniano de Rabi em func¢ao do parametro de acoplamento g

Autovalores (w;)

0.00 025 050 075 100 125 150 175 200
gluw)

b) Autovalores do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings em fungao do parametro de acopla-
mento g

Figura 8 — Autovalores dos Hamiltonianos de Jaynes-Cummings e Rabi em funcao do
acoplamento ¢

contra-girantes nao pode ser diagonalizado exatamente. Assim, calculamos numericamente
os autovalores, os quais sdo apresentados no grafico [8a)], onde consideramos valores de g
muito grandes com A = 0. J4 no gréfico da figura [8 b)], foi diagonalizado numericamente
o hamiltoniano de Jaynes-Cummings nas mesmas condi¢des. E possivel observar que os
dois resultados coincidem para g muito pequenos, onde a aproximagdo RWA ainda é
valida; conforme o acoplamento aumenta, o modelo de Jaynes-Cummings perde validade e

apresenta resultados muito diferentes.

Na figura [9a)], mostramos os autovalores para valores pequenos do acoplamento g
ainda com A = 0, dentro da aproximacao RWA, ou seja, diagonalizando o hamiltoniano

de Jaynes-Cummings. O efeito da interacao g é quebrar fracamente a degenerescéncia dos
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Figura 9 — Autovalores no modelo de Jaynes-Cummings para pequenos valores do acopla-
mento g e para diversos regimes de dessintonia

niveis. A separacao em energias entre os niveis quase degenerados é na ordem de g. A
separagao entre os niveis aumenta quando g aumenta. A figura [9 b)|, apresenta o mesmo
caso para uma dessintonia A # 0, como esperado o aumento na dessintonia produz um
maior afastamento entre os autovalores. Por completeza, calculamos numericamente os
autovalores como funcao de A, para g = 1, mostrados na grafico da figura [24]. Como
mostrado anteriormente, o anti-cruzamento dos niveis de energia ocorre para A = (0. Para A
grandes, o sistema é desacoplado e se cai no chamado regime dispersivo, onde o acoplamento
g produz apenas um deslocamento dos niveis de energia. Um detalhe desta situagdo pode
ser vista na figura 11 onde mostramos em linhas tracejadas as autoenergias em auséncia de
acoplamento, note que quando |A| é grande comparado com g os autovalores do sistema

acoplado e desacoplado praticamente coincidem, apenas um deslocamento nas energias é
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Figura 10 — Autovalores como fung¢ao de A

observado. Ja que o sistema esta numa regiao de acoplamento fraco, nesse limite o sistema

se comporta como dois sistemas: sistema de dois niveis (SDN) e fétons independentes.
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Figura 11 — Autoenergias para o modelo de Jaynes-Cummings em linhas sélidas. Em linhas
tracejadas, as energias para o caso desacoplado

Conhecidas as solugoes analiticas para os autoestados, pode-se encontrar a dinamica
do sistema, para isso é necessario definir um estado inicial. Sendo ¥(0) = a|n,e) +
b|n + 1, g) o estado inicial com a e b escalares, o estado 1(t) = U(t)1(0) é obtido a partir
do operador evolugao temporal U(t) = e~n". Usando as equacoes 6.19 e 6.21,

—iHt

() =e " (|tp-) (acosd —bsinf) + |¢,4) (asinf + bcosh)) (6.22)

Desta forma, o operador H pode atuar sobre seus proprios autoestados. Simplifi-
cando o problema através do uso de um estado inicial em que a =1e b =0,

—iHt E_t —Et

W) = e (|thp_) cos O + [y ) sind) = e 7 |h,_)cos @+ e n

|tpy)sind  (6.23)
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Ao projetar o resultado anterior sobre (n,+| e usando as equagoes que definem os
autovetores de H 6.19, e 6.21, obtemos

(n, (1)) = e T (n, +tn_)cos+ e T (n, +i) sin b (6.24)
— e cos?f + e sin? (6.25)

Calculando | {(n, +[(t)) |> = (n, +] ()" (n, +[(t)), e apos alguma manipulacoes

(B, — E_)t

| {(n, +[1(t)) |* = cos® § + 2sin* § cos®  cos [ z

] + sin® 0 (6.26)

Ao aplicar algumas propriedades trigonométricas' e relacoes de sin e cos @ com

os parametros do hamiltoniano definidas acima, se obtém: 4sin®fcos?f = Q2/A? e

cos*f + sin* 0 = ﬁ—; + %. Assim,
AR O (E, —E_)t
2 n 2 +
[ o) P = 5 + oo | E S E (6.27)

No caso ressonante, A = 0, tem-se que A2 = Q2 e o resultado anterior pode ser

P, = cos® l<E+_hE_)t] = cos? <A2nt> : (6.28)

que representa a probabilidade do SDN ocupar o estado excitado |+), este termo é

escrito como

equivalente a calcular (o_o) no estado [¢(t)).

E possivel obter o mesmo resultado anterior usando a representacio de interacao.
Para isto, é necesséario separar o hamiltoniano em uma parte livre e outra com a interacao,
H = Hy+ Hy, onde Hy = wea'a + wao,0_ é a parte livre e a interacdo é dada por
H, = g(a'o_ + ao). Na representacio de interacio foi usada a seguinte transformacio

iHgt —iHgt iHgt 4 —iHgt iHgt —iHgt

H,=e " Hien =hgler alo_e ® +eh aore & (6.29)

O primeiro termo é formado por eta'agie=iQala  giwtoro— 5 o—iwioro— Parg o
tratamento desses termos foi utilizada a formula de Baker-Campbell-Hausdorff (13)

2

¢*ABe=4 = B + a[A, B] + % [A,[A, B] + - (6.30)
sendo os comutadores [a, aq =1, [o0,0_] = 0., se obteve:
giwetalayfo—iwetala _ ot piwet (6.31)
e
elaldro— g pmiwaloro— _ 5 =il (6.32)

1 sin2x = 2sinzcosz, cos2r = cos?z —sin®z, e (1 + cosz)/2 = cos?(x/2)
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Procedendo de igual forma com o segundo termo,

H;, = hg [aTei“Cta_e_w“t + ae‘ithaJrew"t] (6.33)
= hg {aT —IA 1 a0 emt} (6.34)

A equacao de Schrodinger para H; é dada por ihovy; = H;1);, onde na representacao
de interacdo 1(t) = et/ (t). J& que as duas funcoes de onda diferem em apenas uma
fase global, as duas representam adequadamente o estado do sistema. Em geral para um

sistema de dois niveis, podemos escrever uma solugao como
Zc+n )|+, n) + e p(t) [—.n) (6.35)
para o modelo de Jaynes-Cummings, temos apenas dois niveis,

$i(t) = cpn(t) [+,7) + e () | n+ 1) (6.36)

Usando as propriedades conhecidas dos operadores do problema afo_ |n,+) =
vVn+lln+1,-), a0_|n,+) =0,adlo_|n+1,-)=0eao, n+1,-) =+vn+1|n,+),
substituindo 1; na equagao de Schrodinger e projetando sobre |n,+) e |n + 1, —), se obtém

duas equagoes diferenciais acopladas

bny = —igv/n + 1e®e, (6.37)
bni1— = —igv/n + le e, | (6.38)

Uma solucao mais simples destas equacoes pode ser obtida para o caso ressonante
A = 0 considerando que em ¢ = 0 o SDN se encontra no estado excitado |n,+), desta
forma, ¢ (t = 0) = 1, ou seja ¢, +(0) = ¢,(0) € ¢p41,— = 0, onde ¢,(0) é a amplitude de

probabilidade para o campo unicamente. Assim, obtemos

Cn+(t) = ¢, (0) cos(gvn + 1t) = ¢,(0) cos (A;t> (6.39)

2%igy/n T 1 2igvn +1 . (At
e () __Cn(o)lgAn—l—sin(g\/n—i—lt)—cn(()) 9 A”+ sin< 2”) (6.40)

As probabilidades de ocupacao sao

At
Py = |cus|* = |ca(0)]? cos® <2> (6.41)
4¢°(n+1) . At
Pair = len = e (0 20 >sm2( : ) (6.42)

onde |c,(0)|? representa a probabilidade da presenga de n fétons no campo no tempo

t = 0. Ilustramos esses resultados analiticos na figura 12, onde mostramos a evolugao das
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Figura 12 — Probabilidades de ocupacao do estado excitado e fundamental do SDN para o
caso ressonante A = (.

probabilidades de ocupacao do SDN para o vacuo e para a cavidade ocupada com um
féton, respectivamente. Note que as probabilidades desenvolvem oscilagoes conhecidas

como oscilagoes de Rabi, as quais evidenciam a troca de energia coerente entre o campo e
o SDN.

Na secao seguinte, mostraremos resultados obtidos numericamente para diversas
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situagoes de interesse que normalmente nao podem ser tratadas analiticamente. Nos
resultados a seguir consideramos parametros tipicos de um SDN baseado em pontos
quanticos semicondutores do tipo III-V, onde hw, ~ 1 €V e os dois niveis uma excitacao
elétron-buraco, onde |+) representa o exciton e |—) é a auséncia de exciton ou o chamado

vacuo excitonico.



7 Resultados e Discussoes

Através da simulagao (29, 30) das oscilagoes de Rabi no modelo de Jaynes-Cummings
(JC) é possivel, por exemplo, determinar em boa aproximacao o comportamento da
interacao luz-matéria da mecanica quantica, descrevendo um tnico sistema de dois niveis

interagindo com um tnico modo de cavidade eletromagética.

O Hamiltoniano para esse sistema é a equagao [5.62] ou com a aproximagao de onda
girante, RWA descrita pela equagao [6.6]. Os parametros escolhidos para o tratamento desse
problema em questao sao unidades tal que A = 1; a frequéncia da cavidade, w. = 1000meV,
¢ compativel com sistemas de pontos quanticos imersos em microcavidades ou cristais
fotonicos. Como mencionado anteriormente, o SDN ¢é associado a formacao de um éxciton
neutro; os valores para A foram escolhidos como multiplos do termo de acoplamento, a
frequéncia do SDN pode ser escrita em termos da dessintonia w, = w.+ A, e N é o niimero

de estados de Fock da cavidade. A dimensao do espago de Hilbert é dada por |¢) ® |n).

Adotando que inicialmente o sistema sempre comece com o atomo excitado ¥ (t =
0) = |n+), as probabilidades de ocupagao do atomo foram plotadas para ser possivel a
visualizacdo e comparacao dos resultados. E claro como em todos os graficos a seguir a
energia é coerentemente transferida entre a cavidade e o 4tomo. A principio, todos os

graficos foram obtidos com o uso do RWA com N = 10, caso contrario, serd informado.

Oscilagoes de Rabi: A=0,g=0,n=0
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Figura 13 — Probabilidade de ocupagao do estado excitado. Caso ressonante A = 0 e sem
acoplamento g = 0.

Inicialmente foi estudado o caso mais simples, quando a frequéncia da cavidade
e a frequéncia caracteristica do sistema de dois niveis (SDN) sdo iguais, ou seja, o caso

ressonante, A = 0. Apesar de nao ser completamente realistico, foi considerado g =0 e
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Oscilages de Rabi: A=0,g=1n=10
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Figura 14 — Caso ressonante com acoplamento e variando o numero de fétons.

cavidade vazia, n = 0. Na figura [13], esse caso estd ilustrado, onde se mostra que devido
ao acoplamento ser nulo, ndo existe transferéncia de energia entre o SDN e o campo, assim
a probabilidade de ocupacgao do estado excitado é constante e igual a 1. Note que para
esse conjunto de pardmetros, o estado |n+) é um autoestado do sistema, por tanto nao

existe evolucao.

Na figura [14], apesar do estado campo continuar sendo igual a 0, n = 0, existe
acoplamento de forma que torna possivel a transferéncia de energia entre o sistema de dois
niveis e a cavidade. Deve-se notar a apari¢cao de oscilagoes na probabilidade de ocupagcéao.
Essas oscilagoes sao conhecidas como oscilagdo de Rabi e como foi considerado n = 0, se

tem oscilagoes de Rabi no vacuo. Como mostrado anteriormente no capitulo 6, a frequéncia

1
das oscilagoes de Rabi sao dadas por wrap = 5\/ A? +4g%(n+1). Assim, o tempo que
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Oscilagdes de Rabi: A=5g,g=1,n=0
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Figura 15 — Caso fora da ressonancia com acoplamento e variando o numero de fétons

leva o SDN para recuperar a populagao no estado excitado é dado por t.wgran; = nw. Para
os parametros escolhidos, este tempo corresponde a t, = nm como pode ser facilmente

comprovado.

A medida que o nimero de fétons na cavidade aumenta, a frequéncia de Rabi
também aumenta e por tanto o tempo t. diminui como mostrado na figura [14(b)]. Dessa
forma, se apresenta a flexibilidade no controle da transferéncia de populacao a partir de

uma a¢ao na cavidade.

Na figura [15], estd apresentada a probabilidade ocupacao do estado excitado na
situagao fora da ressonancia, A # 0. Foi considerado o vacuo, n = 0, na figura [15(a)] e o
caso com a cavidade ocupada, n = 5, na figura [15(b)]. Quando o niimero de fétons presentes

na cavidade aumenta, é notavel o esperado aumento na frequéncia das oscilagoes de Rabi.
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Oscilagdes de Rabi: A=10g,g=1,n=0
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Figura 16 — Efeito do aumento da dessintonia sobre a probabilidade de ocupagao do estado
excitado, com acoplamento e variando o numero de fétons.

A diferenga dos casos anteriormente apresentados onde a amplitude das oscilagoes de Rabi
variam de 0 até 1, no caso fora da ressonéncia, as oscilagoes de Rabi sdo incompletas, a
amplitude da probabilidade de ocupagao claramente depende de n, g e A como mostra as

equagoes deduzidas no Capitulo 6. A amplitude maxima das oscilagoes de Rabi é dada por
A2

A2 +4g%(n+1)
mostra a figura.

, para os parametros da figura [15(a)], isto corresponde a ~ 0.86, como

A medida que se aumenta a dessintonia, a probabilidade do SDN permanece no
estado excitado tende a 1. E simples mostrar que se a razao g/A < 1, a as oscilagoes
de Rabi sdo da forma P, ~ 1+ 4(n + 1)(g/A)*(cos(At/2)? — 1), assim para valores

suficientemente pequenos de g/A se espera que P, ~ 1. Este comportamento pode ser
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Oscilagdes de Rabi: A=0,g=5.n=10
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Figura 17 — Efeito do aumento do acoplamento sobre a probabilidade de ocupagao, caso
ressonante e variando o numero de fétons.

verificado na figura [16] para o viacuo e para um estado de campo com n = 5 fétons.

Para o caso ressonante A = 0, na figura [17], foi analisado o efeito do acoplamento, g,
sobre as oscilagoes de Rabi. Como esperado, quando o acoplamento aumenta, a frequéncia
das oscilagoes também deve aumentar; além disso, o efeito de g sobre a frequéncia é
dominante em comparacao ao efeito de n. No limite g > A é possivel mostrar que a

frequéncia de Rabi é wrani ~ v/ng, 0 que evidencia o cardter dominante sobre n.

Por completeza, na figura [18], sdo mostrados os mesmos resultados da figura [17]
na situacao fora da ressonancia, o aumento na frequéncia de Rabi é visivel, assim como a

esperada diminuicao da amplitude das oscilagoes.

Como mencionado anteriormente, quando o acoplamento se torna comparavel as
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Oscilagdes de Rabi: A=5g.g=5.n=0
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Figura 18 — Efeitos do aumento da dessintonia, com acoplamento forte e variando o numero
de fotons

frequéncias da cavidade ou a frequéncia caracteristica do SDN, o modelo de JC perde
validade. Se faz necessario o uso do modelo de Rabi, definido pela hamiltoniana [5.62]. Para
exemplificar o comportamento neste regime, se considerou g = w,,, este limite é normalmente
conhecido como ultra-forte e tem se verificado em alguns sistemas experimentais baseados

em qubits supercondutores (31).

Na figura [19], se considerou o limite de acoplamento forte com g = w, e na situacao
de ressonancia e com a cavidade vazia n = 0. No célculo da probabilidade de ocupacao,
na figura [19(a)] foi usada a hamiltoniana de JC, como esperado ela produz as oscilagoes
caracteristicas na ocupacao. Deve-se lembrar que a hamiltoniana JC nao leva em conta os

termos que acoplam estados com energias na ordem de w 0s quais agora sao relevantes.
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Oscilagbes de Rabi com RWA: A=0,g=0,n=0
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Figura 19 — a) Probabilidade de ocupagao calculada usando a RWA (hamiltoniano de
Jaynes-Cummings), b) calculado usando a contribui¢do dos termos nao-
ressonantes (hamiltoniano de Rabi).

O resultado é muito diferente quando se usa a hamiltoniana de Rabi, ou seja, quando os
efeitos dos termos contragirantes sao considerados, como pode ser visto na figura [19(b)].
Deve-se notar que a periodicidade foi aparentemente destruida e apesar do sistema estar
na ressonancia, o SDN nao consegue transferir completamente sua populacao para o estado

fundamental e vice-versa.

Uma situac¢ao semelhante eh observada na figura [20], onde os mesmos parametros
foram usados na figura [19], pofem com a cavidade contendo n = 5 fétons. Pode-se notar
na figura [20(b)] que as quase-oscilagdes na probabilidade de ocupagao também aumentam
de frequéncia quando o nimero de fétons aumenta. Um célculo em teoria de perturbagoes

(fora do escopo do presente trabalho) permite mostrar, por exemplo que a dindmica do
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Oscilagbes de Rabi com RWA: A=0,g=0,n=5
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Figura 20 — Probabilidade de ocupacao mostrando o efeito do aumento do numero de
fotons.

estado |n,+) dada por U(t)|n+), é descrita através de superposigoes dos estados |n+),
In £1,—) |n £ 2,—) ponderados com termos oscilantes com frequéncias wy, 42, onde
wn = gv/n + 1. Esses termos interferem entre si e eventualmente destruindo a relacdo de
fase entre os diversos termos da superposicao. Isto explica a falta de periodicidade da
probabilidade de ocupacao e o aumento da frequéncia das quase-oscilagoes com o nimero

de fotons.

Na figura [21], o sistema foi retirado da ressonéncia e se observou um comportamento
parecido ao observado no caso RWA, o SDN permanece essencialmente no estado excitado
como visto na [21(a)]. Igual no caso RWA, pode-se aumentar a populagao do estado

excitado aumentando o nimero de fétons na cavidade, como eh mostrado na [21(b)].
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Figura 21 — Probabilidade de ocupacao calculada usando hamiltoniana de Rabi. Caso fora
da ressonancia e fora do limite de validade da RWA

Figura 22 — Representacao esquematica da esfera de Bloch. Os estados quanticos puros
de um sistema de dois niveis sao representados por pontos sobre a superficie

esfera.
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Figura 23 — Probabilidade de ocupacao para um estado inicial com iguais contribuicoes
de |+) e |=). Caso ressonante variando o numero de f6tons

Em todos os casos anteriores o SDN foi preparado no estado inicial excitado |n, +),
agora sera usado um estado que é uma superposicao dada por \%H—) + \/L§|_> Pode-se
pensar nesses estados iniciais como vetores dentro de uma esfera, tal como mostrado na
figura [22]. Os estados sdo representados por pontos sobre a esfera; por exemplo, o estado
inicial excitado é o ponto sobre o polo norte da esfera. A superposicao escolhida como

estado inicial se encontra sobre o equador da esfera.

Esta representacao ¢ ttil para entender a dinamica do sistema representada na
figura [23]. Quando o SDN se encontra numa superposi¢ao pode-se pensar na dindmica
como uma rotacao do estado inicial ao redor do eixo z da esfera, ao mesmo tempo que

roda no plano x — y o SDN, dependendo do estado campo, deverd migrar para os estados
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nos polos da esfera. Neste processo existem duas frequéncias: a frequéncia associada as
rotagoes e a frequéncia para transitar do estado inicial para os estados nos polos [+) ou
|—). Quando a cavidade esté vazia, n = 0, essas frequéncias coincidem e se tem a situagao
mostrada na figura [23(a)] que sdo tipicas oscilagdes de Rabi, entre o estado inicial e o
estado fundamental. Quando a cavidade contem um ntmero de fétons diferente de zero,
como mostrado na figura [23(b)], o campo permite uma troca de energia mais eficiente e as
oscilagoes produzem transigoes entre o estado excitado e o estado fundamental. O detalhe
mais importante na figura [23(b)] é a aparigao clara das duas frequéncias envolvidas na
dindmica, as quais nao sao iguais e dependem do nimero de fétons. Este fendomeno lembra
os chamados batimentos na fisica classica das oscilagoes e sdo chamados no contexto do

hamiltoniano de JC de batimentos quanticos.

A figura [24] mostra uma situagdo parecida a anterior, apenas considerando a
dessintonia diferente de zero. Os resultados sdo os esperados e revelam a forte contribuicao
da dessintonia sobre a dinamica interna do sistema especialmente nas rotagoes do estado

inicial no plano = — y.

Nos resultados anteriores o SDN foi colocado em uma superposicao, pode-ses fazer
algo parecido com os estados do campo. Para isso foi escolhido como estado inicial do
SDN o estado excitado |+) e para o estado do campo escolheu-se um estado coerente |a)
que como discutido anteriormente hé apenas uma superposicao de estados de Fock com

amplitudes fixas.

O estado coerente consiste de uma superposicao de estados com amplitudes fixas.
Cada componente tende a dirigir o sistema com sua propria frequéncia de Rabi. Como
resultado, as oscilagoes colapsam, renascendo posteriormente por causa da natureza

quéantica do campo e das relagoes particulares existentes entre os vérios coeficientes de |n).

O fenémeno de colapsos e renascimentos é um dos quais pode ser analisado em
mecanica quantica segundo o modelo de Jaynes-Cummings e que revela uma nova natureza
na evolugao temporal de sistemas quanticos. Seria possivel esperar que a superposicao de
solugoes periddicas produzissem interferéncia destrutiva, e, portanto, um colapso. Isso é,
de fato, o que acontece. Neste caso as populagoes do estado fundamental e excitado seriam
as mesmas, ou seja, a inversao de populagdo w(t) = P.(t) — P,(t) = 0 para tempos longos.
Além disso, é possivel mostrar, que se refere a uma cavidade onde ha um estado coerente
um outro fenémeno ocorre, os renascimentos, isto significa que o sistema apresenta um

aparente colapso e depois de algum tempo passa a oscilar novamente.

Isso significa que o a&tomo retorna periodicamente ao estado excitado com frequéncia
de Rabi gv/n + 1 que é ndao nula, mesmo se n = 0, e, portanto, diferente da frequéncia de
Rabi g/n correspondente ao caso em que o 4tomo estd inicialmente no estado fundamental.
Assim, um atomo excitado colocado numa cavidade vazia, n = 0, sofre periodicamente,

decaimentos espontaneos reversiveis. Esse resultado nao é obtido com um campo classico
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Figura 24 — Efeito da dessintonia sobre a probabilidade de ocupacao quando o estado
inicial é uma superposicao.

de amplitude nula, indicando a natureza quantica do processo.

No caso em que o atomo se encontra numa cavidade que foi preparada com um
estado coerente do campo. Considerando o sistema atomo e campo inicialmente com
o atomo no estado fundamental e o campo num estado coerente, ou seja, o vetor de
estado inicial é |e) |a) = |e, a), expandindo o estado coerente na base, como explicado

anteriormente neste trabalho, o sistema pode ser evoluido até mesmo pelo estado de vacuo
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a=0.

Este fendmeno ocorre porque o estado coerente |a) consiste de uma superposigao
n

de estados |n) com amplitudes fixas 5_'. Fica claro que cada componente |n) de |a) tende
a dirigir o sistema com sua propria f?équéncia de Rabi. Como resultado, as oscilagoes
colapsam, renascendo posteriormente por causa da natureza quantica do campo e das
relagoees particulares existentes entre os varios coeficientes de |n). Diz-se que inversao
sofre colapsos e renascimentos, e estes occorem numa escala de tempo que depende de
gvVn = gla|, onde 7 = |a|? é nimero de fétons do modo. E possivel observar que o
comportamento de um atomo de dois niveis interagindo com um modo eletromagnético
simples, coerente, é bem rico. As oscilagoes de Rabi, também presentes na descri¢ao
através deste modelo, que colapsam e permanecem em repouso, revivem e depois colapsam

novamente.

Na figura [25], estd apresentada a inversdo de populacao (¥ (t)|o,|w(¢)), ! para o
caso ressonante A = 0 considerando um estado coerente com numero variavel do niimero
médio de fétons. O efeito mais relevante da aparicao na dindmica das diversas frequéncias
oriundas da superposicao dos estados do campo. Outro efeito mais significativo é a aparigao
dos chamados colapsos e ressurgimentos, particularmente visiveis nas figuras [25(b)] e [25(c).
Esse efeito consiste no colapso da inversao de populacao, o que significa que probabilidade
de ocupacao do estado excitado é igual a probabilidade de ocupagao do estado fundamental,
de forma que o SDN nao efetua mais oscilacbes de Rabi entre esses estados. Apds um

! se observa o ressurgimento das oscilacoes de Rabi.

certo tempo da ordem t, ~ \/ng~
Os colapsos e ressurgimentos estao relacionados com a distribui¢ao inicial dos fé6tons do
campo P(n). Se a distribui¢ao abrange muitos valores diferentes de estados de Fock n, os
diversos termos evoluem de acordo com as varias frequéncias de Rabi presentes, as quais
interferem entre si, como resultado a inversao decai rapidamente para zero (colapso). No
entanto, se a distribuicao nao ¢ muito larga o colapso nao é permanente, alguns termos da
superposicao entram em fase e ocorre o ressurgimento na inversao de populacao. Como

mencionado anteriormente, os estados coerentes apresentam uma distribui¢cdo P(n) do tipo
—laf? o>

“—, com n = |af®. Apesar do modelo de JC ter uma solugéo

Poissoniana P(n) = e
analitica nao é possivel obter uma expressao para a inversao de populagao quando o campo
se encontra em um estado coerente, apenas solucoes aproximadas podem ser obtidas e sao

as que permitem estimar o tempo de apari¢do dos ressurgimentos(32).

Finalmente se apresenta o caso fora da ressonancia na figura [26], percebe-se que os
colapsos e ressurgimentos persistem, ja que eles tém origem nas amplitudes das diversas
contribuicoes dos estados de campo e nao na dessintonia. Como esperado o SDN nao pode

completar a transferéncia entre os estados excitado e fundamental. Este fato fica evidente

1 Se trata de uma grandeza equivalente & probabilidade de ocupacio do estado excitado (¢(t)|o_o |1 (t))

mostrada nos resultados anteriores. A probabilidade de ocupagdo varia entre 0 e 1 e a inversdo de
populagao de populagao varia entre -1 e 1.
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ao notar que quando A = 0 a inversao de populagao oscila ao redor de zero, j4 no caso

fora da ressonancia, a inversao de populagao oscila ao redor de 0.4.

No contexto experimental, tem sido observado o acoplamento forte? entre um
SDN baseado em pontos quanticos e modos de cavidade (33). No entanto, existe muita
dificuldade em observar diretamente as oscila¢oes de Rabi no dominio temporal, a evidéncia
experimental do acoplamento é deduzida através do splitting do espectro dos estados de
polariton, que praticamente mapeia o comportamento dos autovalores do sistema; dessa

forma, a magnitude do splitting é proporcional ao acoplamento g.

E importante mencionar que as oscilagbes de Rabi apresentadas aqui também
podem ser obtidas através de uma descricao classica da luz; elas sao igualmente de dificil

observagao experimental, porém foram medidas de forma direta em pontos quanticos (34).

Para caracterizar os regimes fraco e forte no contexto de Jaynes-Cummings é necessario definir as
constantes de decaimento dos estados do SDN e da cavidade, os que serao chamados de v e k,
respectivamente. O regime fraco é definido como g << 7, Kk, w,, w,; neste regime,o hamiltoniano JC é
valido, no entanto, torna muiti dificil a observagdo das oscilagdes de Rabi, ji que elas sdo amortecidas
rapidamente pelos efeitos de dissipacao. O regime forte é quando v,k << g << w,,w,; neste regime, o
hamiltoniano de JC ainda é valido e permite que o SDN absorva e emita coerentemente muitas vezes
antes que os efeitos de dissipagdo amortecam as oscilagbes de Rabi. Ainda neste regime, a RWA é
valida ja que g é fraco em relacao as frequéncia caracteristicas do sistema mais forte em relacao aos
processos que destroem as proprias oscilagoes de Rabi
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Figura 25 — Colapsos e ressurgimentos considerando a aproximacao RWA, considerando o
efeito do aumento do numero médio de fétons.
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Oscilagdes de Rabi: A=5g,g=1,n=10
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Figura 26 — Inversao de populacdo de um SDN com estado do campo inicial coerente. O
regime ¢é fora da ressonancia na aproximagao RWA



8 Conclusoes

A intencdo de reunir diversos estudos na area de Optica Quantica e desenvolver uma
discussao elaborada envolvendo a interacao entre radiagao eletromagnética monocromatica
e a matéria se fez oportuna quando foi feita uma revisao literaria de conceitos matematicos
que formam a base de premissas fisicas através de seus respectivos postulados constituindo

a Mecanica Quantica.

Foi apresentado neste trabalho, o problema de dois niveis, onde um atomo ou
um éxciton é acoplado fortemente a uma cavidade eletrodinamica quéantica, e onde é
utilizada aproximagao dipolar e a aproximagao de onda girante (RWA: rotating wave
approximation) dentro das quais é possivel atestar a validade do Modelo de Jaynes-
Cummings. Esta construgao teérica levou ao conceito de estados vestidos de interacao e a
interacao caracteristica de um atomo de dois niveis preparado de modo coerente numa

cavidade.

Em busca de ir além do que tinha sido discutido, graficos comparativos mostrando
o auxilio que a RWA tem na anélise fisica foram apresentados junto com outros graficos
exibindo a intromissao que um aumento no acoplamento pode causar no modelo de sistema

estudado.

Numerosos fendmenos relevantes na Fisica foram previstos teoricamente pelo Mo-
delo de Jaynes-Cummings, consistindo em analises totalmente quanticas de elementos
envolvidos na interacdo. A ocorréncia de emissoes espontaneas, o aparecimento de colapsos
e ressurgéncias a partir de radiacdo coerente incidida na matéria e s@o fend6menos explica-
dos através da consideracao da quantizacao de energia do campo eletromagnético. Esta
construgao nao tem andlogos na Fisica Classica, o que mostra sua deficiéncia e remonta a

Mecanica Quantica com fundamentacao apropriada para o estudo de particulas atomicas.
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APENDICE A - Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sdo uma importante classe de matrizes que serao extensiva-
mente usadas neste trabalho. Em matematica e em fisica matematica, as matrizes de Pauli
formam um conjunto de trés matrizes complexas 2x2 hermitianas e unitarias. Geralmente

representadas pela letra grega sigma, o, sao elas:

aozlzll O] (A.1)

0 1
nze=| )] a2)
0y =0, = [? :] (A.3)
wze=(y O] (A

Estas matrizes devem seu nome ao fisico Wolfgang Pauli. possuem aplicacao em
véarios ramos da fisica como, por exemplo, momento angular do spin (19), teoria de grupos,
computacao quantica, etc.. Elas ainda satisfazem algumas propriedades que facilitam o

calculo de grandezas fisicas associadas a tais matrizes:

1. Tr(o,)Tr(o,)=Tr(o,) = 0, onde o simbolo Tr ¢ utilizado para denotar a soma dos

elementos da diagonal principal de uma matriz;
2. 0, =0}, oy = 0;5, 0. = o, ou seja, cada matriz de Pauli é hermitiana;
3. 0,0, = 0y0y = 0,0, = 1
4. 005 = Z-ijv:1 €, k0K, onde € j, é conhecido como o simbolo de Levi-Civita.
Operadores hermitianos representam observaveis na mecanica quantica, de forma

que as matrizes de Pauli geram o espaco de observaveis do espaco de Hilbert de dimensao

dois.

Outra relagao utilizada neste trabalho é a equivaléncia entre operadores eletronicos
e operadores de Pauli. Em informacao quantica e computagdao quantica é comum associar

bases ortonormais |0) e |1) a vetores da base de um autoestado qualquer escolhido, tal
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0
que esses vetores possam ser representados segundo a notagao matricial |0) = [ | ] e

1) = o | onde os estados |0) e |1) reproduzem os niveis fundamental, |g), e excitado,
le) do elétron, respectivamente.

Combinagoes do produto interno dos estados desta base podem ser alternativamente
utilizadas em calculos no qual a aplicagao das matrizes de Pauli se mostre mais favoravel.
Abaixo estd descrito o exemplo para o, significativamente usado nesse trabalho para

descrever o Hamiltoniano do atomo:

7. = le) (el - lo) (o] = [ ol } ~ 0. (A.3)
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