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Resumo

O objetivo deste trabalho é a compreensao do Teorema dos Zeros de Hilbert.
Este é um resultado famoso na 4rea de Algebra, em particular, da Geometria Algébrica
que relaciona trés conceitos: ideais, variedades afins e radicais, no qual constréi uma
correspondéncia entre ideais e o conjunto de zeros dos polinémios (variedades). Para este
estudo, serd necessario alguns conhecimentos sobre os trés topicos principais abordados e

outras mais ferramentas, como os anéis Noetherianos.

Palavras-chaves: Algebra. Ideais. Variedades.



Abstract

The objective of this work is the understanding of the Hilbert Zero Theorem. This
is a famous result in the area of Algebra, in particular, Algebraic Geometry that relates
three concepts: ideals, radical and affine varieties, in which it constructs a correspondence
between ideals and the set of zeros of polynomials (varieties). For this study, you will
need some knowledge about the three main topics covered and other more tools, such as

Noetherian rings.

Keywords: Algebra. Ideals. Varieties.
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Introducao

Variedade afim é um conceito muito importante para a Geometria Algébrica,
sendo este o seu principal foco de estudo. Uma variedade pode ser vista como o conjunto
das solugoes para um sistema de equagoes polinomiais sobre um corpo, ou seja, dados

P1y--ypn € P=Klzy,...,z,] a variedade definida por estes polindémios é o conjunto:

V=A{(a1,...,am) € K™ | pi(ar,...,am)=0,Vi=1,...,n}.

Assim, baseando-se neste conceito, é possivel construir uma relacao entre algebra
e geometria que nos permite reformular alguns problemas algébricos em geométricos e

vice-versa. Uma destas relagoes sera feita neste trabalho, sendo este da seguinte forma:

Dado uma variedade V C K" definimos o ideal: I(V') C P como sendo:

IV)={peP | plar,...,ax) =0V (ay,...,a;) € V}.

Assim, definimos a "aplicagao":

Variedades Afins — Ideais
\Y —  I(V)

Agora, de maneira inversa, dado um conjunto I C P, e considerando a variedade

definida por ele, temos a seguinte aplicagao:

Ideais —— Variedades Afins
I — V(I)

Observe que nao temos nenhuma informacao a respeito de I, ou seja, ele é um
conjunto qualquer. Porém o Teorema dos Zeros de Hilbert ird garantir que a aplicagao
acima esta bem definida, isto é, I terd que ser um ideal, e mais ainda, sera um ideal

finitamente gerado.

A finalidade deste trabalho é demonstrar o Teorema dos Zeros de Hilbert para
vermos que de fato, a relacdo abordada acima realmente é verdadeira. E este sera feito em
3 etapas, partindo primeiramente de conceitos bésicos vistos na graduagao. Logo apds,
comegaremos o estudo de variedades afins e radicais, para podermos entao estudar o

teorema principal.
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1 Resultados preliminares

Comecaremos este trabalho com algumas defini¢goes e resultados basicos envol-
vendo a estruturas de anéis, com énfase na teoria de ideais, onde este estudo

foi feito a partir da referéncia [1] .

1.1 Estruturas algébricas

Definigao 1.1. Um anel é um conjunto R munido com duas operagoes (soma e produto)

tal que as seguintes propriedades sao respeitadas:

1. R é um grupo abeliano com a operagao soma;
2. E associativo com a multiplicagao (-), ou seja, se a,b, c € R, entao

a-(b-c)=1(a-b)-c
3. A propriedade distributiva é satisfeita, isto é, dados a,b,c € R, tem-se:

a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a.

Se o anel satisfizer a propriedade:
Va,be R=a-b=10"a,

entdo o anel serd chamado de comutativo.

Denotaremos por 0 e 1 os elementos unidades com respeito a soma e produto respec-
tivamente. Assim, consideraremos que os anéis estudados neste trabalho sao comutativos e

contém estes elementos unidades.

Os exemplos mais conhecidos de anéis sao os conjuntos: dos niimeros inteiros Z,

dos niimeros racionais QQ e o conjunto dos niimeros reais R.

Vejamos agora que, no caso dos reais e dos racionais, eles respeitam também as

propriedades de uma outra estrutura, a dos corpos.

Para definir o conceito dos corpos, precisa-se conhecer o que é um inverso multipli-

cativo ou unidade.

Definicao 1.2. Sejam R um anel e x € R. Dizemos que x é uma unidade em R se existir

um elemento y € R tal que

r-y=1
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Definicao 1.3. Um conjunto K é dito ser um corpo se este for um anel comutativo e se

todos os seus elementos nao nulos forem unidades.

Como dito anteriormente, os exemplos mais comuns de corpos sao os conjuntos Q
e R. Um outro exemplo de corpo, mas este nao trivial, ¢ o corpo de fracdes de um anel,

denotado por Frac(R), que possui a forma:
Frac(R) ={z/y | =,y € R}.

Definicao 1.4. Sejam R e S dois anéis. Um homomorfismo entre anéis é uma funcao

¢ : R — S tal que para todos x,y € R as seguintes relagoes sao satisfeitas:

L ¢(z +y) = o(x) + d(y);
2. d(z-y) = o) - d(y).

Observagao 1.5. Observe que, usando esta defini¢do, obtemos que ¢(1) pode nao precisa
ser 1. Mas consideremos agora que um homomorfismo entre anéis leva elemento unidade

em elemento unidade.

Assim, podemos listar e nomear alguns tipos de homomorfismo.

Definicao 1.6. Seja ¢ : R — S um homomorfismo entre anéis. Entao:

i) Se ¢ for injetor entdo ele é dito monomorfismo;
ii) Se ¢ for sobrejetor entdo ele é dito epimorfismo;
iii) Se ¢ for bijetor, isto é, ser injetor e sobrejetor, entdao ¢ é dito isomorfismo;
iv) Se R = S entao ¢ é dito endomorfismo;
v) Se R = S e ¢ for bijetora entao ele é dito automorfismo.

Definicao 1.7. Uma R-dlgebra é um anel R’ que estd munido com um homomorfismo

¢ : R — R’ chamada de homomorfismo de estrutura.
Definicao 1.8. Seja R um anel. Dizemos que um elemento a € R é idempotente se a* = a.
Definicao 1.9. Sejam R um anel e e € R um elemento idempotente. Entao o conjunto

Re = {ze;x € R}

¢ um anel que tem e como elemento identidade, ou seja, (ze) - e = re? = xe.

Observemos que Re nao ¢ um subanel de R, exceto quando e = 1, contudo Re ¢é

um ideal.
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Lema 1.10. Seja ¢’ =1 —e. Entao € ¢é idempotente e e - ¢’ = 0.

Demonstracio. Temos que
()Y =1-e=1-2e+e*=1-2e+e=1—c¢,

o que demonstra que €’ é idempotente. Agora, para a segunda igualdade, basta observarmos
que:

2

eef=e-(l—e)=e—e"=e—e=0.

Definicao 1.11. Chamamos ¢ e ¢’ definidos acima de idempotentes complementares.

De maneira inversa, se e1, e5 € R satisfazem e; + e5 =1 e eq.e5 = 0, entao eles sao

idempotentes complementares, onde para cada ¢, temos:
R 1= e — o2
e; =¢;-1=-¢ej(e;+eg) =ej,

onde 7 =1, 2.

Denotemos o conjunto de todos os idempotentes por Idem(R).

Exemplo 1.12. Seja R := R’ x R” o produto cartesiano de dois anéis, com as operacoes
feitas coordenada a coordenada. Temos que a identidade aditiva é (0,0) e a identidade
multiplicativa é (1,1). Seja ¢’ = (0,1) e e = (1,0). Entao estes sao idempotentes comple-

mentares.

Proposigao 1.13. Seja R um anel, e a,a’ idempotentes complementares. Seja R = Ra/
e R = Ra". Defina ¢ : R — R' x R" por ¢(z) = (zd’,za"). Entao ¢ é um isomorfismo
entre anéis. Além disso, R' = R/Ra" e R" = R/Ra/.

Demonstragio. Vamos definir a sobrejecao ¢' : R — R’ por ¢'(z) = xe’. Entdo ¢’ é um
homomorfismo onde zye’ = zye? = (ze')(ye'). Além disso, ker(¢') = Re”, j& que se xe’ = o
entdo r = x - 1 = xe + xe” = xe”. Assim pelo resultado que serd visto mais adiante, vale

que R/Re” = R'.

Similarmente, definimos a sobrejegdao ¢” : R — R” por ¢"(z) = ze”. Entao ¢” é um
homomorfismo e ker(¢”) = Re’. Logo R/Re’ = R".

Assim, ¢ é um homomorfismo. Ele é sobrejetivo, ja que (z€’, 2'e”) = ¢(xe’+a'e”). Ele

é injetivo pois se e/ =0 e ze” = 0, entdo x = xe' +xe” = 0. Logo ¢ é um isomorfismo. []
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1.2 Teoria de ldeais

Vejamos agora um dos conceitos mais importantes e utilizados como objeto de

estudo desse trabalho, os ideais.

Definicao 1.14. Seja R um anel. Dizemos que um subconjunto I C R ¢ um ideal se:

e el
e Sempre que a,b€ [ = a+ b€ [
e ScxcReacl=zxacl.

Exemplo 1.15. Sejam R um anel e A C R um subconjunto. Definimos o conjunto (A)
formado por todas as combinagoes lineares dos elementos em A com coeficientes em R.

Este conjunto é chamado de gerado por A. Nao é dificil provar que (A) é um ideal.
Observacao 1.16. O conjunto formado no exemplo anterior é o menor ideal que contém

A. Além disso, os elementos de A sao chamados de geradores.

Um resultado direto proveniente da Definicao 1.14 é: dado um ideal I entao
1 el < I =R. Ou seja, se o ideal possuir o elemento unidade da multiplicagao entao o

ideal é na verdade o anel inteiro.

Todo ideal I de R tal que I # R é chamado de ideal proprio.

Definicao 1.17. Diremos que um anel R é um anel principal se todos os seus ideais forem

principais, isto é, todo ideal I C R é da forma (z), onde x € R.
Definicao 1.18. Sejam I, J dois ideais de um anel R. Definimos o seguinte conjunto:

(I:J)={xzeR | (x-b)el,Vbe J}
Este conjunto é dito condutor de J a I.
Lema 1.19. Sejam I, J dois ideais de R. O conjunto (I : J) é um ideal.

Demonstragio. Temos que 0 € (I : J), pois 07 = 0 € I e isto ocorre para todo j € J.
Sejam z,y € (I : J). Entao para todo j € J temos:

(@ty)-j=x-j+y-J

Assim (x-j+y-j) € Jpoisx-j € Jey-j € J. Ecomo J éum ideal, segue que
(x+y)e(l:J). Agora,se a € Rex € (I :J), temos que, para todo j € J:

(a-2)-j=a-(z])

Como (x-j) €I el éideal entdo a- (z-j) € I. Logo a-x € (I : J). Portanto, (I :J) é

um ideal. O
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Lema 1.20. Sejam ¢ : R — S um homomorfismo entre anéis e J C S um ideal. Entdo
¢ H(J) é um ideal de R.

Demonstragio. Como ¢(0) = 0 temos que 0 € ¢~ (J). Sejam z,y € ¢~ '(J). Entao
o(z), ¢(y) € J. Por hipdtese J é um ideal, entdao ¢(z)+¢(y) € J. Mas ¢(x)+o(y) = d(x+y).
Logo © +y € ¢ '(J). Agora sejam r € R e x € ¢ (J). Assim ¢(x) - ¢(r) € J. Por
propriedade de homomorfismo, temos ¢(z) - ¢(r) = ¢(z - r). Portanto z - r € ¢~1(J), o que

completa a demonstracao. O
Observagao 1.21. O ideal ¢~1(J) é dito contragio de J.

Definigao 1.22. Sejam R um anel e z € R. Dizemos que z é um divisor de zero se existe
y € R nao nulo tal que x - y = 0. Caso contrario, ou seja, se z -y = 0 implicar que y = 0

diremos que x é um nao divisor de zero.
Observacgao 1.23. Denotaremos o conjunto de todos os nao divisores por Sy.

Definigao 1.24. Seja R um anel. Um subanel S é dito multiplicativo se:

1. 1 €5,
2. Se x,y € S entao zy € S.

Exemplo 1.25. Sy é um conjunto multiplicativo. De fato, se x -1 = 0 = x = 0, pois
r-1=xVr e R. Assim, 1 € 5.

Agora se x,y € Sy entdo, para todo z € R, z # 0, temos que
x-z#0ey-z#0.

Logo, se (xy) -z =0 entdo ou z - z = 0 ou y - z = 0, contradizendo o fato de pertencerem
a So.

Definicao 1.26. Um ideal P é chamado de ideal primo se seu complementar R — P for

multiplicativo, ou equivalentemente, se 1 ¢ P e se xy € P entdo ouz € P ouy € P.

Exemplo 1.27. O conjunto dos ntmeros pares (2) além de ideal é também um ideal
primo no anel Z, visto que 1 ¢ (2) e que o produto de niimeros impares nunca dard um

nimero par.

Definicao 1.28. Um dominio de integridade, ou simplesmente dominio, ¢ um anel R, ndo

nulo, em que seus elementos sao todos nao divisores de zero, exceto o proprio 0.

Equivalentemente, um anel R é um dominio se (0) C R for primo.

Lema 1.29. Qualquer subanel de um corpo K (incluindo o proprio K) é um dominio.
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Demonstragio. Ver em [3]. O

Outro resultado direto é que qualquer dominio R é um subanel de um corpo de

fragoes, isto é, um corpo cujos elementos sao da forma %, onde z,y € Rey #0.

Defini¢ao 1.30. Sejam R um dominio e p € R nao nulo tal que p ndo é uma unidade.

Dizemos que p é primo se, sempre que, p | x -y entdo ou p | x ou p | y.

Lema 1.31. O ideal (p) é primo se, e somente se, p é um elemento primo.

Demonstragdo. Ver em [3]. O

Definicao 1.32. Sejam R um anel e z,y € R. Dizemos que um elemento d € R é um

mdzximo divisor comum de x e y se tivermos:

d|lzed]uy;

Se existir um elemento ¢ tal que ¢ | x e ¢ | y entdo, temos que ¢ | d.

Temos algumas observacoes a notar:

e O méximo divisor comum de x e y é denotado por mdc(z, y);

Quando R é um dominio de integridade, entao o mdc(z,y) é tnico além de unidades.

Definicao 1.33. Seja r € R um elemento de um anel. Se r = y - z implicar que ou y ou z

¢ uma unidade, entao diremos que r € irredutivel.

Definicao 1.34. Diremos que um anel R é um dominio de fatoragdo unica, denotado por
D.F.U se:

1. Qualquer elemento nao nulo que nao ¢ uma unidade possui fatoracao como produto

de irredutiveis.

2. Esta fatoracao é tnica além de unidades.

Vejamos agora algumas observagdes que envolvem os itens (1) e (2) da defini¢ao

acima.

Observacao 1.35. i) Temos que (1) acontece < qualquer cadeia de ideais principais

(r1) C (r2) C ... se estabiliza, ou seja, "possui um fim";
ii) Temos que (2) é vilida < qualquer elemento irredutivel é primo;

iii) Se R é um D.F.U entdo o mdc(z,y) sempre existe, para todos z,y € R.
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Exemplo 1.36. Os exemplos mais usuais de D.F.U sao os inteiros Z e qualquer anel de
polindémios P = R[z], onde R é um D.F.U.

Lema 1.37. Sejam ¢ : R — S um homomorfismo, T C S um subconjunto. Se T for

multiplicativo entdo ¢~*(T) é multiplicativo. A reciproca € vdlida se ¢ for sobrejetora.

Demonstragio. Seja X = ¢~1(T). Como T é multiplicativo entdo 1 € T, logo 1 € X pois
¢(1) =1. Se x,y € X, entdo ¢(z -y) € T. Porém,

v,y € X = ¢x),0(y) €T = d(z) - dy) €T = p(v-y) €T = -y € X,

concluindo que X ¢é multiplicativo.

Como ¢ é sobrejetora, entao
a,beT=3dz,yc R : ¢(x)=a, ply) =b=>z,y€ X

scyeX=>¢x-y)elT=ox) - ¢y =a-beT.

Portanto, T é multiplicativo. O]

Agora, vejamos uma consequéncia direta do lema acima.

Proposigao 1.38. Sejam ¢ : R — S um homomorfismo e J C S um ideal. Seja I =
¢~ Y(J). Assim, se J é um ideal primo entdo I também é. A reciproca ocorre se ¢ for

sobrejetora.
Demonstracao. Se J é um ideal primo entao S — J é multiplicativo. Assim pelo Lema 1.37,
¢ (S — J) é multiplicativo. Porém, ¢~ (S — J) = R — I. Logo I é um ideal primo.

A volta é analoga, pois como ¢ é sobrejetora, e novamente pelo Lema 1.37, o

complementar dos ideais sao multiplicativos. O]

Corolario 1.39. Sejam R um anel e I C R um ideal. Entao I é um ideal primo se, e

somente se, R/1 é um dominio.

Demonstragio. Por defini¢io, um conjunto X é um dominio se (0) C X é um ideal primo.

Como I é primo, entdo (0) C R/I é primo. Logo R/I é um dominio. O

Definicao 1.40. Seja R um anel. Um ideal J C R é dito maximal se existir um ideal M
tal que J C M C R entao, obrigatoriamente, J = M ou M = R.

Proposigao 1.41. Seja R um anel. Entio R é um corpo se, e somente se, (0) é maximal

em R
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Demonstragio. =) Seja I um ideal nao nulo de R, ou seja, existe a € I. Como R é um
corpo, temos que a ¢ uma unidade. Logo, existe um elemento a™! € Rtalque 1 = a-a™! € I,

pois I é um ideal. Logo I = R e portanto, (0) é maximal.

<) Suponhamos que (0) é um ideal maximal. Seja z € R tal que = # 0. Logo os
ideais gerados por ambos sdo distintos. Como por hipétese, (0) é maximal, entdo (z) = R.
Logo x é uma unidade e como este raciocinio foi para qualquer x € R nao nulo, temos que

R é um corpo. O

Corolario 1.42. Sejam R um anel e J C R um ideal. Entao J é um ideal mazimal se, e

somente se, R/I for um corpo.

Demonstracao. Esta demonstragao é direta, visto que J é um ideal maximal em R se, e
somente se, o ideal (0) é maximal em R/J se, e somente se, R/J é um corpo. Esta tltima

equivaléncia se da pela Proposicao 1.41. O]

Corolario 1.43. Em um anel R qualquer ideal mazximal I é também um ideal primo.

Demonstragio. Pelo Corolario 1.42, temos que como [ é um ideal maximal, entao R/I é
um corpo. Pelo Lema 1.29 R/I é um dominio de integridade. E logo, pelo Corolario 1.39,

I é um ideal primo. O

Definicao 1.44. Diremos que dois ideais I, J de um anel R sao comazximais se todo
elemento de R pode ser escrito como a soma de um elemento de I com outro em J, ou
seja,

VereR, Jda,b:acl, beJ x=a+b.

Definicao 1.45. Sejam R um anel e dois elementos z,y € R. Diremos que = e y sao

estritamente coprimos se os ideais gerados por eles (x) e (y) sdo comaximais.

Definicao 1.46. Sejam R um anel e dois elementos x,y € R. Se estes nao compartilharem

nenhum fator primo em comum, entao diremos que x e y sdo relativamente primos.

Definicao 1.47. Seja um dominio R. Diremos que R é um dominio de ideal principal,

denotado por D.I.P, se acontecer de todos os ideais de R forem principais.

Exemplo 1.48. Os D.I.P mais usuais sao: o conjunto dos niimeros inteiros Z, qualquer

corpo K, o conjunto dos polindbmios com coeficiente em um corpo P.

Proposicao 1.49. Todo dominio de ideal principal é um D.F.U.

Demonstragio. Ver em [1]. O

Observacao 1.50. Sejam R um D.I.P, I um ideal primo nao vazio. Suponhamos que
I = (p), para algum p € R. Assim, pelo Lema 1.31 p é primo. Logo pela Observagao 1.35

(ii), temos que p é irredutivel.
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Lema 1.51. Sejam R um D.I.P e p € R um elemento irredutivel. Entdo o ideal I = (p) é

maximal.

Demonstra¢ao. Suponha que I & J = (), com x € R. Entdo, p = z -y, para alguma nao
unidade y € R. Como p ¢ irredutivel, entdo x tem que ser uma unidade, implicando que

J=R. ]

Uma conclusao imediata usando o Lema 1.51 é: R/J é um corpo, onde J = (p),
com p € R irredutivel. Além disso, J é um ideal primo, implicando que p é um elemento

primo.

Conclusao: Em um D.I.P qualquer elemento irredutivel é primo e qualquer ideal

primo nao vazio é também um ideal maximal.

Proposicao 1.52. Sejam R um D.I.P e z,y € R dois elementos. Entio x e y sao

relativamente primos se, e somente se, eles sao coprimos.
Demonstragao. Ver em [1]. O

Para a demonstragao do préximo teorema, precisaremos do Lema de Zorn ([7]),

para isto citaremos o préprio a seguir.

Teorema 1.53 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que todo
subconjunto Y C X totalmente ordenado possui um limitante superior. Entao X possui

um elemento mazrimo.

Teorema 1.54. Em um anel R qualquer ideal proprio I C R estd contido em um ideal J

maximal.

Demonstracao. Defina o seguinte conjunto:
S={kCR | kéumideal, onde 1 ¢ kel C k}.

Observe que este conjunto é nao vazio pois I € S e S é um conjunto parcialmente ordenado
com a operagao ” C ”. Sejam {k,} um subconjunto totalmente ordenado de S e k = Uk,.
Temos que k é um ideal e 1 ¢ k. Observe que k) C K, V A. Assim, x é um limitante
superior para {rky} em S. Assim, como o conjunto tomado k) foi qualquer, segue que
todo subconjunto de S possui cota superior. Portanto, pelo Lema de Zorn (Teorema
1.53), S possui um elemento méximo J, ou seja, I C J e J é maximal, concluido a

demonstracao. O

Corolario 1.55. Sejam R um anel e um elemento x € R. Entdo x € uma unidade se, e

somente se, x nao é elemento de nenhum ideal maximal.
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Demonstracao. A demonstracao se conclui usando as seguintes equivaléncias:
x é uma unidade < (z) ndo é um ideal préprio < (x) nao esta contido em nenhum

ideal maximal (isto se d4 negando o Teorema 1.54).

1.3 Anéis Residuais

Defini¢do 1.56. Seja ¢ : R — R’ um homomorfismo de anéis. Relembremos que o nicleo
ker(¢) é o ideal:
ker(6) = {z € R | 6(x) = 0.}

Definicdo 1.57. Sejam ¢ : R — R’ um homomorfismo de anéis e I um ideal. Chamamos

de anel de residuos ou anel quociente o seguinte conjunto:

R/I ={x+ I|z € R}

Assim, com a definicdo acima, conseguimos construir um homomorfismo quociente:
k:R— R/I,

onde k(z) = x + I. O elemento x(z) é chamado de residuo de z. Observemos que & ¢é

sobrejetivo, e k possui nucleo I. Logo qualquer ideal pode ser um ntcleo.
Analisemos a seguinte situagao agora:

Dados ¢ : R — R’ e I um ideal, temos que existe um homomorfismo sobrejetor
Kk : R — R/I. Agora se I C ker(¢) entdo existe um outro homomorfismo de anéis
¥ : R/l — R, com ¢(k(z)) = ¢(x). (Ver [1]).

Observacao 1.58. Observem as seguintes implicac¢oes:

1. De maneira inversa, se ¢ existir entao I C ker(¢), desde que k(I) = 0;
2. Podemos ir mais além, onde se v existe entao ele é tinico pois k € sobrejetivo;

3. Agora, por k ser sobrejetivo, temos que se 1 existir entdo 1 é sobrejetivo se, e

somente se, ¢ for também;

4. Temos que 1 é injetor se, e somente se ker(¢) = I.

Assim, concluimos que ¥ é um isomorfismo se, e somente se, ¢ é sobrejetiva e

ker(¢) = I, ou seja, sempre R/ ker(¢) ~ Im(¢).
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Defini¢ao 1.59. Sejam R um anel, [ um ideal e kK : R — R/l um homomorfismo

quociente. Dado outro ideal J tal que I C J, definimos o seguinte conjunto:

JIL:={j+1,5€J}=r(J).

Temos que J/I é um ideal de R/I. Claramente, as operagoes J — J/I e J' ——
k~1(J') sdo inversos entre si, e estabelecem uma relacao bijetora entre o conjunto dos

ideais J de R que contem o ideal I e o conjunto de todos os ideais J' C R/I.

Dado um ideal I C J, formamos a composi¢do de homomorfismos quocientes:
¢:R— R/I — (R/I)/(J/I).

Claramente ¢ é sobrejetiva e ker(¢) = J.

1.4 Anéis de Polinomios

Iniciaremos agora o estudo sobre os polindmios de varias variaveis, este anel com

coeficientes em um corpo, modificando logo apds para um dominio qualquer.

Definicao 1.60. Seja um corpo K. O conjunto de polinémios em n varidaveis P =

K[z1,...,2,] é a colegdo dos elementos da forma:

p=> anr",
(03

Qn

o .91
onde a, € Ke z® =a{" ... 20",

Exemplo 1.61. Seja R = R, definimos P := R[X,Y]. Onde os elementos de P sdo da
forma y = > aX“Y*, como por exemplo: 3X2Y! +5XY, 3X3Y*

Observacao 1.62. Observemos que um polinémio é uma soma finita de parcelas compostas

pelas variaveis e sua constante. Estas parcelas sao chamadas de monoémios.
Definicao 1.63. Seja R um anel e P um anel de polindmios em qualquer nimero de
variaveis. Dado f € P definimos o grau de f, denotado por gr(f) como sendo:

1. Se f é um monoémio, entao Gr(f) é a soma dos expoentes;

2. Se f é qualquer, entao Gr(f) é o maior Gr(m), para todo monémio m que compoe

1.

Exemplo 1.64. Seja R = R, definimos P := R[X,Y]. Entdose y = X°Y3 2 =3 ew =
3X3Y +4X3 4+ 2Y3, temos que Gr(y) =5+3=8,Gr(z) =0e¢ Gr(w) =3+ 3 =6.

Observacao 1.65. O termo constante que acompanha a varidvel de maior grau é chamado

coeficiente lider do polindmio.
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Proposicao 1.66. Sejam R um anel, P = R[X| um anel de polinémios em uma varidvel,
a€ R em: P — R um homomorfismo de R—dlgebra definido por m(X) = a. Entdo:

e ker(m) = {F(X) € P;F(a) =0} = (X —a);

e P/(X —a) = R(sdo isomorfos).

Demonstragdo. Mostremos o primeiro item. Seja G = X — a. Dado f € P, vamos mostrar
que FF=GH +r,onde H € P er € R. Por linearidade, vamos assumir que F' = X". Se
n>1,entdo F = (G+a)X" 1. Logo F =GH +aX" !, com H=X"1 Sen—1>1,
repetimos este processo com F sendo X"~ !. Temos que este processo é finito pois n € N.
Entao, n(F) = n(G)r(H) + n(r) = r. Assim, F' € ker(n) <= F = GH = F € (X —a).
Mas F(a) = w(F') = 0. Agora o segundo item ¢ direto pelo resultado acima obtido pelas

observagoes. O]

Dados p, g € P, notemos que:

Gr(F-G) < Gr(F)+ Gr(G).

Temos que a igualdade nem sempre ocorre! De fato seja R = Zg e P = Zs|x].
Tomemos p(x) = 2x + 1 e q(x) = 3z + 1. Observe que Gr(p(z)) =1 e Gr(q(x)) =1 em P.
Logo:

Gr(p(z) -q(z)) =Gr(bz+1) =1 < Gr(p(x)) + Gr(g(z)) =1+1=2.

Definicao 1.67. Seja R um dominio. Entao definimos o conjunto dos polinémios em

qualquer nimero finito de varidveis como o conjunto P = R[zy,...,Z,].

Lema 1.68. Se R ¢ um dominio entdo P é um dominio também.

Demonstracao. A demonstracao deste lema é imediata, visto que, como R é um dominio
entao este nao possui divisores de zero. Logo o produto de dois polinémios em P nao é
nulo pois o coeficiente lider de um polindémio cujo grau é maior ou igual a 1 é sempre nao
nulo. E quando for um polindémio constante, temos que estes estdo em R e logo nao se

anulam também. O

Observacao 1.69. Quando R for um dominio, entdo dados dois polinémios p,q € P,

temos a igualdade:

Gr(F -G)=Gr(F)+ Gr(G).

Teorema 1.70. Sejam R um D.I.P, P = R[z| o anel de polinomios em uma varidvel e

J C P um ideal primo ndo nulo. Entao valem as sequintes afirmacoes:

1. Alguma das alternativas € vdlida:
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i) J={(p), onde p € P é um elemento primo;

it) J € um ideal mazimal.
2. Assumindo que J € um ideal mazximal, temos que acontece alguma das possibilidades:

i) J = {(p), onde p € P é um elemento primo,
it) J = {(f,q) onde f € R é um elemento primo, PN R=fR={f-x | v € R}.

Além disso, ¢ € P € um elemento primo, cuja imagem QQ € R/ fR[z] é também

um primo.

Demonstracao. Primeiramente relembraremos que, pelo Lema 1.55, se R é um D.F.U
entdo P também é. Se J = (p), com p € P. Entao como J é um ideal primo, tem-se que p
é primo. Agora vamos assumir que J nao seja um ideal principal. Tomemos p; € J, nao
nulo. Como J é primo, entao J contém um fator primo t; de p;. Substituamos p; por t;.
Como J nao é principal entdo J # (p;). Assim existe um elemento primo py € J — (p1).
Defina K = Frac(R). Pelo lema de Gauss, estes primos em P também sao primos em
K[z]. Assim, p; e py sao relativamente primos em K]z]. Assim pela Definigao 1.46 e pela
Proposigao 1.52, tem-se que p; e ps sdo relativamente coprimos. Logo existem ¢, ¢y € P
tal que:

al 42

Logo, RN J é nao vazio. Porém RN J é primo e R ¢ um D.I.P. Logo RN J = f - R, com
f € R primo.

Além disso, f - R é maximal pois f é primo. Seja L = R/f - R. Entdo L é um
corpo. Defina T'= J/f - R C L[z]. Entao L[z]/T = P/J. Agora, como J é primo, temos
que P/J é um dominio de integridade, implicando que L[x]/T também é. Assim, T é

primo e logo maximal. Mas se T é maximal, entao J também é, o que demonstra o item (1).

Como L[z] é um D.I.P e que 7" é um ideal primo, entdo 7' = (@), com @ sendo um
elemento primo em L[z]. Tome ¢ € J, com imagem Q. Entdo J = (f,q), pois J/(f) = (Q).
Suponha que ¢ = [] h;, onde h; € P sdo elementos primos. Entao ) = [] h;, com h; sendo
a imagem de ¢; em L[x] para todo i. Contudo, @ é primo, assim (Q)) = (h;), para algun j.

Portanto, substitua ) por h; e ¢ por g;, concluindo que ¢ ¢é primo.

Finalmente, J = (p) e J = (f, q¢) ndo podem acontecer simultaneamente, pois se
acontecesse, teriamos que p | f, e logo Gr(p) = 0, implicando que (p) = (f) e logo J = (f).

Assim, @) = 0, que é um absurdo! Logo concluimos a demonstracao do item (2). ]
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2 Variedades

Neste capitulo introduziremos um dos conceitos mais importantes deste traba-
lho, as variedades. Veremos algumas defini¢oes e propriedades que elas possuem,
iniciando também o estudo sobre as relagoes que elas possuem com os ideais

de polindémios.

Definicao 2.1. Sejam K um corpo, P o conjunto de polinémios em n variaveis sobre K e

Pi,- -0k € P. A variedade afim definida por py,...,py € o conjunto:

Vpi,. -, pr) ={(a1,...,a,) € K" | pi(aq,...,a,) =0,

Vi=1,...,k}

Por convencao, vamos denotar variedades apenas por V. e W

Exemplo 2.2. Tome K = R e P = R[z,y]. Entdo V(2? +3*> — 1) = {(z,y) € R? |
22 + y? — 1 = 0}, ou seja, este conjunto define a circunferéncia centrada na origem e de

raio 1.

Lema 2.3. Sejam V e W variedades. Entao VU W e VN W sdo variedades também.

Demonstra¢io. Suponhamos que V.=V (py,...,ps) e W =V(q,...,q), onde
P13 Pssq1,-- -5 Qe € P. Para mostrar que os conjuntos VNI'W e VU W sao variedades

vamos demonstrar as seguintes igualdades:
Vnw = V(p17"'7pS7QI7"'aQt>

VUW = V(pg;,1<i<t1<j<s).

A primeira igualdade é trivial. De fato, seja (a,...,a,) € VN W. Assim, para

todo i e para todo j, temos que
pi(ai,...,a,) =0egj(a,...,a,) =0.

Isto nos diz que (ay, ..., a,) € V(p1,. - Ds, 15 - - - @) €10g0 VOW C V(p1, .. ps, @1y - -+ Gr)-
Agora suponha que (ai,...,a,) € V(p1,...,Ds,q1,--.,q). Assim, pela definigdo de varie-

dade temos que todos os polinémios p; e g; se anulam em (ay, ..., a,). Logo (a1,...,a,) € V
e (a1,...,a,) € W e assim pertencendo também a V N'W | provando a primeira igualdade.

Agora para demonstrarmos a segunda igualdade, suponhamos que (aq,...,a,) € V.
Assim,

pi(ai,...,a,) =0=pigj(ar,...,a,) =0



Capitulo 2. Variedades 24

para todo ¢ =1,...,¢ e para todo j = 1,...,s. Logo (a1,...,a,) € V(pig; , 1 <i<t 1<

Jj < s), obtendo a primeira inclus@o. Suponhamos entao que (ag,...,a,) € V(pigj ,1 <
i <t,1<j<s). Temos que, se (aj,...,a,) € V terminamos a demonstragao. Agora, se
(ay,...,a,) ¢ V, temos que existe um indice igp € N tal que

pio(a/h s 7an) 7é 0.
Mas por hipotese, temos que
Pig;(ar, ..., a,) =0,

paratodoj = 1,...,s. Entdo (aq,...,a,) deve pertencer a W. Assim, (aq, . ..,a,) € VUW,

o que conclui a segunda inclusao e a demonstracao. O]

2.1 Relacionando Variedades e ldeais

Agora, tendo visto alguns conceitos, comecaremos a teoria principal deste topico,

comecando com um lema ja envolvendo as duas defini¢oes estudadas neste trabalho.

Lema 2.4. Sejam py,...,ps € P. Entio V(p1,...,p) = V((p1,..., ).

Demonstragio. E claro que se p;(ai,...,a,) = 0, Vi = 1,...,t. Entdo qualquer com-
binagao linear formada por todos os p; se anula em (ay,...,a,). Logo V(pi,...,p) C
V({p1,...,pt)). Temos que qualquer (ai,...,a,) € V({(p1,...,p:)) se anula qualquer po-
linémio de (p,...,p;). Em particular, os préprios p; € (p1,...,p:), para todo i. Logo,
V(pi,...,pt) D V({p1,...,p:)), concluindo a igualdade almejada. O

Com o lema anterior, temos uma proposicao direta com a primeira relacao.

Proposigao 2.5. Sejam py,...,ps € q1,...,q duas bases para o mesmo ideal em P, isto
€ (p1,...,ps) = {qu,...,q). Entao suas variedades sao iguais, ou seja, V(p1,...,ps) =
V(qh s aqt)'

Demonstracao. Esta demonstracao é direta. Se usarmos o Lema anterior, a nossa hipétese

e novamente o Lema, nesta mesma ordem, temos

Vi, ps) = V{1, ,0s) = V(@ @) = Vg, - @),

o que conclui a demonstracao.

]

Uma divida recorrente é se vale a reciproca desta proposigao, ou seja, se V(py, ..., ps) =

Vg, ...,q) entdo (p1,....ps) = (q1,--.,q)-
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A resposta ¢ NAO! De fato, seja p =z, e ¢ = 2. Ambos pertencem a R[z]. Temos que
V(z) = V(2?) = {0}. Mas (x) # (x?) pois, por exemplo, = ¢ (z?).

Sejam q1,...,q € P. Nés temos a variedade afim V(qq,...,q) C K" definida
por estes polindmios. Ou seja, todos os ¢; se anulam em todos os pontos de V. Como
achar todos os polindmios que se anulam em todos os pontos de V7 Esta pergunta sera

respondida a seguir.
Definicao 2.6. Seja V' C K" uma variedade afim. Entao definimos o seguinte conjunto:
I(V)={peP | play,...,a,) =0,¥(aq,...,a,) € V.}

Lema 2.7. Se VC K" for uma variedade entao I(V') definido acima é um ideal.

Demonstragio. Mostremos que I(V') possui as caracteristicas de um ideal. Sejam p, q €
I(V), (a1,...,a,) € V e h € P. Temos que:

1. Claramente 0 € I(V);

2. Soma:
(p+q)(ay,...,a,) =play,...,a,) +qlay,...,a,) =04+0=0;
3. Produto:
(h-p)(a,...,an) = h(ay,...,a,) - plas,...,a,) = h(ay,...,a,)-0=0

Por tanto I(V') é um ideal. O

Exemplo 2.8. Seja a variedade V = {(0,0)} C R% Entao I(V) = (z,y) C R[z,y| ¢ um
ideal.

Lema 2.9. Sejam py,...,p; € P. Entdao (p1,...,p:) C I(V(p1,-..,pt))

Demonstragio. Seja p € (py,...,p). Entdo p é uma combinacao linear destes p;’s. Entao
se, para todo ¢ = 1,...,t os p;’s se anulam nos pontos de V(py,...,p;) temos que p
também, se aplicado em todos os pontos V(py, ..., p;). Logo, p € I(V(py,...,p:)), obtendo

entao a inclusao. O

Observagao 2.10. Observe que a inclusao é propria, e nao ocorre a inclusao contraria.

Por exemplo, temos que V(z?) = 0, mas I(V(0)) = (z). Entdo temos que (z?) C (z).

Lema 2.11. Sejam V e W duas variedades em K™. Entao valem as sequintes afirmagoes:

i) VC W I(W)C IV);
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i) V=W I(W)=IV).

Demonstracao. Provemos o primeiro item. Primeiramente suponhamos que V. C W. Entao
qualquer polindmio que se anula nos pontos de W também se anulara nos elementos
de V. Assim, I(W) C I(V). Por outro lado, suponha que I(W) C I(V). Sabemos que
W é uma variedade definida por um conjunto de polinémios p,...,pr € P. Assim,
Py, pp € (W) CI(V). Portanto, py, ..., pg se anulam nos pontos de V também. Isso
mostra que V. C W.

Para demonstrarmos a segunda afirmacgao, basta notarmos que se dois conjuntos A
e B sdo iguais, entdo A C B e B C A. Logo, basta aplicarmos o item (i) duas vezes para

demonstrar o item (ii). O
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3 Radicais

Neste capitulo serd estudado a definicao do Ideal de Jacobson, afim de demonstrar
um resultado que caracterisa o conjunto das nao unidades de um anel. Veremos também o

conceito de radicais, tendo como objetivo principal o Teorema dos Zeros de Hilbert.

Definigao 3.1. Seja R um anel. O Ideal de Jacobson é um ideal I C R tal que I é a

intersecao de todos os ideais maximais em R.

Este ideal ¢ denotado por J(R).

Proposicao 3.2. Sejam R um anel, I C R um ideal, xt € R um elemento do anel e u € R*
uma unidade. Entao x € J(R) se, e somente se, u —xy € R*, Yy € R. Em particular, a

soma entre um elemento do radical e uma unidade resulta em uma unidade e I C J(R) se
l—zeR*, Vzel.

Demonstra¢io. Vamos assumir que x € J(R). Dado um ideal maximal M € R, suponha
u—axy € M. Se x € M entao u € M, que é uma contradi¢cao pelo Corolario 1.55. Logo,
novamente pelo Corolario 1.55, u — xy é uma unidade. Em particular, tomando y = —1,

temos que u + x € R*.

Agora mostremos a reciproca desta proposi¢ao. Para isso iremos demonstrar a
contra positiva, ou seja, assuma que x ¢ J(R). Entao, pelo Corolario 1.55 existe um ideal
maximal M tal que x ¢ M. Entdo (x) + M = R. Assim, todo elemento u € R ¢ escrito da
forma yxr +m, onde y € R,m € M. Entao u — xy = m € M e, novamente pelo Corolario
1.55, u — zy nao é uma unidade. Tome z € I e defina b = u~'2zy. Queremos provar que se
1 — 2z € R* entao z € J(R). Temos que

u—zy=u(l—>b) € R",se 1l —be R".

Além disso, b € I pois z € I, e usando o item demonstrado acima, temos que z € J(R),

provando o ultimo item do teorema. O]

Corolario 3.3. Sejam R um anel, I C R um ideal e ¢ : R — R/I uwm homomorfismo
quociente. Assuma que I C J(R). Entao o homomorfismo Idem(¢) : IdemR — Idem(R/I)
é injetor.
Demonstragio. Sejam e, e’ € Idem(R) com ¢(e) = ¢(€'). Defina x = e — €. Entao:

d =6 =3¢ +3e- () — () =e—¢ =1

Logo
=z r (1-2%)=0.
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Observe que como = = e — €’ temos que

o(z) = (e) —d(¢) =0z € I.

Contudo, I C J(R), concluindo que 1 — x? é uma unidade pela Proposigao 3.2. Portanto

x=0= e = ¢, implicando na injetividade de Idem(¢) O

Definicao 3.4. Um anel R é chamado local se ele possuir apenas 1 ideal maximal. E sera

chamado semilocal se este possuir uma quantidade finita de ideais maximais.

Definig¢ao 3.5. Seja R um anel local. Chamaremos de corpo residual o corpo R/I, onde

I é 0 inico ideal maximal de R.

Lema 3.6 (Critério das nao unidades). Seja R um anel e B C R o conjunto das ndo
unidades de R. Entao R € local se, e somente se, B for um ideal e logo, B € o ideal

maximal de R.

Demonstracao. Assumindo que R é local, temos que ele possui apenas um ideal maximal.
Denotemos este ideal por M. Logo R — M = R — B, pois pelo Corolario 1.55, todos os
elementos de R — B sao unidades, que nao pertencem a nenhum ideal maximal. Portanto,

M = B, concluindo que B é um ideal e maximal.

De maneira inversa, temos que qualquer ideal proprio P esta contido em B pois
este s6 possui nao unidades. Logo, se B ¢ um ideal, entao pelo Teorema 1.54 B é maximal

e ele é tnico. N

Proposicao 3.7. Sejam R um anel, S C R um subconjunto multiplicativo e I C R um

ideal tal que I NS = (. Definamos o sequinte conjunto:
S={fCR|IcCcpefnS=0}

Entao S possui um elemento maximal B que, serd também um ideal primo.

Demonstracdo. Primeiramente observemos que S é nao vazio pois I C S. Agora, temos
que S ¢ parcialmente ordenado usando a relagdo ” C 7. Dado um conjunto totalmente
ordenado {B;} de S seja B = |J B;. Entao temos que B é um limite superior para {B;}
em S. Logo, pelo Lema de Zorn (1.53) S possui um elemento maximal P. Provemos agora

que este é um ideal primo. Sejam z,y € R — P. Entdo os conjuntos:
P+ {(xy={p+ar |peP, acR} e P+{y)={q+by | pe P,be R}
sao estritamente maiores que o conjunto P. Logo existem c¢,d € R e r,s € P tais que

z=r+cxeSet=s+dyes
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pois SN P = (). Logo
t-z€S = sr+rdy+cxrs+cxdy € 5.
Contudo, sr + rdy + cxs € P. Portanto
cxdy ¢ P=xy ¢ P,

concluindo o que queriamos, a primalidade do ideal P. O

Definicao 3.8. Seja S C R um subconjunto multiplicativo de um anel. Diremos que S é

saturado se, dados a,b € R onde a-b € S entdo a,b € S obrigatoriamente.

Exemplo 3.9. Os conjuntos das unidades de um anel R* e o conjunto dos nao divisores
de zero Sy sao subconjuntos multiplicativos e saturados. De fato, provemos primeiramente
que R”* é saturado. Sejam a,b € R onde a - b € R*. Entao existe um elemento z € R tal
que:

(ab)-z=1=a-(bz) = 1.

Portanto, a € R*. Pelo mesmo raciocinio se mostra que b € R* também, concluindo que

R* é multiplicativo saturado.

Agora mostremos o mesmo em Sy. Seja z = (ab) € Sy. Suponha por absurdo que
a ¢ Sp. Entao existe o’ € R tal que @’ # 0 e a-a’ = 0. Assim,

0= (d-(a))-b=d - (ab) =d" -z,
que é um absurdo! Portanto a € Sy. Analogamente se mostra que b € .Sy.

Lema 3.10. Dados R, R’ dois anéis e ¢ : R — R' um homomorfismo, temos que se
um subconjunto T C R' é saturado entio ¢~ (T) ¢ saturado também. A reciproca sé é

verdadeira se ¢ for sobrejetor.

Demonstragio. Pelo Lema 1.37 temos que ¢~ !(T') é multiplicativo. Mostremos que este
¢ saturado. Sejam a,b € R tais que a -b € ¢~'(T). Por defini¢ao temos que ¢(a - b) =
o(a) - ¢p(b) € T. Como T é saturado, temos que ¢(a) € T e ¢(b) € T. E portanto,
a,b € ¢~1(T). Para demonstrar a volta, usa-se um raciocinio analogo, utilizando a reciproca
do Lema 1.37. 0

Lema 3.11. Sejam R um anel, I C R um subconjunto que respeita as operacoes de soma
e multiplicacao, e Py, ..., P, ideais tal que para todo indice i > 3, P; é um ideal primo. Se
I ¢P;, para todo j =1,...n entdo existe um elemento a € I tal que a ¢ P; para todo j,

ou seja, se I CUj_; Pj entao I C P; para algum j =1,...,n.
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Demonstracao. Esta demonstragao é por indugdo em n.
Se n =1, a inclusao é trivial, logo provaremos para n > 2.

Se n = 2, segue que, como I ¢P; e I ¢ P, entdo existem 1, xo € I tais que x1 ¢ Py
e xy ¢ P;. Vamos assumir que z; € P;, com i = 1,2, pois caso contrario, acabamos. Temos
que x1 + x9 ¢ Py e 11 + x5 ¢ P», caso nao acontega, como P; é um ideal, terfamos que

x; € P, para j # ¢, contradizendo o fato assumido acima, provando este caso.

Agora, supondo n > 3 temos que, se x; € P, e x; ¢ P; para ¢ # j, entdo

(x1-...-xp1) + 2, ¢ Pj, para todo j =1,...,n. Se ndo terfamos dois casos:

1. Se j = n, terfamos que (21 ... x,_1) + 2z, € P,. Como P, é um ideal primo,

implicaria que x; € P, para algum j < n gerando um absurdo;

2. Se j < n, terfamos que (z1 - ...-2,_1) + 2, € P;, implicando que z,, € P; gerando

outro absurdo.

Logo, (z1 - ... Tp_1) + x, ¢ Pj, para todo j, demonstrando o lema. O

Definigdo 3.12. Sejam A um anel ¢ I C A um subconjunto. Definimos o radical v/T

como sendo o conjunto:
VI={zxeAl|az"el, para algum n € N}

Observagao 3.13. Sejam I, J dois subconjuntos de um anel R. Entao valem as seguintes

propriedades de radical:

1. IC\/Y;
2. VVI =T,
3. Se J C I entdao VJ C VI.

Defini¢do 3.14. Se I é um ideal de um anel R e I = /I diremos que I é um radical.

Chamaremos também o radical 1/(0) de nilradical.

Defini¢ao 3.15. Dizemos que a € R é um elemento nilpotente se a € 1/(0), ou seja,

a™ = 0, para algum n > 1.
Também chamaremos um ideal I de nilpotente se todos os seus elementos forem

nilpotentes.

Lema 3.16. Para todo anel R wvale que \/J(R) = J(R), onde J(R) é como seque a
Definicao 3.1.
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Demonstragio. De fato, como visto pela defini¢ao, J(R) C /J(R). Por outro lado, se
x € \/ﬁ entao ™ € J(R) e, portanto, 2" € M, com M sendo um ideal maximal. Pelo
Corolério 1.43, segue que M é primo também. Portanto x € M, e logo x € J(R), provando
a igualdade. O]

Uma implicagao direta que provém destas defini¢des é que o nilradical de um anel
esta contido na intersecao de todos os ideais maximais deste, ou seja, se x € \/@ entao
x € J(R). Este fato é demonstrado a partir de que (0) C J(R) e utilizando o item 3 da
Observacao 3.13.

Definicao 3.17. Diremos que um anel R ¢é reduzido se seus elementos nilpotentes sao os

que pertencem ao ideal (0), ou seja, se R ndo possui elementos nilpotentes nao nulos.

Teorema 3.18 (Schein nullstellensatz). Sejam R um anel e I um ideal. Entdo:
Vi= P
IcP
onde P sao todos os ideais primos que contém I. (Por convengdo, consideraremos a

interce¢io nula como sendo o anel inteiro.)

Demonstra¢io. Vamos provar a igualdade de conjuntos da forma usual (A = B <= A C

B e B C A). Provemos primeiramente que VI > N P. Pela contrapositiva, tome um
ICP

elemento a ¢ V1. Temos que o conjunto
N ={1,a,d*d*, ...}

é multiplicativo e sua intercessao com o ideal I é vazia. Assim pela Proposicao 3.7, existe
um ideal primo B que contém o ideal I e que a ¢ B. Assim a ¢ (;cp P, provando a

inclusao pretendida.

Por outro lado, tome z € v/I. Assim, " € I para algum n > 1. Entdo z" € P,
pois I C P. Entao, por P ser primo, temos que z € P e logo z € N;cp P, demonstrando a

inclusdo contraria e também o teorema. O

Proposicao 3.19. Se I ¢ um ideal de R entio /I é um ideal também.

Demonstracio. Tome x,y € V1. Entdao 2™, y™ € I, para algum m,n € N. Assim, pelo
Binémio de Newton, conseguimos expandir a expressao (z + )™ ! da seguinte forma:
(z+y)™" = Y (n * e 1) wyl

itj=m4n—1 J
Observe que esta soma pertence a I pois, em cada parcela da soma, z° ou ¥/ estdo em
I,paran <i<m+n—1em < j < m-+n—1, mas nao simultaneamente, pois
i+j=m+n—1,logo se j = m entdo 3’ € I. Neste caso, i = n — 1, ou seja, z* ¢ I.

Agora, sejam x € VI e y € R. Queremos provar que zy € /1. Observe que:
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1. Como = € VT entdo 2" € I, para algum n € N;

2. Temos que:
(zy)" = z"y" € I,

pois y" € R e I é um ideal.

Logo VI é um ideal. O

Observacao 3.20. Uma demonstracao alternativa para a proposicao anterior seria utili-

zando o Teorema 3.18.
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4 Teoremas de Hilbert

Neste capitulo veremos o principal resultado deste trabalho, Teorema dos Zeros
de Hilbert. Para isso, vejamos alguns conceitos adicionais que nos ajudarao a demonstrar

este resultado importante, como o famoso Teorema das Bases de Hilbert.

Definicao 4.1. Diremos que um anel R é um anel Noetheriano se qualquer ideal I C R é

finitamente gerado.

Exemplo 4.2. Seja K um corpo. Temos que qualquer ideal I C K ¢é finitamente gerado
pois todo ideal de um corpo (ou o corpo inteiro) é, na verdade, o préprio corpo, e logo,
finitamente gerado pelo elemento 1 (exceto quando K = {0}, que é gerado pelo 0). Assim,

qualquer corpo é um anel Noetheriano.

Um outro exemplo de anel Noetheriano, devido ao teorema que demonstraremos a

seguir, é R[xy,...,x,]|, quando R também for Noetheriano.

Teorema 4.3 (Teorema das Bases de Hilbert). Se R é um anel Noetheriano entdo

Rlzy,...,x,] é Noetheriano também.

Demonstracao. Observemos inicialmente que
Rlxy,...,x,] = Rlxy, ..., xp_1][xn].

Assim, se demonstrarmos que R[x] é Noetheriano, concluiremos a demonstragao deste
teorema, pois podemos considerar R[xi, z3] = R[z1][xs] e aplicar novamente o teorema,

pois R[z1] serd Noetheriano.

Entao demonstremos que R[x] é Noetheriano. Seja I C R[z] um ideal. Queremos
achar um conjunto finito de geradores para I. Defina J como sendo o conjunto de todos os
coeficientes lideres dos polinémios pertencentes a /. Como [ é um ideal, segue que J C R

é um ideal também. Assim, por R ser Noetheriano por hipdtese, temos que:

J=(ay,...,a),
onde ay,...,a; € R. Como a; € J entao existe P; € I tal que a; é o coeficiente lider de
P;. Entao sejam P, ..., P, € I os polinomios cujos coeficientes lideres sao os a; definidos

acima. Agora tome N € N tal que:

N>gr(P),Vi=1,...,t.

Depois, para cada m € N, onde m < N defina J,,, como sendo o conjunto de todos

os coeficientes lideres dos polinomios de I com grau menor ou igual a m. Feito isso, defina
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o conjunto:
Z ={PelI| gr(P)<m e os coeficientes lideres destes polindmios geram .J,,.}

Temos que Z é finito pois .J,, é gerado por uma quantidade finita de elementos.

Por fim, defina
I'={(P,...,P, 7).

Iremos mostrar que I = I’ e concluir que I é gerado por uma quantidade finita de geradores.
Observe que construimos I’ apenas com polindmios de I. Logo I’ ndo pode possuir mais

elementos que I.

Assim, suponha por absurdo que [ seja estritamente maior que I’. Assim, existe
um polindémio G € R, cujo grau seja o menor possivel, tal que G € [ mas G ¢ I'. Assim

temos dois casos:

1. Se gr(G) > N, entdo existem @); € R tais que o polinémio Y = Y @Q; P, possui o
mesmo grau e o mesmo coeficiente lider que G. Assim, como gr(G —Y) < gr(G) e
tomamos G com o menor grau possivel, temos que G—Y € I’ e logo G € I', gerando

o primeiro absurdo.

2. Se gr(G) = m < N, entao usaremos o mesmo raciocinio do item acima, diminuindo
o grau de GG por uma combinacéao linear dos elementos de Z e concluindo que G € I,

gerando o segundo absurdo.

Portanto, I = I, o que demonstra o teorema. O

Exemplo 4.4. Se K é um corpo, entao pelo teorema anterior P = K[zy,..., 2] é¢ um

anel Noetheriano.

Comecaremos agora um estudo breve sobre extensao de corpos pois necessitamos de

um resultado muito importante para a demonstracao do Teorema principal deste trabalho.

Definicao 4.5. Seja K um corpo. Dizemos que L é uma extensao de K quando K C LL e

as operagoes que tornam K e I corpos sao as mesmas quando aplicadas a elementos de K.
Exemplo 4.6. Temos que C é uma extensao de R.

Definicao 4.7. Sejam L D K uma extensao de corpo e um elemento a € LL. Definimos o

conjunto K(a) como sendo a interse¢do de todos os subcorpos de L que contenham K e a.

O proximo resultado nés nao demonstraremos neste trabalho porém a demonstragao

estd presente na referéncia [3].
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Lema 4.8 (Forma Explicita de K(a)). Temos que K(a) é um subcorpo de L. Além disso

temos que

Pla)
Q(a)

Definicao 4.9. Dizemos que um elemento a € K é algébrico sobre um corpo [ se existir

K(a) = { . P(e),Q(x) € Kla] ¢ Qla) # o}

coeficientes by, ..., b, € F tais que
bo—i—bla—l—...—l—bna":O,

ou seja, existe um polindémio ¢(z) € F[z]\0 tal que ¢(a) = 0. Caso a ndo seja algébrico,

diremos que ele é um elemento transcendente.

Definicao 4.10. Uma extensao de corpos L. D K é dita ser uma extensao algébrica se
todos os elementos de LL sdo algébricos sobre K. Caso contrario sera dito que esta extensao

é transcendental.

Definigao 4.11. Um subconjunto A C L é chamado de algebricamente independente
sobre K se nao existe qualquer relacao polinomial nao-trivial com coeficientes em K entre

os elementos de A.

A maior cardinalidade de um conjunto algebricamente independente é chamada de
grau de transcendéncia de IL sobre K. Pode-se mostrar que, se L | K é extensao transcendente
entao existe um conjunto algebricamente independente A C IL sobre K tal que LL é algébrico
sobre K(A). Um tal conjunto é chamado de base de transcendéncia, temos que duas bases

de transcendéncia tém a mesma cardinalidade (v. [4, Thm. 1.1, pag. 356]).

Enfim, vamos agora ao teoremal

Teorema 4.12. Sejam K um corpo infinito e suponha que L = Klay, ..., o] € corpo.

Entao IL € algébrico sobre K.

Demonstracio. A demonstragao serd por absurdo. Suporemos que IL é transcendental
sobre K e vamos concluir que ele nao pode ser finitamente gerado, ou seja, sempre existird

um elemento de IL que ndo estd em Koy, . .., a,].

Inicialmente suponha que L possui grau de transcendéncia 1 sobre K. Logo vai
existir um subcorpo K(z) tal que = € L é transcendente sobre K e L é algébrico sobre
K(x). Assim «; é algébrico sobre K(z) para todoi =1,...,n e logo L = Klay, ..., a,]
possui dimensao finita quando visto como um K(x)-espago vetorial. Seja {ey,...,e,} CL

uma base para L, dados i,j € {1,...,n} temos

_ N Pigr(®)
ik (T)

€ €j ks

onde p;jr(z), ¢iji(z) € K[z], para todos 7, j e k.
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Queremos mostrar que para quaisquer fi,..., [, temos que K[f3,..., ] serd
estritamente menor que L. Como estes elementos estdo em L, vamos escreve-los em relacao
a sua base, ou seja,

g =37 ij(2)
b5 si()

com r;;, ;5 € Klz]. Das expressoes para os [3;’s acima vemos que um produto P desses

7o

elementos pode ser escrito, inicialmente, como um produtos dos e;’s com coeficientes
em K(z), sendo que o denominador desses coeficientes ¢ um produto de polindmios
sij. Escrevendo agora o produto dos e;’s como combinacao linear de {es,...,e,} com
coeficientes em K(x), vemos que o produto P acima considerado pode ser escrito como uma
combinagao linear de {ey, ..., e,} com coeficientes em K(z), de modo que os denominadores
dos coeficientes sao produtos de polindmios s;; vezes produtos de polindomios g;;y. E claro
que qualquer elemento em K[y, ..., ;] também se escreve como uma tal combinagao
linear, pois é uma combinacao de produtos dos ;’s com coeficientes em K. Como K é um
corpo infinito, existem infinitos polindmios irredutiveis da forma z — ¢ com ¢ € K. Assim,

existe a € K tal que z — a nao ¢ fator irredutivel de nenhum s;; e de nenhum g;;,. Nesse

caso, claramente e; nao pertence a K[y, ..., ]. Isso mostra que L nao pode ser

finitamente gerado como K-algebra, contrariando a hipotese.

Agora suponha que IL possua grau de transcendéncia sobre K igual a ¢ > 1. Entao
existem z1,...,z; € L, transcendentes sobre K e tais que a extensao L |K(zy,..., ;) é
algébrica. Observe também que a extensao L | K(zy,...,x;_1) tem grau de transcendéncia
igual a 1, entdo podemos aplicar o que foi feito acima e concluir que I ndo é uma
K(zy,...,x;_1)-dlgebra finitamente gerada. Como consequéncia, temos que L nao é uma

K-algebra finitamente gerada. Isso conclui a prova do teorema. O]

Definig¢ao 4.13. Um corpo K é dito algebricamente fechado se todo polinémio p € K[z]

possuir pelo menos uma raiz em K.

Para demonstrar o Teorema dos Zeros de Hilbert, precisaremos de dois lemas que

Veremos a seguir:

Lema 4.14. Para qualquer ideal J C P, valem as sequintes afirmacoes:

i) V(J)= V(V);
i) /J C I(V(J))

Demonstragio. i) Como J C +/J temos que V(J) D V(v/J). Seja (ay, ..., a,) € V(J) e
seja P € v/J, entdo P™ € J para algum inteiro positivo m. Assim P™(ay,...,a,) =0 e
logo P(ay,...,a,) =0, donde (ay,...,a,) € V(v/J).

ii) Seja P € v/J, entdo P™ € .J para algum inteiro positivo m. Seja (a1, ...,a,) € V(J),
como acima temos P(ay,...,a,) =0 elogo P € I(V(J)). O
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Lema 4.15. Qualquer ideal mazimal de P = K|xy, ..., x,] € da forma (x1—ay, ..., To—ay),

onde ay,...,a, € K

Demonstragio. Seja J C P um ideal maximal. Vamos definir £ = P/J. Temos pelo
Corolario 1.42 que £ é um corpo. Temos também que L é finitamente gerado com
coeficientes em K, ou seja, £ = K[Z7, ..., T,]|. Assim, pelo Teorema 4.12, temos que L é
algébrico sobre K e portanto, como K é algebricamente fechado, concluimos que £ = K.

Entao, para cada x;, existe a; € K tal que a; é o residuo de x;, ou seja, x; —a; € J e

isto ocorre para todo i = 1,...,n. Assim, temos que (1 — ay,...,%, — a,) C J e como
(r1 —ay,..., T, — a,) é um ideal maximal, temos que J = (x; — ay,...,x, — a,). E como
este raciocinio foi feito para um ideal maximal qualquer, o resultado segue. O

Teorema 4.16 (Zeros de Hilbert). Suponha que o corpo K seja algebricamente fechado.

Entao valem as sequintes propriedades:

I) Se I é um ideal de P tal que I # (1) entao V(I) € nao-vazio

II) Para qualquer ideal Z C P, tem-se que I(V(Z)) =7

Demonstracao. Demonstremos cada item separadamente.

[) Vamos considerar que I é um ideal maximal pois, usando o Teorema (1.51), existe
um ideal maximal J tal que I C J. Como V(J) C V(I), entao basta mostrarmos
que V(J) # ). Pelo Lema 4.15, segue que J = (z; — by,...,x, — b,) e portanto
V(J) ={(by,...,b,)} #0.

IT) Pelo Teorema 4.3 temos que Z ¢é finitamente gerado. Entao tome Py, ..., P, € P tais
que

Z=(P,...,P).
Temos que pelo Lema 4.14 a inclusio I(V(Z)) 2 v/Z acontece. Agora tome f €
L(V(P,...,P,)). Defina
J=(P,....P, (xps1-f)— 1) CKlxy,...,Tpn, Tpi1].
Temos que
V(J) =10,

pois f se anula apenas nos pontos onde os P;’s se anulam ao mesmo tempo, ou seja,
(Zp41 - f) — 1 ndo se anula nos pontos de V(Py, ..., P,). Logo, pelo item (I) deste
teorema, como V(J) = () entdo J ndo é um ideal préprio e portanto, 1 € J. Assim,

temos que

1= (Z Qi(x1, ..., Tpgr) - Pi) + R((71, -+, Tpg1) - ((@ng1 - ) = 1).
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1
Tn+1

Assim yV € K[zy,..., 2., 9] e logo,

e N > 0 a maior poténcia de z,,1 que aparece na equagao acima.

Sejam y =

yN — (Zci(xl,...,xmy) Pz) +D<$1,---,$n,y) . (f—y)
Se fizermos y = f, temos que
Y = (S, )P

Assim concluimos nossa demonstracao pois conseguimos uma poténcia de f que estéd

em P. Logo f € VZ.

[]

Observagao 4.17. A demonstracao do item (II) foi feita desta forma pois o problema
envolvido pode ser visto da seguinte maneira: Se f1,..., f., P € P onde P se anula apenas

nos pontos de V(f1,..., f;) entdo a seguinte equacao é satisfeita:
Pr=Gifi+...+G.fr,

para algum k£ > 0 e G; € P.
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5 Conclusao

Neste trabalho, foram apresentadas algumas relagoes entre os Ideais e as Variedades,
sendo uma delas, o importante Nullstelensatz (ou Teorema dos Zeros de Hilbert), que nos

fornece uma caracterizagao dos polindmios que se anulam em uma variedade qualquer.

Cumprimos com o cronograma que havia sido preparado e estudamos todos os
topicos programados, compreendendo detalhadamente cada um deles. Embora este projeto
tenha se encerrado, temos uma base muito satisfatéria para estudos futuros em Geometria

Algébrica.
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