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Resumo

Neste trabalho provaremos que o conjunto das funcoes de R em R que sao sobreje-
toras em todo lugar ¢é linedvel e que os conjuntos de sequéncias ¢, — ¢, se p > q > 1, ¢

lso — Co SA0O espagaveis.

Palavras-chave: Lineabilidade, espacabilidade, espagos de Banach, espacos de

sequéncias, fungoes sobrejetoras em todo lugar.



Abstract

In this work we prove that the set of everywhere surjective functions from R to R

is lineable and the sequence sets ¢, — {,, if p > ¢ > 1, and {, — ¢y are spaceable.

Keywords: Lineability, spaceability, Banach spaces, sequence spaces, everywhere

surjective functions.
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Introducao

O estudo de lineabilidade e espacabilidade na Analise Funcional tomou enormes
proporgoes nos ultimos 15 anos. Diversos pesquisadores nos mais diferentes contextos
da Analise Matematica passaram a explorar a busca por linearidade em ambientes em
que, a principio, ndo se tem uma estrutura linear. A longa lista de referéncias do livro
[1], intitulado Lineability The Search for Linearity in Mathematics, publicado em 2015,
mostra a vitalidade do assunto. O termo lineabilidade foi introduzido por Gurariy no inicio

dos anos 2000 e sua definicao precisa é a seguinte:

Seja E um espago vetorial normado. Dizemos que A C E é A-linedvel se AU {0}
contém um espago vetorial de dimensao A\ (aqui A pode ser um niimero natural ou um
cardinal transfinito). E usual também dizer apenas que A é linedvel se AU {0} contém

um espago vetorial de dimensao infinita.

Uma condi¢ao mais forte que, além da estrutura algébrica de espago vetorial se

preocupa também com uma estrutura topologica, é a seguinte:

Dizemos que A C F é espagdvel se AU{0} contém um espago vetorial de dimensao

infinita e fechado em E.

O estudo de lineabilidade/espacabilidade é feito em diversos contextos na Andlise
Matematica, principalmente dentro da teoria de Analise Funcional. Muitos desses estudos
envolvem técnicas extremamente complexas e elaboradas, e de conteiido matematico
aprofundado. Nesse trabalho, o nosso foco principal é o estudo de lineabilidade em espacos
classicos de sequéncias estudados em cursos introdutoérios de Analise Funcional e no espago

de fungoes de R em R. Os dois problemas centrais sdo os seguintes:

Problema 1: Existe f: R — R tal que, para quaisquer a,b € R,a < b tem-se
f((a,b)) =R?

E impossivel imaginar o grafico de uma funcao satisfazendo essa condicdo. Mas de
fato existem funcgoes deste tipo e em inglés elas sdo chamadas de everywhere surjective
functions. Podemos pensar que fungoes com esse comportamento nao usual sdao raras
de se existir, mas pretendemos convencé-los que estas func¢des nao sao tao raras assim.
Denotaremos o conjunto de todas essas fung¢oes por ES(R). Baseado na afirmagao que
fizemos de existéncia de fung¢oes com essa propriedade, segue que ES(R) # (). Logo, é
natural se perguntar se esse conjunto é linedvel, isto é, existe um espago vetorial (a menos
da fungao nula) somente de fung¢oes que estao em ES(R)? Repare que essa pergunta é
nao trivial, pois o conjunto ES(R) é altamente nao linear, ja que somando duas fungoes

de ES(R) podemos obter, por exemplo, uma fungao nula, ou uma funcao constante
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qualquer. E se esse conjunto for lineavel, qual é o "tamanho maximo"do espago vetorial

que conseguimos criar com fungoes de ES(R) (em termos de dimensao algébrica)?

Vamos as respostas. De fato o conjunto ES(R) é linedvel e o que é mais surpreen-
dente é que é possivel criar um espago vetorial somente com fungoes de ES(R) (exceto
pela func¢do nula) cuja dimensao é 2°, onde ¢ denota a cardinalidade dos ntimeros reais.
Ou seja, a dimensao do espaco criado coincide com a cardinalidade do conjunto de todas

as fungoes de R em R.

A resposta original para esse problema foi dada por Aron, Gurariy e Seoane em [2],
em 2005, e uma prova alternativa deste resultado foi obtida por Cariello, Favaro e Seoane
em [5].

Problema 2: Seja p > 1 e considere o espago vetorial de todas as sequéncias de

nimeros reais (ou complexos) que sdo absolutamente p-soméveis, isto é, o conjunto

= {CE = ()32, > |zl < OO} ,
j=1

o qual se torna um espaco normado com a norma

(2524 == (i Ixj|p> Ny

E possivel provar que se 1 < ¢ < p, entéo l, C L, e essa inclusao é propria, ou seja,

l, — l, # 0 (as demonstracoes desses fatos aparecerdao no Capitulo 3).

Mas existem muitos elementos no conjunto ¢, — ¢,7 Sera que ¢, — ¢, ¢ um espago

vetorial, ou pelo menos é lineavel? Sera que é espagavel?

Vamos as respostas. De fato o conjunto ¢, — ¢, esta longe de ser um espaco vetorial,
pois nao contém nenhuma sequéncia finita (que é 0 a partir de um certo termo). Ou seja,
esse conjunto ¢ altamente nao linear. Mas é possivel provar que ¢, — ¢, é espacavel, em

particular lineavel.

O mesmo tipo de pergunta pode ser feita para {o, —cy , onde £, é 0 espago normado
de todas as sequéncias limitadas de ntimeros reais com a norma do supremo e ¢y € 0

subespaco fechado de /., das sequéncias que convergem para zero.

As demonstragoes desses fatos podem ser encontradas em [3, 9]. Nos baseamos

nelas para a construcao deste trabalho.
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1 Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados importantes da teoria axiomatica
de conjuntos e algumas propriedades do conjunto de Cantor que serao necessarias no
Capitulo 2. No que diz respeito a teoria axiomatica de conjuntos, o foco principal serda em
resultados sobre nimeros cardinais. Apresentaremos também alguns conceitos bésicos de

espagos métricos que serao necessarios no Capitulo 3.

1.1 Ndmeros Cardinais

Para se dar a defini¢ao rigorosa de cardinal é necessario apresentar diversos axiomas
e desenvolver varios resultados, principalmente da teoria de ordinais. Como estamos
interessados em saber apenas a cardinalidade de alguns conjuntos especificos, optamos por
nao fazer esse desenvolvimento tedrico detalhado da formalizacao da definicao de cardinais.
Apesar de nao definirmos com rigor os nimeros cardinais, usaremos a ideia central desse
conceito que é a de medir o tamanho de conjuntos, em termos da quantidade de elementos
que eles possuem. Como os autores do livro [1] dizem: Os ndmeros cardinais sio em
certo sentido, uma extensao dos numeros naturais e a aritmética cardinal € a extensao da
aritmética bdsica dos nimeros naturais aos cardinais. Admitiremos a convencao que a cada
conjunto A estd associado um nimero cardinal denotado card(A), que mede a quantidade

de elementos do conjunto A.

Definigao 1. Sejam A e B dois conjuntos. Diremos que:

a) card(A) < card(B) (ou simplesmente A < B) se existe uma aplicagdo f : A — B

injetora.
b) card(A) > card(B) (ou A = B) se existe uma aplicacdo f : A — B sobrejetora
c) card(A) = card(B) (ou A =~ B) se existe uma aplicagdo f : A — B bijetora.

d) card(A) < card(B) (ou A < B) se card(A) < card(B) e nao existe uma aplicagao
f A — B bijetora.

e) card(A) > card(B) (ou A = B) se card(A) > card(B) e nao existe uma aplicagao
f A — B bijetora.

f) card(A) é finito se A é um conjunto finito, caso contrario é chamado de infinito.

g) card(A) é enumerdvel se card(A) = card(N).
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Observacao 2. Em geral, usaremos também letras gregas mintsculas para denotar

numeros cardinais. Como ¢é usual, denotaremos
card(N) = Ry, card(R) = c.

Definicido 3. Sejam A e B dois conjuntos. Denotamos por 4B o conjunto de todas as
fungoes de A em B, isto é,
AB={f: A— B}.

Teorema 4 (Teorema de Cantor). Seja A um conjunto. Entdo A < P (A) ~ 4{0,1},
onde P (A) denota o conjunto das partes de A.

Demonstragio. Considere uma fungao f: A — P (A) e suponhamos por absurdo que f

seja uma funcao bijetora. Assim, podemos definir o conjunto

B={xecA:x¢ f(x)}

Observe que B C A e portanto é um elemento de P (A). Como f é bijetora existe a € A
tal que f(a) = B. Agora, a € A e a € B se, e somente se, a ¢ f(a) = B, o que é um
absurdo. Portanto, segue da Definigdo 1(e) que A < P (A).

Mostraremos a seguir que P (A) ~ 4{0,1}. Para isso vamos considerar a funcio

caracteristica de cada subconjunto C' de A, x¢: A — {0, 1} dada por

1, sexe(C
0, sex¢C.

Xc (z) =

Observe que ¢ € 4{0,1}. Defina agora g: P (A) — {0, 1}, por g (C) = xc e observe
que g é bijetora. De fato, sejam C, D € P (A) tais que g (C) = g (D), entdo segue que

Xc = Xp- Assim, para z € A, temos que

relC & xcl(x)=1
& xpl(x)=1
& e D.

Portanto, C'= D e g é injetora. Agora, seja h uma fungao de A em {0, 1}. Tomando
C={xe€A:h(x)=1},
segue que C' € P (A) e xc = h. Portanto, g é sobrejetora. ]

Teorema 5 (Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein). Se A < B e B 5 A, entio A~ B.

Demonstrag¢io. Veja [1, Theorem 1.3, p. 2]. ]
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Agora vamos definir operagoes de nimeros cardinais.

Definicao 6. Sejam « e § nimeros cardinais. Definimos

a) a+ f:=card(AU B), onde a = card(A), 5 = card(B) e AN B = {;
b) a- [ :=card(A x B), onde o = card(A), = card(B);

c¢) o :=card(PA), onde a = card(A), 8 = card(B).

Abaixo listaremos algumas propriedades da aritmética de cardinais, apesar de que
usaremos neste trabalho essencialmente a tltima. Mas acreditamos ser interessante para o
leitor perceber que muitas das propriedades de niimeros reais continuam valendo para os

numeros cardinais.

Proposicao 7. Sejam «, 8,y > 1 numeros cardinais. Temos:

o) a+tB=f+a, a-f=0 a
b) (a+B)+v=a+(B+7), (a-B)v=a-(87)
c)a-(f+7)=a-B+a-y.
d) (- )" = (o) - (7).
e) aftY = (aﬁ) ().
) (@) =a? = (@)’
Demonstragio. Veja [6, Theorems 8K, 8L, 8R and 8S]. O

Proposicao 8. Sejam o, numeros cardinais, com 1 < [ < a e «a infinito. Entdo
a+pf=a-f=a.

Demonstragio. Veja [6, p. 164]. ]

Um dos problemas que estamos interessados, para podermos estudar os resultados
do Capitulo 2, é o de saber (em termos de nimero cardinal) quantas fungdes de R em
R existem. Antes de respondermos essa questao, precisamos provar que a quantidade de

nimeros reais é a mesma quantidade de subconjuntos de N.

Teorema 9. R ~ P (N), ou seja, ¢ = 2%,
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Demonstragdo. Do Teorema de Cantor (Teorema 4), sabemos que P (A) ~ 4{0, 1}, qual-

quer que seja o conjunto A. Portanto
R~7P(N) < R~ "{0,1}.

Logo basta mostrar que R ~ N{0, 1}. Pelo Teorema de Cantor-Schréder-Bernstein (Teorema
5), se mostrarmos que R < M{0,1} e M¥{0,1} < R entdo R ~ ¥{0,1}.

Para provarmos que R < N{0, 1}, basta construirmos uma funcdo do intervalo
(0,1) em N{0, 1} que seja injetora e o resultado serd valido, pois R ~ (0,1). Vamos usar a
expansao bindria dos nimeros do intervalo (0, 1). E observe que para fazer essa expansao
¢é necessario tomar cuidado para nao considerar as expansoes que tenham somente o
algarismo 1 a partir de um certo termo. Por exemplo consideraremos a expansao 0, 1000 . ..

ao invés de 0,0111... E assim vamos definir a funcao H por

H: (0,1) —  No0,1}
z — H(z):N — {0,1}
n — H(z2)(n)=n+1%

onde n + 1* representa a (n + 1)-ésima casa de z apés a virgula. Por exemplo, se tomarmos
o ntimero 0,110100. .. temos que H (0,110100...) é uma funcao h: N — {0, 1} dada por:

h(0)=1,h(1)=1,h(2) =0, h(3) =1, h(4) =0, h(5) =0 e h(n) =0, Vn > 6.

Note que H ¢ injetora. De fato, considere a,b € (0, 1) tais que H (a) = H (b). Assim, segue
que para todo n € N temos que H (a) (n) = H (b) (n), ou seja, a expansao binaria de a é

igual a expansao binaria de b. Portanto, segue que a = b.

Agora, para provar que V{0, 1} < R, construiremos uma funcio injetora de {0, 1}
em (0,1) e para isso usaremos a expansao decimal dos niimeros do intervalo (0, 1). Defina

a funcao G por

G: N{0,1} — (0,1)
fo= G(f)=0,f(0)f(1)f(2)...

Por exemplo, essa fungao levara a funcao de imagem f (0) =1, f(1) =1, f(2) =1, f(3) =
0,... no ntimero 0,1110.... Observe que G é injetora. De fato, considere g,h € N{0,1}
tais que G (g) = G (h). Assim para todo n € N temos que g (n) = h(n). Logo, g = h.
Assim, pelo Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein temos que R ~ P (N). Como
card({0,1}) = 2 e card(P(N)) = card({0,1}) = card({0,1})°™N  segue que ¢ =
2o, [

Corolario 10. A cardinalidade do conjunto das fungoes de R em R € igual a cardinalidade
de P(R), ou seja, card (RR) = card (P(R)).
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Demonstragio. Do Teorema de Cantor sabemos que card (P(R)) = card (R{O, 1}) = 2%

Por outro lado, sabemos que card (RR) = card (R)™ "™ Assim,

onde na primeira igualdade usamos a Proposigao 7(f), na segunda a Proposi¢ao 8 e na
terceira o Teorema 9. Logo card (RR) = card (P(R)). O

Outro conjunto que precisamos conhecer a cardinalidade é o conjunto de todas as

sequéncias de ntimeros reais, que denotaremos por RY,

Proposigao 11. card (RN) =c.

Demonstracao. O conjunto das sequéncias de niimeros reais pode ser visto como o conjunto
de todas as funcoes f: N — R, ou seja, RY =NR. Logo

card (RN) = card(R)C“rd(N) =M = (QNO)NO — 9(Ro-Ro) _ oRo _

1.2 Conjunto de Cantor

Nesta secao iremos abordar o conjunto de Cantor e suas propriedades e a principal

referéncia é [7].
O conjunto de Cantor é construido indutivamente da seguinte forma:

Consideramos o intervalo real I = [0, 1] e no primeiro passo retiramos o seu tergo

médio aberto, ou seja, retiramos o intervalo (3, 3) e denotamos por C o conjunto de

pontos restantes em [, isto é,

= pJo L]

No passo seguinte, vamos repetir esse processo nos dois intervalos de C, ou seja,

. , 1 12 7 8 )
retiramos os seus tercos médios abertos (9, 9> e <9, 9). Vamos denotar o conjunto de

pontos restantes de C por Cj , isto é,

=P Yo Y B

Analogamente, no proximo passo construimos o conjunto C3 que é dado por:
c —{0 1}U[2 1}U[2 7}U[8 1]U{2 19]U{20 7]U{8 25]U{26 1}
A RY 2779 9’27 2773 3727 2779 9’27 2771

Representaremos abaixo os trés primeiros passos desta construgao:
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| :
|
0 1
C | [ | - 1
1. ] 2 '
0 3 3 1
C2 1 2 1 2 7 3
0 g g £l 3 g 5 1
CHH HH HH HH
oL21 2781 219207 825 26 14
2727 9 92727 3 327279 9 27 27
Figura 1 — Construcao do Conjunto de Cantor.
Prosseguindo desta maneira obtemos uma sequéncia Cy, Cy, C5, ..., C,, ... de modo

que

I>CiD0Cy,0C3D>...0C,.1DC,D ...,
onde C), é o conjunto dos pontos de C),_; depois de retirados os seus tergos médios abertos.

O conjunto de Cantor é o conjunto dos pontos que restam apés aplicar esse processo

para todo n € N. Formalmente:

Definicao 12. O conjunto de Cantor, que denotamos por C, é a intersecao dos conjuntos
[e.e]

C;, obtidos através do processo indutivo descrito acima, ou seja, C' = N C;.
i=1

Observacao 13. Note que o processo de construgao do conjunto de Cantor pode ser feito
de maneira andloga em qualquer intervalo real fechado e nao degenerado. Tais conjuntos

sao chamados de conjuntos do tipo de Cantor.

O conjunto de Cantor possui as seguintes propriedades:

P1. E um conjunto compacto;
De fato, note que o conjunto de Cantor é definido como a interse¢cao de conjuntos fechados
C;, isto é, C' = N C}, e portanto C' é fechado. Como C' C [0, 1], segue que C' é limitado.
=1

1=

P2. Possui interior vazio, ou seja, nao contém intervalos;
Note que ap6s a n-ésima iteracao o conjunto de Cantor ird conter apenas intervalos de

comprimento ETR Portanto, seja J um intervalo qualquer em [0, 1] de comprimento ¢ > 0.

1
Logo basta escolher n suficientemente grande tal que 3 < ¢, pois percebemos que J nao

estara contido na proxima iteragao.

P3. Nao possui pontos isolados;

Para todo ponto ¢ do conjunto de Cantor existem duas possibilidades:

i. ¢ é a extremidade de um intervalo retirado;
Nas etapas seguintes da construgao do conjunto de Cantor, restarao sempre os tercos finais

do intervalo, do tipo [a,, c]. O comprimento desse intervalo ¢ — a, tende a zero, ou seja,
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a, — ¢, e portanto, ¢ nao é ponto isolado.

ii. ¢ nao é a extremidade de um intervalo retirado.
Para cada n € N, temos que ¢ pertence ao interior de um intervalo [z, y,] que restou apds
a n-ésima iteragao. Assim, temos z, < ¢ < ¥y, com x,,y, € C ey, — x, = ETR Portanto,

¢ =lim z,, =lim y,, é ponto de acumulacao.

P4. E nao enumeravel.
Dado qualquer subconjunto enumeravel {zy,xs,...,x,,...} C C, obteremos um ponto
c € C tal que ¢ # z, para todo n € N. Para isso, com centro em um ponto de C', tomamos
um intervalo compacto nao degenerado I; tal que z; ¢ I;. Como nenhum ponto de C' é
isolado, segue que I; N C' é um conjunto infinito, compacto e sem pontos isolados. Em
seguida, com centro em algum ponto de C interior a I;, tomamos um intervalo compacto
nao degenerado I, tal que x5 ¢ I,. Analogamente, obtemos uma sequéncia decrescente
de intervalos compactos Iy D Iy D ... D I, D ... tais que z,, ¢ I, e [, N C # (). Sem
perda de generalidade, podemos supor que [, tem comprimento menor —. Entdo o ponto
¢, pertencente a todos os I,, é tnico, isto é, NI, = {c}. Escolhendo, gara cadan € N
um ponto y, € I, N C, teremos entao |y, — c| < e Logo (yn) converge para c. Como

C é fechado, segue que ¢ € C, e por outro lado, para todo n € N temos ¢ € I,,. Logo ¢ # x,,.

1.3 Espacos Métricos

O objetivo desta secao é apenas lembrar algumas definigoes basicas de espacos
métricos e, em especial, espacos normados. Admitiremos como conhecidos pelo leitor os
resultados basicos da teoria de espagos métricos. Denotamos por K o conjunto dos niimeros

reais ou complexos.

Definicao 14. Seja M um conjunto qualquer nao vazio. Uma métrica em M é uma fungao

d: M x M — R que satisfaz as seguintes condigoes:
(D1) d(z,y) > 0, para todos x, y € M e d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;
(D2) d(z,y) = d(y, x), para todos z, y € M,

(D3) d(z,2) < d(x,y)+ d(y, z), para todos z, y, z € M.

O par (M, d) é dito espago métrico e, quando nao houver divida sobre qual métrica

estamos nos referindo, diremos apenas que M é um espago métrico.

Definig¢ao 15. Seja M um espago métrico. Dizemos que uma sequéncia (z,) em M é uma

sequéncia de Cauchy quando a distancia entre os seus termos se aproxima de 0, isto é,
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para todo € > 0 existe ng € N tal que
d(xp, xm) <&, Yn,m > ng.
Um espago métrico M é dito espaco métrico completo ou apenas completo quando
toda sequéncia de Cauchy em M converge para um limite que também estd em M.

Definig¢ao 16. Seja F espago vetorial. Uma norma é uma funcao || -||: £ — R que associa

a cada x € E um nimero real ||z|| e satisfaz as seguintes condigoes:
(N1) ||z|| > 0, para todo = € E ¢ ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;
(N2) [[Az|| = |Al]|z]], para todo A € K e z € E;

(N3) [z +yll < [lzll + [lyl|, para todos =, y € E.

Um espaco vetorial £ com uma norma é chamado espago vetorial normado. Observe

que a funcdo d: E x E — R definida por d(x,y) = || — y|| é uma métrica em E. De fato,

(D1) Para todos z, y € E e pela condicao (N1) segue que:
d(z,y) = llv =yl =0 e
dr,y) =0& |z —y|=0r-y=00=y.
(D2) Para todos z, y € E e pela condi¢ao (N2) segue que:
d(z,y) = llz =yl = (1) -y —zll = | = Ully — 2| = [ly — 2] = d(y, ).
(D3) Para todos x, y, z € E e pela condi¢ao (N3) segue que:

d(z,z) = |lz =2 = lo =y +y = 2 < [lv =yl + lly — 2] = d(z, y) + d(y, ).

Dizemos que a métrica acima é induzida pela norma ou que a norma induz a

métrica.

Definicao 17. Seja £ um espaco normado. Dizemos que E ¢é espaco de Banach se for

completo com relagdo a métrica induzida d(z,y) = ||z — y||.

Uma caracterizagao bastante 1til (e que sera usada no Capitulo 3) de completude

de um espaco normado é a seguinte:

Proposicao 18. Um espagco normado E é completo se, e somente se, cada série de E
absolutamente convergente é convergente em E. Em outras palavras, E é completo se, e
somente se, para toda sequéncia (v,) em E tal que 3232, [|x,|| converge em R tivermos que

00 ,
>_j21 Tn € convergente em E.
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Demonstragao. Suponha E completo e seja 3272 x; uma série absolutamente convergente
em E. Entao >332, [|7;]] < co e dado € > 0, existe ng € N tal que para todos n > m > ng

temos que

n n n
1Sn = Sl = D zj|| < D |lajll <e, onde S, =)z
j=m+1 j=m-+1 j=1
Portanto (.S,) é uma sequéncia de Cauchy e, como E é um espaco completo, segue que

(S,) converge em E.

Para provar a implicacdo contraria, seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em F e

note que ¢é facil construir uma sequéncia estritamente crescente (n;) C N tal que:
|zn — znl|| <277, Vm,n >n;.

Em particular,
o0 o0 1
Z |Zn41 — Tyl < Z 5 = L.
=1 =1
L oo , k _
Logo a série 3272, (Tn,,, —Ts;) é convergente em FE e, como T, + 3251 (Tn,,, —Tn;) = Tnyy,,
concluimos que a sequéncia (z,,) converge em E. Assim, temos que (z,,) é uma sequéncia
de Cauchy em E que admite subsequéncia convergente. Portanto (z,) é convergente em F

e dai E' é completo. O
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2 Lineabilidade do conjunto de funcoes E'S

Iniciaremos este capitulo relembrando a definicao de lineabilidade que foi dada na

introducgao.

Definigao 19. Seja E um espaco vetorial. Dizemos que A C E é \-linedvel se AU {0}

contém um espago vetorial de dimensao A (aqui A é um nimero cardinal).

Definigao 20. Seja f: R — R. Dizemos que f é sobrejetora em todo lugar, ou abrevia-
damente f é ES, se para todo intervalo I C R tem-se que f(I) = R. De outra maneira,
dizemos que f é ES, se para qualquer intervalo (a,b) e qualquer s € R, existe ¢ € (a,b)

tal que f(c) = s.

E impossivel imaginar o grafico de uma funcio ES e sequer sabemos se existem
funcgoes desse tipo. Funcoes ES de fato existem e denotaremos o conjunto de tais fungoes
por ES(R). Mais ainda, provaremos que, surpreendentemente, a quantidade de funges
ES é a mesma quantidade de fungoes de R em R, ou seja, 2° (veja Corolario 10). O que é
ainda mais surpreendente é que o conjunto ES(R) é 2°-lineavel, isto é, existe um espago
vetorial de dimensao 2° formado (a menos da fungdo nula) apenas por fungoes ES. Este

ultimo fato sera provado na segunda segao deste capitulo.

2.1 Construcdo de uma funcio de ES(R)

Abaixo apresentaremos duas maneiras distintas de construir exemplos de fungoes
ES. Para a primeira construgao precisaremos de um resultado que envolve interior e fecho
de subconjuntos de R. Faremos essa demonstracao mais geral, no caso de espagos métricos.

Usaremos as notagoes usuais de interior (int(A)) e fecho (A) de um subconjunto A de um

espaco métrico.

Lema 21. Sejam M um espago métrico e D, E C M. Entdo int(D — E) =intD — E.

Demonstragio. Tome x € int(D — E). Entao existe r > 0 tal que (aqui B(x;r) denota a

bola aberta de centro x e raio ),
B(z;r) C (D — E)
= B(x;r)NE=10
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Mas z € intD e logo x € intD — E. Portanto int(D — E) C intD — E.
Por outro lado, tome x € intD — E. Entdo existem 71, 7o > 0 tais que
B(z;m) €D

B(z;r) NE = 0.

Tomando r = min{ry, rs} segue que:
B(r,r) C Blz;n) € D

B(z,r)NE C B(z;rs) N E = 0.

Portanto, x € int(D — E). O

Construcao 1. Seja (I,)nen a colegao de todos os intervalos abertos com extre-
midades racionais. Note que essa cole¢ao é de fato enumeravel, pois as extremidades dos

intervalos sdo racionais e card (Q) = card (N).

Observe que conseguimos um intervalo fechado inteiramente contido em I; e
portanto podemos construir um conjunto do tipo de Cantor nesse intervalo, chamaremos
ele de C;. Agora, gostariamos de criar um novo conjunto do tipo de Cantor de maneira
que ele e C] nao tenham pontos em comum. Assim, consideremos I, — C; e note que ele
ainda possui intervalos. De fato, suponha que int(I, — C;) = (). Entao, temos pelo Lema
22 que

int(ly — Cy) = intly — Cy = I, — (Y,

pois I é aberto e C; é fechado. Assim, I, — C; = () e, como
[2 = (IQ M 01) U (IQ — 01),

segue que I = I, N ;. Logo I, C (', o que é uma contradicao, pela propriedade P2.
Portanto conseguimos também um conjunto do tipo de Cantor em I, — C' e o denotaremos

por Cs.

Em seguida, por um argumento anédlogo ao feito acima I3 — (C; U Cy) contém

também um conjunto do tipo de Cantor, que denotamos por Cj.

Indutivamente construimos uma familia (C),),en de conjuntos do tipo de Cantor,

dois a dois disjuntos, tais que

n—1
I, — <U Ck> D (C,, paracadan € N.
k=1
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Pela propriedade P4 temos que a cardinalidade de todo conjunto do tipo de Cantor
¢é igual a ¢. Entdo, para todo n € N, tome qualquer bijecao ¢,: C;, — R e defina
f R — R como sendo

fa) = on(z), sexeC,

0, caso o contrario.

Vejamos agora que de fato f é ES:

Seja I C R um intervalo e vamos mostrar que f(/) = R. Como I contém infinitos

numeros racionais, segue que existe k tal que I, C I . Assim,
R = ¢r(Cr) = f(Ck) € f(Ix) € f(I) CR.

Portanto f(I) =R.

Construgao 2. Nesta construgdo, iniciaremos criando uma fungao f: [0,1] —
0, 1] tal que para cada intervalo (a,b), onde 0 < a < b < 1, temos que f((a,b)) = [0, 1].

Observe que se = for qualquer nimero no intervalo [0, 1] entao sua representacao
decimal sera dada por z = 0, ajasasay ... e, afim de evitar confusdes, ndo consideraremos
expansoes decimais com infinitos digitos 9 consecutivos, por exemplo, se x = 0,0999. ..

consideraremos x = 0, 1. Defina:

0 se 0, ajasasay . .. for irracional;
f(a) 0, a2nG2n12G9,14 - .. se 0,ajaszasay ... for racional e o
€Tr) =
primeiro segmento que se repete
comega em dg,_1.
Seja I um subintervalo qualquer de [0, 1] e vamos tomar digitos a1, as, . .., ag,_3,

de modo que os numeros 0, ajas . .. as,_30 e 0,a1as ... as, 31 estdo ambos em [ e ag,_3 #
0eag,_3F#1.

Dado y = 0, b1babsby . .. um ponto qualquer de [0, 1] queremos encontrar x € I tal

que f (x) =y. Assim, vamos definir
Uop—1 = G2pq1 = . = Qap—5 = 0 € agp_3 = 1,

de maneira que os a’s seguintes de indice impar sdo definidos por repeticao ciclica de

grupos de n digitos, e vamos considerar o niimero
Tr = O, ajaqas . .. a2n,3a2n,20b10b2063 Ce bn,1 1bn0bn+10 Ce (21)

onde ay,_5 = 0 e b, corresponde ao digito (4n — 2)-ésimo de x.
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Para aplicarmos a fun¢ao f em (2.1) teremos que analisar se o nimero
0,aiazas ... ag,—302,-102,1 - . .
é racional ou nao. Observe que escolhemos as, 3 # 0 e as,_3 # 1 entdo o nimero
O, aijasas . .. CLQn,gOO ...0100...010...

é racional e o termo em que comega a repeticdo é as, 1 = 0 e, portanto, f(x) =
0, b1b263b4 L. =Y.

Como queremos uma fungdo de R em R que pertence a ES (R), vamos considerar
a funcgao h: (0,1) — (0,1) dada por

he) f(@), se f(x) ¢{0,1}

x) = 1
5? se f(.CC) € {Oa 1}

Entdo essa fungdo h tem a propriedade que para todo 0 < a < b < 1 temos h((a,b)) = (0, 1).

Podemos considerar entdo H um homeomorfismo entre R e (0,1). Seja g = H 'hH,
isto é,
R -5 (0,1) -5 (0,1) 15 R

Assim g: R — R tem a propriedade procurada, isto é, para cada (a,b) C R, g((a,b)) = R.

2.2 Lineabilidade do conjunto ES(R)

Comecaremos essa se¢do com um resultado auxiliar na demonstracao da lineabili-

dade de ES(R).

Lema 22. Sejam By, Bs, . .., By, conjuntos arbitrdarios distintos e ndo vazios. Entao existe
ke{1,2,...,m} tal que By — B; # () para todo i # k.

Demonstragio. Suponha por absurdo que para todo k € {1,...,m} existe i # k tal que
By — B; = (). Assim, para k = 1 existe i € {2,...,m} tal que B; — B; = (). Sem perda de
generalidade suponha que i = 2. Logo By — By = (), isto é, By € Bs,. Para k = 2 existe
i€{1,3,...,m} tal que By — B; = ). Sem perda de generalidade suponha que i = 3, logo
By C Bs.

Repetindo o processo temos que By C By € ... C B,,. Como a inclusao é valida
para todo k € {1,...,m}, temos que para k = m existe ¢ € {1,...,m — 1} tal que
B,, C B, isto é,

BiCB,C...CB;C...C B, C B,

o que é uma contradicao. O
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Teorema 23. Eziste um espaco vetorial A de fungoes de R em R com as sequintes
propriedades:

(i) Todo elemento nao nulo de A é uma fungdo sobrejetora;

(ii) dim (A) = 2°.

Demonstracio. Fixe r € R, r # 0, e para cada subconjunto nao vazio A de R vamos

definir a funcio H4: RY — R por

o0
HA(:U, X1,T2,T3, .. ) = @r(y) H XA(mi)a
i=1
onde x4 € a funcao caracteristica do conjunto A, isto é,

1, sexe A
0,sex ¢ A

XA =
e o (y) =eY—e V.

Observe que a funcao ¢, é sobrejetora. De fato, tome qualquer y € R e vamos

encontrar z € R tal que y = ¢"*—e™"*. Temos que

Substituindo €™ = « temos
a’—ya—1=0

a_yivf+4
N 2

= €

m_y:l:\/y2—|—4
=

Observe que €™ é sempre positivo e v/y? + 4 > y, pois vy = |y| > y. Entédo

em_y+VW+4
a 2

(ywm)
S rr =lIn —
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. (ywm)
2

=T =
r

Portanto a funcao ¢, é sobrejetora.

Agora vamos mostrar que {H4 : A C R, A # ()} é linearmente independente.

Sejam Aq,...,A,, C R subconjuntos distintos nao vazios e suponha que

Como todos os A; sao distintos e nao vazios segue, sem perda de generalidade, que para

cada j < m, existe x; € A,, — A; (veja Lema 22). Considere 7, = (o, a2, 3, .. .), onde

1, sei=1
O = §x;-1, Sei:2,...,m—1, )

Tm—1,, SEL=m,m~+1,...
isto é,
Tm = (1, L1, X2 -+ + 3 Tm—25 Tm—1, Tm—1, Tm—1; - - ) . (22)

Observe que

XAj(xj):Oavj:L"'am_l = HﬁlXAj<ai+l):Ovvjzla"'>m_1
X4, (x)=1Vi=1,....m—1= T2, xa, (1) =1,Vi=1,...,m—1.

Segue que

A Tm)

Hy,
(% HXA am))

T MS i Ms

= m%or H XAm a1+1

= )\mc,or(l).
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Portanto, A, (¢"—e™") = 0. Como

&S e =e"
& =1
& 2r=0
& r=0

e pela hipotese r # 0, temos entao que A, = 0.

Repetindo esse procedimento para m — 1, temos que para todo j < m — 1 existe

x; € Apm—1 — Aj. Se considerarmos T,,—1 = (01, 2, Fs, . . .), onde

1, se1=1
Bi=Swi_1, sei=2,....,m—2,
Tm—2, S€t=m—1,m,...
ou seja,
Tm_1 = (1,1’1,1’2, ey Tn—3, Tin—2s Tim—2, Lm—9, - - .),

teremos que

XAj(xj):O,ijl,...,m—z = HﬁlXAj(ﬁiJrl):Oavjzla"'7m_2
Xa, ,(@)=1LVi=1,....om—2 = I[2, xa,, , Biy1) =1, Vi=1,...,m—2.

Assim, segue que

0 = )\H (l’m 1)

Su
,_.»—A

I
H M

(% HXA ﬁz+1>

Il
>

m—l@r H XA <6i+1)
=1

- )\m—lgpr(l)'

Portanto A,,—; (e"—e™") =0 e logo A,,—1 = 0.
Note que seguindo este procedimento teremos que \; = 0 para todot=1,...,m.

Assim, o conjunto {H : A C R, A # (0} é linearmente independente.

Pela Proposicao 11, RY e R possuem a mesma cardinalidade, entdo existe uma
funcdo G: R — RN bijetora. E se compormos as funcdes Hy: RY - Re G: R — RN
obtemos H4oG: R — R.
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Queremos mostrar que esta funcao é sobrejetora. Dado y € R, observe que como
H, é uma funcdo sobrejetora entdo existe 7 € RY de modo que H, () = y. Como G é
uma funcio bijetora e ¥ € RY, entdo existe z € R tal que G (z) = 7. Logo Ha (G (z)) =
Ha(y) =y

Agora queremos mostrar que o conjunto

{HaoG:R—-R;,ACR,A#0D}

¢ linearmente independente. Assim, sejam Ay, ..., A,, C R distintos e nao vazios tais que
YL Ai(Ha, 0G) =0.
Como G é bijetora temos que para T,, de (2.2) existe t,, € R tal que G (t,,) = T, Desta

forma, segue que

0 = YA (HaoG) (t)

— SONH (5)

j=1
= )‘mﬁor(l)
= A, =0.

Da mesma forma, para cada 7; € RN, j =1,...,m — 1, existe t; € R tal que G (t;) = 7;

e, portanto, A; = 0 para todo j =1,...,m.

Considerando o espago gerado A = [HaoG: A CR, A # ()] (aqui os colchetes
denotam o espaco gerado), entdao dim A = 2°. Precisamos mostrar agora que qualquer

funcao nao nula de A é sobrejetora.

Tome H € A nao nula. Entao existem Aq,...,A,, C R distintos e ndo vazios tais

que
H = Z)\l (HAi OG) = (Z)\ZH&) o(@.
j=1 j=1

Como queremos mostrar que a fungao H ¢é sobrejetora dado s € R, tomemos t € R e

T=(a,21,T2, .., T2, Tm—1, L1, Trn—1, - - -)
onde a é tal que ¢,(a) = ;;n, z; € Ay, — Aj e G (t) = 7. Segundo (2.3) temos que
SN (H oG ) = N (7)
i =
= Amwg(a)
— Amﬂ
= s

Assim, A é um espaco vetorial de fung¢oes sobrejetoras de R em R com dimensao 2°
O



Capitulo 2. Lineabilidade do conjunto de fungées ES 29

Proposicao 24. O conjunto ES(R) é 2°-linedvel.

Demonstragio. Seja A o espago vetorial do Teorema 23 e f € ES(R).

Queremos mostrar que A = {H o f : H € A} é um espaco vetorial formado, a

menos da func¢ao nula, por func¢oes ES e de dimensao 2°.

Observe que, dadas m funcoes linearmente independentes H; € A, j =1,...,m,
temos que a familia {H; o f }3”:1 é linearmente independente. De fato, suponhamos por
absurdo que nao seja linearmente independente. Entao existem Aq, ..., \,, € R nem todos

nulos tais que

Z (Hjof)=0.
j=1

Por construgao, podemos escrever h = G o f, onde G é uma funcao sobrejetora. Dado
s € R nao nulo temos que existe d € R tal que G (d) = s e existe a € R tal que f (a) = d.

Portanto,

(Gof)(a) = G(f(a))

Logo {Hj o f}JL, é linearmente independente, e daf dim A = dim A = 2°.

Agora, seja g € A nao nula, s € R e [a, b] um intervalo qualquer da reta. Queremos
encontrar [ € [a,b] tal que g () = s. Sabemos que g é escrita como g = G o f, onde G é
sobrejetora. Logo existe d € R tal que G (d) = s. Como f € ES (R) existe [ € [a,b] tal
que f (I) = d. Portanto,

gl) = (Gof)(l)

Logo g é ES. [
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3 Conjuntos de Sequéncias

Durante todo o capitulo, K denotara o conjunto dos ntimeros reais ou complexos.
Neste capitulo introduziremos alguns espagos de Banach de sequéncias classicos, dentro dos
quais pretendemos explorar a noc¢ao de espacabilidade. Os espagos que estamos interessados

sao 0s seguintes:

Definicao 25. Dado 1 < p < oo, definiremos o espaco das sequéncias absolutamente

p-somdveis por

Jj=1

l, = {(:vj)]oil CK:) |aylP < oo}.

Definiremos o espaco das sequéncias limitadas por

U = {(a:])jol C K:suplz;| < oo}.
jeN

O subespaco de /., formado pelas sequéncias que convergem para 0 serd denotado por cy,
ou seja,
Co = {((’E]);il cK: T — 0}

E claro que /., é espago vetorial e que ¢y é subespaco vetorial de /... Para garantir
que £, é espago vetorial, precisamos provar que ele é fechado para a soma de elementos de
¢,. Para isso, precisamos introduzir algumas desigualdades que serao tteis também para

se definir uma norma em ¢,,.

As principais referéncias para os resultados béasicos de Anélise Funcional deste

capitulo foram [4, §].

3.1 Desigualdades de Holder e Minkowski

Lema 26. Sejam a, b, o, 3 >0, com o+ 3 = 1. Entao
@V <a-a+p8-b

Demonstragio. Para cada 0 < a < 1, considere a funcao f: (0,00) — R dada por
f(t)=1t*—at. Entdo f' (1) = at* ! —a e como 0 < a < 1, temos que

fl(t) >0, se0<t<l1
"t) <0, set>1
f'it)y=0, set=1.

%
~
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Logo, f assume maximo em t = 1. Dai, f (¢) < f (1) para todo t > 0 e portanto

t“—at<1-—a. (3.1)

Por hipotese a+ =1, entao f =1 — « e tomando t = % segue que
() —a(t)=1-a

(5) <a(s)+s

a®- b *<a-a-b'+p

e
SIS

b b<a-a-bl b+ B-b

a®- b <a-a+p-b

T
QQ

a®-b’ <a-a+p-b

[]

Teorema 27 (Desigualdade de Holder para somas). Sejam 1 < p, ¢ < oo com % + % =1
e (x1,...,20), W1, -, yn) € K", Entao

-
=

n n P n q
> |yl < (Z|fj|p) : (Z |yj|q) :
=1 j=1 j=1

Demonstracao. Vamos aplicar o lema anterior com:

P |4 1 1
aj: n‘x]| ;bj: n’yJ’ ,Oé:*eﬁzf.
> |zylP > Jy;le p 1
7j=1 j=1
Assim obtemos que
a;“-bfga-aj—i-ﬁ-bj.
Logo
P q
|p |a 1 1
Ji : n|yj| S —cajt—-b
> |yl > Jy;le P 9
7j=1 7j=1
R R 17 )
n P n q
<Z |%‘|”> (Z |yj|q>
7j=1 j=1
= ’f]’ <242

(im@“(im@q
7j=1 7j=1
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Fazendo a soma para 7 = 1,...,n na ultima desigualdade, segue que
- T - - .4
];1 "%J y] ’ 1 n 1 n 1 jgl ‘x] ‘ 1 321 |y.7 ‘ 1 1
1 1§*'Zaj+*'zbj:*' n — =—4-=1
n P n a p j=1 q j=1 p 3 |J;j|p q > |yj|q p q
2zl | X sl i=1 j=1
Jj= Jj=

Portanto,
1

Corolario 28 (Desigualdade de Holder para séries). Sejam 1 < p, ¢ < oo com % + é =1,
(27)521 € 4y e (y5)32) € by Entdo (zy;)72, € (1 e

D=

ozl < (Z |£Ej|p)
j=1 Jj=1

]

1

Sl < (i mwp) - (i W)

7=1 7=1

Demonstracao. Temos pela desigualdade de Holder para somas que, para todo n € N,

1 1 1 1
n n P n q o0 p o0 q
ZI%%IS(ZI%P) -(zw) S(Zkvjlp) -(zw)
i=1 =1 i=1 =1 i=1

Como (z;) € £, e (y;) € £y, segue que a sequéncia das somas parciais (Z?;l \xjij

n=1
limitada. Como ela é claramente mondnota, segue que é convergente. Assim,
1 1
o0 o0 P o0 q
Do lwyl < Dl ) | Do lwl?) e portanto, (v;y;) € .
j=1 j=1 j=1
O

Teorema 29 (Desigualdade de Minkowiski para somas). Sejam 1 < p < co e sejam

(1, ..y @), (Y1y- -+, yn) € K™ Entao
1 1
n n P n p
(Z |z + ?Jj|p) < (Z |93j|p> + (Z |?Jj|p>
j=1 =1 =1

Demonstracao. Se p = 1, entao segue da desigualdade triangular em R que

3=

Z|33J +y;| < Z’%H‘ZHJJ (3.2)
i=1

7j=1
Se p > 1, temos que

n

Z 25 + y;l" = lea +yjl - | +?/j|p_1-

7j=1
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E por (3.2) obtemos:

Moz +ysl oy 4y P <D gl ey Pyl oyl (3.3)
=1

j=1 j=1

Tome g € (0,00) tal que % + % = 1. Observe que p + ¢ = pq. Entao:

p={p-1q (3.4)
Pela desigualdade de Holder:

1 1 1 1
> gl |ty P < (Z |ij!”) [Z (l; +yj|p_1)q] = (Z |l’j|p) (Z |z +yj|(p_1)q> :
=1 ‘

j=1 j=1 j=1

Agora, obtemos usando (3.4) que:

1 1

(i) (S i) = () (S

De maneira analoga, temos:

1 1
n n n q
Yoyl -z + oyt < (Z |yj|p) (Z il ) |

=1

Q|

Voltando em (3.3) e substituindo, encontramos:

Z|x]+yg < (Z|x1|p) (f:l|yj|p>p '(Zn:llxﬁryﬂp)

1,1 _ 1_q_1
Como = 1, temos que 5= 1 . Logo,

1
<Z_31|Ij+yj|p> n v [ n ;
E0) () (]

T
n a =1 =1
(Z |z + yj|p> ’ ’
j=1
" (1-3) n 5 n 5
= (Z |, +yj|p) < (Z\%\p> + (Z\yﬂp)
j=1 j=1 j=1
1

1 1
n P n P n P
= (§:|37J + il ) < (E:‘%‘p> + (E:‘yﬂp) :
Jj=1 j=1 j=1

Corolario 30. Seja 1 < p < 0o e sejam (1;)32, (y;)32, € £y. Entdo (z; +y;)52, €, e

1 1 1
(Z |z + Z/j|p) < (Z ’xj\p> + (Z \%’V’)
j=1 =1 j=1

Demonstragio. Basta trabalhar com as somas parciais, assim com fizemos no Corolério

1
q

O

28, e utilizar a desigualdade de Minkowiski para somas. O
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3.2 Espacos Normados de Sequéncias

O Corolario 30 garante que ¢, ¢ um espago vetorial. Vejamos agora que este
resultado também garantird a validade da desigualdade triangular para a norma que

definiremos em /,,.

Proposicao 31. A fungio abaizo define uma norma em £,:

Il = (i le”)

o0
j=1

=

Demonstrag¢io. Sejam x = (aj);il Ly =(bj)=, €lyea, feK Assim temos que:

(N1)

zll, = (Z Iaj|p> >0,
j=1

=0&)> |gf=0< g/ =0,VjeN& |a;] =0,VjeN.

7j=1
00
o | > lagl”
j=1

J=1

N— —
T =

lll, =0 < (Z Ja;[”

(N2)

B =
B =

B =
o
NNk
=
.
-
N————
3 =
Il

o0 [e.9] p
lazlly = | D laa;l” | = { D lal’-la;[” | =lal>
j=1

= [lazll, =[]zl

(N3) Pela desigualdade de Minkowski temos que:

1 1 1
oo P n P n P
Iz +yll, = (Z|aj+bjl”) = (ZI%!”) + (Zlbjlp) = llzllp + llyll,-
j=1 j=1 j=1

Proposicao 32. O espago ¢, é um espago de Banach.

Demonstragio. Seja (x,)52, uma sequéncia de Cauchy em £,. Para cada n € N escrevere-

o0
mos &, = (afl)kzl € {,. Assim, dado € > 0 entao existe ng € N tal que

1
o P
|20 — Zml, = (Z ‘afl - afn‘p) <e, Vn,m > ng. (3.5)
=

Em particular, para cada j € N temos que

J J
’an—am‘ <e, Vm,n>ng.
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oo 7 A . 7
)y ¢ uma sequéncia de Cauchy em K e portanto é convergente.

A . .]
Note que a sequéncia (a?),

n
= | J i = (q.)®
Defina a; = T}Lrgoan e considere x = (a;)32, e vamos provar que x € £, e x, — . De (3.5)

segue que, para todo k € N,

Fazendo m — oo, obtemos

1
k P
(Z ‘afl — aj‘p) <e, Vm,n>ng. (3.6)

Como (3.6) ¢ valido para todo k € N, fazendo k — oo obtemos

1
0o » P
Z‘a%—aj‘ <e, Vm,n>ng.
=1
Assim, x,—z € {, e ||x—x,||, < ¢, para todo n > ny. Em particular, x = z,,, —(x,,—) € £,
e ||z, —z||, = 0, isto é, x,, — x em {,,. O

Proposicao 33. A funcdo abaizo define uma norma em l:

7|00 = sup |;].
jeN

Demonstragao. Sejam z = (aj)j.il Y = (bj);il € ly e a, € K. Assim temos que:

(N1)

2]l = sup |a;| = 0,
JEN

e
| 7] 00 = O<:>51€1§|aj\ =0&[a;)=0,VjeN&a=(a;)2, =0.
j
(N2)
lov- #ljoo = sup |a - a;] = |a] - sup |a;| = |af - [|2][o
JEN JEN
(N3)
12+ ylloo = sup fa; + b;| < supa;| +sup [b;| = [|]joc + [[¥]lo0-
JEN JEN JEN
O
Como ¢, é subespago vetorial de (., segue que || - || também define uma norma
em Cop.

Proposicao 34. O espaco lo, € um espaco de Banach.
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Demonstragio. Seja (x,)22; uma sequéncia de Cauchy em (.. Vamos dizer que (z,) =
o
(a,’i) ., bara cada n € N. Para cada j € N, segue a desigualdade
j j k k
], — a,| < sup |ak — af,| = (170 = T oo
keN
[sso mostra que (a{l)zozl é uma sequéncia de Cauchy para cada j em K e portanto converge.
Digamos que a; seja o limite da sequéncia (a?)’_,. Considere z = (a;). Vamos mostrar
que x € l, € que x,, — x. Seja € > 0, entao existe ng € N tal que se m, n > ngy entao
T — Zm|loe < €, ou seja, ’a{b - af;l‘ <g VjeN

Assim, se fizermos m — oo temos que para todo n > ng entao

‘a{l—aj’ <eVjeN,

e dai

sup ‘a{‘l — a]’ <e

jeN
Desta forma, temos que (z, —z) = (a, — aj);il € ls e (z, —x),_, converge a zero.
Portanto x = x,, — (z,, — z) € log € T, —> T € L. O

Proposicao 35. O espaco ¢y € um espaco de Banach.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em c¢q e, para cada n € N, escreva

S .
Ty = (an>k_1. Para cada j € N, temos

af, — af,| < supla —ap| = |(af — a})|| = ll#n — 2l
keN

Como (z,) é de Cauchy segue que, para cada j € N, a sequéncia de escalares
a’)>_, é de Cauchy em K, e portanto convergente. Digamos a/, — a; quando n tende a
n/n=1 n J

infinito. Chamando z = (a;), mostraremos que = € ¢, e que x,, — <.
Dado € > 0, existe ng € N tal que para todos n,m > ng vale que
|z — ]|, <€
Dai, para todos j € N e n,m > ny,
‘a{;b - afﬁ’ <e. (3.7)
Fazendo m — oo na equacao (3.7), segue que para cada j € N en > ng
’a% - aj‘ <e (3.8)
— ’afm — aj’ <e

— laj| —|ad,| < ¢

= |a;| < e+ ’afw
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Como (a{lo)il € ¢y, existe jo € N tal que para todo 5 > jp segue que

<€

%,
= |a;| < 2e.
Logo, a; — 0, ou seja, = € ¢y. Por outro lado, de (3.8) segue que, para todo n > ng,

temos

e —all, <e.

E portanto, x, — . O
Proposicao 36. Sejam p e g numeros reais tais que 1 < g < p. Entdo

Clel-lp<I-lg

Demonstragdo. Provaremos primeiramente que se x = (z;)52, € {, e ||z||, = 1, entdo z €
by e lzllp < llzlly = 1.

Como |z]|;, = 1 temos que |lz| = 1, isto &, J§1|x]~|q = 1 e assim obtemos
|z;| <1, para todo j € N. Como p > ¢, segue que

o oo
2l = > P < > Jwsl” = llll§ = 1.

J=1 J=1

Ou seja, [[zfl, <1 = |z[l,.

Agora, seja z € {,, v # 0. Entao y = ﬁ é tal que

1

=l

X

T Nlly = 1.
[llq !

mmz\
q

Como y € ¢, ¢ |ly||, < 1, utilizando o caso anterior, temos que

T

<1

Mp_
el <1

llzllq

=zl < [lll-

O

Observacao 37. Note que, para 1 < ¢ < p, a inclusao acima ¢é prépria, isto é, existem

elementos de ¢, que nao sao elementos de /.

De fato, como 1 < g < p, entao 1 < %. Logo,

1 =N B O N |
— Eﬁp,pmsZ—l :Z—E<oo,
na n=11naq n=1 N1
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1 RN I U N |
— | & Ly, pois > || =D — =o0.
na n=1|mn4 n—1 T

Portanto, ¢, — ¢, # 0.

3.3 Espacabilidade de conjuntos de sequéncias

Relembremos a definicdo de espacabilidade vista na introducao.

Definicao 38. Seja E um espaco vetorial normado. Dizemos que A C F é espacdvel se

AU{0} contém um espago vetorial de dimensdo infinita e fechado em E.

Mostraremos nesta secao que os espagos ¢, — ¢, e {5 — ¢o sao espagaveis. Para

demonstrar tais fatos, serd muito ttil respondermos a seguinte pergunta:

o0
E possivel escrever N = U N; com cada N; infinito e 2 a 2 disjuntos?
j=1

A resposta é sim e existem diversas maneiras de se fazer isso. Abaixo temos um exemplo

dessa decomposicao.

Exemplo 1. Seja N; o conjunto de todos os niimeros primos e o ntimero 1.

Seja Ny o conjunto de todos os niimeros que sao produto de apenas dois ntimeros

primos.

Seja N3 o conjunto de todos os niimeros que sao produto de apenas trés nimeros

primos, e assim por diante construimos Ny, Ng, .. ..
Dessa maneira os conjuntos seriam da seguinte forma:
Ny ={1,2,3,5,7,11,...}
Ny ={4,6,9,10,14,15,...}
N3 = {8,12,18,20,27,28,...}

Observe que esses conjuntos sao infinitos (pois existem infinitos nimeros primos) e
dois a dois disjuntos (pois o Teorema Fundamental da Aritmética garante que cada niimero

natural maior que 1, ou é primo ou se escreve de maneira tnica como produto de primos).

Teorema 39. Os conjuntos {, — {, e ls — ¢y sao espagdveis, onde 1 < q < p.

Demonstracdo. Faremos as duas demonstracoes simultaneamente. Sendo assim, considere

um elemento a = ()52, € E, onde £ = {, — {, ou B = {, — ¢y e cada a; # 0.
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oo
Seja U N; = N uma decomposicao qualquer de N como uma uniao infinita de
j=1
conjuntos infinitos e dois a dois disjuntos, e denotemos cada N; = {j; < jo <js < ... }.

o0
Defina y; = > ai.e;, para todo j € K, onde ¢;, ¢ o vetor canonico, ou seja, vale 1
k=1
na coordenada jj e zero nas demais. Note que y; € E. De fato, no caso £/ = ¢, — ¢, temos
que

1ysllp = lledlp < 0oe
1;llq = llally = o0, pois a € £, — £,

E no caso, F = (., — ¢y, temos que
1Y5llec = sup |ax| = flafje < o0
keN

e como a sequéncia a é uma subsequéncia da sequéncia y; e o ¢ co segue que y; € co.
Defina T': {4 — M, onde M = {, ou M = (., de modo que cada (bj);il €l é

associada a 372, b; - y; € M, isto é, T ((bj>;'i1) = 32721 bj - y;. Note que essa aplicacio

estd bem definida, ou seja, T' <(bj)§i1) € M. De fato, no caso M = {,, temos que

o0

Solbi -yl = D105l llysll
j=1

j=1
oo
= > Ibil - lledl,
j=1
oo
= el - > 1551
j=1
= llally - 1 (b5);Z; llx < oo

Logo a série 3°72; b; - y; ¢ absolutamente convergente em ¢, e, como ¢, ¢ um espago de
Banach, segue da Proposicao 18 que 3272, b; - y; converge em £,. E para M = {,, temos

que
Dbyl = D105l Nyl
Pt =1
= > bl el
=1

= Yol -3 Ib
j=1
= Jlally - H(bj)]o-ilHl < 00.

oo
Da mesma forma que fizemos para o caso £, segue que > 72, b; - y; converge em (.
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Observe que T é linear, pois dados (aj)]o.';l , (bj);';l € /1 e X € K segue que:

T ((aj)oo + A (b)) ) = T ((aj +A- bj);-”;)

j=1 j=1
o0

= D (g + X )y

j=1

= D a; Y+ A by
j=1 j=1

= D aj yi+AD by
s j=1

_ T ((aj);”;l) +A-T ((bj)}”;l) :

Mostremos que T' é injetora. Seja (aj);il € (; tal que T ((aj);iJ = 0 e observe

que

T((%‘);;) =0 & X3Zia;-y;=1(0,0,...)
& a;j-a; =0, Vi, jeN.

Como «o; # 0 para todo ¢ € N, entdo a; = 0 para todo j € N. Portanto (aj)]o.il =0.
Assim, segue que T (1) é subespaco de M e, como T é um operador injetor, segue

que dim/¢; = dim7T (¢1), ou seja, T (¢1) tem dimensao infinita. Como o fecho de um

subespaco ainda é um subespaco, considere 1" (¢;) C M e vejamos que T (¢;) C E U {0},

ou seja, T (¢1) é o espago vetorial de dimenséo infinita e fechado que procuramos em ambos

OS Ccasos.

A fim de facilitar a compreensdao e nao sobrecarregar a notagao, usaremos a

decomposicao de N feita no Exemplo 1.

Seja z = (2;);2, € T'(£1) ndo nula. Entdo existem sequéncias (a’;
todo k € N, tais que T’ ((aﬁ)w 1) — (zj);)i1 em M, quando k tende a infinito. Observe o
. -

seguinte diagrama de convergéncia:

o0
) € (y, para
n=1
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100 _ 1 1 1 1 1 1 1 1
T ((an)n:1> = (ajon, ajoe, ajas, ayqq, G0y, G300, a;Q5,  A3Qq, . ..)
200 _ 2 2 2 2 2 2 2 2
T ((an)nzl) = (ajoq, ajae, ajas, ason, ajoy, G300,  ajQn, a0, . ..)
3100 _ 3 3 3 3 3 3 3 3
T ((an)nzl) = (ajaq, ajag, ajas, ajoq, ajoy, ajas,  ajas,  asog,  ...)
oo
k _ k k k k k k k k
o0
(Zj)jzl = (Zlﬂ 22, Z3, 24, 25, 26, 27, Z8, o )

[e.e] o

Como T ((aﬁ) 1) *2% . temos que HT ((afb)

representa a norma de ¢, ou ¢o,. Como a convergéncia em ¢, ou ¢, implica em convergéncia

k—o0
) — zH —— 0, onde a norma m
m

n= n=1

coordenada a coordenada, segue que as convergéncias das coordenadas apresentadas no
diagrama acima de fato ocorrem em K. Como z # 0 pelo menos uma das coordenadas de z
é nao nula. A titulo de ilustracao, suponha que seja a primeira coordenada, isto é, z; # 0
(se for outra a coordenada nao nula, o argumento ¢ similar). Assim, a¥a; — 2z; quando
k — oo. E como z; # 0, segue que a; # 0. Logo, segue que af — 2L quando k — oo.
Olhando no diagrama apenas para as convergéncias nas coordenadas indexadas por Ny,
isto é, as coordenadas 1,2,3,5,7, ..., note que a sequéncia dos termos a, k € N, aparece

em todas elas. Mais precisamente, chamando d; = 2—11 temos

‘alfal - zl‘ s Y RN kh_}rgo a’fal =z = 2z =od;
‘alfag - zg‘ s Y RN kh_}rgo a’fag =z = 2=
‘alfag - Zg‘ s Y SN kh_}rrolo a’fag =23 = 3= azdy;
‘a]fml — z5‘ s Y RN kh_}rrolo afoay =125 = 25 =auds;
‘alfag) - z7‘ s Y N kh_}rrolo a’fa5 =z = 2= asd;
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Assim, considerando apenas a subsequéncia de z formada pelos termos indexados

por Ny, isto é, a subsequéncia (21, 22, 23, 25, 27, - - .), Segue que

21" + |22l + [zs]” + Jzs | + [29]" + -+ = Joada|" + oadi|* + [asdi [T + Joudy [T + -+
= ‘d1|q'<|a1’q+|062|q+|Oég’q—|—|054|q—|-...)
= |di|" [|evllg

= 007
e, portanto, z ¢ {,, no caso em que E = {, — {,. Ainda,

(2’1,22, Z3y 255 2Ty - - ) = (&1d1,a2d17043d1,a4d1, .- ) = d;- (Oék)zozl

= dia ¢ ¢,

ou seja, a subsequéncia (21, 22, 23, 25, 27, . . .) de z ndo converge para 0, logo z ¢ cg, no caso

em que F =/, — cg.

Portanto 7' (¢;) C EU{0} em ambos os casos, ou seja, os conjuntos £, — ¥, e £ — co

sa0 espagaveis.
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