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Resumo

No presente trabalho, é apresentada a modelagem física, matemática e computacional de 
escoamentos laminares, incompressíveis e nao-isotérmicos de fluidos newtonianos por meios 
porosos em regime transiente. As equações sao resolvidas em um domínio bidimensional 
euleriano cartesiano fixo pelo método de diferenças finitas. Emprega-se a metodologia 
do passo fracionado para o acoplamento pressaõo-velocidade. Rotinas computacionais sõao 
desenvolvidas e simulacçõoes sõao conduzidas a fim de validar os cíodigos produzidos e de 
analisar a influência de características do meio poroso sobre o escoamento. A partir dos 
resultados computacionais obtidos, constata-se que a modelagem desenvolvida estía em 
concordêancia com aquelas encontradas na literatura.

Palavras-chave: Mecaênica dos Fluidos Computacional, Meios Porosos, Diferençcas Fini­

tas.



Abstract

In the present work, the physical, mathematical and computational modeling of laminar, 
incompressible and non-isothermal flows of Newtonian fluids through isotropic porous me­

dia in transient regime is presented. The equations are solved in a fix two-dimensional 
Eulerian and Cartesian domain through the finite difference method. The fractioned step 

methodology is employed for the pressure-velocity coupling. Computational routines are 
implemented and simulations are conducted in order to validate the developed codes and 
to analyze the influence of characteristics of the porous medium over the flow. The com­

putational results are in agreement with those encountered in the literature.

Keywords: Computational Fluid Dynamics, Porous Media, Finite Difference Method.
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Capitulo 1

introducAo

A mecanica dos fluidos é o ramo da Engenharia Mecânica no qual se desenvolve o estudo 
dos fluidos em movimento ou em repouso. Uma fraçao desse estudo envolve os escoamentos 
em meios porosos, que serão definidos de forma simplificada para o presente trabalho 
como meios bifasicos, com uma das fases no estado solido, não sujeita a deformacão e 
possivelmente movel. A metodologia aplicada nessa classe de problemas e fundamentada 
em duas vertentes, a teoria e a experimentaçcãao material.

No caso da teoria, modelos físico e matematico são desenvolvidos a fim de descrever as 
dinaâmicas do caso material atravées de uma abordagem integro-diferencial. Escoamentos de 
fluidos saão regidos pelas leis da mecâanica e podem ser descritos por leis fundamentais, ex­
tensamente trabalhadas no meio teéorico. O méetodo experimental, por sua vez, baseia-se na 
reproduçcãao material dos problemas atravées da montagem de bancadas de experimentacçãao , 
na sua devida instrumentação e no tratamento estatístico das informaçães obtidas.

Alguns problemas tratam de fenâomenos que podem apresentar um grande nuémero 
de graus de liberdade e atée mesmo um caréater estocéastico intrénseco, caracterésticas que 
inviabilizam a soluçcaão mateméatica analética do problema. Nesses casos, pode-se utilizar 
de méetodos empéricos, que estãao usualmente associados a um grande consumo de recursos 
financeiros e materiais e de tempo. Uma alternativa ao seu emprego ée a implementaçcãao 
de méetodos numéericos ao modelo diferencial e sua aplicacçãao em rotinas computacionais. 
O modelo numéerico-computacional, se devidamente implementado, ée capaz de fornecer 
soluçcãoes aproximadas de problemas complexos, permitindo a anéalise da resposta de um 
sistema em funçcãao de dado conjunto de parâametros.

A simulaçcaão computacional ée uma ferramenta de emprego crescente, que nãao se limita 
ao doménio da engenharia, sendo ampliada para aplicaçcoães em diversos setores da ciâencia 
contemporaânea. Jéa ée possével modelar simulaçcãoes para campos aerodinâamicos, bioloégicos, 
meteoroléogicos e atée financeiros. Tal recurso ée extremamente uétil para a compreensãao de 
fenoâmenos complexos, de variadas amplitudes no doménio temporal e para a economia de 
recursos. Apesar da sua flexibilidade em relacão às condições físicas e aplicaçães, vale lem­
brar que a metodologia computacional naão substitui a experimental, mas a complementa.
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Escoamentos em meios porosos sãao presentes em numerosas aplicaçcãoes de engenharia e 
sua modelagem íe um problema de razoíavel complexidade. Sua dinâamica pode ser aplicada 
no estudo de temas relacionados a absorçcãao, troca ioânica, destilaçcãao, sistemas de arrefeci­
mento de graãos, leitos empacotados, trocadores de energia tíermica, extraçcãao de petríoleo, 
dentre outros. Sua modelagem computacional trata-se de uma atividade multidisciplinar, 
uma vez que envolve a mecâanica dos fluidos, matemíatica pura e aplicada, engenharia de 
software, ciâencia da computaçcaão e outros.

A dinâamica em escoamentos por meios porosos íe geralmente modelada de acordo com 
a lei de Darcy, que descreve um fluxo míassico de fluido atravíes de um meio permeíavel 
de partículas livres. Tal modelo, no entanto, despreza os efeitos temporais e nãao prevâe 
a influâencia de termos advectivos naão-lineares sobre a quantidade de movimento. Logo, 
trata-se de uma condicçãao simplificada de escoamentos a baixas velocidades (creeping flow 

condition ) , conveniente ao estudo do fluxo por filtros, principal objetivo do trabalho de 
Darcy.

No modelo supracitado, a continuidade na velocidade e nos esforçcos nas interfaces 
é também desconsiderada. O modelo de Brinkman relaciona a transformacão viscosa ' 
quantidade de movimento, garantindo a continuidade da velocidade na superfície do corpo 
poroso. A soma dos efeitos viscosos ' lei de Darcy permite o célculo de forças e torques 
em partículas porosas em movimento, como demonstrado por Jones (1978).

O principal efeito do meio poroso sobre o fluido ée o arrasto adicional, que pode ser 
descrito em funcçãao de efeitos difusivos e advectivos. O modelo de Darcy-Brinkman trata 
dos efeitos difusivos, ou viscosos, e íe pertinente para escoamentos com baixa proporçcãao 
de efeitos advectivos, ou inerciais (Re < 10 ). Problemas modernos de engenharia, no en­
tanto, requerem a modelagem dos fenâomenos de transporte em meios porosos para maiores 
velocidades. A fim de modelar matematicamente os efeitos inerciais, trabalhos experimen­
tais foram conduzidos por Forchheimer, que comprovou a necessidade de uma correcçãao 
não-linear ' lei de Darcy.

O transporte de energia tíermica em meios porosos, por sua vez, íe modelado segundo 
a míedia volumíetrica das propriedades físicas das fases síolida e fluida, como apresentado 
por Vafai (2005). Deve-se considerar os efeitos da conduçcãao, presente nas duas fases, e 
os efeitos advectivos, que nesse trabalho ocorre apenas na fase fluida (modela-se um meio 
poroso cuja fase síolida íe estíatica).

Ainda, a soluçcãao de escoamentos nãao isotíermicos requer a modelagem da forçca de 
empuxo, uma vez que a massa específica de dada substâancia íe funçcaão, dentre outros 
paraâmetros, de sua temperatura. Visando a economia de recursos computacionais, o em- 
puxo íe modelado de acordo com a aproximaçcãao de Boussinesq, que se fundamenta no 
princípio de que as variaçcoães na massa específica do fluido sãao sutis em funcçãao das tem­
peraturas impostas. A variaçcãao na propriedade pode entãao ser negligenciada em todos os 
termos que não o gravitacional sem grandes prejuízos ' modelagem.
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Eí importante destacar que os modelos empregados no presente trabalho objetivam pre­

ver, por meio da metodologia da míedia volumíetrica, as propriedades gerais e macroscíopicas 
do escoamento por meios porosos. Tal modelo nãao íe indicado para os casos em que sãao 
relevantes as informaçcoães nas escalas dos poros.

Figura 1.1: Princípio da míedia volumíetrica aplicado a um meio poroso.

Fonte: Mobner and Radespiel (2015)

No presente trabalho objetiva-se a modelagem física, matemaítica, numíerica e computa­
cional de escoamentos laminares, incompressíveis e nãao-isotíermicos de fluidos newtonianos 
por meios porosos em regime transiente. Rotinas computacionais sãao desenvolvidas e 
simulaçcoães saão conduzidas a fim de validar o cíodigo e de analisar a influêencia de carac­
terísticas do meio poroso sobre o escoamento. As equacçoães sãao resolvidas em um domínio 
bidimensional euleriano cartesiano fixo pelo míetodo de diferençcas finitas. Emprega-se a 
metodologia do passo fracionado para o acoplamento pressãao-velocidade.
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Çapítulo 2

REVISÃO BIBLIOGRÃFIÇÃ

Neste capótulo, apresenta-se revisãao da literatura acerca da temaótica e da metodologia 
adotada para o presente trabalho. Os temas abordados tratam da modelagem matemóatica, 
numóerica e computacional de escoamentos laminares e incompressóveis de fluidos newtoni- 
anos por meios porosos.

2.1 Escoamentos por meios porosos

A modelagem de escoamentos por meios porosos óe formalmente introduzida ao meio 
acadâemico atravóes do trabalho de Darcy (1856), que apresenta observaçcoães e resultados 
para o fluxo de uma sóerie de fluidos por filtros de areia. O modelo matemaótico proposto por 
Darcy relaciona a perda de carga, consequente da interacçãao entre as fases fluida e sóolida, 
' viscosidade do fluido e a permeabilidade do meio. Embora tal modelo jó destacasse a 
influâencia da geometria e do arranjo das partóculas sóolidas, a caracterizacçãao geomóetrica 
do meio, bem como uma estimativa matemóatica precisa para a permeabilidade, nãao sãao 
definidas pelo francâes.

Desde o sóeculo XX o estudo de escoamentos por meios porosos, em especial de flui­
dos lineares, vem recebendo crescente destaque na pesquisa cientófica. As propriedades 
e caracterósticas da fase sóolida e sua traducçãao para o domónio matemóatico saão extensa­
mente trabalhadas em estudos experimentais. Nesse sentido, destaca-se Ergun (1952), 
que apresenta, em seu trabalho com colunas empacotadas, um ajuste experimental para a 
estimativa da permeabilidade que óe empregado atóe os dias atuais com certo sucesso.

Simultaneamente aos avançcos nos estudos empóricos, algum esforçco foi tambóem direcio­
nado ao desenvolvimento de metodologias teóoricas com o fim de modelar matematicamente 
escoamentos por meios porosos. Os trabalhos pioneiros partem de Hubbert (1957), que 
descreve uma soluçcaão em regime permanente para baixos nuómeros de Reynolds limitada 
a meios isotróopicos e domónios unidimensionais, e Whitaker (1964), que apresenta um 
desenvolvimento teóorico mais robusto para a lei de Darcy.

A limitada faixa de escoamentos que pode ser adequadamente modelada pela lei de 
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Darcy motivou estudos empíricos de escoamentos a elevados nuímeros de Reynolds. Destes, 
destaca-se o trabalho de Forchheimer (1901). Em seu estudo, um ajuste experimental íe 
proposto a fim de compensar os efeitos de natureza inercial negligenciados na lei de Darcy. 
Um termo proporcional ' energia cinética do sistema, corrigido pela permeabilidade e por 
fatores geométricos, é acrescentado ' formulaçao canonica de Darcy. O modelo resultante 
íe empregado em grande parte dos trabalhos subsequentes com algum sucesso na prediçcãao 
dos problemas estudados. A validade e consistâencia de tal modelo ée ainda avaliada em 
trabalhos recentes como os apresentados por Peszynska et al. (2010) e Jambhekar (2011).

Eé conveniente ressaltar que a modelagem de escoamentos por meios porosos ée ainda 

complementada por Brinkman (1947), que apresenta a influâencia das forçcas devido aos efei­
tos viscosos, relevantes principalmente para a continuidade dos esforçcos nas interfaces. A 
formulaçcaão integro-diferencial em mecâanica dos fluidos, no entanto, jaé prevâe tal influâencia. 
Sob essa perspectiva, ée suficiente que se empregue apenas o modelo de Darcy-Forchheimer.

Apesar da consolidacçãao da metodologia supracitada e do sucesso obtido em modelagens 
computacionais atée a presente data, estudos mais detalhados, conduzidos nas uéltimas 
déecadas, indicam que as téecnicas regentes nãao incorporam os efeitos da camada limite 
para valores intermediéarios do nuémero de Reynolds. Destaca-se o trabalho de Hsu et al. 

(1990), no qual um termo ajustado experimentalmente ée somado ao de Darcy-Forchheimer 
para a modelagem da resistâencia ao movimento, imposta em funçcaão do meio poroso. Tal 
termo é proporcional a dada potância da velocidade local e a fatores geométricos, que sao de 
difícil determinaçao. Por essa razão, a contribuicão será negligenciada no desenvolvimento 
mateméatico do presente trabalho.

A modelagem do transporte de energia téermica em meios porosos ée extensamente traba­
lhada no meio teoérico em funcçãao de sua grande aplicabilidade em processos industriais que 
envolvem rejeicçaão de cargas téermicas e transferâencia de espéecies. As propriedades fésicas 
do meio saão estimadas atravées da razãao voluméetrica das fases que o constituem, como 
apresentado por Vafai (2005). Saão alguns exemplos de produçcoães que tratam do assunto, 
segundo as metodologias de diferençcas-finitas e de Lattice Boltzmann, os trabalhos de Hsu 
et al. (1990), Chen et al. (2017), Kasaeian et al. (2017), Gancarczyk et al. (2018), Torabi 
et al. (2019) e Xu et al. (2019).

A aproximaçao de Boussinesq aplicada ' meios porosos, visando a modelagem dos 
efeitos gravitacionais associados aos gradientes de temperatura, ée apresentada em trabalhos 
como Kelihher et al. (2011) e Vu et al. (2018).

2.2 Metodologia da media volumetrica

Uma importante ferramenta para o desenvolvimento da modelagem integro-diferencial 
para meios porosos ée a metodologia da méedia voluméetrica, que pode ser empregada na 
derivaçcaão de equaçcãoes conténuas em sistemas multiféasicos. Isso significa que equaçcãoes que 
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descrevem fenâomenos de interesse em uma das fases do sistema podem ser ajustadas para 
produzir relacçoães que saão víalidas para todo o domínio. Nozad et al. (1985) apresentam essa 
metodologia no estudo de meios porosos, usando informacçãoes nas escalas das partículas 
porosas para obtençcãao de míedias volumíetricas de derivadas locais que saão vaílidas para 
qualquer regiaão do domínio.

Bear et al. (1990) apresentam o balancço macroscoípico de massa, da quantidade de 
movimento linear e da energia tíermica para as fases componentes do sistema. Para meios 
porosos, apresenta-se a definicçãao das equaçcãoes com as quais sãao modelados os esforçcos 
cisalhantes, os termos difusivos e advectivos e as simplificaçcoães dos termos nãao dominantes. 
A título de curiosidade (considerando os fins do presente trabalho), em regimes turbulentos, 
as deviaçcoães espaciais sãao acompanhadas de oscilaçcãoes no domínio temporal, o que introduz 
a necessidade de efetuar uma média temporal associada a metodologia da média espacial- 
volumétrica. Numerosos trabalhos são dedicados a avaliaçao da ordem de aplicaçao das 
méedias atée a definicçãao da dupla decomposicçãao, aparesentada por Pedras et al. (1998), que 
define a equivalâencia entre as diferentes ordens de derivaçcãao.

Através da metodologia da média volumétrica, e possével introduzir 's equacães dife­
renciais da quantidade de movimento linear e da energia os efeitos da fase séolida sobre 
o escoamento, como evidenciado nos trabalhos de Mobner and Radespiel (2015) e Wang 
et al. (2015). O presente trabalho objetiva modelar os efeitos macroscoépicos de uma fase 
séolida estaética e uniformemente distribuida pela estrutura porosa, de forma que os princi­
pais efeitos sobre a quantidade de movimento e sobre o transporte de energia téermica saão 
o arrasto adicional e a tortuosidade téermica.

2.3 Modelagens computacionais

Nessa secçaão serãao apresentados trabalhos canâonicos de modelagens numéerico-computacionais 
relacionados 'a mecâanica dos fluidos claéssica e a' modelagem de escoamentos em meios poro­
sos. Eé conveniente, em funcçaão da temaética do trabalho, tratar de produçcãoes que apresentem 

regimes laminares de escoamentos incompresséveis em doménios bidimensionais.

Um dos problemas cléassicos da mecaânica dos fluidos ée o caso da cavidade acionada por 
esteira (Lid Driven Cavity ou LDC). A modelagem bidimensional do problema ée desen­
volvida por Ghia et al. (1982). Seu trabalho, que apresenta um méetodo de alta ordem 
para solucçaão de escoamentos a' elevados nuémeros de Reynolds, ée frequentemente usado 
como referâencia para a validacçaão de modelagens computacionais. Posteriormente, a mode­
lagem dos efeitos téermicos ée incorporada ao problema, como exemplificado pelo trabalho 
de Santos et al. (2013).

O mesmo problema ée resolvido, tambéem 'a tétulo de validaçcãao, para uma cavidade pre­
enchida por uma estrutura porosa isotréopica. Assim como Ghia, Guo and Zhao (2002) 
apresentam os perfis das componentes de velocidade para diferentes nuémeros de Reynolds 
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e Darcy. A comparaçcõao entre os resultados possibilita a validaçcõao da modelagem do trans­
porte de quantidade de movimento linear em meios porosos.

Outro caso canêonico íe o da cavidade aquecida de maneiras diferentes nas paredes 
verticais (Differentially Heated Cavity ou DHC). Tal problema trata da modelagem da 
convecçao natural e, portanto, está intimamente ligado ' modelagem dos fenêmenos de 
transporte de massa e de energia tíermica. Este caso íe observado na literatura com certa 
frequêencia, como indicado pelos trabalhos de Davis (1983), Markatos and Pericleous (1984), 
Agrawal et al. (2000) e Gangawane et al. (2015).

Sabendo que as principais aplicacçõoes de estruturas porosas estaõo relacionadas ao au­
mento da eficiêencia no transporte de energia tíermica, íe natural que a soluçcaõo de casos 
como o DHC sejam exaustivamente trabalhados para meios porosos. Tal fato íe evidenci­
ado pelos trabalhos de Lauriat and Prasad (1987), Goyeau and Songbe (1996), Baytas and 
Pop (1998), Khanafer et al. (2003), Mohamad and Saeid (2004), Seta et al. (2006), Nazari 
and Sheikhzadeh (2013), Habbachi et al. (2017), Liu and He (2017), Ng and Su (2019) e 
Kefayati (2019).

Escoamentos sobre geometrias maciçcas imersas em canais constituem outra classe de 
problemas de interesse no ramo da mecêanica dos fluidos. Grande parte das aplicaçcõoes 
industriais estõo relacionadas a interaçao fluido-estrutura e o assunto tem recebido grande 
atençcõao nas uíltimas díecadas. Embora a aplicabilidade de modelagens bidimensionais seja 
limitada nesse setor, alguns trabalhos, como o de Breuer et al. (2000), ainda tratam do 
escoamento bidimensional sobre uma geometria fixa em um canal. Estudos semelhantes 
para geometrias porosas podem ser encontrados nos trabalhos de Fransson et al. (2004), 
Babu and Narasimhan (2010), Dhinakaran and Ponmozhi (2011), Mahdhaoui et al. (2017), 
Naito et al. (2018) e Anirudh and Dhinarakan (2018).

Alguns estudos sõo voltados ' modelagem e análise de problemas nõo isotérmicos com 
muíltiplas geometrias porosas em domínios bidimensionais, visando a otimizaçcaõo de equipa­
mentos como os trocadores de energia tíermica. O aumento substancial da íarea de contato 
com o fluido proporciona significativos ganhos em eficiêencia. Resultados computacionais 
sõao apresentados nos trabalhos de Chu et al. (2019) e Luo and Xu (2019). Problemas en­
volvendo o escoamento sobre e atravíes de estruturas porosas mais complexas, como híelices 
de turbinas e bordas de fuga de aeronaves, sõao modeladas nos trabalhos de Frackowiak 
et al. (2019) e Mobner and Radespiel (2017). A porosidade desses componentes confere 
significativas melhorias no sistema de arrefecimento e na acuística dos equipamentos sem 
comprometer sua integridade mecêanica.

O caso do escoamento sobre um degrau (Backward-Facing Step ou BFS) íe tambíem 
extensamente estudado na mecêanica dos fluidos visando a avaliaçcõao de escoamentos com 
separaçcõao, recirculaçcõao e recolamento, características presentes em numerosas aplicacçõoes 
em engenharia. Resultados computacionais deste problema podem ser encontrados nos 
trabalhos de Biswas et al. (2004), Erturk (2008) e Kopera et al. (2014). Diversos estudos 



20

experimentais sãao tambóem conduzidos, dos quais destaca-se o trabalho de Armaly et al. 

(1983), que seraó tomado como referâencia para a modelagem proposta no presente trabalho.
Alguns estudos sao dedicados ' analise da influância de obstóculos ' jusante de degraus 

sobre as caracterósticas do escoamento. As regiãoes de recolamento, por promoverem a 
mistura de parcelas mais e menos energóeticas, afetam significativamente os mecanismos 
de transferâencia tóermica. Nesse sentido, a introduçcaão de geometrias, sob determinadas 
condiçcoães e regimes de operacçãao, pode ser empregada a fim de compensar em parte os 
entraves ao transporte de energia devido a assimetria dos campos de pressãao e temperatura. 
O tema óe apresentado nos trabalhos de Chen et al. (2006), Selimefendigil and Oztop 
(2014), Chattergee et al. (2015) e Filho (2018). Ao conhecimento dos autores, naão sãao 
encontrados na literatura, atóe a presente data, resultados para obstóaculos porosos (que 
seraão apresentados no presente trabalho).
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Çapítulo 3

MODELO FíISIÇO

A primeira etapa do desenvolvimento do trabalho consiste na anóalise fósica do problema 
material, a fim de se determinar as varióaveis de interesse e propor suposiçcãoes e hipoóteses 
simplificadoras que viabilizem sua modelagem matemaótica. Para os fins do presente tra­
balho, óe possóvel modelar o fluido como newtoniano e o escoamento como incompressóvel. 
As propriedades fósicas da fase sóolida, que seróa considerada indeformóavel e estaótica, saão 
modeladas como homogâeneas e isotróopicas pelo domónio.

3.1 Escoamentos monofaísicos

Em escoamentos monofóasicos, consideram-se forçcas devido a pressaão, efeitos viscosos, 
campo gravitacional e efeitos tóermicos. Uma representaçcaão graófica dos esforçcos externos 
que atuam sobre uma cóelula euleriana, ou elemento diferencial de fluido, para o caso 
bidimensional óe apresentada na Figura (3.1). Eó importante salientar que as tensãoes de 

cisalhamento na realidade material apresentam, alóem das componentes coincidentes com a 
face, componentes ortogonais ' fronteira, que nao foram incluídas na ilustração para que 
sua clareza nãao seja comprometida.

O campo de temperatura atua sobre a massa especófica, e a diferençca no valor de 
tal propriedade para dada porcçaão de fluido em relaçcaão ao volume adjacente configura 
uma forçca, funcçãao do gradiente tóermico, associada ao campo gravitacional. O campo de 
temperatura tem influâencia tambóem sobre propriedades como a capacidade tóermica e a 
viscosidade dinaâmica do fluido, mas as alteracçãoes em tais parâametros sãao sutis e serãao 
desconsideradas para os fins deste trabalho.

3.2 Escala macroscoípica

Eó conveniente definir a escala macroscóopica, que estabelece a resoluçcaão da metodolo­

gia diferencial a ser desenvolvida no próoximo capótulo. A escala microscoópica apresenta 
resolução de ordem inferior ' das partículas solidas, de forma que os seus incrementos são
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Figura 3.1: Representação gráfica das forcas que atuam sobre uma célula euleriana.
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de ordem expressivamente menor do que a do comprimento característico dessas partículas 
e, simultaneamente, maior do que a escala molecular. Os incrementos macroscáopicos, por 
sua vez, sao de ordem superior ' do comprimento característico das partículas porosas, 
mas substancialmente inferior ' do domínio.

Nesse contexto, considerando a Fig.(3.2), supõe-se que dp >> dxi >> lm, onde dp 

representa o comprimento característicos das partículas síolidas, dxi representa o incre­
mento espacial na escala microscoípica e lm representa a escala molecular. Atravíes de tal 
desigualdade, qualifica-se a hipoítese do contínuo para a escala microscoípica. Aplicando 
a metodologia da mídia volumítrica às expressões que modelam o escoamento na escala 
microscoípica, obtíem-se as relaçcõoes empregadas na modelagem macroscíopica.

3.3 Escoamentos por meios porosos

Sobre uma cíelula macroscíopica, tratando-se agora de escoamentos por meios bifíasicos, 
atuam as forçcas indicadas na Fig.(3.1), alíem de uma forçca de contato, ou de arrasto, 
funcõo de parâmetros como porosidade, permeabilidade e velocidade local, que representa 
a resistância que a fase sílida impõe ao movimento do fluido.

Segundo a perspectiva macroscíopica, a fase soílida ainda introduz distorcçõoes nas pro­
priedades físicas relacionadas ao transporte de energia tíermica. No interior de estruturas 
porosas íe possível, por meio de uma míedia volumíetrica, estimar as propriedades físicas ge­
rais para dado volume diferencial. Propriedades como condutividade e capacidade tíermicas 
de uma matriz porosa saõo estimadas de acordo com tal metodologia. Eí conveniente ressal­

tar que a soluçcaõo do campo de temperatura, em consequâencia da míedia volumíetrica, deve
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Figura 3.2: Escalas micro e macroscéopica para a méedia voluméetrica em meios porosos.

Fonte: Vafai (2005)

assumir o equilébrio téermico entre as fases.
A hipéotese de uma fase séolida inerte introduz ainda efeitos de tortuosidade téermica, que 

estão relacionados à participaçao das fases nos termos advectivos e difusivos do transporte 
de energia téermica. No presente trabalho, modela-se o transporte por mecanismos difusivos 

(conduçcaão) nas duas fases e por mecanismos advectivos apenas na fase fluida, uma vez que 
a fase séolida ée estéatica. Os efeitos conjuntos destes mecanismos (convecçcãao), corrigidos 
por propriedades fésicas assiméetricas, resulta na tortuosidade téermica, que seraé observada 

em alguns resultados apresentados neste trabalho.

3.4 Domínios e condições de contorno

No presente trabalho serãao desenvolvidas e apresentadas as modelagens dos problemas 
canoânicos citados no capétulo anterior. Nesta seçcaão, explora-se os doménios computacionais 

e as condicçãoes de contorno para cada caso.

3.4.1 Cavidade acionada por esteira (LDC)

Objetiva-se modelar o escoamento em uma cavidade quadrada cuja parede superior ée 

mével e apresenta velocidade uniforme. Para este problema, impoe-se as componentes de 
velocidade a condiçcaão de contorno de primeiro tipo (Dirichlet). Todas as componentes nos 
limites do doménio, com excecçãao da componente horizontal da parede superior, devem ser 
fixadas com valor nulo. Os efeitos téermicos e gravitacionais sãao desconsiderados. Uma 
representaçcaão graéfica do doménio e das condicçoães de contorno para o caso da cavidade 
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acionada por esteira ée apresentada na Fig.(3.3).

Figura 3.3: Representaçcãao gréafica do doménio e das condiçcãoes de contorno para o caso da 
cavidade acionada por esteira.
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Fonte: Autoria proépria

3.4.2 Cavidade aquecida de maneiras diferentes (DHC)

Modela-se o escoamento em uma cavidade quadrada cujas paredes horizontais estãao iso­
ladas termicamente e as verticais apresentam temperaturas fixas e diferentes. O gradiente 
de temperatura promove a configuraçcãao de uma céelula convectiva sustentada por forcças 
devido o campo gravitacional. Para este problema, impãoe-se a condicçãao de velocidade nula 
para os limites do doménio, a condiçcãao de temperatura fixa para as paredes verticais e a 
condiçcãao de segundo tipo (Neumann) para a temperatura nas paredes horizontais. Os efei­
tos de transformaçcãao viscosa sãao desconsiderados. Uma representaçcãao graéfica do doménio 
e das condiçcãoes de contorno para o caso da cavidade aquecida de maneiras diferentes ée 
apresentada na Fig.(3.4).

Figura 3.4: Representaçcãao gréafica do doménio e das condicçãoes de contorno para o caso da 
cavidade aquecida de maneiras diferentes nas paredes verticais.
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3.4.3 Escoamento sobre um degrau (BFS)

Modela-se o escoamento isotérmico sobre um canal com variação de secão. Um perfil 
de velocidade uniforme é imposto na entrada, enquanto para a salda impãe-se as condicoes 
de Neumann para as componentes de velocidade e Dirichlet para a pressãao. Aléem desta 
primeira configuraçcãao, ée conveniente ainda modelar o escoamento sobre um obstéaculo 
poroso fixo posicionado a jusante de um degrau. Uma representaçcãao gréafica do doménio e 
das condicçãoes de contorno para o caso do escoamento sobre um degrau com um obstéaculo 
poroso cartesiano ée apresentada na Fig.(3.5).

Figura 3.5: Representaçcãao gréafica do doménio e das condiçcoães de contorno para o caso do 
cilindro poroso fixo a jusante de um degrau.

Fonte: Autoria proépria

3.4.4 Geometria imersa em um canal

Objetiva-se modelar o escoamento em um canal com condiçcãao de nãao deslizamento 
(admite-se a condiçcaão de Dirichlet para as componentes de velocidade nas paredes) no 
qual se fixa uma geometria porosa cartesiana. De forma anéaloga ao uéltimo caso, um 
perfil de velocidade uniforme ée imposto na entrada, enquanto na saéda as condiçcãoes de 
Neumann e Dirichlet sao impostas às componentes de velocidade e ' pressão, respecti­
vamente. Considera-se um campo gravitacional nulo (ou normal ao plano). Um termo 
fonte ée imposto para a temperatura da fraçcãao séolida na matriz porosa e a funçcãao de trans- 
formacçaão viscosa naão ée negligenciada para este caso. Eé importante notar que, uma vez 

que o campo gravitacional nao atua no plano do escoamento, não observa-se a influência 
dos efeitos téermicos sobre a quantidade de movimento linear. Uma representaçcaão graéfica 
do doménio e das condiçcãoes de contorno para o caso do canal com uma geometria imersa 
fixa ée apresentada na Fig.(3.6).
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Figura 3.6: Representação gráfica do domínio e das condições de contorno para o caso do 
cilindro poroso fixo em um canal.

3.5 Condição inicial

Admite-se, para todos os problemas desenvolvidos neste trabalho, condiçcãao inicial de 
repouso e equilábrio táermico.

3.6 Caracterizacçãao do escoamento

A caracterizaçcãao do problema áe fundamental uma vez que, escoamentos de diferentes 
fluidos, a dáspares velocidades no interior ou sobre geometrias com distintas dimensãoes ca­
racterísticas podem apresentar comportamentos semelhantes. A equivalência das condicães 
de operaçcãao pode ser deduzida ao relacionar as proporçcãoes entre os mecanismos de trans­
porte envolvidos no escoamento. Nesta seçcaão, os paraêmetros adimensionais que carac­
terizam os escoamentos e as fases que compãoem o sistema, bem como sua formulaçcãao 
matemaítica, saão apresentados.

3.6.1 Caracterização dinamica

A dinaêmica dos escoamentos íe geralmente caracterizada pelo nuímero de Reynolds (Re), 
que pode ser calculado atravíes da Eq.(3.1).

Re = VL,
V

(3.1)

onde V representa a velocidade, imposta em uma parede ou na entrada de um canal, 
L representa o comprimento característico e V representa a viscosidade cinemíatica do 
fluido, relação entre sua viscosidade dinêmica (p) e massa específica (p). O adimensional 
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de Reynolds pode ser interpretado como a razão entre os efeitos advectivos e os efeitos 
difusivos.

Acerca da dinâmica de problemas com geometrias imersas, destacam-se os coeficientes 
de arrasto (Cd) e sustentacao (Cl), calculados através das Eqs.(3.2) e (3.3). Tais adimen- 
sionais relacionam os fatores geométricos do obstéculo 's forças que este exerce sobre o 
fluido nas direçães horizontal e vertical, respectivamente. Além de uma valiosa ferramenta 
de validaçcãao, estes sãao parâametros de grande relevâancia para projetos aerodinâamicos.

Cd =
2Fx

pV2Af ’
(3.2)

Cl =
2Fy 

pV 2Af ’
(3.3)

onde Fx e Fy saão as forçcas resultantes nas direcçãoes horizontal e vertical, respectivamente , 
e Af ée a projecçaão da aérea do corpo na direcçaão do escoamento. Para um cilindro de base 
quadrada, a projeçcãao da éarea equivale a' sua dimensãao caracteréstica (Af = L).

Para problemas periéodicos, ée ainda possével caracterizar o escoamento em funcçãao de 
uma frequâencia adimensional, denominada nuémero de Strouhal (St). Tal parâametro ée 
determinado de acordo com a seguinte equacçãao:

(3.4)St = fL St = V ’

onde f representa a frequâencia do sinal.

3.6.2 Caracterização térmica

A caracterizacçãao dos fenâomenos téermicos ée relacionada a uma ampla combinaçcãao de 
paraâmetros. Para os fins do presente trabalho, ée conveniente destacar os adimensionais de 
Prandtl (Pr), Rayleigh (Ra) e Nusselt (Nu).

O nuémero de Prandtl ée definido pela razãao entre a difusividade da quantidade de 
movimento linear e a difusividade téermica, e pode ser calculado pela seguinte equacçãao:

^C
k

(3.5)

onde C representa a capacidade téermica do meio e k a sua condutividade téermica.
O nuémero de Rayleigh ée funçcaão da razãao entre os efeitos gravitacionais e os efeitos 

viscosos e do nuémero de Prandtl. Tal adimensional ée calculado atravées da equaçcãao:
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Ra = g^ T - , (3.6)
va

onde g representa o campo gravitacional, representa o coeficiente de expansão tórmica, 
Ts a temperatura de uma superfície de referência e 7X a temperatura de referência.

O nuómero de Nusselt, por sua vez, representa a proporçcãao de mecanismos difusivos e 
advectivos no transporte de energia tóermica. Para baixos valores de Nusselt, observa-se 
predominêancia da conduçcãao tóermica, enquanto maiores valores expressam a predominaência 
da advecçcãao. Este adimensional óe definido matematicamente de acordo com a seguinte 
equacçaão:

L
AT

dT 
dx ’

(3.7)

onde T representa o campo escalar de temperatura e AT representa a diferençca entre 
temperaturas de referêencia.

3.6.3 Caracterização do meio poroso

O meio poroso pode ser definido em funcao de propriedades como porosidade (s), 
permeabilidade (K), razão de condutividade (A) e numero de Darcy (Da).

A porosidade ó definida como a razão entre o volume ocupado pelo fluido ) e o 
volume total da estrutura porosa ($t). Para um meio poroso homogêneo e isotropico, 
tal propriedade óe vaólida tanto para uma cóelula na escala macroscóopica, quanto para a 
estrutura em sua escala material.

E = —
^t

(3.8)

A permeabilidade pode ser interpretada como a permissividade do meio ao movimento 
do fluido. A estimativa matematica de tal propriedade, segundo Ergun (1952), óe funçcãao 
da porosidade, do comprimento característico das partóculas solidas e de um fator ajus­
tado experimentalmente (a), como indicado na Eq.(3.9). Eó conveniente ressaltar os ajustes 

experimentais propostos por Ergun, que serãao empregados tambóem para o termo de For- 
chheimer (F), apresentado na Eq.(3.10). Nestes, a assume o valor de 150 e b assume o 
valor de 1, 75.

K=
E3d2 

a(1 — e)2 ’
(3.9)
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(3.10)

A razaão de condutividade expressa a relacçãao entre a condutividade efetiva do meio 
poroso e a condutividade do fluido, como indicado 'a seguir:

km
A = 7’ (3.11)

onde os subscritos f e m se referem 'as propriedades do fluido e do meio poroso, respecti­
vamente.

Finalmente, o nuémero de Darcy relaciona a permeabilidade do meio ao seu compri­
mento caracteréstico em dada direcçãao (Ki, Li). Tal paraâmetro pode apresentar caraéter 
anisotréopico, mesmo em um meio homogâeneo e isotréopico, se a estrutura porosa ée as- 
siméetrica.

Ki
Dai = 72 ■ i Li2

(3.12)
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Capítulo 4

MODELO MATEMATICO DIFERENCIAL

A representacçãao simbéolica do problema fésico, segundo as hipéoteses assumidas, ée feita 
por meio da modelagem matemaética, para o fim de avaliar quantitativamente propriedades 
de interesse. A sua elaboracçãao, se conduzida de maneira criteriosa, deve proporcionar 
respostas condizentes com a realidade material.

O desenvolvimento diferencial requer a hipoétese do conténuo. Para que as propriedades 
fésicas do fluido sejam constantes, deve-se determinar um volume-limite (elemento diferen­
cial) que seja pequeno o suficiente para eliminar as incertezas de caréater macroscéopico e, 
simultaneamente, grande o suficiente para eliminar as de caraéter microscéopico. A variaçcãao 
das propriedades nas escalas definidas no capítulo anterior é suave e conveniente a hipotese 
do conténuo. Admite-se, portanto, a metodologia diferencial, que seraé fundamentada no 
balançco de massa e energia e no emprego da segunda lei de Newton em um sistema fluido 
infinitesimal.

4.1 Campo de aceleração

A segunda lei de Newton, aplicada ao sistema fluido infinitesimal, requer a definicçãao 
do campo vetorial de aceleraçcãao. Um campo de velocidade experimenta uma aceleraçcãao, 
ou taxa de variaçcãao, que ée funçcaão dos doménios temporal e espacial. No presente trabalho, 
trata-se de um espaco bidimensional, sobre o qual a aceleração é dada como indicado a 
seguir:

dV dV / d u dv \
~dt = ~ãt + \ dX + ãy) ’ (.)

onde V representa o vetor de velocidade, u sua componente horizontal e v a sua compo­
nente vertical.

A derivada temporal total (aceleraçcãao total), apresentada do lado esquerdo da Eq.(4.1), 
equivale ' soma dos efeitos da aceleracão local (taxa de variação no domínio temporal) e 
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da aceleração advectiva (taxa de variaçao no domínio espacial).

4.2 Equação diferencial do balanço de massa

Considera-se um volume de controle cartesiano fixo de dimensoães (dx, dy, dz). Infere-se 
que a massa deste elemento óe descrita em funcçãao da soma dos efeitos locais e de transporte 
(fluxo) sobre tal propriedade. Empregando o Teorema do Transporte de Reynolds (TTR) 
para o balanço de massa no volume diferencial, chega-se ' seguinte expressao:

d'' + E AA — E ' A V = 0’ 4'

onde ) representa o volume do elemento diferencial e Ai representa um vetor de direcao 
normal ' da componente de velocidade e de módulo equivalente a projecão da órea do 
elemento em tal direçcaão.

O primeiro termo do lado esquerdo da Eq.(4.2) expressa a influêencia dos efeitos locais, 
enquanto os termos remanescentes correspondem aos efeitos de fluxo. Para elementos de 
arestas muito reduzidas, aproxima-se do caso de um elemento diferencial, que permite a 
seguinte simplificacçãao:

dPd) ~P dx dy dz. 
dt y (4.3)

Estendendo essa aproximacçãao aos termos de fluxo, obtóem-se a equaçcãao diferencial do ba- 
lancço móassico de um volume de controle infinitesimal.

|p + v V (4.4)

Para o escoamento incompressível (que implica em uma taxa de variação desprezível 
para a massa especófica) em um espacço bidimensional, no qual a profundidade (dz) óe 
desprezada, define-se a equaçcãao da continuidade:

v • V = du + dv = 0. 
dx dy

(4.5)

A Eq.(4.5) garante que o balançco de massa, em um elemento infinitesimal, seja respeitado.

4.3 Equaçcãao diferencial da quantidade de movimento 
linear

As forçcas externas, atuantes sobre o volume de controle cartesiano fixo definido na 
seçcãao anterior, originam uma variaçcãao na quantidade de movimento, que pode ser descrita
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segundo o TTR como indicado abaixo:

E F=d d V" '+ E (miV Lida - (miV )entrada , (4-6)

onde 52 F representa a resultante das forças externas e m representa o fluxo mássico.
A integral de volume na Eq.(4.6) á tratada de forma análoga 'quela da equaçao (4.3), 

aproximando-se de um termo diferencial. Assim como proposto para o balançco maíssico, 
desenvolve-se o cáalculo em detrimento de uma das trêes dimensãoes espaciais (dz):

d d
— (Vpdd) & — (pV) dx dy. (4.7)

Tal porçao, somada ao fluxo líquido de quantidade de movimento, resulta em uma 
relaçcãao entre as forcças externas e a aceleraçcãao total, consequente de sua açcãao, sobre uma 
partácula que ocupa o volume de controle.

d d d I" dp
ídt (pV) + dx(p^V) + dy-' V V S + V(pV) + pdt dx dy

(d V dV d V\
(.ãt+ u • ~dX + v • ~ãX)'

(4.8)

d d d

O primeiro termo do lado direito da equaçcãao equivale a equaçcãao da continuidade (4.5), 
que pode ser aproximado 'a zero para um escoamento incompressável, e o termo remanes­
cente representa a aceleraçcãao total da massa que ocupa instantaneamente o volume de 
controle:

d V d V dV = dV 
dt + U dx + V dy dt'

Assim, á possível reescrever a equaçao (4.8) da seguinte maneira:

dV
> y F = p dt dx dy.

(4.9)

(4.10)

Observa-se que o somatáorio de forçcas externas atuantes sobre um elemento diferen­
cial equivale ao produto da massa (p dx dy) pela aceleracão (dV), como já proposto pela 
mecanica classica. E possível, ainda, descrever a resultante das forças em funcao do ‘vo­

lume' do elemento (que, para o caso bidimensional, corresponde a' aárea, produto de dx por 
dy), como indicado na equacçãao (4.11). Uma vez definida a resultante sobre o elemento 
diferencial, parte-se para o tratamento das forçcas externas citadas no modelo fásico.

£F = dV 
dd p dt (4.11)

A forcça gravitacional atua sobre toda a massa do sistema de maneira uniforme, sua 
modelagem diferencial para um domínio bidimensional faz uso da definição da equaçao
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(4.10) e do campo gravitacional:

dFg = p g dx dy. (4.12)

A direcao de dFg é definida pela direção do campo vetorial gravitacional (g). E conveniente 
descrever a força em função do volume do elemento, como indicado a seguir:

dFg 
~M =p g. (4.13)

Forcças devido os efeitos viscosos sãao de caréater superficial, ou seja, resultam de tensoães 
sobre as superfécies do volume de controle. Essas tensoães sãao o produto, por sua vez, do 
movimento relativo entre as partéculas de fluido.

Tij =
Txx Txy

Tyx Tyy
(4.14)

A Eq.(4.14) apresenta o tensor de tensãoes para um doménio bidimensional. Os efeitos 
léquidos sãao obtidos pela diferençca entre as tensoães atuantes em cada par de superfécies, 
indicadas na figura (3.1). As equaçcãoes abaixo apresentam os valores de forcças percebidas pelo volume de controle nas direçcãoes x e y, respectivamente.

dFvis,x — Txx
dx dy -

+
dTxx\

dx ]
dx dy • i + Tyx dx dy —

3t \yx
dy ) dx dy • 1,

(4.15)

dFvis,y — Tyy dx dy — +
dTyy\

dy J
dx dy • j + Txy dx dy — +

dT \xy

dx ]
dx dy • j.

(4.16)

Os sémbolos 1 e j representam versores que assumem as direçães dos eixos horizontal e 
vertical, respectivamente, em relaçcaão ao referencial inercial. Somando os termos do lado 
direito das equacçoães (4.15) e (4.16), tem-se:

dFvis,x —
dT 3tUl.r.r J '7 ‘ yx 

dx dy
dx dy • 1, (4.17)

dF„i.,s — (dxdy .j. (4.18)

A forcça de superfécie léquida atuando sobre o elemento diferencial pode tambéem ser descrita
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em função de seu volume:

vis,x

dd
d d \ „

Ti Txx + t; Tyx I • 1 dx dy j
(4.19)

vis,y

dd
d _d_ A ~
dyTyy + ãxTxy) 'J- (4.20)

Observa-se que o vetor (dFvis/dd) possui como componentes na direcães x e y os valores 
correspondentes às equaçães (4.19) e (4.20), respectivamente. E possível reescrever o valor 

de dFvis através da definicão de divergente:

dFvis

dd = VTij, (4.21)

de forma que

d . d .
dx 1 + dy J'

As forças devido a pressão também são forças de superfície. Assim, a sua influência 
sobre o volume de controle íe modelada pela soma dos seus efeitos ao longo da fronteira. 
Considerando o diagrama dado em (3.1), nota-se que uma variaçcãao de pressãao ao longo de 
dada direcçãao resulta em uma forçca que pode ser calculada pelas Eqs. (4.23) e (4.24).

dFp,x
px - + lí)

dx dy • 1 = dPdx dy • 1,
dx

(4.23)

dF =p,y
py— (p“+ '

dx dy • j = dpdx dy • j. 
dy y J (4.24)

E também possível descrever a força específica devido ao campo de pressão utilizando a 
definiçcaão de divergente, apresentada na equaçcãao (4.22).

dFp

dd
= — Vp. (4.25)

Substituindo as equacçãoes (4.13), (4.21) e (4.25) na equaçcãao (4.11), tem-se a equaçcãao 
diferencial da quantidade de movimento linear para um elemento fluido infinitesimal:

EF
dd

dV
= Z'dt = Pg — VP + VTij'

(4.26)

Para fluidos newtonianos, a taxa de deformaçcaão ée diretamente proporcional ao gradiente 
de velocidade. A tensãao de cisalhamento pode ser calculada atravées dessa propriedade,
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corrigindo o gradiente pelo coeficiente de viscosidade dinâmica (White, 2011).

d Vi
T = (4.27)

Fazendo uso dessa propriedade de fluidos lineares para reescrever o ultimo termo do lado 
direito da equacão diferencial da quantidade de movimento linear, chega-se ' equação de 
Navier-Stokes na sua forma vetorial:

dV
p d/ = pg - Vp + V2V. (4.28)

Esta é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem que modela escoamentos incom- 
pressíveis em regime transiente para fluidos lineares.

4.4 Equação diferencial da energia termica

As equaçcaão diferencial da quantidade de movimento, apresentada na Eq.(4.28), modela 
a dinâamica de escoamentos em detrimento dos efeitos téermicos. Para que estes sejam 
inseridos ' modelagem, de acordo com a proposta do presente trabalho, deve-se resolver 
ainda o campo de temperatura, que ée afetado por fenoâmenos difusivos e advectivos.

A equaçao integral da energia para um volume de controle é apresentada ' seguir:

d 
dt

Q -We-Wv= p(V • n)dA, (4.29)

onde Q representa o fluxo téermico, W e representa o trabalho de eixo (imposto por uma 
fonte externa), W v representa o trabalho devido as tensãoes de cisalhamento, e representa 
a energia contida no volume de controle e n é um versor de direção normal a fronteira do 
elemento de éarea infinitesimal.

Para o presente trabalho, negligencia-se os efeitos da radiaçcãao, considerando apenas 
o fenâomeno da conduçcaão pelas fronteiras do sistema. A conducçãao, ou difusãao téermica, ée 
modelada segundo a lei de Fourier:

q=-kVT, (4.30)

onde T representa o campo escalar de temperatura. Considerando o volume de controle 
indicado na figura (3.1), um fluxo téermico na direçcaão x ée descrito segundo a relaçcãao abaixo:

Qx=
( + 9qx\q + ãxj dy - qx dy. (4.31)

Os termos do lado direito representam os fluxos pelas faces verticais do elemento. O 
processo ée reproduzido tambéem para o fluxo na direcçãao y, pelas faces horizontais. Somando 
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os efeitos de entrada e saída de energia tíermica pelas fronteiras, obtíem-se a equacçõao de 
transferâencia de energia tíermica por conduçcaõo para o elemento diferencial:

Q=v(kvT). (4.32)

Voltando ' equaçao (4.29), considera-se o trabalho de eixo nulo para o volume de 
controle estabelecido (We = 0). O trabalho devido as forcas viscosas (Wv), por sua vez, í 
modelado pelo produto da velocidade por sua componente de tensõao e pela dimensaõo da 
fronteira. Para as faces verticais, tem-se

onde

W»x wx+
dwx\
dx } dy - wxdy = (4.33)

wx (uTxx + VTxy) • (4.34)

O procedimento descrito acima íe reproduzido para as faces horizontais e a soma das com­
ponentes pelo domínio resulta na equaçcõao da taxa líquida de trabalho devido os efeitos 
viscosos.

Wv d \ d
dX(uTxx + VTxy) + dy (uTyx + VTyy) • (4.35)

Eí possível ainda reescrever a equaçcaõo (4.35) usando a definiçcõao de divergente, como indi­

cado a seguir:

W,
dd

(4.36)

Na literatura íe comum a divisaõo do termo apresentado acima em duas parcelas. Uma 
deve indicar o trabalho em funçcõao da taxa de variacçõao das tensõoes no plano, enquanto a ou­
tra deve descrever a transformaçcaõo viscosa, que expressa a fracçõao da energia de movimento 
que seraí transformada, em funçcõao de efeitos viscosos, em energia tíermica.

v • (Vr(,) = V(VTij) + S. (4.37)

Na Eq.(4.37), a primeira parcela do lado direito representa a taxa de variaçcõao dos es- 
forcços nos planos de acçõao das tensõoes e S representa a funçcõao de transformaçcõao viscosa. 
Em um escoamento bidimensional, para um fluido linear e incompressível, a funçcõao de

= -v • V •

dwx , 
ãxr rfy-
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transformaçcãao viscosa ée modelada da seguinte maneira:

$ = 2 +2
2

\dtlj
(du 3f\2 
\dy + dx) (4.38)+

Desenvolvendo o lado direito da equaçcãao (4.29), que corresponde ao teorema do trans­
porte de Reynolds para a energia em um elemento infinitesimal, sabe-se que a alteraçcãao 
da energia e seu fluxo pelas fronteiras ée descrito de acordo com a relaçcãao abaixo:

d (L +L (e+p) v • -■=(p|f+v • ^p+p^ • v) ■ ■'

Substituindo as equaçcãoes (4.32), (4.37) e (4.39) na equaçcãao (4.29), obtéem-se:

+ V • Vp + pV • v) = V(kVT) + V(VTij) + $.

A energia contida no volume infinitesimal equivale a soma das energias interna (u), 
e potêncial gravitacional:

(PddU + PV2 + PgV + V • Vp + pV • v) = V(kVT) + V(VTij) + $.

(4.40)

cinéetica

(4.41)

Com o fim de simplificar a expressaão, deduz-se desta o produto da equacçaão da quantidade 
de movimento linear pela velocidade , dado abaixo:

d
Pdt(V2) = PgV - V • Vp + VVTij. (4.42)

Eé importante notar que, para a equaçcãao (4.41), o termo que carrega o campo gravitacional 

diz respeito a energia potêencial, e portanto a velocidade associada a tal termo deve ser 
referenciada ao sistema de coordenadas inercial (r = V). Jéa na equaçcãao (4.42), esse termo 
se relaciona ao campo de pressãao, que ée funçcãao da coluna de fluido sobre o ponto. Sua 
posicão, portanto, deve ser referenciada em relacao ao nível de fluido (Ly — y), de forma que 
sua derivada corresponde ao inverso daquela obtida para a energia potencial gravitacional 
(r = —V).

A soma das equacçãoes (4.41) e (4.42) suprime as parcelas das energias cinéetica e gravi- 
tacional, o produto do Laplaciano da pressãao pela velocidade e o divergente do tensor de 
tensãoes.

du
p— + p(VV) = V(kVT) + $.dt (4.43)

Eé possével ainda simplificar a equaçcãao ao considerar que as propriedades fésicas saão 

aproximadamente constantes para as variaçcoães téermicas a serem modeladas , como proposto 
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no capítulo anterior. Essa suposição permite expressar a energia interna como o produto da 
capacidade térmica pela temperatura. Assim, para escoamentos incompressíveis, tem-se:

pC = V(kVT) +

onde

dT = dT dT dT 
dt dt + dx + dy

(4.44)

(4.45)

4.5 Aproximaçcãao de Boussinesq

Atíe entaão, o desenvolvimento teíorico do problema trata do campo de velocidade de 
forma independente do campo de temperatura. Isto íe, os efeitos da velocidade sãao carre­
gados para o campo de temperatura, mas os efeitos tíermicos nãao saão observados no campo 
de velocidade, jía que nãao hía nenhum termo que relaciona o campo tíermico a uma variaçcãao 
da quantidade de movimento linear na equaçcãao (4.28).

E importante lembrar que, como apresentado no modelo físico, a aproximação de Bous- 

sinesq se fundamenta na hipoítese de que as variaçcãoes da massa específica do fluido (devido 
o gradiente tíermico) sãao sutis e podem ser negligenciadas para todos os termos, que naão o 
da forca gravitacional, sem grandes prejuízos a modelagem.

Esta metodologia íe recorrente na solucçãao de escoamentos nãao-isotíermicos jía que apre­
senta um baixo custo computacional e íe capaz de modelar satisfatoriamente fenêomenos 
tíermicos para variacçãoes suaves na massa específica.

Considera-se um valor de referência para a massa específica (po). Gradientes tórmicos 
introduzem variaçães (Ap), que podem ser definidas da seguinte forma:

Ap = p — po, (4.46)

de maneira que a forcça de empuxo íe dada pela relaçcãao:

Ft = (Po + Ap) g. (4.47)

Eí possível avaliar a forçca de empuxo atravíes da variaçcãao da temperatura em torno 

da temperatura de referêencia (To) ao corrigir sua diferençca pelo coeficiente de expansaão 
tórmica (fi), de forma que a força de empuxo ó reescrita como segue:

Ft = Pofi (T — To)g. (4.48)

Finalmente, ao unir os efeitos do empuxo aqueles já explicitados na deduçao das 
equaçcãoes de Navier-Stokes, tem-se a equaçcaão vetorial da quantidade de movimento linear 
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para um volume infinitesimal segundo a aproximaçcaão de Boussinesq:

dV
p— = pfi(T - To)g - Vp + ^V2V. (4.49)

Para gases ideais, a constante de expansãao téermica equivale ao inverso da temperatura de 
referância, propriedade que é estendida ' modelagem proposta neste trabalho.

4.6 Modelo diferecial para escoamentos por meios po­

rosos

A modelagem macroscoépica de Darcy-Forchheimer para escoamentos por meios porosos 
propãe a incorporaçao de um termo fonte, apresentado na Eq.(4.50), ' equacão diferencial 
da quantidade de movimento linear. A expressaão pode ser interpretada, portanto, como 
o arrasto, ou resistâencia ao transporte da quantidade de movimento linear, em funçcaão da 
interação do fluido com as partículas sólidas.

- vpp = K+ Fp|V|V
VK

(4.50)

onde VPp ée a queda de pressaão devido a interaçcaão com o meio poroso. O segundo termo 
do lado direito da equaçcãao, que corresponde ao termo de Forchheimer, apresentaraé maiores 
impactos sobre a quantidade de movimento linear para maiores nuémeros de Reynolds locais, 
enquanto o primeiro, que corresponde ' lei de Darcy, teró maior representatividade para 
menores valores do adimensional. Este termo fonte, portanto, associa as baixas velocidades 
a correção linear, relacionada aos esforços viscosos, e 's altas velocidades a correção não 
linear, relacionada aos efeitos inerciais.

Para a modelagem dos fenâomenos téermicos, a equaçcãao diferencial da energia téermica 
deve modelar os efeitos difusivos, que ocorrem para as fases séolida e fluida, e os efeitos 
advectivos, que serão estendidos apenas ' fase fluida. As propriedades físicas do meio 
poroso podem ser estimadas através de uma média volumétrica, funcão da porosidade (s), 
como apresentado por Vafai (2005). A tétulo de exemplo, sãao apresentadas as Eqs. (4.51) 
e (4.52), usadas para estimar a capacidade téermica e a condutividade téermica do meio.

(pC)m=s(pC)f+(1-s)(pC)s, (4.51)

km = skf + (1 - s)ks, (4.52)

onde os subscritos f, s e m se referem 'as propriedades do fluido, soélido e do meio poroso, 
respectivamente.

As equaçcãoes da continuidade, da quantidade de movimento linear e da energia para 
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escoamentos atravíes de um meio poroso isotríopico sõao apresentadas abaixo:

(4.53)V • (eV) = 0,

(PC)m ~dt + (PC)f V • VT = kmV2T + S.

(4.54)

(4.55)

E importante ressaltar que, para uma porosidade constante nos domínios temporal e 
espacial, a Eq.(4.53) assume a forma da Eq.(4.5), apresentada na seçcõao 4.2. O con­

junto de equacçõoes apresentado íe empregado na modelagem de escoamentos laminares, 
incompressíveis e nõao isotíermicos de fluidos newtonianos atravíes de estruturas porosas 
homogâeneas em regime transiente.

Para a modelagem de escoamentos por regioões nõao porosas, a resistâencia ao movimento, 
prevista pela correçcõao de Darcy-Forchheimer, e os efeitos da tortuosidade tíermica sõao 
suprimidos, e as Eqs. (4.54) e (4.55) sao reduzidas 's clíssicas equações diferenciais da 
quantidade de movimento linear e da energia, apresentadas nas Eqs. (4.56) e (4.57).

d v 1
+ (V • V) V = - - Vp - g . (T - To) + V V2V, 

dt p

dT
(pC)f — + (pC)f V • VT = kf V2T + S.

(4.56)

(4.57)
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Capítulo 5

MODELO NUMERICO-COMPUTACIONAL

Uma vez desenvolvido o modelo mateméatico diferencial, parte-se para a solucçãao do 
sistema de equaçcãoes definido pelas equaçcãoes da continuidade, da quantidade de movi­
mento linear e da energia. A sua soluçcãao matemaética-analética, no entanto, séo ée possével 
para condiçcãoes de pequena complexidade, incapazes de representar satisfatoriamente os 
fenômenos materiais. A soluçao de casos mais complexos, com maiores graus de liber­
dade, requerem a utilizaçcaão de méetodos numéericos, que fornecem soluçcãoes aproximadas 
das equacçãoes diferenciais.

5.1 Malha computacional

O méetodo numéerico se fundamenta na discretizacçãao de um problema conténuo e na sua 
solucão através do uso de métodos de convergência. Ou seja, baseia-se na tradução de um 
problema que possui um conjunto infinito de informaçcoães para um conjunto finito, e na 
soluçcãao do sistema de equaçcoães atravées de iteraçcãoes pelo méetodo numéerico.

Os doménios computacionais, descritos no modelo fésico, consistem de geometrias Car- 
tesianas. Estes serãao discretizados uniformemente nas direçcãoes x e y. Sãao confeccionadas 
trêes malhas deslocadas entre si de meio passo espacial, de forma que o centro das céelulas 
eulerianas sãao coincidentes com a malha de pressãao e temperatura, as faces verticais sãao 
coincidentes com a malha de velocidade horizontal (u) e as faces horizontais sãao coinciden­
tes com a malha de velocidade vertical (v). Uma representaçcãao gréafica da discretizaçcãao 
espacial ée apresentada na Fig.(5.1). Ainda, a ilustraçcãao apresenta céelulas fantasmas, lo­
calizadas nas regiães adjacentes às fronteiras do domínio, que serão empregadas para a 
definicçãao de condicçãoes de contorno sobre limites nãao coincidentes.

Para uma discretizacçãao uniforme, uma funçcãao de um espaçco bidimensional pode ser 
descrita da seguinte forma:

M — {(tN ,xi ,yj); tN — NAt, xi — I Ax, yj — J Ay,

N — 0, 1, . . ., tF, I — 0, 1, . . ., Lx, J — 0, 1, . . . , Ly} (5.1)
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Figura 5.1: Representaçcãao gríafica da malha computacional.

• u — Velocidade Horizontal

O v — Velocidade Vertical

♦ p, T — Pressão e Temperatura

Fonte: Autoria proípria

5.2 Modelo numérico

As equacçoães diferenciais parciais que modelam os problemas propostos apresentam, no 
domínio espacial, termos advectivos, de primeira ordem, e termos difusivos, de segunda 
ordem. Para a discretizaçcãao dos termos de caríater advectivo, utiliza-se a expansãao em 
síerie de Taylor em torno do ponto (x, y, t), fazendo um incremento e um decremento em 

cada direcçãao. O processo íe indicado abaixo para a componente horizontal da velocidade 
na direçcaão x:

u (x + Ax, y, t) = u(x, y, t) + Ax— 
dx

Ax2 d2u
2 dx2

Ax3 d3u
3! dx3

Ax4 d4u 
+ 4! dx4 + (5.2)

u (x — Ax, y, t) = u(x, y, t) — Ax^ Ax2 d2u
2 dx2

Ax3 d3u
3! dx3

Ax4 d4u
4! dx4 + (5.3)

+ +

+ +

Subtraindo a equacçãao (5.3) de (5.2), obtíem-se a relaçcãao indicada a seguir:

du 2Ax3 d3u 2Ax5 d5u
u(x + Ax,y,t) — u(x — Ax,y,t) = 2Ax— + 3! — + 5! dx5 + (5.4)

Isolando a derivada de primeira ordem, obtíem-se a formulaçcãao de diferençcas centradas 
(Central Difference Scheme ou CDS):

du u(x + Ax,y,t) — u(x — Ax,y,t) Ax2 d3u Ax4 d5u
dx = 2A 3Tdx3 — X5Tdx5 —''' ’ (-) 
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a qual pode ser reescrita como:

du u(x + Ax,y,t) — u(x — Ax,y,t) Ax2(n 1) d(2n 1)u
dx 2Ax (2n — 1)! dx(2n-1) ’

(5.6)

onde o somatório representa o erro numérico do processo de discretizacão do CDS.
Para a discretização dos termos difusivos, emprega-se uma metodologia semelhante 

'quela usada para os termos advectivos, expandindo a componente da velocidade em torno 
de (x,y,t) com um incremento e um decremento no domínio espacial. Esse procedimento 
retorna 'as equaçcãoes (5.2) e (5.3), que dessa vez serãao somadas:

d2u 
u(x + Ax, y, t) + u(x — Ax, y, t) = 2u(x, y, t) + Ax2 . +

dx2

2Ax4 d4u
4! dx4 +

2Ax6 d6u
6! dx6

+ ...

(5.7)

Isolando a derivada de ordem menor, tem-se o móetodo de diferencças finitas para a segunda 
ordem:

d2u u(x + Ax,y,t) — 2u(x,y,t) + u(x — Ax,y,t) 2Ax2 d4u 2Ax4 d6u
dx2 Ax2 4! dx4 6! dx6 ’

(5.8)

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

d2u u(x + Ax,y,t) — 2u(x,y,t)+ u(x — Ax,y,t) 2 Ax2n d2(n+1)u 9)
dx2 = Ax 2(n + 1)! dx2(n+1) ’ (-)

n=1

onde o somatoório, novamente, representa o erro numóerico do processo de discretizaçcãao.
A discretização no domínio temporal se dó através da expansao em série de Taylor, 

empregada na obtençcãao da Eq.(5.2), para a derivada de primeira ordem. Expandindo a 
funcçãao em torno do ponto (x, y, t) e isolando o termo de ordem menor, obtéem-se a Eq.(5.10).

du u(x,y,t + At) — u(x,y,t) Ax(n-1) dnu (510)
dt = At n dF ’ (’ )

n=2

Infere-se, atravées da anéalise das Eq.s (5.6), (5.9) e (5.10), que o processo de discretizaçcãao 
empregado no presente trabalho apresenta um erro de primeira ordem no domínio temporal 
(O(At)) e de segunda ordem no domínio espacial (O(Ax2)). A metodologia apresentada 
nesta seçcaão, para o campo vetorial da componente horizontal da velocidade , íe empregada 
na soluçcaão numíerica dos demais campos vetoriais e escalares, que serãao apresentados a 
seguir.
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5.2.1 Componentes de velocidade

Essa parte do trabalho é dedicada ao processo de discretizacão das equações diferenciais 
das componentes da quantidade de movimento linear segundo a metodologia apresentada 
nesta seçcaão. As Eq.s (4.54) e (4.56) podem ser traduzidas para o doménio discreto na 
forma de uma uénica equaçcaão. Para tanto, faz-se uso de duas matrizes coincidentes das 
componentes horizontal e vertical da velocidade. As matrizes sãao usadas simplesmente 
para separar regiãoes porosas e naão porosas. Seu conteuédo, que seraé binéario, naão possui 
significado fésico.

A fim de simplificar a escrita e o raciocénio, pode-se interpretar as matrizes como 
funçoes delta de Kronecker (5). As matrizes que marcam o meio poroso e multiplicam 
os termos relacionados ' correspondente modelagem, devem apresentar valores unitérios 
em regioães contempladas pela estrutura porosa e valores nulos fora de tal estrutura. As 
matrizes que marcam regioães nãao porosas saão preenchidas com valores complementares.

Os valores modificados das componentes horizontal e vertical da velocidade (“ e v, 
respectivamente) podem entaão ser estimados pelo méetodo numéerico atravées das Eq.s (5.11) 
e (5.12).

mN
TI-1,J 

2To

At N “I+1,J — “T-1,j

£ 5p + 5f “IJ 2Ax

At u uT+i,j — 2uIJ + uT-i,j

Ax2

ui,j = - (£ 5p + 5f) At^
+ TIN,J

I,J 1

At
s 5p + 5f

At u
+------

P

vIN,J 

uIN, J+1

At pI,J - pI-1,J 
gx — (£ àp + òf)

P
uNuNuI,J+1 - uI,J-1
—----------- ’----  — £

2Ax
— 2uIJ + “Ij -1

a

Ax

, FIVJ|“Nj
' .K +

- ? 5p pk<j+“'■J ’

(5.11)

NN 
ti,j-i + ti,j

2To

At N vT,j+i— vT,j-1 

£ òp + òf V',j 2Ay

At u vT+i,j— 2vNj+ vT-i,j +
Ax2 +

Vi,j = - (£ òp + òf) At^

At
£ òp + òf 

At u vI,J+1 -

At
gy - (£ òP + òf) ~

P
vNvNN vI+1,J - vI-1,J

uT j -------- !—------------- !---------£ òpI,J 2Ax p

2vNj + vNj -i

Ay2

NNPNj - Plj-1 _

Ay

F |V'Nj |vNj +
Vk +

- £òppKvT,j+ vT,j’ (5’12)

P

1

P P

onde òp e òf saão as funcçoães delta de Kronecker usadas para marcar regioães porosas e naão 
porosas, respectivamente.

A metodologia do passo fracionado para o acoplamento pressaão-velocidade propãoe que 
os campos no préoximo passo temporal sejam calculados, a partir dos campos modificados, 
atravées da correcçaão do campo escalar de pressaão. A correcçãao de pressãao (po) ée calculada, 
como indicado na Eq.(5.13), a partir da equaçcãao da continuidade. As componentes modi­
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ficadas sao corrigidas pela correção de pressão, como indicado nas Eq.s (5.14) e (5.15). O 
campo de pressão é atualizado a cada passo temporal como indicado na Eq.(5.16).

V2po = Pf V • V «
r dt At

ui+i,j — ui,j + vi,j+i — vi,j
Ax Ay

(5.13)

N+1
I,J

At
= ui,j--------

Pf Ax
(5.14)

N+1 At
VI,J = vI,J- —Pf

poI,J- poI,J-1 

. Ay
(5.15)

u

pI,J = pI,J + pIo,J. (5.16)

5.2.2 Campo de temperatura

As Eq.s (4.55) e (4.57), que modelam o transporte de energia termica, tambem podem 
ser reescritas em uma unica forma discreta, como indicado na Eq.(5.17). Para tanto, duas 
novas matrizes binarias e coincidentes com o campo de temperatura sãao confeccionadas.

J = At(5f af + õp am)
N N N 

ti+i,j 2Ti,j +
Ax2

+
N N N

Ay2

At(pC f 

õf (pC )f + õp(pC )m

õpAt

uNNj
rrN _ rrN
TI+1,J tI-1,J

2Ax
V?j

NN tI,J+1 ti,j-i

2Ax
+

(e)qf + (1 - g)qs 

(pC )m
+ õf At

qf 

(PC )f
+

_________ PI,.J__________ 

õp(PC )m + õf (PC
+ TN , + TI,J, (5.17)

onde q e um termo fonte para a temperatura (função de transformaçao de energia termica) 
e os parâmetros u e v representam os valores das componentes de velocidade interpolados 
(coincidentes com a matriz de temperatura). A funcçaão de transformaçcaão viscosa em sua 
forma discreta (^NJ) é calculada segundo a expressao abaixo:

vN vN

Ay

N N N
UI,J+1 + U/+1,J+1 — UI,J-1 — uI+1,J-1 +

*Nj = 2p
uN uN

Ax

2

+ 2P

2 N N N 2 
vIN+1,J + vIN+1,J+1 - vIN-1,J - vI-1,J+1

4Ay 4Ax

2

+

P

(5.18)
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(5.19)

(5.20)

5.2.3 Oscilações numéricas e condicões de convergência

Acerca da modelagem numérica, é importante atentar-se as condicães de convergência 
para a combinacão dos métodos numéricos utilizados. Para garantir a convergência do 
sistema sem oscilaçães significativas no campo de velocidade é necessério limitar a malha 
em funcão do numero de Reynolds calculado localmente (ReL):

„ pV Ax
ReL =--------

A reduçcãao do nuémero de divisãoes espaciais (aumento do valor de Ax) resulta nãao apenas 
em uma perda de precisaão, mas pode tambéem introduzir oscilacçãoes numéericas (se ReL > 2), 
que nao sao físicas, mas simplesmente consequentes do processo de discretização.

Uma relaçcãao semelhante deve ser respeitada para reduzir as oscilacçãoes numéericas sobre 
o campo de temperatura. Recomenda-se baixos valores do numéero de Péeclet calculado 
localmente (PeL). Idealmente esse valor ée menor do que aquele empregado no presente 
trabalho (PeL < 2). Tal valor naão seréa referêencia para as simulacçoães a serem conduzidas 
em funcçãao da consequente elevacçãao do custo computacional, fator relevante uma vez que 
os coédigos produzidos nãao foram paralelizados.

VAx 
PeL =-------a

A relaçcãao entre os incrementos espaciais e temporal tambéem deve ser avaliada, como 
proposto por Courant et al. (1967). A metodologia numéerica empregada no desenvolvi­
mento deste trabalho ée explécita e o sistema resultante ée condicionalmente estéavel. Para 
que a convergêencia do méetodo seja garantida, a constante de CF L deve ser, para proble­
mas bidimensionais, menor que a quarta parte da proporcçãao entre os incrementos espacial 
e temporal corrigidos pela viscosidade cineméatica do fluido.

5.3 Soluçcõao de Sistemas Lineares

Com a conclusãao do processo de discretizaçcãao, define-se a metodologia para a soluçcãao 
dos sistemas lineares resultantes. No presente trabalho, sãao empregados os méetodos de 
Gauss-Seidel e dos Gradientes Conjugados. Considerando os fins deste trabalho, o desen­
volvimento mateméatico de tais metodologias nãao seréa detalhado.

O méetodo de Gauss-Seidel fornece, para alguns casos especéficos, respostas mais réapidas, 
com um menor nuémero de iteraçcoães por incremento temporal. Observou-se no desenvolvi­
mento do trabalho, no entanto, que tal método é sujeito ' grandes oscilacães no numero 
de iteraçcoães para casos em que ocorrem variaçcoães significativas nas propriedades fésicas do 
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domínio. Assim, o método é custoso e inconveniente ' solucão de casos com geometrias 
imersas.

No que diz respeito ' convergência, o metodo dos Gradientes Conjugados apresenta re­
sultados consistentes para todos os casos. O nuémero de iteraçcãoes por incremento temporal 
é reduzido lentamente, em contraste ao método de Gauss-Seidel, mas não está sujeito ' os- 
cilacçãoes significativas. De forma geral, conclui-se que o méetodo dos Gradientes Conjugados 
ée o mais apropriado, dentre os trabalhados, para a soluçcãao dos casos propostos.

5.4 Modelo computacional

A conclusaão da modelagem numéerica possibilita a implementaçcaão de rotinas computa­
cionais. O céodigo ée desenvolvido em FORTRAN90, linguagem de programaçcaão utilizada no 
MFSim, céodigo desenvolvido no Laboratéorio de Mecêanica dos Fluidos Computacional da 
Universidade Federal de Uberlêandia. Em trabalhos futuros, a modelagem aqui apresentada 
para escoamentos por meios porosos seraé reproduzida no céodigo do laboratéorio.

A rotina ée confeccionada de modo a permitir a féacil configuracçãao dos casos a serem 
simulados por dois arquivos externos. O primeiro deve conter especificacçãoes sobre a ge­
ometria do domínio e das estruturas porosas e o numero de divisães em cada direçao. 
O segundo deve conter as especificacçãoes das condicçãoes de contorno (valor imposto para 
componentes da velocidade, temperatura ou fluxo téermico) para cada fronteira.
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Capítulo 6

RESULTADOS

Neste capétulo sãao expostos os resultados computacionais para os problemas propostos. 
As simulacçãoes sãao conduzidas com o fim de validar o coédigo implementado e de avaliar 
a influâencia de parâametros do meio poroso, como porosidade e permeabilidade, sobre as 
caracterésticas do escoamento.

6.1 Cavidade acionada por esteira

Objetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressével em uma 
cavidade de tampa deslizante que apresenta velocidade constante e uniforme. As condiçcãoes 
de contorno para este caso saão apresentadas no diagrama da Fig.(3.3). As simulaçcãoes sãao 
conduzidas para valores do nuémero de Reynolds de 100, 400, 1000 e 3200. Os resultados 
do presente trabalho, em t = 120 segundos, saão confrontados com os resultados em regime 
permanente apresentados no trabalho de Ghia et al. (1982).

Para este caso, define-se um doménio computacional quadrado de aresta de 1 m, 
composto de 120 céelulas em cada direçcãao, nuémero de divisãoes que configura um incre­
mento espacial de aproximadamente 8, 33 mm. O incremento temporal ée fixo e equivale a 
6, 95 • 10-6 s, ou 6, 95 ^s, valor significativamente menor do que o indicado pela condição 
de CFL. Incrementos dessa magnitude nãao saão limitantes para este primeiro caso uma 
vez que sua soluçcãao converge para um arranjo permanente, associado 'a baixos nuémeros de 
iteraçcãoes pelo méetodo de Gauss-Seidel.

A comparacçaão entre os resultados computacionais obtidos no presente trabalho e os 
resultados de referâencia ée apresentada a seguir.

Observa-se, atravées da anaélise das Figs.(6.1) e (6.2), que as linhas de corrente e os 
comprimentos de recirculaçcãao obtidos estãao de acordo com a referâencia. A fim de com­
plementar essa primeira anaélise, de caraéter qualitativo, comparam-se ainda os perfis de 
velocidade, apresentados a seguir.
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Figura 6.1: Linhas de corrente obtidas no presente trabalho para: (a) Re — 100, (b) 
Re — 400, (c) Re — 1000 e (d) Re — 3200.

Fonte: Autoria proépria

Figura 6.2: Linhas de corrente apresentadas no trabalho de Ghia et al. (1982) para: (a) 
Re — 100, (b) Re — 400, (c) Re — 1000 e (d) Re — 3200.

(a) (d)(b) (c)

Fonte: Autoria proépria

Figura 6.3: Resultados computacionais para o caso da cavidade com Re — 100.

U
(a) Componente horizontal da velocidade.

_---------------,---------------,---------------,--------------- ,---------------_
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0x

L
(b) Componente vertical da velocidade.

Fonte: Autoria préopria

Os perfis de velocidade saão obtidos por meio de sondas posicionadas sobre uma linha 
de simetria da cavidade. A linha que contém as sondas deve ser normal ' direcão da 
componente de velocidade a ser armazenada.
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Figura 6.4: Resultados computacionais para o caso da cavidade com Re = 400.

(a) Componente horizontal da velocidade.
L

(b) Componente vertical da velocidade.

Fonte: Autoria proépria

Figura 6.5: Resultados computacionais para o caso da cavidade com Re = 1000.

(a) Componente horizontal da velocidade. (b) Componente vertical da velocidade.

Fonte: Autoria proépria

Observa-se que os resultados computacionais obtidos no presente trabalho estãao de 
acordo com aqueles apresentados por Ghia et al. (1982). Os incrementos espaciais e tem­
poral empregados foram suficientes para capturar com apreciéavel exatidãao o transporte da 
quantidade de movimento linear, como evidenciado pela proximidade, entre os resultados, 
nos pontos de méaximo e ménimo.

6.2 Cavidade aquecida de maneiras diferentes

Objetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressével em uma 
cavidade de paredes estéaticas submetida a um gradiente de temperatura. As condiçcoães
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Figura 6.6: Resultados computacionais para o caso da cavidade com Re = 3200.

(a) Componente horizontal da velocidade. (b) Componente vertical da velocidade.

Fonte: Autoria propria

de contorno para este caso são apresentadas no diagrama da Fig.(3.4). As simulações são 
conduzidas para valores do numero de Rayleigh de 103, 104, 105 e 106. Os resultados do 

presente trabalho, em t = 120 segundos, saão confrontados com os resultados em regime 
permanente apresentados no trabalho de Gangawane et al. (2015).

Para este caso, define-se um domínio computacional quadrado de aresta de 0,5 m, com­
posto de 100 células em cada direção, numero de divisões que configura um incremento 
espacial de 5, 0 mm. O incremento temporal é fixo e equivale a 2, 5 ^s, grandeza que, 
analogamente 'quela empregada para o caso da cavidade acionada por esteira, é significa­
tivamente menor do que a indicada pela condicçaão de CF L. Justifica-se a sua dimensãao em 
funcao da homogeneidade das propriedades físicas pelo domínio que, associada ao trans­
porte suave da quantidade de movimento por fenômenos térmicos, resulta em um baixo 
nuémero de iteraçcoães por incremento temporal pelo méetodo de Gauss-Seidel.

A comparacçãao entre os resultados computacionais obtidos no presente trabalho e os re­
sultados de referência é apresentada a seguir. Observa-se, através da análise das Figs.(6.7) 
e (6.8), que os iso-contornos de temperatura obtidos estao em concordancia com os apre­
sentados na referêencia. Para o fim de comparar quantitativamente as soluçcoães, conduz-se 
ainda uma comparacçãao dos valores do nuémero de Nusselt (valores méedios e calculados 
localmente) na parede fria.

A Fig.(6.9) apresenta os valores locais do nuémero de Nusselt calculados sobre a parede 
fria. Nota-se que os valores obtidos no presente trabalho se aproximam aos da referêencia 
para maiores nuémeros de Rayleigh. A razãao pela qual o maior desvio entre os resultados 
associa-se ao menor valor do adimensional pode residir no fato de que o trabalho conduzido 
por Gangawane et al. (2015) se fundamenta no méetodo de Lattice Boltzmann, enquanto o 
presente trabalho se fundamenta no méetodo de diferençcas finitas.

A Tabela (6.1) ée elaborada a fim de comparar os valores méedios do nuémero de Nusselt
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Figura 6.7: Iso-contornos de temperatura obtidos no presente trabalho para: (a) Ra = 104, 
(b) Ra = 105 e (c) Ra = 106.

(a) (b) (c)

Fonte: Autoria propria

Figura 6.8: Iso-contornos de temperatura apresentados no trabalho de Gangawane et al.
(2015) para: (a) Ra = 104, (b) Ra = 105 e (c) Ra = 106.

(c)

Figura 6.9: Numero de Nusselt calculado localmente para o presente trabalho e para o 
trabalho de Gangawane et al. (2015) para P r = 0, 71 e Ra de: (a)104, (b)105 e (c)106 .

Nu
(a)

Nu
(b) (c)

Fonte: Autoria propria

com os trabalhos de Davis (1983), Padilla et al. (2013), Gangawane et al. (2015) e Duarte 
(2017).

Os trabalhos de Duarte e Padilla tratam da modelagem tridimensional da conveccão 
natural em uma cavidade cubica. E possível observar que a introducao da dimensao 

remanescente nao proporciona alteraçoes significativas para o cálculo do numero de Nusselt
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Tabela 6.1: Nuímero de Nusselt míedio na parede fria para diferentes valores do nuímero de 
Rayleigh.

Ra = 103 Ra = 104 Ra = 105 Ra = 106

Presente trabalho 1,118 2,248 4,542 8,966
Gangawane et al. (2015) - 2,257 4,570 8,816

Davis (1983) 1,118 2,243 4,519 8,800
Duarte (2017) 1,072 2,090 4,390 8,901

Padilla et al. (2013) 1,072 2,068 4,427 8,865

nas arestas (ou paredes) para os regimes de operaçao simulados. O fato de as informações 
serem armazenadas sobre a linha de simetria, posiçõo mais distante possível das paredes 
do cubo, também contribui para as pequenas discordâncias entre os resultados.

6.3 Escoamento sobre um degrau

Objetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressível sobre um 
canal que apresenta uma brusca variaçcõao de seçcaõo. As condiçcõoes de contorno para este 
caso sõao apresentadas no diagrama da Fig.(3.5), onde L representa dada dimensõao do 

domínio em funçao da altura do degrau (h = Lleft), de forma que Lbl = 20 h, Lbr = 52 h 
e Lright = 2 h. As simulaçcoões sõao conduzidas para valores do nuímero de Reynolds de 100 
e 389. Efeitos gravitacionais sõao desconsiderados. Os resultados do presente trabalho, em 
t = 10 segundos, sõao confrontados com os resultados em regime permanente apresentados 
no trabalho experimental conduzido por Armaly et al. (1983).

Define-se um incremento espacial uniforme de 5 mm e um incremento temporal fixo 

de 10-4 s. Sondas sõao posicionadas sobre determinadas seçcoões transversais do canal para 

captura do valor da componente horizontal da velocidade. Os comprimentos de recola- 
mento tambíem sõao avaliados. Os resultados computacionais obtidos no presente trabalho 
e os resultados de referâencia sõao apresentados a seguir.

As Figs.(6.10) e (6.11) apresentam as linhas de corrente do escoamento sobre um degrau 
para os casos simulados. Para valores do nuímero de Reynolds de 100 e 389, obtíem-se 
comprimentos de recolamento de 2, 69 h e 8, 11 h, respectivamente. Tais valores estõao 
proíximos daqueles apresentados pela referâencia, de 2, 60 h e 8, 20 h.

Percebe-se, atravíes da aníalise das Figs.(6.12) e (6.13), que os perfis de velocidade 
obtidos para os dois regimes de operaçcaõo estaõo em concordâancia com aqueles apresentados 
por Armaly et al. (1983). Eí possível afirmar, portanto, que os incrementos espaciais e 

temporal empregados foram suficientes para capturar com apreciíavel exatidõao o transporte 
de quantidade de movimento linear.
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Figura 6.10: Linhas de corrente sobre o moídulo da velociade em vista ampliada para o 
escoamento bidimensional sobre um canal com Re = 100.

Fonte: Autoria proípria

Figura 6.11: Linhas de corrente sobre o moídulo da velociade em vista ampliada para o 
escoamento bidimensional sobre um canal com Re = 389.

Fonte: Autoria proípria

Figura 6.12: Perfis de velocidade para o escoamento bidimensional sobre um canal para 
Re = 100.

u/U ■ ■■

Fonte: Autoria príopria
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Figura 6.13: Perfis de velocidade para o escoamento bidimensional sobre um canal para 
Re = 389.

u/U .

Fonte: Autoria propria

6.4 Cavidade porosa acionada por esteira

Objetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressível em uma 
cavidade porosa de tampa deslizante que apresenta velocidade constante e uniforme. As 
condições de contorno para este caso são idênticas 'quelas do caso não poroso, apresenta­
das no diagrama da Fig.(3.3). As simulações sao conduzidas para valores do numero de 
Darcy de 10-4, 10-3 e 10-2 e um nuímero de Reynolds de 10. Os resultados do presente 

trabalho, em t = 80 segundos, sãao confrontados com os resultados em regime permanente 
apresentados no trabalho de Guo and Zhao (2002).

Inicialmente, define-se um domínio computacional quadrado de aresta de 0, 25 m, com­
posto de 50 cíelulas em cada direcçaão, nuímero de divisoães que configura um incremento 
espacial de 5 mm. O incremento temporal é fixo e equivale a 2, 5 p,s. Os resultados com­
putacionais obtidos no presente trabalho e os resultados de referêencia saão apresentados a 
seguir.

Observa-se, das Figs.(6.14), (6.15) e (6.16), que apresentam os perfis de velocidade sobre 
as seçcoães de simetria da cavidade, que o nuímero de Darcy estía diretamente relacionado 'a 
resistêencia que o meio poroso ofereceraí ao transporte de quantidade de movimento linear. 
Este comportamento íe tambíem evidenciado pela aníalise da Fig.(6.17), que apresenta as 
linhas de corrente sobrepostas ao domínio, colorido pelo valor absoluto da velocidade.

Os resultados computacionais obtidos no presente trabalho estãao de acordo com aqueles 
apresentados por Guo and Zhao (2002). Os incrementos espaciais e temporal empregados, 
como no caso da cavidade nãao porosa, foram suficientes para capturar com apreciíavel 
exatidaão o transporte de quantidade de movimento linear.

O modelo para escoamentos por meios porosos deve aproximar-se daquele empregado 
para um caso monofaísico quando o meio íe caracterizado por altos valores de porosidade e
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Figura 6.14: Resultados computacionais para o caso da cavidade porosa com Re = 10 e 
Da = 10-4.

(a) Componente horizontal da velocidade

L

(b) Componente vertical da velocidade

Fonte: Autoria proépria

Figura 6.15: Resultados computacionais para o caso da cavidade porosa com Re = 10 e 
Da = 10-3.
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Fonte: Autoria préopria

permeabilidade. De fato, ao considerar um valor unitaério para a porosidade e um elevado 
valor para a permeabilidade, observa-se que a Eq.(4.54) é reduzida a Eq.(4.56). Neste 
sentido, novas simulaçcoães sãao conduzidas com a finalidade de demonstrar a equivalêencia 
entre as modelagens.

Modela-se o escoamento bidimensional, laminar e incompressível em uma cavidade 
porosa, composta predominantemente de fluido (s = 0, 99). As simulacães sao conduzidas 
para valores do nuémero de Reynolds de 100, 400 e 1000 e um nuémero de Darcy de 104. Os 
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Figura 6.16: Resultados computacionais para o caso da cavidade porosa com Re = 10 e 
Da = 10-2.

u
U

(b) Componente vertical da velocidade(a) Componente horizontal da velocidade

Fonte: Autoria própria

Figura 6.17: Linhas de corrente sobre o absoluto da velocidade para Re = 10: (a) Da = 
10-4, (b) Da = 10-3 e (c) Da = 10-2.

(a) (b) (c)

Fonte: Autoria proópria

resultados do presente trabalho, em t = 80 segundos, são confrontados com os resultados 
em regime permanente apresentados no trabalho de Ghia et al. (1982), utilizados para a 
validação do caso não poroso.

Os resultados obtidos para um meio poroso composto preponderantemente por fluido 
estao em concordancia com aqueles esperados para um meio monofósico, o que indica 
um bom fechamento entre os modelos. Eó conveniente ressaltar que as ligeiras deviaçcoães 

entre as respostas estão associadas a pequena fraçao da fase sólida imposta a modelagem 
deste caso. A convergencia do mótodo numerico ó claramente afetada pela combinação dos 
valores impostos ' porosidade e ao adimensional de Darcy. Logo, certo cuidado deve ser 
dedicado para configuraçães próximas 'quelas de um meio monofósico e de uma estrutura
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Figura 6.18: Resultados computacionais para o caso da cavidade porosa com £ = 0’ 99 
Da = 104 e Re = 100.

(a) Componente horizontal da velocidade (b) Componente vertical da velocidade

Fonte: Autoria préopria

Figura 6.19: Resultados computacionais para o caso da cavidade porosa com £ = 0’ 99 
Da = 104 e Re = 400.

(a) Componente horizontal da velocidade (b) Componente vertical da velocidade

Fonte: Autoria proépria

macicça.
Os valores créticos de porosidade e permeabilidade saão funcçãao da metodologia numéerica 

e, ao conhecimento dos autores, o assunto naão ée trabalhado de forma direta para escoa­
mentos por meios porosos. A experimentacçaão virtual, conduzida durante a execucçaão do 
presente trabalho, no entanto, indica que a convergência do modelo implementado é garan­
tida para valores de porosidade contidos no intervalo fechado de [0, 6 • 10-2, 99, 97 • 10-2] 
para nuémeros de Darcy contidos em [10-7’ 105].



59

Figura 6.20: Resultados computacionais para o caso da cavidade porosa com e = 0, 99 
Da = 104 e Re = 1000.

(a) Componente horizontal da velocidade (b) Componente vertical da velocidade

Fonte: Autoria propria

6.5 Cavidade porosa aquecida de maneiras diferentes

Objetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressível em uma ca­
vidade porosa de paredes estaticas submetida a um gradiente de temperatura. As condicoes 
de contorno para este caso são identicas aquelas impostas para o caso nao poroso, apresen­
tadas no diagrama da Fig.(3.4). A razao de aspecto e a razao de condutividade assumem 
valores unitarios. As simulaçães são conduzidas para valores do numero de Darcy de 10-5, 
10-4, 10-3 e 3 • 10-3 e um numero de Rayleigh fixo de 106. O meio poroso é homogêneo 
e composto predominantemente por fluido (e = 0, 9). A solucçaão transiente em t = 20 mi­
nutos físicos é comparada aos resultados em regime permanente apresentados no trabalho 
de Lauriat and Prasad (1989).

Para este caso, define-se um domínio computacional quadrado de aresta de 0, 32 m, 
composto de 32 cíelulas em cada direçcãao, nuímero de divisoães que configura um incremento 
espacial de 1, 0 cm. O incremento temporal é fixo e equivale a 10, 0 ^s. Os resultados 
computacionais obtidos no presente trabalho e os resultados de referêencia sãao apresentados 
a seguir.

Os iso-contornos de temperatura obtidos estaão de acordo com a literatura. A influêencia 
do nuémero de Darcy sobre o campo de temperatura, como observado nas Figs.(6.21) e 
(6.22), esté diretamente relacionada ' adveccão de energia térmica. O aumento na per­
meabilidade reduz a resistêencia que a fase séolida impãoe ao movimento do fluido, que seraé 
responséavel por transportar energia téermica de forma mais eficiente que a conducçaão téermica 
do meio.

Nota-se, atravées da anaélise dos iso-contornos, os efeitos da tortuosidade téermica, co-
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Figura 6.21: Iso-contornos de temperatura para a convecçcãao natural em uma cavidade 
quadrada obtidos em t = 20 minutos para X =1, Pr = 0.71, Ra = 106, e = 0.9: (a)
Da =1 • 10-5, (b) Da =1 • 10-4, (c) Da =1 • 10-3, (d) Da = 3 • 10-3.

Fonte: Autoria proípria

Figura 6.22: Iso-contornos de temperatura para a convecçcãao natural em uma cavidade 
quadrada segundo Lauriat and Prasad (1989) para X = 1, Pr = 0,71, Ra = 106, e = 0,9: 
(a) Da =1 • 10-5, (b) Da =1 • 10-4, (c) Da =1 • 10-3, (d) Da = 3 • 10-3.

(c) (d)

Fonte: Autoria príopria

mentada em capítulos anteriores. Observa-se um estiramento das curvas sobre a diagonal 
da cavidade, em contraste aos resultados apresentados na Fig.(6.7). Tal fato se deve 'a des- 
proporçcaão das propriedades físicas do meio que se relacionam aos mecanismos condutivo 
e advectivo do transporte de energia.

As linhas de corrente para os dois trabalhos, apresentadas nas Figs.(6.23) e (6.24) 
tambíem estaão em concordêancia. Eí p o s sível observar a influêencia do nuímero de Darcy 

sobre os efeitos advectivos tambíem por meio da anaílise deste píos processamento. Os me­
nores valores de permeabilidade conferem aos escoamentos características similares 'aquelas 

obtidas em cíelulas de convecçcãao para um meio monofíasico 'a baixos nuímeros de Rayleigh, 
nas quais imperam os efeitos da conduçcãao tíermica.

Ainda, a fim de fornecer uma comparaçcãao de caraíter quantitativo entre os trabalhos, 

confecciona-se a Tabela (6.2), que apresenta os valores míedios para os nuímeros de Nusselt 
na parede fria da cavidade. Modelam-se casos semelhantes aos apresentados anteriormente, 
para diferentes valores do nuímero de Rayleigh e um nuímero de Darcy fixo de 10-4. Os 

resultados estãao, mais uma vez, de acordo com aqueles encontrados na literatura.
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Figura 6.23: Linhas de corrente para a convecção natural em uma cavidade quadrada 
obtidos em t = 20 minutos para À = 1, Pr = 0, 71, Ra = 106, e = 0,9: (a) Da = 1 • 10-5, 
(b) Da =1 • 10-4, (c) Da =1 • 10-3, (d) Da = 3 • 10-3.

(c) (d)

Fonte: Autoria proépria

Figura 6.24: Linhas de corrente para a convecçcãao natural em uma cavidade quadrada 
segundo Lauriat and Prasad (1989) para À = 1, Pr = 0, 71, Ra = 106, e = 0, 9: (a) 
Da = 1 • 10-5, (b) Da = 1 • 10-4, (c) Da = 1 • 10-3, (d) Da = 3 • 10-3.

(a) (b) (c) (d)

Fonte: Autoria proépria

Tabela 6.2: Nuémero de Nusselt méedio na parede fria de uma cavidade porosa para dife­
rentes valores do nuémero de Rayleigh.

Ra = 106 Ra = 107 Ra = 108

Presente trabalho 1,07 3,14 12,59
Lauriat et al. (1989) 1,07 3,02 12,42

6.6 Escoamento sobre um obstáculo poroso a jusante 
de um degrau

Objetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressével sobre e 
atravées de um cilindro poroso de base quadrada fixo a jusante de um degrau. As condiçcãoes 

de contorno para este caso sãao apresentadas no diagrama da Fig.(3.5), onde D representa 
o comprimento caracteréstico do cilindro e L representa dada dimensãao do doménio em 

funcçãao da altura do degrau (h = Lleft), de forma que Lbl = 20 h, Lbr = 52 h e Lright = 2 h. 
A posiçcãao do corpo poroso ée fixa em xc = 2 D e yc = h. Simulaçcãoes saão conduzidas para um 
campo gravitacional nulo. Os casos sãao configurados com o fim de avaliar separadamente 



62

a influêencia da porosidade e do nuémero de Darcy sobre as caracterésticas do escoamento.
Para um meio de porosidade fixa, os maiores valores do nuémero de Darcy (e os maio­

res valores de permeabilidade) estao associados às partículas de dimensães características 
mais signficativas. A relacçãao mateméatica entre os paraêmetros ée observada na Eq.(3.9). A 
interpretaçcãao fésica dessa caracteréstica reside no fato de que, para dado volume de parti- 
culado, tanto a aérea de projecçãao, quanto a éarea de contato superficial, saão proporcionais 
ao nuémero de partéculas. Tal condiçcaão implica no aumento das forçcas que devem atuar 
sobre o fluido devido efeitos inerciais e viscosos, que se relacionam diretamente às éreas de 
projeçcaão e de contato superficial.

Diferentes valores de porosidade, associados a um valor fixo do numero de Darcy, entre­
tanto, se relacionam simultaneamente com diferentes proporçcoães voluméetricas e dimensãoes 
caracterésticas. Para dado nuémero de Darcy, aumentos na proporcçãao voluméetrica de fluido 
devem ser acompanhados de reduçcãoes no comprimento caracteréstico e um consequente 
aumento no nuémero de partéculas que compãoem o meio poroso. A reduçcaão da porosidade 
é intuitivamente associada ' redução da resistência que o meio exerce ao movimento do 
fluido por suas fronteiras e no seu interior. No entanto, o aumento no numero de partículas 
estéa, como susodito, associado a um aumento das forcças devido efeitos inerciais e viscosos.

Espera-se, de acordo com as consideraçcãoes expostas, que, dos dois paraêmetros, o nuémero 
de Darcy seja mais influente sobre as caracterésticas do escoamento. Para avaliar a validade 
da argumentacçãao, sãao conduzidas, para o nuémero de Darcy de 10-2, simulacçãoes para os 

valores de porosidade de 0, 1, 0, 2, 0, 5 e 0, 9. Para um meio de porosidade fixa de 0, 1, 
sãao conduzidas simulaçcãoes para valores do nuémero de Darcy de 10-4, 10-3, 10-2 e 10-1. 
Eé conveniente ressaltar que a dimensãao caracteréstica para o céalculo do adimensional de 

Reynolds para este caso não corresponde a aresta do cilindro, mas ' dimensão Lright do 
canal.

Define-se um incremento espacial uniforme, de aproximadamente 6, 67 mm, e um in­
cremento temporal fixo, de 10-4 s. As linhas de corrente, traçcadas sobre a magnitude de 

velocidade, saão apresentadas nas Figs.(6.25) e (6.26). Os comprimentos de recolamento 
para as diferentes configuracçãoes do caso sãao apresentados na Fig.(6.27). Ainda, sondas sãao 
posicionadas ao longo de seçcãoes transversais do canal a fim de avaliar as alteracçoães sobre 
os perfis de velocidade em funcçãao da variaçcãao independente dos parêametros. Os perfis de 
velocidade obtidos saão apresentados nas Figs.(6.28) e (6.29).

Pela anéalise dos resultados, ée possével verificar que, de fato, o comprimento de re- 
colamento ée alterado de maneira mais signficativa em funçcãao do nuémero de Darcy. Eé 

interessante observar que, para os casos simulados, o aumento da porosidade proporcionou 
uma reduçcãao no comprimento de recolamento. Entende-se que, para o nuémero de Darcy 
imposto, os efeitos inerciais e viscosos, ampliados em funçcaão do aumento da porosidade e 
do consequente aumento do nuémero de partéculas, ée mais significativo sobre o transporte 
da quantidade de movimento do que a alteraçcaão da fraçcãao voluméetrica das fases.
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Figura 6.25: Linhas de corrente sobre a magnitude da velocidade para o escoamento sobre 
um obstaéculo posicionado a jusante de um degrau em t = 10 s para Re = 100, £ = 10-1 : 
(a) Da = 10-4, (b) Da = 10-3, (c) Da = 10-2, (d) Da = 10-1 .

(b)

(c)

(d)

Fonte: Autoria proépria
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Figura 6.26: Linhas de corrente sobre a magnitude da velocidade para o escoamento sobre 
um obstaéculo posicionado a jusante de um degrau em t = 10 s para Re = 100, Da = 10-2 

: (a) e = 0, 1, (b) e = 0, 2, (c) e = 0, 5, (d) e = 0, 9 .

(a)

(b)

(d)

Fonte: Autoria proépria
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Figura 6.27: Comprimento de recolamento para o escoamento sobre um obstéaculo de 
diferentes valores de porosidade e permeabilidade posicionado a jusante de um degrau.

2.0

1.5

1.0

10-4 10-3 10-2 10-1

Da

(a) e = 0,1 (b) Da = 10-2

Fonte: Autoria préopria

Figura 6.28: Perfis de velocidade a jusante do degrau com s = 10-1, Re = 100 e diferentes 
valores do nuémero de Darcy.

x/D = 0 x/D = 2 x/D = 3 x/D = 4 x/D = 5 x/D = 6 x/D = 8 x/D = 10 x/D = 15 x/D = 20

Fonte: Autoria préopria

Figura 6.29: Perfis de velocidade a jusante do degrau com Da = 10-2, Re = 100 e diferentes 
valores de porosidade.

Fonte: Autoria proépria
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6.7 Escoamento sobre um cilindro poroso de base qua­

drada

Ob jetiva-se modelar o escoamento bidimensional, laminar e incompressível sobre e 
atravíes de um cilindro poroso de base quadrada fixo em um canal. As condiçcãoes de 
contorno para este caso sãao apresentadas no diagrama da Fig.(3.6), onde D representa o 
comprimento característico do cilindro e L representa dada dimensãao do domínio (Ltop = 
Lbot = 12D, Llef t = 10D e Lright = 40D). Simulacçoães saão conduzidas para um campo gra- 
vitacional nulo, ou normal ao plano do escoamento, e diferentes combinaçcãoes dos valores 
de porosidade e permeabilidade para a estrutura porosa. Os resultados computacionais 
obtidos no presente trabalho sãao confrontados com aqueles apresentados por Breuer et al. 

(2000) e Babu and Narasimhan (2010).
Este problema, em contraste aos anteriores, apresenta um significativo custo computa­

cional. A fim de reduzir o tempo de processamento, propãoe-se uma funçcãao de ajuste para o 
incremento temporal. Para tanto, considera-se a condição de convergência para o mátodo 
explícito, apresentada na Eq.(6.1), onde r representa a difusividade de certa informacao e 
A a sua taxa de adveccao.

At <
max(Ax2, Ay2)

4r ^1 + max(Ax,Ay)^2^
(6.1)

4r

Para o caso em que a informaçcaão transportada íe a quantidade de movimento linear, 
a difusividade íe definida como a viscosidade cinemíatica do fluido, e a taxa de advecçcãao 
corresponde a sua máxima velocidade. Substituindo tais valores na Eq.(6.1), obtám-se a 
funcçaão de ajuste para o incremento temporal que sería empregada nas simulaçcãoes apresen­
tadas nesta seçcãao.

Nota-se que o incremento temporal á sensível aos incrementos espaciais, ' viscosidade 
cinemática do fluido e ' sua velocidade máxima. Para os fins deste trabalho, os incrementos 
espaciais, bem como a viscosidade cinemáatica do fluido, sãao constantes no tempo e no 
espaco. Assim, a funcão deverá responder apenas as flutuações na velocidade, de modo que 
os menores incrementos no dománio temporal estãao associados aos passos que apresentam 
os maiores valores de velocidade.

Como comentado na seçcaão 6.4, áe conveniente avaliar o fechamento do modelo para 
configuracães práximas 'quelas de estruturas monofasicas. Neste sentido, a primeira con- 
figuraçcaão do problema áe efetuada de forma a comparar o comprimento de bolha obtido no 
presente trabalho, para uma estrutura com baixos valores de porosidade e permeabilidade, 
aos resultados para um cilindro maciçco. Define-se um incremento espacial uniforme de 
6, 25 mm. Os resultados para Re = 30 sãao apresentados na Fig. (6.30).

O comprimento de bolha áe definido como a distêancia entre o centro do obstáaculo e
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Figura 6.30: Linhas de corrente para o escoamento com Re = 30 sobre: (a) um cilindro 
poroso (e = 10-2,Da = 10-7) e (b) um cilindro maciço (Breuer et al., 2000).

(a)

Fonte: Autoria proópria

o ponto de estagnação mais proximo, não coincidente a sua superfície. Para o presente 
trabalho, segundo as configuraçcãoes supracitadas, obtóem-se um comprimento de 2, 25D, 
valor proóximo daquele encontrado no trabalho de Breuer et al. (2000), de 2,18D (deviaçcãao 
de 3,2% entre os resultados), para um cilindro maciçco.

Conduz-se ainda simulaçcãoes para um valor do adimensional de Reynolds de 100 e 
diferentes valores de porosidade e permeabilidade, a fim de avaliar a influencia de tais 
parâmetros sobre as características do escoamento. Mantem-se o incremento espacial uni­
forme definido para o uóltimo caso.

Impãe-se uma funcão de transformaçao termica para a fase sólida de 5 • 109W/m2. O 

termo fonte óe conveniente 'a anaólise da influâencia das caracterósticas do meio poroso sobre 
os mecâanismos de transporte de energia. Ainda, como o campo gravitacional nãao atua 
sobre o plano do escoamento, a variaçcãao na temperatura do fluido nãao introduz distorcçoães 
no transporte de quantidade de movimento linear em relaçcãao ao caso isotóermico. A energia 
tóermica, neste caso, pode ser usada como um traçcador para o fluido que entra em contato 
com a estrutura porosa. Assim, apesar dos mecanismos difusivos que, para os fins de um 
tracçador, sãao indesejóaveis, óe possóvel, por meio do campo de temperatura, visualizar a 

trajetoória de uma partócula que entra em contato com o meio poroso.
Os campos escalares de vorticidade, pressãao e temperatura sãao apresentados nas Figs.(6.31), 

(6.32) e (6.33), respectivamente. Em tais figuras, óe possóvel observar a formaçcaão de estei­
ras de Von Karman a jusante do corpo. Tais esteiras surgem em funçcaão de instabilidades 
que, para a experimentaçcãao virtual, saão de caróater numóerico. O conjunto de equacçãoes que 
modelam a mecâanica dos fluidos constitui um sistema dinaâmico instaóvel que, para determi­
nadas proporcçoães entre efeitos viscosos e inerciais, pode chegar a um regime turbulento. Eó 

conveniente ressaltar que as esteiras nãao caracterizam um regime turbulento, mas simples­
mente instaóvel. Ainda, a turbulâencia requer efeitos tridimensionais, nãao presentes neste 

trabalho.
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Em trabalhos experimentais, as instabilidades sao de caráter randêmico e podem estar 
associadas ' desalinhamentos nas bancadas, imperfeições geométricas do corpo ou do canal, 
vibracoes transportadas pela estrutura, dentre inúmeros outros fatores.

Da Fig.(6.31), percebe-se que o aumento no valor de paraêmetros como porosidade e 
permeabilidade resulta em uma redução no valor da vorticidade e um ligeiro alongamento 
da esteira. A justificativa para essa relação se fundamenta no fato de que o aumento 
de tais parêametros amplia o transporte de fluido e, consequentemente, de quantidade de 
movimento linear atravées do corpo.

O aumento do transporte atravées do cilindro deve alongar as estruturas formadas a ju­
sante, aumentando seu comprimento de onda e reduzindo sua frequêencia. Espera-se ainda 
que a propagaçcãao das instabilidades seja dificultada e a formaçcãao das esteiras, consequen­
temente, retardada, atée que dada combinaçcaão dos valores de porosidade e permeabilidade 
venham a inibir sua formaçcãao.

Observa-se, na Fig.(6.32), que as regioães com maiores méodulos de vorticidade estãao 
associadas ' regiães de baixa pressão. O desprendimento de vortices e a formacao dessas 
regioães promovem as oscilaçcãoes observadas nos coeficientes de arrasto (Cd) e sustentacçaão 
(Cl), calculados segundo as Eqs.(3.2) e (3.3), respectivamente, e apresentados na Fig.(6.34).

Os coeficientes sãao funçcãao das forçcas devido os efeitos viscosos, que podem ser calculadas 
de forma direta na interface, e devido o campo de pressãao, que deve ser extrapolado 
(nãao coincidente com a interface). Para o presente trabalho, emprega-se um polinoêmio 
interpolador de Lagrange de quinta ordem. Espera-se que o aumento na permeabilidade do 
meio proporcione menores coeficientes de arrasto e menores amplitudes para o coeficiente 
de sustentaçcãao, uma vez as forçcas de contato com o corpo devem ser reduzidas com o 
aumento do parêametro.

Contudo, observa-se da Fig.(6.34) que o coeficiente de arrasto aumenta junto ' perme­
abilidade. Nao é possível afirmar se essa é uma resposta física, que se justifica na formação 
de gradientes de pressãao no interior da estrutura porosa, ou se ée uma falha da metodologia 
para o céalculo das forçcas que atuam sobre a interface. Em trabalhos futuros, maior clareza 
sobre a questãao provavelmente ée alcançcada se o céalculo dos coeficientes for conduzido via 
Teorema do Transporte de Reynolds.

Percebe-se na Fig.(6.33) a influêencia dos parêametros supracitados sobre o transporte 
de energia téermica. Para maiores valores de porosidade e permeabilidade, obtéem-se um 
significativo aumento no transporte de energia por advecçcãao, evidente principalmente ao 
comparar as Figs.(6.33c) e (6.33d). Como esperado, o perfil de temperatura para os casos 
de menores permeabilidades se assemelham 'queles encontrados para obsráculos maciços, 
nos quais imperam os efeitos da conduçcaão téermica.

As Figs.(6.35) e (6.36) apresentam vistas ampliadas para linhas de corrente e iso- 
contornos de temperatura para os diferentes casos simulados. Nessas figuras ée possével 
perceber com maior nével de detalhe a influêencia das caracterésticas do meio poroso sobre 
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o escoamento.
Conduz-se ainda, para as configuraçcãoes simuladas, uma anéalise da emissãao de véortices 

por meio da frequêencia adimensional (St), calculada atravées da Eq.(3.4). Para tanto, 
emprega-se uma sonda de aquisiçcãao de dados, posicionada sobre a linha de simetria ho­
rizontal do canal, a uma distaência de 10D do obstéaculo. A sonda captura o sinal da 
componente vertical de velocidade. O sinal deve entãao ser tratado via Transformada de 
Fourier, a fim de identificar as frequências que o compãem. O período de aquisição é defi­
nido como o intervalo fechado de t = [20, 60] segundos. Os resultados sãao apresentados na 
Fig.(6.37) e os valores das frequêencias de emissãao sãao compilados na Tabela (6.3).

Tabela 6.3: Numero de Strouhal para diferentes valores de porosidade e do numero de 
Darcy.

e Da St
0, 01 10-6 0, 153744
0, 05 10-5 0, 151212
0, 10 10-4 0, 146217
0, 15 10-3 0, 144945

Percebe-se que, de fato, menores valores de porosidade e permeabilidade estãao associa­
dos a sinais de menores comprimentos de onda e maiores frequências. Tambem de acordo 
com o previsto no inécio desta secão, observa-se na Fig.(6.34) que o aumento desses dois 
paraêmetros estãao associados a um atraso na formacçãao de esteiras.

Ainda, na Tabela (6.4), compara-se o valor do nuémero de Strouhal do escoamento 
sobre uma estrutura porosa com insignificantes valores de porosidade e permeabilidade 
com os valores encontrados na literatura para cilindros maciçcos. Os resultados do presente 
trabalho, para e = 10-2 e Da = 10-6, sãao confrontados com aqueles apresentados por 

Robichaux et al. (1999), Sharma and Eswaran (2004) e Sahu et al. (2009).

Tabela 6.4: Nuémero de Strouhal para cilindros maciçcos.
St

Presente trabalho 0,1537
Robichaux et al. (1999) 0,1540

Sharma and Eswaran (2004) 0,1488
Sahu et al. (2009) 0,1486

Finalmente, a funçcãao do incremento temporal, introduzida na Eq.(6.1), ée apresentada 
na Fig.(6.38). Percebe-se que as curvas apresentam um comportamento similar 'quele 
observado nas curvas dos coeficientes de arrasto.
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Figura 6.31: Vista ampliada do campo escalar de vorticidade para o escoamento sobre um 
cilindro poroso de base quadrada em t = 30 s para Re = 102 : (a) e = 10-2, Da = 1 • 10-6, 
(b) e = 5 • 10-2, Da = 1 • 10-5, (c) e = 10-1, Da = 1 • 10-4, (d) e = 1, 5• 10-1, Da = 1 • 10-3.

(a)

(b)

(c)

(d)

Fonte: Autoria proípria
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Figura 6.32: Campo de pressãao para o escoamento sobre um cilindro poroso de base 
quadrada em t = 30 s para Re = 102 : (a) e = 10-2, Da = 1 • 10-6, (b) e = 5 • 10-2, 
Da = 1 • 10-5, (c) e = 10-1, Da = 1 • 10-4, (d) e = 1, 5 • 10-1, Da = 1 • 10-3.

(a)

(b)

(c)

(d)

Fonte: Autoria proápria
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Figura 6.33: Campo de temperatura para o escoamento sobre um cilindro poroso de base 
quadrada em t = 30 s para Re = 102 : (a) e = 10-2, Da = 1 • 10-6, (b) e = 5 • 10-2, 
Da = 1 • 10-5, (c) e = 10-1, Da =1 • 10-4, (d) e =1, 5 • 10-1, Da =1 • 10-3.

(a)

(b)

(c)

(d)

Fonte: Autoria préopria
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Figura 6.34: Coeficientes de arrasto e sustentaçcãao para um cilindro poroso de base qua­
drada para Re = 102 : (a) e = 10-2, Da = 1 • 10-6, (b) e = 5 • 10-2, Da = 1 • 10-5, (c) 
£ = 10-1, Da =1 • 10-4, (d) e =1, 5 • 10-1, Da =1 • 10-3.

(a)

(c)

(d)

Fonte: Autoria préopria
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Figura 6.35: Linhas de corrente em vista ampliada para um cilindro poroso de base qua­
drada em t = 30 s para Re = 102 : (a) s = 10-2, Da = 1 • 10-6, (b) s = 5 • 10-2, 
Da = 1 • 10-5, (c) s = 10-1, Da = 1 • 10-4, (d) s = 1,5 • 10-1, Da = 1 • 10-3.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Autoria proépria

Figura 6.36: Iso-contornos de temperatura em vista ampliada para um cilindro poroso de 
base quadrada em t = 30 s para Re = 102 : (a) s = 10-2, Da = 1 • 10-6, (b) s = 5 • 10-2, 
Da = 1 • 10-5, (c) s = 10-1, Da = 1 • 10-4, (d) s = 1,5 • 10-1, Da = 1 • 10-3.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Autoria préopria
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Figura 6.37: Nuémero de Strouhal para o sinal do escoamento sobre um cilindro poroso de 
base quadrada para Re = 102 : (a) e = 10-2, Da = 1 • 10-6, (b) e = 5 • 10-2, Da = 1 • 10-5, 
(c) e = 10-1, Da = 1 • 10-4, (d) e = 1,5 • 10-1, Da = 1 • 10-3.

St St

0.4

0.4 0.5

(a)

0.2

0.1

(c)

0.1 0.2 0.3
St

0.3

k JL

(b)

(d)

Fonte: Autoria préopria
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Figura 6.38: Função do incremento temporal para a simulação do escoamento sobre um

t-v
L

(a)

(b)

(c)

(d)

Fonte: Autoria propria
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6.8 Convergência do método numerico

Nesta uéltima seçcãao, ée avaliada a convergêencia dos méetodos empregados na soluçcãao dos 
sistemas lineares para a implementaçcãao numéerico-computacional desenvolvida. A anéalise 
ée conduzida para a modelagem do escoamento sobre um cilindro de base quadrada po­
roso fixo em um canal, que, dos casos trabalhados, ée aquele que apresenta maior custo 
computacional.

Para investigaçcãoes dessa natureza, ée comum que se avalie o nuémero de iteracçãoes ne- 
cesséario 'a convergêencia do sistema linear para dada tolerêancia. Neste sentido, o caso de 
um obstaéculo poroso com e = 10-1 e Da = 10-6, trabalhado na seçcãao anterior, ée resolvido 
para uma toleraência de 10-12 . A funçcãao do nuémero de iteraçcoães por incremento temporal 

pelo tempo fésico de simulaçcãao, para as duas metodologias desenvolvidas, ée apresentada 
na Fig.(6.39), na qual percebe-se a significativa diferençca no comportamento do parêametro 
para as metodologias de Gauss-Seidel e dos Gradientes Conjugados.

Figura 6.39: Nuémero de iteraçcoães por incremento temporal para o escoamento sobre um 
cilindro poroso.

Fonte: Autoria proépria

Acerca do tempo de processamento, estima-se que o méetodo dos Gradientes Conjugados 
seja aproximadamente 30 vezes mais eficiente do que o méetodo de Gauss-Seidel. Eé seguro 

afirmar que, se a maior fraçcaão da aérea em azul se situasse abaixo da curva em vermelho, o 
méetodo de Gauss-Seidel apresentaria um menor custo computacional em relaçcaão ao méetodo 
dos Gradientes Conjugados.

A natureza numéerica das oscilacçãoes ée desconhecida, mas uma possével justificativa ée 
apresentada na seçcãao 5.3.
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Capítulo 7

CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

No presente trabalho, óe apresentada a modelagem fósica, matemóatica, numóerica e com­
putacional de escoamentos laminares, incompressóveis e naão-isotóermicos de fluidos newto- 
nianos por meios porosos em regime transiente. Rotinas computacionais sãao desenvolvidas 
e simulaçcãoes sãao conduzidas a fim de validar o cóodigo e de analisar a influâencia de carac- 
terósticas do meio poroso sobre o escoamento. As equaçcoães sãao resolvidas em um domónio 
bidimensional euleriano cartesiano fixo pelo móetodo de diferençcas finitas. Emprega-se a 
metodologia do passo fracionado para o acoplamento pressãao-velocidade.

A partir dos resultados computacionais obtidos, constata-se que a modelagem desenvol­
vida estóa em concordaância com aquelas encontradas na literatura. A validaçcãao do modelo 
permite a configuraçcãao de problemas mais robustos e de maior aplicabilidade.

Apresenta-se ainda uma breve anaólise de convergâencia para as metodologias numóericas 
desenvolvidas. Observou-se notaóvel disparidade na velocidade de processamento entre as 
tóecnicas empregadas. Evidencia-se, por meio do estudo, a importâancia da seleçcãao consci­
ente de metodologias numóericas convenientes a's modelagens propostas.

Em trabalhos futuros, a modelagem pode ser estendida para escoamentos tridimensio­
nais por meios porosos anisotroópicos, cuja fase soólida óe moóvel e deformaóvel. Eó interessante 

ainda a implementaçcãao de modelos de turbulâencia para meios porosos e de tóecnicas que 
permitam interaçcãao entre fronteiras porosas e maciçcas. A execucçaão de algumas dessas 
atividades estaão atualmente em curso para o cóodigo em desenvolvimento no Laboratóorio 
de Mecâanica dos Fluidos Computacional da Universidade Federal de Uberlaândia.
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