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Sobre o curso

A Matemética € uma ciéncia que nasceu da necessidade que o homem tinha de resolver pro-
blemas, e vem se desenvolvendo e aprimorando ao longo dos tempos. Produz técnicas analiticas
que sao empregadas por engenheiros na criagao, desenvolvimento e aprimoramento tecnolégico
de varios produtos. O mundo como o conhecemos hoje ndo seria possivel sem a Matematica.
Nao teriamos carros, avides, celulares, computadores, televisdes, aparelhos médicos, etc. Dessa
forma, essa nobre ciéncia é uma parte essencial das engrenagens que fazem a sociedade evo-
luir. Assim sendo, o profissional da area de Matematica € um elemento fundamental para o
desenvolvimento tecnoldgico e portanto sécio-econdmico de qualquer sociedade.

Nesse contexto, € de suma importancia o processo de formacao de profissionais que vao
atuar na area de Matematica. Essa tarefa € desempenhada pelas instituicdes de ensino superior.
O processo de formacdo em um curso superior de Mateméatica envolve a aquisicdo de varios
conhecimentos. Para facilitar a assimilacdo destes, o curso é divido em varias disciplinas. Uma
dessas displinas é a Matematica Elementar. Em esséncia, essa disciplina revisa conceitos ele-
mentares da matematica. De um modo geral, vomos estudar alguns sistemas de numeracao,
equacionar ploblemas e resolvé-los, recordaremos o enunciado do teorema de Pitagoras e cal-
cularemos as areas das figuras planas mais comuns: quadrado, retagulo, triangulo, trapézio e
circulo. A presente disciplina, para facilitar o entendimento, é dividida em cinco médulos:

e Sistemas de numeracao;

Proporcionalidade e porcentagem;

Equacéao do 1° e do 2°;

O teorema de Pitagoras;
e Areas.

O tempo de cada médulo é de quinze dias. O texto basico da disciplina € contemplado com
exercicios estrategicamente posicionados, de tal forma que o conteudo previamente estudado
fique bem assimilado em seus conceitos mais basicos.

Quanto a metodologia, o curso seguird com a seguinte base: estudo da teoria do livro texto,
com o treino através dos exercicios contido no mesmo, e atividades dentro do Ambiente Virtual
de Aprendizagem (AVA) que serao passados para os alunos dentro do periodo de vigéncia do
cada modulo, e que farao parte do processo de avaliagdo, assim como as provas presenciais.

Quanto ao sistema de avaliagao, serao distribuidos 100 pontos, sendo 80 pontos provas es-
critas em modo presencial e 20 pontos nas atividades passadas pelo Ambiente Virtual de Apren-
dizagem (AVA) , sendo 4 pontos por médulo.

Quanto ao cronograma, descrito mais adiante, as 75 horas do curso sao distribuidos nos
méddulos de acordo com o numero de semanas, considerando 4 horas de atividades de estudo
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da teoria por semana, sendo necessario considerar para cada hora de estudo em teoria pelo
menos uma hora de estudo através de exercicios. Esse esquema tem por finalidade assegurar
um treino minimo nos médulos.

CRONOGRAMA

Modulos

Atividades

Avaliacoes

Sistemas de numeracgéao
(11/02/2013 a 24/02/2013)

Proporcionalidade e
porcentagem
(25/02/2013 a 03/03/2013)

Equacédo do 1° e 2° grau
(04/03/2013 a 10/03/2013)

O teorema de Pitagoras
(11/03/2013 a 24/03/2013)

Areas
(25/03/2013 a 07/04/2013)

Video aula com apresentacao
do professor, da disciplina, do
programa e do sistema de ava-
liagdo. Web-conferéncias com
os alunos nas seguintes da-
tas: 14/02/2013 e 21/02/2013
no horario de 20:00 as 21:30.

Web-conferéncia com  os
alunos nas seguinte data:
28/02/2013 no horario de 20:00
as 21:30.

Web-conferéncia com os aluno
na seguinte data: 07/03/2013
no horario de 20:00 as 21:30.

Web-conferéncias com  o0s
alunos nas seguintes datas:
14/03/2012 e 21/03/2012 no
horario de 20:00 as 21:30.

Web-conferéncias com  o0s
alunos nas seguintes datas:
28/03/2013 e 03/04/2013 no
horario de 20:00 as 21:30.

Duas listas de exercicios dispo-
nibilizadas no AVA, sendo uma
no dia 16/02/2013 e outra no
dia 23/02/2018.

Uma lista de exercicio dis-
ponibilizada no AVA no dia
02/03/2013.

Uma lista de exercicio dis-
ponibilizada no AVA no dia
09/03/2013.

Duas listas de exercicios dispo-
nibilizadas no AVA, sendo uma
no dia 16/03/2013 e outra no
dia 23/03/2013.

Duas listas de exercicios dispo-
nibilizadas no AVA, sendo uma
no dia 30/03/2013 e outra no
dia 06/04/2013.

As listas de exercicios que serdo disponibilizadas no AVA, nas datas citadas na tabela, de-
verdo serem entregues em datas que também serdo apresentadas no AVA para que os tutores
possam corrigir. Desejamos ao caro aluno um étimo curso, e torgo para atingir com sucesso 0s
objetivos da disciplina.
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Informacoes

Prezado(a) aluno,

Ao longo deste guia impresso vocé encontrara alguns “ icones” que Ihe ajudara a identificar
as atividades.

Fique atento ao significado de cada um deles, isso facilitara a sua leitura e seus estudos.

i

L. 5 ; Leituras
Audio Video Indicadas

o

Atividades Atividades

D

Multimidia Guia Impresso Ambiente Virtual

SaibaMais  PareePense

o

Referéncias

[

Pesquisando
na rede

9
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Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serdo importantes para sua com-
preensdo. Para permitir sua iniciativa e pesquisa ndo criamos um glosséario, mas se houver
dificuldade interaja no Férum de Duvidas.
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Modulo 1
Sistemas de

Numeracao

No término desta unidade o aluno estara familiarizado como os seguintes conceitos:
> Estrutura de um sistema de numeracéo;

> O que é um sistema de numeracao posicional;

> Operagbes com numeros decimais e ndo decimais;

> Operaces e propriedades basicas dos numeros racionais;

> Potenciagéo e radiciagao.

®

Leitura
Complementar

Prezado aluno, para melhor compreensao deste médulo leia paralelamente os seguintes textos:

1. Fomin, S. , Sistemas de Numeracdo, Matematica: Aprendendo e Ensinando -
Traduzido por Gelson lezzi, Ed. Atual, Sdo Paulo, 1995.

2. Lima, E. L, Logaritmos, Cole¢ao do Professor de Matematica, Sociedade Brasileira de

Matematica, Rio de Janeiro, 1996.

3. Jakubovic, J., Lellis, M. C. T., Imenes, L. M. P., Fragées e Numeros Decimais, Cole-

¢do Pra Que Serve Matemadtica?, Ed. Atual, 2002.

4. Guidorizzi, H. L., Um Curso de Calculo Volume 1, Ed. LTC, 2001.

Matematica Elementar
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Alguns sistemas de Numeracao

Na pizzaria do “Portugués” todos os itens do cardapio custam apenas 10 reais € nao existe
taxa de entrega. A caracteristica do cardapio nao favorece apenas o comprador, mas também
todos os funcionarios do estabelecimento.

Quando um cliente liga fazendo um pedido contendo doze unidades, o atendente imediata-
mente diz que o cliente tera de pagar 120 reais pelo seu pedido.

Agora, a realidade seria outra se o valor unitario da pizza fosse 17 reais. Claramente qualquer
atendente necessitaria de uma calculadora para passar ao cliente o volor de um pedido composto
por doze sabores de pizza.

As facilidades operacionais atribuidas aos numeros que sao multiplos de 10 se devem ao fato
de que em nosso dia a dia estamos sempre trabalhando como o sistema decimal de numeragéo.
Nesse sistema todo numero natural n € escrito na forma

n=dy 10° +dp_1- 10"+ ... +d; - 10" + dp,

com dy,, dy_1,- - -dyi,dy sendo um numero tomado entre 0 e 9. Em outras palavras, n € sempre
escrito como uma soma de unidades, dezenas, centenas, milhares, etc.

Definicao 1 (Sistema de numeracao ). Um sistema de numeracao na base b, ¢ o sistema no
qual todo niimero natural é representado através da soma finita de poténcias do niimero b, isto é, se

n € um numero natural, entao:
k k—1 1
n=c-b"+cp_1-0b + -+ b+ e,

com ¢y, Cr_1, C1, Co sendo tomados entre 0 e b — 1.

Os coeficientes ¢, cx_1,- -+, c1, ¢y sao chamados de algarismos.

4

@®

Observacao. Se n = ¢ -b* 4+ - b1+ - -4 ¢ - b + ¢y, utilizamos usualmente a notacio

(crep—1- - c100)p para representar que o nimero natural n é escrito na base b através dos

algarismos cg, cr_1,- - , 1, Co.

Exemplo 1 (Sistema de numeracao decimal). Inicialmente vamos estudar um pouco do sistema de
nimeracao que rege o nosso dia a dia. “0 famoso” sistema de numeragao decimal. Veremos que no
inicio tal sistema nao era assim tao famoso.

Se perguntarmos a qualquer pessoa do seu convivio didrio em que ano estamos, apds um breve

sorriso, recebera a resposta: 2012 é claro. Note que segundo a Defini¢cao (1), o ntimero 2012 é
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composto por 2 unidades, 1 dezena, 0 centenas e 2 milhares, isto é,

2012 = 2000+ 10+2=2-1000+1-10+2
= 2-103+0-1024+1.-10"+2
= (2012)y.

Observe que neste exemplo temos b = 10 e que os algarismos sao dados por:

63:2702:0,C1 :176022.

Assim sendo, (2012);9 é representado por 2012.

O sistema de numeragao decimal tornou-se mundialmente popular pelo fato dos dedos das maos
terem sido as primeiras calculadoras ao alcance do homem. Nem sempre o sistema decimal foi o
predominante. Em vérios momentos da antiguidade os povos utilizavam o sistema duodecimal, isto
é, base 12, na qual a unidade é também conhecida por “duzia”. Esse sistema se deve ao fato dos dedos
das maos, exceto o polegar, serem compostos por 12 falanges. Com uma “m3ozinha do professor’,

podemos visualizar esta “poderosa maquina de somar™

FIGURA 1.1: FONTE: méao do professor autor

Ainda hoje temos resquicios desse sistema. Por exemplo, os ovos sao comercializados por dizias,

os jogos de xicaras e pratos sempre véem com 6 ou doze unidades.

Exemplo 2 (Sistema de numeracao binario). Todo sistema de numerag¢ao no qual b = 2 é chamado
binéario. O sistema binério é o mais simples sistema que se pode trabalhar, uma vez que necessitamos
apenas dos algarismos 0 e 1 para representar qualquer niimero natural. Nesse sistema 2 é a unidade.
O sistema binario é importante para o nosso dia a dia pelo fato dos computadores trabalharem

internamente utilizando esse sistema.
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Sistemas de Numeracao Posicionais e nao posicionais

Considere um numero natural n e vamos escrevé-lo num sistema de numeragdao ao qual
adotaremos uma base qualquer b. Assim, temos:

n=cp- b+ 4 e b+, (1.1)

0 que se denota por:

n = (CpCr_1+ " C1C0)p-

Note que na igualdade (1.1), a representatividade de cada algarismo depende da posi¢céao
que ocupa. Por exemplo, no numero 2012, o algarismo 2 aparece em duas posi¢oes distintas.
Analisando da direita para a esquerda, num primeiro momento 2 representa duas unidades e
num segundo 2 milhares.

Definicao 2 (Sistemas de numeracao posicionais e nao posicionais). 1. Sistemas de numeragao

nos quais a ordem dos algarismos é relevante sao chamados de posicionais.
2. Se a ordem dos algarismos n@o é relevante, entdao o sistema é chamado de nao posicional.

Exemplo 3 (Algarismos Romanos). Os algarismos romanos sao o exemplo mais conhecido de sis-

tema de numeragao nao posicional. Neste sistema temos a seguinte simbologia:

Um

Cinco

Dez
Cinquenta

Cem

Mil

= Q& xS~

Por exemplo, 2012 em algarismos romanos é escrito da forma
2012 =MMXII.

Note que, os algarismos M e I aparecem em posigoes distintas na representacao do niimero 2012,

mas sempre representando o mesmo valor.

Troca de Sistemas de Numeracao

Nesta secdo, vamos aprender a representar um numero real em qualquer sistema de nume-
racao. Por exemplo, vamos converter o numero 2012 do sistema decimal para o sistema senario,
isto €, com base 6. Como estamos convertendo 2012 para o sistema senario devemos escrevé-lo
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na forma
2012 =1c¢p - 6"+ g -6+ 416" + .

Como determinamos os coeficientes ¢, cx_1,- -+ , 1, Co?

Iniciamos o processo dividindo 2012 por 6. O resto dessa divisdo sera ¢y. O préximo passo €
dividir o quociente obtido no passo anterior novamente por 6. O resto obtido, sera ¢;. Repetimos
esse processo até que o quociente seja menor que a base em questao (note que neste exemplo
estamos trabalhando com a base 6). Observamos que o quociente menor que 6 serd o ultimo
algarismo relevante. Esse processo € descrito pelo diagrama.

2012 L 6

18 335 L6
021 30 55 L_6
18 035 o4 9 |_6

032 30 @O 6 (O
_30 @ C2 @ Cs
@ C1 Cq

Co
Assim sendo, o nimero 2012 na base 6 sera o nimero

2012 = (13152).

MUDANGCA DE BASE: CASO GERAL

Seja n um numero no sistema decimal de numeragao e considere b uma base qualquer
diferente de 10. O nosso objetivo € representar n na base b, isto é, determinar coeficientes
Ck, Cl_1, " - - C1, Co tAIS que

n=cpb® + cp D"+ b+ .

Método Pratico. Dividindo n por b, vamos obter resto igual a ¢y, uma vez que todas as demais
parcelas que compoem o nimero b sao divisiveis por b exceto a parcela cy. Agora, considere gg o
quociente obtido da divisao de n por b. Dividindo ¢g por b, o resto serd c¢; e, obtemos, um novo
quociente ¢;. Dividindo ¢, por b o resto serd ¢y e, temos, um novo quociente ¢;. Repetimos esse

processo até obtermos um g, < b. Tal quociente sera o tltimo algarismo relevante.

Exemplo 4. Rescreva o ntimero 2012 na base 2.
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Solugao. Seguindo o método pratico, dividimos inicialmente 2012 por 2. Obtemos o quociente
go = 1006 e resto 0. Assim, cg = 0. Dividimos gy por 2 obtemos ¢; = 503 e resto 0. Assim, ¢; = 0.
Dividindo ¢s por 2 obtemos g3 = 251 e resto 1. Assim, ¢ = 1. Dividindo g3 por 2 obtemos ¢4 = 125
e resto 1. Assim, c3 = 1. Dividindo ¢4 por 2 obtemos g5 = 62 e resto 1. Assim, ¢, = 1. Dividindo
g5 por 2 obtemos ¢gs = 31 e resto 0. Assim, ¢ = 0. Dividindo gg por 2 obtemos ¢; = 15 e resto
1. Assim, ¢g = 1. Dividindo g7 por 2 obtemos gs = 7 e resto 1. Assim, ¢; = 1. Dividindo ¢g por
2 obtemos g9 = 3 e resto 1. Assim, cg = 1. Dividindo g9 por 2 obtemos ¢;9p = 1 e resto 1. Assim,

cg = 1. Agora, como ¢19 < 2 o processo é finalizado e o ultimo algarismo relevante é c;p = 1.

Portanto, o nimero 2012 na base 2 sera representado por

(2012)10 = (11111011100),.

‘.@
Atividades

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Rescreva o ntimero 2012 na base 3.

Resp. 2012 = (21112);

Sistemas de Numeracao: relacao de ordem

No sistema decimal para sabermos quando um numero € maior que outro basta analisarmos
a quantidade de unidades, dezenas, milhares, etc. Por exemplo, 0 nimero 1211 é maior que o
namero 211, uma vez que 1211 possui uma milhar a mais que o niumero 211.

Se 0s numeros analisados apresentam a mesma quantidade de algarismos 0 processo € o
mesmo. De fato, 201 é maior que 111, pois o numero 201 possui uma centena a mais que o
namero 111.

Esta discusséo estende-se naturalmente para numeros em diversas bases. O nimero (111)sg
€ menor que o numero (121)s, ja que o numero (121)g apresenta um elemento a mais no segundo
nivel em comparagéo ao numero (111)s.
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S6 podemos comparar nimeros com a mesma base?

TOME NOTA. Para compararmos niumeros que se encontram em bases distintas, basta
coloca-los na mesma base, utilizando o processo de mudanca de base. Por simplicidade,

sempre colocamos ambos os nimeros na base 10 e depois comparamos.

Por exemplo, (123); € menor que (123)5. Observe que
(123),=1-4*+2-443=16+8+3 =27
(123)5 =1-5*+2-5+3=25+10+3 =38

Dessa maneira, como 38 € maior que 27, concluimos que (123); € menor que (123)s.

e

Atividades
Texto Basico

Teste seu conhecimento. Qual a relagdo entre os nameros (1000000), e (1000)47

Resp. Sao iguais.

T

Matematica Elementar
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Sistemas de Numeracao: Adicao, Multiplicacao e Divisao

No sistema decimal ao somarmos dois numeros, por exemplo 2012 e 398, procedemos da
seguinte forma: primeiramente a soma é realizada da direita para a esquerda somando unidade
com unidade, dezena com dezena, milhar com milhar e assim por diante. Ao somarmos 8 com 2
obtemos o niumero 10 e, assim, fica 0 0 e vai 1 para a casa das dezenas.

1
2012
+ 398
0

veio das unidades

Somando as dezenas, temos o0 numero 9 + 1+ 1 = 11 e, assim, ficao 1 e vai 1 para
a casa das centenas. .
2012
+ 398
10

, veio das unidades . . - .
Somando as centenas, temos 0 nimero 3 + 0+ 1 = 4 e, assim, fica 0 4 e nao vai

nenhum algarismo para a casa das milhares.

11
2012

+ 398
410

No proximo passo, baixamos 0 2, uma vez que o numero 398 possui 0 na casa das milhares.

11
2012

+ 398
2410
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Pergunta. Como devemos entender as expressoes “fica 0 e vai 17 e
g p

“fica 1 e vai 177

TOME NOTA. Na verdade nao devemos dizer “fica zero e vai um” ou “fica o um e vai um”.
O correto seria dizer “fica zero unidades e vai uma dezena” e “fica uma unidade e vai uma

dezena”. Note que trocamos “um” por “uma” por se tratar de unidades, dezenas, centenas,

etc.

Como estamos no sistema decimal, temos:

2012 = 2-10240-10>+1-10"+2
398 = 0-103+3-1024+9-10' +38.

Quando efetuamos a soma, inconscientemente estamos somando primeiramente os elemen-
tos que compdem o nivel zero (unidades), depois os elementos do nivel um (dezenas ou coefici-
entes de 10') e assim por diante, isto é:

2012 2-103+0-1024+1-10" +2
=
+ 398 + 0-10°+3-102+9-10' +8

Dessa forma, obtemos:

20124398 = (2+40)-10°4+ (0+3)-10*+ (149) - 10" + (2+8)
= 2-10°+3-10*+ 10 - 10" + 10,
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ou simplesmente:
2012 + 398 = 2-10% +3-10% + 10 - 10 + 10.

Apds efetuarmos a soma, os coeficientes dos niveis zero e um deixaram de pertencer ao
conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Como estamos trabalhando no sistema decimal, todos os coe-
ficientes devem ser numeros entre 0 e 9 (veja Definicdo 1). Dividindo 10 por 10 (onde 10 é base
em questao) obtemos como quociente 1 e resto 0, isto é:

10 = 1-104+0
= 1-10*+0.

Note que agora o numero 10 passou a ser escrito como sendo a soma de um elemento do
nivel um com um elemento do nivel zero.

Assim sendo,
2012 +398 =2-10>+3-10>+10- 10" + 1 - 10" + 0,

o que implica que:

2012 +398 =2-10°+3-102+10-10* +1- 10"

Observe que o nivel zero passou a ter 0 elementos e o0 nivel um passou a ganhar mais um
elemento dado por 1 - 10!, isto é:

2012 +388 = 2-10343-102+10-10" +1 - 10
= 2-103+3-10%+ (10 +1) - 10"
= 2.104+3-1024+11- 10",

justificando assim a expresséo “fica zero unidades e vai uma dezena”.

Como o coeficiente do nivel um € o nimero 11, que é maior que a base 10, dividimos 11 por
10 e escrevemos:
11=1-10+1.

Seguindo o raciocinio anterior,

103 +3-10% + 11 - 10*

1034+ 3102+ (1-10+ 1) - 10"
-10% +3-102+1-10-10" + 1 - 10
103 43102+ 1-10% +1- 10"

2012 + 398 =

I
NN N N

Note que neste caso restou uma unidade no nivel 1 e passamos a acrescentar uma unidade
no nivel 2, justificando a expressédo “fica um e vai um”. Observe

22 Matematica Elementar



20124398 = 2-103+3-10>+1-10>+1-10"

Ao somarmos os elementos do nivel dois temos

2012+398 = 2-103+(3+1)-10*+1-10"
= 2-10°+4-10%+1-10*

Logo:
2012 4+ 398 = 2-1000 + 3 - 100 + 1 - 10 = 2410.

!/

@®

Observacdo. E claro que na pratica h80 vamos calcular a soma através do processo

descrito anteriormente. Tais esclarecimentos sao validos para entendermos como somar em
sistemas nao decimais, uma vez que, se a base for diferente de zero o processo de soma, sera

o mesmo respeitando sempre a unidade do sistema de numeracao em questao.

Exemplo 5. Como somamos os numeros (1234)s5, (123)5 e (12)57

Solucao. A soma sempre é realizada da direita para a esquerda respeitando os niveis e a base em

questao. Ao somarmos os algarismos que compoem o primeiro nivel dos trés nimeros obtemos:
24+3+4=9.

Dividindo 9 por 5, segue que:
9= 1 34+ _4

quociente resto

o que mostra que fica 4 e vai 1.

Somando os algarismos do segundo nivel:

veio do nivel anterior

14+243+ 1 =7
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Dividindo 7 por 5, segue que:
7= _1 5+ _2
quociente resto

o que mostra que fica 2 e vai 1.

Somando os algarismos do terceiro nivel:

veio do nivel anterior

1+ 2+ 1 =4
Como 4 < 5 o algarismo do terceiro nivel torna-se o proprio 4.

11
(1234);

—
—_
DO
w

)
)5
)
)

5

Logo, (1234)5 + (123)5 + (1234)5 = (1424)s.

e

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. Efetue a soma (8765)9, (765)9 € (65)o.

Resp. (10880)o.
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Exemplo 6. Multiplique os niimeros (432)g e (32)s.

Solucao. Assim como a soma, a multiplicacido sempre é realizada da direita para a esquerda respei-
tando os niveis e a base em questao. Primeiramente multiplicamos todos os algarismos do nimero
(432)6 pelo algarismo do primeiro nivel do niimero (32).

Como 2-2 =4 e 4 <6 temos que o 4 permanece e nao vai nimero algum para o proéximo nivel.

(432)6
X (32)6
(4)s

Continuando, 2 - 3 = 6. Dividindo, 6 por 6, temos:

quociente resto

o que mostra que fica 0 e vai 1 ao nivel seguinte. Observe:

(4 32)5
X (32)
(04)
Para o proximo nivel, segue que:
9. 4t veio do ni\iel anterior 9

Dividindo, 9 por 6, obtemos:

9= 1,6 6+_3 ,

quociente resto

o que mostra que fica 3 e vai 1 ao nivel posterior.

(4 32)6
X (32)6
(3104)g

Matematica Elementar 25



O proximo passo agora é multiplicamos todos os algarismos do nimero (432)g pelo algarismo do
segundo nivel do nimero (32)g. Como 2 -3 = 6, temos que, fica 0 e vai 1 para o proximo nivel.

Observe: ,
(432)
X (32)6
(3104)¢
(0)6+

veio do nivel anterior

Continuando, 3 - 3+ 1 = 10. Dividindo, 10 por 6, temos:

0= _1_ 6+_4,

quociente resto

o que mostra que fica 4 e vai 1 para o nivel seguinte. Analise:

11
(43 2)6
X (32)6
(3104)¢
(40)6+
Para o préximo nivel, segue que:
veio do nivel anterior
34+ 1 =13.

Dividindo, 13 por 6, obtemos:

3= 2 6+_1,
~ ~—
quociente resto

o que mostra que fica 1 e vai 2 para o nivel posterior. Veja:

(‘11113 2)s

X (32)6
(3104)¢
(2140)6-+
(24504)
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Atividades
Texto Basico

s

Teste seu conhecimento. Multiplique os nameros (321)4 e (21),.

Resp. (20001),.
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Exemplo 7. Qual o quociente da divisao de (1577)g por (50)s?

Solucao. Primeiramente vale recordar que os algarismos que compoem a escrita de um nimero na
base 8 sao {0, 1,2,3,4,5,6,7}. Ao dividirmos (1577)g por (50)s observamos que o primeiro algarismo

do quociente é 2, isto é:

(1577)s (50)s
(120)s (26)s
(37)s

Porque o primeiro niimero do quociente entre (1577)g e (50)s deve ser (2)g? Nao poderia ser
(3)s?

Se multiplicarmos (3)s por (50)s, como 7-0 = 0 e 0 < 8 temos que o 0 permanece e nao vai

ntmero algum para o proximo nivel. Observe:

(50)s
X (3)s
(0)s
Matematica Elementar 27




Continuando, 3 - 5 = 15. Dividindo, 15 por 8, temos:

5= 1 8+.7,
~— —~—

quociente resto

o que mostra que fica 7 e vai 1 para o nivel seguinte. Analise

Para finalizar a operagao, baixamos o niimero 1. Veja:

1

(50)s
X (3)8
(170)s

Como (170)s é maior que (157)s concluimos que o algarismo que inicia o quociente dever ser 2.
Continuando a divisao, sendo (37)s menor que (50)s, devemos baixar o algarismos 7 e considerar a

divisao de (377)s por (50)s, ou seja:

(1577)s | (50)s
(120)s (6)s

(377)s
(360)s

(17)s

e

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. Divida o namero (100000000)2 pelo nimero (10000)s,.

Resp. (0)s.
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TOME NOTA. Prezado aluno, vocé deve estar pensando que somar, multiplicar e dividir
quando a base nao é decimal é uma tarefa d&rdua. Nao se preocupado! Existe um atalho
que pode evitar erros durante as operacoes que consiste em sempre converter os nime-
ros envolvidos para base 10, realizar as operacgoes no sistema decimal e depois converter

novamente para a base inicial.

Por exempilo:
(1577)s = 1-8%+5-82+7-8+7=2895

(50)s = 5-8+0=40.

Agora, dividindo 895 por 40, obtemos como quociente 22 e resto 15, ou seja:
895 =40 - 22 4 15.
Agora, convertento 22 e 15 para a base 8, segue que:
(22)10 = (26)s € (15)10 = (17)s.

Obtendo assim, 0 mesmo resultado do exemplo anterior.

Critérios de divisibilidade

No cotidiano, as ferramentas que ajudam a simplificar os céalculos sdo sempre um refrigério.
Por exemplo, existem critérios praticos que nos auxiliam a decidir quando um numero € divisivel
por 2, 3, 4, 5, etc. Neste texto vamos listar os critérios de divisibilidade envolvendo os nimeros
de 2a10.

Divisibilidade por 2

Um numero € divisivel por 2 se 0 niumero que compdem as unidades é divisivel por 2.

Exemplo 8. O nuimero 2.345.678 ¢é divisivel por 2. De fato, o numero 2.345.678 tem 8 unidades.
Como 8 é divisivel por 2 temos que 2.345.678 é divisivel por 2. Por outro lado, também sabemos que

o nimero 675 nao é divisivel por 2 uma vez que 5 nao é divisivel por 2.

Divisibilidade por 3
Um numero € divisivel por 3 se a soma de seus algarismos € divisivel por 3.

Exemplo 9. O nimero 3.345.678 é divisivel por 3. De fato, 3+3+4+5+6+7+ 8 = 36. Sendo 36

divisivel por 3 obtemos que 3.345.678 ¢é divisivel por 3. Além disso, sabemos que o nimero 3.341 nao
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é divisivel por 3. Note que, 3+ 3+ 4+ 1 = 11, no qual mostra que o nimero 3.341 nao é divisivel

por 3.

Divisibilidade por 4

Um numero é divisivel por 4 se o niumero formado pelos seus dois ultimos algarismos é divisivel
por 4.

Exemplo 10. O nimero 17.248 é divisivel por 4. De fato, o numero formado pelos dois primeiros
algarismos de 17.248 é 48. Sendo 48 divisivel por 4 concluimos que 17.248 é um nimero divisivel por
4. Agora, o nimero 84.271 nao é divisivel por 4. Observe que o niumero formado pelos dois primeiros

algarismos de 84.271 é 71 que nao é divisivel por 4.

Divisibilidade por 5

Um numero € divisivel por 5 se o0 seu ultimo algarismo € 0 (zero) ou 5.

Exemplo 11. O ntimero 1075 é divisivel por 5, pois termina com o algarismo 5. Agora, o nimero

214 nao é divisivel por 5 visto que seu tltimo algarismo nao é igual a 0 ou 5.

Divisibilidade por 6

Um namero € divisivel por 6 se € par e a soma de seus algarismos é divisivel pelo numero 3.

Exemplo 12. O nimero 4536 é divisivel por 6, pois 4536 é par e a soma de seus algarismos 4 + 5 +
346 = 18 é divisivel por 3. Agora, 1581 nao é divisivel por 6 uma vez que a soma de seus algarismos
1+5+8+1=15 ¢ divisivel por 3, mas 1581 nao é par.

Divisibilidade por 7

Um namero é divisivel por 7 se o dobro do ultimo algarismo, subtraido do numero sem o ultimo
algarismo, resultar em um numero divisivel por 7.

Exemplo 13. O numero 1078 é divisivel por 7. De fato,

Nimero estudado sem o ultimo algarismo : 107
Ultimo algarismo do niimero estudado 8
Dobro do ultimo algarismo do nimero estudado : 16

107—-16 = 91.

Agora, claramente 91 é divisivel por 7. Assim, concluimos que 1078 é divisivel por 7.
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Ja o nimero 8700 nao é divisivel por 7. De fato,

Nimero estudado sem o tltimo algarismo : 870
Ultimo algarismo do namero estudado 0

Dobro do tltimo algarismo do ntimero estudado 0
870 —0 = 870.

Agora, devemos decidir se 870 é divisivel por 7. Para isso, aplicamos o teste novemente.

Nimero estudado sem o tltimo algarismo : 87
Ultimo algarismo do ntimero estudado : 0

Dobro do tltimo algarismo do ntimero estudado : 0
87 —0 = &8T.

Como 87 nao é divisivel por 7 temos que 870 também nao sera divisivel por 7. Assim, concluimos
que 7 nao divide 8700.

Divisibilidade por 8
Um numero é divisivel por 8 se 0 numero formado pelos seus trés ultimos algarismos € divisivel

por 8.

Exemplo 14. O namero 361.024 é divisivel por 8, pois 024 é divisivel por 8. Agora, 361.124 nao é

divisivel por 8 pois 124 nao é divisivel por 8.

Divisibilidade por 9

Um namero € divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos é um numero divisivel por 9.

Exemplo 15. O nimero 17415 é divisivel por 9 jA que 1 +7+ 4+ 1+ 5 = 18 que ¢é divisivel por 9.
Agora, 7415 nao é divisivel por 9, pois 7+ 4 + 1 4+ 5 = 17 que claramente nao é divisivel por 9.

Divisibilidade por 10

Um ndmero € divisivel por 10 se terminar com o algarismo 0 (zero).

Exemplo 16. O numero 1.234.567.890 é divisivel por 10, uma vez que termina em 0. Agora, o

ntmero 123.456.789 nao é divisivel por 10, pois nao termina em 0.
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Como verificar que tais critérios realmente funcionam?

Para provar a validade dos critérios listados acima vamos utilizar o que ja aprendemos sobre
sistemas de numeragado. Por exemplo, vamos justificar nas proximas linhas o critério de divisibi-
lidade por 8. Considere inicialmente um nimero qualquer N no sistema decimal de numeracao.
Aprendemos que N pode ser escrito na forma:

N = ¢, 10" 4+ ¢, 11057 + - 4+ ¢,10% + ¢310% + 2102 + 110 + .

Claramente, os nimeros 10% e 10 ndo sao divisiveis por 8, pois:
102 = 1000=8-12+14
10 = 8-1+2.
Por outro lado, todos os nimeros 10%, 101, ... | 10*, 10° s&o divisiveis por 8, uma vez que:

103 = 1000 =8-125
10* = 10000 =8-1250 =8-125- 10
10° = 100000 = 8- 12500 = 8 - 125 - 102

10F = 8-.125-10%2

Assim sendo, podemos reescrever o numero N da seguinte forma:

N = ck~10k+ck,1-10k_1+~-~+c4~104—|—03~103—0—02-102—1—01-10—0—00
= ¢;-8-125-10F 24 .- 4+¢,-8-125-10+¢3-8- 125+ ¢ - 102+ ¢; - 10 + ¢
= 8- (cp-125-10" 2+ ¢4 12510 + ¢3 - 125) +co - 102 + ¢ - 10 + cy.

(. J

divisivel por 8

Dessa forma, para N ser divisivel por 8 a parcela c, - 10% +¢; - 10 + ¢, deve também ser divisivel
por 8. Agora, a parcela c, - 10? + ¢; - 10 + ¢ € 0 nimero formado pelos trés primeiros algarismos
de N.

Assim, verificamos o critério de divisibilidade por 8.
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Atividades

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Justifique o critério de divisibilidade por 3.

Resp. Repita o argumento anterior.

TOME NOTA. Os critérios de divisibilidade sitados nesta secdo dependem intrisicamente
do sistema de numeracgao decimal, isto é, se o sistema de numeracao for diferente do decimal
os critérios podem nao ser verdadeiros. Por exemplo, o nlimero 49 é escrito na base 9 por:

(54)9. Note que, a soma dos algarismos é 5+ 4 = 9, mas 49 ndo ¢é divisivel por 3 nem por
9.

Numeros racionais: operacoes e propriedades basicas

O conjunto dos numeros naturais, denotado por N, é o conjunto formado pelos nimeros
positivos juntamente com o zero.

N={0,1,2,3,4,5,---}.

O conjunto dos numeros inteiros, denotado por Z, € o conjunto formado pelos niumeros natu-
rais juntamente com todos 0s numeros negativos.

Z:NU{ 7_57_47_37_27_1}:{“' 7_57_47_37_27_17071727374757'“}'

Definicao 3. O conjunto dos niimeros racionais, denotado por Q, é o conjunto formado pelos nimeros

da forma E, com z,y € Z e y # 0, ou seja:
Y

Q:{g s x,y €Zey#0}.
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TOME NOTA. Observe que, quando y = 1 obtemos todos os ntumeros inteiros, ou seja,
7Z C Q e, consequentemente,
NcCZcQ.

Considere os numeros naturais 14 e 30. Vamos denotar por D(14) e D(30) o conjunto formado
por todos os numeros que dividem 14 e 30 respectivamemte. Note que 1, 2, 7 e 14 s&@o todos os
possiveis divisores de 14, isto é:

D(14) = {1,2,7,14}.

Por outro lado, os numeros 1, 2, 3, 5, 16, 15 e 30 formam o conjunto dos divisores de 30, ou
seja:
D(30) = {1,2,3,5,16,15,30}.

Assim, podemos constatar que o0 maior numero de divide 14 e 30 simultdneamente € o 2.
Vamos agora, repetir o mesmo estudo com os numeros 11 e 91. Observe que:

D(11) = {1,11} e D(71) = {1,71}.
Através dessa analise podemos definir:
Definicao 4. Sejam x e y dois nimeros inteiros.

1. O maximo divisor comum entre os nimeros z e y, denotado por mdc(z,y), é definido como

sendo o maior niimero que divide x e y simultaneamente;

2. Um numero inteiro > 1 ¢ um ndmero primo se seus unicos divisores positivos sao 1 e x, ou
seja, D(x) = {1, z};

3. Dois niumeros inteiros x e y sdo primos entre si se mdc(z,y) = 1,

. xr . , . .
4. Um numero racional — é irredutivel se = e y forem primos entre si;
Y

5. Um inteiro z é composto se possui divisores distintos no inteiros 1 e z, ou seja, (D(z) —
{1,2}) # 0.
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Exemplo 17. Os nimeros
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41,43,47,53,59,61,67,71, 73,79, 83, 89,97

representam todos os ntimeros primos entre 0 e 100.

Por outro lado, os niimeros 14 e 30 sao compostos, visto que

(D(30) — {1,30}) = {2,3,5,16, 15} (.

Todo ndmero inteiro pode ser representado como produto de poténcias de nimeros primos?

Sempre é possivel, mas este resultado ndo sera provado neste texto. Vejamos como a decom-
posicao é construida através de um exemplo. Considere o numero 67500. Iniciamos o processo
utilizando os numeros primos em ordem crescente. Dessa forma, dividimos 67500 pelo primeiro
primo maior que 1. Sendo 2 0 niumero primo em questao, temos:

67500 | 2
33750

Como 33750 é um numero divisivel por 2, continuamos o processo utilizando novamente o
namero 2, isto é:

67500 | 2
33750 | 2

16875

Como 16875 nao é divisivel por 2 passamos para o proximo primo, que é o numero 3. Agora,

16875 €& divisivel por 3. Dessa forma, continuamos o0 processo com
0 numero 3. Veja:

67500 | 2

33750 | 2

16875 | 3

5625 o
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Uma vez que, 5625 é divisivel por 3, continuamos o processo utilizando o numero 3. Observe:

67500
33750
16875
2625
1875

‘ w w \} [\

Repetindo novamente o processo com 3, segue que:

67500
33750
16875
2625
1875
625

‘ w w w [\ [\

Note que, 625 nao é divisivel por 3, entdo seguimos o processo até o final com o nimero 5,
ou seja:
67500

33750
16875
5625
1875
625
125
25

5

1 22.33. 54

ot ot Ot Ot W W W NN

Observe que o processo é interrompido quando obtemos como quociente o0 niumero 1. Além
disso, concluimos que o numero 67500 pode ser escrito como produto de poténcias de primos
das seguinte forma:

67500 = 2% - 3% . 5%,
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Atividades
Texto Bdsico

Teste seu conhecimento. Escreva o nimero 984.150 através de poténcias de nimeros

primos.

Resp. 2-3%.5%. 73

Definicao 5. Considere m,n > 1 ntumeros naturais. O minimo multiplo comum entre m e n,

denotado por mmc(m,n), é o menor numero divisivel por m e n.

Exemplo 18. O menor nimero divisivel por 2 e 5 é o 10, isto é, mmc(2,5) = 10. Se considerarmos

os nimeros 3 e 9 teremos mmc(3,9) = 9.

Determinar o minimo multiplo comum entre dois nimeros pequenos € uma tarefa muito facil.

Se os numeros analisados forem grandes, como procedemos?

Na pratica, para calcularmos o minimo multiplo comum decompomos si-
multineamente os numeros analisados em poténcias de primos. O nu
mero procurado serd o produto de todas as poténcias de primos obtidas

através da decomposicao.

Vejamos como isso funciona atravé de um exemplo. Considere os numeros 35 e 81. Vamos
determinar mmc(35,81). Iniciamos o processo utilizando 2. Como 2 n&o divide os numeros 35 e
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81 passamos para o préximo primo. Sendo 3 o préximo primo, obtemos:

35,813
35,27

uma vez que 35 nao é divisivel por 3, permanecendo inalterado e realizamos a divisdo de 81 por
3. Como na segunda linha ainda existe um niamero que é divisivel por 3, continuamos o processo
utilizando o primo 3. Veja:

35, 81

35,27
35,9
35,3
35,1

‘ w w W w

Como a linha resultante ndo apresenta mais numeros divisiveis por 3, continuamos o processo
com o préximo primo. Observe
35, 81

35,27
35,9
35,3
35,1

7,1

‘ at w w w w

Nao existe mais numeros divisiveis por 5, 0 préximo primo serd o 7. Note:

35, 81
35,27
35,9
35,3
35, 1
7.1
1,1 |3%.5.7

N Ot W w w w

O processo é finalizado sempre que obtemos uma linha com todos os quocientes iguais a
1. Claramente este processo pode ser aplicado a uma quantidade finita de nimeros. Assim,
mmc(35,81) = 3*- 5.7 = 2835.
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Ativides

Texto Basico

s

Teste seu conhecimento. Determine mmec(27, 100).

Resp. mmc(27,100) = 2700.

T

s . T X ., . . ~

Definicao 6. Sejam “L ¢ 22 Jois niimeros racionais. Definimos as operacoes de soma, produto
Y1 Y2

e quociente usuais em Q pelas operagoes:

1 I T2 _ Tl + Tl
n Y2 Y1Y2

Tr1 X9 . Iy - T2
Y1 Y2 Y1 - Y2
ot PP ) N )
n Yo Yy T2

~ . . . . X T2 .
As operagbes que associam o par de niumeros racionais =L e =2 a soma, produto e ao quoci-

Yyr Y2
ente definidos anteriormente, como:

Q-Q — Q

X X A X
_17_2) N T
Y1 Y2 n Y2
Q-Q — Q

T1 T2 T1 T2
—’_ )_> —_ . —
Y1 Y2 Yy Y2
Q-Q — Q

1 T2 I T
——) —— — = —,
Y1 Y2 U1 Yo

sao chamadas de adicao, multiplicacao e divisao.

3 5
Exemplo 19. Efetue a soma % + 7R
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Solucao. Na pratica sempre utilizamos o minimo multiplo comum para realizar a soma de dois

niimeros racionais. Iniciamos calculando mmc(14, 25). De fato:

14, 25
7,25
7,5
7,1
1,1

N3 ot Ot N

527 = 350.

O resultado final tera por denominador mmc(14, 25), isto é:

3 bt ?

% 12 350°

. . . .3 D L
Para determinarmos o numerador da fracao resultante, utilizaremos as fracoes % e 7 Dividimos

350 por 25 e o resultado multiplicamos por 3, isto é, 350 = 25 = 14 e calculamos 14 - 3 = 42. Reflita:

3 5 4247

25+14_ 350

5
O mesmo argumento sera repetido para a fracao 0 isto é, 350 ~ 14 =25 e 25 -5 = 125. Assim

sendo, concluimos:
3 5 42+125 167

25 ' 14 350 350

. 3 5 3 5
Exemplo 20. Efetue as operagoes: % 4% T I

Solucao. Pela Defini¢ao, temos que:

3 95 3-5 15

25 14 25-14 350"

Por outro lado,

e

Atividades
Texto Basico
3 53 5 3 5
Ti nhecimento. Efet oes: =+ -, --—-€e =+ —.
este seu conhecimento. Efetue as operacoes 7+8’7 867 g
Fos 59 24 15 i ‘
.—,— e —,T ivamente.
p 56’35656’ espectivamente
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Pergunta. Agora que ja sabemos somar e multiplicar em Q, como decidir se um ntmero

racional é positivo, negativo ou zero?

A resposta € dada pela definicao:

.~ .z .
Definicao 7. Seja — um nimero racional.
Y

T . - , . . . .

1. — é positivo se, e somente se, o produto entre os numeros inteiros x e y for positivo, isto
Y
e, x-yeN;

2. — é estritamente positivo se, e somente se, z -y € N — {0};
Yy
xr

3. — é zero se, e somente se, x = 0;
Y

4. — é negatlvo se, e somente se, 0 produto entre 0sS numeros inteiros x e y for negativo, ou
Yy
seja, x-yeZ—N.

, 10 112 . . » :
Exemplo 21. Os numeros 3 e ' sao estritamente negativo e positivo, respectivamente. Note

que:

(—10) - 3 = =30 (estritamente negativo) ;

(112) - 45 = 5040 (estritamente positivo) .

Numeros decimais

Nesta secao vamos estudar os numeros decimais, explorando suas propriedades, operacoes
e aplicacbes. Tal conceito € usados em varios momentos do nosso cotidiano. Por exemplo,
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a milha é uma unidade usada para medir distancias. Existe até uma prova do automobilismo
internacional em sua homenagem: “ As 500 milhas de Idianapolis .

Uma milha equivale a cerca de 1,6 quildbmetro. Dessa forma, esta tradicional prova de auto-
mobilismo tem seu percurso total estimado em 800 km. O numero 1,6 anteriormente cidado, é
um exemplo de numero decimal ou fracdo decimal.

Definicao 8. 1. Todo numero da forma
a,dydy -+ - d,
¢ chamado de numero decimal;
2. O nimero a a direita da virgula é chamado parte inteira;
3. O numero dids - - - d,, € chamado parte decimal,
4. Os ntmeros dy, do,--- ,d, a esquerda da virgula sao chamados digitos da parte decimal;

5. O natural n é o numero de digitos da parte decimal.

4

@

Observacao. Todo numero decimal sempre é escrito como sendo a soma da parte real

com a parte decimal, ou seja, se N = a,dyds - - - d,, entao temos a decomposicao:

N=a,didy---dy=0a+0,dydy---dy.

Exemplo 22. Siao exemplos de niimeros decimais:
1. Note que: 0,5 = a=0e d; =5. Além disso, 5 é chamado de parte decimal;

2. Note que: 123,123 = a =123 e d; =1, dy = 2, d3 = 3. Além disso, 123 é chamado de parte

decimal.

Por outro lado, observe que:
1
O’ 5 —= —_ = —

123123 123123
100 102
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TOME NOTA. Todo numero decimal pode ser escrito através de uma fracao decimal, isto
é:
CLdldg cee dn

adidy - d, = T

Considere o numero 123,123 e vamos continuar nossos estudos. O numero 123, 123 possui
parte inteira e decimal dadas respectivamente por 123 e 123 respectivamente, ou seja,

123,123 = 123 + 0, 123.

Recorde que

123 = 1-10°+2-10' +3;
0,123 = 1 1+2 ! +3 ! =1-100"42-107%2+4+3-1073
’ N 10 102 103 '

Dessa forma, podemos reescrever o numero 123, 123 na forma

123,123 = 1-10°42-10' +3+1-10'+2-102+3-10°.

TOME NOTA. A parte decimal de todo ntimero da forma N = a, dids - - - d,, pode ser escrita

em funcao de poténcias negativas na base 10. Veja:

0,didy---d,=dy-107 4+ dy - 1072 + -+ d, - 107",

OPERACOES COM NUMEROS DECIMAIS

As operacoes de adicao, subtracado, multiplicacao e divisdo realizadas com numeros inteiros,
diferem das operagdes realizadas com ndmeros decimais através da presenga da virgula.

Exemplo 23. Efetue a adigao entre os nimeros 1,234, 12,340 e 123, 40.

Solucao. A adi¢ao entre nimeros decimais é realizada posicionando as parcelas através da virguala,
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isto é, somamos sempre parte inteira com parte inteira e parte decimal com a parte decimal. Veja:

1, 234
12, 340

+ 123, 400
136 , 974

e
Atividades

Texto Bésico
Teste seu conhecimento. Qual o valor da soma 987,456 4 9874, 56 + 98745, 6.

Resp. 109607,616.

T

Exemplo 24. Efetue a subtracao entre os numeros 1,234 e 12, 340.

Solucao. A subtracdo entre niimeros decimais é realizada posicionando as parcelas através da vir-

guala, isto é, subtraimos sempre parte inteira com parte inteira e parte decimal com parte decimal.

Veja:
12 , 3410
- 1, 234
11 , 106

Atividades
Texto Bésico

e

Teste seu conhecimento. Calcule o valor da diferenca 987,456 — 9874, 56.

Resp. -8887,104.
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Exemplo 25. Multiplique os nimeros 4,32 e 3, 2.

Solucgao. Para multiplicar nimeros decimais realizamos a operagao como se fossem ntimeros inteiros.
Nao levando em conta a virgula. Concluida a operacao, contamos o nimero de casas decimais de
todas as parcelas e colocamos a virgula, a partir da direita do resultado final. Por exemplo, o produto

final entre os nimeros 4,32 e 3,2 terd 3 casas decimais. Duas do nimero 4,32 e uma de 3,2. Veja:

1,32

X 3,2
3104
2140+
24,504

e

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. Calcule o valor do produto 9,456 -9, 8.

Resp. 92,6688.

T

Exemplo 26. Efetue a divisao de 10,5 e 0, 75.

Solucgao. Para dividirmos dois nimeros decimais igualamos primeiro, o niimero de casas decimais

do dividendo e do divisor. Esse processo é realizado acrescentando zeros a direita do nimero que
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tiver menos casas decimais. Para finalizar, as virgulas sao retiradas e efetuamos a divisao. Como

0,75 possui duas casas decimais, acrescentamos zero ao nimero 10, 5, isto é:

10,50 1 0,75
300 |14
0

Dessa forma, ao dividirmos 10,5 por 0, 75, obtemos o quociente 14 e resto 0.

e

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. Calcule o valor da divisao 1,024 = 6, 4.

Resp. 0,16.

T

DizIMAS PERIODICAS E NAO PERIODICAS

Observe todos os exemplos e definicoes que estudamos até o momento apresentavam parte
decimal finita.

Existem nimeros reais com representa¢ao decimal infinita?

O numero = é o numero real mais famoso cuja representacao decimal néo é finita. Vamos
representar = com vinte casas decimais:

m = 3,1415926535897932384 - - - .
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., 10 . : ~ . . .
Por outro lado, 0 numero 3 também possui um representagao decimal infinita. Veja:

13—0 =0,33333333 - - - .

. ) 10
Existe uma relacdo entre os nimeros reais 7 e 37

Definicao 9. Todo nimero real com parte decimal infinita e periddica é chamado de dizima perié-
dica. Se a parte decimal for infinita e nao periodica o numero é chamado de dizima nao periédica.

TOME NOTA. Toda dizima peridédica é um numero racional. Por outro lado, dizimas nao

periodicas estao associadas aos nimeros irracionais.

DizIMAS PERIODICAS DE PERiIODO 1

Considere N = 0,999999999 - - -. Nosso objetivo é transformar N num numero racional. Multipli-
cando N por 10, obtemos:
10 - N = 9,999999999 - - - .

Recorde que:
9,999999999 - - - = 9 4 0, 999999999.

Dessa forma, temos:
9,999999999 - - - =9 + N,

0 que mostra que:
10-N=9+ N

4
10-N-N=9

¥
9-N=9
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¢
N=1.

Portanto, 1 € o nimero racional associado a dizima periodica 0, 9999999999 - - -.

e

Atividades

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Determine o nimero racional que representa a dizima perio-
dica 0, 777777777 - - -.

7
Resp. 9

o
- —
o —
o —
-—
-—
i
ﬁ
e T—
o —
-
-
e
——

DizIMAS PERIODICAS DE PERIODO 2

Considere N = 2,81818181818181---. Nosso objetivo € transformar N num numero racional.
Note que:
N = 2,81818181818181--- =2+ 0,81818181818181 - - - .

Considerando D = 0,81818181818181 - - - € multiplicando D por 100, obtemos:
100 - D = 81,818181818181 - - - .
Recorde que:

81,818181818181 --- = 81 + 0,818181818181818181.

Dessa forma, temos:
81,818181818181--- =81+ D,

0 que mostra que:
100-D=81+D

¥
100- D — D =81

4
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Para concluir, efetuamos:

81 198481 279

N=24+—=——"—"-=—.
Jr99 99 99

279 , . : . L
Portanto, 99 € 0 numero racional associado a dizima periodica 2, 818181818181 - - -.

e

Ativides

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Determine o nimero racional que representa a dizima perio-
dica 4, 13131313 - - -.

4
Resp. %

DizIMAS PERIODICAS DE PERIODO 3

Considere N = 0,817817817817817817817 ---. Nosso objetivo € transformar N num numero
racional. Multiplicando N por 1000, obtemos:

1000 - N = 817,817817817817817817 - - - .
Recorde que:
817,817817817817817817--- =817+ 0,817817817817817817817817817.

Dessa forma, temos:
817,817817817817817817--- =817+ N,

0 que mostra que:
1000 - N =817+ N
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¢
1000 - N — N = 817
¥
999 - N = 817

|}
_ 81T
~ 999"

817 , , . . - L
Portanto, 999 € 0 numero racional associado a dizima periodica 0,817817817817817817 - - -.

e

Atividades

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Determine o nimero racional que representa a dizima perio-
dica 0, 432432432 - - -

432
Resp. 999"

KI'OME NOTA.

2. Toda dizima infinita com periodo 9 corresponde a uma fragao decimal.

1. Todo nimero decimal finito corresponde a uma fracao decimal;

3. Toda dizima infinita e periddica cujo periodo nao é 9 corresponde a uma fracao que
\ nao é decimal. /

Surgimento dos numeros reais

Na secao anterior vimos que nimeros como o « nao podem ser representado através de uma
fragdo. Assim sendo, faz sentido o questionamento:
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Todos os nimeros que conhecemos sao racionais?

José herdou de seu Pai uma propriedade triangular como mostra a figura abaixo.

C

1 km

B 1km A

Pelo fato da escritura ser muito antiga foi possivel apenas verificar que a propriedade é um
triangulo isdsceles cujos lados iguais medem 1km. Aplicando o Teorema de Pitagoras, obtemos:

hZ — 12+12’

o que implica que:
h? = 2.

a

Pergunta. Existe um ntmero racional 2

2
, tal que <%> =27

Antes de respondermos esta pergunta necessitamos saber quando um numero inteiro é par
ou impar.

Definicao 10. Seja a um namero inteiro.
1. Dizemos que a ¢ um nUMero impar se a = 2s + 1, com s sendo um namero inteiro;

2. Dizemos que a é um humero par se a = 2t, com t sendo um nimero inteiro.
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Por exemplo, sabemos que 9 é um ndmero impar e que 10 é um ndamero par. Assim,
9=2-44+1e10=2-5.

Observe que no primeiro exemplo s = 4 e no segundo ¢ = 5.

Lema 1. Seja a um ntimero inteiro. Se a é um ntmero impar, entdo a? também serd um ntimero

impar.

Demonstracdo. Temos que mostrar que:
a? = 2sy+ 1,

para algum sy € Z.
De fato, sendo « um numero impar, segue que existe um s € Z, tal que:

a=2s+1.
Dessa forma,
a?=(25+1)*=(25+1)- (25 +1) =45 + 45 +1=2-(2s* +2s) + 1,
o que implica que:
a’® =2-(28* +2s) + 1.
Basta tomar, sy = 25 + 2s. [

Lema 2. Seja a um nimero inteiro. Se a? é um nimero par, entao a também serd um nimero par.

Demonstracdo. A prova deste Lema sera feita por contradicdo. Nao se esqueca que por hipétese
temos que «? é par. Essa informacéao sera valiosa no decorrer da prova.
Suponha que a seja um numero impar. Segue do Lema (1) que:

a® é um nimero impar .

Essa ultima afirmacg&o contradiz a hipétese de a? ser par. A contradigdo surgiu ao considerar-
mos que a € um numero impar.
Portanto, se a? € par entdo a também serd um nimero par. [

. , . a
Prezado aluno, agora estamos prontos para responder se existe um numero racional 7 tal

2
que (%) = 27 Suponha, por absurdo, que exista um numero racional irredutivel E, tal que:
Y

-
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o que implica que:

xXr
Dessa forma,
2
2= :U_2 = 22 = 2%
Yy

Como y € um numero inteiro e o quadrado de todo nimero inteiro € um ndmero inteiro temos
da definicao (10) que:
z* é um nlimero par.

Aplicando o Lema (2), obtemos:

x € um numero par.

Sendo x um numero par aplicando novamente a Defini¢cdo (10), segue:

Tr = 2t1, comt, € Z.

Agora, se 2? = 2y* e z = 2t, entdo:

42
:C2:2y2:>(2t)2:2y2:>4t2:2y2:>y2:7:>y2:2t2,

0 que mostra que:
y* é um nimero par.

Aplicando o Lema (2), obtemos:

y € um numero par.

Sendo y um namero par, aplicando novamente a definicao (10), segue que:

Yy = 2t2, comt, € Z.

Uma vez que, = = 2t; e y = 2t, temos que 2 divide = e y. Logo, concluimos que mdc(x,y) A.
O que é uma contradicao, visto que inicialmente T e Q com mdc(z,y) = 1. A contradigédo surgiu
Y

ao considerarmos a existéncia de um numero racional satisfazendo a igualdade h? = 2.

Portanto, ndo existe um nimero racional solugédo da equagdo h* = 2.
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Pergunta. Existe um ntimero que seja solucao da equagao h? = 27

A resposta é sim. Vamos construir um ponto da reta que seja solugédo de h? = 2. Sobre a reta
marque o0 seguimento de comprimento 1 a partir da origem.

O

4
1

Com o seguimento de O A construimos o triangulo O AB como mostra a figura.

1em

Observe que h é a hipotenusa do tridngulo OAB e pelo Teorema de pitagoras temos h? = 2.
A projecao de h sob a reta sera a intersecgao da circunferéncia de raio h com a reta.

o

Como acabamos de ver, existem niumeros que nao sao racionais. Tais numeros serao cha-
mados de irracionais e denotados por 1.

. e~ . . . . X
Definicao 11. 1. Um namero é irracional se nao pode ser escrito na forma —, com =,y € Z e
Y
b # 0;
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2. O conjunto dos numeros reais, denotado por R, é o conjunto formado pelos nimeros raci-

onais e irracionais, isto é,

R={z :2€Qouzel}=QUI.

Pelo estudo que realizamos até o momento, obtemos as inclusdes:

L

Poténciacao

Jodo e sua esposa Marli sdo apaixonados por provas de rali. Dentre os muitos acessorios
necessarios para se realizar um boa prova, creio que a bussola mereca destaque.

No utimo final de semana, ao participarem de um prova regional, Jodo e Marli tiveram que
superar um obstaculo extra. A bussola do casal apontava apenas para quatro diregdes: norte,
sul, leste e oeste.

Por simplicidade, os pontos do percurso no qual os competidores devem utilizar a bussola
para nao se perderem sera chamado de “Ponto Chave”, denotado por “PC”. Assim, se 0 percurso
possuir um PC, temos a configuragéo:

Norte
Sul

Leste

PC 1:

Oeste

Agora, se o percurso apresentar dois pontos chave, entao a configuragédo sera:
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Norte

Sul

PC 1:

Leste

Oeste

\

PC 2:

PC 2:

PC 2:

PC 2:

( Norte
Sul

Leste
Oeste
Norte
Sul

Leste
Oeste
Norte
Sul

Leste
Oeste
Norte
Sul

Leste

\ Oeste

Realizando uma analise rapida, observamos que se o percurso apresentar um “PC” temos
Se existir dois pontos chave, temos
4 -4 = 16 possibilidades para prosseguir. Uma vez que, para cada caminho anteriormente to-
mado, temos agora mais quatro possibilidades. Agora, se o caminho a percorrer apresentar 10

apenas quatro posibilidades para seguir.

“PC”, teremos:

4-4-4-4-4-4-4-4-4-4=1.048.576 possibilidades .

Existe um forma prética para representarmos o produto de 10 fatores iguais ao nimero 4?7

A resposta sera dada pela proxima definicao.

Definicao 12. Seja b um nimero real e considere n um numero natural. A poténcia v" é definida

como sendo o produto

b" =b-b---b.
——

nvezes

Os numeros b e n sao chamados de base e expoente da poténcia b", respectivamente.
p ) p
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/ @ \
Observacao. As seguintes afirmagoes seguem diretamente da Defini¢ao(12):

1. 0" =0;

2. Se b # 0, entao b" é sempre um nimero nao nulo;
\_ s )

Exemplo 27. Utilizando a Defini¢ao(12) podemos reescrever o produto 4 -4-4-4-4-4-4-4-4-4

na forma simplificada 4'°. Note que, neste caso, temos a base b = 4 e o expoente n = 10.
Exemplo 28. Qual niimero ¢ representado pela poténcia 2197

Solugdo. Pela Definigao (12), temos que: 2'°=2.2.2.2.2.2.2.2.2.2 =1024.

10 vezes

e

Atividades
Texto Bsico

Teste seu conhecimento. Determine o valor das poténcias: 2!, 3* e 101°.

Resp. 4096, 81 e 10.000.000.000 respectivamente.

T

existentes em um percurso com um PC com o nimero de de trajetos existente em um percurso

com dois PC, terfamos que realizar a operacio 4 - 42?
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Propriedade 1 (Propriedade Fundamental). Seja b um ntimero real e considere m,n dois nimeros

naturais. Entao:
bm A bn — bm+n

ou seja, preserva-se a base e soma-se 0os expoentes.

Demonstragdo. A prova deste Lema é consequéncia direta da Defini¢ao(12). Note que:

b o= b-b---b
N——
b* = b-b---0b.
——

nvezes

Assim,
bt = (b-b---b)-(b-b---b)
—_— = —

mvezes nvezes
—_— ——
mvezes nvezes
—
(m~+n)vezes

_ bm-i—n

4

@

Observacao. Segue diretamente da Propriedade Fundamental as seguintes afirmacoes:

1. A propriedade é valida para um produto finito de poténcias, isto é:

P p2 L pk = prtnetetng

Por exemplo, 222 .23 .24 = 21+23+4 — 910 — 1024,

2. Considerando o produto de s fatores iguais a b", segue que:

bTL . b’n . b’n — (bn)s — bS'TL‘
N—_——

s fatores

Por exemplo, 53 - 53 . 53 . 53 = 53434343 — 543 — 512,
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Exemplo 29. Calcule 4 - 42.
Solugdo. Pela Propriedade (1), temos que 4 - 42 = 43 = 64.
Exemplo 30. Efetue o produto 16 - 2°.

Solugdo. Observe que 16 = 2%, Assim,
16-25 = 2%. 25,
Logo, aplicando a Propriedade Fundamental, obtemos:

16 -2° = 29 = 512.

s

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. Expresse o produto 9 - 81 - 729 através de poténcias.

Resp. 3!2.

T

Aprendemos que para efetuar o produto de duas poténcias de mesma base preservamos a base
e somamos 0s expoentes. Agora, se os expoentes forem os mesmos e as bases distintas, pre-

servamos os expoentes € somamos as bases?

O raciocinio ndo esta correto. A resposta certa é dada pela préximo propriedade.

Propriedade 2. Seja n um ndimero natural e considere a,b dois nimeros reais. Entao:
a-b" = (a-b)",

ou seja, preserva-se o expoente e multiplica-se as bases.
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Demonstragdo. Como:

at = ag-a---q

" = bbb,
——

nvezes
temos que:

a - b = (aa/a)(bbb)

nvezes nvezes
= a-a---a-b-b---b.
—_—

nvezes nvezes

Agora, como o produto de dois niimeros reais é associativo, obtemos:

a" b = a-a---a-b-b---b
—_—— ——

nvezes nvezes

— (a~b)~(a-i))-~-(a-b)

(. i

nvezes

= (a-b)".

Exemplo 31. Efetue o produto 2° - 43 - 33.

Solucao. Note que 43 = (2-2)3. Aplicando a Propriedade (2), segue que:

43 =(2-2)% =2%.2%

Assim, temos:
20.43.3%=1923.923.43.33,

Aplicando novamente a Propriedade (2), concluimos que:

20.43.3%=(2-2-4-3)% =48 = 110.592.

Teste seu conhecimento. Determine o valor do produto 4° - 163 - 212,

Resp. 234

s

Atividades

Texto Basico
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Se n = 0, entdo qual o valor da poténcia b°?

Propriedade 3. Seja b um nimero real nao nulo e considere n = 0. Entao:
W =1,

ou seja, todo nimero elevado a zero é um.

Demonstragdo. Sendo b um ntimero real nao nulo, obtemos da Observacao (1), que ™ é nao nulo,

para todo n. Segue do Lema (1) que:

0. p = b(OJrn) — bn’

o que implica que:
bO D=t

Exemplo 32. Aplicando a Propriedade (3), obtemos:

1000°=1; 7°=1e (V2)'=1.
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Porque na Propriedade (3) a base deve ser um niimero real nao nulo?

Note que se a base é zero, entdo teriamos a seguinte poténcia 0°. A poténcia 0° é uma
indeterminacao, isto €, € um expressao nao definida.
L)

Leitura
Complementar

Para maiores detalhes, sobre o estudo da poténcia 0° veja a Revista do Professor de Matemé4-

tica, nimero 76, paginas 8-11.

Até o momento, estudamos poténcias com bases nulas e ndo nulas considerando sempre
expoentes naturais.

E possivel estender o conceito de poténcia de forma a estudarmos expoentes negativos, isto €,

calcularmos poténcias da forma b="?

Respondemos esta pergunta, enuciando a seguinte Propriedade:

Propriedade 4. Seja b um nimero real nao nulo e considere n um nimero natural. Entao:

L
b = o
isto é, toda poténcia de expoente negativo torna-se um fracao irredutivel.

Demonstragdo. Aplicando a Propriedade (1), temos:
b = p = g, (1.2)
Por outro lado, segue da Propriedade (3) que:

W =1 (1.3)
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Agora, de (1.2) e (1.3), obtemos:

Exemplo 33. Determine o valor das expressdes: 271, ——

Solucao. Note que, pela Propriedade (4):

1
o= — = —
5 0,5
Por outro lado,
1 1
3<—2>_§_§_1-9_9_1
9=~ 1T "1 1.9 9
9 9
i 188
e
Atividades
Texto Bésico
3\ [1—21\"
Teste seu conhecimento. Determine o valor das expressoes: | = | , [ =——— .
9 324372
Resp. 9 e 18, 2.
e —
-—
e —
I
-
T

E possivel realizar a divisdo de duas poténcias de mesma base?
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Propriedade 5. Sejam m,n dois nimeros inteiros e considere b um numero real. Entao:

b_n_ n—m
pmn ’

ou seja, preservamos a base e subtraimos os expoentes.

Demonstragdo. Note que:
prm — bn—l—(—m)’

uma vez que n + (—m) =n — m.

Aplicando o Propriedade (1) a poténcia b"*(=™), obtemos:

prrem =,

Aplicando a Propriedade (4) a poténcia b~™, temos:

1
b= —.
bm
Segue de (1.4) e (1.5) que:
1
L
pm
4

bn

bnfm —

pm

2% 3
¢

Exemplo 34. Simplifique a expressao

Solucédo. Segue da Propriedade (2) que:
22.32 = (2-3)2 =62

Dessa forma: 2 32 @

6 6

Aplicando a Propriedade (5), segue:

z 6'332 — 623 =671,

Concluimos a simplificagio aplicando a Proprieade (5):

22.32 1
63 6

(1.4)
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Atividades
Texto Basico
32 . 42 -1
Teste seu conhecimento. Simplifique a expressao (W) .
Resp. 12.
-
-
T
-
-
-
b I
b
-~
-
-
-
Radiciacao

Ja sabemos calcular poténcias com expoente positivos e negativos.

A mesma defini¢do pode ser aplicada quando o expoente em questdo ¢ um ndmero racional?

Antes de respondermos esta pergunta enunciaremos a definigao:

Definicao 13. Seja b um namero real positivo e considere n < 1 um ntmero natural. Dizemos que

a é a raiz n-ésima de b, denotada por /b, se a n-ésima poténcia de a é igual a b, isto é:
a" =b<—= Vb=a.

Notacao. Segue da Definigao (13) a seguinte nomenclatura:
1. a é chamado raiz n-ésima de b;
2. b é chamado radicando;

3. n é chamado indice da raiz;
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4. Se n = 2, entdo o namero v/b, ou simplismente, v/b é chamado de raiz quadrada do nimero

real b. Agora, se n = 3 entao Vb ¢ chamado de raiz cubica de b.

@

Observacao. Observe que cada nimero real b possui um tnica raiz n-ésima.

De fato, se b = a = 0 a igualdade sempre € vélida. Suponha que os numeros a; # 0 € ay # 0

sejam raizes n-ésimas de b # 0. Segue da Definicao (13) que:

alnzbeaQ":b.

Dessa forma, obtemos:

. . , . 1 .
Agora, sendo n > 1 faz sentido considerarmos o nimero racional — como expoente, ou seja:
n

nql/n
)]
a2

ay = aa,

provando assim, a unicidade da raiz.
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Porque na defini¢@o (13) estamos considerando b um nimero real positivo?

Vamos analisar um simples exemplo. Suponha que « seja a raiz quadrada de —4, ou seja,
v—4 = a. Segue da Definicao (13) que:

a’ = —4.

Mas a igualdade anterior ndo pode ocorrer uma vez que um numero real positivo a? (a?> > 0)
nao pode ser igual a um namero negativo. A incoeréncia surge ao considerarmos que existe um
namero real cujo quadrado seja —4.

Este argumento estende-se de forma natural a todo indice n par e radicando negativo, devido
as propriedade de poténciacdo. Problema semelhante ndo ocorre se n for um ndmero impar.
Considerando a® = —8, obtemos a = —2, visto que:

(-2) - (=2)- (-2) =4+ (-2) = =8,

TOME NOTA. Nao existe raiz n-ésima de radicandos negativos quando o indice n for um
niimero par. Assim, podemos reescrever o enunciado da Definigao (13) da seguinte forma:
seja b um numero real e considere n > 1 um namero natural. Dizemos, que a é a raiz

n-ésima de b, denotada por /b, se a n-ésima poténcia de a é igual a b, isto &,

a>0,b>0,n par

a" = b <= Vb= a, sempre que ou

a <0, b<0, nimpar

Agora, estamos prontos para definir poténcias no qual o expoente é um numero racional.

Lema 3. Se b um nimero real e P im namero racional com q > 0, entao,

q
e = /b,
Em particular, temos:
b1 = /b,

Demonstragdo. Note que, utilizando a Observagao (1), item 2, obtemos:

(bP/9)1 = plP/D-1 — ped/d — pp.
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Como (bP/9)7 = P, temos que a g-ésima poténcia de b”/¢ & o ntimero P, o que implica pela

Defini¢ao (13) que:

/= op.

TOME NOTA. A raiz n-ésima de um numero real b é simplesmente uma poténcia com
expoente racional —. Dessa forma, as propriedades da radiciacao sao obtidas de forma

n
direta das propriedades ja estudadas de poténciagao.

Propriedade 6. Sejam a e b nimeros reais positivos e considere p, ¢, m e n nimeros naturais nao

nulos. Entao sao vilidas as propriedades.
1. Y0 =0;
2. %ah = /P

6. (/a)” = ap;
7. (Yar) - (Vo) = e,

Demonstragcdo. Mostraremos apenas o item 7. Os demais seguem diretamente das propriedades das

poténcias estudadas anteriormente. Pelo Lema (3), observe que:
mmC(lI,n)/an.p . bm.q — (an.p X bmq)m
Aplicando a Propriedade (2):

mmc(q,n)/an.p L — (an-p)m . (bmq)m

Segue da observagao (1), item 2:

mmec(q,n) . K n-p m-q
N anP . bm q — qmme(g,n) . bmmc(q,n) .

Como mmc(g,n) = q - n, tem-se:

e — i b — ot bE — (V@) - (V).
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Exemplo 35. Se /z + 72 = 3, entao determine o valor da expressao = +

~ _1
Solucdo. Como 272 = —, segue que:

8
R

=+

NI

3=vVrv+a

§|H| =
Il
B
+
VR
| —
N~
wl

4
(1)

NI

Elevando a ultima igualdade ao quadrado, obtemos:

)]

3 =

Sendo:
1 1\2 1 1
oo () =pet
x
segue que:
L 1 1) 22
9= (z2)*"+2-22 -z 2+<—)
x
\
1
N
92:1:#2(4—24:04—(—)#
x
4
1\ !
9:x1+2-x0+<—) )
x

Recordando que z° = 1, concluimos que:
1
9=2x+2-1+—
x
!
1
9-2=ao+—
\

1
T=x+ —.
T

1

T
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Atividades
Texto Basico

- 1 ~ . ~ —
Teste seu conhecimento. Se z2+z72 = 3, entdo determine o valor da expressio z?+z 2.

Resp. 63.

mmmm
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Modulo 2
Proporcionalidade e

Porcentagem

No término desta unidade o aluno entusiasmado estara familiarizado como os seguintes con-
ceitos:

> Grandezas proporcionais;

> Divisdo em partes proporcionais;

> Grandezas proporcionais a varias outras;

> Grandezas direta ou inversamente proporcionais a varias outras;

> Porcentagem.

L)

Leitura

Complementar
Prezado aluno, para melhor compreensao deste médulo leia paralelamente os seguintes textos:

1. Tezzi, G., Egenszajn, D., Hazzan, S. Fundamentos de matematica elementar - Ma-
tematica Comercial, Financeira e Estatistica, Ed. Atual, Vol. 11, 2004.

2. Carvalho, P. C. P, Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E., Temas e Problemas Ele-
mentares, Colecao do Professor de Matemadtica, Sociedade Brasileira de Mateméti(xa,/

\ Rio de Janeiro, 2006.
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Razao

Dentre os muitos significados que podemos encontrar nos dicionarios da palavra razdo, uma
se destaca:
“‘Razdo & a relagdo existente entre

grandezas da mesma espécie’’.

Pergunta. O leitor seria capaz de formalizar o conceito de razdo matematicamente?

Vejamos como tal conceito surge em nosso cotidiano. Apds investir R$ 100 milhdes a mais,
o COB (Comité Olimpico Brasileiro) teve como retorno s6é duas medalhas a mais do que em
Pequim: 17. O governo esperava entre 18 e 23. O pais ficou em 22° lugar, e os EUA voltaram a
liderar o ranking. "Queriamos mais", disse Marcus Freire, do COB. A Lei Piva repassou R$ 331
milhOes para preparar atletas para Londres.

A diferenca de R$ 100 milhdes a mais ndo representa o real aumento nos investimentos.
Dividindo o valor dos investimentos nas olimpiadas de 2012 pelos investimentos referentes as
olimpiadas de 2008, obtemos:

Investimentos 2012 331milhdes N

= ~1.44 2.1
Investimentos 2008  231milhdes ’ (2.1)

Note que através dos calculos obtidos em (3.27) podemos dizer aproximadamente que os
investimentos de 2012 superam em uma vez e meia os investimentos de 2008.

Definicao 14. Sejam z e y dois nimeros, tais que y # 0. Definimos a razao entre x e y como sendo

) T
0 quoclente —.
)

Exemplo 36. O seu Alfredo sempre foi conhecido em sua cidade por colecionar relogios raros. Seu
compadre Adao, ao visita-lo, observou que dois exemplares apresentavam horarios distintos da hora
local. O relégio preto marcava duas horas. Ja o relogio verde marcava zero horas e quarenta e cinco
minutos. Quase instantaneamente Adao perguntou: Alfredo qual a razao entre a hora marcada no

relogio verde e a hora marcada no rel6gio preto em minutos?

Solucao. Note que

1 hora | = | 60 minutos

2 horas | — | 120 minutos
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Dessa forma, a razao entre a hora marcada no relégio verde e a hora marcada no reloégio preto

em minutos é dada pelo quociente

120 minutos B 8
45 minutos 3’

Exemplo 37. Uma pessoa comprou uma agao e a vendeu um més depois pela metade do preco que

pagou na compra.
a) Qual a razao entre o pre¢o de venda e de compra?
b) Qual a razao entre a diferenga dos pregos de venda e o pre¢o de compra?

Solugdao. a) Como nao sabemos o valor inicial da agdo, consideraremos tal valor como sendo x.

e :I; . ’
Dessa forma, temos que o preco de venda sera > isto é,

Prego de Compra | =
Preco de Venda =

NN I

Logo, a razao procurada é dada por:

x
Preco de Venda 9 x 1
Preco de Compra  z '

b) Observe que a diferenga dos pregos de venda e compra é dado por:

Preco de Venda — Preco de Compra = g —r= —g

Assim, temos a seguinte razao:

x
Prego de Venda — Preco de Compra  ~9 x

1
Preco de Compra x 2. 2

e

Atividades
Texto Bésico

. . . 5 -
Teste seu conhecimento. A razao entre dois numeros é R Qual a razao entre metade

do maior e dobro do menor?

)
R . =
esp. ¢
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Proporcao

Certo medicamento é vendido em cartelas contendo apenas dois comprimidos. A razao entre
. . - , . 1
0 numero de cartelas e 0 numero de comprimidos é representada pelo quociente 3 como mostra
a figura abaixo.

oo — oo =

1 Cartela 2 Comprimidos

Se o paciente apresentar a enfermidade do tipo A, sera necessario consumir trés cartelas do
medicamento para reestabelecer sua saude.

00 00
00 — o0 ==
00 00

3 Cartelas 6 Comprimidos

D W

Agora, se a enfermidade em questao € a tipo B, o paciente precisara de cinco cartelas para
ficar curado.

00
00
— 00 =
00
00
5 Cartelas 10 Comprimidos

O que as razoes 13 e 0 tém em comum?
q 26 ° 10 '
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C .3 C . D
Note que, simplificando a razao 6 por 3 e simplificando a razao 10 por 5 obtemos:

3_13_13_1$3_1
6 23 2.3 2 "6 2
515 1.8 15 1
10 25 23 2 710 2
Assim sendo,
1 3 5
2 6 10

Existe um critério para determinarmos quando duas razdes sdo iguais ou sempre temos que

encontrar um digito simplificador?

Retomando o exemplo anterior, podemos observar que:

- = umavezquel-6=2-3;
2 67 q )
1— o umavezquel-10=2-5;
2_107 q - )
5—3 umavezque 3-10=6-5
6 10 9 N '

Esta ultima andlise sugere a seguinte defini¢do:

N . ~ xr S ~ . . .
Definicao 15. Dizemos que duas razoes — e o com y # 0, t # 0 sao proporcionais ou simplesmente
Y

iguais se r.t = y.s

Exemplo 38. Determine o valor de z de modo que as razdes sejam proporcionais.
1

3r—1 2 T =
a) =y o0 b) y =9 C) 1° 52
58 45 b Ly 2
4 3

~ oo .1 3z . 1 3z
Solugdao. a) Pela defini¢do temos que as razoes R e 3 sao proporcionais, isto é, c=3 quando

5-(3z)=1-8.
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Resolvendo a equacao na variavel x, temos:

5-(3z) = 1-8
\
15z = 8
\
., . 8
15
3r—1 2 3r—1 2
b) As razoes < e = sao proporcionais, isto é, x4 = R quando

5-(3z—1)=4-2.

Resolvendo a equacao na variavel x, segue que

5-Bx—1) = 4-2
Y
152 -5 = 8
Y
15z = 845
Y
152 = 13
Y
13
g T
1 !
c) As razoes a T e 3 5 sao proporcionais, isto é, a T = 3 5 quando
2+ 1 3 — 3 2+ 1 3— 3

e
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Resolvendo a equacao na variavel x, tem-se:

(oo1)

(2]

Il

8
7N

w

|
ol N
~__

\[8
8+1\ 1 15 — 2
- . — = I R
4 5 5
(8
9 1 - 13
15 B T
(8
9 _ 13z
20 N 5’

o que implica que:

(132)-20 = 9-5

¥
260z = 45
¢
45
x - 2
260

Simplificando a o valor de x por 5 obtemos:

45 52-9 3

r=—= 9 )
260 5-52 B-52 52

D
Exemplo 39. Quanto vale 6 de 4207

Solugao. Para determinarmos > de 420 devemos dividir 420 em seis partes iguais e tomarmos cinco
dessas partes. De fato, ao dividirmos 420 por 6 obtemos que cada parte equivale a 70 unidades da 420
iniciais. Agora, considerando 5) dessas partes, temos
570 = 350. Portanto, % de 420 é 350.

5
Observe que determinar 6 de 420 é o mesmo que realizar a operacao:

5 D 5-420 2100
5 e 420 5 0 5 5 350
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TOME NOTA. Para calcular a razdo ~ de um determinado valor V' de forma simples, basta
Y

realizar a seguinte operacao:
ZdeV =

Xz
—.V
Y Y

)

kﬂﬁ
Atividades

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Dois s6cios resolvem repartir seu lucro de R$ 81.000,00 na
2
razao de 3 Quanto recebeu cada um?

Resp. Os socios receberam R$27.000,00 e R$54.000, 00.

o
- —
e —
o —
-—
-—
i
ﬁ
e T—
o —
-
-
e
——

Grandezas Diretamente Proporcionais

Um determinado profissional liberal recebe R$ 30,00 por hora trabalhada. Se representarmos
por h o niumero de horas trabalhadas e S a renda salarial obtda no final de cada més temos
seguinte diagrama:

h 1 hora
S | R$ 30,00

4 horas
R$ 120,00

3 horas
R$ 90,00

2 horas
R$ 60,00

Observe que a medida que o numero de horas trabalhadas aumenta o valor da renda salarial
mensal também aumenta. Considerando a razao entre a renda salarial € o nimero de horas
trabalhadas obtemos sempre um valor constante igual a 30, como mostra o quadro abaixo.

h 1 hora 2 horas 3 horas 4 horas
S | R$ 30,00 | R$ 60,00 | R$ 90,00 | R$ 120,00
S 30 60 90 120

F T=30 ?=30 ?—30 T— 30

78
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Analogamente, considerando a razao entre as horas trabalhadas e a renda salarial obtida

. 1 L
teremos sempre um valor constante igual a 30 como mostra o préximo quadro.

h 1 hora 2 horas 3 horas 4 horas
S | R$ 30,00 | R$ 60,00 | R$ 90,00 | R$ 120,00
h 1 2_ 1ty 3 17 4 1
S 30 6030 9030 120" 30

Definicao 16. Dizemos que duas grandezas x e y, com z,y # 0 sdo diretamente proporcionais se

exite uma constante K, nao nula, tal que:

= = K ou, equivalentemente, z = K.y.
x

. 1
Note que neste contexto, também temos E:L’ =y

Exemplo 40. Na tabela abaixo as grandezas x e y sao diretamente proporcionais. Obtenha os valores

de m e p.

z|4|m |7

yl207|p

Solucao. Como as grandezas x e y sao diretamente proporcionais segue a defini¢cdo que existe uma

constante K nao nula tal que Y_k para todos os valores de x e y representados na tabela, ou seja,
x

4

- = K 2.2
; 22)
m

= - K 2.
- 2:3)
! = K (2.4)
p

Pela igualdade 3.28 temos que:
4

Agora combinando as igualdades (3) e (3.28) segue que:

=2=m=—.

m 2
7 7

Analogamente, combinando as igualdades (4) e (3.28) obtemos:

7 7
-=2=T=2p=p=—-.
P 2

Portanto, os valores de m e p que completam a tabela sao - e 3 respectivamente.

Exemplo 41. A renda de um profissional liberal é diretamente proporcional ao nimero de horas
trabalhadas. Se ele trabalha 20 horas sua renda é R$ 600,00. Qual serd sua renda se ele trabalhar
65 horas?
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Solucao. Considerando h o numero de horas trabalhadas e R a renda, para simplificarmos a solu¢ao

vamos representar os dados do exercicio na tabela:

h | 20 horas | 65 horas
R | R$ 600,00 T

Agora, como as grandezas R e h sao diretamente proporcionais temos que existe uma constante

R
K, nao nula, tal que 5= K para todos os valores de R e h representados pela tabela. Assim,

M Ke XK.
20 65

600
Sendo 20 = K temos que K = 30 . Substituindo o valor de K na outra igualdade segue que:

%zgoix:65-30:>:p:1950.

Portanto, se o profissinal liberal trabalhar 65 horas recebera a renda de R$1950, 00.

Exemplo 42. Duas grandezas x e y sao diretamente proporcionais. Quando x = 4, temos y = 20.

Qual o valor de = para y = 18.

Solucao. Resumimos o problema no quadro:

x| 4 ] 7

y |20 18

Considerando que as grandezas sao diretamente proporcionais, segue que existe K nao nulo tal

que

2
—O:KeE:K.
4 x

20
Como — = K, concluimos que K = 5. Substituindo na segunda equacao temos:

1 1
—8:5:>18:5;1::>:c:—8:3,6.
x 5

Portanto, quando y = 18 temos que x = 3, 6.

Ativides

Texto Basico

e

Teste seu conhecimento. A grandeza y é diretamente proporcional ao quadrado de z.

Quando z = 4, temos y = 10. Qual o valor de y para z = 57

125
Resp. e

80 Matematica Elementar



Grandezas Inversamente Proporcionais

Uma determinada empresa possui R$ 2048,00 para dividir entre as instituicdes de caridade
da cidade onde esta localizada. Se a cidade possuir 4 instituicoes de caridade cada uma rece-
bera R$ 512,00. Se a cidade possuir 8 instituicdes de caridade cada uma recebera R$ 256,00.
Observe a tabela.

Instituigbes 4 8 16 32
Doacdo | R$512,00 | R$ 256,00 | R$ 128,00 | R$ 64,00

Observe que & medida que o numero de instituicdes de caridade aumenta, o valor da doa-
cao recebido por cada entidade diminui. Além disso, se fizermos o quociente entre as doacoes
recebidas e o niumero de instituicdes de caridade obtemos:

64
32

512 256 .. 128

— =28 2.
16

Note que, ao contrario do contexto envolvendo grandezas diretamente proporcionais, 0 quo-
ciente entre as duas grandezas que compdem o exemplo acima ndao nos da uma constante nao
nula.

Pergunta. O que ocorre se efetuarmos o produto entre as grandezas?

512 -4 = 2048; 256 - 8 = 2048; 128 - 16 = 2048 e 64 - 32 = 2048.

Definicao 17. Dizemos que duas grandezas x e y, com x,y # 0 sdo inversamente proporcionais

se exite uma constante K, nao nula, tal que:

1
x.y = K ou, equivalentemente, y = ;K
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Exemplo 43. Na tabela abaixo as grandezas x e y sdo inversamente proporcionais. Obtenha os

valores de s e t.

r|ls|2|8

yl4|15]|t

Solucao. Como as grandezas x e y sdo inversamente proporcionais existe uma constante K nao nula

tal que y - x = K para todos os valores de x e y representados na tabela, ou seja,

s-4 = K (2.6)
2-5 = K
8-t = K
Pela igualdade (3.28) temos que:
2.5=K= K =10 (2.9)

Agora, combinando as igualdades (6) e (2.9) obtemos:
10 D
. 4 = 1 = — = —,
5 0=s 1 =5 5

Analogamente, combinando as igualdades (3) e (3.28) segue:

10 5

R ) .
Portanto, os valores de s e t que completam a tabela sao 3 e 1 respectivamente.

Exemplo 44. Um escritorio leva 60 horas para ser pintado por 4 pintores. Se o nimero de horas
trabalhadas para pintar o escritério for inversamente porporcional ao niimero de pintores, em quantas

horas 5 pintores pintarao o escritorio.

Solucao. Considerando h o nimero de horas trabalhadas e P o nimero de pintores necessérios para

realizar o servico, para simplificarmos a solucao vamos representar os dados do exercicio na tabela:

h | 60 horas ?

P | 4 pintores | 5 pintores

Agora, como as grandezas P e h sao inversamente proporcionais temos que existe uma constante

K, nao nula, tal que R-h = K para todos os valores de P e h representados pela tabela. Assim,
60-4=Kex-5=K.

Sendo 60 - 4 = K temos que K = 240 . Substituindo o valor de K na outra igualdade segue que
240  48-5 48-3
5 5  §
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Portanto, com 5 pintores trabalhando a pintura do escritorio seré realizada em 48 horas.

e

Ativides

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Duas grandezas x e y sao inversamente proporcionais. Quando

x = 3, temos y = 20. Qual o valor de z para y = 187

10
Resp. 3

T

Porcentagem

O conceito de percentagem ou porcentagem, representada pelo
simbolo %, & um conceito basico e importante dentro da Matematica do cotidiano. Do latim
per centum, significando “por cento”, “a cada centena”, ou seja, o0 simbolo % significa partes em

100. A expressao =% € chamada taxa percentual e representa a razao percentual;

2% = — =0, 0z.

100
Observe os seguintes exemplos:
1 18 53 99
% 100’ 8% 100’ p3% 100’ I 100

Exemplo 45. Quanto ¢ 27,5% de R$ 45,007
Solucao. Observando que 27,5% é uma razao de base 100, isto é,

27,5
100

27,5% =

Na pratica calcular 27,5% de R$ 45,00 é o mesmo que calcular a propor¢ao da razao 1—’ em R$

45,00. Como vimos na secao anterior para realizar este calculo basta multiplicar R$ 45,00 pela razao
27,5

100

27,5
27,5% de R$ 45,00 = 10’0 45 = 0,275 -45 = 12, 375.
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Portanto, 27,5% de R$ 45,00 ¢ R$ 12,375.
Exemplo 46. Quanto é 100% de R$ 45,007

Solucao. Note que,

100
1 =— =1
00% 100

Assim,
100% de R$45,00 = 1 -45 = 45.
Portanto, 100% de R$ 45,00 é R$ 45,00.
Exemplo 47. Quanto é 127,5% de R$ 45,007

Solucao. Note que,
1275

127,5% = = 1,275.

Assim,
127,5% de R$45,00 = 1,275 - 45 = 57, 375.

Portanto, 127,5% de R$ 45,00 é R$ 57,375 .
1
Exemplo 48. A razao 33 equivale a qual porcentagem?

Solucao. Na verdade, precisamos resolver a seguinte equagao:

13 %, isto & 13 *
— =z — = —.
5 o "5 100
Resolvendo a equagao obtemos:
13 x 1300
—=— x=13-1 =——=2=20
3 100 =5 00 ==z 3 x

3
Portanto, a razao = equivale a 26%.
Exemplo 49. Quanto é 10% de 20% de 40% de 80%?

Solucao. A solugao é dada pelo produto de todas porcentagens na forma de razao percentual, isto
e,
10% de 20% de 40% de 80%

Y
10 20 40 80

100 100 100 100

Y
10 -20- 40 - 80

100 - 100 - 100 - 100
J
640000
100000000

4
64

10000°
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64
10000

Agora, transformando a razao em porcentagem temos:

64 . 64-100 64
Ot T 210000 = 64100 = z — _ 2 o —64
10000 100 " *= Toogg 100~ F = 64%

Portanto, 10% de 20% de 40% de 80% é 64%.

e

Atividades

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Se 8 % de um namero ¢é igual a 30 % quanto é 40% deste

namero?

Resp. 150.
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Modulo 3
Equacoes do 1° e 2°

grau

No término desta unidade o aluno empenhado estara familiarizado com os conceitos:
> Estrutura do conjunto dos nimeros reais;

> Equagbes do primeiro grau;

> Inequacbes do primeiro grau e sua representacao grafica;

> Equacéo do segundo grau: completando quadrados;

> Inequacdes do segundo grau e sua representacao grafica.

®

Leitura
Complementar

Prezado aluno, para melhor compreensao deste médulo leia paralelamente os seguintes textos:

1. Demana, F. D., Waits, B. K., Foley, G. D., Kennedy, D., Pré-caculo, Ed. Pearson, Sdo
Paulo, 2009.

2. Guidorizzi, H. L., Um Curso de Calculo Volume 1, Ed. LTC, 2001.

3. Carvalho, P. C. P, Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E., A matematica do ensino
médio, Colegio do Professor de Matematica, Sociedade Brasileira de Matematica, Rio
de Janeiro, 2006.

4. Lima, E. L, Analise Real Volume 1: Fungdes de Uma Variavel, Cole¢dao Matematica
Universitaria, IMPA Rio de Janeiro, 1996.
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No médulo, Sistemas de Numeragio, apenas detectamos a existéncia dos numeros reais,
mas nao exploramos seus predicados. Neste mddulo, mostraremos que as equacgdes e inequa-
¢Oes do 1° e 2° grau séo obtidas através do estudo dos “Axiomas” que estruturam o conjunto dos
numeros reais. Tais propriedades sao exploradas na préxima secao.

Propriedades dos numeros reais

No conjunto dos numeros reais definimos a operacao de adicao que associa o par de nume-
ros reais z,y a soma r + v,
+: R-R — R

(z,y) — x4y

e a operacao de multiplicacao que associa o par de nimeros reais x, y ao produto z - y,

R-R — R

(z,y) — x-y

Nos estudos matematicos, um Axioma é uma hipotese inicial da qual outros enunciados sao
logicamente deduzidos. Diferentemente de teoremas, Axiomas nao podem ser demonstrados,
porque basicamente eles sao as hipéteses iniciais.

Agora que ja sabemos o que é um axioma, representando por (A) as propriedades rela-
cionadas com a adicao, por (M) as propriedades relacionadas com multiplicagéo e por (D) a
propriedade que relaciona as duas operagdes. Podemos observar que as operagdes definidas
anteriormente em R satisfazem os seguintes axiomas:

(A1) - Associativa: para todo z,y,z € R,temos z + (y + 2) = (z + y) + =.

(A2) - Comutativa: para todo z,y € R,temos z +y =y + «.

(A3) - Existéncia do elemento neutro aditivo: para todo = € R, existe um unico elemento 0 € R
tal que x + 0 = .

(A4) - Existéncia do inverso aditivo: para todo = € R, existe um unico elemento —z € R tal
que z + (—z) = 0.

(M1) - Associativa: para todo z,y, z € R, temos z.(y.z) = (z.y).z.

(M2) - Comutativa: para todo x,y € R, temos z.y = y.x.

(M3) - Existéncia do elemento neutro multiplicativo: para todo = € R, existe um unico ele-
mento 1 € R tal que z.1 = .

(M4) - Existéncia do inverso multiplicativo: para todo = € R, = # 0, existe um Unico elemento

1 1
r'=-cRtalquez -z = (—) = <£> = 1.
x

i i
(D) - Distributiva: para todos z,y, z € R, temos:

r.(y+z2) =xy + x2.

Utilizando os axiomas (Al — A4), (M1 — M4) e D podemos provar todas as operagdes mate-
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maticas basicas utilizadadas em nosso dia a dia. Por exemplo, podemos explicar o que significa
expressdoes como “passar dividindo”, “passar para o outro lado com o sinal invertido”,
etc.

Observacao. Nas Propriedades (A4) e (M4) efetuamos as operagoes pela direita,
1

r+(—x)=0ex-2 " =1,

mas devido a comutatividade da adicao e multiplicacao temos também verdadeiras as sentencas

(—r)+r=0ex ' - x=1 ,
@
/Observagéo. Nas Propriedades (A4) e (M4) efetuamos as operagoes pela direita,

r+(-r)=0ex-27" =1,

efetuadas pela esquerda

mas devido a comutatividade da adicao e multiplicacao temos também verdadeiras as

sentencas efetuadas pela esquerda

\ (—x)+z=0ex ' - 2=1 /

No conjunto dos numeros reais definimos a operacédo de subtracao, x — y, que associa o par
de numeros reais =,y a soma x + (—y),

—-: R-R — R

(z,y) — x—y

- i . X . . . .

e a operacdo de divisdo, — com x # 0, que associa o par de nimeros reais =,y ao quociente
Yy

xZ - ’yil,

—: R-R — R

x
(xvy) — —.
Yy

Equacoes do 1° grau

Equacao é uma forma de resolver problemas cotidianos nos quais surgem valores a serem
determinados quando se tem uma igualdade. A palavra “equagio” vem do latim “equatione”, que
quer dizer igualar. A origem primeira da palavra “equag&o” vem do arabe “adala”, que significa
“ser igual a”, de novo a ideia de igualdade.

Por serem desconhecidos, esses valores sdo representados por letras. Por isso na lingua
portuguesa existe uma expressao muito usada: “o = da quest&o”. Ela é utilizada quando temos
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um problema dentro de uma determinada situacdo. Matematicamente dizemos que esse z é
o valor que nao se conhece. Em paises como China e Alemanha é por tradi¢cdo introduzir um
assunto matematico através de um problema real.

Por exemplo, no pais dos sonhos todo cidadao pode ser considerado aposentado quando a
soma da sua idade ao se aposentar com o numero de anos trabalhados for igual a 55, isto &,

idade + anos trabalhados = 55.

Pergunta. Com que idade se aposentaria um cidadao que teve seu inicio de trabalho com

21 anos?

Usaremos uma letra qualquer, por exemplo z, para representar a idade na época da aposen-
tadoria. Assim sendo, temos que o numero de anos trabalhados por este cidaddo é de (x — 21)
anos , uma vez que o trabalhador possuia 21 anos no inicio da jornada de trabalho.

Utilizando a formula da aposentadoria, temos:

x + (x —21) = 55,

o que implica que:
20 — 76 = 0.

Definicao 18. 1. Uma equacéao do primeiro grau ou linear na variavel z em R é toda igualdade
do tipo
axr+b=0,

com a,b,xr € Rea+#0.
2. A letra x é chamada de incognita da equagio (a palavra incognita significa “desconhecida”).

3. A parcela que se encontra a esquerda do sinal de igual é chamada de primeiro membro e a
parcela que estd a direita é chamada de segundo membro.

4. Os nimeros que compoem o primeiro e o segundo membro de uma equacao do primeiro grau

sao chamados elementos.

5. Conjunto Universo, denotado por U, é o conjunto de todos os valores que a variavel x pode

assumir.
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6. Conjunto verdade ou solucao, denotado por V ou S, é o conjunto dos valores de U, que

4

/ @
Observacao. A equacao axr + b = 0 é chamada equacao do primeiro grau pelo fato da

poténcia que acompanaha a variavel x ser 1, isto é, x = z'. Futuramente, veremos equagoes

cujo grau serd 2, ou seja, a incognata x estara elevada ao quadrado, z2. Neste texto,

tornam verdadeira a equagao.

quando nao mencionado, o conjunto universo serd sempre o conjunto dos nimeros reais,

isto ¢, U = R. Além disso, vale ressaltar que o conjunto solucao estd sempre contido no
\conjunto universo, ou seja, S C U. /

Todos os alunos ja ouviram de muitos professores que para resolver a equacao
2x — 76 = 0 basta seguir os passos:

1. Passe o numero vinte que esta no primeiro membro para o segundo membro da equacao

com o sinal oposto para obter a igualdade

22 = 55+ 21. (3.1)

2. Passe o numero 2 que estd multiplicando a icognita = no primeiro membro para o lado
direito da igualdade dividindo todo o segundo membro, isto €,

95 + 21
T = .

2

Assim, o numero = = 38 é solucdo da equacgdo 2x — 21 = 55, isto é, S = {38}.

Neste texto, vamos explicar cada passo anteriormente executado. O passo 1 é explicado atra-
vés da Propriedade (A4) dos numeros reais. Quando se diz que o nimero —21 passou para o
membro da direita da equagao de primeiro grau com o sinal oposto, na verdade estamos utili-
zando o fato de que —21 é um numero real e que pela Propriedade (A4) apresenta um elemento
oposto 21 ao qual esta sendo somado a ambos os lados da igualdade 3.1, isto é,

22 — 21 =55
!

(22 —21) 4+ 21 = 55+ 21
U

20 —21 421 =55+ 21
=0

4
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2+ 0 =55+21
—

0 é elemento neutro da adi¢do

4
20 =55+ 21
4
2x = T6. (3.2)

O passo 2 é explicado através da Propriedade M (4) dos numeros reais. Quando se diz que o
numero 2 passou para o0 membro da direita da equagéao dividindo, na verdade estamos utilizando
o fato de que 2 € um numero real e que pela Propriedade (M 4) apresenta um elemento inverso
271 = % ao qual esta sendo multiplicado a ambos os lados da igualdade 3.2, isto é,

20 =76

Prezado aluno, agora sabemos explicar todos passos que nos levam a solucao de uma equa-
cao do primeiro grau. Na pratica, por simplicidade, procedemos de forma direta, isto é,

20 —21 =55

4
2z = 55+ 21

\I%
20 =76

U
_ 16

T =

2
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Teorema 1 (Solucao geral de uma equacao do primeiro grau). Seja
ar +b=0, (3.3)

com a,b,z € R e a # 0 uma equagao do primeiro grau na variavel z em R. Entao o conjunto solucao

da equacao (3.3) ¢ S = {—é}

a

Demonstracdo. Somando —b a ambos os lados da equagéao (3.3), obtemos:

ar = —b. (3.4)

1
Multiplicando ambos os lados da equacgéo (3.4) por a! = - segue que:

Porque no Teorema (1) o nimero real a deve ser diferente de zero?

Note que se a = 0, entdo a solucédo da equacao (3.4) serd dada por b = 0. Por outro lado,
se a = b = 0 entdo a equacao (3.4) possui “infinitas solugdes”. Esta Ultima afirmacao é
justificada pela questao.
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Porque o produto de qualquer nimero real por zero sempre resulta em zero?

Intuitivamente é muito facil entender que quando multiplicamos um namero por zero obtemos

como resultado exatamente zero. Por exemplo, se aplicarmos zero reais em qualquer banco,
no final de um ano vou resgatar zero de rendimentos. Através desse raciocinio muito exemplos
podem ser construidos. A resposta para esta pergunta sera dada utilizando os axiomas (A1),
(A2), (M4) e D.

Lema 4. O produto de qualquer niimero real com o elemento neutro da adi¢ao é sempre igual a zero,

isto é, se x € R e 0 é o elemento neutro da adicao, entao

z-0=0.

Demonstragdo. Para provarmos este resultado, estudaremos a soma:

-0+ x.
Como 1 é o elemento neutro do produto (Axioma (M4)) temos:
r-0+z=2-0+1-2. (3.5)
Utilizando a Axioma (D) no segundo membro da igualdade (3.5), obtemos:
r-0+zx=x-0+1-z2=x-(0+1). (3.6)
Como 0 é o elemento neutro da adicao,
0+1=1.

Assim, da igualdade (3.6) tem-se:
r-0+zx=x-1

Segue da Observagao (3) que 1 é o elemento neutro da multiplica¢ao tanto pela direita como pela

esquerda, ou seja,

l-z=n=x.

94
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Aplicando este fato a igualdade (3.6), segue que:
r-04+2x=ux. (3.7)
Agora, somando —z a igualdade (3.7), temos:
(x-0+2)+ (—2) =2+ (—x). (3.8)
Aplicando os Axiomas (Al) e (A4) ao lado esquerdo e direito respectivamente da igualdade (3.8)
-0+ (x+ (—x)) =0.
Como (z + (—z)) = 0 (Propriedade (A4)), concluimos que:

z-0=0.

KI'OME NOTA. Como o produto de todo nimero real por zero é igual a zero e o conjunto

dos nimeros reais ¢ infinito, temos que a equacao,

0-z=0,

vossui infinitas solucoes. Neste caso, temos U = R como conjunto universo. /

Outra questao que causa muitos problemas aos estudantes é efetuar o produto de nimeros
reais com sinais opostos. Na verdade, estamos falando das “regrinhas”:

e “Sinais opostos, subtrai”;
e “Sinais iguais, soma”.
Vamos justificar as “regrinhas” através dos Axiomas (A1), (A3), (A4) e (D).

Lema 5. O produto de dois ntimeros reais com sinais diferente gera um niimero negativo e o produto
de dois niimeros reais com mesmo sinal resulta em um nimero positivo, isto é,
Loa-(—y)=(-2)-y=—(z-y)
2. (—z)-(—y)=z-y.

Demonstragdo. Provaremos inicialmente o item 1. Para provarmos este resultado, estudaremos
a soma:

- (-y)tz-y. (3.9)
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Aplicando o Axioma (D), a soma (3.9), tem-se:
- (~y)+r-y=x-(-y+y). (3.10)
Utilizando o Axioma (A3) no lado direito da igualdade (3.10):
—y+y=0.
Assim a igualdade (3.10) pode ser reescrita por:
z-(—y)+x-y=x-0.

O Lema (4) nos diz que:

Dessa forma, de (3.10), segue que:
r-(—y)+z-y=0. (3.11)

Como o produto de dois numeros reais € um numero real segue do Axioma (A3) que existe

—(z-y) € R, tal que:

(2+9) + (- y) =0.

Assim sendo, somando —(z - y) @ ambos os lados da igualdade (3.11), obtemos:
(@ (—y)+z-y)+(=(z-y) =0+ (=(z-y) (3.12)
Aplicando a associativa da adigdo (Axioma (A1)) ao lado esquerdo da igualdade (3.12):
z-(=y) + (@ y) + (= (z-y)). (3.13)
Aplicando o Axioma (A4) ao lado direito da igualdade (3.13):
0+ (=(z-y) = —(z-y) (3.14)
Assim sendo, reescrevemos a igualdade (3.14) por:
z-(=y)+ (@-y) + (=(z-y) = —(z-y)

Pela Axioma (A3), temos:
((z-y) +(=(z-y)) =0,

o que implica que:

- (—y)+0=—(z-y).
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Agora, como 0 é o elemento neutro da adicdo, segue que:

z-(—y)=—(zy),
o que finaliza a prova do item 1.

Vamos agora provar o item 2. Para provarmos este item estudaremos a soma:

(=) - (=y) + (=(z-y)).

Pelo item 1, temos que —(z - y) = x - (—y) 0 que implica que:

(=2) - (=) + (=(z - y)) = (=2) - (=y) + = (=y). (3.15)

Aplicando a Propriedade (D) no lado direito da igualdade (3.15), tem-se:

(=2) - (=y) + (=(z-y)) = ((=2) + 2) - (=y).

Sendo (—x) o elemento oposto de z, obtemos:

(=) - (=y) + (=(z-y)) = 0- (=y).

Segue do Lema (4) que 0 - (—y) = 0 o que implica que:

(=2) - (=y) + (=(z-y)) = 0. (3.16)

Somando em ambos os lados da igualdade (3.16) o numero real = - y, tem-se:

(=2)- (=) + (=@ y)+z-y=x-y.

Como —(z - y) é o elemento oposto do nimero real z - y, temos:

(=2)- (=y)+0=2z-y.

Visto que 0 é o elemento neutro da adigéo, concluimos:

(1) (~p) =y
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4

Observacao. Como consequéncia imediata do Lema (5), temos para todo niimero real z,

—(—z) =2z, —(+2)=-2, +(—2)=—ur

Exemplo 50. Determine a solug¢ao da equacgao:
2(3—4x) =52z +3) =2 —17. (3.17)

Solucao. Primeiramente vamos simplificar o membro esquerdo da equacao. Note que, aplicando a

distributiva, tem-se:
2-(3—4x) = 2:34+2-(—42)=6—-8x
5-(2x4+3) = 5-2x+5-3=10x+ 15.

Assim,
2(3—4x) —5(2x+3) = 6—8z— (10x + 15)
= 6—8x—10x — 15
= —18z —9.

Apos a simplificacao, a equacao inicial foi reduzida a igualdade
—18r -9 =2 —17,
cuja a solucao é descrita como segue:

18 -9 =2 —17.

4
—18r — 2 =9 —1T7.
Y
—192 = —8.

4
19z = __—189 = %

8
Logo, o cojunto solugao é dado por § = {1—9}
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Para saber se a solucao estd correta basta substituir o valor 9 na equagao (3.17) e ver se a

- 8
igualdade se verifica, isto é, substituindo T no membro da esquerda temos:

18 8 - 144 0 —144+19-(-9) —144-171 315
19 a 19 19 19

19 - B

8
substituindo T no membro da direita, obtemos:

8 17_8+19-(—17)_8—323_—315
19 a 19 19 19 ¢

Portanto, como ambos os membros da equacao sao iguais temos que o conjunto solucao esta

correto.

Exemplo 51. Resolva a equacao do primeiro grau:
Voz —5=0. (3.18)

Solucao. Note que:
V52 —5=0
i3
VEr =5

“~—
el

Simplificando a solucao,

b5 55 55 5VE _BVE kg
Vi VBB VES V23 B

Assim, o conjunto solugdo é dado por S = {v/5}.
Para saber se a solucio esta correta basta substituir o valor v/5 na equacio (3.18) e ver se a

igualdade se verifica, isto é, substituindo v/5 no membro da esquerda, temos:
V5 V5-5=v5.-5-5=v25-5=5-5=0.

Portanto, como ambos os membros da equacao sao iguais temos que o conjunto solucao esta

correto.

Exemplo 52. Determine o conjunto verdade da equacgao:

t+5 t—2 1
-~ _Z 3.19
8 2 3 ( )
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Solucao. Primeiramente vamos simplificar o membro esquerdo da equacao. Note que, aplicando a

Propriedade Distributiva, obtemos:

Assim,
t+5 t—2 t 5 t
L S A S |
SRR ERD
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31
Logo, o cojunto solucao é dado por S = {5}

- 31 - .
Para saber se a solucao esta correta basta substituir o valor 9 na equacao 3.19 e ver se a igualdade

. . o 31
se verifica, isto é, substituindo n no membro da esquerda temos:

8

3 §+13 _3-31+§ _%+13
9 8 8.9 &8 72 8

—93+4(9-13)  —93+ 117

72 72

24 8.3 1
72 %-3-3

Portanto, como ambos os membros da equacao sao iguais temos que o conjunto solucao esta

correto.

e

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. Determine o conjunto verdade da equacao:

3z+7+z—1 z—3
5 2 3

3
Resp. —53-

f—
- —
o —
o —
-—
-—
i
-
P
o —
-
-
e
——
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Equacoes do 2° grau

Nao € de hoje que a telefonia celular vem crescendo a passos largos. A mais nova atragao
s&o os celulares “Smartphone”. Por exemplo, se um “Smartphone” possui uma tela retangular cuja
area mede 16 mm? e, além disso, tem de largura uma vez e meia a sua altura, entdo qual seria
as as dimensoes desta tela?

Caro aluno, nao se assuste! A solucao deste problema € muito simples. Se considerarmos
altura da tela do “Smartphone” de z, temos que 1, 5z sera a sua largura. Sabemos que a area de
uma figura retangular é calculada multiplicando-se a medida da sua largura, pela medida da sua
altura, temos:

x-(1,5x) = 16.

que pode ser expressada como:
1,522 — 16 = 0. (3.20)

A equacao (3.20) € chamada de equagéo do segundo grau. Abaixo daremos mais detalhes
sobre esta equacéo.

Definicao 19. Uma equacao quadratica em x ¢ uma equagio com duas variaveis z, uma com grau

1 e outra com grau 2. Matematicamente falando é toda equacgao do tipo:
ar® +bx +c =0, (3.21)

com a, b e ¢ nimeros reais e a # 0.

4

@

Observacao. Se a = 0, entao a equacgao 3.21 torna-se uma equacao do primeiro grau.

Exemplo 53. Sao exemplos de equagoes do 2° grau:

2?2 —x =0, 222 —3 =0, 4a* — 8z 4+ 3 = 0.
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Como calcular as solugdes de uma equacdo de grau 2?

Primeiramente comegcaremos a responder esta pergunta resolvendo uma
equacdo do 2°,coma = 1,b = 0e c = —y?, ou seja, uma igualdade do tipo:

2 — 9y =0. (3.22)

Antes de resolvermos a equacao (3.22) precisamos entender o que ocorre quando o produto
de dois numeros reais € igual a zero. Veja o Lema abaixo:

Lema 6. Se o produto de dois niimeros reais é zero, entao um dos dois nimeros tem que ser zero,
isto é,

rz-y=0=2x=00uy=0.

Demonstragdo. Existem duas forma de se provar este resultado. A primeira € considerar x # 0 e
mostrarmos que y = 0. A segunda é considerarmos y # 0 e verificarmos que = = 0.

Apenas por conveniéncia vamos supor que y # 0 e provar que = = 0. De fato, como = # 0
segue do Axioma (M4) que existe y~1, tal que:

y-y t=1.
Multiplicando a igualdade z - y = 0 pela esquerda por y~!, temos:
(z-y)-y =0-y~" (3.23)
Aplicando o Lema 4 a direita da igualdade (3.23), obtemos:
0-y~ ' =0. (3.24)
Utilizando o Axioma (A1) a direita da igualdade (3.24), tem-se:
z-(y-y ') =0. (3.25)
Agora, aplicando o Axioma (M 3) a direita da igualdade (3.25), segue que:

y-y =1,
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o que implica:
z-1=0.

Sendo z - 1 = z pelo Axioma (M4), concluimos que:

xz=0.
n
Utilizando o Lema (6), a solugdo da equacéo (3.22) sera dada pelo proximo lema.
Lema 7. Se dois ntimeros reais tém quadrados iguais, isto ¢, 2% = 32, entdo x = +y.
Demonstracdo. Somando —y* a ambos os membros da igualdade z? = 3?2, segue que:
2+ (=) = v + (—v%)
Sendo —3? o elemento oposto de y? temos:
z® + (—y*) = 0.
Segue da observagéo 3 que:
w2 —y*=0.
Note que,
(z+y) @-—y)=z-z-—z-yty -y y
U
(+y) (r—y) =2 —z-y+y z—y"
Como vale a comutativa da multiplicacao, isto é, = - y = y - =, obtemos:
—z-y+y-v=0,
o que implica que:
(z+y)-(z—y) =2 -y (3.26)
Da igualdade 3.26, obtemos:
(+y) (z—y)=0.
Aplicando o Lema 4, segue que:
r+y=00uz—y =0,
0 que mostra:
r=—-youzx=y.
H
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TOME NOTA. O conjunto solucao para uma equacao do 2° do tipo 22 —y? = 0 é dado por
S = {—y,y}. Por exemplo, o conjuto solugao da equagao x> — 144 = 0 é S = {—12,12}.

Visto que a equacao x2 — 144 = 0 pode ser reescrita na forma z? — 122 = 0.

O que ocorre se na equacgdo (3.22) a constante ¢ for tomada positiva, isto €, se a equagao a ser

resolvida for 22 + y? = 0?

A resposta para esta pergunta ndo € tao simples. Necessitamos explorar mais o conjunto
dos numeros reais. Assim sendo, o conjunto dos numeros reais pode ser decomposto em trés
subconjuntos:

R=RT"U{0}UR".

O subconjunto R* é chamado conjunto dos nimeros reais positivos, e satisfaz as seguin-
tes propriedades:

RP1: A soma e o produto de dois nimeros reais positivos sdo nimeros positivos, isto é,

r,yER"=z+yecRTex-yecR".

RP2: Se x pertence a R somente uma das trés alternativas pode acontecer:

ouzeR"ouz=00u —z eR".

O subbconjunto R~ é chamado conjunto dos numeros reais negativos e é formado pelos
ndameros —z, sendo = € R™.
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O quadrado de qualquer nimero real ndo nulo é um nimero positivo?

Utilizando os Axiomas relacionados aos numeros reais positivos, observamos que o conjunto
solucdo da equacgdo 22 + y? = 0 é obtido através da seguinte frase:

“Todo nimero n3o nulo elevado ao quadrado & positivo’.

No proximo Lema vamos mostrar que tal frase é verdadeira.

Lema 8. Todo nimero real nao nulo ao quadrado é um ntmero real positivo. Matematicamente

falando, temos:
rE€Rex#0=2cR".

Demonstracdo. Sendo = um numero real temos pela Propriedade RP1 que:
ouz e Rfouzr=00u —z € R".
Como por hipétese = # 0 nos restam as seguintes possibilidades:
our € RTou —xz € RT.

Se z ¢ R*, entdo pela Propriedade PR1, temos que x - = € R*. Agora, como 2> = z -
x, concluimos que z> € RT. Por outro lado, se z € R™, entdo —z € R". Novamente pela
Propriedade RP1, temos que (—z) - (—z) € R*. Como z* = (—z) - (—x) segue da Observagéo 3,
concluimos que z? € R*. ]

TOME NOTA. Através do Lema (8) concluimos que o conjunto solu¢ao da equagao
2 +y?> =0¢ S = {0} (conjunto vazio). Uma vez que nao existe nenhum ntimero real

cujo quadrado ¢ um numero real negativo.

2+t =0= 2= -y

O método que vamos utilizar € conhecido por “Método de completar quadrados”.
Exemplo 54. Determine as solu¢oes da equacio 22 — x = 0.

Demonstracdo. Utilizando processo de fatoracao:

2

O=z"—z=x-(r—1)
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O=z-(r—1)
\
r=0oux—1=0
\
r=0ouxz=1.
Logo, o conjunto soluc¢ao S = {0, 1}. [ |
Exemplo 55. Resolva a equacao do segundo grau 222 — 3 = 0.
1
Demonstragcdo. Multiplicando a equacao por 3 temos:
1 1
Zo(222—3)=Z.
5 (2z* — 3) 5 0
\
202 3
=~ 2
2 2
\
2
Zz° 3 _ 0
2 2
!
3
2
—==0.
T
2
3 3
Observando que — = — | , tem-se:
2 2
3 ’ 3 3
— 2 _ = — — I —
= (3) - (45) ()
!
3 3
U
3
x—\/j:00ux+\/j:0
\
\/§ \/§
rT=4/=oux=—4/=
2 2
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3 3
L t S = —, =1/ = 7. [ |
0go, temos {\/;, \/;}

ms

Ativides

Texto Basico

Teste seu conhecimento. Resolva a equagao do segundo grau 2z% — 72? + 3 = —322.

Resp. S = {\/g—\/g}

T

Seguindo nosso estudo, um quadrado perfeito em mateméatica € um nimero inteiro ndo nega-
tivo que pode ser expresso como o quadrado de um outro nimero inteiro. Por exemplo, nUumeros
1, 25, 100 e 289 sdo quadrados perfeitos, uma vez que:

1=1% 25=5% 100=10% 289 =172

Teorema 2 (Solucdes de Equacdes do 2° grau: caso geral). Considere a equagao do 2° grau,
ax® +bxr +c=0, coma,b,c € Rea+#0. Entdo,

1. Seja A = b> — 4ac. Se A > 0, entdo as solucoes de az? + bx + ¢ = 0 sdo dadas pela formula:

—-bEt VA
r=—"
2a
—b+ VA —b— VA
2. Se z; = ;7 e Ty = on sao as solucoes de ax? + bx + ¢ = 0, entdo temos as
a a
relagoes:

b c
T1+2Tg=——€XT Ty = —.
a a

Antes de provarmos o Teorema gostaria de fazer algumas observagdes.
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@

Observacdao. 1. Se A < 0, entdao nao existe solucao para az? + bxr +c¢ = 0. Uma vez

que nosso conjunto universo ¢ R e vA com A < 0 nao é um namero real. Numeros
dessa forma sao chamados de complexos, mas isso € um nova discusao que nao sera

tratada neste texto.

b
2. Se A = 0, entdo a ax?® + bx + ¢ = 0 possui duas solucoes idénticas, dadas por —5g
a

—b+ VA —b— VA

De fato, como as raizes sao dadas por x; = exg=————se A=0
2a 2a
—b
temos r; = 9 = —.
2a

3. O ntimero de solugoes de ax? + bx + ¢ = 0 varia de acordo com o sinal do A, isto

é, se A > 0 temos duas solugoes distintas, x; # x3. Se A = 0 temos duas solugoes

idénticas, x1 = x5. Se A < 0 nao temos solugao.

4. Se a = 0, entao a equagao 3.21 torna-se uma equagao do primeiro grau.

Agora ja estamos prontos para provar o Teorema 2.

Demonstragdo. Primeiramente provaremos o item (1). Multiplicando ambos os lados da equagao
ax® + bx + ¢ = 0 por ~ temos:
a
1 1
—(ax* +br+c)=—--0
a a
\
ar?  br ¢
—+—+-=0
a a a
\

L) (3.27)
a a

Nosso objetivo é completar o quadrado na equagao (3.27), isto é, determinar um niimero D ao qual

a expressao x? + —x possa ser escrita na forma
a

2? + (2D)x + D% Como

(x+D)? = (z+D)-(x+D)=z-2+x-D+D-2+D-D
= 2°+2-D-x+ D?
a expressao completar quadrado se justifica pelo fato do ntimero D ser encontrado através da cons-

trucao de um quadrado de lado x + D.

Inicialmente construimos um quadrado de lado x.
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Note que a area do quadrado é 22. Assim, surge o primeiro termo da nossa equacao. A partir do

b
quadrado de lado x construimos quatro retangulos de lados z e —.
a

b
Completamos a figura com quatro quadrados de lados P
a

Computando a area do quadrado azul, dos quatro retangulos laranja e dos quatro quadrados

vermelhos, temos a area do quadrado maior, isto é:

by b b b
(x+2_a) =z +4-z 4a+4 4da 4a
(2

by b bob
(x+2a) =2 A 4a+4 da 4a
I
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Logo, concluimos que D = 20"
a
2

Agora, somando e subtraindo 102 a igualdade 3.27, segue que:
a

2, b +b2 b2+c 0
-t — = — 4 - =
a 4a2  4a? «a

A VA
Sendo — = | —— | , segue que:
4a? 2a

Observando que:
(oa) - () - [t-2)-(2)
(+2)+ ()

(‘”*%)_(%

(3.28)
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4
b VA b VA
4
b_ YA e b_VA
YT % 2a T %4 2a
4
b A VA
r=—+_———ouxr=——+—
2a 2a a 2a
4
_b-VE b4 VA
B 2a B 2a
4
RN
T=—
— A —-b— VA
Vamos agora provar o item (2). Se x; = b;—i\/_ e xy = bT\/_, entao:
a a

—b+vA —b—+VA b b
T+ Xy = —+ :——+%+___%
2a 2a 2a a 2a a

B b VA b VA
et = "% 20 ) T2

b? A P—A b= (¥ —dac) K- +4dac  4dc
4a2  4a? 4a? 4a? n 4a? C 4d-a

ISE

Exemplo 56. Resolva a equacao 42? — 8x + 3 = 0 utilizando o Teorema 2.

112 Matematica Elementar



Demonstragdo. Solucao 1.

Da equacio 422 — 8z + 3 = 0, temos:
a=4, b= -8, c=3.

Pelo Teorema 2 sabemos que as solucoes sao dadas pelas expressoes:

—bE VI —4ac  —(-8) £ /(-8)?—4-4-3
2a N 2.4

8+164—48 8++v16 8+V16 8=+4

8 8 8 8
U
8+4 8—4
r1 = OUZL‘QZT
U
12 4
ZL‘1:§OUZL‘2:§
U
! 427778 42
U
3 1
.T1:§OU.CL’2—§.

Solucao 2.

Uma outra forma de resolver uma equagao do segundo grau é utilizar o item 2 do Teorema (2).

Assim sendo,

= ——:——:2
T1 + T a 1
c 3
T X = — = -
1 2 a 4
U
1+ x99 = 2
3
Iy - T2 = 1

Da primeira igualdade temos x; = 2 — x5. Substituindo na segunda igualdade temos:

3
12(2—x2)~x2:>—x§
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i@s
Atividades

Texto Basico

. 3 o
Teste seu conhecimento. Resolva a equagdao 2% — 2z + 1= 0 utilizando a formula de

Baskara.
1 3
Resp. V =4q-,—= /.
P 27 2
ke |
-
P
..
- —
-~
-
-
L
-
- —
-
-

Inequacoes do 1° e 2° grau

As inequacgbes do 1° e 2° grau surgem quando estudamos as “relagdes de ordem” NO CONn-
junto dos numeros reais. Caro aluno, neste momento vocé deve estar se perguntando o que é
uma relagdo de ordem. Nao fique preocupado, pois este conceito serd introduzido nas préximas
linhas.

Utilizando as Propriedades RP1 e RP2 podemos definir uma relacdo de ordem em R, isto &,
uma forma de comparar dois numeros reais.

Definicao 20. Considere x e y dois nimeros reais.

1. Dizemos que = € menor que y ou equivalentemente y € maior que z, denotado respectiva-
mente porx < yey>mxz,sey— xR,

2. Dizemos que x € um numero real positivo, denotado por x > 0, se x € R*.
3. Dizemos que x € um numero real negativo, denotado por z < 0, se z € R™, ou seja, —z € R*.
As seguintes propriedades descrevem toda a organizagdo dos numeros reais.

Lema 9. Considere z, y e z trés ntimeros reais. Temos as seguintes propriedades:

O1l: - Transitiva: se x <yey < z, entao r < z.

02: - Tricotomia: acontece apenas um dos casos t < y ou z =y ou y < .

03: - Monotocidade da adicao: se =z < y, entdo para todo z € R, temos
rt+z<y+z.
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O4: - Monotocidade da multiplicacao: se = < y, entdo para todo z > 0, temos x-z < y-z. Além

disso, se z < 0, temos x - z > vy - 2.

Demonstragdo. Provaremos inicialmente a transitividade. Note que:
r <y=y—x € R(definicdo 20)
y < z = 2z —y € R*(definigdo 20).
Sendo y — z,z — y € R* temos pela Propriedade RP1 que:

(y—2)+ (2 —y) eR".

Agora,

y—z)+(z—y) =y—zx+z—y=y—y+z—x=0+z2z—z=2—1.

Como(y—xz)+(z—y)=z—ze(y—x)+ (z—y) € RT, segue que:
z—x €RT,

o que implica pela defini¢cdo (20) que

T < Zz.

Aqui provaremos a tricotomia. Como z,y € R temos também que y — = € R. Agora, pela
Propriedade RP2, temos:

y—rcERYouy—z=00uy—azcR".

Observe que:
y—r€ERT =y <,

y—r=0=z=y.
Como y — x € R~ temos que —(y — z) € R 0 que implica que:
—(y—2) e Rt = —y + 2z € R".

Assim, z —y € R e concluimos que = < y.

Agora provaremos a monotocidade da adi¢cdo. Se = < y, entdo segue da Propriedade RP1
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que y — x € R*. Por outro lado, podemos escrever y — x da seguinte forma:

y—z = y—x+0

= y—ao+(z—2)
= ytz—r—=z
= y+z—(z+2)

Comoy—zeRtey—uz=(y+2) — (2 +z), temos que:
(y+2) - (z+x) €RT,

o que implica que:
(y+2) < (z + ).

Para concluir, provaremos agora a monotocidade da multiplicacdo. Note que se x <y e z >0
entao,
y—r€R"ezecR".

Assim, temos:
(y —z)-z €RY,

o que implica que:
y-z—x-2€RT,

Logo, pela Propriedade RP1, segue que:

y-z2<T-2.

Agora, se z < y e z < 0, entao,

y—r€RTe —zeR".
Assim, temos:
(y—x)-(—2) €RT,

o que implica que:
y-(=2) —x-(-2) €RT,

—(y-2)—2z-2 €RY,

T-z2<Y-z
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INTERVALOS
Os intervalos sdo subconjuntos dos numeros reais, definidos por:

[a,b] = {x€R:a<z<b} - Intervalo Fechado

(a,b) = {ze€R:a <z <b}-Intervalo Aberto

[a,b) = {xeR:a<z<b}
(a,b) = {xeR:a<z<b}

(—o0,b] = {xeR:x<b}

(—o00,b) = {reR:z<b}

[a,4+00] = {z€eR:a<z}

(a,40) = {xeR:a<z}

Inequacoes do 1° grau

O conjunto dos numeros reais é rico em propriedades. Por exemplo, se a, b € x S0 numeros
reais e a # 0, temos que ax + b também é um numero real. Assim, pela Propriedade RP2
obtemos:

ar+b=0,0uar+b<0, ouax+b>0.

Quando a primeira situacdo acontece temos uma equacgao do primeiro grau em x, ampla-
mente estudada na se¢ao anterior. As duas outras situagdes séo traduzidas pela defini¢cao:

Definicao 21. Uma inequacao do 1° grau ou linear em x ¢ uma desigualdade do tipo:
1. ar+b<0;
2. ar+b>0,

com a,b € Reaz#0.

Para resolvermos uma inequagao do 1° grau utilizaremos as propriedades da relagao de or-
dem < estudadas anteriormente.

Exemplo 57. Determine o conjunto solu¢ao de inequagao 2x — 1 < 4z + 3.

Solucao. Pela Propriedade O3 do Lema 9, somando 1 a ambos os lados da inequacao, a desigualdade
nao se altera, isto é,
2r—1+1<4x+3+1
——

——
=0 =4
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20 < 4x + 4. (3.29)

Repetindo o processo, mas agora somando —4x a ambos os lados da desigualdade (3.29), segue
que:

20 + (—4z) < 4z + (—4z) +4.

=0
U
—2x < 4. (3.30)
1
Agora, pelo Lema 9 como —2 é um ntimero negativo temos que (—271) = —= também um ntimero

negativo. Assim, ao multiplicarmos a desigualdade 3.30 por (—271) segue da Propriedade (04) do
Lema (9) que a desigualdade se inverte, isto é:

—2x < 4.

Portanto, o conjunto solucao desta inequacao é o intervalo infinito:

S=]-2,0={zrelR : z>-2}

representado geométricamente por:

A bola aberta significa que o —2 nao faz parte da solucao da inequacao.

T+7

. .9 . .
Exemplo 58. Resolva a inequacao < —3 e represente graficamente o conjunto solugao.
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Solucao. Quando multiplicamos uma inequagdo por um nimero positivo a desigualdade nao se

.. (5x4+7) <4 (-3)

U
4-(52+7)
4

altera:

< —-12

4

o+ 7 < —12. (3.31)

Somando —7 a ambos os membros da inequacao 3.31 a desigualdade nao se altera:

br+7—-7<-12-17.
=0 =—19

g
5r < —19.

1
Multiplicando a inequacao 3.31 por = a desigualdade nao se altera:

1
- (5z) < 5

4

- (~19).

(S

19 19
S:]—oo,—g]:{xeR o< ——

representado geométricamente por:

|

19
A bola fechada significa que o 5 faz parte da solucao da inequacao.

Exemplo 59. Resolva a inequacao 4 >

> —2 e represente graficamente o conjunto verdade.

Solucao. Quando multiplicamos uma inequagdo por um nimero positivo a desigualdade nao se
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altera:

&423-C§§E)>34—m

\
12 > w > —6
3
\
12> (4y —5) > —6 (3.32)
Somando 5 a ambos os membros da inequacao 3.32 a desigualdade nao se altera:
12+5>4y—5+5>5—6
— ——
=17 =0 =1
!
17> 4y > —1. (3.33)

1
Multiplicando a inequacao 3.33 por 1 a desigualdade nao se altera:

Portanto, o conjunto verdade desta inequacgao é o intervalo limitado:

1 17 17

1
= — — — | = == < —
S=l-p7l={reR: — <<}

representado geométricamente por:

1
A bola fechada significa que o 5 faz parte da solucao da inequacao e a bola aberta representa

que 1 nao pertence ao conjunto verdade.
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Atividades
Texto Bésico
. ) _ 2x—-1 x-3
Teste seu conhecimento. Resolva a inequagao 5 < 5 © represente graficamente
o conjunto verdade.
3 3

Resp. S =|oo, _Z] ={reR <z < _Z}
-—
I
<
g—
-
-
I
P
-—
- —
- —
F
Inequacoes do 2° grau
Definicao 22. Uma inequacao do 2° grau em z ¢ uma desigualdade do tipo:

az® +bx +c¢ < 0ou ax® 4+ bx + ¢ > 0, (3.34)

com a, b e ¢c nimeros reais e a # 0.
Exemplo 60. Resolva a inequagao z? — z < 0.

Solugao. Como z? — z = x(x — 1), obtemos:
2’ —z2 <0< z(x—1)<0.
Agora, quando o produto de dois nimeros reais é negativo? Este fato ocorre se:
(x<0ex—1>0) ou (z>0ex—1<0).

Se (t<0ex—1>0),entdo (x <0exz>1). Note que:
Si={reRlz<0ez>1}={0}.

Por outro lado, se (z >0e x—1<0), entdo (z > 0e x < 1). Observe que:
Sy ={zeRjxr>0exz<1}=0,1].

Logo, S = S; U Sy = {@}U)0, 1[=]0, 1].
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Atividades
Texto Basico

. ) - 3
Teste seu conhecimento. Resolva a inequacgao 22 — 2x + 1 > 0.

Resp. V — (oo,%) U(g,oo).

T

Equacoes Biquadradas

Definicao 23. Uma equacao biquadrada em z é uma equacao com duas variaveis x, uma com

grau 4 e outra com grau 2, ou seja, ¢ toda equagao do tipo:

az* + bz’ +c=0, (3.35)

com a, b e ¢ nimeros reais e a # 0. ’

Observacao. Se a = 0, entao a equagao (3.21) torna-se uma equagao do segundo grau da

forma:
ba? 4+ ¢ =0,

cuja solucdo é dada pelo Teorema (2).

Podemos aplicar a férmula de Baskara para resolver uma equagdo biquadrada?
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Nao podemos aplicar a férmula de Baskara diretamente a uma equacgao biquadrada. Na
verdade, para determinar o conjunto solugcao de tais equacdes é preciso transforma-las em uma
equacao do segundo grau.

SOLUCAO DE UMA EQUAGCAO BIQUADRADA

Através da substituicdo y = 2 reduzimos uma equacdo biquadrada para um equagido do
segundo grau. Depois utilizarmos o método de Baskara para obtermos as raizes. De fato, como
xt = (2%)?, segue que:

0=a(a*)?+ bz’ +c = ay® + by + c.

Apos a substituicdo y = 22, obtemos a equagio do segundo grau:
ay? + by +c=0.

Agora, aplicando o Teorema (2), temos as solucdes:

_-b-VA

b+ VA
= e ,
2a

1 %

Y2

onde A = b* — 4ac.
Agora, para obtermos as solugbes da equagéo az* + bx? + ¢ = 0, temos que resolver duas
novas equacgdes do segundo grau dadas por:

— vA
Py = 2T VA (3.36)
2a
e
—b— VA

Aplicando novamente o Teorema (2), obtemos que as solugdes das equacdes (3.36) e (3.37)
séo dadas por:

b+ VA —b+ VA —b—+VA —b—+VA
=N\ =\ =\ e =
2a 2a 2a 2a

Assim, concluimos que o conjunto solugédo da equacgéo biquadrada ax* + bz? + ¢ = 0 é dado

por:
g ) VA b VA b VA b= VA
N 20 20 20 2a '

Exemplo 61. Encontre o conjunto solucao da equacido biquadrada z* — 522 + 4 = 0.

Solucgdo. Primeiramamente, fazemos a substituicao y = 2% para obtermos uma equacao quadratica

na variavel y. Veja abaixo:

0=z -5z +4= (2% -5 +4=9> -5y +4
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4
0=y>—5y+4.

Vamos agora, encontrar as solu¢oes da equagiao 0 = y?> — 5y + 4. Como,

A = bV —4dac
= (=52 —4-1-4
= 25-16
= 9,
seque do Teorema (2) que:
—b A —(=5 9 5+3 8
R +\/_: ( )+f: + _8_4 (3.38)
2a 2-1 2 2
e /&
—b—vVA —(=5)— — 2
2 = g = _ED-Vh_5-8_2 (339)
2a 2-1 2 2
Aplicando novamente o Teorema (2), obtemos que as solu¢oes das equacgoes (3.38) e (3.39) sdo
dadas por:
T = _5%\/5 —\V4=2
— 9
.:CQ = — 5+\/_ —= —\/Z_l —= —2
2
e
59

Assim, concluimos que o conjunto solucdo da equacao biquadrada z* — 522 + 4 = 0 é dado por:

S={-2-1,1,2}.

e

Atividades
Texto Bdsico

Teste seu conhecimento. Determine o conjunto solucdo da equacao biquadrada
x* — 2522 + 144 = 0.

Resp. S ={—4,-3,3,4}.
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Modulo 4

O Teorema de Pitagoras

No término desta unidade o aluno estudioso estara familiarizado como os seguintes conceitos:
> Enunciado e algumas demonstracées do Teorema de Pitagoras;
> Reciproca do Teorema de Pitagoras: ternos pitagoricos;

> Generalizagdes do Teorema de Pitagoras.

®

Leitura

Complementar
Prezado aluno, para melhor compreensao deste médulo leia paralelamente os seguintes textos:

1. Rich, B., Schmidt P. A., Geometria, Cole¢do Schaum, Ed. Bookman, 3% Edi¢éo, 2000.

2. Barbosa, J. L. M., Geometria euclidiana plana, Sociedade Brasileira de Matematica.

3. Carvalho, P. C. P, Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E., A matematica do ensino

médio, Colegio do Professor de Matematica, Sociedade Brasileira de Matematica, Rio

\\ de Janeiro, 2006. /
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Nocoes basicas sobre triangulos

Considere o tridngulo retangulo ABC (angulo de 90° em B) de lados a, b e ¢ dado pela figura:

C

A ¢ B

FIGURA 4.1: Triangulo retagulo

Chamamos de hipotenusa o lado oposto ao angulo reto. Os lados que formam o angulo reto
s&o chamados catetos.

C
ot hipotenusa
cateto TN ¥
V\_/\
A B

cateto

FIGURA 4.2: Hipotenusa e Catetos

Enunciados do Teorema de Pitagoras

Enunciado 1: relacionando comprimentos. Em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado
do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Enunciado 2: relacionando areas. Em qualquer tridngulo retangulo, a area do quadrado
cujo lado é a hipotenusa, é igual a soma das areas dos quadrados cujos lados sdo os catetos.

Traduzindo o enunciado 2 através da figura 4.3, obtemos que a area do quadrado azul é
sempre igual a soma das areas dos quadrados vermelho e verde.

Ambos os enunciados sao descritos matematicamente da seguinte forma:

Teorema de Pitagoras. Considere ABC um triangulo retangulo. Se b é a medida de hipote-
nusa e se a e ¢ sao as medidas dos catetos , entao:

a’> =b + &2
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Area=q2

Area=t> »

C

A B
Area=c2

FIGURA 4.3: Teorema de Pitagoras

Prova do Teorema de Pitagoras

PROVA 1: COMPARACAO POR AREAS

Considere o tridngulo retangulo ABC de lados a, b e ¢ dado pela figura:

Utilizando a figura acima podemos construir um quadrado AFED de lado b + ¢ da seguinte
forma: soma-se ao lado AC do triangulo ABC de comprimento b, a quantidade ¢ (onde ¢ é o
comprimento do lado AB do triangulo ABC), obtendo a figura:

D b+ c FE

b+c

Tracando pelo ponto B um seguimento paralelo ao lado AD e tracando pelo ponto C outro
seguimento paralelo ao lado AF do quadrado obtemos os retangulos I H EG e ABIC como mostra
a figura:
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Dividindo o retangulo I H EG em dois tridngulos retangulos pela diagonal, tem-se trés triangu-
los retdngulos GIH, HEI e 1 BC semelhantes ao tridngulo inicial ABC.

D c¢ G b E
¢ c
1 E H
b a b
A ¢ B b F
Note que:
, o 2D
Area do triangulo ABC = CT
4  n c-b
Area do triangulo GIE = -
i A c-b
Area do tridngulo HEI = —
i A c-b
Area do tridngulo /BC' = -

Somando a area dos quatro triangulos retangulos, segue:

S_c-b+c-b+c-b+c-b_4-c-b_
92 2 2 2 92
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A area do quadrado AFRD contruido a partir do triangulo ABC é dada por:

Area do quadrado AFED = (b+c)-(b+c) =+ bc+ cb+ ¢

= b+ 2ac+ 2.

Algebricamente, subtraindo a area dos quatro tridngulos retangulos do quadrado AFRD tem-

Se:

A; = Area do quadrado AFED — S = (b* + 2ac + ) — 2ac = b* + 2.

Observacao. Assim, podemos concluir que dado um quadrado de lado b + ¢ se retirar-

bc
mos desse quadrado quatro triangulos retangulos de mesma area 5 obtemos uma figura

geométrica cuja area serd b? + c2.

(4.1)

Por outro lado, geométricamente, ao retirarmos do quadrado AFED quatro triangulos retangu-

los ABC FHB, EGH, e DCG, obtemos a figura:

D b G c FE

A area da figura resultante é a area de um quadrado de lado a, isto é,

A, = Area(DAFED) — Area(4A retangulo ) = Area(DBHGC) = o?. (4.2)
Agora, segue da Observacao (4) que A; = A,, ou seja,
a® =0+,
concluindo assim, a primeira prova do Teorema de Pitagoras.
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PROVA 2: SEMELHANGCA DE TRIANGULOS
Partimos inicialmente de um triangulo retangulo AABC de lados a, b € c.

C

A c B

Tracamos um segmento que parte do angulo A e chega até o lado BC do triangulo AABC
através do ponto H e, observamos, o surgimento de dois novos tridngulos:

a

C n

/ b

H

b ' h

H

\ H
A c B h m
A B

Note que o seguimento AC de comprimento « foi dividido em dois outros segmentos, BH e HC
de tamanhos m e n respectivamente, isto é,

a=m-+n.

Objetivo: Mostrar que os triangulos AHBA, AHAC sao semelhantes ao triangulo AABC.

C
A
L\ C
[\
A H m B
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Os triangulos HAC e ABC sao semelhantes, pois ambos tém um angulo reto, compartilham o
mesmo angulo B e, além disso, o terceiro angulo € o mesmo em ambos os tridngulos

~

B+C+90° = 180°
C+90°+y = 180°
U
B+C = 90
Ct+y = 90°
U
B+C = 90°
C = 90°—y
U

B+(90°—y) =90°= B=-90°+y+90° = B =uy.

Seguindo 0 mesmo raciocinio, mostramos que o triangulo HBA também é semelhante ao
triangulo ABC.

Como os tridngulos sdo semelhantes temos as seguintes igualdades:

a

e

b c
n m

Sall RS

o que implica que:

na = b* e ma = .

Assim,

b+ = na+ma = (m+n)a.

Agora, como m + n = a, temos que:
V' 4 = (m+n)a = aa = a’.

PROVA 3: ALGEBRICA

Partimos inicialmente de um triangulo retangulo AABC de lados a, b e c.

C

A——@e¢ B
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Sob a hipotenusa do triangulo AABC construimos um quadrado de lado a.

F

A c B

O préximo passo agora é encaixar dentro do quadrado OBFEFC o maior numero possivel de
triangulos AABC.

A c B

Dessa forma, a area do quadrado OBEFC esta relacionada com a area dos triangulos
AFDB, AGED, AHCFE e AIBC e a éarea do quadradro OFGHI. Note que o lado CH do
triangulo AHCFE é a soma dos seguimentos Cl e IH. Como Cl mede ¢ e o seguimento CH mede
b temos que o seguimento IH mede b — ¢. Assim sendo, concluimos que o lado do quadrado
OFGHI mede b — c.

. n .. b
Sendo as areas dos triangulos todas iguais a 56 segue que

Area(DBEFC) =4 (%) +((b—c)(b—2c)

4

a? = 2bc + b> — be — cb + & = 2be + b? — 2be + 2

134 Matematica Elementar



4

a® = b+ A2

cateto é de 12 cm. Determine a medida dos lados.

Solucao. Considerando h e ¢ a hipotenusa e o cateto desconhecidos, obtemos:

h—c=12.

Dessa forma,
h=12+c.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, segue que:
h? = 24% + 2.

Como h = 12 + ¢, temos a igualdade:

Exemplo 62. Num tridngulo retangulo de cateto 24 cm, a diferencga entre a hipotenusa e o segundo

(1240 =824+¢ = 14+2c+PE =576+ = 144+2c+~F=576+7F =

432

144 + 24¢ = 576 = 24c = 432 ic:ﬂ

= c=18.

Portanto, os lados do triangulo sao 30 cm, 24 cm e 18 cm.

e

Atividades
Texto Bésico

Teste seu conhecimento. A diagonal de um quadrado mede 8 cm. Qual é seu perimetro?

Resp. 8 cm.
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Reciproca do Teorema de Pitagoras: ternos pitagoricos

Na secdo anterior, mostramos de trés formas diferentes que dado um tridngulo retdngulo ABC
com AB=c, BC=a, CA=b e A = 90°, entdo o quadrado da hipotenusa & sempre igual 2 soma dos
guadrados dos catetos, isto &, a = b? + 2.

Nesta secao, nosso objetivo é responder a seguinte questao:

Se a, b e ¢ s3o niimeros reais positivos satisfazendo a igualdade a? = b* + 2, entdo existe um
triangulo retangulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=be A= 90°?

A prova deste resultado seré feita por contradicao, isto é, vamos supor que se a, b € ¢ sao
nlmeros reais positivos satisfazendo a igualdade a* = b + 2, entdo nao existe um triangulo
retangulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b e A = 90° e chegaremos a uma contradic&o.

Suponha por contradicao que existam numeros reais positivos «a, b e ¢ satisfazendo a igual-
dade a? = b? + ¢ e considere existéncia de um triangulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b e A £ 90°.
Sendo A + 90° temos duas possibilidades: ou A > 90° ou A < 90°.

Caso: a% = b2 + ¢2,AB=c, BC=a, CA=b e A > 90°.

Se A > 90°, entdo o triangulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b sera representado pela figura
abaixo.

Note que a projecao do vértice C cai fora do segmento AB como mostra a figura

C

Considerando AD = x e CD = h obtemos dois novos triangulos retangulos DAC e DBC.
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Como DAC e DBC sao triangulos retangulo temos:

R N
=
a> = h+(v+0) a’> = h®+ a2+ 2xc+ A

Combinando as duas equagdes obtemos
=p?

——
a’> = h? + 22 +2xc + 2 = b* + 2zc + &2

|3
a? = b* + 2xc + 2.

Agora, como 2zc > 0 (comprimentos dos lados de um triangulo), segue que:
a? =04 2xc+ > b2+ A

U
a* > b+
0 que é uma contradicdo uma vez que por hipétese temos que a? = b* + %

Observe que a contradicao surgiu ao considerarmos A > 90°. Assim, concluimos que A = 90°
e, portanto, a existéncia do triangulo retangulo esta garantida.

Caso: a2 = b? + %, AB=c, BC=a, CA=b e A < 90°.
Se A < 90°, entdo o triangulo ABC, com AB=c, BC=a, CA=b sera representado pela figura
abaixo.

Matematica Elementar 137



Note que a projecao do vértice C cai fora do segmento AB como mostra a figura.

C

Como DAC e DBC sao triangulos retangulo temos:

b2 — h2 +l‘2 b2 — h2 +ZL‘2
=
a> = h+(v+0) a’> = h®+ a2+ 2xc+ A

Combinando as duas equacgdes obtemos:
=b2

——
a’> = h? + 2> +2xc + 2 = b* + 2zc + 2.

!
a? = b* + 2xc + 2.
Agora, como 2zc¢ > 0 pois sdo comprimentos dos lados de um triangulo segue que
a? =0+ 2xc+ > b2+ A
\
a> > b+

0 que é uma contradicdo uma vez que por hipétese temos que a? = b* + 2.
Observe que a contradicao surgiu ao considerarmos A > 90°. Assim, concluimos que A = 90°
e, portanto, a existéncia do triangulo retangulo esta garantida.
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Construcao de triangulos retangulo: ternos pitagoricos

Nesta secdo, dados trés numeros reais positivos a, b e ¢ estudaremos em que condi¢gdes a
igualdade a? = b* + ¢? é satisfeita, isto €, quando «a, b e c geram um tridngulo retangulo. Para este
fim, necessitamos de alguns conceitos basicos que fundamentam tal estudo.

Definicao 24. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros positivos satisfazendo a > b e a > ¢. Dizemos que a
terna (a, b, c) é um terno pitagorico se:

a? = b+ 2.
Exemplo 63. As ternas (21,28,35) e (372,925,977) sdo ternos pitagoricos. De fato,
217 + 282 = 441 + 784 = 1225 = 35°

3722 + 9252 = 138.384 + 855.625 = 994009 = 9972

4

@

Observacao. O triangulo de lados 372, 925, 977 ¢ o triangulo retangulo de maior perimetro

que tem lados menores que 1000.

Definicao 25. Considere o terno pitagorico (a,b,c). Dizemos que (a,b,c) é um terno pitagorico

primitivo se mde(b, ¢) = 1.

Exemplo 64. A terna (21,28, 35) ndo representa um terno pitagorico primitivo. Note que, se repre-

sentarmos por D(21), D(28) os divisores de 21 e 28 respectivamente, obtemos:

D(21) = {1,3,7,21}
D(28) = {1,2,4,7,28}.

Assim, mdc(21,28) = 7 e, portanto, segue da defini¢do 25 que a terna ndo é primitiva. Ja a terna

(33,56,65) é um terno pitagorico uma vez que sendo:

D(33) = {1,3,11,33}
D(56) = {1,2,4,7,8,28, 56}

obtemos mdc(33,56) = 1.
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@

Observacao. O terno pitagorico (21, 28, 35) foi obtido da terna (3, 4, 5) multiplicando cada

um dos elementos por 7. Observe que a terna (3,4,5) é um terno pitagorico primitivo.

Proposicao 1. Se (a, b, ¢) é um terno pitagorico primitivo e k é um inteiro positivo, entao (ka, kb, kc)

¢ um terno pitagorico, mas nao primitivo.

Demonstrag&o. Primeiramente mostraremos que (ka, kb, kc) é um terno pitagorico. De fato,
(kb)? + (kc)® = K*V* + k*c® = K*(b° + 7).
Agora, como (a, b, c) é um terno pitagorico primitivo temos:
b+ =ad’.

Assim, segue que:
(kb)? + (ke)? = K*(V* + &) = k?a® = (ka)*.
Logo, (kb)? + (kc)? = (ka)? e, portanto, (ka, kb, kc) é um terno pitagorico.

Resta provarmos, que (ka, kb, kc) nao é primitivo. Note que os niimeros kb e kc apresentam além
do 1 o k como divisores. Assim, mdc(kb, kc) # 1.

Portanto, (ka, kb, kc) ndo pode ser um terno pitagorico primitivo. |

e

Atividades
Texto Basico

Teste seu conhecimento. As ternas (11,13,15) e (33,26, 30) sdo ternos primitivos.

Resp. A primeira terna é um terno pitagorico primitivo, mas a segunda nao.
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CONSTRUCAO DE TERNOS PITAGORICOS: FORMULA DE EUCLIDES

Teorema 3. Se m e n sdo nimeros inteiros positivos tais que m > n, entao o terno (a, b, c), com:

a = m?+n?
b = m?—n?
c = 2mn

¢ um terno pitagorico.
Demonstragcdo. Note que:
V' 4 = (m? —n?)? + (2mn)? = (m* — 2m?n? +n*) + (4m*n?) = m* + 2m*n® +n*

Por outro lado,

a® = (m? +n?)? = m* + 2m?n® +n*.

O que mostra que:

a® = b+ A2

Generalizacoes Do Teorema De Pitagoras

PRIMEIRA GENERALIZAGAO

O Teorema de Pitagoras pode ser estendido ao espaco de trés dimensdes, considerando um
bloco retangular cuja base € um retdngulo de medidas «a € b, altura c e diagonal de comprimento
d como mostra a figura:
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Neste contexto temos a seguinte relagéo:
d®=a®+ b+

Demonstragcdo. Observe que na base do bloco encontra-se um retangulo ABCH cujo lado maior
é b, lado menor « e a diagonal é z.

C

Do triagulo ABD temos:

2 =a® + b
Por outro lado, no plano vertical temos o tridngulo retangulo HBE como mostra a figura:
E

Assim, obtemos:

4> = 2% + 2.

Combinando as duas igualdades segue que:
=+ =+ + A

Exemplo 65. Determina o comprimento da diagonal de um paralelepipedo cujas dimensoes sao 12

cm, 6 cm e 8 cm.

Solucgao. Sendo as dimensoes do paralelepipedo 12 ¢cm, 6 ¢cm e 8 cm, note que:

> = a®+0¥+
= 122 +62 + &
= 144+ 36+ 64
= 244.

Dessa forma,
=244 = d=vV244 = d=15,6.

Portanto, o comprimento da diagonal de um paralelepipedo cujas dimensoes sao 12 cm, 6 cm e 8

cm é 15,6 cm.
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/Teste seu conhecimento. A aresta do cubo da figura mede 4 cm de com

cula o perimetro do triangulo ABC.

\Resp. = 16, 6¢m.

e

Atividades
Texto Bdsico

primento. Cal- \

/

T

SEGUNDA GENERALIZAGCAO

No plano zyz considere o tetraedro O ABC' dado pela figura:

Decompondo o tetraedro nos triangulos ABC, OAB, OBC e OCA obtemos:

A : ’

C

)

J
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Condiderando a area do triangulo ABC igual a S, a do triangulo OAB igual a S, a do triangulo
OBC igual a S, e a do triangulo OCA igual a S; temos a seguinte versao do Teorema de Pitagoras

5% =57+ 53+ 53.

Demonstracdo. Note que as areas dos quatro triangulos sado dadas por:

_AB-h
-

S

a-b b-c a-c
=y )

) 5'2:

Assim,

5 5 9 a-b\?> b-c\? a-c\2
stesiest = () (%) + (%)

Segue do tridngulo OAB que:
AB? = a% + 2.

Dessa forma,

a2 - b*+c2- AB?

S?+ 524 52 I

Recorde que em um tridngulo retangulo, o produto dos catetos € igual ao produto da hipote-
nusa pela altura a ela relativa. Portanto, no tridgulo retangulo OAB:

a-b=AB - x.

Logo,
AB? . 2?2 + % - AB?
4

Si+ 85+ 85 =

AB?% - (22 + )
" .

Do triangulo OHC segue que:

22+ 2 = h
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Portanto,

AB2 . b2 AB - h\?
S?+ 53+ 52 :( = h) =

= G2
4 2
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Modulo 5

Areas

No término desta unidade o aluno pesistente estara familiarizado com os conceitos:

> Unidade de area;

> Area do retangulo, paralelogramo, triangulo e trapézio;

> Area do circulo;

> Caculo do 7 pelo método dos poligonos.

*

Leitura

Complementar

Prezado aluno, para melhor compreensao deste médulo leia paralelamente os seguintes textos:

1. Rich, B., Schmidt P. A., Geometria, Cole¢do Schaum, Ed. Bookman, 3% Edi¢éo, 2000.

2.

Carvalho, P. C. P, Lima, E. L., Morgado, A. C. e Wagner, E., Temas e Problemas Ele-
mentares, Colecao do Professor de Matemdtica, Sociedade Brasileira de Matemética,
Rio de Janeiro, 2006.

. Lima, E. L, Medida e Forma em Geometria: Comprimento, Area, Volume e Se-

melhanca, Sociedade Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro, 1991.

Lima, E. L, Areas e Volume, Cole¢ao Fundamentos da Matematica Elementar, Socie-

dade Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro, 1985.
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Unidade de Comprimento de Area

As unidades de comprimeto mais usadas sao quildmetro (km), hectémetro (hm), decametro
(dam), metro (m), decimetro (dm), centimetro (cm) e milimetro (mm). A unidade de medida de
comprimento adotada pelo Sistema Internacional é o metro. Na tabela abaixo séo estabelecidos
alguns critérios de converséo.

km dm |[dam |m |dm | cm | mm

0,001 | 0,01 0,1 | 1|10 | 100 | 1000

Quando nao houver necessidade de explicitar uma unidade de comprimento seré utilizada
a notacdo 1 wu.c, para descrever uma unidade de comprimento. Convencionaremos como uni-
dade de area padrdo o quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento. O quadrado
representado na figura abaixo é chamado quadrado unitario.

1

1 1 u.a

1

Assim, observamos que uma unidade de area é representada por uma unidade de compri-
mento ao quadrado, isto &,

lua=1 (uc)’

Por exemplo, se o lado do quadrado for medido em decimetro, hectémetro ou até mesmo
milimetro teremos um quadrado unitario de area 1 cm?, 1 hm? e 1 mm? respectivamemte.

AREA DO QUADRADO

Considere o quadrado ABC'D de lado [, como mostra a figura.

l
A D

C
B l

Entao, a area do quadrado ABC'D é dada por:

Area(ABCD) =1-1=12.
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Prova. A prova deste resultado sera dividida em quatro casos.

Caso 1: /e N.

Sendo / um numero inteiro, obtemos:

(¢ = (1=1+---+1.
——

{—vezes

Assim, podemos decompor os lados AB, BC, CD e DA em [ segmentos de comprimento
1.

¢ segmentos de tamanho 1

Tracando paralelas horizontais e verticais em cada seguimento marcado sobre os lados do
quadrado, teremos a figura inicial fracionada em varios quadrados unitarios.

A D

B C
[ quadrados unitarios

Assim, para computar a area do quadrado ABC'D necessitamos contabilizar o numero de
quadrados unitarios utilizados para preencher o quadrado de lado .

PARE
PP

Como determinamos o nimero de quadrados unitdrios que estdo preenchendo o quadrado
ABCD de lado ¢?
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Vamos responder esta pergunta através de um exemplo concreto. Considere o quadrado
de lado ¢ = 6 u.c. Repetindo o processo descrito anteriormente obtemos:

A D'

B C’
6 quadrados unitarios

Assim, temos 36 quadrados unitérios preenchendo o quadrado A'B'C’'D'. Note que, sendo
6 o0 lado do quadrado, o numero de quadrados unitarios obtidos é expresso através da
relacdo 6 - 6, ou seja, o lado do quadrado A'B'C’' D’ elevado ao quadrado.

Respondendo a pergunta, o numero de quadrados unitarios que estao preenchendo o qua-
drado ABC'D de lado ¢ sera dado pela relagéo:

0-0=1%

Dessa forma, representando por U cada quadrado unitario utilizado para preencher o qua-
drado ABC'D temos:

Area(ABCD) = Soma das &reas dos quadrados unitarios
que o preenche
= 2. Area(l)
= =/2.1
= =/~

1
Caso 2: / = E,commeZ.

Como os lados do quadrado ndo sao numeros inteiros, ndo podemos utilizar a mesma
estratégia adotada no caso 1.

PARE
PP

Qual estratégia adotar para calcular a drea do quadrado neste caso?
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Como os lados do quadrado nao podem ser fracionados via retas paralelas, a estratégia é
dividirmos o lado do quadrado unitario em m segmentos de mesmo tamanho.

A

Como o lado do quadrado unitario é 1 e sendo m um namero inteiro, obtemos:

1 1
1:_+...+_,
m m
————
uma vez que:
1 1 1+---4+1 m
m m m m

Tracando paralelas horizontais e verticais em cada seguimento marcado sobre os lados do
quadrado unitério, teremos o quadrado unitario dividido em varios quadrados de lado —.
m
1

L m
iy

quagdrado |unitario

- = |
L 1

m m

1 1
m m

Observe que os quadrados que preenchem o quadrado unitario U sdo exatamente quadra-
dos ABCD que queremos computar a area.

Assim, para computar a area do quadrado ABC D necessitamos contabilizar o nimero de
- s ,

quadrados de lado — utilizados para preencher o quadrado unitario. Como vimos na prova
m

. 1, ~
do caso 1, o numero de quadrados de lado — é dado pela relagao
m

m-m =m?,
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. : 1 L
sendo m 0 numero de seguimento de tamanho — necessario para formar o lado do qua-
m
drado unitario.

Dessa forma, a area do quadrado de lado % € dada pela relacao:
Area(U) = m?-Area(ABCD)

Como Area(U) = 1 temos que:

1 = m?-Area(ABCD)

U

. 1 1 1

Area(ABCD) = — =—- —

m m m

1
Agora, recordando que ¢ = - obtemos:
F4 1 1 2
Area(ABCD) = —-—=/(-0{=1(".
m m

n
Caso3: /= —,comm,n € Z.
m

Como m é um numero inteiro, podemos dividir o lado do quadrado ABC D em m partes de

1 . ,
tamanho —, isto é,
n

m 1 1 1
(=—=m -—=—+4--+—.
n n n n
—_———

s [3

t
!

Assim, tracando paralelas horizontais e verticais em cada seguimento marcado sobre os

lados do quadrado ABC D, teremos um quadrado dividido em m quadrados de lado %
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Caso 4:

M

S|

S

3|3

S|

n

s =l
S| =

Dessa forma, a area do quadrado de lado ABC' D é dada pela soma as areas de todos os
1 , . , 1 .

quadrados de lado — que o preenchem. Como a area de tais pelo caso 2 € —; e existem
n n

1 . ~
m? quadrados de lado —, este fato é expresso pela relagdo:
n

, 2
Area(ABCD) = m?- om (T> = (2

¢ € T (conjunto dos numeros irracionais).

Apos estudarmos os casos 1, 2 e 3, podemos concluir que todo quadrado ABCD de lado
¢ € Q tem area expressa pela igualdade:

Area(ABCD) = (2.
PARE
PP

O que ocorre com a expressao da area se ¢ for um nimero irracional? Ou seja, existem qua-

drados com lados irracionais?

Utilizando um quadrado unitario vamos construir um quadrado cujo lado € um namero irra-
cional. Comegamos por construir um quadrado unitario qualquer.

A (=1 C

B (=1 C
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O segundo passo € dividir cada lado do quadrado unitario em dois segmentos de mesmo
comprimento.

O terceiro passo é construir os seguimentos A'B’, B'C’, C'D" e D'A’ formando um qua-
drado A'B'C’ D' interior ao quadrado ABCD.

A (=1 C
b= Dy (=1
B (=1 C

Pergunta. Qual o comprimento do lado do quadrado A'B'C'D’?

Para determinarmos o lado do quadrado A'B'C'D’ basta encontrarmos o valor da hipo-

A ’ / . ’ / 1 .
tenusa do triagnulo AA' B' cujos lados AB = AA = 3 uma vez que foram construidos
dividindo ao meio o lado do quadrado unitario ABCD.

A 1 A
5

DN —

!

B
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Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo AA' B’ obtemos:

()
1 1
2—_ —
=0t
|2
o 1. I
xt == =1\/= = —.
2 2 NG

Mostremos que a formula para a area do quadrado ainda é valida se o lado do quadrado
for ¢ €1, isto é,
Area(ABCD) = %, com ( € I

Suponha que Area(ABCD) < (2. Considere » um nimero racional inferior a ¢, prorém,
suficientemente proximo de ¢ para que se tenha:

Area(ABCD) < r? < (%,

Porque o nimero r existe?

Como estamos considerando Area(ABCD) < (2, extraindo a raiz de ambos os lados temos
que:

\/Area(ABCD) < /.

Como ¢ — \/Area(ABCD) > () existe um numero natural n talque

1 -
— —+/Area(ABCD).
O<n<£ \/rea( CD)

Os numeros da forma —, com m € Z dividem o conjunto dos nimeros reais em intervalos
n

, 1 1 . ‘ .
de comprimento —. Sendo — menor que 0 comprimento do ¢ — \/Area(ABCD) do inter-
n n

valo (\/Area(ABCD), ¢) alguns dos numeros % devem cair dentro de (\/Area(ABCD), 0).

Basta escolher r como sendo um dos niimeros da forma que caem em (\/Area(ABCD), 0).
T
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Agora, como \/Area(ABCD) < r < ( elevando os termos da desigualdade ao quadrado,
obtemos:
Area(ABCD) < r? < (%,

Cosidere um quadrado A'B'C’'D’ de lado r contido no quadrado ABC'D. Sendo r um nu-
mero racional, segue do caso 3 que a expressao para a area do quadrado A'B'C’' D’ é dada
por:

Area(AB'C'D)y=r-r =12

Como o quadrado A'B'C' D’ esté contido no quadrado ABCD temos que:

Area(A'B'C'D") < Area(ABCD).
Assim sendo,
r? = Area(A'B'C' D) < Area(ABCD).
4
r* < Area(ABCD).

Logo, temos uma contradicdo uma vez que Area(ABCD) < r* < (2. A contradicdo surgiu
ao considerarmos Area(ABCD) < (2.

Por outro lado, cosidere ¢? < Area(ABCD). Considere r um numero racional superior a /,
porém, suficientemente proximo de ¢ para que se tenha:

(? < r? < Area(ABCD).

Agora, cosidere um quadrado A'B'C’'D’ de lado r contendo o quadrado ABC'D. Como r
um namero racional segue do caso 3 que a expressao para a area do quadrado A'B'C'D’
€ dada por:

Area(AB'C'D) =r-r =12

Recordando que o quadrado A'B'C’ D’ contém o quadrado ABCD temos:

Area(A'B'C'D’) > Area(ABCD).
Assim sendo,
r? = Area(A'B'C'D") > Area(ABCD).
4
r? > Area(ABCD).

Logo, temos uma contradigdo, uma vez que (% < r2 < Area(ABCD). A contradi¢do surgiu
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ao considerarmos Area(ABCD) > (2.

Portanto, como a Area(ABCD) nao pode ser menor que /> e nem maior que ¢?, entdo
devemos ter:
Area(ABCD) = ¢*, paratodo ¢ € R.

Exemplo 66. Um quadrado tem 121 m? de area. Qual a medida do lado?
Solucao. Como a area do quadrado é dada pela expressao:

A=07 «— 121 = ¢?
<— 121 =7

= 11=2/.

Portanto, concluimos que o lado do quadramo é 11 m.

g

Ativddes

Texto Bésico
{Teste seu conhecimento. Qual o valor da area de um quadrado de diagonal 12 c¢m.

Resp. 144 m?.

I

Area do Retangulo

Considere ABC'D um retangulo cujo lado menor é ¢ e o lado maior é L, como mostra a figura:

A D
-E
B L C
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Entao, a area do retantulo ABCD é lado maior multiplicado pelo lado menor, isto &,
Area(ABCD) = (- L.
Para provar este resultado vamos utilizar a expressao da area do quadrado que ja sabemos

calcular, pela secdo anterior. Dessa forma, precisamos relacionar a area do retangulo com a
area de um quadrado.

PARE
PP

Como relacionamos a drea de um retangulo com a drea de um quadrado?

Primeiramente, acrescentamos sobre o lado menor do retangulo ABDC um seguimento de
comprimento L.

F L E
L L
A D

~

O proximo passo agora € acrescentar ao lado maior do retdngulo ABDC um seguimento de
comprimento /.

F L E 7 F

L L L
?

A D a

¢ ¢

B L oo
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Observe que o retangulo EDGI é o retangulo ABC D na vertical.

F

Assim sendo, temos que a area do quadrado F'BH I é igual a soma das areas dos quadrados
FADE e DCHG mais duas vezes a area do retangulo ABCD, isto é,

Area(FBHI) = Area(FADE) + Area(DCHG) + 2 - Area(EDGF).

Como: ]
Area(FBHI) = (L+¢)?
Area(FADE) = (L)?
Area(DCHG) = ()2,
temos que:

(L+0)2=(L)*>+ (€)> +2 - Area(EDGF)
Y
L* 4+ 2L0 + 2 = (L)* + (0)* + 2 - Area(EDGF)
Y
L? +2L0 + (2 — (L)? — (0)> = 2 - Area(EDGF)
Y
9L0 = 2 - Area(EDGF)
Y
%M — Area(EDGF)
Y
L¢ = Area(EDGF).
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Area do Paralelogramo

Considere um paralelogramo ABCD cuja base AB = /¢ e altura h como mostra a figura:

D o

A B

Entao, a &rea do paralelogramo ABC' D é o produto da base AB pela altura h, isto é,
Area(ABCD) = (- h.

Para provar este resultado vamos utilizar a expressao da area do retangulo que ja sabemos

calcular, pela secao anterior. Dessa forma, precisamos relacionar a area do paralelogramo com
a area de um retangulo.

Como relacionamos a drea de um paralelogramo com a drea de um retangulo?

Primeiramente, tracamos duas paralelas horizontais aos lados AB e DC' do paralelogramo
ABDC.

..................................... ol

.............. A e

O proximo passo, € tracar duas retas paralelas verticais aos pontos A e C do paralelogramo
ABDC. Observe que as retas paralelas horizontais e verticais se cruzam nos pontos F e F.
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Como resultado final da construcao, obtemos que o paralelogramo ABC D esta contido dentro
do retangulo HAFC. Além disso, notamos a presenca de dois triangulos retangulos cujos lados
HD=BF =xe HA=CF =h.

H r D 4 C
h h
A ‘ B , F

Assim sendo, temos que a area do retangulo H AF'C' é igual a soma das areas dos triangulos
HAD e FCD somado com a area do paralelogramo ABCD, isto é,

Area(HAFC) = Area(HAD) + Area(FCD) + Area(ABCD).

Como o lado maior do retangulo (HAFC) é x + ¢ e o lado menor é h e a base e altura dos
triangulos sado respectivamente x e h, obtemos:

Area(HAFC) = (z+10)-h
h

Area(HAD) = %
Area(FCD) = %,
temos que:
(x+0)-h= % + :c_2h + Area(EDGF)
U
x-h+0-h= y + Area(EDGF)
2
z-h+0-h=uz-h+Area(EDGF)
U
z-h+0-h—x-h=Area(EDGF)
2

(-h = Area(EDGF).
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Area do Triangulo

Considere um triangulo ABC cuja base AB = ¢ e algura h como mostra a figura:

A

C

Entao, a area do triangulo ABC é o produto da base AB pela altura & dividido por 2, isto é,

, C-h
Area(ABC) = —

Para provar este resultado vamos utilizar a expressao da area do paralelogramo que ja sabe-
mos calcular, pela secao anterior. Dessa forma, precisamos relacionar a area do triangulo ABC

com a area de um paralelogramo.

PARE
PP

Como relacionamos a drea de um tridngulo com a drea de um retangulo?

Primeiramente, tracamos uma paralela horizontal pelo lado BA do triangulo ABC.

Agora, deslocamos a paralela que passa pelo lado AB, preservando a inclinacao até o ponto
C do triangulo ABC.
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O préximo passo agora, é tracar uma reta paralela ao lado BC' do tridngulo ABC e desloca-la
até o ponto A de modo a interceptar a reta paralela que se encontra sob o ponto C, no ponto F.

Como resultado final da construcao, obtemos que o triangulo ABC esta contido no paralelo-
gramo ABCF. Sendo ABC'F um paralelogramo observamos que AF = BC = /.

A ¢ F

[4

Assim sendo, temos que a area do paralelogramo ABCF ¢ igual a soma das areas dos
triangulos ABC e CF A, isto é,

Area(ABCF) = Area(ABC) + Area(CF A).
Como a base do paralelogramo (ABCF’) é ¢ e possui autura h, obtemos:

(- h = Area(ABC) + Area(CFA).

Por outro lado, note que o tridngulo ABC ocupa dentro do paralelogramo ABCF a mesma
area que o triangulo C'F'A. Assim sendo, temos que:

(- h = Area(ABC) + Area(CFA) = Area(ABC) + Area(ABC)

Y
(-h=2-Area(ABC).
Y
K'Th — Area(ABC).
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AREA DO TRAPEZIO

Considere um trapézio ABCD cuja base maior € BC' = L, a base menor é AD = ( e possuli
algura h como mostra a figura:

A D

C

Entdo, a area do trapézio ABC' D é soma da base maior BC' com a base menor AD multipli-
cado pela AB pela altura h dividido por 2, isto é,

(L+0)-h

Area(ABCD) = 5

Para provar este resultado vamos utilizar as expressdes das areas do paralelogramo e do
triangulo que ja sabemos calcular, pelas se¢des anteriores. Dessa forma, precisamos relacionar
a area do trapézio ABC com a area de um paralelogramo e de um triangulo.

PARE
PP

Como relacionamos a drea de um trapézio com as dreas de um paralelogramo e de um trian-

gulo?

Primeiramente, tragamos uma paralela horizontal pelo lado BA do trapézio ABC.

Agora, deslocamos a paralela que passa pelo lado AB, preservando a inclinagao, até o ponto
C do triangulo ABC.
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Como resultado final da construcao, obtemos que o trapézio ABC D contém o paralelogramo
ABHD e também contém o triangulo HCD.

A ¢ D

C

Assim sendo, temos que a area do trapézio ABC D é obtida somando a area do paralelogramo
ABHD com a area do triangulo DHC, isto &,

Area(ABCF) = Area(ABHD) + Area(DHC).

Como a base do paralelogramo (ABHD) é ¢, a base do tridngulo DHC é L — ¢ e ambas as
figuras possui altura h, obtemos:

Area(ABCF) = Area(ABHD) + Area(DHC)
\
Area(ABCF)=1(-h+

4

Area(ABCF) = (- h +

\
Area(ABCF) :z.h—E'Tthﬂ
\
20-h)—0-h L-h
L

(L—0)-h
2

L-h—1{-h

Area(ABCF) =

(8
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/-

>

L-h

Area(ABCF) = + =

A
Area(ABCF) =
y

Area(ABCF) =

[\D ‘

C-h+L-h
2

(C+L) h
2

Area do Circulo

Caro aluno, ao longo dos seus estudos creio que as expressdes “circulo”
e “circunferéncia” sempre foram motivos de grande confusdes. Recorde que teve momentos
em que ora Vvocé considerava “circulo=circunfer@ncia” e ora considerava
“circulo#circunferéncia”. Tentaremos esclarecer as diferencas nesta secao.

Definicao 26. Seja P um ponto do plano e considere 7 um nimero real positivo.

1. Um circulo de centro C e raio r ¢ definido como sendo o conjunto de todos os seguimentos

de reta de comprimento r, tracados no plano cuja origem é o ponto C.

2. O conjunto do plano que distam exatamente r do centro C' é chamado de circunferéncia.

Claramente existem seguimentos menores que r, mas tais seguimentos sempre estdo conti-
dos nos respectivos segmentos de tamanho r.
SEMELHANGCA NO CiRCULO

Considere uma circunferéncia C; de centro C' = (0,0) de raio 2 no plano zy.

Y

=
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Vamos marcar, um ponto P, = (z1,y;) sob a circunferéncia C; de modo que os seguimentos
C'P, estabelega com o eixo = um angulo de 45°.

Y

P |= (951792)

45 x

L:(L,U)7

N&ao é necessario sabermos as coordenadas do ponto P; para determinarmos o comprimento
do segmento C'P;A. Como P, esta sob a circunferéncia de raio 2 temos que o comprimento do
segmento C'P; é 2.

Apliguemos 0 mesmo processo a uma circunferéncia C, de centro C' = (0,0) e raio 1.

e,

Vamos marcar agora um ponto ¢); = (z1,y1) Sob a circunferéncia C, de modo que 0 segui-
mento C'Q); estabele¢ca com o eixo x um angulo de 45°.

Y

/ /Qtz(ﬁl,i%)
45 T

Analogamente ao caso anterior como (); esta sob a circunferéncia de raio 1 temos que o
comprimento do segmento CQ; é 1.
Assim,
compr(CP) 2

compr(CQ,) 1

Observe que a razdo entre um segmento do circulo C; e um segmento do circulo C, é arazao

entre os raios r, € . 1sso nos mostra que todo segmento no circulo C; é obtido de um segmento
do circulo Cy, multiplicado por 2.
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A relacdo observada entre os circulos C'; e C'y sempre ocorre?

A resposta para a pergunta € o seguinte Teorema:

Teorema 4. Sejam C e C5 dois circulos no plano de raios r e 75 respectivamente. Entao os circulos

C1 e (Y sao figuras semelhantes e a razao de semelhanca é a razao entre os raios.

Demonstragdo. Por simplicidade podemos supor que os circulos C; e C5 tem o mesmo centro C' =
(0,0).

P |= ('T17y2>

¢ =M1

Se CP; e C'Py sao segmentos dos circulos € e Cs respectivamente, entao C'P; mede r; e C'Ps

mede r5. Dessa forma,
compr(CP1)

compr(CQy1) 719

O CALCULO DE 7™ PELO METODO DOS POLIGONOS

O numero 7 desperta fascinio dos matematicos desde os tempos mais antigos. No velho tes-
tamento, mais precisamente, no livro de primeiro a Reis capitulo sete, versiculo 23, o = aparece
na descri¢cdo do templo de Salom&o. Para mais detalhes veja, Temas e problemas elementares,
pagina 105. O numero 7 é definido como segue:

Definicao 27. Seja uma circunferéncia de raio r e comprimento C. O nimero 7 é definido como

sendo a razao entre o comprimento da circunferéncia e o seu diametro, ou seja,

C

T=—.
2r
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Como r € conhecido para estimarmos um valor para 7m necessitamos de uma aproximacao
do comprimento da circunferéncia. Sempre € possivel estimarmos o comprimento de uma

circunferéncia?

Esse processo sempre é possivel e vamos utilizar poligonos regulares inscritos na circunfe-
réncia para uma boa aproximacao.

Q/

Considere um poligono de n lados inscrito numa circunferéncia de raio 1.

Tomando ¢, = AB como sendo o lado do poligono e considerando C' o ponto médio do arco
AB, entao AC sera o lado de um poligono regular inscrito de 2n lados, isto é, /5, = AC.

C el
P O
\U
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Sendo AB = /,, e C' 0 ponto médio do arco AB obtemos o triangulo retangulo APO

A

N

P O

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo APO, obtemos:

/ 2
<§") +0P*=1

U
2
%+0P2:1
|3
62
2_q1_:on
OP =1 1
U
4 — (?
2 n
OP° = 1
U

4—02 1 ——0

Agora, pela costrugao, temos:
1
CP+OP:1:>CP:1—OP:1—§\/4—€%

U
_ _ P2
op_2-VvA-bG

2
Aplicando novamente o Teorema de Pitdgoras ao triangulo AC' P, segue que:

2 2
2— /412
CA*=CP*+ AP* = (5 = (“g_") + ( n>

2 4
U
PR o R s
2n__+
4 4
U
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2 _ _ /2 2
Egn:“g +4 4/i-0+4 o

4 4 4
4
9 8—4\/4—02 42— /4-12)
£2n: 4 = 4
4

lon =2 — /i— 2.

Note que a expressao de /5, nos permite calcular o lado de um poligono regular de 2n lados
inscrito em uma circunferéncia de raio 1 em funcao do lado do poligono regular de n lados inscrito.
Dessa forma, temos:

0y = /2 (lado de um quadro inscrito em um circunferéncia de raio 1 );

{3 = V2-V72

e = V2 VaivE

lont1 = \/2—\/2+ 24+V2+ -

Logo, o poligono de 2"*! lados possui perimetro igual a 2"*! - /5,41 que tende a 27 a medida
que n cresce, Ou seja,

27T = 2n+1 . €2n+1

= 2n+1-\/2—\/2+ 2+ V24

o que implica que

2n+1.\/2_\/2+\/2+m zn-z-\/z—\/2+ PRV
2 - 2

12

12

2n-\/2—\/2+\/2+\/T

y
T 2n.\/2—\/2+ 242+

CALCULO DA AREA DO CIiRCULO

Para calcularmos a area de uma circunferéncia de raio r utilizaremos novamente um poligono
regular inscrito como numero de lados suficientemente grande, dividido em triangulos isésceles
todos com vértice no centro da circunferéncia.
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A area do poligono inscrito de n lados sera dada por:

{-h n-f-h
An—n-<2>— 5

Observe que p, = n - ¢ é o perimetro do poligono inscrito. Assim sendo, reescrevemos a
formula da area da seguinte forma:

-h
5

A medida que n torna-se suficientemente grande, p,, se aproxima do comprimento da circun-
feréncia e h tende para o raio, ou seja, a area do circulo é dada por:

A P

Irr v
A= =772

2
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