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CRONOGRAMA

Modulo 1
O conjunto dos
numeros reais

Modulo 2
Relagdes recursivas

Modulo 3
Funcdes

Modulo 4
Noc¢des de logica

Modulo 5
Proposta de Ensino

INTRODUCAO AO CALCULO




AGENDA

15 HORAS

15 HORAS

1) Férum de discussdo dia 15/04
no AVA: o que me lembro dos
ndameros reais?

2) Leitura do texto de apoio
(apostila): O conjunto dos
ndumeros reais.

3) Lista de exercicio
disponibilizada no AVA dia
15/04/2012.

4) Web-conferéncias com os
alunos nos dias: 17/04/2012 e
24/04/2012 das 19 as 21h.

1) Leitura do texto de apoio
(apostila): Fungdes

2) Lista de exercicio
disponibilizada no AVA dia
06/05/2012.

3) Web-conferéncias com os
alunos nos dias: 08/05/2012 e
15/05/2012 das 19 as 21h.
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08 HORAS

1) Elaboracdo, peloaluno, de uma
proposta de ensino abordando
um dos temas estudados.

2) Férum de discussdo dia
03/06/2012 no AVA sobre a
proposta.

As listas de exercicios que serdo disponibilizadas no AVA, nas datas citadas acima, deverdo serem
entregues em datas que também serao apresentadas no AVA para que os tutores possam corrigir.

Desejo ao aluno um étimo curso e torgo para atingir com sucesso os objetivos da disciplina.

Bons estudos!

Mirian

10
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PRA COMEGCO

DE CONVERSA

Seja bem-vindo!

Este material de Introduc¢do ao Célculo foi elaborado para estudantes de Matematica, seja sua participacao
presencial, em sala de aula, ou a distancia, interagindo com o computador. O Unico requisito para a
aprendizagem deste material é boa vontade de adquirir novos conhecimentos e persisténcia na solucao
dos exercicios.

Sabemos que em todo livro de Matematica é imprescindivel ndo colocar as demonstracdes de teoremas
importantes. Este material ndo seria diferente e, por isso, ndo desanime ao encontrar-se com alguns deles.
Muitas vezes, as demonstracdes seguem um caminho muito técnico, porém o autor tem pensado nisso e
de alguma forma facilitard o entendimento.

Este material esta divido em quatro capitulos, que iniciam com o estudo do conjunto dos niumeros reais,
seguido das relagdes recursivas, funcoes e, finalmente, no¢des de ldgica.

Bons estudos!

Mirian Fernandes Carvalho Araljo
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MODULO 1-

O conjunto dos numeros reais

Vocé ja parou para pensar o que € o conjunto dos niumeros reais?

Vamos 14?

1.1 - O conjunto R dos niimeros reais: definicao, operacao e relagcio de ordem
Antes de qualquer coisa, recordemos trés nocdes primitivas, ou seja, sdo aceitas sem definicdo.

Defini¢do: Um conjunto é uma colecdo de objetos definidos de forma precisa. A notagdo usada para
descrever um conjunto sdo letras maiusculas do alfabeto.

Exemplos:

A. O conjunto dos meses do primeiro semestre.
B. O conjunto de frutas em uma geladeira.

X. O conjunto de jéias de uma rainha.

Defini¢dao: Cada objeto que participa da formacdao de um conjunto é chamado elemento. Assim, pelos
exemplos anteriores, tém-se os elementos:
Exemplos:

A. Janeiro, Fevereiro, Mar¢o, Abril, Maio, Junho.

B. Uva, morango, laranja, pera, maca.

X. Anel, pulseira, broche, brinco.

Definicdo: Um elemento x de um conjunto A ¢é representado por x € A e 1é-se: x pertence a A. Essa notagao
deve-se ao matematico italiano Giuseppe Peano (1858 — 1932).

Figura 1 - Giuseppe Peano
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Passemos agora a construcdo do conjunto dos Numeros Reais denotado por R.

O sistema numérico real é formado por elementos de um conjunto chamado de nimeros reais e duas
operagdes bem conhecidas, adigao e multiplicagdao, denotadas por + e -, respectivamente.

Sejam a e b dois elementos do conjunto R, a soma de a e b é representada por a + b e o produto por a - b
(ou ab). A subtragdo é resultante da adicdo, ou seja,a + (—b) =a — b em que — b representa o
negativo de b.

A divisdo é resultante da multiplicagdo, ouseja,a-b™* =a <+ b, b=0 emque b1 representa o
inverso de b, de formaque b - b~1 = 1.

Todo o sistema numérico real pode ser descrito por meio de axiomas.

A palavra axioma é utilizada para indicar uma expressao formal que seja verdadeira sem a necessidade
de prova-la.

A partir dos axiomas é possivel deduzir as propriedades dos numeros reais que resultam as operacoes
algébricas de adigao, subtragdao, multiplica¢do e divisdo.

Os teoremas s3o consequéncias légicas resultantes dos axiomas que, ao contrdrio de um axioma,
deve ser demonstrado ou provado a sua veracidade. Um teorema é composto de uma hipdtese e uma
conclusao. Ele serd valido ao provarmos que a conclusdo é uma consequéncia de se admitir a hipdtese
\ como verdadeira. y

Um numero real pode ser positivo, negativo ou zero e qualquer nimero real pode ser classificado como
racional ou irracional. Um naimero racional é da forma a/b, sendo que a e b s3o nimeros inteiros e
b # 0. Os nimeros racionais s3o:

o os inteiros (positivos, negativos e zero):

we,—5,—4,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5, ...

° as fracOes positivas e negativas, como, exemplo:
5 ik 72
6 12 4
o os decimais finitos positivos e negativos, como, por exemplo:
184 Pl
1,84 = — - 0,00921 = — —
100 100000
e os decimais infinitos com repeticdo periddica, como, por exemplo:
1 61
0,333 ... =— —0,549549549 ... = ——
3 111
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Um numero irracional ndo pode ser expresso da forma a/k, ndo apresenta repeticdo periddica e € infinito.

Exemplos:

V2 = 1,4142136... gen 1= 0,017452 ...

Um conjunto A é finito se A for vazio ou se houver uma correspondéncia biunivoca (entre dois conjuntos)

entre A e um segmento inicial do conjunto dos nimeros inteiros positivos {1.2,3,..}

Um conjunto que ndo é finito diz-se infinito.

Vamos relembrar os conjuntos numéricos?
a. Conjunto dos nimeros naturais denotado pela letra N:

1 N=1{1,234)
b. Conjunto dos numeros inteiros denotado pela letra Z:
Z=4{,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,-}
c. Conjunto dos numeros racionais denotado pela letra Q, que como visto acima, seus
elementos sdo da forma a/b, sendo que a e b s3o nimeros inteiros e b = 0.

d. Conjunto dos numeros irracionais denotado pela letra I, que sdo os nUmeros que nao

podem ser expressos da forma a/b.

e. Conjunto dos numeros reais denotado pela letra R, que compreendem todos os nimeros
racionais e irracionais.

;3 N={1,2,34,}

f. Conjunto dos numeros complexos denotado pela letra C, que corresponde a todos os

numeros daformaa + bi,a,b € Rei =+ —1.

\_ J

O conjunto dos numeros reais R apresenta uma relacdo de ordem denotada pelos simbolos = (lé-se “é
menor que”) e == (lé-se “é maior que”).

Definigdo: Se a, b € R,
a < b se e somente se b — a for positivo;

" @ = b se e somente se a — b for positivo.

Exemplo:

o. 3<5pois>—3 =2e2epositivo;
2o Zpnisi—2=21 ¢l &positive
B. + ; P 2 3 1291z °P .
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Teorema 1:

.. @ > 0seesomente se a for positivo;

w. @ < 0seesomente se a for negativo.

Sejam a,b € R, se escrevermos que @ < b estamos nos referindo que @ esta localizado a esquerda de b
na reta numerada.

Dai, segue que se @& = 0, ou seja, a é positivo, geometricamente a estd marcado a direita de 0.

0 a

Esta relacdo de ordem satisfaz aos axiomas de ordem:

t.  Tricotomia
Sea,b € R, somente uma das afirmacdes é verdadeira: ¢ <« bona=boua=>b
u. Translagao
Sea,b,c ER,esea < bentdoa+c <b+ec,
w.  Positividade
Sea,b,c ER,esea <bec = 0entdoac < be.
ww. Transitividade
Sea,b,c ER,esea<beb<centioa <rc.
Exemplo:
o. 2<7entdo2+ 4 < 7+ 4, ouseja, 6 < 11 (Translagdo).
S5<6entdo2-5 < 2-6,o0useja, 10 < 12 (Positividade).

x. 4 < 5eb5 < 9entdo 4 < 9 (Transitividade).

1.2 Intervalos
Sejam &, b, € Rcoma < b,

Definic3o: Intervalo aberto é o conjunto de todos os nimeros de origem a e de extremidade &, denotado
por (a, b) ou ]a, b[. Simbolicamente, temos:

(a.b) ={xER|la< x< b}

Defini¢do: Intervalo fechado é o conjunto de todos os nimeros de origem @ e de extremidade b, denotado
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por [a, b]. Simbolicamente, temos:
[a,b] ={x ER|a = x =< b}

Definic3o: Intervalo semiaberto a direita é o conjunto de todos os nimeros do intervalo aberto (a, &)
adicionado a origem @, denotado por [a, b). Simbolicamente, temos:

[a,b) ={x ER|a < x < b}.

Definicdo: Intervalo semiaberto a esquerda é o conjunto de todos os nimeros do intervalo aberto (a. &)
adicionado a extremidade &, denotado por (a, b]. Simbolicamente, temos:

(a,b] ={x ER|a < x < b}

Exemplo:

2. (13)={x€ER|1 <x <3}

0w

b [L3]={x ER[1 <x <3}

1 mi
c.[L3)={xER|1 =x <3}
0 1 2 3
' O ' O
d. (1L3]={x ER|1 <x <3}
0 1 2 3
-

Podemos ter, também, intervalos que tendem ao infinito, denotado por . Sdo definidos por:

o (@, +00) ={x ER|x = a}

16 INTRODUGAO AO CALCULO



(—oo,b) ={x € R|x < b}

b
T}
o [a t+o0)={x ER|x =a}
a
o >
o (—00,b)={x€E R|x £ b}
b
—
° (_m!+m] =R
- e

1.3 Desigualdades
Sempre, ao afirmarquea < b,a = b, a =< bea = b, estamos nos referindo a uma desigualdade.
Da relacdo de ordem dos numeros reais, decorrem os teoremas a seguir.

Teorema 2:
.. Sea=0eb=0entdoa+b=0.

. Sea=0eb=0entioab =10,

Teorema3:Sea < bec<dentioa+c=<b+d.

1.4 Valor absoluto

O valor absoluto ou médulo de um nimero x, denotado por | x|, é definido por

x,sex =0
Il = {
—x,s5ex=10

INTRODUCAO AO CALCULO 17



a l4l=4

p. |-6l=—(—6)=6;

c. 12— 47| =|-45| = —(—45) = 45,
Observe que o valor absoluto de um ntimero ¢ um nimero positivo ou zero.
Geometricamente, o valor absoluto de um nimero x é sua distancia até o ponto 0.
Teorema 4: |x| <a < —a <x <a,emquea = 0.

Prova: Como |x| = xsex = 0e x| = —xsex < 0, segue que o conjunto solucio da desigualdade |x| = a
é a unido dos conjuntos

{xER|xiaexEﬂ}e{xEm—x:‘:aex:‘:ﬂ}

Observe que o primeiro conjunto é equivalente a fx € R|0 < x < a}, e o segundo é equivalente a
fx ER| —a < x < 0} pois —x < a é equivalente a x = —a. Assim, o conjunto solu¢do de |x| < a é:

(xER0=x<alU{xER|-a<x<0}e{xER|—a<x<a)

Comparando a desigualdade no enunciado do teorema com o conjunto solugao acima, concluimos que .

x| cae—a<x<a

O simbolo B, que significa “como queriamos demostrar”, é utilizado sempre no fim de uma prova ou
demonstracdo matematica de um teorema ou coroldrio comprovando a sua veracidade. Corolario é
uma consequéncia de um teorema.

Coroldrio1: |[x| =a < —a <x <a,emquea =0,
Teorema5: |x| a < x> a ou x< —a,emquea = 0.
Prova: Como |x| = xsex = 0e x| = —xsex < 0, segue que o conjunto solucdo da desigualdade |x| = a
é a unido dos conjuntos
[xER[x aex=0}e{xER| —x>aex< 0}

Observe que o primeiro conjunto é equivalente a {x € R|x == a}, e o segundo é equivalente a
{x € R|x < —a}, pois —x = a é equivalente a x < —a. Assim, o conjunto-solugdo de |x| < a é:

{x ER|x =a}V {x € Rlx < —a}

Comparando a desigualdade no enunciado do teorema com o conjunto solu¢ao acima, concluimos que.
x| *ra e x>a ou x< —a.
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Corolario 2: |x| za < x = a ou x < —a,emquea =0,

Exemplo:

a. Resolva a equagdo |2x + 1| = -5

Esta equacdo serd satisfeitase 2x+ 1 =5ou 2x+ 1 = —5,

Assim,2x+1=5 —=2x =4 - x=20ux = —3.

b. Encontre o conjunto-solugdo da inequagao |x — 2| = &.

A equacdo dada é equivalentea x — 2 = 6 ou x — 2 << —6. A inequacao sera satisfeita se qualquer uma
das desigualdades acima for satisfeita.

Assim,x —2>6 -x >8ouX —2<—6 -x <3

Logo, todo numero nos intervalos (8,+00) o (=90, —4) ¢ yma solugdo. Portanto o conjunto-solugdo da
inequagdo € (—co,—4) U (8, +00)-

c. Encontre todos os valores de x para os quais Vx2 + 7x + 12 é real.
x?+7x+12=(x+3)(x+4)

J(x+3)(x+ 4)érealquando (x + 3)(x+ 4) = 0.

Ainequacdo estara satisfeita guando ambos os fatores forem ndo negativos ou quando forem nao positivos,
ouseja, x+3=0ex+4=0,0usex+3 = 0ex+4=0.Vamos considerar dois casos:

Casol:x+3=0ex+4=0,

Da resolucdo obtemos x = —3 e x = —4, Ambas as desigualdades estardo satisfeitas para * = —3, ou
seja, o intervalo [—3,+02) é o conjunto solugdo.

Caso2:x+3=0ex+4 =0,

Obtemos x = —3 e x = —4, Ambas as desigualdades estardo satisfeitas para x = —4, ou seja, o intervalo
(—oo,—4] é o conjunto solucdo.

Combinando os dois conjuntos solugdes dos Casos 1 e 2, temos (—o2,—4] U [—3, +w).

Teorema 6: Se a, b € R, entdo |lab| = |a| - |b|.

INTRODUCAO AO CALCULO 19



Prova: lab| = /(ab)? = Va2b? =Va? -Vb? = |a| - |b|.

L]

b

_ |al

Teorema7:Sea,b ER,eb+# 0, || = o

I = P
|a*® Ve ||

—
I | fa™y =<

Prova: |-| = -] = |[m=—= =—.
B AV B VBT E]]

1.5 Desigualdade triangular

Teorema 8: Se a, b € R, entdo la + b| < |a| + |b].

Prova: da definicdo de valor absoluto, temos que @ = |a| ou @ = —|a|, assim —lal < a < |al. Da mesma
forma, —|b| = b = |b|. Dessas duas desigualdades e do teorema 3,

—(lal +1B]) € a+b = |al +15].

Logo, do corolério 1 segue que |la + b| < |a| + |b].

=

Do teorema acima, seguem dois coroldrios importantes.

Coroldrio 3: Se a,b € R, entdo la — b| = |a| + |b].

Prova: la — b| = |la + (—b)| < |al + |-b| = |al + |b].

Coroladrio 4:Se a,b € R, entdo la| — |b| < |a— b|.

Prova: |lal = [(a —b) + b| = |a — b| + |b|. Assim, subtraindo |b| de ambos os membros da desigualdade,
temos |a| — |b| < |a — b].

1.6 Equagoes e Inequagoes

As equacOes algébricas envolvem uma incégnita x que estd sujeita a operagdes algébricas como: adicao,
subtrag¢ao, multiplicagdo, divisao e radiciagao.

Exemplo:
3. 2x+6=10

bx'—7x—6=0;
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c.x*+3x+16=0.

A forma candnica de uma equagdo algébrica ¢ definida como

agx”+a,x" 4+t a,_xt+a, =0, nENen=0.
Os valores que acompanham a incognita x sdo chamados de coeficientes da equacao.

O grau de uma equacgdo ¢ definido pelo maior expoente da incognita x e o coeficiente desse expoente €
definido como coeficiente do termo dominante. Por exemplo, a equacao 2x + 6 = 0 ¢ de grau 1 pois o
maior expoente de x ¢ 1 e o coeficiente do termo dominante € 2.

As equacdes mais conhecidas sdo do primeiro e segundo grau. A equacao do primeiro grau é dada por

ax+b=0comab€R,, equacdo do segundo grau, também conhecida como equagdo quadratica,
¢ dada por‘m"kbxzc =0

Estas equacdes podem ser incompletas quando & = 0 ou ¢ = 0 ou b = ¢ = 0. Na equagdo incompleta o
coeficiente a é diferente de zero.

Para solucionarmos uma equacao do primeiro grau, basta isolarmos a incognita x do lado esquerdo da
igualdade, de forma a obter o seu valor do lado direito da igualdade. Lembrando que o valor obtido para

a incégnita x é chamado de raiz da equacdo.

Exemplo:

2x—8=0—=22x=8—=2x=

b3 |

oL,

B. Hx+%ﬁ=ﬂ—ﬂ1x=—ﬂ8+x=—i

Ja na solucdo de uma equacgao do segundo grau utilizamos a férmula quadratica de Bhaskara para
encontrar as duas raizes da incognita x. A férmula é dada por

_—bt Vb — dac

x_
2a

em que b* — 4ac é chamado de discriminante e é representado pela letra maitscula delta do alfabeto
grego (4).

Exemplo:

Encontre as raizes da equacdo x* — 6x+ 8 = 0,

Aplicando a formula de Bhaskara temos:

6+67—4(B) 614
x porma —
2(1) 2
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. , ~ 6+ 2
Assim, as raizes s3o x' = =4ex'=—=2,

rNo calculo do discriminante podemos descobrir como serdo as raizes reais, ou seja: R

Se A= 0 ndo existem raizes reais;
Se A= 0 existem duas raizes reais e iguais;
Se Az 0 existem duas raizes reais e desiguais.

\_ J

Vimosnoitem1.3quesea < b, a>=b,a=<bea = b, temos desigualdades. A inequagdo envolve uma
desigualdade entre duas expressdes algébricas.

A solucdo de uma inequacao do primeiro grau é obtida da mesma forma que uma equacao algébrica.
O que diferencia o resultado é se tivermos que multiplicar o 12 membro da equagdo por um nimero
negativo; o sentido do sinal serd invertido.

Exemplo:

—2x4+7>0 - —2x>-7 22x<7 »x <<,

b_4x—5=‘:5;r—|-2 -4y —S5x < 2+5 - —x =<7 =-x=-—7.

I—=x

C. 2x—1

Para que a inequacdo acima seja maior que zero, temos que analisar duas situacdes:

=0

{3—3{:‘:00“{3—1}0
2x—1<0 2x—1=0

Da 12 situacdo acima em que ambas as inequacOes sao negativas, obtemos:
1
3—x<0—->—=x<-3—2x>3e2x—1<0—-x=<-
O conjunto soluc3o é a intercessdo entre as duas desigualdades, que sera o conjunto vazio (@), ou seja,
nao existe numero maior que 3 e menor que % simultaneamente.
Da 22 situacdo em que ambas sdo positivas, obtemos:
1
3—x>0->x<3e2x—1>0-3x>-
. o o1
O conjunto solugao é - <= x =X 3.

- 1
Portanto, ﬂa_xl > 0 quando~ < x < 3.
== &
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As inequacdes de segundo grau sao resolvidas através do estudo do sinal da fun¢do com a utilizagdo de
trés passos basicos:
1.lgualar a equagdo do segundo grau a zero;

2.Marcar no eixo X (se existir) as raizes da equacdo;

3.Estudar o sinal da funcdo correspondente, mediante as situacdes:

az=0 a<1(
/
LY X + X
XIN - Jx2 = o = L
'\.\ "/'
x y
+ .\'\ /'- ¥ X Xp=x3 x
x;-= _:,[,'2 _ " _ =
fllr"l.
3 . + X AxeR|ly=0 x
AxeR|y=0 B ' B
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MODULO 2 -

Relagoes recursivas

2.1 Conceito e modelagem de situa¢Ges problema

Sem ao menos perceber, vemos em revistas, jornais ou outros meios de comunicagao, relagdes entre
dois conjuntos ou entre duas grandezas variaveis. Uma relacdo sé acontece quando os elementos de dois
conjuntos sao emparelhados. Para ficar mais claro, podemos associar o conjunto de alunos que assistem
aulas regularmente e o conjunto das notas de uma prova feita pelos alunos. As relagdes sao visualizadas
por meio de tabelas ou graficos.

Podemos associar cada ponto da reta a exatamente um ndmero real, ou seja, os pontos de uma reta
podem ser postos em correspondéncia biunivoca com os nimeros reais. Basta definirmos um sistema de
coordenadas na reta: escolhemos a origem no ponto zero, fixamos uma unidade de medida (centimetros,
metros, etc.) e a coordenada de cada ponto x da reta serd determinada pela medida do segmento Dx.

Os graficos ndo estao presentes somente em jornais ou meios de comunicagao, mas também em exames
laboratoriais, nos rétulos de alimentos, na composicao quimica de cosméticos, enfim em diversos lugares.
Para interpretarmos esses graficos, é preciso conhecer os conceitos de plano cartesiano, assim chamado
em homenagem ao matematico e filésofo francés, René Descartes.

Figura 2: René Descartes

O plano cartesiano é constituido por dois eixos x e ¥ perpendiculares entre si que se cruzam na origem, ou
seja, no ponto zero. O eixo horizontal, denominado x, é o eixo das abscissas e o eixo vertical, denominado
¥, é o eixo das ordenadas. Cada par de numeros representa a posicdo de um ponto no plano. O eixo x é
positivo do lado direito e, consequentemente, negativo do lado esquerdo, e o eixo ¥ é positivo para cima
e negativo para baixo. O plano fica dividido em quatro regides denominadas de quadrantes, representados
na figura 3 (quadrantes |, 11, lll e 1V):

I sk i

Hi i

Figura 3: Quadrantes do plano cartesiano
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2.2 Par ordenado e Plano Cartesiano

Par é todo conjunto formado por dois elementos em que a ordem dos elementos ndo produz um novo
par. Assim, (2,3) representa um par e (2,3) = (3,2). Par ordenado é todo conjunto formado por dois
elementos em que a ordem dos mesmos é importante. Neste caso, (2,3) # (3,2). O primeiro elemento
do par ordenado refere-se ao ponto no eixo x e o segundo elemento refere-se ao ponto no eixo V. Estes
elementos sao chamados coordenadas.

Dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, os primeiros e segundos elementos sdo iguais,
respectivamente. Simbolicamente temos,

(a,b) =(c,d) @a=ce b=d,

A cada ponto P do plano esta associado um par de nimeros {x, ¥}, que como ja vimos, sdo as coordenadas
do ponto. Assim, o ponto F é denotado por P(x, ¥} como na figura abaixo.

Figura 4: Ponto F de coordenanadas x e ¥

Teorema: Entre o conjunto dos pontos £ do plano cartesiano e o conjunto dos pares ordenados (x, ¥) de
ndimeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

Portanto, o plano cartesiano (ou plano coordenado) é denotado pelo simbolo R%, sendo formado pelo
conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais.

2.3 Produto Cartesiano

Definicdao: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Denominamos produto cartesiano de A por B o conjunto
A ¥ B cujos elementos sdo todos pares ordenados (x, ¥) em que o primeiro elemento pertence aA e o
segundo elemento pertence a B. Simbolicamente,

AXB={(x,y¥)|xeAd e yeBl}

O simbolo A x B |é-se A cartesiano B.

Se A ou B for o conjunto vazio, definimos o produto cartesiano de A por B como sendo o conjunto vazio.
AXD=0 @xB=0 @x@=0

Exemplo
a.Se A =1{1,2,3}e B = {4,5} temos que
AXB = {(1,4),(1,5),(2,4).(2,5).(3,4).(3,5)] e
BxA={(41),(42),(43).(51)(5,2).(53)}
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b.Se A = {1, 3} entdo o conjunto
Ax A =4A*={(1,1),(1,3)(3.1).(3.3)}
c.SeA={xeR|2=<x <4} eF = {3}entdo temos que

AxB={x3)/xeA}

Observagoes:

1. SeA #EentdoA X B+ B X A, como no exemplo da letra a dado acima.

2. Se A e B sdo conjuntos finitos com 1 e 1 elementos, respectivamente, entdo 4 X & é um
conjunto finito com m - 2 elementos.

3. Se A ou B for infinito e nenhum deles for vazio entdo A X B é um conjunto infinito.

Atividade 1

Represente no plano cartesiano o produto cartesiano das letras a, b e c do exemplo acima.

\_ J

2.4 Relagao Binaria

Antes de definirmos o que é uma relagdo bindria, vamos pensar numa situagao hipotética em que podemos
aplicar o conceito de produto cartesiano, sem a utilizacdo de pares ordenados de numeros reais. Pense na
situacgao....

PARE
PP

(~ )

Mais um ano letivo esta findando e como sempre, vem com ele a formatura do 12 ano do nivel
fundamental. A sala da professora Ana esta eufdrica com todos os preparativos e os incansaveis ensaios
de entrada para o grande dia. No dia da formatura a professora Ana disse a turma que a entrada se
daria aos pares de alunos, sendo que a entrada das meninas seria pelo lado direito e de meninos pelo
lado esquerdo do corredor central. A professora Ana tem quinze alunas e onze alunos. Vamos imaginar
todas as possibilidades de pares de alunos, independentemente da ordem. Esse conjunto formado de
todos os pares ordenados de alunos poderia ser reconhecido como um produto cartesiano 4 X E, em
gue A seria o conjunto de alunas e B o conjunto de alunos da professora Ana.

Como havia mais meninas, a professora Ana precisou escolher alguns pares formados de menino e
menina, para entrar primeiro na formatura e os Ultimos pares a entrar seriam formados de meninas.
Para agrupar os pares de menina com menino, designou-se que a menina e o menino tivessem a mesma
altura, ou seja, ficou estabelecida uma relacdo bindria, formada pelo par de menina com menino que
entrariam no dia da formatura.

\_ J
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Defini¢do: Dados dois conjuntos A e B, uma relagdo binaria de A em B é todo subconjunto A de A X B.
Simbolicamente,

‘He uma relacdo binariade Aem B « Hc A X B.

Se, eventualmente, os conjuntos A e B forem iguais, todo subconjunto A de 4 X 4 é denominado relagdo
binaria em A. Simbolicamente,

‘He uma relacdo binariaem 4 & Hc A X A.

Exemplo

Sejam A ={1,2,3}e B = {2, 4}, encontre os elementos de 4 X B das relagbes abaixo sabendo que x € A
ev EE:

a. R={xylx <yk

Assim, R = {(1,2),(1,4),(2,4), (3, 4)}.
b. R={Gxyly=x+1}

Assim, R = {(1,2), (3, 4)}-'

Se o par (x, ¥) pertence a relagdo R , podemos escrever X R ¥V elase x erre ¥. Simbolicamente,

(x,yvJER -xRy.

As relacGes sdo definidas sobre os conjuntos reais, mas nem sempre uma relacdo esta definida em R. Para
evitar isso, é preciso definir o conjunto dominio e imagem de uma relacdo %R .

Seja 'R uma relacdo de A em B, denotado por - 4 — B, emque A e B sdo subconjuntosde 3K:

Definicdo: Dominio de K é o conjunto D de todos os primeiros elementos dos pares ordenados pertencente
a SH . Simbolicamente,

xEDeIyyeEB|(x,y)E R .

5
Definicdo: Imagem de R é o conjunto /Im de todos os segundos elementos dos pares ordenados
pertencentesa Simbolicamente,

vyvEMme3Ix,xeA|(x,yv) E R

Das definicdes acima, temos que D A e Im CB.
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Exemplo:

a.5e A =1{0,2,3,4}e B = {1,2,3,4,5,6} encontre o dominio e aimagem da relagdo:
R ={(x,yv) EAXB|vyémaltiplo de x}.

Temos quetR = {(2-231- (2,4),(2,6),(3,3),(3,6), (4'431}. Assim, o seu dominio  — {2,3,4)

esuaimagem Im = {2,3,4,6}

b.Sed ={—2,0,1,3,4}e B = {—4,—3,0,1,6,7,8} encontre o dominio e aimagem da relagdo:

R={(xy) EAXB|y= 2x}

Temosque R ={(-2,-4), (0,0), (3,6), (4,8) }. Assim, o seu dominio é D = {-2, 0, 3, 4} e suaimagem
Im ={-4,0,6, 8}. -

Definicdo: Seja *H uma relagdo binaria de A em B. Denominamos relagdo inversade R ao conjunto

R1={(yx) EBXA|(x,y) €R}.
Decorre da definicdo acima que

(v,x) ER '« (x,v) ER.

a1
Ou podemos dizer simplesmente que R € o conjunto dos pares ordenados obtidos a partir dos pares

ordenados de  invertendo-se a ordem dos termos em cada par.

Exemplo
a.Definaoselementosde R = {(x,y) € AX B |x <y} e sg~! sabendoqued = {—1,0,3,6}
eB ={-257}

Temos que R = {(-1,-2), (-1,5), (-1,7), (0,2), (0,5), (0,7), (3,-2), (3,5), (3,7), (6,-2),
(6,5), (6,7) }

Assim R ={(-2,-1), (5,-1), (7,-1), (2,0), (5,0), (7,0), (-2,3), (5,3), (7,3), (-2,6),
(5,6),(7,6) }

As relagdes binarias possuem quatro propriedades, a saber: reflexiva, simétrica, transitiva e antissimétrica.
Passemos as definigdes...

. % ~ . s .
Seja R yma relagdo bindria no conjunto A.

L]
1. Reflexiva H € uma relacdo reflexiva se, e somente se, todo elemento x pertencente a A se
relaciona consigo mesmo. Simbolicamente,

(vx)(xeAd—= X R X

&
2. Simétrica: H é uma relacdo simétrica se, e somente se. guando X se relaciona com ¥,
necessariamente ¥ também se relaciona com x, segundo . Simbolicamente,
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(VeLyvEA)(XRY—>XRY)

3. Transitiva: H é uma relac3o transitiva se, e somente se, quando ¥ se relacionacom v e ¥
se relaciona com z, segue que X se relaciona com z. Simbolicamente,

(¥x,y.z ER(XRYANYRZ—>XR 2

4. Antissimétrica: H ¢é uma relacdo antissimétrica se, e somente se, se (x, V) €% e
(v,x) €, entdo x = . Pode-se dizer também, que se x e ¥ s3o elementos distintos do
conjunto A, entdo x ndo se relaciona com ¥ ou ¥ ndo tem relagdo com x. Simbolicamente,

(Vo,yEA(XRYNYR X=Y)

Para finalizar nosso capitulo, vamos destacar os tipos de relagdes que existem sobre um conjunto A.

Definicdo: iHé denominada uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto A ndo vazio, se, e somente se,
SR for reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicdo: K é denominada uma relagdo de ordem sobre o conjunto A ndo vazio, se, e somente se, H for
reflexiva, antissimétrica e transitiva.
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MODULO 3 -

Funcoes

3.1 Conceito e principais elementos: dominio, contra-dominio, imagem direta e imagem inversa.

No nosso cotidiano, o valor de uma determinada quantidade depende do valor de outra quantidade.
Por exemplo, o saldrio de um professor de universidade particular depende do nimero de horas de
aulas ministradas; a perda ou ganho de peso depende do niumero de horas gastas em exercicios fisicos;
a producao de uma fabrica de chocolates depende do nimero de mdaquinas em funcionamento, entre
outros. Essa relagao existente entre as quantidades é comumente chamada de fungao.

O estudo de funcdo é muito importante e Util na andlise e interpretacdo de fendmenos de diversas
naturezas, bem como, na descri¢ao de regularidades.

Vamos restringir o nosso estudo de fungdes somente aos numeros reais.

Pensemos numa fun¢do como uma correspondéncia de um conjunto X de nimeros reais * a um conjunto
¥ de nimeros reais ¥, em que o niUmero ¥ é Unico para um valor especifico de x.

Uma fungdo pode ser expressa de diversas maneiras: por uma tabela, por uma lei que rege a relagao, por
uma equacgao ou por um grafico.

Mas vocé pode pensar... Qual é a defini¢ao formal de fungdo?

Definicdo: Sejam 4 e B dois conjuntos. Uma fung¢do f é um conjunto de pares ordenados (x,¥) em que
cada elemento x € A corresponde um Unico elemento v E E.

Se f for uma funcio, entdo o grafico de f serd o conjunto dos pontos (x, ¥) em R* para os quais (x, V) é
um par ordenado de f.

A notagdo usada para uma funcdo é dadapor f.:4 — B

Com a defini¢do acima é facil reconhecer uma fungdo f: 4 —+ B.

1. Todo elemento x € A deve ter pelo menos um par (x,¥) € f.

2. Todo elemento x € A deve ter somente um par (x,¥) € f.

Vejamos o que ndo é funcdo pelo diagrama de flechas:

1. Se existir x € A do qual ndo esteja partindo nenhuma flecha para o conjunto E.

A B
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2. Se existir x € A do qual esteja partindo duas ou mais flechas para o conjunto E.

A B

Emumafungdo f: 4 = B, oconjunto4 édenominado dominio dafungdo e o conjunto B é o contradominio.

Defini¢do: O dominio de uma fungdo f: A — B é o conjunto D dos elementos x € A para os quais existe
¥ € B tal que (x,¥) € f. Simbolicamente,

D;={x€ A:3y €Btalque(x,y) € f}

Decorre da defini¢do acima que Dy = A.

Para se obter o dominio de uma func¢do f, basta encontrar seu campo de variacdo que é o conjunto de
todos os valores possiveis de ¥, que pode também ser denotado por f(x), quando x varia em todo o
dominio.

Ha alguns exemplos que podemos visualizar facilmente seu dominio. Veja:

a) flx) =vx+6
Sabemos que vx+ 6 sé existe em R se x +6 =0, ou seja, x = —6. Portanto,

D,={x € R|x = —6)

3
b) f(x) = =
Sabemos que o denominador ndo pode ser nulo (ndo existe divisdo por zero), assim
x —3 # 0, ouseja, x # 3. Portanto, D = {x € R|x # 3}ou D, = R — {3}.

¢) f(x) =log (2x — 6)
Sabemos que o logaritmando é sempre positivo. Assim Zx — 6 = 0, ou seja, x = 3.

P .
ortanto, D, = {x € Rlx > 3}

Defini¢do: O contradominio de uma fungdo f: 4 — E é o conjunto €D de todos os elementos do conjunto
B. Simbolicamente,

CD, = B.
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Definicdo: A imagem direta, ou simplesmente imagem de uma fun¢do f: 4 — B é o conjunto Im(f) dos
elementos ¥ € F para os quais existe x £ 4 tal que (x,¥) € f. Simbolicamente,

Im(f)={v €B:3x € Atalque (x,¥) € f}.

Decorre da defini¢do que Im{f) = B.

Exemplo

Determine o dominio e imagem da fungdo f: 4 = B, definida por f(x) = x — 3, sabendo que 4 = {1,5,7}
eB=1{-20234}

Para encontrarmos a solugdo, basta substituirmos os valores de 4 na lei f:

fl)=1-3=—2; f(5)=5-3=2; F(N=7-3=4.

Assim, Dy = 1,57} = AeIm(f) ={-2,24} = B, como mostra o diagrama acima.
Vejamos mais uma definicdo importante.
Defini¢do: A imagem inversa de um conjunto € = E de uma funcdo f: 4 — E ¢ definida por

fFFiicy={xe A:yech

3.2 Operagdes com fung¢des: soma, produto, composicao e inversa.

Veremos a seguir que é possivel realizarmos operacées com fungdes. Observe que originarao novas fungoes
a partir de outras fungdes dadas, utilizando as operagdes soma, subtragao, multiplicagdo e divisdo. Essas
novas fun¢des sao denominadas soma, diferenga, produto e quociente.

Definicdo: Sejam duas funcdes f e g, a sua soma, denotada por f + g, é a funcdo definida por

(f + g)(x) = fx) + g(x).

Defini¢do: Sejam duas fungdes f e g, a sua diferenga, denotada por f — g, é a funcdo definida por

(f —g)(x) = f(x) — g(x).
Definicdo: Sejam duas funcdes f e g, o seu produto, denotado por f - &, é a funcdo definida por

(f-9)(x) = f(x)- g(=).
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Defini¢cdo: Sejam duas funcdes f e g, o seu quociente, denotado por f/g, é a funcdo definida por

_ @
(/) =5

Em todas as definicdes acima, o dominio da funcdo resultante sdao os valores de x pertencentes aos
dominios de f e g, apenas com uma condi¢3o a mais para o quociente em que os valores de x s3o excluidos

quandoJ;ir[xjj —0

Ha ainda outra operacao com fungdes em que podemos compor duas fungoes.

Definicdo: Sejam duas funcdes f e g, a fungdo composta, denotada por f ° g, é definida por
(f °9)(x) = flg(x))

e o dominio de f ® g é o conjunto de todos os niUmeros x no dominio de g, tal que g(x) esteja no dominio

de f.

Encontrar uma funcdo composta f © g é simples. Primeiramente aplicamos a fung¢do g a x e, por ultimo,
a fungdo f a g(x).

Exemplo:

Sejam f(x) =+/x e g(x) =x — 1. Assim f ° g é dado por

(Fea)) = flg(x)
(feg)x)=f(x—1)

(Feg)x)=+vx—-1

O dominio de g é (—2,+2) e o dominio de f é [0 — @,+2). Portanto, o dominio de f ® g é o conjunto
de todos os nimero reais, em que x —1 = 0, ou seja, * = 1,

Definicdo: A inversa de uma funcdo f: 4 = B, denotada por f “*: B — A, é definida por
ft={(nx) € BxAl(xy) € f}.
Na funcdo inversa, tem-se que
feft=ftof=1d

em que /d é a funcdo identidade de 4 em A.
Para encontrar a fungao inversa, devemos seguir os seguintes passos:

1. lIsolar x na sentenga v = f(x);
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2. Como a letra x geralmente é o simbolo da varidvel independente troca-se x por ¥ e ¥ por x.
Exemplo:

Seja f(x) = E, com x # 3, encontre a funcdo inversa de f{x).

x+2 . .
Temos que v = o Vamos isolar x na igualdade:

x—

x4+ 2 _ __ dy+2
3:>}r(x—3]=x+2:‘=}rx—3y=x+2:‘=}rx—x=3y+2:‘= x(y—1)=3y+2=>x= =

}J:

Trocando X por ¥ e ¥ por X, obtemos:

Ix+2

__ dx+2 ; o =
}:r — :, ou SeJal f [x] - x—1 '

3.3 Sistemas de coordenadas e grafico de uma fungao.

Caro aluno, ja vimos no capitulo 2 o conceito de plano cartesiano que origina o sistema de coordenadas
xey.

Plotar o grafico de uma funcdo f é basicamente representar no plano cartesiano todos os pares ordenados
(x,¥) taisque x € D e ¥y = f(x) por meio da lei ou sentenga matemdtica que define a fungdo. O gréfico
nos possibilita a visualizacdo do comportamento da funcao.

Exemplo:

Represente a fungdo f(x) = x + 2 em um grafico

Observe que a fungdo esta definida no conjunto dos reais, ou seja, f: R — R. Vamos atribuir valores do
dominio a x e encontrar os correspondentes valores de ¥.

X y
- 1
0 Z
2 -

Agora, identificamos os pontos no plano cartesiano.

4 -

Figura 5: Grafico da fungdo f(x) = x+2
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3.4 FungOes pares, impares, crescentes, decrescentes e periddicas
Ha conceitos importantes quanto ao comportamento de uma fungao. Vejamos:

Definicdo: Seja uma func¢do f: 4 — B, dizemos que f é par se, para todo valor de x no dominio de f, tem-

se que f(—x) = f(x).

Defini¢do: Seja uma funcdo f: 4 — B, dizemos que f é impar se, para todo valor de x no dominio de f
, tem-se que f(—x) = —f (x).

Exemplo:
a. Verifique que f(x) = x* é uma funcdo par.

Tem-se que f(x) = x* = (—x)* = f(—x), mostrando que f é par. Observe o grafico da
funcao:

45 -
35 -
25 -
1.5 -
05 -
-0,540
5
_2.5 -
35 -
-4,5 -
_55 -
65 -
_?5 _
_8.5 -

95 -

Figura 6: Grafico da fungdo f(x) = x?

Note que o grafico de uma funcdo par é simétrico em relacdo ao eixo vertical ou eixo ¥ e, neste caso, ele-
mentos simétricos possuem a mesma imagem. Ou seja, os elementos L e —1, por exemplo, sdo simétricos
e possuem a imagem 1.

b. Verifique que f(x) = x? é uma fungdo impar.

Tem-se que f(—x) = (—x)® = —x* = —f(x), mostrando que f é impar. Observe o grafico
da fungao:

1o -

-16 <

Figura 7: Grafico da funcdof(x) = x 3
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Note que o grafico de uma fungdo impar é simétrico em relacdo a origem e, neste caso, elementos
simétricos possuem imagens simétricas. Ou seja, os elementos 1 e —1, por exemplo, sdo simétricos e
possuem imagens 1 e —1, respectivamente.

Quando uma fungdo ndo é par nem impar, dizemos que é uma fun¢ao sem paridade.

Defini¢do: : Seja uma fungdo f: A = B, dizemos que f é crescente no conjunto A4 se, e somente se,
para dois valores quaisquer x,,x, € 4;,comx; < x, tivermos f(x;) < f(x,). Simbolicamente,

Vxy,% €A41,% <X%=f(x) < f(xz).

Defini¢do: Seja uma funcdo f: A — B, dizemos que f é decrescente no conjunto se, e somente se, para
dois valores quaisquer x4,%x, €4, ,com xy < x,, tivermos f(x,) = f(x,). Simbolicamente,
V x1,%2 € A1,%1 <6=f(x1) > f(xz).
Exemplo:
a. Verifique que f(x) = x + 1 é uma func3o crescente.
Sejam x4,x; € Rtal que
Xy < =%+ 1 < x+ 1 2M(x,) < fxg).

Observe no gréfico de f que na medida em que os valores de x crescem, suas respectivas imagens também
crescem.

[XF)

Figura 8 : Grafico da fungdo f(x) =x + 1
b. Verifique que f(x) = —x + 1 é uma funcdo crescente.

Sejam x4,x; € Rtal que

1<K —0>—n=> —x1+1>-x+1=26x)> f(x).

Observe no grafico de f que na medida em que os valores de x crescem, suas respectivas imagens
decrescem.
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=

Figura 9 : Grafico da fungdo f(x) = —x +1

Podemos encontrar fungdes que oscilam seu grafico entre as orientacdes crescente e decrescente. Estas
funcGes sdo chamadas periddicas.

Definicdo: Seja uma fungdo f: A — B. Dizemos que f é periédica quando seus valores se repetem para
determinados valores de x, ou seja, para cada periodo determinado pelos valores de x, obtém-se valores
repetidos para a funcao.

Exemplo:

A funcdo f: N = Z com f(x) = (—1)* é periddica.

L5 5

0,5 -

'0.5 =

15 -

Figura 10 : Grafico da funcgo f(x): (=1)*

3.5 Algumas fungoes especiais: polinomiais, racional, poténcia, maior inteiro, escada, trigonométricas (e
suas inversas).

Vejamos a seguir alguns tipos especificos de fungdes...
Definicdo: Uma funcdo f definida por

fx)=a,x"+a, x" ' +a, ,x"%+--+a,x+a,
em que ag, a4, """, &, Sado numeros reais (a, #* @) e n for um inteiro ndo-negativo, é chamada fungao
polinomial de grau 7.

Temos que o dominio da funcdo polinomial é R e o contradominio também é R, sendo sua imagem
dependente de f.
Uma fungdo polinomial pode ser chamada também de polin6mio.

Exemplo:
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A funcdo f(x) = 2x* + 5x* — 7x — 9 é uma funcdo polinomial de grau 4.

Definicdo: Uma funcdo f definida por
P (x)
Q(x)

fix) =
em que @(x) = 0, é chamada fungdo racional, ou seja, f(x) é uma funcdo expressa pela razdo de dois
polindmios P(x) e @(x).

Temos que o dominio de uma fungdo racional sdo todos os nimeros reais tais que @(x) # 0@ (x) = 0.
O gréfico de uma funcdo racional pode apresentar interrupcdes ou descontinuidades nos pontos

em que o denominador é igual a zero. E também, a funcdo racional pode ndo estar definida para
determinados valores de x.

Definicdo: Uma funcdo f definida por
flx) =x"
em que 1 é uma constante, é chamada fungao poténcia.

Temos que o dominio da funcdo polinomial é R e o contradominio também é R, sendo sua imagem
dependente de f.

A forma geral do grafico de uma func¢do poténcia depende de f ser par ou impar.

Definicdo: Uma fungdo f: R — R é chamada fun¢dao maior inteiro quando a cada elemento de x € R
é associado o elemento [x] que é o maior inteiro, que é menor ou igual a x. Simbolicamente,

[xX] =nsen<x<n+1.

A imagem da func¢do maior inteiro é o conjunto dos inteiros, ou seja, Im(f) = Z.

Exemplo
a [4l = 4;
b, [4.8] = 4;
c. [71 = 3;

g [V2]=1.

As fungdes trigonométricas sao funcdes angulares muito importantes. Sdo elas: seno, cosseno,
tangente, cotangente, secante e cossecante.

Definicdo: A funcdo f definida por
f(x) = sen(x)
é chamada fung¢do seno.

Temosque D =R, CD.=Re Im(f) = [—1,1]. Sua intersec3o ocorre quando x = nm,n € Z,
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Definicdo: A fungdo f definida por

f(x) = cos(x)

é chamada fung¢ao cosseno.

Temos que Dy = R, CD; = R e Im(f) = [—1,1]. Sua interseg¢do ocorre quando x = nw + 7/2,n € Z.
Definicdo: A funcdo f definida por

f(x) =tg(x)

é chamada fungdo tangente.

Zn+l

Temos que D =R |{x ER:x= ( )T’E,ﬂ EZ}, CD;=R e Im(f) = R. Sua intersecio ocorre

guando x = nm,n € Z.

o
=

Defini¢do: A funcdo f definida por
£(x) = cotg (%)
é chamada fung¢do cotangente.

Temos que D = R |{x € R:x = nm,n € Z}, CD.=R e Im(f) = R. Sua intersecdo ocorre quando
x=nnt+uw/2,nEZ,

Definicdo: A funcdo f definida por

flx) = sec(x)

é chamada fungao secante.

Zn+l

Temos que Df =R |{x ER:x= ( )ﬂ.’,ﬂ = Z}, CDJ,- =Relm(f) =(—o0,—1] 1J1,02) , sendo que

nao ocorre interse¢gao com o eixo x.

.
&

Defini¢do: A fungdo f definida por

flx) = cossec(x)

é chamada fung¢do cossecante.

Temos que D =R |[{x € R:x =nm,n € Z}, CD; =R e Im(f) = (—o,—1] .f1,2) , sendo que ndo

ocorre interse¢do com o eixo x.

As funcGes trigonométricas sdo periddicas, e por isso ndo podem ser inversiveis em seu dominio. Mas
para algumas delas podemos considerar uma restricdo no dominio, a fim de obter uma funcdo inversivel.

INTRODUCAO AO CALCULO 39



Defini¢cdo: Seja a fun¢do f(x) = sen(x) com dominio [—7/2, /2] e imagem [—1,1]. A fun¢do inversa de
f é denominada arco seno definida por f~*: [—1,1] = [—r/2,7/2] denotada por

fY(x) = arcsen(x).

Defini¢do: Seja a fungdo f(x) = cos(x) com dominio [0,7] e imagem [—1,1]. A fungdo inversa de f é
denominada arco cosseno definida por £ ~*: [—1,1] = [0,7] denotada por

Ffl(x) = arccos(x).

Defini¢do: Seja a fungdo f(x) = tg(x) com dominio [-7/2,7/2] e imagem R. A funcdo inversa de f é
denominada arco tangente definida por fFTLZR - [-n/2,m/2] denotada por

Fx) = arctg (x).
Defini¢do: Seja a fungdo f(x) = cotg(x) com dominio [0,7] e imagem R. A fungdo inversa de f é
denominada arco cotangente definida por f ~*: R = [0,7] denotada por

FfY(x) = arccotg (x).

3.6 Modelagem de situagdes-problema via fungoes.

Vamos ver algumas aplicagées de fungdes para a compreensao de fendmenos e resolucdo de problemas
do nosso cotidiano.

1. O prego de uma corrida de taxi, em geral, é constituido de uma parte fixa, chamada bandeirada,
e de uma parte variavel, que depende do nimero de quildmetros rodados. Em uma cidade X a
bandeirada é RS 10,00 e o pre¢o do quilémetro rodado é RS 0,50.

a. Determine a func¢do que representa o preco da corrida.

b. Se alguém pegar um taxi no centro da cidade e se deslocar para sua casa, situada a 8 km de
distancia, quanto pagara pela corrida?

Solucgdo:
a. Vamos definir as variaveis da seguinte forma: F = preco da corrida; @ = preco do quilémetro
rodado; b = bandeirada; x = ndmero de quilémetros rodados.

O preco da corrida é a soma da parte fixa e da parte variavel. Assim:

P(x)=b+ax =10+ 0,50x.
b. Basta substituir xt = 8 na funcdo obtida:
P(8) =10+050-8=14

Portanto, o preco da corrida sera RS 14,00.
2. Um avido com 120 lugares é fretado para uma excursdo. A companhia exige de cada passageiro RS

900,00 mais uma taxa de RS 10,00 para cada lugar vago. Qual o nimero de passageiros que torna
maxima a receita da companhia?
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Solugao:
Dados e Variaveis:
e (Capacidade do avido: 120 lugares
e Numero de passageiros: &
e Preco por passageiro: Fixa ® 900,00 e Variadvel ® 10(120— x)
e Receita da companhia: i

Assim, temos a funcdo R = 900x + 10(120 — x)x = 2100x — 10x>

Observe que como a funcdo quadrdtica tem concavidade voltada para baixo (coeficiente de x“x~
é negativo), basta encontrar as coordenadas do vértice da parabola que correspondera ao seu ponto
maximo:

b 2100
¥, = —— =

. - =105
. 2a 2-(—10)

A b* — 4ac 21000 — 4(—10)(0
Y,=——=-— =—( ) ( j”znuzs.n
4a 4q 4.(—10)

Portanto, (x,,¥,) = (105,110250).

O numero de passageiros que torna maxima a receita da companhia é x = 105,

3. Analisar equilibrio sob a 6tica do mercado implica a definicao de um conjunto de varidveis que se
inter-relacionam, ajustadas umas as outras envolvidas em um modelo matematico.

Para discutir este tipo de modelo precisamos observar o comportamento das varidveis escolhidas e as
propriedades das fungdes que definem o modelo.

E importante deixar claro que o equilibrio perde a relevancia se outras variaveis s3o incluidas no modelo,
pois a ideia basica é que estamos diante da inexisténcia de mudancgas.

Por exemplo, supunha as seguintes variaveis:
Q, = quantidade procurada de uma mercadoria (Demanda);
Qs = quantidade ofertada de mercadoria (Oferta);
p = preco
A suposicdo que alicerca o equilibrio é que o excesso de demanda é zero ou
Qd-Qs=0
Supondo que as curvas de oferta e demanda sao fungdes lineares é possivel escrever
Qd=Qs
Qd =a-bp, a,b>0
Qs=-c+dp, ¢, d>0
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Os parametros a, b, ¢ e d sdo definidos em fungao do mercado.

Do ponto de vista do grafico, o equilibrio do mercado representa a intersecao entre duas curvas (no caso
linear entre duas retas). Algebricamente estamos diante da resolucdo de um sistema de equacdes:

Supondo que :
Qd =15-2p
Qs=-3+3p
Fazendo Qd = Qs , temos que:
15-2p=-3+3p
5p=18
p=3,6.

Assim o ponto de equilibrio do mercado ocorre, quando o preco for igual 3,6 (p = 3,6).

Qs:_3+3p

3,6

4, Em uma empresa, a depreciacdo de um certo equipamento no decorrer do tempo, é feita pelo
método da reta. Cada equipamento tem uma estimativa de vida util e o valor contabil descresce a
uma taxa constante de tal forma que ao término da vida util podemos ter uma zero ou um valor
residual denotado porr.

Vamos considerar que:
y: é o valor contabil ;
I: é o valor do investimento na compra do equipamento;
T: é a vida util;
t: é o tempo;
Temos que y = f(t) é uma funcdo do primeiro grau tal que
f(t)=at+b,
sendo que f(0) =1e f(T)=0ou f(T) =r.
Supondo inicialmente o valor residual nulo, temos:
f(0)=a.0+b=1
f(T)=aT+b=0
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Assim, tem-se que

e portanto,

que é uma funcdo do primeiro grau descrescente.

Quando r # 0 podemos escrever

Assim, tem-se que

e portanto,

b=1I
—TI
e
T
(3 ="Te 43
==
fl0)=a.0+b=1
f(T)=aT+b=r
b=1I
r—1
a_:
T

f&]=1%it+f

que é uma funcdo do primeiro grau descrescente muito usada para analisar a depreciacdo de equipamentos

Podemos observar que esta funcdo sé tem significado para o dominio t £ [0,T].

Para exemplificar, vamos supor que um notebook foi comprado por RS 4.200,00 e a estimativa de vida util
¢ de 5 anos. Supondo um valor residual de RS 800,00, qual é o valor contébil ao termino de 3 anos?

Assim,

£(0) = 4200
£(5) = 800

f(t) = -680t + 4200.

Logo, o valor contabil ao término de 3 anos é f(3) = 2160, ou seja, o valor contabil do notebook apds 3 anos

é RS 2.160,00.
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MODULO 4 -

Nocoes de logica

Caro aluno,

Até hoje vocé deve se perguntar o que realmente é légica. E tdo comum ouvir em uma conversa descontraida
alguém responder “é 16gico”, e ao dizer isso significa que a pessoa esta afirmando uma verdade a partir de
um acontecimento, ou seja, tem argumentos suficientes para fazer a afirmacao.

Para se entender melhor a ldgica, é preciso um contato maior com a Matematica, pois s6 assim terd maior
entendimento ao visualizar a solugdo de um problema.

Pode-se dizer de maneira bem simplificada que légica é o estudo de métodos e principios que nos permite
distinguir argumentos corretos e incorretos.

Vamos entender alguns conceitos importantes que serdao usados no nosso estudo da Légica.

Na nossa lingua falada e escrita, sempre estd presente uma proposicao ou sentenga que exprime um
pensamento de sentido completo.

Exemplo:
a. O animal de estimagdo é um cachorro.

b. Alexandre é vendedor e estudante.
c. S6 vou ao circo se e somente se conseguir dinheiro.
d. Onde vocé estuda?

Mas na ldgica, as proposicdes que usamos sao restritas a determinada classe. Aqui, as proposi¢ées sao
declarativas afirmativas de sentido verdadeiro ou falso, um excluindo o outro.

Sendo a proposi¢ao verdadeira ou falsa, tem-se o principio do terceiro excluido ou légica bivalente, ou
seja, toda proposicdo apresenta um e apenas um dos valores logicos V (verdadeiro) ou F (falso).

Assim, pelos exemplos acima, apenas a letra d ndo se trata de uma proposicdo declarativa, e sim,
interrogativa. Vale lembrar que as proposicdes exclamativas e imperativas também ndo sdo utilizadas na
l6gica matematica.

As proposi¢oes podem ser simples e compostas.

Definicdo: Uma proposi¢ao simples ou atomica é aquela que constitui o nucleo da linguagem. Em outras
palavras, ndo ha outra proposicdo integrante em si mesma.

Comumente, os autores denotam as proposi¢des por letras minusculas do alfabeto chamadas letras
proposicionais.
Exemplo:

3. P: Jodo lavou o rosto.

b. @: Todo retangulo tem 4 angulos.

c. 5: O sol é uma estrela.

Definicdo: Uma proposicdo composta ou molecular é aguela que combina duas ou mais proposicoes.

As proposi¢cdes compostas sdao denotadas pelas letras maiusculas do alfabeto, também chamadas letras
proposicionais.
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Exemplo:
a. P: Jodo lavou o rosto e Pedro cortou o brago.

b. @: Se Paulo trabalha, entdo, ele pode ir ao circo.

A proposicao composta nada mais é que uma combinacdo de proposicdes simples. E para a unido entre as
proposicdes simples, usamos sentencas matematicas chamadas conectivos.

4.1 Sentengas matematicas: conectivos.

A partir de proposi¢des dadas podemos construir novas proposi¢des utilizando conectivos como “nao”,
au,_n i n u A

e”, “ou”, “se ... entdo”, “se e somente se”. Vejamos como utilizarmos adequadamente cada um deles.
4.1.1 Negacdo (V)

A partir de uma proposi¢ao p qualquer, podemos sempre obter outra proposicao que é a negag¢ao de p,
denotada por ~p e |é-se: ndo p. Assim, quando p for verdadeira, ~p sera falsa ou vice-versa.

De forma simplificada, basta colocar o “nao” antes do verbo da proposicao.
Exemplo:
p:Jodo é careca.

~p:Jodo nado é careca.

4.1.2 Conjuncio (V)

Ao utilizarmos o conectivo “e” entre duas proposicdes p e ff, temos uma nova proposi¢cdo chamada
conjungdo denotada por p ~g e lé-se: P e g. A conjuncdo p ~g sb serd verdadeira quando ambas as
proposicdes p e ¢ forem verdadeiras. Se ao menos uma delas for falsa, entdo p ~gq é falsa.

Exemplo:

P ~gq: Jodo é careca e alto.

4.1.3 Disjungdo (V)

Ao utilizarmos o conectivo “ou” entre duas proposi¢des P e g, temos uma nova proposicao chamada
disjuncdo denotada por p g e lé-se: p ou g. A disjuncdo p g serd verdadeira se ao menos uma das
proposicdes p ou g for verdadeira. Se P ou ¢ sdo ambas falsas, entdo p - é falsa.

Exemplo:

P ~q .Jodo é careca ou alto.

4.1.4 Disjuncdo exclusiva (VV)

Existem dois sentidos para o conectivo “ou”. Observe as proposicoes:
P:Jodo é careca ou alto.
g: Jodo é mineiro ou paulista.

7

Na proposicao p indica que pelo menos uma das duas proposicdes “Jodo é careca”, “Jodo é alto” é
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verdadeira, podendo ser ambas verdadeiras “Jodo é careca e alto”. Entretanto, na proposicdo g apenas
uma das proposicdes “Jodo é mineiro”, “Jodo é paulista” pode ser verdadeira.

Na proposicdo p dizemos que “ou” é inclusivo e na proposicao g dizemos que “ou” é exclusivo. Quando o
“ou” é inclusivo, temos uma disjuncao inclusiva, ou simplesmente disjuncdo (item 4.1.3). Quando o “ou”
€ exclusivo, temos uma disjuncdo exclusiva.

Portanto, ao utilizarmos o conectivo “ou” exclusivo entre duas proposicdes P e g, temos uma nova
proposi¢do chamada disjun¢ao exclusiva denotada por p v g e |é-se: ou P ou g. A disjungao exclusiva
v g sera verdadeira quando p for verdadeira ou g for verdadeira. Se ambas sdo verdadeiras ou ambas
sdo falsas, a proposicdo sera falsa.

4.1.,5 Condicional (=)

~x N

Ao utilizarmos o conectivo condicional “se... entdo” entre duas proposicdes P e g, temos uma nova
proposicdao chamada condicional denotada por p —* g e lé-se: se p entdo ¢. A condicional = g s6 nado
serd verdadeira quando p for verdadeira e g for falsa.

Exemplo:
P — gq:Se Jodo é careca, entdo, ele ndo usa pente.

Quando p —+ g for verdadeira, afirmamos que p é condicdo suficiente para que ocorra g, e g é condicao
necessaria para que ocorra p.

4.1.6 Bicondicional (¢s3)

Ao utilizarmos o conectivo bicondicional “... se e somente se...” entre duas proposi¢des p e g, temos uma
nova proposicao chamada bicondicional denotada por p < g e lé-se: p se e somente se 4. A bicondicional
P < g serd verdadeira se as duas proposicdes p e g tiverem o mesmo valor légico, ou seja, ambas forem
verdadeiras ou ambas forem falsas.

Exemplo:

P < g Jodo é careca se e somente se seu pai é careca.

Quando p = g for verdadeira, dizemos que p é condi¢cdo necessaria e suficiente para que ocorra g, e g é
condicdo necessaria e suficiente para que ocorra p.

A bicondicional pode ser escrita como uma conjuncdo de duas condicionais. Simbolicamente:
peqg=(p—=q)lg=p)p—=qg=(p—=q)(qg—p),emque = éosimbolo para equivaléncia.

4.2 Tabelas verdade.

Observamos que a cada proposicdo esta associado um, e somente um dos valores, verdadeiro ou
falso. Podemos associar estes valores as proposicdes compostas obtidas com o uso dos conectivos. Essa
associagao origina uma tabela verdade.

Tabela verdade é uma tabela que apresenta todos os possiveis valores légicos de uma proposicao
composta, ja sendo conhecidos os valores das proposi¢cdes simples que a constituem.

Vejamos a seguir, as tabelas verdade para os conectivos vistos no item anterior, para, a partir deles,
construirmos tabelas verdades para proposicdes compostas.
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4.2.1 Negagao

Temos que: P é verdade (falsa) se e somente se P é falsa (verdadeira).

B ~p
v F
F v
4.2.2 Conjungao
' q Uma conjuncdo p ~g é verdadeira se e somente se P e g sdao verdadeiras.
v q v~
v v V
Vv F F
F v F
F F F

4.2.3 Disjungao

Uma disjuncao p ~q é falsa se e somente se p e ff sdo falsas.

P 9 pg
v v v
v F v
F v v
F F F

4.2.4 Disjuncdo exclusiva

Uma disjungado exclusiva p v q é verdadeira quando p for verdadeira ou g for verdadeira.

P q pvq
Vv \Y F
\ F Vv
F Vv \Y,
F F F
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4.2.5 Condicional

Uma condicional p —+ g é falsa se e somente se p é verdadeira e ¢ é falsa.

4.2.6 Bicondicional

P g pq
v v v
v F F
F v v
F F v

Uma bicondicional ¢ «* g é verdadeira se e somente se 7 e g sdo verdadeiras ou se p e g sao falsas.

P q Py
v v v
v F F
F v F
F F v

4.2.7 Tabela verdade de uma formula qualquer

Podemos combinar proposicdes simples com os conectivos logicos
proposi¢cdes compostas.

Observe o exemplo:

[(p~q) = ~p) = (g -p)

el

M, W, —*, <> para construir

y

Para conhecer o valor légico da proposicdo resultante, temos que construir a tabela verdade das operacdes

l6gicas.

Existe uma hierarquia para os conectivos ao resolver a proposicao. Assim para resolver a proposi¢cdo acima
temos que obedecer a hierarquia abaixo:

l.
2.

~: negagao;
A: conjungado; Vv : disjungao;
—: condicional;

<: bicondicional.

48
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Quanto aos sinais de agrupamentos, procedemos de acordo com a mesma regra da dlgebra: paréntesis,
colchetes e chaves, quando houver os trés.

E facil saber quantas linhas serdo utilizadas numa tabela verdade.Basta calcular, em que é o nimero
de proposicdes simples envolvidas na proposicdo composta.

Mas vamos solucionar nossa proposicao e colocar em pratica o que aprendemos até aqui!

[(p vq) = ~p)] = (g vp)

Observe que temos duas proposicdes simples envolvidas, uma dentro dos colchetes e a segunda dentro
dos paréntesis. Assim teremos linhas:

p q p Vg ~p (pvq) = ~p (q vp) [(pvq) = ~p)] = (gvp)
V |V Vv F F Vv Vv
Vv F Y F F Y Y
F Y Vv Y Y Vv Vv
F F F Y Y F F

Depois da teoria, a pratica se torna mais simples!

Agora é com vocé...

r
Atividade 2

Encontre a tabela verdade das proposicées abaixo:
a. (p—=a)—p
b. [p—(g—=r)]—={~[vpalrvs)]}
c. [levwg)-r]lelqg—(par)]
- J

4.2.8 Proposi¢des Tautoldgicas, contra validas e indeterminadas
As formulas proposicionais podem apresentar casos especificos para a tabela verdade.

Defini¢ao: Tautologia ¢ toda proposi¢ao em que a ultima coluna da tabela verdade ¢ composta pelo valor
logico verdadeiro (V). Sdao também conhecidas por proposi¢coes tautologicas ou proposicoes logicamente
verdadeiras.

Exemplo

1. (p~p)=(avP) &uma proposi¢do tautoldgica pois
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P q ~p p AP q-p (p ~~p) = (qa~p)
v Vv F F Vv Vv
Y F F F Vv Vv
F Vv Vv F Vv Vv
F F Vv F F Vv

2. P —*(p~q) éuma proposi¢do tautologica pois

p g pq p— (p~1q)
Vv Vv Vv Vv
Vv F Vv Vv
F Vv Vv Vv
F F F Vv

Defini¢dao: Contradicao ¢ toda proposi¢cdo em que a tltima coluna da tabela verdade ¢ composta pelo valor
logico falso (F). S3o também conhecidas por proposi¢oes contra validas ou proposi¢coes logicamente

falsas.

Exemplo

1. P ~™~pP éuma proposi¢do contra valida pois

P ~p p~~p
\Y F F
\Y F F
F \Y F
F \ F

Defini¢dao: Contingéncia ou Indeterminada ¢ toda proposi¢do em que a ultima coluna da tabela verdade
¢ composta pelos valores 16gicos verdadeiro (V) e falso (F), cada uma, pelo menos, uma vez. Sao também

conhecidas por proposicdes contingentes ou proposicoes indeterminadas.
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Exemplo

1. P ~™~g éuma proposi¢do indeterminada pois

P q ~q P ~™vq
v v F F
v F v v
F v F F
F F v F

4.3 RelagOes de implicacdo e de equivaléncia
Passemos agora a compreender duas relagées dentro da légica matematica.
4.3.1 Relac¢ao de Implicacao

Definicdo: Sejam duas proposi¢cbes compostas F e ¢, podemos afirmar que “F implica ”, se e somente
se, P — {J for uma proposicdo tautoldgica.

De maneira mais simples, podemos dizer que  implica g se ndo ocorre F na coluna de F — {, ou seja, ndo
acontece F e ¢ com valores simultdneos, respectivamente, Ve F.
Exemplo:

Prove a implicagio » = (g = qnp)

p q q P g —qap p—(q = q-p)
v Vi Vv v Y
Y F F v Y
F Y F F Y
F F F v Y

A notacdo para indicar que F implica iy é P = @.
CUIDADO!

Os simbolos - e = sado diferentes, pois o primeiro se relaciona a uma operagao légica, enquanto que o
segundo refere-se a uma rela¢do entre proposicdes.

4.3.1.1 Propriedades da implicacdo

a. Reflexiva: Qualquer que seja F, F = F.

b. Transitiva: quaisquer que sejam P,Q,Rsef = @e@ = R entioP= R .
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4.3.2 Relac¢do de Equivaléncia

Definicdo: Sejam duas proposi¢cdes compostas F e &, podemos afirmar que “F é equivalente a @”, se e
somente se, P < {J for uma proposicao tautolégica.

Simplificadamente, podemos afirmar que £ é equivalente a  se ndo ocorre valor légico falso (F) na coluna
de F < @,

Exemplo:

Prove a equivaléncia P (~pvg) © (prg)

P q ~p ~pvqg | ~(~pq) @~ |Prlpve) & (pag)
v v F v v v v
v F F F F F v
F v v v F F v
F F v v F F v

A notacdo para indicar que P é equivalentea @ é P < @,
CUIDADO!

Os simbolos <> e <= s3o diferentes, pois o primeiro se relaciona a uma operac3o légica, enquanto que
o segundo refere-se a uma relacdo bicondicional que é tautoldgica.

4.3.2.1 Propriedades da equivaléncia

a. Reflexiva: qualquer que seja F, p < P.

b. Simétrica: quaisquer que sejam Pe @, se P < @, entdovale @ = P,

c. Transitiva: quaisquer que sejam P,J,eRseP &< @ ¢ @ = R ,entio P < R.

4.4 Teoremas e proposigoes: tipos de demonstragao.
O Processo Légico de raciocinio pode ser classificado em indutivo, ou dedutivo.

O método indutivo utiliza parte de hipdteses particulares para chegar a teses mais gerais. Entretanto, o
método n3do é recomendavel para a Matematica, pois ndo podemos provar uma afirmac¢do apenas para
um caso particular. Por exemplo, dizer que Ana e Maria foram advertidas sobre o mal comportamento
em sala de aula ndo é suficiente para afirmar que todos os alunos da sala foram advertidos sobre o mal
comportamento.

O método dedutivo utiliza parte de hipdteses em que, pelo menos, uma é geral para se chegar a teses
particulares. Por exemplo, dizer que todos os funcionarios publicos tiveram reajuste salarial, é suficiente
para afirmar que a Caixa Econdmica Federal reajustou o salario de seus funcionarios.

Em resumo, vemos que qualquer afirmacdao deve ser provada, ou seja, as proposi¢des devem ser
demonstradas. Vamos apresentar os tipos de demonstra¢des mais utilizadas:
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Demonstracdo pelo método direto: parte de uma ou mais afirmacdes verdadeiras
gue denominamos hipdteses, e utilizando uma sequéncia de afirmacdes verdadeiras
(defini¢Ges, teoremas ja vistos), chega-se a demonstracdo da hipotese que denominamos
tese.

Demonstracdo pelo método indireto ou por absurdo: esta demonstracdo é baseada
entre uma condicional e sua contrarreciproca. Com parte da negac¢ao da tese e utilizando
sequéncia de afirmacdes verdadeiras, chega-se a negacao da hipdtese. Como a hipdtese é
a nossa verdade, dizemos que é um absurdo.

Demonstragdo por um contraexemplo: podemos usar um contraexemplo para mostrar
gue uma proposicao é falsa, ou seja, mostrar um caso que estd de acordo com a proposi¢ao
mas nao é suficiente para validar a mesma.
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