Universidade Federal de Uberlandia
Universidade Aberta do Brasil
Centro de Educacao a Distancia

Universidade Federal de Uberlandia
Licenciatura Plena em Matematica - PARFOR

Introducao a Analise

Mario Henrique de Castro

2016

Introducéo a Analise






Mario Henrique de Castro

Introducao a Analise




Castro, Mario Henrique
Introducdo a Analise/ Mario Henrique de Castro. Uberlandia, MG : UFU, 2016
135p.

Licenciatura em Matematica

1. Introducéo a Analise




PRESIDENTE DA REPUBLICA
Dilma Vana Rousseff

MINISTRO DA EDUCAQAO
Aloizio Mercadante

UNIVERSIDADE ABERTA DO BRASIL
DIRETORIA DE EDUCACAO A DISTANCIA/CAPES
Jean Marc Georges Mutzig

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - UFU
REITOR
Elmiro Santos Resende

VICE-REITOR
Eduardo Nunes Guimaraes

CENTRO DE EDUCAQAO A DISTANCIA
DIRETORA E REPRESENTANTE UAB/UFU
Maria Teresa Menezes Freitas

SUPLENTE UAB/UFU
José Benedito de Almeida Junior

FACULDADE DE MATEMATICA -FAMAT - UFU
DIRETOR
Marcio Colombo Fenille

COORDENADOR DO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA - PARFOR
Rogério de Melo Costa Pinto

COORDENAQAO DE TUTORIA
Janser Moura Pereira



EQUIPE DO CENTRO DE EDUCAGAO A DISTANCIA DA UFU - CEaD/UFU

ASSESSORA DA DIRETORIA
Sarah Mendonca de Araujo

EQUIPE MULTIDISCIPLINAR
Alberto Dumont Alves Oliveira
Dirceu Nogueira de Sales Duarte Junior
Gustavo Bruno do Vale
Jodo Victor da Silva Alves
Otaviano Ferreira Guimaraes

SETOR DE FORMAQAO CONTINUADA
Marisa Pinheiro Mourao

REVISORAS
Carina Diniz Nascimento
Anna Patricia Zakem China
Erika Michela Carlos

EQUIPE DE ESTAGIARIOS DO CEAD E DO
CURSO DE MATEMATICA
Nubia Figueira Prado
Ueslei Ferreira Costa






Apresentacao

Este material foi desenvolvido para ser utilizado no curso de Licenciatura em Matematica a
distancia - PARFOR, da Universidade Federal de Uberlandia.

O texto é uma tradugéo da referéncia [1], adaptada para o ensino a distancia. Portanto, ex-
pressamos aqui nossa gratidao ao Prof. Lee Larson, da Universidade de Louisville, nos Estados
Unidos, por liberar a cépia e adaptacéao de seu texto.
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Ola,

meu nome é Mario Henrique de Castro e sou o0 autor deste material didatico. Antes de co-
mecarmos esta disciplina, gostaria de me apresentar: terminei a graduacao em Matematica na
Universidade Estadual de Maringa, no Parana, em 2004. No ano seguinte, ingressei no Mestrado
em Matemaética do Instituto de Ciéncias Matematicas e Computagcao da USP, na cidade paulista
de Sao Carlos. Em 2007, no mesmo instituto, iniciei o curso de Doutorado em Matematica, que
conclui em 2011. Sou professor adjunto nivel 3 da Universidade Federal de Uberlandia e te-
nho experiéncia na area de Matematica, com énfase em Analise Matematica, Analise Funcional,
Anadlise Esférica e Teoria da Aproximacao. Atualmente, estudo problemas envolvendo operado-
res integrais positivos e fungdes positivas definidas.

Prazer em conhecé-lo(a),
Mario Henrique de Castro
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Sobre o curso

Prezada(o) aluna(o),

A Matematica avangou muito nos ultimos quatro séculos, tanto teoricamente quanto em apli-
cacoes. Por isso, hoje em dia a Matematica € dividida em areas e sub-areas que se ramificam
e se intersectam, de acordo com a necessidade e possibilidade. A parte da matematica que
trata das aplicacées € chamada de Matematica Aplicada, enquanto a parte que lida com o de-
senvolvimento tedrico é chamada de Matematica Pura. A Matematica Pura pode ser dividida
em trés grandes areas: Algebra, Analise e Geometria\ Topologia. Neste curso apresentamos os
conceitos basicos da Analise, que € o ramo da matematica que lida com as desigualdades e
limites (aproximagdes). O objetivo principal do curso é fazer com que vocé se familiarize com
o rigor l6gico-dedutivo necessario, por exemplo, para definir uma base sélida para o calculo de
uma variavel.

Nos cursos de calculo vocé aprendeu a utilizar vérias ferramentas mateméaticas, provavel-
mente sem receber garantias de que o que vocé aprendeu € verdade. Mas para usar ou ensinar
a matematica de forma eficaz, vocé néo pode simplesmente saber que algo é verdadeiro, vocé
deve saber também porque algo é verdadeiro. Este curso mostra porque algumas das técnicas
que vocé aprendeu nos cursos de célculo funcionam efetivamente e da a devida base teédrica
para que vocé possa compreender outras. Ja ensinamos como utilizar as ferramentas do célculo
e agora queremos dar-lhe uma boa compreensao de conceitos dos numeros reais, funcoes reais
de uma variavel real, sequéncias e séries numéricas, limite e continuidade.

Se vocé ainda nao entendeu nosso objetivo aqui, podemos usar uma analogia: vocé podera
ser um piloto de automéveis se aprender a dirigir, mas s6 sera um bom piloto se conhecer minu-
ciosamente a mecanica e o funcionamento da maquina. Analogamente, um professor do ensino
fundamental e médio que nao entende os fundamentos das teorias matematicas estara conde-
nado a repetir palavras como um papagaio e pode nao ser capaz de responder corretamente a
todas as perguntas dos alunos, o que pode desmotiva-los ou desiludi-los.

Comegamos este curso com uma revisdo da Teoria dos Conjuntos. Passamos por uma dis-
cussao sobre o conjunto dos numeros reais, onde o mais importante é a sua propriedade de
completude, que é a base para tudo o que vem em seguida. Depois, tratamos da forma mais
simples de limite — o limite de uma sequéncia numérica,— que nos da base teérica para interpre-
tar o significado de somas infinitas, também chamadas de séries numeéricas. A seguir, passamos
a estudar as propriedades dos subconjuntos da “reta real” e as fungdes reais de uma variavel
real, em particular no que diz respeito ao limite e continuidade dessas funcgdes.

Mas antes de comegarmos efetivamente o curso, vejamos uma diferenga importante entre a
Anélise e a Algebra. Obviamente, vocé ja estd acostumado com algumas técnicas algébricas
utilizadas para determinar raizes de equacdes. Na Analise, geralmente usamos desigualdades.
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Parailustrar esta ideia, considere o seguinte enunciado: “Seja x serum numero real. Se0 < x < ¢
é verdade para todos os numeros reais ¢ > 0, entdo x = 0.” Esta declaragdo dé a ideia geral do
que fazemos em Anadlise. Se queremos mostrar que = = 0, nés mostramos que 0 < z < ¢, para
todo ¢ real positivo.

Este curso esta dividido em quatro modulos:

Modulo 1. Conjuntos e Fungoes;

Modulo Il. Os nimeros reais;

Médulo lll. Sequéncias e Séries numéricas;

Modulo IV. Limites e continuidade de funcdes de uma variavel.

O tempo de cada modulo é variavel e esta dividido da seguinte forma:

Modulo I. De 04/03 até 04/04;

Médulo II. De 01/04 até 25/04;

Médulo lll. De 29/04 até 23/05;

Modulo IV. De 20/05 até 13/06;

O texto basico da disciplina é contemplado com exercicios estrategicamente posicionados, de
tal forma que o conteldo previamente estudado fiqgue bem assimilado em seus conceitos mais
basicos.

Exercicios resolvidos, desafios e atividades no Ambiente Virtual de Aprendizagem (AVA) se-
rao outros elementos de importancia no entendimento dos conceitos a serem aprendidos.

Quanto a metodologia, o curso seguird com a seguinte base: estudo da teoria no livro texto,
com o treino através dos exercicios nele contidos, e atividades que serdo passadas dentro do
periodo de vigéncia do cada modulo. Estas atividades fardo parte do processo de avaliacao,
assim como as avaliagdes presenciais.

Quanto ao sistema de avaliagéo, serao distribuidos 100 pontos: 60 pontos por meio das ava-
liagbes presenciais escritas e 40 pontos nas atividades a serem realizadas através do Ambiente
Virtual de Aprendizagem (AVA).

Quanto ao cronograma, descrito a seguir, as 90 horas do curso sao distribuidos nos médulos
de acordo com o calendério dos cursos do CEaD-UFU, considerando 6 horas de atividades de
estudo da teoria por semana. Recomendamos que para cada hora de estudo em teoria, vocé re-
serve pelo menos duas horas de estudo resolvendo exercicios. Esse esquema tem por finalidade
assegurar um treino minimo nos modulos.

Desejo a vocé, caro(a) aluno(a), um étimo curso, e torco para atingir com sucesso 0s objetivos
da disciplina.

Grande abraco,
Mario Henrique de Castro
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Modulo 1

Conjuntos e Funcoes

Neste modulo, vocé vai relembrar propriedades basicas de dois conceitos fundamentais da
Matematica:

e Conjuntos; e
e Funcdes.

Comegamos nosso curso introduzindo a linguagem de Conjuntos que devera ser utilizada de
forma sistematica nas proximas semanas. Como toda a matematica contemporanea é apresen-
tada e discutida com esta linguagem, esperamos que vocé ja tenha alguma familiaridade com o
topico. Porém, ndo exigiremos conhecimento prévio algum deste assunto.

Muitos estudiosos acreditam que toda a Matematica pode ser vista como um encontro perfeito
entre a Légica e a Teoria do Conjuntos. Devido a este fato, qualquer apresentacédo cuidadosa
de ideias matematicas fundamentais deve ser concebida na linguagem de l6gica e de conjuntos.
Neste capitulo, definiremos o conteddo necessario desta linguagem para permitir a apresentacao
das ideias basicas da Analise Matematica.

A seguir, usaremos a linguagem de conjuntos para introduzir o conceito de relagéo, que leva
ao estudo das fungdes. Com certeza vocé ja ouviu falar de fungdes, mas considerando seu pa-
pel de extrema importancia na Analise, retomaremos seu estudo aqui. A primeira aplicagéo que
faremos com fungdes sera generalizar a nogcao de quantidade de elementos de conjuntos, que
chamaremos de cardinalidade. Finalizaremos este médulo mostrando como comparar quantida-
des infinitas de elementos em conjuntos diferentes.






1° aula
(04/03/2016 - 14/03/2016)

Conjuntos

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Adquirir a habilidade de interpretar a linguagem da Teoria de Conjuntos;

e Compreender o conceito de conjunto e as operagdes com conjuntos;

e Compreender os conceitos de produto cartesiano e de relagbes entre conjuntos.

\_ J
5
m'IVIDADE - LEITURA COMPLEMENTAR \

Antes de comecar a ler o texto deste livro, pedimos que leia atentamente aos seguin-
tes textos disponibilizados no AVA - Ambiente Virtual de Aprendizagem, como leitura
complementar:

e Motivagao historica para o desenvolvimento e estudo da Analise Matematica;

\ e Preliminares de Ldgica. /

1.1 Teoria dos Conjuntos

A Teoria dos Conjuntos é por si s6 um assunto amplo e complicado. Nao ha tempo habil neste
curso para abordar partes que néo estejam entre as mais simples da teoria. Logo, estudaremos
apenas alguns topicos do que é frequentemente denominada Teoria Ingénua de Conjuntos'. Co-
meg¢amos com algumas definicoes:

Definicao 1.1.1. Um conjunto é uma colecao de objetos chamados de elementos. Em geral,

e conjuntos sao denotados por letras mailsculas do nosso alfabeto: A, B,C,...;

"Na matematica abstrata, a teoria ingénua dos conjuntos foi o primeiro desenvolvimento da teoria dos conjuntos,
que foi mais tarde remodelada cuidadosamente como a teoria axiomatica dos conjuntos.
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e elementos de um conjunto sédo representados por letras minusculas: a, b, ¢, .. .;

Se a € um elemento do conjunto A, dizemos que a pertence a A e escrevemos a € A; se a Nao é
um elemento do conjunto A, entdo dizemos que a ndo pertence a A e denotamos a ¢ A. Se todos
os elementos de um conjunto A pertencem a um conjunto B, dizemos que A é um subconjunto
de B, ou que A esta contido em B, e denotamos A C B ou B D A.

PARE E PENSE: Um conjunto pode conter qualquer tipo ou quantidade de elementos.
Até mesmo conjuntos podem ser elementos de um outro diferente conjunto. Porém, es-
tamos interessados aqui em conjuntos cujos elementos sdo numeros reais ou funcoes.
Em particular, note que se A € um conjunto, entdo sempre se tem A C A.

Defini¢cao 1.1.2. Dois conjuntos A e B sdo iguais se possuem os mesmos elementos. Neste
caso, escrevemos A = B.

PARE E PENSE: Nao é dificil ver quer
A=B< AC BeBCA. (1.1)

Estabelecer que estas duas contencdes sdo verdadeiras € a forma mais comum de se
provar que dois conjuntos sao iguais.

Definicao 1.1.3. Se A C B e A # B, ou seja, todos os elementos de A estdo em B mas existe
algum elemento de B que nao pertence a A, dizemos que A é um subconjunto préprio de B.
Quando isto ocorre, podemos denotar A C B.

Existem varias formas de se descrever um conjunto. Por exemplo, podemos descrever con-
juntos simples usando palavras da seguinte forma: “P € o conjunto de todos os presidentes do
Brasil depois de 1990 ". Entretanto, ndo é conveniente descrever conjuntos complicados desta
maneira. Outra forma é€ listar os elementos do conjunto entre chaves, separando-os por virgulas,
COmo segue:

P = {Collor, Itamar, FHC, Lula, Dilma}.

Porém, se o conjunto tiver muitos elementos, esta representacdo pode ndo ser muito pratica ou
pode até mesmo ser impossivel. Por isso, a forma mais comum de se representar um conjunto é
identificar seus elementos por alguma propriedade que somente eles possuem:

P = {p: péumdos presidentes do Brasil apds 1990}.
6



Outros exemplos de conjuntos sdo o0s seguintes:
e A= {n:néumnumeroprimo} ={2,3,5,7,11,...};
e S={n?:néuminteiro} ={0,1,4,9,16,...}.

Assumiremos a existéncia de varios conjuntos. O conjunto vazio, denotado por (), que é o con-
junto que nao contém elemento algum;

e 0 conjunto dos numeros naturais N = {1,2,3,...};
e 0 conjunto dos numeros inteiros Z = {...,—2,—-1,0,1,2,... };

e 0 conjunto dos numeros inteiros ndo negativos Z, = {n € Z: n > 0};

E facil ver que
PcNcz, cZ

Proposicao 1.1.4. () C A, qualquer que seja o conjunto nao vazio A.

Demonstragdo. De fato, suponha por absurdo que () ¢ A, para algum conjunto A. Entéo, deve
existir algum elemento de () que nido pertence a A, o que € um absurdo visto que () ndo possui
elemento algum. m

Definicao 1.1.5. Dado qualquer conjunto A, o conjunto das partes de A é a colegao de todos os
subconjuntos de A
P(A)={B:BC A}.

Exemplo 1.1.6. O conjunto das partes de {a,b} € P({a,b}) = {0, {a}, {b},{a,b}}.

PARE E PENSE: Qualquer que seja o conjunto A, € sempre verdade que
heP(A) e AecP(A).

Além disso, se a € A, entdo ndo é verdade que a € P(A), mas sim que {a} € P(A).
Vocé consegue entender o por qué disso?

Exemplo 1.1.7. Um exemplo divertido & P(()) = {#}. Nao confunda ¢ com {0}, pois () ndo possui
elementos, enquanto {(} possui um elemento. Além disso, temos também

P(P()) ={0,{0}},

P(P(P())) = {0.{0},{{0}},{0.{0}}},
e apos continuar este procedimento por n vezes, para algum n € N, obtemos um conjunto do tipo
P(P(---P(D)---)) com muitos elementos. De fato, se A € um conjunto com k& € N elementos,
entdo P(A) possui 2¢ elementos (isto pode ser provado por indugédo). Logo, por exemplo, o
conjunto P(P(P(P(P(())))) obtido apds cinco iteragdes tera 22" _ 65.536 elementos.

7



Desafio!

Exercicio 1.1.8. Se A é um conjunto com 3 elementos, quantos elementos tem
P(P(A))?

1.2 Algebra dos conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos. Existem quatro operag¢des binarias comuns usadas sobre conjun-
tos.?

Definicao 1.2.1. A unido entre A e B € o conjunto que contém todos os elementos de A e de B:
AUB={x:x€ AVx e B}.

A intersecdo é o conjunto dos elementos que pertencema A e a B:
ANB={x:x€ ANz € B}.

A diferenca entre A e B é o conjunto dos elementos de A que ndo pertencem a B:
AB={zr:x€ ANz & B}.

A diferenca simétrica entre A e B é o conjunto dos elementos que pertencem a um dos conjuntos,
mas nao pertencem aos dois conjuntos:

AAB={x:x € (AUB)ANz ¢ (ANB)} = (AUB)\(AN B).

AV ) ( (anB) )
A W/
A B R

[ 4vp ( | "AAB |
A B & B

FIGURA 1.1: Diagramas de Venn das quatro operagdes com conjuntos.
Os resultados das operacdes estdo em amarelo.

2A seguir, usaremos algumas notagbes de Logica. O simbolo V significa a disjuncdo ndo exclusiva “ou". O
simbolo A representa a conjungéao “e".

8



Exercicio resolvido 1.2.2. Mostre que (AUB)NC = (ANC)U(BNCO).

Solucao 1.2.3. De acordo com (1.1), para provar a relagao do enunciado vocé deve mostrar as
seguintes inclusoes:

(AUB)NC Cc (ANnC)u(BNCQC) (1.2)

(AnC)u(BNnC)cC (AuB)nC. (1.3)

Vocé pode comegar mostrando (1.2), i.e.3, que se z € (AUB)NC, entdo z € (ANC)U(BNC). De
fato, se z € (AUB)NC, entdo x € (AU B) e x € C. Desta forma, segue uma das possibilidades:

() re AexeC=xc ANC;ou
(i) re BexeC=xecBNC.

Logo, z € (ANC)U (BNC), o que garante a veracidade de (1.2).
Para finalizar a solugéo, vocé precisa provar (1.3), ou seja, que se x € (ANC)uU (BNC),
entdo z € (AU B) N C. De fato,

re(ANC)U(BNC)=zxe€(ANC) ou ze(BNC).
() (%)
No caso (), temosque z € Aex € C. Comoz € A, entdo z € AU B e, portanto, z € AUB e
x € C. Segue que z € (AU B)NC. No caso (x*), temos que x € Be z € C. Como z € B, entdo
r € AU B e, portanto, z € AU B e z € C. Novamente, obtemos = € (AU B) N C. Isto prova (1.3)

e conclui a solugao.

Desafio!

Exercicio 1.2.4. Proveque ANB C AC AU B.
Sugestao: Para provar a dupla inclusdo, vocé pode mostrar primeiroque AN B C Ae
depois A C AU B.

Exercicio 1.2.5. Prove que (ANB)UC = (AUuC)N(BUC).
Sugestao: Siga as ideias do Exercicio resolvido 1.2.2.

Exercicio 1.2.6. Prove que se A e B sao conjuntos, entao
(i) P(ANB) =P(A) NP(B);
(i) P(AUB) C P(A)UP(B)

@gestéo: Use o fatode que Y € P(X) & Y C X. /

3i.e. é uma abreviag&o para a expressao em latim id est, que significa "isto é".
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PARE E PENSE: Uma outra operacao comum entre conjuntos é a complementacao.
O complemento de um conjunto A é frequentemente (e erroneamente) descrito como o
conjunto de todos os elementos que ndo estdo em A. Mas sem muito esforco podemos
nos convencer de que esta ndo é uma definicao precisa, pois a colecao dos elementos
que nao estdo em A ndo € uma colecdo que pode ser precisamente compreendida.
Para que o complemento de um conjunto tenha sentido I6gico, devemos estabelecer um
conjunto universo U que contenha todos os elementos em questdo. Assim, podemy

@inir:

Defini¢ao 1.2.7. O complemento de um conjunto A C U é o conjunto

A=U\A={zeU:x ¢ A}
Em geral, o conjunto universo U é evidente pelo contexto.
Exemplo 1.2.8. Sejam A = {1,3} e B ={1, 3,4, 8}. Entao,
B\A = {4,8}.

Com estas quatro operag¢des podemos desenvolver uma extensa algebra para a manipulacao
de conjuntos que, juntamente com a légica formal, é parte da Algebra Booliana *. Os préximos
resultados nos dao algumas importantes propriedades desta algebra.

Teorema 1.2.9. Sejam A,B e C conjuntos.
a) A\(BUC) = (A\B) N (A\0);
b) A\(BNC) = (A\B) U (A\C);
Demonstragdo. (a) Vamos demonstrar esta propriedade com uma sequéncia de equivaléncias.®

re A\(BUC) < zc€ANz ¢ (BUC)
<— z€AN(x€BANx &)
— (re€eANxg€B)N(zeANx )
< z e (A\B)N(A\C).

4Em Algebra abstrata, Algebras boolianas (ou Algebras de Boole) sdo estruturas algébricas que “captam as
propriedades essenciais” dos operadores légicos e de conjuntos, ou ainda oferecem uma estrutura para se lidar com
"afirmacgoes”, sdo assim denominadas em homenagem ao matematico George Boole.

50 simbolo l6gico <= significa “se, e somente se". Se P e @ sdo quaisquer afirmacgdes, entdo “P < Q" tem o
mesmo significado que “P implica Q" e “Q implica P".
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(b) Como no item (a), temos

reA\(BNC) < zecANz ¢ (BNCO)
<— x€AN(x¢gBVxgC()
— (r€ANzx¢gB)V(reANxgO)
< z € (A\B)U(A\O).

O

O teorema anterior € uma versdo de um grupo de equacdes de conjuntos frequentemente
chamadas de “Leis de DeMorgan". Uma forma mais usual de se estabelecer as Leis de De-
Morgan € dada a seguir, no Corolario 1.2.10, que é uma consequéncia imediata do Teorema
1.2.9.

Corolario 1.2.10. (Leis de DeMorgan) Sejam A e B conjuntos.
a) (AU B)¢ = A°N B

b) (AN B)° = A°U B-.

Desafio!

Exercicio 1.2.11. Prove que AAB = (AU B)\(AN B).

Exercicio 1.2.12. Prove que B\A = BN A°.
Sugestao: Use (1.1).

1.3 Conjuntos indexados

Frequentemente ha a necessidade de lidarmos com grandes colegbes de conjuntos. Por exem-
plo, poderiamos ter uma sequéncia de conjuntos A;, A,, Az, ..., onde cada conjunto A, esta
associado a um numero natural n. Em geral, definimos um conjunto I' de indices e assumimos
que para cada A € I', existe um conjunto A,. O conjunto {A, : A € T'} é entdo uma colecao de
conjuntos indexada porI'. Neste caso, I' € chamado de conjunto indexador da colegao.

Exemplo 1.3.1. Paracadan € N, seja A, = {k € Z: k* < n}. Entao,
A=Ay = A3={-1,0,1}

A4:A5:A6:A7:A8:{—2,—1,0,1,2}

Aso ={-7,-6,—-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7}.
11



Duas das operacdes binarias basicas de conjuntos podem ser estendidas para colegdes in-
dexadas. Em particular, usando a notagcao do paragrafo anterior, podemos escrever

|JAy={z:2 € A, paraalgum X € '}

el

() Ax={z:2 €A, paratodo A € I'}.

Ael

As leis de DeMorgan também podem ser generalizadas neste sentido.

Teorema 1.3.2. Seja A um conjunto e {B, : A € T'} uma cole¢éo indexada de conjuntos. Entéo,

AU B = NA4\B)

el el

A By = J(A\By).

Ael el

1.4 Produto cartesiano

A ordem na qual listamos os elementos de um conjunto ndo é importante. Por exemplo,

{a,l,v,0} ={0,v,a,l}.

Se a ordem na qual n itens sao listados importa, entdo chamamos tal lista de n-up/a. Mas nao se
confunda, uma n-upla ndo é um conjunto. Denotamos uma n-upla encerrando a lista ordenada
entre parénteses. Por exemplo, se xi, 25, x3, x4 SA0 quatro itens, entdo a 4-upla (z1, xs, x3,14) €
diferente da 4-upla (zq, x1, z3, x4).

SAIBA MAIS: Devido ao seu uso frequente
e 2-uplas sao chamadas de pares ordenados e

e 3-uplas sao chamadas de triplas ordenadas.

Definicao 1.4.1. O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os pares
ordenados formados por elementos de A e de B da seguinte forma:

Ax B={(a,b):a€ AND€E B}.
12



Exemplo 1.4.2. Se A = {a,b,c} e B ={1,2}, entéo

Ax B=1{(a,1),(a,2),(b1),(52),(c1),(c2)}

Bx A={(1a),(2a),(1b),(2b),(1c), (20}

Um forma muito Gtil para melhor visualizar o produto cartesiano de dois conjuntos é usar uma
tabela. O produto cartesiano A x B do exemplo anterior pode ser listado mais facilmente a partir
da tabela

1 2
a , (a,2)
b | (b1) (b,2)
c | (c, (¢,2)

Desafio!

Exercicio 1.4.3. Determine o produto cartesiano entre os conjuntos A = {0,2,7} e
B = {1,5}.

E claro que o plano cartesiano que vocé conheceu no curso de Geometria Analitica é nada
mais que uma aplicagao desta ideia.
A definicao de produto cartesiano pode ser estendida para mais do que dois conjuntos.

Definicao 1.4.4. Se A, A,, ..., A, sdo conjuntos, entdo
Ay X Ay x -+ x A, = {(ay,a9,...,a,) 1 a; € A;,Vi=1,2,...,n}

€ um conjunto de n-uplas. Isto as vezes é abreviado da seguinte forma:

HAZ':A1XA2X"'><An.

i=1

Exemplo 1.4.5. O produto cartesiano de A = {a,b,¢, }, B={c,d} e C = {e} é 0 conjunto
Ax BxC={(a,ce),(a,de),(bc,e),(bde),(cce)(cde)}.

Exemplo 1.4.6. O espaco euclidiano n-dimensional R™ é o produto cartesiano de R n vezes. E.g.
8 R®=R xR xR.

6e.g. é uma abreviagado da expressao em latim exampli gratia, que significa “por exemplo”.
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1.5 Relacoes

Definicao 1.5.1. Se A e B sao dois conjuntos nao vazios, todo conjunto R € A x B € chamado
de relacdo de A em B. Se (a,b) € R, podemos escrever aRb. Neste caso, também definimos o
dominio de R por

dom(R) ={a € A: (a,b) € R}

e a imagem de R por
im(R) ={b€ B: (a,b) € R}.

Exemplo 1.5.2. Os conjuntos R, = {(a,¢,€e), (a,d,e)} € Ry = {(b, ¢, ¢e), (b,d,e), (c,c,e)}, bem como
qualquer outro conjunto R € P(A x B x ('), sao relagbes de

Ax B xC={(a,ce),(a,de),(bc,e),(bde),(cece)(cde)}.

No caso especial em que R C A x A, para algum conjunto A, existe uma terminologia adicio-
nal. Dizemos que

e R é simétrica quando aRb < bRa;

R é reflexiva quando aRa sempre que a € A;

R é transitiva quando aRb A bRc = aRc;

R é antissimétrica quando aRb A bRa = a = b;

e R é uma relacdo de equivaléncia quando R € simétrica, reflexiva e transitiva;

Exemplo 1.5.3. A relagdo R C Z x Z definida por “aRb <= a < b” € transitiva, mas nao &
simétrica nem reflexiva.

Exemplo 1.5.4. A relagdo R C Z x Z definida por “aRb <= a? = 1*” é uma relagdo de equiva-
léncia. E evidente que “aRb <= a =bV a = —b".

Exemplo 1.5.5. A relacdo R C Z x Z definida por “aRb <= a < b” é reflexiva, transitiva e
antissimétrica, mas néo € simetrica.

mIVIDADE AVALIATIVA 1:

Exercicio 1.5.6. Note que devido a importancia da ordem nas n-uplas, em geral,
A x B # B x A. Dé um exemplo mostrando esta desigualdade e prove que

AXxB=Bx A<= A=0B.
ngestéo: use a equivaléncia (1.1). /
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2° aula
(11/03/2016 - 21/03/2016)

Funcoes

4 N
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de funcao;

e Compreender o conceito de composicao de fungdes;

e Compreender os conceitos de injetividade e sobrejetividade de fungdes.

- /

1.6 Funcoes

SAIBA MAIS: A palavra fungéo foi introduzida pelo matematico aleméao Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), em 1673, para designar qualquer , das variaveis
geomeétricas associadas com uma determinada curva.

Definicao 1.6.1. Dados dois conjuntos nao vazios A e B, dizemos que umarelagdo R C A x B
€ uma funcao se

aRb; N aRby = by = bs.

Neste caso, é comum denotar R = f. Se f C A x B &€ uma fung¢éo e dom(f) = A, entdo
denotamos f : A — B e escrevemos b = f(a) ao invés de aRb. (Veja a Figura 1.2)

Exemplo 1.6.2. Defina f : N — Z por f(n) = n*e g : Z — Z por g(n) = n®. Neste caso,
im(f) = {n*:n € N} e im(g) = im(f) U {0}. Observe que apesar de f e g serem definidas pela
mesma férmula, elas na verdade sao fungdes diferentes, com dominios e imagens distintas.
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Relacao 1 Relacao 2

é uma fungao nao é uma funcgao
{(Q,b),(5a),(,b)} | {(b)(5,a), (50}
\‘_nv-/
um elemento do dominio
corresponde
a dois elementos da imagem!
Dominio Dominio Imagem

wwaw. mathvwarehouse.com

FIGURA 1.2: Uma fungéo € uma relagado onde cada elemento do dominio
corresponde a um unico elemento da imagem.

Fonte: www.mathwarehouse.com

PARE E PENSE: Se f : A — B € um func¢ao, a interpretacao intuitiva usual € ver f
COmo uma regra que associa cada elemento de A com um unico elemento de B. Isto
nao significa que cada elemento de B seja associado a um unico elemento de A. Tam-
bém nao implica que cada elemento de B esteja necessariamente associado a algum
elemento de A, o que nos mostra que B pode ser diferente de im(f). Neste caso
dizemos que B € um contradominio de f.

Definicao 1.6.3. Sejam f: A — B e g: B — C duas fungbes. A funcdo compostade g com f é
afungéo go f : A — C definida por (g o f)(a) = g(f(a)).

A f B g C

FIGURA 1.3: Diagrama de fungcdo compostago f: A —» C
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Exemplo 1.6.4. Para as fungdes do exemplo anterior, (g o f)(n) = g(f(n)) = g(n?) = (n?)? = n?
esta bem definida (faz sentido), enquanto que f o g ndo esta definida em n = 0.

Exemplo 1.6.5. Sejam f:Z — Z e g : Z — Z definidas por f(n) =n + 1 e g(n) = n? — 2. Entao,
go f:Z — Z esta bem definida e

(go i) =g(f(n) =gln+1)=n+1)?—-2=n>+2n+1-2=n>42n— 1.

PARE E PENSE: Para que a fungao composta go f seja bem definida é necessario que

im(f) C dom(g).

Existem varios tipos importantes de fungdes. A seguir definimos alguns.

Definicao 1.6.6. Uma fungéo f : A — B é uma funcao constante, se im(f) possui um anico
elemento; i.e., existe b € B tal que f(a) = b, qualquer que seja a € A. Dizemos que [ é
sobrejetiva ou sobrejetora se im(f) = B.

‘\

SAIBA MAIS: Em um certo sentido, fungdes constantes e sobrejetoras podem ser
vistas como extremos opostos. Uma funcao constante tem a menor imagem possivel,
enquanto que uma func¢ao sobrejetora tem a maior imagem possivel. Mas é claro, se
B é um conjunto com um unico elemento, entdo f : A — B pode ser constante e
sobrejetora.

Definicao 1.6.7. Uma funcao f : A — B é injetiva ou injetora quando
fla) = f(b) = a=b

ou, equivalentemente, quando
a# b= f(a) # f(b).

Observe que se f : A — B é injetora, entdo cada elemento de im(f) esta associado a um
unico elemento de A. Veja uma ilustragéo disso na Figura 1.4.
Exemplo 1.6.8. Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {1,2,3,4}. Afungédo f : A — B,
definida por

J)=4,f2)=1fB) =2 f4) =1,
ndo é injetora, pois f(2) = 1 = f(4), mas 2 # 4. Também nao é sobrejetora, pois 3 € B e
nao existe = € A tal que f(x) = 3. Mas observe que a mesma f definida de A em {1,2,4} é
sobrejetora.
17
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FIGURA 1.4: Os diagramas mostram duas funcdes f,g: A — B. Afuncéao
g € injetora, mas a fungéo f néo &, pois f(a) = f(c).

Exemplo 1.6.9. A fungdo f : N — N definida por f(n) = n?+ 1 é injetora, mas ndo é sobrejetora.
De fato, se m,n € N sao diferentes (m # n), entdo m — n # 0. Além disso, obviamente
m + n # 0, pois m e n sdo positivos. Logo,

f(m) = f(n) =m? —n* = (m —n)(m +n) #0,

o que implica que f é injetora.
Por outro lado, note que 1 € N, mas nao existe n € N tal que f(n) = 1, pois

fn)=n*+1>2>1, VYneN.

Definicao 1.6.10. Uma funcdo f : A — B € bijetiva ou bijetora se € injetora e sobrejetora.
Também é comum chamar f, neste caso, de bijecao

~

SAIBA MAIS: Uma fungéo bijetora f : A — B pode ser vista como uma regra de
correspondéncia que associa cada elemento de A com um unico elemento de B e vice-
versa, cada elemento de B com um uUnico elemento de A. Isto € como emparelhar
os elementos de A com os elementos de B e isto nos mostra que A e B devem ter a
mesma quantidade de elementos.

Exemplo 1.6.11. Considere novamente os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {1,2,3,4}. A funcao
g : A — B, definida por

€ injetora e sobrejetora. Portanto é bijetora.



Desafio!

Exercicio 1.6.12. Sejam A: {1,2,3,} e B ={3,5,6,9}
(i) Dé um exemplo de funcao f : A — B que seja injetora.
(i) E possivel definir uma fungdo ¢ : A — B que seja sobrejetora?
(iii) E possivel definir uma fungdo  : A — B que seja bijetora?
Exercicio 1.6.13. Quantas funcdes injetoras existem de {1,2,3} em {1,2,3}?
Exercicio 1.6.14. A funcado f : Z — Z definida por f(n) = 2n é bijetora? Por qué?

Exercicio 1.6.15. Mostre que a fungdo f : N — N U {0} definida por f(n) =n—1¢
bijetora.

Exercicio 1.6.16. Mostre que a fungédo f : N — N definida por f(n) = n? é injetora. Ela
€ sobrejetora?

PARE E PENSE: Na verdade, dados dois conjuntos ndo vazios A e B, ndao importa
quantos elementos tenham, eles terao a mesma quantidade de elementos se, e so-
mente se, existir uma bijecdo (uma fungao bijetora) entre eles.

Os proximos resultados nos mostram que esta propriedade de contar a quantidade de ele-
mentos funciona de uma forma bem familiar. As demonstragcdes sédo simples e serdo deixadas
COmMOo exercicio.

Desafio!

Exercicio 1.6.17. Demonstre o seguinte teorema:

Teorema 1.6.18. Se f : A —» Be g: B — C sao bijecdes, entdo go f : A — C' € uma
bijecao.

Definicao 1.6.19. Se f: A — B,C C Ae D C B, dizemos que a imagem de C' por f é o conjunto
f(C)={f(a):ae C}. Aimagem inversa de D por f € o conjunto f~'(D) = {a: f(a) € D}.

Definicao 1.6.20. Se f : A — B é uma bijecdo, a inversade f é afungdo f~!: B — A com a
propriedade de que (' o f)(a) = a, paratoda € Ae (fo f~')(b) = b, paratodo b € B.

Exemplo 1.6.21. Para a fungdo do Exemplo 1.6.8 tem-se f(A) = {1,2,4} e f~}(B) = A. Paraa
fungdo do Exemplo 1.6.11 tem-se, por exemplo g({1,2}) = {1,4} e g7 '({3,4}) = {1,4}.
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Desafio!

Exercicio 1.6.22. Considerando a fun¢do g do Exemplo 1.6.11, determine:
a) 9({2,3}), 9({1,3}) e g({2,4}).
b) g7'({2,3}), g7 ({1,3}) e g7'({2,4}).

PARE E PENSE: Existe um ambiguidade entre o significado de f~! dados nas defi-
nicobes 1.6.19 e 1.6.20. A primeira € uma operagao sobre os subconjuntos de A e B,
enquanto que a segunda € uma func¢ao que relaciona os elementos de B e A. Em geral,
o contexto em que se trabalha deixa claro qual é o significado usado.

FIGURA 1.5: Esta é uma forma de visualizar uma fungéo e sua inversa. A
fungéo f faz algo com os elementos de A e sua inversa f~!
desfaz.

SAIBA MAIS: As Definicbes 1.6.10 e 1.6.19 trabalham juntas da seguinte forma: su-
ponhamos que f : A — B € bijetorae b € B. O fato de f ser sobrejetora garante que
f7Y({b}) # 0. Como f é injetora, entdo f~1({b}) contém um Unico elemento, digamos
a, que satisfaz f(a) = b. Neste sentido, podemos ver que f~! é uma regra que associa
cada elemento de B a um, e somente um, elemento de A4;i.e., f~! € uma fungdo com
dominio B e imagem A.

Exemplo 1.6.23. Sejam A = N e B = 2N (conjunto dos numeros naturais pares). Se f : N — 2N
é dada por f(n) =2ne g: 2N — N é dada por g(n) = n/2, entdo f é bijetorae g = f!

(fog)(n) = flg(n)) = f(n/2) =2(n/2) =n e (gof)(n)=g(f(n))=g(2n)=(2n)/2 =n,

para todo n € N. E claro que f = ¢!, também!
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Exemplo 1.6.24. Seja f : N — Z definida por

n—1)/2 ,sen éimpar
Fn) = {< )/ s imp
—n/2 ,Se n é par.
Nao é dificil ver que f é bijetora e

_ 2n+1 ,sen>0
[ n) =
—2n ,5en < 0.

Dado um conjunto ndo vazio A, é 6bvio que existe uma bijecao f : A — A (a fungao identi-
dade) e, se g : A — B é bijetora, entdo ¢! : B —+ A também é. Combinando estas observacdes

com o Teorema 1.6.18 obtemos os seguintes resultados.

Desafio!

Exercicio 1.6.25. Determine uma fungdo f : R\{0} — R\{0} tal que f~*=1/7f.
(fog)(z)=z,Vr € A, e(go f)(z) =z, Vo € B, mostre que f~! = g.

bijecao.

Exercicio 1.6.28. Demonstre o seguinte teorema:

Teorema 1.6.29. Seja S uma colecao de conjuntos. A relacao sobre S definida por
A~ B <= Jumabijegdo f: A — B

€ uma relacao de equivaléncia.

Sugestao: Vocé pode fazer isto mostrando que a relacao do enunciado é reflexi

Qnétrica e transitiva.

Exercicio 1.6.26. Dadas duas funcbes f : A — B e g : B — A fungdes tais que

Exercicio 1.6.27. Se f : A — B é injetora, entdo existe C ¢ Btalque f : A — C éuma

va,

~

%

1.7 O Teorema de Schroder-Bernstein

O seguinte teorema é uma poderosa ferramenta em Teoria de Conjuntos. Ele mostra que uma

afirmacéo aparentemente e intuitivamente 6bvia pode as vezes ser dificil de ser verificada
vai usa-lo na préxima secao.

. Vocé

Teorema 1.7.1. (Schroder-Bernstein’) Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Se existirem fungoes

injetoras f: A — Beg: B — A, entdo devera existir uma bijecdo h: A — B.

"Este resultado é frequentemente chamado de Teorema de Cantor-Schréder-Bernstein ou Teorema de Cantor-

Bernstein, apesar do fato de que aparentemente o primeiro a demonstra-lo foi Richard Dedekind.
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FIGURA 1.6: Representacao grafica dos primeiros passos da demonstra-
cao do Teorema 1.7.1.

Demonstragdo. Sejam B, = B\ f(A) e Ay = g(B1). Agora definimos B, = f(A;) e Ay = g(B2).
Continuando com este processo, podemos definir A, = g(Bx) € Bri1 = f(Ax), para todo k € N.
Usamos estes conjuntos para definir A = Uren Ak € h 1 A — B tais que

g (z) ,sexc A
f(z) ,sexe A\A.

Devemos mostrar que h esta bem definida (i.e., que € mesmo uma fungao), € injetora e sobreje-
tora.

Boa definicdo. Seja = € A. Se = € A\ A4, entdo é claro que h(z) = f(z) esta definido. Por outro
lado, se = € A, entdo = € Ay, para algum k € N. Como z € A, = g(By), vemos que h(z) = g~ '(z)
esta bem definido. Logo, i esta bem definida, ou seja, h € realmente uma funcéo.

Injetividade. Sejam =,y € A, com = # y. Se z,y € Aou se x,y € A\A, entdo as hipéteses de
que f e g sdo injetoras, respectivamente, implicam que h(z) # h(y). O caso restante ocorre se
€ Aey e A\A. Suponhamos que = € A, e h(z) = h(y). Se k = 1, entdo h(z) = g~'(z) € B, e
h(y) = f(y) € f(A) = B\B;. Isto é claramente incompativel com a hipétese de que h(z) = h(y).
Agora suponhamos k > 1. Entéo existe x; € B; tal que

x=(gofogo---ofog)(x).

. /

~
(k—=1) f'se k g's

Isto implica que

fly)=h(y) =h(z) =g (z) = (fogo---ofog)(z1) = f((gofogo---ofog)(r))

J (& J

-

(k—1) f'se (k—1) ¢'s (k—1) 1/ sr(k—l) g's
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e portanto,

y=(gofogo---ofog)(x) € Ay C A

N J

-

(k—2) f'se (k—1) ¢’'s

Esta contradicdo mostra que h(z) # h(y). Assim concluimos que h € injetora.

Sobrejetividade. Seja y € B. Se y € By, para algum k£ € N. Como B, = g '(Ax) = h(A), entdo
y € h(A). Sey & By, paratodo k € N, entdo y € f(A), pois, em particular, y ¢ B; = B\ f(A) e
g(y) & A, de modo que y = f(z) = h(z), para algum z € A. Portanto, h é sobrejetora. ]

O Teorema de Schrdder-Bernstein tem muitas consequéncias e aplicagdes. A primeira vista,
algumas parecem um pouco contra-intuitiva, como o proximo corolario.

Corolario 1.7.2. Existe uma bijegdo 2 : N — N x N.

Demonstragcdo. Pelo teorema anterior, podemos provar esta afirmagcao encontrando duas fun-
coes injetoras f:N—NxNeg:NxN— N.

De fato, se f : N — N x N é dada por f(n) = (n, 1), entdo f € claramente injetora. Por outro
lado, consideremos g : N x N — N definida por g((a,b)) = 2¢3. A unicidade da fatoragdo de
qualquer namero natural em produto de primos garante que g é injetora. Il

Desafio!

~

Exercicio 1.7.3. Demonstre que as aplicagées do Corolario 1.7.2 sao realmente injeto-
ras.

Sugestao: Vocé pode fazer isto usando a Definicao 1.6.7, i.e., mostrando que

g((a, b)) - g((ca d)) = (CL, b) = (Cv d)
Exercicio 1.7.4. Encontre uma bijecao f : [0,1] — (0, 1).

Exercicio 1.7.5. Sejam [ : [0,00) — (0,00) € g : (0,00) — [0, 00) dadas por f(z) =x+1
e g(x) = z, respectivamente. Qual bijecao & : [0,00) — (0,00) pode ser obtida a partir
da demonstracao do Teorema de Bernstein-Schréder?

Exercicio 1.7.6. Usando a notacédo do Teorema de Bernstein-Schrdder e considerando
A=B=2, f(n) = g(n) = 2n, determine a fungao h.
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mIVIDADE AVALIATIVA 2:

Exercicio 1.7.7. Usando a notacdo do Teorema de Bernstein-Schréder, com A = N,

B=2Z f(n)=n+1e
1—-3n ,sen<0
g(n) =
n—1 ,sen>0,

determine h(6) e h(7).

@gestéo: veja a demonstracao do teorema. /
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3% aula
(18/03/2016 - 04/04/2016)

Cardinalidade

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de cardinalidade de conjuntos;
e Compreender os conceitos de conjuntos finitos, enumeraveis e ndo enumeraveis;

e Saber provar que os conjuntos dos numeros naturais € dos numeros inteiros sao
enumeraveis.

- /

1.8 Cardinalidade - conjuntos finitos, enumeraveis e nao enu-
meraveis

Ha uma maneira de usar conjuntos e fungdes para formalizar e generalizar a forma de contar
a quantidade de determinados objetos. Por exemplo, suponha que vocé precise contar quantos
elementos existem no conjunto {a, b, c}. A maneira natural de se fazer isso é apontar para cada
elemento em sequéncia e dizer: “1,2,3". Mas o0 que esta realmente acontecendo? Neste ins-
tante, vocé esta definindo uma bijegéo entre os conjuntos {a, b, c} e {1,2,3}. Esta ideia pode ser
generalizada.

Definicao 1.8.1. Para cada n € N, dizemos que o conjunto 7 = {1,2,...,n} € um segmento
inicial de N. O segmento inicial trivial é o conjunto 0 = (). Dizemos que um conjunto S tem
cardinalidade n se existir uma bije¢do f : S — m. Neste caso, denotamos card(S) = |S| =n e
dizemos que S € um conjunto finifo. Quando um conjunto n&o é€ finito, dizemos que é infinito

As cardinalidades definidas desta forma sdo chamadas de numeros cardinais finitos. Elas
correspondem aos numeros que usamos diariamente para contar. O préximo teorema mostra
que 0s numeros cardinais estdo bem definidos, i.e., ndo dependem de uma bijecao especifica f
do conjunto em algum segmento inicial de N.

Teorema 1.8.2. Sejam f : A — B uma bijecdo, a € A e b € B. Entao, existe uma bijecdo de A
em B que associa a com b.
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Demonstragcdo. Suponha que f(a) = . Como f é sobrejetora, existe o’ € A tal que f(a') = b.
Defina g : A — B por

b ,Sexr =a
glx) =V ,sex =ad
flz) ,sex#aex#d.
E facil ver que ¢ é bijetora. O

O préximo resultado ajuda a comparar as varias cardinalidades finitas.
Teorema 1.8.3. Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

Demonstracdo. Provamos primeiro um caso particular. Suponhamos que A é finitoe a € A, e
vamos provar que A\{a} é finito. De fato, como A é finito, entdo existe n € N e uma bijecéo
f:mn — A. De acordo com o Teorema 1.8.2, podemos assumir que f(n) = a. Se n = 1, entdo
a é 0 Unico elemento de A e A\{a} = (. Se n > 1, entdo a restricdo de f a n — 1 é uma bijecdo
sobre A\{a}, o que mostra que A\{a} tem n — 1 elementos.

O caso geral se prova por inducao sobre a quantidade n de elementos de A. Ele é evidente
quando A = () ou n = 1. Suponha por inducido que o teorema seja verdadeiro para conjuntos
com n — 1 elementos e sejam A um conjunto com n elementos e B C A. Se B = A, ndo ha o que
provar. Se B C A, entdo existe a € A tal que a ¢ B. Assim vemos que, na verdade, B C A\{a}
e, pelo caso particular provado anteriormente, A\{a} tem n — 1 elementos. Segue da hipdtese
de indugao que B é finito. O

Como consequéncia, obtemos o seguinte resultado.
Corolario 1.8.4. Sejam A e B dois conjuntos e f : A — B uma fungao.
(i) Se f é injetora e B é finito, entdo A é finito.
(i) Se f é sobrejetora e A é finito, entdo B é finito.

Demonstragdo. O item (i) segue do Exercicio 1.6.27. Com relagéo ao item (ii), se f € sobrejetora,
entdo f~({b}) # 0, paratodo b € B. Se, a cada b € B associarmos um Unico elemento a = g(b)
de f~1({b}), estaremos definindo uma fungdo ¢ : B — A injetora, por construgdo. Segue do
Teorema 1.8.3 anterior que B é finito. O

O Teorema 1.8.3 assegura que se A é finito e B C A, entdo B também deve ser finito e, mais
ainda, card(B) < card(A). O item (i) do Corolario 1.8.4 diz como a ideia pode ser generalizada
para conjuntos infinitos.

Definicao 1.8.5. Sejam A e B dois conjuntos. Se existir uma funcéo injetora f : A — B, diremos
que card(A) < card(B).
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Exemplo 1.8.6. Observe que f : {a,b,c,d} — {a, 8,7, 0,0} definida por
fla) =a, f(b) =B, f(c) =, f(d) =0

é injetora. Além disso, é facil ver que card({a,b,c,d}) =4 < 5 = card({«a, 8,7, 0,0}).

Por outro lado, ndo existe uma fungao ¢ : {«, 3,7,0,0} — {a,b,c,d} que seja injetora. De fato,
porque se existisse, o Teorema de Schrdéder-Bernstein garantiria a existéncia de uma bijecéao
entre 0s conjuntos, o que claramente nao é verdade.

Desafio!

~

Teorema 1.8.8. Dados dois conjuntos finitos A e B, existe uma bije¢do f : A — B se,
e somente se, card(A) = card(B).

Exercicio 1.8.7. Demonstre o seguinte teorema.

Sugestao: Use a Definicdo 1.8.5, o Teorema de Schréder-Bernstein e a antissimetria
da relagao “<”.

PARE E PENSE: O ponto principal aqui, € claro, € que card(A) = card(B) significa que
A e B tém a mesma quantidade de elementos e card(A) < card(B) significa que A
tem menos elementos que B. Esta compreenséo intuitiva tem algumas consequéncias
surpreendentes quando os conjuntos envolvidos ndo tém cardinalidade finita.

Desafio!

Exercicio 1.8.9. Seja A = {-1,2,0,6}. D& um exemplo de uma fungao injetiva do
conjunto A nele mesmo. Observe que esta funcdo é sobrejetora.

Independentemente da funcao injetiva que vocé tenha considerado no exercicio anterior, ela
sempre sera, necessariamente, sobrejetora. Isto € uma consequéncia da seguinte proposicao.

Proposicao 1.8.10. Se A é um conjunto finito, entdo toda funcao injetora f : A — A é também
sobrejetora.

Demonstracdo. Vamos demonstrar a proposi¢cao por inducao sobre a cardinalidade de A. Se
card(A) = 1, a proposicao é verdadeira, pois se A tem apenas um elemento, digamos A = {a},
entdo a Unica funcdo f : A — A é a fungéo identidade f(a) = a, que € claramente injetora e
sobrejetora.

Suponha por indugcédo que a proposicao seja verdadeira para conjuntos com n elementos.
Sejam A um conjunto com n + 1 elementos e f : A — A uma fungéo injetora. Se f néo for
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sobrejetora, entdo deve existir a € A tal que a ¢ f(A). Segue que o conjunto B = A\{a} tem
n elementos e a fungdo g : B — B definida por g(b) = f(b), para todo b € B, € injetora (por
qué?). Logo, por inducao, g é sobrejetora. Agora, como a ¢ f(A), entdo f(a) # a € obtemos
que f(a) € B. Mas, por outro lado, como g é sobrejetora, entédo existe b € B tal que g(b) = f(a),
0 que contradiz o fato de f ser injetora, porque implica que f(b) = g(b) = f(a). Portanto f é
sobrejetora. O

\\

SAIBA MAIS: Se N; = N\{1}, entdo ¢ : N — N; definida por ¢(n) = n+ 1 € um bijecdo
de N sobre seu subconjunto préprio N; = {2,3,4,...}. Mais geralmente, fixando p € N,
podemos considerar N, = {p+ 1,p+2,p+3,...} e definir a bije¢do ¢(n) =n+pdeN
em N,. Fendbmenos desse tipo ja tinham sido observados por Galileu, que foi o primeiro
a notar que “ha tantos numeros pares quanto numeros naturais”, ao mostrar que se
2N = {2,4,6,...} é o conjunto dos pares positivos, entdo a fungéo ¢ : N — 2N definida
por ¢(n) = 2n € bijetora. Evidentemente, se I = {1,3,5,...} € o conjunto dos numeros
impares positivos, entdo ¢ : N — I definidia por ¢)(n) = 2n — 1 também € uma bijecao.
Nestes dois ultimos exemplos, N\2N = 7 e N\7 = 2N s&o infinitos, enquanto que N

\N,
kﬁnito. /

Definicao 1.8.11. e Um conjunto A tem cardinalidade infinita se existir uma fungao injetora
f N — A. E comum denotar card(N) = R;.8

e Dizemos que A € um conjunto enumeravel se A € finito ou se existe uma funcgdo bijetora
f:N— A

Temos, pois, que se A é enumeravel, entdo card(A) < N,.
Teorema 1.8.12. O conjunto N dos numeros naturais é enumeravel.

Demonstragdo. De fato, isto segue imediatamente da definicdo, pois a fungéo f(n) = n € uma
funcéo bijetora de N em N. Il

Corolario 1.8.13. O conjunto Z, = NU {0}, dos numeros inteiros ndo negativos, &€ enumeravel.

Demonstragdo. Com efeito, pois a fungdo f : N — Z,, dada por f(n) = n — 1, € uma funcao
bijetorade Nem Z,. O

Corolario 1.8.14. O conjunto Z, dos numeros inteiros, & enumeravel.

Demonstragcdo. Basta observar que a funcéo f : Z, — Z, definida por

n+1)/2 ,senéimpar
f(m:{( )/  imp
—n/2 , Sen € par,

€ uma bijecao e compor com a funcao do corolario anterior. Isto garante que Z é enumeravel, ou
em linguagem simbdlica matematica, card(Z) = card(N) = N,. O

80 simbolo X é uma letra do alfabeto hebraico chamada de “aleph” e X, é chamado de aleph zero.
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Para demonstrar o préximo resultado, vocé precisa se lembrar do “Principio da Boa Ordena-
¢ao”, que diz que “todo subconjunto ndo vazio de N possui um menor elemento”.

Teorema 1.8.15. Se A C N, entdo A é enumeravel.

Demonstracdo. Se A é finito, entdo A € enumeravel por definicdo. Se A C N é infinito, entdo
A e qualquer subconjunto infinito de A do qual retirarmos uma quantidade finita de elementos
continuara sendo infinito (e ndo vazio). Pelo principio da boa ordenagao, podemos supor que

e a; € 0 menor elemento de A;
e ay, € 0 menor elemento de A; = A\{a};

e a3 € 0 menor elemento de A, = A\{aq,as};

e a, € o menor elementode A4, 1 = A\{ay,as,...,a,_1}.

Procedendo desta forma, vemos que a funcdo f : N — A definida por f(n) = a, é injetora (por
qué?). Para mostrar que f € sobrejetora, basta mostrar que f(N) = A = {ay, a2, ...,a,,...}. Para
provar isto, suponha que exista a € A, tal que a ¢ A, para todo n. Entéao, a > a,, para todo n,

ou seja, a € maior que todos os elementos de um conjunto infinito de numeros naturais, o que é
]

~

Corolario 1.8.18. Se B é enumeravel e f : A — B é injetora, entdo A é enumeravel.

impossivel.

Desafio!

Exercicio 1.8.16. Demonstre as seguintes consequéncias do Teorema 1.8.15

Corolario 1.8.17. Se BC Ne g: A — B é uma bijecao, entdo A é enumeravel.

Corolario 1.8.19. Todo subconjunto de um conjunto enumeravel é também enumeravel.

Q)rolério 1.8.20. Se A é enumeravele f : A — B é sobrejetora, entdo B é enumerévy

A demonstracao do proximo teorema é deixada como Atividade Avaliativa.
Teorema 1.8.21. Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Entao,
a) A x B € enumerdvel;

b) AU B é enumeravel.
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ATIVIDADE AVALIATIVA 3:
Demonstre os seguintes exercicios no AVA.

Exercicio 1.8.22. Demonstre o teorema anterior.

Sugestao: Use o Corolario 1.7.2 para provar o item (a). Para provar o item (b), use a
Definicdo 1.8.5, i.e., mostre que existe uma funcéo injetorade Aem AU B.

Exercicio 1.8.23. Mostre que 0s seguintes conjuntos sdo enumeraveis:

a) O conjunto dos inteiros ndo positivos Z_ = {0, —1,-2,-3,... };

\b) O conjunto dos numeros racionais Q = {m/n:m € Zen € N}.

PARE E PENSE:
Vocé ja deve ter observado que

Ny = card(Z) = card(Z,) = card(N) = card(N x N) = card(N x N x N) =--- .

Uma pergunta légica a se fazer agora é se todos os conjuntos devem ter cardinalidade finita
ou ser enumeravel. A resposta é dada trocando-se S por N no préximo teorema.

Teorema 1.8.24. Seja S um conjunto. Entéo, card(S) < card(P(.5)).

Demonstragdo. Observando que card()) = 0 < 1 = card(P(()), vemos que o teorema € verda-
deiro para S = 0.

Suponhamos S # (. Como {a} € P(S), para todo a € S, entdo segue que card(S) <
card(P(S)). (por que?)

Assim, concluiremos a demonstracao se provarmos que nao existe uma fungcao sobrejetora
f S — P(S). Para mostrar isso, suponhamos por contradicao que existe tal fungéo f e vamos
definir o conjunto ' = {x € S : « & f(x)} (isto faz sentido, pois f(x) € P(S) € um conjunto).
Como f é sobrejetora, entdo existe t € S'tal que f(t) =T.

Vejamos o que ocorre nos casos: t € Tet ¢ T. Set € T = f(t), entdo a definicdo de T
implica que t ¢ T, uma contradicdo. Por outro lado, se t ¢ T = f(t), entdo a definicdo de T
implica que t € T', outra contradigao.

Estas contradigbes nos levam a concluir que néo existe fungcéo sobrejetora de S em P(S). O

Corolario 1.8.25. O conjunto P(N) € nao enumeravel.
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O Teorema 1.8.24 nos leva a definir.

Definicao 1.8.26. Dizemos que um conjunto S é infinito nao enumeravel, ou simplesmente nao
enumeravel, se R, < card(.S).

Exemplo 1.8.27. O Teorema 1.8.24 implica que X, < card(P(N)), logo P(N) & ndo enumeravel.
De fato, 0 mesmo argumento garante que

Ny = card(N) < card(P(N)) < card(P(P(N))) < --- .

Portanto, existe uma quantidade infinita de cardinalidades infinitas.

SAIBA MAIS: Em 1874, Georg Cantor provou que a cardinalidade do conjunto R dos
numeros reais satisfaz card(R) = card(P(N)), i.e., card(R) > ¥,. (O Teorema 2.5.3
a seguir, no Médulo 2, € uma versao deste resultado.) Isto nos leva naturalmente a
perguntar se existem conjuntos S tais que N, < card(S) < card(R). Cantor passou
muitos anos tentando responder esta questdo, mas nao obteve sucesso. Sua hipbtese
de que nao existem tais conjuntos ficou famosa e passou a ser chamada de “hipdtese
do continuum’.

A importancia da hipétese do continuum foi ressaltada por David Hilbert no Congresso
Internacional de Matematicos? de 1900, em Paris, quando este o colocou em primeiro
lugar em sua famosa lista dos 23 mais importantes problemas matematicos nao resol-
vidos até entao. Kurt Gédel provou em 1940 que a hipétese do continuum néo pode ser
refutada usando-se a Teoria dos Conjuntos padrdao, mas ele nao provou se era verda-
deira. Em 1963, Paul Cohen provou que a hipétese do continuum na verdade nao pode
ser demonstrada como um teorema na Teoria dos Conjuntos padrao.

Entao, a hipétese do continuum é uma afirmagéo com a estranha propriedade de ser
falsa e verdadeira na estrutura da Teoria de Conjuntos comum. Isto significa que no
desenvolvimento axiomatico padrao da Teoria dos Conjuntos, a hipétese do continuum,
ou uma negacao adequada dela, pode ser tomada como um axioma adicional sem
causar qualquer contradicdo. A terminologia técnica para isto € que a hipétese do
continuum € independente dos axiomas da Teoria dos Conjuntos.

As demonstragdes desses teoremas sdo extremamente dificeis de se entender. Areas
inteiras da Matematica foram criadas e desenvolvidas com o objetivo de tornar suas
provas possiveis. Mesmo nos dias atuais, existem algumas questoes filosoéficas girando
em torno deles.

aEste evento cientifico ocorre a cada quatro anos e é onde sao divulgados os nomes dos vencedores

&medalha Fields, a maior condecoragdo matemédtica que existe. /
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Modulo 2

Os numeros reais

Este mddulo trata do que podemos chamar de “regras do jogo”: os axiomas dos numeros
reais. Estes axiomas implicam em todas as propriedades dos numeros reais e, em um certo
sentido, garantem que qualquer outro conjunto que os satisfaca possa ser identificado com o
conjunto dos numeros reais.

Os axiomas sao apresentados aqui como regras sem justificativa. Mas existem outras abor-
dagens que podem ser utilizadas para construir o conjunto do nimeros reais. Uma outra abor-
dagem consiste em comegar com os axiomas de Peano — os axiomas dos numeros naturais —
construindo os inteiros, os racionais e finalmente obtendo os reais a partir de uma sequéncia
de “completamentos”. Também é possivel comecar com os axiomas da Teoria dos Conjuntos,
obtendo os axiomas de Peano como teoremas e usando-os para demonstrar nossos axiomas e
teoremas. Mas n&o importa como isto é feito, sempre havera alguns axiomas na base da estru-
tura da teoria e as regras dos numeros reais serdo sempre as mesmas, independentemente de
seus axiomas ou teoremas.

Escolhemos esta abordagem, comegcando um pouco adiante, porque as outras rapidamente
transformam-se em um longo e tedioso labirinto de exercicios técnicos sem muita conexao com
a Analise.
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4° aula

(01/04/2016 - 11/04/2016)

Os axiomas de corpo e
de ordem

4 )
Objetivos especificos
Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de corpo;
e Compreender o conceito de ordem;
e Compreender o conceito de unicidade.
o /
2.1 Os axiomas de corpo
Estes primeiros nove axiomas sao chamados de axiomas de corpo. Eles fornecem as proprieda-

des algébricas dos numeros reais.

Definicao 2.1.1. Um corpo é um conjunto nao vazio F munido de duas operagdes binarias: uma
multiplicagdo x : F x F — F e uma adigdo (soma) + : F x F — F,! que satisfazem as seguintes
propriedades:

Al.

A2.

A3.

A4

M1.

M2.

M3.

M4.

(Associatividade da adicdo) (a +b) +c=a+ (b+c¢), Va,b,c € F;

(Comutatividade da adi¢éo) a + b = b+ a, Va,b € F;

(Existéncia de elemento neutro aditivo) 30 € F, talque a + 0 =0+ a = a, Va € F;
(Existéncia do inverso aditivo) Paracadaa € F, 3—a € F,talque a + (—a) = —a + a = 0;
(Associatividade da multiplicagé@o) (a x b) x ¢ = a x (b X ¢), Ya, b, c € F;

(Comutatividade da multiplicagdo) a x b = b x a, Va,b € F;

(Existéncia de elemento neutro multiplicativo) 31 € F, talque a x 1 =1 x a = a, Ya € F;

(Existéncia do inverso multiplicativo) Paracadaa € F, 30! € F,talque axa™! = a ! xa = 1;

'Dado qualquer conjunto A, uma fungédo f : A x A — A é chamada de operacdo bindria. Em outras palavras,

uma fu

n¢ao binaria é nada mais que uma fungdo com dois argumentos.

Usaremos aqui as notagdes padrdo: +(a,b) =a+0b e x(a,b) =a x b.
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D. (Distributividade) (a +b) x ¢ = (a x ¢) + (b X ¢), Va,b,c € F.
Denotamos o corpo F munido de tais operagdes por (F, +, x).

Embora estes axiomas parecam conter todas as propriedades dos numeros reais que costu-
mamos usatr, eles ainda ndo séo suficientes para caracteriza-los. Eles apenas definem as regras
aritméticas. Existem outros corpos além do corpo dos numeros reais € seu estudo toma uma
boa parte dos cursos de Algebra Abstrata.

PARE E PENSE: Denotamos os elementos neutros da soma e da multiplicagao por
0 (leia zero-barra) e 1 (um-barra), respectivamente, porque ha uma infinidade de con-
juntos com estas propriedades. Vocé ndo deve pensar que 0 € o nimero zero. Na
verdade, zero € um caso particular de elemento neutro aditivo, assim como o numero
1 é um caso particular de elemento neutro multiplicativo. As operacdes + e x também
nao coincidem sempre com as opera¢dées com as quais estamos acostumados.

Desafio!

Exercicio 2.1.2. Os conjuntos N e Z sdo corpos? Por qué?

Exemplo 2.1.3. Da algebra elementar sabemos que o conjunto Q = {p/q : p € Z A q € N} dos
nameros racionais forma um corpo quando munido das operacdes anteriores soma e multiplica-
¢éo usuais. Por exemplo, em (Q, +, x) temos 0 = 0 e 1 = 1. Mas mostraremos no Teorema 2.3.1
que V2 € Q, ou seja, Q ndo contém todos 0s nimeros reais.

Exemplo 2.1.4. O conjunto F = {0, 1,2} munido das operagdes definidas por

ol = ol +
o~ ol Ol
= Sl Dol Nl
o | Ol X
ol o ol ol
ol = Sl
= ol Ol Nl

Sl ol =

é um corpo. E facil checar que os axiomas de corpo sdo satisfeitos. Este corpo é chamado de
Z3 e seus elementos ndo sdo numeros, mas sim classes de equivaléncias obtidas a partir do
algoritmo da divisao.

Os teoremas a seguir contém algumas propriedade Uteis de corpos e sdo apresentados aqui
como exemplos de como os axiomas sao utilizados. Desenvolvimentos mais completos podem
ser encontrados em quaisquer textos elementares de estruturas algébricas.
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Teorema 2.1.5. Os elementos neutros aditivo e multiplicativo de um corpo (F, +, x) sdo unicos.

Demonstracdo. Sejam 0, e 0, elementos neutros aditivos do corpo (F, +, x). Entéo,

a+0,=0,+a=a, Va€cF,

a+0,=0,+a=a, VacF.
Trocando a por 0, na primeira igualdade e a por 0, na segunda, obtemos
0; =0y + 0y =09 + 0; = 0o.
A demonstracao da unicidade do elemento neutro € idéntica e é deixada como exercicio. O
Teorema 2.1.6. Os inversos aditivo e multiplicativo de um corpo (F, +, x) sdo unicos.

Demonstracdo. Sejam (F,+, x) um corpo e a € F, tal que a # 0. Suponhamos que b e ¢ sdo
inversos multiplicativos de a. Entdo segue dos axiomas M1 e M3 que

b=bx1l=bx(axc)=(bxa)xc=1xc=c,

0 que mostra que b = ¢ = a™! e isto significa que o inverso multiplicativo de a é Unico.
A demonstracéo da unicidade do inverso aditivo de qualquer elemento a € Z é praticamente
igual, com a diferenca de que 0 também possui um inverso que é ele mesmo. O

Observacao 2.1.7. O inverso aditivo costuma ser chamado de elemento oposto ou simétrico.

Desafio!
Demonstragdes de unicidade costumam ser feitas sempre com o0 mesmo argumerh
l6gico: suponha que existam dois elementos com a propriedade em questao e mostre
que estes elementos sdo iguais. Sabendo disso e tendo as demonstragées dos dois
ultimos teoremas como exemplos, resolva os seguintes exercicios.

Exercicio 2.1.8. Demonstre que o inverso aditivo de um corpo (F, +, x) € unico.

Exercicio 2.1.9. Demonstre que existe um Unico elemento neutro multiplicativo em um
corpo (F, +, x).

Qercicio 2.1.10. Demonstre que existe um Unico oposto para cada a € F. /

Existem muitas outras propriedades de corpos que poderiam ser demonstradas aqui, mas
elas correspondem as propriedades usuais dos nimeros reais aprendidas em cursos iniciais de
Algebra e, portanto, serdo omitidas.

Daqui em diante adotaremos a notacao algébrica padrdo para a multiplicacdo e adicao, i.e.,
escreveremos:
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e abaoinvésde a x b, Va,b € (F,+, x);
e a/baoinvésdea x b~!, Va,b e (F,+, x),com b # 0;
e a —baoinvésdea+ (—b), Va,b € (F,+, x).

Também esté liberado o uso de outras propriedades simples de corpos aprendidas no curso de
Algebra elementar.

2.2 Os axiomas de ordem

Os axiomas desta secao fornecem uma ordenacéao e propriedades métricas para o conjunto dos
nuameros reais. Em um certo sentido, os axiomas a seguir adicionam uma geometria a um corpo.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um corpo (F,+, x) é ordenado se existe P C F tal que seus
elementos satisfazem as seguintes regras, conhecidas como axiomas de ordem:

Ol.a,be P=a+be P;
02. acF=ac€PV—-acPVa=0.

O conjunto P é chamado de conjunto dos elementos positivos de F. Usando o axioma O2
vemos que F esta dividido em trés subconjuntos disjuntos: P, {0} e {—z : x € P}. O Ultimo deste
€, como esperado, o conjunto dos elementos negativos de F.

A seguir, introduzimos uma notacao familiar para a ordenacgéo dos elementos de F.

Notacao 2.2.2. Escrevemos:
e a<boub>a,semprequeb—a € P;

e a<boub>a,semprequeb—ac Poua=0>.

PARE E PENSE: Observe que

a>0<=a=a+0€eEP e a<0<«—= —-a=0—acP.

Logo, @ > 0 e a < 0 correspondem, respectivamente, as nossas nogdes usuais de
positivo e negativo.

Nosso objetivo é englobar todas as propriedades dos nimeros reais com os axiomas. Os axi-
omas de ordem eliminam a consideragao de muitos corpos. Por exemplo, o corpo Z; do Exemplo
2.1.4 ndo € um corpo ordenado. Por outro lado, fatos algébricos elementares ou o diagrama da
Figura 2.1 a seguir mostram que o corpo (Q, +, x) dos numeros racionais € ordenado. Mas vocé
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ja viu (falta provar) que existem nimeros reais que nao sio racionais, e.g. v/2. Portanto, os onze
axiomas apresentados até agora ainda nao sao suficientes para “capturar” todas as propriedades
dos numeros reais.

1 2 3 q 5 o T 8
1 1 1 1 1 1 1 1
- _T?%?.Tal_)j -16_>? z
. 1‘1’ g o 2K 27 w¥ 2 2
1 > =43 F o5 3 7 8
N ¥ 37 gk 3/ 3k 3 3 3
ry 2 3 o4 4 5 6 7 g
‘ P N A A L I R
1 4 13 i 5 f 7 2
N sk 57 SK 5 5 35 35 35
1 2 3 - 4 5 fi 7 2
. A s s s & s
1 2 'T:' 4 5 & 7 2
N Kk 2/ 31 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 & 7 2
4 =
g &£ /& 3 & 38 8 &8 %
1 2 3 4 5 & 7 2

FIGURA 2.1: Este diagrama mostra uma forma de se ordenar os numeros racionais. Mas ob-
serve que esta ndo € a mesma ordenac¢ao dos numeros reais.

Fonte: www.homeschoolmath.net/

A seguir, vocé vera algumas propriedades dos corpos ordenados. No préximo enunciado e
adiante, dado um elemento « de um corpo ordenado F, denotamos a’ = 1 e

a" =gaaa---aa, n € N.
—

n vezes

Teorema 2.2.3. Sejam F um corpo ordenado e a € F. Entao,

a#0<+=a*>0.

Demonstragdo. (=) Se a > 0, entédo segue do Axioma O7 que a?> = aa > 0. Se a < 0, entdo

—a > 0 pelo Axioma O2 e vemos que a? = 1a®> = (—1)(—1)a® = (—a)? > 0, pela primeira parte da

demonstragao.

(«=) Isto é 6bvio, visto que 0° = 0. O
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Desafio!
Exercicio 2.2.4. Dado um corpo ordenado F, prove que: \

a) a<b=a?><b, Va,becP;
b) a <b= va<+vb, Va,beP.
Sugestado: (z —y)? = (z — y)(z + ).
Exercicio 2.2.5. Prove que se a e b sdo elementos de um corpo F, entao

(—a)b = —(ab) = a(-D).
@gestéo: Use o fato de que —a = (—1)a e os axiomas da multiplicag&o. /

Teorema 2.2.6. Sejam F um corpo ordenado e a, b, c € F. Entao,
a) a<b<=a+c<b+g
b) a<bANb<c=a<c;
c)a<bAc>0= ac< bc
d) a<bAc<0= ac> bc.

Demonstragdo. (a)a <b<=b—-—a€P<=b—a=(b+c¢)—(c+a)eEP<=a+c<b+ec

(b) Temos por hipotese que b — a, ¢ — b € P, e usando o fato de que P é fechado para a adi¢ao,
vemosquec—a=c+0—a=c+(-b+b)—a=(c—b)+ (b—a) € P. Portanto, ¢ > a.

(c) Comob—a € Pece Pe P éfechado para a multiplicacao, entdo segue do axioma D que
bc —ac = (b —a)c € P e, portanto, ac < be.

(d) Por hipétese, temos que b — a,—c € P. Assim, segue da parte (c) e do ultimo desafio que
ac > be. O

O préximo teorema é conhecido como a regra dos “dois de trés”.

Teorema 2.2.7. Sejam F um corpo ordenado € a,b,c € F. Se ab = ¢ e quaisquer dois elementos
de a, b ou c sdo positivos, entdo o terceiro também é positivo.

Demonstracdo. Se a > 0 e b > 0, entdo o axioma O7 implica que ¢ > 0. Agora, consideremos
a>0ec>0e, por absurdo, suponhamos que b < 0. Neste caso, segue do axioma O2 que

0 <a(-b) =—(ab) = —c <0,

0 que é impossivel. O
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Desafio!
Exercicio 2.2.8. Demonstre o seguinte resultado. \

Corolario 2.2.9. Sejam F um corpo ordenado e a € F.

(i)

(i) Se a >0, entdoa! > 0;

> 0;

(i) Sea <0, entdo a=* < 0.

Sugestao: Para resolver o item (a), escreva 1la = a; Depois escreva aa~! = 1 e use o
item (a) para provar os itens (b) e (c).

Exercicio 2.2.10. Sejam F um corpo ordenado € a, b, ¢, d € F. Prove que

k a<b e c<d=a+tc<b+d. /

PARE E PENSE: Suponhamos que a > 0. Como 1a = a, 0 Teorema 2.2.7 implica que
1 > 0. Aplicando o Teorema 2.2.6, vemos que 1+1 > 1 > 0 e um argumento indutivo, ou
seja, uma demonstragédo por indu¢do, mostra que podemos encontrar uma copia de N
“embutida” em qualquer corpo ordenado. Da mesma forma, Z e Q também tém copias
Unicas em qualquer corpo ordenado.

Notacao 2.2.11. Vocé pode usar a notagao padrao para intervalos sobre qualquer corpo orde-
nado F. Sao as seguintes:

o (a,b)={r€F:a<x<b)
o [a,b)={reF:a<ux<b}
o (a,b) ={r€F:a<ux<b);
o [a,b]={r€F:a<x<b};
o (a,00)={x €F:a<ua);
o [a,00)={reF:a<a};
o (—00,b)={z €F:z <b};
o (—00,b] ={reF:z<b};

e (—o0,00) =F.
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Também ¢é 0til comecar a visualizar os elementos de um corpo ordenado qualquer F como
pontos sobre uma reta. Por exemplo, na Figura 2.2 estdo representados os graficos lineares dos
seguintes intervalos:

a) [-4,7={rcF:—4<a<T}
b) (2,5)={r€F:2<x<5};
c) [1,L3)={zeF:1<z<3};
d) (—oo, -1 ={z € F:z < -1};

e) (T,o0)={z €eF:7<xa}.

a) Wi e b S A
i F
b) b e
| 5 =
c) MW bt bt -
| L |
LR W N S T e -

c) e e
7
FIGURA 2.2: Fonte: http:/pt.slideshare.net/shscremin/conjuntos-e-intervalos
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5% aula
(08/04/2016 - 18/04/2016)

O axioma do
completamento

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender os conceitos de cotas inferior e superior;
e Compreender os conceitos de infimo e supremo;

e Compreender o axioma do completamento.

- /

2.3 O axioma do completamento

Todos os axiomas vistos até agora sdo consequéncias 6bvias da Algebra elementar. O que ndo
esta claro ainda € que eles ndo sao suficientes para caracterizar o conjunto dos numeros reais.
Como Q satisfaz todos eles, o seguinte teorema mostra que o objetivo ainda n&o foi alcangado .

Teorema 2.3.1. N&o existe um numero racional cujo quadrado seja igual a 2, ou simbolicamente,
’=2=a¢gQ.

Demonstracdo. Vamos demonstrar esta afirmacdo com um argumento de contradicdo, assu-
mindo nossa hipétese e negando a tese. Suponhamos que o € Q e o® = 2. Entdo, existem
m,n € N relativamente primos (sem fatores comuns) tais que o = m/n. Por hipotese,

<%>2:a2:2:m2:2n2, (2.1)

0 gue mostra que m? é par. Como o quadrado de um niimero inteiro impar é sempre impar, entao
segue que m deve ser par, i.e., m = 2r, para algum r € N. Substituindo isto em (2.1), vemos que

(2r)? = m? = 2n* = 21 = n?,

o que implica que n também é par. Logo, existe k € N tal que 2k = n, 0 que contradiz o fato de m
e n serem relativamente primos. Portanto, ndo existe tal « em Q. O
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Desafio!

Exercicio 2.3.2. Prove que a equagio z? = 3 ndo tem solugao racional.

Exercicio 2.3.3. O Teorema 2.3.1 mostrou que v/2 ndo é um nimero racional. Use este
fato para provar que —v/2 e 1 + /2 também néo s&o racionais .

PARE E PENSE: Vocé sabe que v/2 é um nimero real e, portanto, percebe que estj
faltando adicionar alguma ideia ao conjunto de axiomas apresentados para concluir
a caracterizacdo do conjunto dos numeros reais. Esta ideia é a nocao de “comple-
tamento”. O axioma do completamento é mais complicado de se entender do que os
axiomas anteriores e serdo necessarias algumas definigcdes prévias para estabelecé-lo.

Definicao 2.3.4. Um subconjunto A de um corpo ordenado F é

e /imitado superiormente, se existir M € F tal que M > z, para todo x € A. Neste caso,
dizemos que M é uma cota superior de A;

e limitado inferiormente, se existir M € F tal que M < z, para todo = € A. Neste caso,
dizemos que M é chamado de cota inferior de A;

e Se A € F é limitado inferiormente e superiormente, dizemos que A é um conjunto /imitado,
ou simplesmente que A € limitado.

PARE E PENSE: Nao ha exigéncia alguma de que as cotas superiores ou inferiores
de um conjunto A pertencam a A. Elas até podem pertencer, mas tipicamente nao
pertencem. Por exemplo, se A = (—o0,0), entdo qualquer elemento de [0, 00) € uma
cota superior de A, mas nenhum elemento de [0, co) pertence a A. Por outro lado, se
B = (—00,0], entdo [0, cc) também contém todos as cotas superiores de B, mas neste
caso 0 é uma cota superior que pertence ao conjunto.
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SAIBA MAIS: Um caso extremo nessa discussdo é o () quando considerado como
um subconjunto de um corpo ordenado F. Neste caso, um argumento de vacuidade
mostra que todo elemento de F é cota superior e inferior de ) ao mesmo tempo, mas
obviamente nenhum deles pertence a (.

Além disso, nem todos os subconjuntos de F possuem cota superior ou inferior. Por
exemplo, (—o0,0) ndo € limitado inferiormente, enquanto que [0, co) ndo é limitado su-
periormente. O conjunto dos inteiros Z C F n&o possui cota superior nem cota inferior.

Se M é uma cota superior de um conjunto A, entdo todo + > M também é cota superior
de A. A consideracdo dos exemplos que acabamos de ver nos leva a suspeitar que dentre as
cotas superiores de um conjunto, deve existir uma menor que todas as outras e, analogamente,
dentre todas as cotas inferiores de um conjunto, deve existir uma maior que todas as outras. Por
exemplo, 2 e 7 sdo, respectivamente, a maior cota inferior e a menor cota superior do conjunto
[2,7). Esta é a ideia basica do completamento.

Desafio!

Exercicio 2.3.5. Considerando o corpo ordenado Q dos nimeros racionais. \
a) Encontre uma cota superior para A = {5,6,...,10}.

b) Encontre uma cota superior para A = {1/5,7/6,22/7,41/10}.

)
c) Dé um exemplo de um subconjunto de Q que ndo possui cota superior.
)

Kd Dé um exemplo de um subconjunto de Q que nao possui cota inferior. /

Definicao 2.3.6. Seja A um subconjunto de um corpo ordenado F.

e Se A é limitado superiormente, dizemos que s € F é 0 supremo de A se s for a menor cota
superior de A, ou seja, se

a) s é uma cota superior de A; e

b) se a é qualquer outra cota superior de A, entdo s < a.
Neste caso, denotamos s = sup A.

e Se A é limitado inferiormente, dizemos que ¢t € F é o infimo de A se t for a maior cota
inferior de A, ou seja, se
a) t € uma cota inferior de A; e

b) se a é qualquer outra cota inferior de A, entdo ¢t > a.
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Neste caso, denotamos ¢ = inf A.

Teorema 2.3.7. Sejam F um corpo ordenado e A C F um subconjunto ndo vazio. Se A tem um
supremo, entao este supremo € unico.

Demonstracdo. Suponha que s; e s, sao supremos de A. Entdo, por um lado temos que s; é
supremo e s, € uma cota superior de A, o que implica que s; < s,. Por outro lado, s, € supremo
e s; € cota superior de A e vemos que s, < s;. Portanto, s; = s,. O

Desafio!

Exercicio 2.3.8. Demonstre o seguinte resultado.

Teorema 2.3.9. Sejam F um corpo ordenado e A C F um subconjunto ndo vazio. Se A
tem um infimo, entdo este infimo & Unico.

Sugestao: Siga as ideias da demonstracdo do teorema anterior.

SAIBA MAIS: E comum assumir que inf ) = —oc € sup ) = co. Mas note que —co e oo
nao sao elementos de F. Isto é s6 uma notacédo que representa o fato de que qualquer
elemento de F é cota inferior ou cota superior de (.

Teorema 2.3.10. Sejam F um corpo ordenado, AC Fe a € F.

(,00)NA=10 e

a) a =sup A <
) o =sup {(a—e,a}ﬂA#@ , Ve>0.

(—o0,a)NA=10 e

b) a =inf A <
[a,a+e)NA#D , Ve>D0.

Demonstracdo. Vamos demonstrar o item (a) usando um argumento de contradicao. A demons-

tracdo do item (b) é semelhante e, portanto, vocé pode resolver facilmente como exercicio se-

guindo as ideias usadas aqui. (Veja a Figura 2.3)

(@) (=) Se (a,00) N A # (0, entdo Iz € A tal que o < z. Mas isto contradiz o fato de o = sup A.

Agora, se existir e > 0 tal que (o« — e,/ N A = (), entdo a — £/2 é uma cota superior de A menor

que «, 0 que contraria novamente o fato de o = sup A.

(<) A hipétese («,00) N A = () implica que sup A < «. Mas neste caso, se sup A < «, entéo

existe z € (sup A, ) N A, 0 que € uma contradigédo, pois sup A > z, para todo = € A. Portanto,

a = sup A. O
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Conjunto A
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FIGURA 2.3: Representacao grafica da demonstragao do item (a) do Teo-
rema 2.3.10.

PARE E PENSE: Vocé poderia estar se perguntando por que os intervalos no teorema
anterior sdo (o —¢,a] € [a,a + ¢) ao invés de (a — ¢, ) € (o, a + ), respectivamente.
Mas, basta considerar o caso A = {«} para ver que o teorema nao seria verdadeiro se
considerassemos os intervalos abertos. Entretanto, quando sup A ¢ A ou inf A ¢ A, 0s
intervalos podem ser abertos, como mostra o préximo corolario.

Corolario 2.3.11. Sejam F um corpo ordenado e A C F n&o vazio.

a) Se A é limitado superiormente e « = sup A ¢ A, entdo (« — ¢,a) N A é infinito, para todo
e>0;

b) Se A ¢é limitado inferiormente e 5 = inf A ¢ A, ent&o (3, 3+¢)N A é infinito, para todo £ > 0.

Demonstragdo. (a) Seja ¢ > 0. De acordo com o Teorema 2.3.10, existe x; € (a — ¢,a] N A.
Mas, por hipétese o ¢ A, ou seja, 1 < «. Da mesma forma, considerando /2 > 0 encontramos
e € (v —€/2,a] N A. Continuando sucessivamente, vemos que para cada n € N deve existir
z, € (a —e/n,a) N A. Logo, z,, € A,Vn e Ne

T, € (a—¢/n,al C(a—e/(n—1),a] C---C(a—¢/2,a] C (a—¢€,a], ¥neN.

O conjunto {z, : n € N} é infinito e esta contido em (o — ¢, @) N A e isto conclui a demonstragao.
(b) A demonstracéo deste item é similar a do item (a), portanto deixamos como exercicio. Il

PARE E PENSE: O Teorema 2.3.1 mostra que o conjunto A = {z : 22 < 2} nao possui
supremo em F = Q. (se possuisse, existiria o € Q tal que o® = 2.) De certa forma,
isto significa que se dispusermos os elementos de Q sobre uma reta, resguardando a
ordem usual dos numeros reais, havera um buraco no lugar onde este supremo deveria
estar. Mas podemos evitar estes buracos se usarmos um ultimo axioma.
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Desafio!

~

Exercicio 2.3.13. Prove que se a € uma cota superiorde A e a € A, entdo a = sup A.

Exercicio 2.3.12. Prove que se A C R é limitado superiormente, entédo

sup A = inf{x : x é uma cota superior para A}.

Exercicio 2.3.14. Sejam A, B C R conjuntos limitados superiormente. Prove que o
conjunto A+ B={a+b:a€ A A be B} élimitado superiormente e, além disso, que
sup (A + B) = sup A + sup B.

Exercicio 2.3.15. Se A C Z é limitado inferiormente, entdo A possui pelo menos um

klemento. /

Definicao 2.3.16. (Axioma do completamento) Dizemos que um corpo ordenado F é completo,
se todo subconjunto nédo vazio e limitado superiormente possuir supremo.

Daqui em diante, assumimos a existéncia de um corpo ordenado completo R, chamado de
conjunto dos numeros reais.

‘\

SAIBA MAIS: Na Teoria Ingénua do Conjuntos pode ser provado que se (Fi,+, x) e
(Fo, ®, ®) séo corpos ordenados completos, entdo existe uma bijecdo i : F; — F, tal
que

e i(a+0b)=i(a)Di(b), Va,beFy;
o i(axb)=1i(a)®i(b), Va,beFy;
e a<bemF, < i(a) < i(b) em F..

Tal fungdo i é chamada de isomorfismo de ordem e sua existéncia mostra que, na ver-
dade, todos os corpos ordenados completos podem ser considerados 0 mesmo corpo.
Em outras palavras, R é essencialmente Unico.

Toda afirmacado sobre limitantes superiores tem uma afirmacédo equivalente para limitantes
inferiores.

Corolario 2.3.17. Todo subconjunto ndo vazio limitado inferiormente em R possui infimo.

Demonstragdo. Um resumo da demonstragdo é o seguinte: seja A C R néo vazio e limitado

inferiormente. Entdo, o conjunto —A = {—x : x € A} é ndo vazio e limitado superiormente. Como

R é completo, entdo existe o = sup(—A). E possivel provar que 3 = —a = inf A, concluindo a

demonstragao. O
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Desafio!

Exercicio 2.3.18. Determine o infimo e o supremo dos seguintes conjuntos. \
a) A={zx eR:a<z<b}
b) B={r€R:a<x<b};

)
)
c) C={reR:a<z<b};
d) D= {1} U(2,3]U (4, 10);
)

e) E={n/(n+1):neN}

Qercicio 2.3.19. Prove que se 0 < x < ¢, para todo ¢ > 0, entdo = = 0. /

Na proxima aula deste médulo mostraremos que existe = € R tal que z? = 2. Isto mostrara
que R ndo possui a deficiéncia (os buracos) de Q. Mas antes vejamos algumas consequéncias
do Axioma do Completamento.

49



50



6 aula
(15/04/2016 - 25/04/2016)

Consequéncias dos
axiomas

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender as diferencas entre o corpo dos racionais e 0 corpo dos reais;

e Aprender as propriedades da fungdo médulo;

e Compreender o conceito de métrica;

e Compreender a nogao de distancia usual sobre R;

- /

2.4 Consequéncias do Axioma do Completamento

A propriedade do completamento é o que separa a Andlise da Geometria e da Algebra. Na
Anadlise Matematica sdo necessarios argumentos de aproximacao, de infinito (muito grande) e
de infinitésimo (muito pequeno), e visualizagées mais dindmicas que as utilizadas em Algebra e
Geometria classica. O restante deste curso esta amplamente ligado a aplicagdes da nocao de
completamento.

Teorema 2.4.1. (Principio de Arquimedes) Se a € R, entdo existe n, € N tal que a < n,.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢cdo que existe a € R tal que a > n, para todo n € N. Entao
a € uma cota superior de N e o axioma do completamento garante que existe 5 = sup N. Segue
do Teorema 2.3.10 que (5 — 1, 5] N N # 0, ou seja, existe m € N tal que

melB-1,pl=pf—-1<m=pF<m+1€N,
0 que € uma contradigao. O
Os resultados a seguir sdo variacoes desta ideia.
Corolario 2.4.2. Sejam a,b € R, com a > 0. Entao,
a) existe n € N tal que an > b;

b) existen e Ntalque 0 < 1/n < a;
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c) existen e Ntalquen —1 < a < n.

Demonstragdo. Para provar (a), basta usar o Teorema 2.4.1 para encontrar n € N tal que n > b/a.
O item (b) segue de (a) considerando b = 1.

O Teorema 2.4.1 garante que A = {n € N : n > a} € ndo vazio. Recordando que todo subconjunto
de N tem um elemento minimo n, segue que n — 1 < a < n. Il

Corolario 2.4.3. Se I C R é um intervalo, entdo INQ # 0 e I NQ° # (.
Definicao 2.4.4. Se A C R intersecta todos os intervalos de R, dizemos que A é denso em R.

O corolario anterior diz que os conjuntos dos nimeros racionais e dos nimeros irracionais
sdo ambos densos em R.

2.5 Comparacoes entre Qe R

Nada do que vimos até agora garante que Q é diferente de R. No Teorema 2.3.1 vimos que a
equacdo z? = 2 ndo tem solugdo em Q. O préximo teorema mostra que a equagio tem solugdo
em R. Como Q tem uma copia dentro de R, segue que R € “maior” do que Q, i.e., Q € um
subconjunto préprio de R.

Teorema 2.5.1. Existe a € R positivo tal que a* = 2.

Demonstragdo. Seja A = {x € R, : 22 < 2}. Como 1 € A, entdo A # (). Se x > 2, entdo segue do
item (c) do Teorema 2.2.6 que z* > 4 > 2, o que implica que = ¢ A. Isto mostra que A C (—oo, 2]
e, portanto, A é limitado superiormente. O axioma do completamento diz que existe a = sup A.
Vamos mostrar que o? = 2.

De fato, suponha primeiro que o? < 2. Como « é positivo, segue entdo que (2—a?)/(2a+1) >
0. De acordo com o item (b) do Corolério 2.4.2, existe n € N suficientemente grande tal que

1 2 —a? 2 1
0<—< P B}
n  2a+1 n
Mas isto implica que
1\’ , 20 1
at—] = o+ —+
n n
= 042—1-—(204—1——)
n n
5  2a+1
< +
n
< a’+(2-0a%
= 2

0 que contradiz o fato de que o = sup A.
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Agora, suponha que o? > 2. Neste caso, o* — 2 > 0 e segue novamente do item (b) do
Corolario 2.4.2 que existe n € N suficientemente grande tal que

2_9 2
a — <229

1
0<—<
n 2w n

Mas isto leva a

N
o
|
S|
N———
[\
I
[\
|
[N}
3|8
3|

2
> ot -2
n
> o - (a®—2)
= 2
que outra vez contradiz o fato de que a = sup A.
Portanto, o = 2. O

PARE E PENSE: Os Teoremas 2.3.1 e 2.5.1 nos mostram que Q € um subconjunto
préprio de R, ou seja, Q C R, mas existem elementos de R que nao pertencem a Q.
Isto nos leva a questionar: “quantos elementos R tem a mais que Q?”; ou em outras
palavras, qual a relagao entre card(R) e card(Q)?

Os proximos teoremas respondem esta questao.
Teorema 2.5.2. O conjunto dos nimeros racionais é infinito enumeravel, i.e., card(Q) = Ny.

Demonstragdo. Primeiro, observe que N C Q, logo ¥, = card(N) < card(Q). Por outro lado, todo
g € Q tem um Unica representacao fracionaria reduzida ¢ = m(q)/n(q), onde m(q) € Z e n(q) € N.
Isto garante a existéncia de uma funcao injetora f : Q — Z x N definida por f(q) = (m(q),n(q)).
Assim, obtemos também que card(Q) < card(Z x N) = X,.

Portanto, card(Q) = X,. O

Em 1874, Georg Cantor provou que R ndo é enumeravel. O teorema a seguir corresponde ao
seu famoso “argumento diagonal” de 1891.

Teorema 2.5.3. card(R) > N,.

Demonstragdo. Vamos provar que card([0, 1]) > X,. Suponha por contradi¢ao que card([0, 1]) <
No. Como [0, 1] é infinito, entdo deve ser enumeravel, ou seja, deve existir uma func¢éo bijetora
a: N —[0,1]. Segue que
[0,1] = {a, : n € N}.
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Cada z € [0, 1] pode ser escrito na forma decimal

=3 31(()71)’ onde z(n)€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, paracadan € N.

Esta representacao decimal ndo é necessariamente unica. E.g.,

(5 5 0
— - ou
10 10+Z1on
1_ n=2
2 0
1 +) ' _ ) 440,09+ 0,009 + 0,0009 + - -- = 0, 4999
10 nzzlon_ 9 9 9 ) - 9

Neste caso, € possivel escolher x(n) constante igual a 9 ou 0, a partir de um certo no € N. Sempre
que esta escolha for possivel, optaremos por finalizar a representagdo com uma sequéncia de
noves. Com esta decisao, a representacao decimal de x torna-se Unica e podemos escrever e
enumerar os elementos de [0, 1] da seguinte forma?:

a; =0, a;(1) a1(2) a1(3) a1(4) ar(5)
as =0, as(l) a2(2) @(3) az(4) as(5)
as =0, az(l) a3(2) a3(3) asz(4) as(b)
as =0, as(l) a4(2) au(3) as(4) au(5)
as =0, as(1) as(2) a5(3) (5)

2
N
N

=

ot

Agora definimos z € [0, 1] escolhendo z(n) € {0,1,2,3,4,5,6,7,8} tal que z(n) # «,(n). Assim,
temos

_ N 2(n)
°T nz::l 10
e como z € [0,1], entdo deve existir N € N tal que z = ay. Mas isto é impossivel, pois por

construcédo z difere de ay na N-ésima casa decimal.
Esta contradigdo mostra que card(R) > . O

Desafio!

Exercicio 2.5.4. Prove que card((0,1)) = card(R) e conclua que card([0, 1]) = card(R).

Sugestao: Considere as fungdes f(z) = 1/(1+ |z|) e g(y) = 1/(1 — |y|)

2A demonstracéo do teorema 2.5.3 é chamada de “argumento diagonal” porque nela se constr6i um novo nimero
z utilizando os elementos da diagonal principal da tabela acima de modo que z(n) # «(n), para cada n € N.
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SAIBA MAIS: Por volta da virada do século 19, estas entdo novas ideias sobre con-
juntos infinitos eram muito controversas na Matematica. Isto porque estas ideias nao
eram intuitivas. Por exemplo, o conjunto dos ndmeros racionais € infinito enumeravel,
enquanto que o conjunto dos numeros irracionais € “tao infinito” que nao pode ser con-
tado. Mais ainda, entre quaisquer dois numeros racionais existe uma quantidade nao
enumeravel de numeros irracionais. Parecia, na época, que existiam poucas ou demais
lacunas (buracos) nos conjuntos para tornar isto possivel. Tal situagao aparentemente
paradoxal € como um tapa na cara de nossa intuicao, que foi desenvolvida com a ideia
de conjuntos finitos.

Mas, isto nos faz pensar novamente na questdo das cardinalidades e na Hipotese do
Continuum do capitulo anterior. Em sua grande maioria, pessoas que trabalham com
Anadlise Matematica assumem que a Hipdtese do continuum é verdadeira. Esta hipé-
tese e o Teorema 2.5.3 implicam que

ACR = card(A) <X, ou card(A)=card(R) = card(P(N)).2

Como P(N) tem muito mais elementos que N, qualquer subconjunto enumeravel de R
€ considerado como sendo um conjunto menor, no sentido da cardinalidade, mesmo
sendo infinito. Isto vai de encontro a intuicdo de muitos estudantes iniciantes que nao
estdo acostumados a pensar no conjunto Q ou em qualquer outro conjunto infinito como
menor. Mas acontece que isto pode ser um raciocinio muito 0til, visto que a unido de
uma quantidade infinita enumeravel de elementos de uma quantidade enumeravel de
conjuntos é ainda enumeravel, e isto pode ser explorado de diversas formas.

4Como Y, € o menor cardinal infinito, usamos X, para representar o0 menor cardinal ndo enumeravel.
Vocé também pode encontrar em outros textos a notagéo card(R) = ¢, onde ¢ € a letra ¢ escrita no estilo
alemao antigo, representando a “cardinalidade do Continuum”. Desta forma, assumindo a Hipo6tese do

Qninuum, segue que Ng < N; =c. /

2.6 Propriedades métricas

Finalizamos o capitulo formalizando a no¢ao de distancia conhecida em R. Os axiomas de ordem
sobre um corpo F nos permitem introduzir uma nocao de distancia entre pontos de F. Para fazer
isto, comegcamos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.6.1. Seja F um corpo ordenado. A fung¢do modulo sobre F é afungdo |-|: F = F
definida por
T ,sex >0

2| =
-z ,sezxz<0.

Se x € F, entdo |z| também é chamado de valor absoluto de z.

As principais propriedades do valor absoluto de um elemento de F estao contidas no seguinte
teorema.
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Teorema 2.6.2. Sejam F um corpo ordenado e z,y € F. Entao,
a) || >0; e |z|=0<=2=0;
b) |z = | —z;
C) —lz] <z <|af;
d) [z| <y —y<z<y;
e) |z +y| < |z| + |y|; (Desigualdade triangular)

Demonstragdo. (a) O fato de que |z| > 0, para todo z € F, segue do axioma O2. Como 0 = —0,
entdo a segunda parte é Obvia.

(b) Consideramos dois casos: primeiro, se = > 0, entdo —z < 0. Assim, | —z| = —(—z) =z = |z|;
segundo, se z < 0,entdo —x >0e |z| = —z = | — z|.

(c) Novamente, consideramos dois casos: primeiro, se x > 0, entdo —|z| = —x < = = |z;
segundo, se z < 0, entdo —|z| = —(—2) =z < —z = |z|.

(d) (=) Suponha que |z| < y. Multiplicando por —1, obtemos —y < —|z|. Segue destas duas
inequacdes e do item (c) que

—y< -z <z <|z[ <y = -—y<z<ly.

(<) Agora suponha que —y < x < y. Se z > 0, entédo |x| = = e segue que —y < |z| < y. Se
r < 0, entdo || = —z e multiplicando a inequacédo da hipotese por —1, temos —y < —z < .
Logo, —y < |z| < y. Portanto, em todos os casos temos |z| < y.

(e) Considerando as inequagbes —|z| < z < |z| e —|y| < y < |y|, segue do Exercicio 2.2.10 que
—(lz| + |y|) <z +y < |z| + |y|. Portanto, |x + y| < |z| + |y| pelo item (d). O

PARE E PENSE: Se « € R, entdo va? = |a.
De fato, note que a2 = |a|? = Va2 la|2. Por outro lado, como |a| > 0, segue que

V/|a]? = |a|. Portanto, va2 = |al.

Desafio!
Exercicio 2.6.3. Mostre que: z,y,z e R= |z — z| < [z —y| + |y — z|. \

Sugestao: Use a desigualdade triangular.
Exercicio 2.6.4. Mostre que: z1,...,z, € R= >0 x| <Y |zl

Exercicio 2.6.5. Mostre que para z,a € Re ¢ > 0, tem-se

K |t —al<e=a—-e<z<a+e. /
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Aprendemos nos cursos de Geometria Analitica e de Calculo a interpretar |z — y| como a
distancia entre dois numeros = e y. Esta nocédo pode ser generalizada para a distancia entre dois
elementos de outros conjuntos.

Definicao 2.6.6. Uma métrica sobre um conjunto A é qualquer fungdo d : A x A — R, que
satisfaz as seguintes propriedades.

a) Paratodo z,y € A, d(z,y) >0 e d(z,y)=0<=z=y;
b) Paratodo z,y € A, d(z,y) =d(y,z);
c) Paratodo z,y,z € A, d(z,y)+d(y,z) > d(z, z).

A propriedade do item (c) € a conhecida “desigualdade triangular’ e o par (A, d) é chamado de
espaco meétrico.

Uma métrica é entdo uma funcao que define uma distancia entre dois elementos de um con-
junto.

Exemplo 2.6.7. Sejam A qualquer conjunto ndo vazioe d : A x A — R, definida por

d(x,y):{l ,sex #y

0 ,sex=y.

Pode-se provar sem grande esforgo que (A, d) € um espaco métrico sobre R. Esta (mais simples)
métrica é chamada de métrica discreta e, como visto, pode ser definida em qualquer conjunto.
Mas ela € mais util como exemplo do que como ferramenta em demonstracdes.

Desafio!
Exercicio 2.6.8. Demonstre o seguinte resultado. \

Teorema 2.6.9. Se F € um corpo ordenado, entdo a fungéao d : F x F — R, definida por
d(x,y) = | — y| € uma métrica sobre F.

Sugestao: A demonstracao segue da verificagdo das propriedades métricas com o uso
dos itens (a), (b) e (e) do Teorema 2.6.2. Tente provar isto como exercicio.

SAIBA MAIS: A métrica sobre R obtida a partir da fungcdo modulo € chamada de
métrica usual de F. Existem outras métricas definidas para se lidar com problemas
especificos (pois tornam a resolugao mais simples), mas n6s nao precisaremos delas
neste curso.
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Modulo 3

Sequéncias e Séries
Numéricas

Neste mddulo vocé vai rever os conceitos de sequéncias e séries numéricas ja estudados nos
cursos de calculo. Porém, o foco € diferente. Nossa atencao agora aponta para a fundamentacao
tedrica que garante a validade dos testes de convergéncia e divergéncia.

Em Matemética, o conceito de sequéncia tem significado similar ao uso comum da palavra,
que é a de sucessao de objetos, mas recebe uma defini¢cao precisa. Formalmente falando, uma
sequéncia é uma fungéo cujo dominio € um conjunto contavel totalmente ordenado. Define-se
o tamanho de uma sequéncia pela quantidade de elementos que esta possui, podendo existir
sequéncias infinitas ou finitas.

Intuitivamente, o conceito de série numérica equivale a soma de infinitos termos. Entretanto,
vocé ja viu que o conceito de infinito ndo é simples e pode levar a imaginar coisas que nao
existem. Por isso é importante abandonar a definicdo de soma infinita e estabelecer formalmente
o significado de série numérica como uma sequéncia (como vocé vera adiante).

Introducao a Analise 59



60



7¢ aula
(29/04/2016 - 09/05/2016)

Sequéncias nhuméricas

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de sequéncias numéricas;

e Compreender os conceitos de limitagdo, convergéncia e divergéncia de sequén-
cias;

e Compreender o conceito e as propriedades das sequéncias mondtonas.

- /

3.1 Propriedades basicas

Comecamos com a seguinte definicao.
Defini¢ao 3.1.1. Uma sequéncia em R é uma fung¢ao

f+ N — R
n — f(n) =z,

Ao invés de usar a notagdo usual de fungbes por meio da férmula f(n) = =z, que define seu
n-ésimo termo, em geral representamos uma sequéncia por meio de sua imagem

(Tn)neNn = (Tn)n = (Tn)oy = () = (X1, T2y o oo, Ty o . ),
ou simplesmente por seu n-ésimo termo x,,.

Exemplo 3.1.2. Os primeiros 3 elementos da sequéncia =, = 1 — 1/n sdo z; = 0, 5 = 1/2,

Exemplo 3.1.3. Os primeiros 3 elementos da sequéncia a,, = 2" S80 a; = 2, a; = 4, a3 = 8.

Desafio!

Exercicio 3.1.4. (a) Qual € o quarto elemento da sequéncia do Exemplo 3.1.27
(b) Qual é o quarto elemento da sequéncia do Exemplo 3.1.3?
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Exemplo 3.1.5. Dados a,r € R, a sequéncia geométrica de termo inicial a e razao r é definida
por

(ar™ ') = (a,ar,ar? ar®, ... ar™ 1, .. .).

Desconsiderando os casos triviais, a = 0 e » = 0, uma sequéncia geométrica sempre pode ser

reconhecida pela relacao
Tpy1 o ar”

= =7, VnéeN.
Ty, ar™—
No exemplo anterior temos uma sequéncia geomeétrica com termo inicial « = 2 e razao r = 2.

Exemplo 3.1.6. Dados a,d € R, a sequéncia aritmétrica de termo inicial a e razdo ou diferenca
comum d é definida por

(a+(n—1)d), = (a,a+d,a+2d,a+3d,...,a+ (n—1)d,...).
Uma sequéncia aritmética sempre pode ser reconhecida pela relagéo

xn-}-l_l‘n:d? VnE N

SAIBA MAIS: Os exemplos anteriores mostram que algumas sequéncias podem ser
definidas sem a ajuda de férmulas explicitas, apenas usando férmulas de recorréncia.
Este é um método indutivo de definicao em que termos sucessivos da sequéncia sdo
obtidos a partir de termos anteriores. A mais famosa dentre estas é a sequéncia de
Fibonacci, definida por

1 — x1 =1

2 — T =1

n>2 — X, =Tp_2+ Tp_i.

Assim, seus primeiros termos séo 1,1,2,3,5,8, . ... /

PARE E PENSE: Nem sempre é conveniente usar N como dominio de uma sequéncia,
como descrito na Definicao 3.1.1. Por exemplo, a sequéncia x,, comegcando com 0s
termos 1,2,4,8,16,... pode ser descrita por 20,2, 22,23 24 .. Escrita desta forma,
é natural representar z,, = 2", com dominio Z,, ou seja, =, = (2" )uen = (2")nez, -
Portanto, desde que existe uma substituicdo simples para a variavel da férmula, ndo ha
razao que nos impega de trocar convenientemente o dominio da sequéncia para obter
uma férmula mais agradavel para sua representacdo. Em geral, o dominio de uma
sequéncia pode ser qualquer subconjunto do tipo {n € Z: n > N}, para algum N € Z

\E ©
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Definicao 3.1.7. Uma sequéncia z,, € limitada se {x,, : n € N} & um conjunto limitado, i.e., se
existir M > 0 tal que |z,| < M, para todo n € N.

Desafio!

Exercicio 3.1.8. Use a mesma ideia para definir sequéncias limitadas superiormente e
sequéncias limitadas inferiormente.

Note que a sequéncia do Exemplo 3.1.2 é limitada, mas a sequéncia do Exemplo 3.1.3 néo &,
embora seja limitada inferiormente.

Exemplo 3.1.9. A sequéncia =, = 1 — 1/n do Exemplo 3.1.2 é limitada inferiormente por 0 e
superiormente por 1 (na verdade, ela é uma uma sequéncia limitada se consideramos M como
sendo qualquer nimero maior ou igual a 1). Mas, além disso, percebe-se intuitivamente que os
elementos desta sequéncia aproximam-se cada vez mais de 1, na medida em que n cresce. Mas
0 que isto quer dizer? Se considerarmos um intervalo centrado em 1 com raio bem pequeno,
digamos 1077, sera possivel determinar um nimero natural n, a partir do qual todos os 2 s
estardo no intervalo (1 — 1077,1 + 10~7). Isto € o0 mesmo que dizer que

1—107" <z, <1+1077, ¥n > n,

ou ainda, que |z,, — 1] < 1077, para todo n > ny.

Observe que, como
1 1 2
[on =1 =1———1] = - < ——,
n n n+1

entdon > 2 x 107 — 1 implica

2
—— <107 = |z, — 1| < 107"
n+1

Em geral, dado um numero positivo ¢, ndo importa o quao pequeno ele seja, se ny for um natural
satisfazendo ny > 2 — 1, entdo
|z, — 1| < e.

Isto motiva a seguinte definicao.

Definicao 3.1.10. Dizemos que uma sequéncia x,, converge para L € R, se
Ve>0,dIN=N(e)eN talque n>N = |z, — L| <e.

Neste caso, dizemos que L é o limite de x,, € denotamos

limz,=L ou z, =L ou =z, — L.

n—oo

Caso contrario, dizemos que z,, diverge ou é divergente.
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Exemplo 3.1.11. A sequéncia =, = 1 —1/n do Exemplo 3.1.2 converge para L = 1. De fato, dado
e, segue da teoria do capitulo anterior que existe N = N(¢) € Ntalque 1/N < . Logo, se n > N,

entao )
< =<
- N

Y
= E.

|:1:n—1|:‘1———
n

SRS

Portanto, z,, — 1.

Exemplo 3.1.12. A sequéncia z,, = 2" do Exemplo 3.1.3 é divergente. Para verificar esta afirma-
¢éo, suponhamos por contradigdo que =, — L, para algum L € R. Desta forma, dado ¢ = 1,
deve existir N € N tal que

n>N=2"-L<1l=-1<L-2"<1=L<2"+1.
Mas por outro lado,n+1>n> N e

Tpy1 —L=2"" - L>2" (2" ) =(2"" - 2") - 1=2"2-1)-1=2"-1>1=¢.

~

Isto viola a condigdo sobre N. Portanto, x,, = 2™ diverge.

Desafio!

Exercicio 3.1.13. Use a Definicdo 3.1.10 para provar que:

(@) lim, o 1/n = 0;

n’4+n+l _ 1

2n24+1 = 2"

(d) limy, oo
Exercicio 3.1.14. Mostre que existe um natural n, tal que

n+3
n

Qercicio 3.1.15. A sequéncia z,, = sen(nm) converge ou diverge? /

Definicao 3.1.16. e Uma sequéncia z,, diverge para o~ se

— 1‘ < 107°,Vn > ny.

YVa €R, IN =N(a)eN talque n>N =z, >a.

Neste caso, denotamos

. n—oo
lim x, =00 OU x, — o0 OU x, —> 00.

n—oo

e Uma sequéncia z,, diverge para —oo se
VaeR, IN=N(a)eN talque n>N =z, <a.

Neste caso, denotamos

. n—oo
lim z, = —-0c0 OU z, — —00 OU z, — —0Q.

n—oo
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PARE E PENSE: E um erro comum esquecer que z,, — oo na verdade significa que al
sequéncia diverge de uma forma particular. Nao se engane pela notacdo sugerindo o
tratamento de oo como um numero real.

Exemplo 3.1.17. E facil provar que a sequéncia x,, = 2" diverge para cc.
O préximo teorema garante a unicidade do limite de uma sequéncia (quando existir).
Teorema 3.1.18. O limite L de uma sequéncia convergente é Unico.

Demonstracdo. Suponha que L; e L, sao limites de uma sequéncia convergente z,,. Pela Defi-
nicdo 3.1.10, dado ¢ > 0, existem numeros naturais N; e N, tais que

3
]xn—L1\<§ ,sen>N;, e

]xn—L2\<g , sen > N,.

Seja N = max{N;, N,}. Sen > N, entdon > N;, n > N, e segue da desigualdade triangular que

3

226.

€
|L1 — Lo| = |L1 — xp + 2 — Lo| = |(L1 — x) + (xn — Lo)| < |L1 — | + |2, — Lo <§+

Como ¢ € um numero positivo arbitrario, segue do Exercicio 2.3.19 que L, = L,, 0 que prova a
unicidade. 0

Agora vejamos que se L é o limite de uma sequéncia z,, entdo qualquer intervalo aberto
contendo L contém quase todos os elementos de z,,.

Teorema 3.1.19. A sequéncia x,, converge para L se, e somente se, para cada ¢ > 0, o conjunto
{n:xz, & (L—¢e, L+¢e)} éfinito.

Demonstragcdo. (—) Seja ¢ > 0 e suponha que z,, — L. De acordo com a Defini¢gdo 3.1.10,
existe V € N tal que

n>N—=|z,—Ll<e= —e<z,—-L<e=L—-c<z,<L+e=zx,€(L—¢,L+¢),

ouseja, {z, :n > N} C (L —¢,L+¢). Entdo, podemos concluirque {n: z, ¢ (L —¢,L+¢)} esta
contido no conjunto finito {1,2,..., N —1}.

(«<=) Considere ¢ > 0. Por hip6tese, o conjunto {n : =, & (L — ¢, L + ¢)} é finito, entdo defina
N=14max{n:z, ¢ (L—¢c,L+¢)}. Destaforma, se n > N, entéo z,, € (L —¢, L + ¢). Portanto,
T, — L. ]
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A seguir, vamos mostrar que toda sequéncia x,, convergente é limitada, ou seja, a imagem

{z,, : n € N} é um subconjunto limitado de R.

Corolario 3.1.20. Se z,, converge, entao z,, & limitada.

Demonstragdo. Suponha que =, — L. Segue do teorema anterior que existe uma quantidade
finita de termos da sequéncia, digamos z;, xs, . . ., xy, que ndo pertencem a (L — 1, L. + 1). Logo,
a sequéncia z,, esté contida no conjunto limitado (L — 1, L + 1) U{z1,x9,...,ZN}. O

SAIBA MAIS: A reciproca deste corolario ndo é verdadeira. Por exemplo, z, = (—1)"
¢ limitada, mas nao é convergente. A principal utilidade do Corolario 3.1.20 é como um
primeiro teste rapido para verificar se uma determinada sequéncia poderia convergir ou
ndo. Costuma ser mais facil verificar se uma sequéncia é limitada do que determinar
se ela é convergente. O corolario nos diz, pela contrapositiva, que se uma sequéncia
nao é limitada, entao ela é divergente.

Desafio!
Exercicio 3.1.21. Prove que a sequéncia z,, = n% ndo é convergente.

Exercicio 3.1.22. Demonstre o seguinte Lema.

Lema 3.1.23. Se z,, — L, entéo |z,,| — |L|.

O préximo teorema permite analisar sequéncias complicadas dividindo-as em combinacdes

de sequéncias mais simples.

Teorema 3.1.24. Sejam z,, € y,, duas sequéncias com limites L e M, respectivamente. Entao,

a) r,+vy, — L+ M,
b) z,y, — LM,
C) z,/y, — L/M, desde que M # 0 e y, # 0, para todo n suficientemente grande.

Demonstragdo. (a) Por hipétese e pela Definicdo 3.1.10, dado ¢ > 0, existem numeros naturais

N; e N, tais que

9
|xn—L|<§ ,sen>N;, e

|y, — M| <% , sen > N.
Seja N = max{N;, N,}. Sen > N, entdon > Ny, n > N, e segue da desigualdade triangular que

€

9
|(@n +3n) = (L + M)| = [(2n = L) + (g = M)| < |2 = LI + |y = M| < 5 + 5
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Portanto, z,, + y, — L + M.
(b) Seja ¢ > 0. Pelo Corolério 3.1.20, z,, é limitada, o que implica que a sequéncia |z, | também é
limitada e, portanto, existe a = sup |z,,|. Podemos entdo escolher numeros naturais N; e N tais

que
S
n— L < ——— ,sen>N;, e
o NS sy e
S
|y — M| < — , sen > N.
200

Se N = max{N;, N}, entdo n > N implican > N; e n > N, e, novamente, segue da desigual-
dade triangular que
|y — LM| = |zpyn — 2, M + 2, M — LM|

< zn(yn — M)[+ [M(z, — L)
= |zallyn — M|+ |M||z, — L]
< alyn— M|+ M}z, — I|
g 19
< a4 M|t
% Y Ml
C E.°
2" 9
= E£.

Portanto, x,y, — LM.
(c) Primeiro observe que devido ao item (b), basta provarmos que 1/y, — 1/M (pense nisso!).
Além disso, o lema anterior diz que vy, — M = |y,| — |M].

Seja ¢ > 0 tal que ¢ < |M|/2. Como no item (a), vemos que existem nuameros naturais N; e
N, tais que

n2N1:>\yn—M]<M;6
e

n=No = |lya| — [M]| <&
= —e<|y.| —|M|<e
= |M|—c< |y <|M|+e¢
= [M]—e <y
— P -y e <
- 1.2

lynl | M]

Seja N = max{Ny,N,}. Sen > N,entdon > N;,n > Ny e

11 M —y, 1 1 M2 2 1
———| = = |M — y,| < =¢.
Yo M ynM lynl [M] 2 [M]|M]
Portanto, 1/y,, — 1/M. O
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Desafio!

Exercicio 3.1.25. Nas condi¢des do teorema anterior, prove que z,, — y, — L — M.

PARE E PENSE: Se vocé nao for cuidadoso(a), podera entender demais no teorema
anterior e tentar usar sua reciproca que nao é verdadeira. Por exemplo, considere as
sequéncias z,, = (-1)" e y, = —x,. Sua soma, z,, + y, = 0, seu produto, z,y, = —1
e seu quociente, =, /y, = —1, todos convergem, mas as sequéncias originais z,, € y,
divergem.

SAIBA MAIS: Pode ser mais facil provar que uma sequéncia converge comparando-a

com uma sequéncia conhecida do que analisa-la diretamente. Por exemplo, pode-se

ver facilmente que a sequéncia z,, = sen’n/n? converge para 0, pois é dominada pela

sequéncia 1/n?, i.e.,

sen’n
n3

_|sen’n| 1
R T ¥

0<

O seguinte teorema torna esta ideia mais precisa. Ele é chamado de Teorema do

Qnduiche ou Teorema do Confronto. /

Teorema 3.1.26. (Teorema do Sanduiche) Sejam z,,, v, € z, sequéncias tais que z,, < y, < z,,
para todo n € N. Entao,

a) Sex, — Lez, — L,entdoy, — L;

b) Se y, — oo, entdo z, — oo;

c) Se y, — —oo, entdo x,, — —oc;

Demonstragdo. (a) Seja > 0. Como z,, — L, entdo existe N; € N tal que

n>N—=ux,€(L—e,L+¢e)=— L—ec<ux,

Como z, — L, entéo existe N, € N tal que

n>Ny=2,€(L—¢L+e)=2,<L+e.

Logo, se n > N = max = {N;, N>}, entdon > N; e n > N, e segue que

L_ngngyngzn§L+€v
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ou seja, |y, — L| < e. Portanto, y,, — L.
(b) Queremos provar que z, —> oo, isto €, que para qualquer a € R deve existir N € N tal que
z, > a, Sempre que n > N.

Entao, seja a € R. Como por hipétese y, — oo, entdo existe N € N tal que y,, > a, sempre
que n > N. Mas também por hipétese, temos que y,, < z,, para todo n € N. Portanto,

n2>N=a<y,< 2z,

0 que significa que z,, — oo.
(c) A demonstracdo é muito parecida com a do item (b), entdo deixamos como exercicio. Il

Desafio! \

Exercicio 3.1.27. Demonstre o item (c) do teorema anterior.

Exercicio 3.1.28. Sabendo que 1/n — 0 e n — oo, use o Teorema do Sanduiche
para provar os seguintes limites.

(@)

(b) n?+n — oo;

cosn
— 0;

n

n—+1

(©) n2+2n+1 B

Exercicio 3.1.29. Demonstre o seguinte corolario do Teorema do Confronto:

Qrolério 3.1.30. Se (y,) é limitada e z,, — 0, entdo z,,y,, —» 0. /

3.2 Sequéncias monotonas

PARE E PENSE: Um dos principais problemas em se usar a definicdo para provar
a convergéncia de uma determinada sequéncia € que para isto deve se conhecer
previamente o limite. (mesmo sem 100% de certeza, neste caso a demonstracéo servi-
ria para comprovar um palpite.) Mas acabamos de ver que este € um trabalho arduo e
meticuloso. Isto da origem a um dos melhores casos do problema do “ovo e da galinha”,
onde se questiona quem surgiu primeiro (a convergéncia ou o limite?). Se tivermos os
dois, a convergéncia e o limite, podemos usar a Defini¢do 3.1.10 para comprovar o fato.
As perguntas que queremos responder agora sao as seguintes:

e Como determinar o limite antes mesmo de saber se a sequéncia converge?

e Como determinar se uma sequéncia converge ou diverge? (claro, antes de se
conhecer o limite.)

69



Sem surpreender, comegamos com 0 caso mais simples.

Definicao 3.2.1. Dizemos que uma sequéncia z,, € crescente se x,, < x,,1, paratodon € N. Ela
sera estritamente crescente se x,, < x,.1, paratodo n € N.

Dizemos que uma sequéncia x, € decrescente se x,.; < x,, paratodo n € N. Ela sera
estritamente decrescente se x, .1 < x,, para todo n € N.

Quando z,, é crescente ou decrescente dizemos que z,, € mondtona.

SAIBA MAIS: Note os sinais de ordenagédo “ <” e “ > " nas definigbes de sequén-
cias crescentes e decrescentes, respectivamente. Muitos textos de célculo usam as
desigualdades estritas “ < ” e “ > 7 pois elas parecem combinar melhor com a ideia
de que algo esta crescendo ou decrescendo. Mas, para nossos propoésitos teéricos, as
inequacdes (ndo estritas) sdo mais convenientes.

Teorema 3.2.2. Toda sequéncia crescente e limitada superiormente € convergente.

Demonstracdo. Suponha que x,, € uma sequéncia crescente e limitada superiormente. Sejam
e >0e L = sup{x, : n € N}. Vamos provar que z,, — L. De fato, pelo Teorema 2.3.10, existe
N € Ntalque L—¢ < xy, e claramente z,, < L, para todo n € N. Logo, o fato de x,, ser crescente

implica que
n>N — L—-c<ay<z,<L
— L—e<z,<L+c¢
— —ce<z,—L<e
= |z, —L| <e.
Portanto, z,, — L. O

Corolario 3.2.3. Toda sequéncia decrescente e limitada inferiormente € convergente.

Demonstragdo. Se x, é uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente, entdo y,, = —z,, €
crescente e limitada superiormente (confira isto como exercicio!). Segue do teorema anterior que

vy, — L, para algum L € R. Portanto, (confira isto também!) =, — —L. O

Corolario 3.2.4. Toda sequéncia monétona e limitada é convergente.
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SAIBA MAIS: A principal ideia na demonstra¢do do Teorema 3.2.2 é a existéncia do su-

premo da imagem da sequéncia. Isto significa que o Axioma do Completamento implica
no Teorema 3.2.2. De fato, nao é dificil provar que a reciproca também € verdadeira,
i.e., que o Teorema 3.2.2 também implica no Axioma do Completamento, mostrando
que os dois sdo equivalentes. Devido a este fato, o Teorema 3.2.2 é frequentemente
usado como Axioma de Completamento em R no lugar da propriedade do supremo que

wamos anteriormente.

/

a 1\",
Exemplo 3.2.5. A sequéncia e, = (1 + ﬁ) € convergente.

Demonstragdo. Olhando para os primeiros termos da sequéncia, e; = 2, e; = 2.25, e3 = 2.37,
ey = 2.44, temos a sensacao de que ela é crescente. Para provar que este é realmente o caso,

fixamos n € N e usamos o Teorema Binomial para expandir o produto como

=3 (1)

k=0
n+1
n+1 1
e ( )— (3.2)
—~\ k J(n+1)F
[]

Para 1 < k <n, a k-ésima parcela de (3.1) satisfaz

(

n
k

1

>_

nk

nn—1)n-2)---(n—(k—1))
kInk

ln—ln—Q n—k+1

Kkl n n n

-2 -9
%(1_71—1#1)(1 n+1> (1

ln+1l-1n+1-2 n+1-(k—
B on+1 n+1 n+1
1 n n=-1 n-k
En+ln+1 n+1
m+1nn—1)---(n—k)

kl(n+ 1)k

(o

n—l—l)

que é a k-ésima parcela de (3.2). Como (3.2) também tem uma parcela positiva a mais que (3.1),

entao segue que

- 1
(=3 ()5
k=0

n+1
n+1 1
() arEe
k=0
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Portanto ¢,, é crescente.
Agora, do seu curso de Teoria dos Numeros (ou Matematica Discreta), vocé deve se lembrar
que 2F~! < k!, para todo & € N, o que implica que 1/k! < 1/2%! para todo k € N. Assim, temos

n\ 1 n! I n—-1n-2 n—k+11<1< 1
k)nk  klln—k)!nk  _ n n n kU kD T 2k-1
—_— — T N——
<1<l <1

(& J/
-~

<1

Lembrando da formula da soma de uma progressao geométrica e usando (3.1) novamente, ve-
mos que

k=0 k=1 k=1
= 1+1+1+1+ + L
N 2 4 on—1
_ 1
= 14+ 21”
=3
n 1
=1
2n—1
N——
<2
< 3,

0 que mostra que e, é limitada.
Portanto, como e,, € crescente e limitada, o Teorema 3.2.2 garante que e, € convergente e
seu limite é o conhecido numero de Euler ¢ ~ 2.71828.

Teorema 3.2.6. Toda sequéncia mondtona n&o limitada diverge para —oo ou oo.

Demonstragdo. Suponha que x,, é crescente e ndo limitada. Se a« > 0, entdo o fato de z,, ndo ser
limitada garante que existe NV € N tal que =y > a. Como z,, é crescente, entao

n>N=—=a<uzy<x,,

o que implica que z,, — oc.
A prova do caso em que z, decrescente e ndo limitada implica =, — —oc é semelhante e
deixamos como exercicio. ]

ATIVIDADE AVALIATIVA 4:

Exercicio 3.2.7. Mostre que se z,, € decrescente e nao limitada, entdo =, — —oo.
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8¢ aula
(06/05/2016 - 16/05/2016)

Subsequéncias

4 N
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de subsequéncias;

e Compreender o conceito de sequéncias de Cauchy;

e Compreender o conceito contragao.

- /

3.3 Subsequéncias e o Teorema de Bolzano-Weierstrass

Defini¢ao 3.3.1. Sejam f(n) = x, uma sequéncia e o : N — N uma fungdo estritamente cres-
cente (m < n = o(m) < o(n)). A sequéncia y,, = (f o o)(n) = f(o(n)) = . € chamada de
subsequéncia de .

E comum denotar uma subsequéncia de x,, por (z,)n.en, Onde N C N € infinito, ou por

(xnk)kEN-

PARE E PENSE: Note que uma subsequéncia pode também ser vista como uma res-
tricdo de f a algum subconjunto infinito de N. Mas a principal ideia aqui é que uma
subsequéncia z,(,) € uma nova sequéncia formada a partir de uma sequéncia ja co-
nhecida quando, possivelmente, se desconsidera alguns de seus elementos. Em outras
palavras, todos os elementos de z,(,, aparecem em xz,,, na mesma ordem.

Exemplo 3.3.2. Sejam z,, uma sequéncia e o(n) = 3n. Entdo, a subsequéncia z,, contém o
elementos x3, xg, xg, T12,. .., T3n,. .., da sequéncia original x|, xs, 3, T4, ..., Ty, ...

Exemplo 3.3.3. Se z,, = sen (n7/2), entdo algumas possiveis subsequéncias sao:

4 1
® Y, = Tyni1 = Yp = SEN (@) =1, para todon € N;

2
® 2, = Ty, = 2z, = S€N (%) = sen (nm) =0, paratodo n € N;
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n27r) 1+ (—1)n*!

5 , para todo n € N;

Teorema 3.3.4. Uma sequéncia z,, converge para L se, e somente se, todas as suas subsequén-
cias convergem para L.

Demonstracdo. (—>) Suponha que ¢ : N — N é estritamente crescente, como na definicdo de
subsequéncia. Nao é dificil provar (por indugao) que o(n) > n, para todo n € N.

Agora suponha que z, — L e seja y,, = 1,(;). Se € > 0, entdo existe N < N tal que
n>N=x,€(L—¢,L+¢).

Mas segue da definicao de subsequéncia e do paragrafo anterior que

n>N = Yn=Tem) = Tm, Paraalgumm>n>N

= yp€(L—¢e,L+e).

Portanto, y,, — L.

(<) Isto é bbvio, pois z,, € uma subsequéncia dela mesma. O

SAIBA MAIS: A principal utilidade deste teorema ndo é provar a convergéncia de
sequéncias, mas sim provar quando elas divergem. Ele nos da& duas estratégias para
fazer isto.

1. Encontrar duas subsequéncias convergindo para limites diferentes;

2. Encontrar uma subsequéncia divergente.

PARE E PENSE: Mesmo que a sequéncia original seja divergente, é possivel que
ela tenha alguma subsequéncia convergente. Por exemplo, considere a sequéncia
divergente z,, = (—1)". Neste caso, existem as duas subsequéncias convergentes
Top, = 1 — 1 e w1 = —1 — —1. (Verifique, como exercicio, que toda sequéncia
constante é convergente.)

74



Desafio!

~

Exercicio 3.3.5. Determine as subsequéncias convergentes para as seguintes sequén-
cias.

(a) 3,3,3,3,...;
(o) 1,1/2,1,1/4,1,1/8,...;

(c) 0,2,-1,0,3/2,—1,0,4/3,—1,0,5/4,—1, ...

Qjais das sequéncias acima sao convergentes e quais séo divergentes? Por qué? /

Teorema 3.3.6. Toda sequéncia possui uma subsequéncia mondétona.

Demonstragdo. Sejam z,, uma sequénciae A ={n € N: m > n = x,, > z,}. Ha dois casos
para considerarmos. Primeiro, suponha que A é infinito. Defina, por recorréncia,

0'(1) = min A (o minimo de A existe , pois A C N.)
o(n+1)=min(A\{c(1),0(2),...,0(n)}) , sen>1.

Por construgao, temos que o : N — N é estritamente crescente e pela definigdo do conjunto A
vemos que z,(,) € uma subsequéncia crescente de z,,.

Agora, suponha que A é finito e defina o(1) = max(A + 1). Se n > max A, entdo existe
m > o(n) tal que z,, < ). Defina o(n 4+ 1) = m. Isto define indutivamente uma fungdo
estritamente crescente o : N — N tal que z,(,) € uma subsequéncia decrescente de z,,. O

PARE E PENSE: Se a sequéncia no teorema anterior for limitada, entdo a corres-
pondente subsequéncia mondtona também sera limitada e, portanto, convergente pelo
Corolario 3.2.4. Este raciocinio pode ser formalizado no seguinte teorema.

Teorema 3.3.7 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia con-
vergente.

3.4 Intervalos encaixados

Definicao 3.4.1. Uma colegao de conjuntos {A,, : n € N} é encaixada se A, .1 C A,, para todo
n € N.

Teorema 3.4.2 (Intervalos encaixados). Se {I,, = [a,,b,] : n € N} é uma colegao de intervalos
fechados encaixados e lim,,_,« (b, — a,) = 0, entio existe x € R tal que (,,o\ [n = {z}.
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Demonstraggo. Primeiro, vamos provar que existe » € R tal que = € .\ I»- De fato, como os
intervalos I,, = [a,, b,| s&0 encaixados, entao

a1,02,...,0n,n41, .- ,bn+1,bn, ceey bg,bl.

Assim, vemos que a,, € uma sequéncia crescente limitada superiormente por b, e b, € uma
sequéncia decrescente limitada inferiormente por a;. Aplicando o Teorema 3.2.2 e o Corolario
3.2.3, respectivamente, vemos que existem «, § € R tais que a,, — a € b, — .

Afirmamos que a = 3. Com efeito, dado qualquer £ > 0, use o fato de que os intervalos I,
encolhem a medida que n cresce para escolher um N € N tal que by — ay < e. A hipdtese
de encaixe implica que ay < a, < b, < by, paratodo n > N e observando que o = supa, €
£ = inf b,,, obtemos

ay <ap, <a<p<b, <by=|f—a|<|by —an| <e.

Portanto, « = 5 = z € [ay,, b,], para todo n € N.
Agora, vamos provar que (), /» possui somente um elemento. Suponha que =,y € (),cn In
e e > 0. Escolha N € Ntal que by — ay < €. Entao,

{x7y}c ﬂ]nc [aNabN] = |l’—y‘ < |bN—aN| <§¢,
neN

0 que implica que = = y. Portanto, (. In = {=}. O

Os proximos exemplos mostram que o teorema anterior s6 é verdadeiro quando os intervalos
encaixados sao fechados e limitados.

Exemplo 3.4.3. Se I,, = (0,1/n], paratodo n € N, entao a colegédo {7, : n € N} é encaixada, mas
MN,en In = (. Isto mostra que a hipétese dos intervalos serem fechados é necessaria no teorema
anterior.

Exemplo 3.4.4. Se [, = [n,0), para todo n € N, entdo novamente a cole¢éo {I,, : n € N} é
encaixada, mas ),y I» = 0. Isto mostra que a hipétese dos intervalos serem limitados também.
€ necessaria no teorema anterior. Mas neste caso, pode-se provar que se o comprimento dos
intervalos ndo converge para 0, entdo a intersecdo € nao vazia, mas perde-se a unicidade, i.e.,
existe mais de um elemento na intersecéo.

3.5 Sequéncias de Cauchy

Um dos problemas mais frequentes com que lidamos quando tentamos mostrar a convergéncia
de uma sequéncia usando as técnicas vistas até agora € que precisamos conhecer o limite da
sequéncia com antecedéncia. Este € o “problema do ovo e da galinha” mencionado anterior-
mente. Uma forma de driblar este dilema é utilizando as sequéncias de Cauchy' que definimos
a sequir.

'Cauchy é um sobrenome francés pronunciado como “Cochi”
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Definicao 3.5.1. Dizemos que z,, € uma sequéncia de Cauchy se para todo ¢ > 0, existe N € N
tal que

m,n > N = |z, —z,| <e.

PARE E PENSE: Esta definicdo € um pouco mais sutil do que parece ser. Ela parece
dizer que todos os termos da sequéncia, a partir de um determinado indice, estao
proximos de algum ponto. Mas na verdade, ela simplesmente diz que, a partir de um
determinado indice, os elementos da sequéncia estdo suficientemente préximos de si,
sem mencionar nada a respeito de um possivel limite. O préximo teorema, conhecido
como “critério de convergéncia de Cauchy” nos mostra porque esta definicao nos ajuda
com o problema do ovo e da galinha.

Teorema 3.5.2 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia € convergente se, e somente se, é de
Cauchy.

Demonstragdo. (=) Suponha que x,, — L e considere ¢ > 0. Entdo, existe N € N tal que
|z, — L| < ¢/2, sempre que n > N. Logo,

m,n>N = |ty — 2| =|xpm —L+L—2x,| <|xy, — L+ |L—x,] <e/24¢c/2=c¢.

Isto mostra que z,, € uma sequéncia de Cauchy.

(<) Seja x,, uma sequéncia de Cauchy. Primeiro vamos mostrar que z,, € limitada. De fato,
tomando ¢ = 1, podemos escolher N € N tal que |z, — z,,| < 1, sempre que m,n > N. Neste
caso,

n>N= |z, —ay|<l=azy—-1<z,<zy+1= 1z, € (azy — Lzy +1)

€ vemos que a sequéncia z,, € limitada porque esta contida no conjunto limitado
(zy — Lay+ 1) U{z,: 1 <n<N -1}

Como =z, é limitada, segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass que existe uma subsequéncia
To(n) de z,, convergindo, digamos, para L. Vamos provar que z,, converge para L.
Seja ¢ > 0. Entédo, como z,, € uma sequéncia de Cauchy, existe N; € N tal que

m,n > Ny = |2, — z,| < €/2, (3.3)
e como z,,) — L, existe IV, € N tal que

n > Ny = ]x,,(n) - Ll < 8/2. (34)
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Desta forma, podemos considerar N = max{N;, N»} para ver que n > N implica o(n) > n e
segue de (3.3) e (3.4) que

20 — L] = [Zp = Zo(n) + To(m) — LI
< |wp — Tomy| + |Tom) — L
< g/2+4¢/2
= £.
Portanto, z,, — L. O

SAIBA MAIS: A convergéncia das sequéncias de Cauchy é uma outra condi¢cao equiva-
lente ao axioma do completamento. De fato, textos mais avangados de Analise definem
espacos completos como sendo os espacos cujas sequéncias de Cauchy convergem.
Isto é conveniente, em geral, pois a definicdo de sequéncia de Cauchy sé depende da
métrica definida sobre 0 espaco e de nada mais de sua estrutura.

m’IVIDADE AVALIATIVA 5:

Exercicio 3.5.3. Prove que se x,, € uma sequéncia convergente e y, € uma sequéncia
que satisfaz
[Ym — Yn| < |Zm — x|, Vm,n €N,

entdo y,, converge.

Exercicio 3.5.4. Prove que se z,, € uma sequéncia de Cauchy e y,, € uma subsequéncia
de z,, que converge para L, entdo z,, — L.

A seguir damos um exemplo tipico da utilidade das sequéncias de Cauchy.
Defini¢ao 3.5.5. Uma sequéncia x,, € uma contracao se existe uma constante ¢ € (0,1) tal que
|Tpa2 — Tpna1| < clxpyr — x|, paratodo n € N.
A constante ¢ é chamada de constante contrativa.

Exemplo 3.5.6. Seja s, =Y ,_, 1/k, para cada n € N. Ha um truque bem legal para mostrar que
esta sequéncia diverge. Primeiro, observe que s, € estritamente crescente, pois s,.1 € a soma
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de s, com o numero positivo 1/(n + 1). Agora, para cada n € N, veja que

2n—11
Sopn—1 = -
k:lk
—1+1+1+1+1+1+1+1+ +1—|— + L + L
B 2 3 4 5 6 7 8 15 2n — 3 on — 1
= 1+ 1+1 1+1+1+1 + ! +1 + L + + L
N 2 3 4 5 6 7 8 15 2n — 3 2n —1
_Zil 01 21{;’,]g :Zi2261 221+k :Eii?)l 23:4(: :Zi7;6171 2"7114,»]@
211 221 1 231 1 on—1_1 1
= 1 - ... -
+221+k 222+k+];23+k+ - A o

1 . : 1 1
— ; J+1 J
= 1+j§ g Yy <]>1:>2 > 2 +1:>2j+1>2j+1)

=1 k=0
n—127—1 27 —1

S e S S e ey o S
7=1 k=0
n—1 1 n—l n

= 1+ 5 >§+ 5 :5(—>oo, quando n — 00).

Logo, o teste de comparacao (Teorema 4.4.16-(b)) diz que a subsequéncia s,»_; € divergente.
Portanto, o Teorema 3.3.4 garante que s, diverge.

Por outro lado, é facil ver que |s,+1 — s,| = 1/(n + 1) — 0 e, realmente, fixando m, obtemos
|S$ntm — $n| — 0, 0 que faz parecer que os termos estdo se aproximando como na definicao de
sequéncias de Cauchy, o que nao € verdade, porque estamos fixando m. Na verdade, s, néo é
uma sequéncia de Cauchy, como mostra o préximo teorema.

Teorema 3.5.7. Toda contragao € convergente.

Demonstracdo. A ideia aqui € mostrar que toda contracao € uma sequéncia de Cauchy e concluir
com o Teorema 3.5.2. Assim, suponha que x,, € uma contragéo e seja ¢ € (0, 1) sua constante
contrativa. Primeiro, vamos mostrar por indugao que

|Tpi1 — Tn| < 7wy — 21|, paratodo n € N. (3.5)

De fato, para n = 1 temos

lzg — 21] < & |20 — 21
=1

Agora, suponha que a afirmagao vale para n — 1, ou seja, que |z, — z,_1| < "2 |xo — x1|. Entéo,

IN

[ Tni1 — Tl |z — Tp|

IN

cc"?|zy — 14|

IN

e

Isto garante que a afirmagéao vale para n. Logo, por indugéo, a inequacgéao vale para todo n € N.
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Para mostrar que a sequéncia z,, € de Cauchy, considere ¢ > 0. Se n > m , temos

|In - xm| = ’l’n —Tp 1+t Tp1—Tp2tTp2— " — Tyl + Typp1 — xm|
S |xn_$n—l|+|xn—l_xn—2|+"'+|$m+l_$m|
< M Plog— x|+ P oy — |+ + ™ oy — 3| (por (3.5))

= |oy —a|( P+ T
Ll

da P.G.
T o (soma da )

|xe — 1| ™

m—1
1—c¢
Como c € (0,1), entdo ¢ — 0 e podemos escolher N € N tal que

< ey — x| (pois 1 — "™ < 1)

N-1
|{E2 — I1| < E. (36)
1—c
Logo, se n > m > N, entdo
Cm—l
|In_Im| S |£L’2—ZE1| 1—C
N-1
< wg — 2| 1 (pois m > N = ¢t <N

—c

< e. (por (3.6))
Portanto, x,, € uma sequéncia de Cauchy e segue do Teorema 3.5.2 que z,, € convergente. [

Exemplo 3.5.8. Considerando —1 < r < 1, defina s, = >_,_, ¥, para cada n € N. (com certeza
vocé se lembra desta como sendo a sequéncia das somas parciais da série geométrical) Se
r = 0, entdo s, é constante igual a 0 e, portanto, é convergente. Agora, se r # 0, temos, para

todon > 1,

|7,,n+1 ’ B 7,,n-i—l

’5n+1 - Snl _ _
|$n — Sn—1] ||

| =l <1,

0 que mostra que s,, € uma contragcado. Portanto, s, converge pelo teorema anterior.

No proximo exemplo, usaremos um método iterativo (de recorréncia) para determinar o limite
de uma sequéncia.

Exemplo 3.5.9. Considere a fungéo f(z) = 2+ 1/, definida em R*, e defina a sequéncia

a)p = 2
an, = f(an—1), sen>2.
E evidente que a,, > 2, para todo n € N e segue da definicdo de f, com algumas contas, que

_ ‘f(f(an—l)) —flany)|_ 1 ex21
f

Ap41 — Ap

ap — p—1 (an—l) — Qp—1 B 1 + 2an—1 o 57

0 que mostra que .
lapi1 — a,| < R |a, —an—1|, paratodo n e N.
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Logo, a,, € uma contracao e segue do Teorema 3.5.7 que a,, converge para algum L > 2. Como
ani1 = 2+ 1/a,, fazendo n — oo em ambos os lados da igualdade, vemos que L =1+ 1/L, 0
que implica que L = 1 + /2.

‘\

@IBA MAIS: No exemplo anterior, note que

1 1 1—v2 1—+2

- _94 \/—:2+—\/_:1+\/§:L,

1+v2 1+v21-v2 1-2

ou resumidamente, f(L) = L. Quando isto ocorre, dizemos que L € um ponto fixo
de f. Muitos métodos de aproximacgao para resolver equacdes envolvem tais técnicas
iterativas que dependem de contracdes para encontrar pontos fixos.

fL)y =2+
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9¢ aula
(13/05/2016 - 23/05/2016)

Séries numeéricas

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de séries numeéricas;

e Compreender os conceitos de séries convergentes e divergentes;

e Aplicar corretamente os testes de divergéncia ou de convergéncia.

- /

3.6 Séries Numeéricas

Dada uma sequéncia z,,, parece natural perguntar sobre a soma de todos os seus valores. Se
somente uma quantidade finita dos elementos de z,, € ndo nula, isto é trivial. (e ndo muito inte-
ressante!) Mas se x,, contém uma quantidade infinita de elementos nao nulos, entdo a resposta
€ interessante, mas nao € tao ébvia. De fato, pois contar uma quantidade infinita de termos é
mesmo algo questionavel.

Existem varias abordagens para responder esta questao, mas lidaremos aqui com a técnica
mais comum apresentada nos textos sobre o assunto. Comegamos com alguns exemplos afim
de motivar e agucar sua curiosidade a respeito do tema.

Exemplo 3.6.1. Em algum instante durante seus estudos na educacao fundamental, vocé deve
ter se deparado com as conhecidas dizimas periédicas.? Naquela ocasido, é bem provavel (e
mais recomendado!) que seu professor de Matematica tenha utilizado recursos algébricos basi-
cos para interpretar o significado, por exemplo, da dizima 0, 555 .... O argumento é o seguinte:

d
1::(),555...:>10:17:5,555---:5+O,555---:5+:1::>9x:5:>:v:5.

Mas agora vocé pode abordar este problema a partir de outro ponto de vista, associando a
dizima com uma progressao geométrica infinita, da seguinte forma: (ndo tente entender a quarta

2Dizimas periddicas sdo nimeros que quando escritos no sistema decimal, apresentam uma sequéncia infinita
de algarismos decimais que, a partir de um certo algarismo, se repetem em grupos de um ou mais algarismos,
ordenados sempre na mesma disposi¢ao que é chamada de periodo da dizima. E.g.,

1 -
7= 0,142857 = 0,142857142857142857 . . ..
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igualdade a seguir. Vocé entendera no decorrer do médulo)

1 1 1
e — 111... = o700 " Toa0 T
0,555 5% 0, 5 <10 + 100 * 1000 * )

= 5 L + L + L +
N 10 102 103

N

Progresséarg]eométrica
1 10 5
() ()
— 9 9

Vocé deve ter notado, no exemplo anterior, a “soma infinita”

1 1 1

010 T
e, se for uma pessoa curiosa, deve estar se perguntando o que isto significa. Como pode alguém
somar um numero apds o outro, e assim por diante, indefinidamente? Obviamente, este pro-
cesso tomaria muito tempo, (uma eternidade, para ser mais preciso!) o que parece perturbador.
Realmente, uma abordagem ingénua deste assunto pode levar a algumas conclusdes que nao
condizem com a exatidao esperada da Matematica. Por exemplo, considere a possivel neces-
sidade de se somar todos os termos da sequéncia z,, = (—1)"*!' = (1,-1,1,-1,1,—1,...). Se
encararmos o desafio tentando somar da mesma forma que somamos uma quantidade finita de
termos, teremos

S=1-1+1—-1+1—-1+---.

Mas observe que, por um lado, temos
S=1-141-1+1-14--=1-1D)+(1-D)+(1-1)+---=0+0+0+---=0,
enquanto que, por outro lado, encontramos
S=1-141-141-1+---=1-(1-1)—-(1-1)—-(1-1)4--=1-0-0—-0—---=1.

Desta forma, chegamos ao absurdo de concluir que 0 = S = 1.

PARE E PENSE: Esta claro que h4 algo estranho “no reino das somas infinitas”. O con-
ceito de adicao, da forma que aprendemos na escola quando criancas, € um processo
idealizado para somar quantidades finitas de objetos. No caso de uma quantidade
infinita, por mais que se some, sempre havera uma quantidade infinita de parcelas
restando para serem somadas.
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3.7 O que é uma série?

A ideia por tras da soma de uma quantidade infinita de numeros é uma reducao ao ja conhecido
conceito de sequéncia. Esta € uma tipica abordagem matematica: reduzir ou associar uma
questéo a algo conhecido.

Definicao 3.7.1. A série associada a uma sequéncia x,, € a soma infinita
o
Z:z:k:x1+x2+x3+~~+xk+~-- .
k=1

Dizemos que x,, € 0 termo geral da série e definimos, para cada n € N, a n-ésima soma parcial
por

n
Sp = E T =21+ T2+ T3+ -+ Ty
k=1

Se s, — S, para algum S € R, dizemos que a série converge para S e denotamos

k=1

Caso contrario, se s,, nao convergir, diremos que a série diverge ou que é divergente.

PARE E PENSE: A notagao )~ z, é, portanto, entendida como sendo a sequéncia
das somas parciais da série de termo geral z,,. Quando ndo ha ambiguidade, abrevia-
mos a notagdo escrevendo somente " x,,. Também é comum dizer que o limite S é a
soma da série. (mas nao se esqueca como esta soma é feital)

Vejamos o0 que ocorre com a série usada como exemplo anteriormente.
Exemplo 3.7.2. Se z,, = (—1)""!, paran € N, entéo

st =x1 =1,

S =x1+tx9=1—1=0,

S3 =r1+r9t+ax3=1—-14+1=1,

S4 :ZL’1+J,’2+LL’3+JI4:1—1+1—1:O,

(~)™ 41

e no caso geral vemos que s, = 5

a série > (—1)"*! é divergente.

nao € convergente, pois oscila entre 1 e 0. Portanto,
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Agora, vejamos um exemplo de série convergente.

Exemplo 3.7.3 (Série Geométrica). Sejam ¢, € Re n € N. A sequéncia z,, = cr"~! da origem a
Série geométrica:
o0
cr" ' =ctert+or®+or® 4

n=1

O numero r é chamado de razao da série.
Suponha que ¢ =1 e r # 1. Entao,

s1 =x1 =1,
S9 :I1+SC221+7’,
S =21+ 2o +x3=14+71~+712

S4 =T+ T+ a3 +T4=1471+1%473,

evemos que s, = 1 +r+ 72+ ...+ " é a progressdo geométrica de termo inicial 1 e razéo r.
Logo,

n n
ne1l 1—r"
S, = E T, = E r = .
1—r

k=1 k=1

Assim, vemos que a convergéncia de uma série geométrica depende do valor de sua razéo r.
De fato, é facil ver que

e Se |r| > 1, entdo a série geométrica diverge;

e Se |r| < 1, entdo a série geométrica converge para 1/(1 — r), isto &,

S . 1
Zr 1:1—7“'

n=1

Mais geralmente, quando ¢ é qualquer niumero real ndo nulo, (se ¢ = 0, entao a série converge,
obviamente.) temos que

> 1
E cr™ Tt = ,
1—r

n=1
quando |r| < 1, mas diverge quando |r| > 1.
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PARE E PENSE: Em alguns casos, o limite da série geométrica é bem intuitivo.
Por exemplo, suponha que vocé esta a 2 metros de uma parede e comecga a
andar em direcao a parede de modo que, a cada passo, vocé percorre a metade do
caminho restante. Nao importa a quantidade (finita) de passos que dé, vocé nunca
chegara a parede, mas uma grande quantidade (finita) de passos o deixara tao préximo
da parede quanto se deseje. (Veja a Figura 3.1) Entao, a distancia total percorrida neste
processo tem limite igual a 2 (metros). A distancia total apds n passos € a soma parcial
da série geométrica com razédor = 1/2 e ¢ = 1, ou seja,

> L=
N y

FPassos

2 1 1/2 0
Distancia ale & parada

FIGURA 3.1: Passos em dire¢éo a parede.

Exemplo 3.7.4. A série >~ 1/n é chamada de série harménica. Ja vimos, no Exemplo 3.5.6,

que esta série é divergente.
D

PROCURE NA WEB: Vocé pode encontrar varias outras informacdes interes- (itpt
santes sobre as séries geométrica e harménica na internet. Em particular, na

pagina da Wikipedia que trata dos assuntos.
Acesse o sitio

https://pt.wikipedia.org/wiki/
Qé faca uma busca por “série harmonica” ou “série geométrica". /
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Exemplo 3.7.5. Vamos analisar o comportamento assintético ° da série

o

1
ZnQ—l—n'

n=1

Os termos da sequéncia x, = 1/(n? + n), n € N, podem ser decompostos em uma soma de

fragbes parciais, isto é,
1
LTp = — — 5
n n+1

Vamos provar por indugao que a sequéncia s,, das somas parciais desta série satisfaz

para todo n € N.

1
S, =1— —— paratodon € N.
n+1

De fato, s; = x; = 1/2 = 1 — 1/2 e se, por hipdtese de inducéo, s, = 1 — 1/(k + 1), para todo

k < n, entao
+ 1 L +1 L 1 1
Sp = Sp— Tp=1—-—+ - — =1- —
! n—1)+1"n n+1 n+1

como queriamos. Agora é facil ver que

o0

1 1
g =lims,=1lim (1——)=1.
n2 +n n—00 n—00 n

n=1

SAIBA MAIS: A série do exemplo anterior € um exemplo do que se conhece como
série telescopica, nome obtido aparentemente devido ao cancelamento dos termos do
meio das somas parciais, causando o encurtamento da soma como acontece com um
telescopio.

Defini¢ao 3.7.6. Seja a,, uma sequéncia. Dizemos que uma série >~ | x,,, COM z,, = a,, — A1,
€ telescopica se suas somas parciais podem ser escritas na seguinte forma: s, = a; — a,1.

Note que, neste caso, a série converge se, e somente se, existe lim,, ., .

Desafio!

~

o)
n=1

Exercicio 3.7.7. Sabendo que log2 = > | “U"— 'mostre que

2%21—3@2,

n=1

Qercicio 3.7.8. Prove que Y7, 52 — 12 /

3Assintético € um adjetivo masculino singular que significa “aquilo que esté bastante préximo”. Assim, o compor-
tamento assintético de uma série, sequéncia ou fungéo, significa que estes se aproximam suficientemente de algum
objeto (nimero ou fungéo).
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O proximo teorema é uma consequéncia imediata das propriedades de sequéncias vistas no
Teorema 3.1.24.

Teorema 3.7.9. Sejam >z, e > _ vy, Séries convergentes.
a) SeceR,entdo > cx, =cd> zy,;
b) > (z, +y,) converge € > (z, + Yn) = D Tn + Y. Yn;
c) =, — 0.

Demonstracdo. Sejam X, =>;_ x,eY, = ,_, yx as sequéncias das somas parciais de 3 _ z,,
e > uya, respectivamente. Por hipotese, existem L, M € R tais que X,, — L e Y, — M. Desta
forma, segue do Teorema 3.1.24 que:

(@) Sp_jcop=cd 1 =cX, =3 cL,paratodo c € R;

n—oo

b) Sor (@ +uyr) = e+ yp=Xn+ Y, — L+ M;

n—oo

() Paran > 1,2, =31 2 — S apr=Xp— Xp 1 =3 L—L=0.
0

Observe que os itens (a) e (b) do teorema anterior mostram que o conjunto de todas a séries
convergentes é fechado para combinacoes lineares.

O item (c) é muito util, ja que sua contrapositiva da um excelente teste para identificar séries
divergentes.

Corolario 3.7.10 (Teste de divergéncia). Se z,, /4 0, entdo > _ z,, é divergente.

PARE E PENSE: O corolério anterior s6 serve para mostrar divergéncia, mas muitos
estudantes cometem o erro de “entender demais” o seu enunciado. Preste atengdo:

x,, convergir para zero ndo implica que a série seja convergente.

Basta lembrar da série harmoénica.

3.8 Séries positivas

Vimos alguns exemplos de séries convergentes onde € possivel determinar o limite, mas na
grande maioria das vezes isto é extremamente dificil ou mesmo impossivel. Em geral, ficamos
satisfeitos quando determinamos se uma série converge ou ndo e, no caso de convergir, pro-
curamos por algum valor que aproxime suficientemente seu limite. Por isso, o estudo de séries
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envolve o aprendizado de uma cole¢ao de teoremas que ajudam a decidir se uma série converge,
mas nado dizem qual é o limite desta série. Vocé provavelmente se lembra deles do seu curso
de calculo. Eles sdo chamados de testes ou critérios de convergéncia. Existem diversos desses
testes, mas demonstraremos aqui somente alguns dos mais conhecidos.

Como a convergéncia de séries é determinada pela convergéncia de suas somas parciais,
entdo as séries mais faceis de se estudar sdo aquelas com somas parciais bem comportadas.
Séries com sequéncias monoétonas de somas parciais certamente estdo entre os exemplos mais
simples.

Definicao 3.8.1. Dizemos que ) x,, € uma série positiva se x,, > 0, para todo n € N.

PARE E PENSE: A vantagem das séries positivas é que suas sequéncias de somas
parciais sdo nao negativas e crescentes. Como uma sequéncia crescente converge
se, e somente se, é limitada superiormente, entdo existe um critério bem simples para
determinar se uma série positiva converge. Muitos outros testes de convergéncia de
séries positivas dependem deste teste.

Teorema 3.8.2. Uma série positiva € convergente se, e somente se, a sequéncia de suas somas
parciais é limitada.

Alguns dos testes de convergéncia mais basicos sao os que envolvem algum tipo de com-
paracado. Nestes testes, o comportamento de uma série é deduzido a partir do comportamento
conhecido de outra série.

Teorema 3.8.3 (Teste da Comparagao para Séries). Sejam >z, € >y, duas séries positivas
tais que z,, < y,, paratodon € N.

a) Se )y, converge, entdo > z, converge;
b) Se > x, diverge, entdo > y, diverge;

Demonstragdo. Sejam X,, e Y,, as sequéncias das somas parciais de >z, € >_ y,, respectiva-
mente. Como as séries sdo positivas, entdo X, e Y,, sdo crescentes. Além disso, por hipotese

X, <Y,, paratodon € N. (3.7)

Desta forma,

(a) Se >y, converge para algum M € R, entdo (3.7) implica que M € uma cota superior de X,,.
Assim, o Teorema 3.2.2 garante que X,, € convergente, i.e., > z,, € convergente.

(b) Demonstre este item como exercicio. (dica: use o Teorema do sanduiche.) O
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PARE E PENSE: Embora o uso deste teste seja bem simples, existe um ponto funda-
mental: para usa-lo, antes vocé deve conhecer o comportamento de outras séries para
poder compara-las. Por esta razdo, um matematico prevenido sempre guarda alguns
exemplos conhecidos de séries em sua “caixa de ferramentas”.

Exemplo 3.8.4. J4 vimos que a série harménica > 1/n diverge para oo e sabemos que

1 1
0<p§1:>np§n:>—§—p, para todo n € N.
n n

Portanto, segue do Teorema 3.8.3 que a série Y 1/n? diverge para oo, sempre que 0 < p < 1.
Isto implica, por exemplo, que > 1/+/n é divergente.

Exemplo 3.8.5. Também segue do Teorema 3.8.3 que a série >_ (sen?n/2") converge. De fato,

pois

sen’n _ 1
n T on’

e a série geométrica ) 1/2" converge para 1.

—1<senn<1= para todo n € N,

O préximo teste ndo é tao simples, mas nos dara muitos exemplos para comparagao.

Teorema 3.8.6 (Teste da condensacdo de Cauchy?*). Se z,, € uma sequéncia ndo negativa de-
crescente, entao

> "z, converge <= » 2"z, converge.

Demonstracdo. Como x,, € decrescente, entao

Ty +To+ T3+ Ty + T5+ X+ X7+ Tg+ Tg+ -+ Ti5+T16+ (3.8)
HH N -~ o N -~
<2x9 <4x4 <8zg
e
Ty + Ty + T3+ Ty + T5+ Tg+ Ty +Tg+ Tg+ -+ T3 +T16 + - (3.9)
v RH A - 7 A\ -~ 7
>x9 >2xy4 >4xg >8z16

e vemos que, para 1 < n < m,

amtl_j

m 2m—1
Ty < 22”x2n <2 Z Tn.
n=1 n=2

Portanto, o teorema segue do teste de comparacgao. O

n=2

4A série > 2"xq. € as vezes chamada de série condensada associada a Y z,,.
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Exemplo 3.8.7 (p-séries). Para qualquer p € R fixo, a série ) | 1/n” é chamada de p-série. O caso
especial p = 1 é a série harménica. Observe que

S 2an =3 gy = L

€ uma série geométrica com razao 2' 7, entdo ela converge somente se 2! 7 < 1. Como 21?7 < 1
se, e somente se, p > 1, entdo segue do teste da condensacédo de Cauchy que a p-série converge
quando p > 1 e diverge quando p < 1. (mas nés ja sabiamos uma parte disso em fungéo do
Exemplo 3.8.4.)

~

SAIBA MAIS: As p-séries sao usadas com muita frequéncia nos testes de comparacao
e tém papel fundamental em varias linhas avancadas de pesquisa da Matematica, como
por exemplo Andlise Harmonica e Teoria dos Numeros.

Teorema 3.8.8 (Teste da comparacao no limite). Sejam > x,, € > v, séries positivas e L € (0, c0)

tais que
. Iy
lim — = L.

n—oo yn

Entdo, ambas convergem ou ambas divergem.

Demonstragdo. De fato, como lim,, ., (z,,/y,) = L € (0,00), entdo existe N € N tal que

n>N — n_p <1
Yn
Ty
- —-1l<—-L<1
Yn
Tn
— L-1<—<L+1
Yn

= (L — 1Dy, <z, < (L+ 1)y,
Portanto, o resultado segue do teste da comparagao para séries (Teorema 3.8.3). Il

Vejamos uma aplicacao deste teste onde se faz a comparacao do limite com uma série geo-
métrica.

Exemplo 3.8.9. Para testar a convergéncia (ou nao) da série > 1/(2" —n), consideramos as

sequéncias
1 o 1
T, = n = —.
on—p o T on
Como )
T, . onn ) 2" ) 1
lim—:hm21 = lim = lim — =1,

e > 1/2™ converge (para 1), entdo segue do teste da comparagao por limite que > 1/(2" —n) é
convergente.
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Desafio!
Exercicio 3.8.10. Mostre se as séries a seguir convergem ou divergem. \

o0

logn = 1 = 1 = 1 2 — (sen 3n)?
a b )Y ——— Ay e )y
)2 n >Zlogn )2 n3 +1 );\%Hl ); 2r sl

n=2 n=2 n=1

o0 o0

= =1 1 L e VrtI-Vn
!) Z (logn)k 9) Z (logn)" ") ; n+/nlogn i) ; ny/n ) ; Vn /
.

ﬁl’lVIDADE AVALIATIVA 6:

Exercicio 3.8.11. Prove que se > xz, € uma série convergente de termos positivos,
entdo > 22 é convergente.

Exercicio 3.8.12. Prove que se > z,, € uma série convergente de termos positivos e
(y,) € uma sequéncia limitada de termos positivos, entao > x,y, € convergente.

Exercicio 3.8.13. Prove que se (z,) e (y,) s@o sequéncias de termos positivos tais que
as séries > 22 e Y y2 convergem, entdo > z,y, converge.

Nao ha duvidas de que as séries mais importantes sdo as séries geométricas. Alguns testes
sao basicamente comparagcées com séries geométricas.

Teorema 3.8.14. (Teste da Raiz) Seja > z,, uma série positiva tal que lim,, ., /z,, = L. Entéo,
a) L <1= > =z, converge;
b) L >1= >z, diverge.

Demonstragdo. (a) Suponha que L < 1, entdo existe ¢ € (0,1) tal que L + ¢ < 1. Como
lim, . /Z, = L, entdo para este ¢ > 0, existe um N < N tal que (como visto na demonstra-
cao do teorema anterior)

n>N= (L—¢)" <z, <(L+e)".

Como (L + ¢)™ é o termo geral de uma série geométrica convergente (razédo < 1), entdao > z, é
convergente pelo teste da comparacao (Teorema 3.8.3).
(b) A demonstracao deste item é bem parecida com a do item (a). Suponha que L > 1, entado
existe € € (0,1) tal que L —e > 1. Como lim,, . {/z,, = L, entdo para este ¢ > 0, existeum N € N
tal que

n>N= (L—¢e)" <z, <(L+¢e)".

Como (L — &)™ € o termo geral de uma série geométrica divergente (razédo > 1), entdo > z, é
divergente, novamente, pelo teste da comparagéo (Teorema 3.8.3). O
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SAIBA MAIS: Sé incluimos o item (b) no enunciado do teste da raiz por uma questao
de plenitude. Em geral, ndo é mais facil calcular o limite de uma raiz do que verificar, por
inspecao, quando o termo geral de uma série nao converge para zero (Veja o Corolario
3.7.10). Mas pior € o fato de o teste ser inconclusivo quando lim,,_,, /z, = 1. De fato,
considere as p-séries > 1/n e > 1/n% Ja vimos que a primeira diverge, enquanto a
segunda é convergente. Como lim,, ,,, {/1/n = lim,_.,», {/1/n%? = 1, vemos que o teste

anonclusivo neste caso. /

Exemplo 3.8.15. Sejam a € R, tomado arbitrariamente e considere a série > na™. Entao,

Logo, segue do teste da raiz que a série converge quando a € (0, 1) e diverge quando a € (1, ).

lim vVna® =a lim /n = a.

n—oo n—oo

Obviamente, neste caso, a série diverge quando lim,, ., /z, = 1.

O préximo teste é outra consequéncia do teste da comparacgao.

Teorema 3.8.16 (Teste da Razdo). Seja > z,, uma série positiva tal que lim, o zpy1/2, = L.
Entao,

a) L <1= > x, converge;

b) L >1= )z, diverge.

Demonstragéo. Por hip6tese, para todo ¢ > 0 existe N € N tal que

n>N= (L—¢)x, <xp1 < (L+e)z,

(a) Se L < 1, suponha que L + ¢ < 1. Desta forma, obtemos por indugao que

Tnim <y (L+€)™, paratodom € N.

Segue, entao, que

n N n—N
n>N:>Zxk = Z$k+ Z Ty = Zxk+ZxN+k

k=1 k=N+1
N n—N

< Zxk—l—ZxN L—I—a ka+x]vz L+5
k=1 k=1

N
.’L’NL—i—{:‘)
< + L+ +
> mg o Z e,

0 que mostra que as somas parciais de ) _ x,, sdo limitadas. Portanto, a série converge.
(b) Se L > 1, suponha L — ¢ > 1. Entao, existe N € N tal que

Tnt1

n>N=1<(L—¢)< — 1, < Tpi1.

In

Portanto, x,, -/~ 0, o0 que implica que a série diverge.
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Exemplo 3.8.17. Paratodo = € R, a série ) |z"|/n! converge. De fato, para x = 0 a convergéncia

€ Obvia. Para x # 0, temos
n+1 1) n+1 | n |
|zt /(n + 1)! _ || nt ||| x| n! _ || <1,
] ] o e DU Je" (ot Dal - (nt 1)

e o teste da razdo garante a convergéncia da série.

SAIBA MAIS: Do ponto de vista pratico, o teste da razdo é mais facil de ser aplicado do
que o teste da raiz. Mas o teste da raiz na verdade “mais forte”, ou mais abrangente, no
sentido de que existem séries onde o teste da razao falha, mas o teste da raiz funciona.
Por outro lado, pode-se provar que sempre que o teste da raiz funciona, entéo o teste
da razao segue o mesmo resultado. (Nao demonstraremos este resultado aqui pois
para isto sdo necessarias ferramentas que nao apresentamos previamente. Mas seu
enunciado com demonstragdo pode ser encontrado em qualquer bom livro de Analise
Real.)

Vejamos um exemplo comprovando a observagéo anterior.

Exemplo 3.8.18. Considere dois numeros reais positivos « € b tais que a < b e defina a sequéncia
x, comegando com z; = a € multiplicando cada termo, alternadamente, por b ou por a, obtendo
assim

Ty =ab, x3=a%b, x,=a%?, x5=23d’b?....

De forma geral, obtemos a sequéncia

a" V2072 ge p & impar
T, = .
a2 se n é par
Assim, vemos que

Top1 @ HD/2p41)/2

nimpar = n+1par e z, = D b

e

npar — n+1impar e "l — aAR a.
Tn an/2pn/2

Encontramos, entédo, duas subsequéncias de (x,.1/x,), convergindo para limites diferentes. Se-
gue, pois, do Teorema 3.3.4 que nao existe lim,, ,, (z,11/x,). Logo, o teste da razdo nao se
aplica para a série > z,,. Por outro lado,

nimpar = /7, = Va+D/2pn—D/2 — (D 2npn=1)/20 _ (1/2)+(1/20)p1/D=1/20) _ \/gp /2
" b
e
npar = Yz, = Van/2pn/2 = gn/2npn/n — 1/2p1/2 _ \/@,
e concluimos que lim,, ., /z, = Vab, de onde vemos que o teste da raiz se aplica. (desde, é
claro, que ab # 1.)
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Desafio!

Exercicio 3.8.19. Mostre se as séries a seguir convergem ou divergem.
b on =~ /n L (n!)?

a);na, 0<a<l. b);z—n C>;(2n)!

—— = (n!)2a" . 2 — (sen 3n)? >
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Modulo 4

Limites e continuidade
de funcoes

Neste ultimo modulo vocé sera apresentado(a) as propriedades topoldgicas dos conjuntos de
nameros reais, além de revisar as nocoes de limite e continuidade de funcbes. Estes podem
parecer assuntos sem conexao, mas as caracteristicas topoldgicas do dominio de uma funcgéo
tém importante influéncia nas suas propriedades.

Comecamos apresentando algumas nocdes topologicas da reta real, definindo os conceitos
de conjuntos fechados, abertos e compactos e de pontos de acumulacao. Além disso, relaciona-
mos estes novos conceitos com o conceito de sequéncias e de infimo e supremo.

A seguir definimos o conceito de limite de fungao em um ponto, mostramos suas propriedades,
demonstramos o Teorema do Sanduiche e mostramos algumas aplicacées.

Finalmente, definimos os conceitos de continuidade e descontinuidade de funcdo em um
ponto, apresentamos suas propriedades e relacionamos com conceitos anteriores.

Introducao a Analise 97
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10¢ aula
(20/05/2016 - 30/05/2016)

Topologia da reta real

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender os conceitos de conjuntos abertos e fechados;

Compreender os conceitos de pontos de acumulacgao e isolados de um conjunto;

Compreender o conceito de vizinhang¢a de um ponto;

Entender o conceito de compacidade e sua caracterizagado sequencial;

Compreender o Teorema dos intervalos encaixados para conjuntos compactos;

Entender que o infimo e o supremo de um compacto existem e pertencem a ele.

- /

4.1 Conjuntos abertos e fechados

Definicao 4.1.1. Um conjunto A C R é aberto se para cada = € A, existe ¢ = £(a) > 0 tal que
(x —e,x4+¢) C A. Um conjunto F' C R é fechado se F° = R\ F' é aberto.

PARE E PENSE: A ideia principal aqui € que para cada ponto de um conjunto aberto
existe um espaco dentro do conjunto, em ambos os lados do ponto. Em outras pala-
vras, cada ponto de um conjunto aberto deve estar a uma distancia positiva (> 0) do
complemento do conjunto.

Exemplo 4.1.2. e E facil ver que cada intervalo aberto (a,b) é um conjunto aberto, pois se
a<zr<bee=min{xr—a,b—z},entdo (r —e,z+¢) C (a,b).

e Semi-retas abertas também sdo conjuntos abertos. E.g., sejam = € (a,00) € ¢ = = — a.
Entdo, (r —e,2 4+ ¢) C (a,0).

e Um conjunto unitario {a} é fechado. Para ver isto, suponha que x # a e considere ¢ = |x—al|.
Entdo, a ¢ (xr — e,z + ¢) e R\{a} deve ser aberto. Segue da definicao que {a} é fechado.
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e E claro que R é um conjunto aberto. Consequentemente, () = R¢ deve ser fechado.

PARE E PENSE: E um erro comum pensar que um conjunto deve ser aberto ou fe-
chado, pois a maioria dos conjuntos ndo é aberto nem fechado. Por exemplo, para o
conjunto S = [a,b), onde a < b, qualquer que seja c > 0, (a — &, a + €) ndo esta contido
em S e (b—e,b+ <) ndo esta contido em R\ S.

O préximo teorema diz que intersec¢des finitas de conjuntos abertos geram conjuntos abertos,
enquanto que qualquer unido de conjuntos abertos ainda é um conjunto aberto.

Teorema 4.1.3. (a) Se {A,: A € I'} e qualquer colegédo de conjuntos abertos, entéo (J, . Ay €
aberto.

(b) Se {A;:k=1,2,...,n} éuma colegdo finita de conjuntos abertos, entao (,_, Ax é aberto.
(c) Os conjuntos ) e R sdo abertos.

Demonstragéo. (a) Se = € |J, . A», entdo existe um indice A\, € I'talque x € A,,. Como z € A,,
é aberto, entdo existe ¢ > O tal que (v — ¢,z +¢) C Ay, C U, Ax. Isto mostra que [, . A\ €
aberto.

(b) Se z € N;_, A, entdo = € A, paratodo k = 1,2,...,n. Mas para cada k existe ¢, > 0 tal que
(x —ep,x +e;) C Ag. See =min{e; : k=1,2,...,n}, entdo (x — e,z +¢) C Ay, paratodo k, e
Isto mostra que x € (,_, Ax é aberto.

(c) 0 é aberto por vacuidade e R é aberto pois, qualquer que sejax € R, (r — e,z +¢) C R, para
todo € > 0. O

A aplicacdo das leis de DeMorgan ao teorema anterior fornece imediatamente o seguinte
resultado, que garante que unides finitas de conjuntos fechados geram conjuntos fechados, en-
quanto que qualquer intersecao de conjuntos fechados ainda é um conjunto fechado.

Corolario 4.1.4. (a) Se {F)\: A € I'} é qualquer colegdo de conjuntos fechados, ento (), Fi
e fechado.

(b) Se {F, : k = 1,2,...,n} é uma colegao finita de conjuntos fechados, entdo |J,_, F; é
fechado.

(c) Os conjuntos ) e R sao fechados.
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PARE E PENSE: Surpreendentemente, () e R séo abertos e fechados ao mesmo tempo.
Mas eles sdo os unicos subconjuntos de R com esta “dupla personalidade”, se consi-
derarmos esta definicdo de conjuntos abertos. Entretanto, € possivel definir conjuntos
abertos de outras maneiras e de forma que outros conjuntos, além de () e R, possam
ser abertos e fechados ao mesmo tempo. (explicamos isto a seguir)

Desafio!

~

Exercicio 4.1.5. Mesmo sendo muito facil, tente escrever a demonstracao do corolario
anterior. Isto é bom para treinar e melhorar a escrita.

Exercicio 4.1.6. Mostre que qualquer conjunto finito de nimeros reais é fechado.

A intersecao arbitraria de conjuntos abertos pode nao ser um conjunto aberto. De fato,
0 proximo exercicio da um exemplo dessa afirmagao.

Exercicio 4.1.7. Mostre que N2> ,(—1/n,1/n) ndo € um conjunto aberto.

Analogamente ao que acontece com os conjuntos abertos, a unido arbitraria de conjun-
tos fechados pode nao ser um conjunto fechado. O préximo exercicio da um exemplo
dessa afirmacao.

Exercicio 4.1.8. Mostre que U* (0,1 — 1/n] ndo é um conjunto fechado.

Exercicio 4.1.9. Mostre que o conjunto Z dos nimeros inteiros € um conjunto fechado.

Exercicio 4.1.10. Dé um exemplo de dois conjuntos que ndo sado abertos, tais que sua
unido é um conjunto aberto.

101



SAIBA MAIS: O Teorema 4.1.3 fornece um ponto de partida para uma area funda-
mental da Matematica, chamada de Topologia. As propriedades dos conjuntos abertos
motivam a seguinte defini¢ao.

Definicao. Seja X um conjunto qualquer, ndo necessariamente um subconjunto de R.
Dizemos que T € P(X) é uma topologia sobre X se

(i) 0 e X pertencemaT;
(i) Unibes arbitrarias de elementos de T s&o elementos de T ;
(iii) Intersegoes finitas de elementos de T sdo elementos de T.

O par (X,7) € chamado de espaco topologico. Os elementos de 7 sdo os abertos
do espaco topoldgico. Os conjuntos fechados do espaco topolégico sdo aqueles cujos
complementos séo abertos.

Se O = {A C R: A é aberto}, entdo o Teorema 4.1.3 mostra que (R, O) é um espacgo
topolégico chamado de topologia padrao de R. A topologia padrdo € a mais usada, mas
existem varias outras topologias possiveis sobre R.

4.2 Pontos de acumulacao e fechos

Vocé provavelmente ja percebeu, mas nao custa enfatizar: sempre que falamos em “nimero”
neste texto, sem qualquer explicacao adicional, entendemos que se trata de um numero real.
Como 0s numeros reais sao representados por pontos de uma reta, € comum usar a palavra
“ponto” ao invés de “numero”. Desta forma, “ponto x” significa “numero xz”.

Definicao 4.2.1. Um ndimero a € R é um ponto de acumulacido de um conjunto S C R se para
todoe >0

(a—e,a+e)NS\{a} #0.

O conjunto derivado de S € o conjunto S’ de todos os pontos de acumulagéo de S, i.e.,
S" = {x € R: x é um ponto de acumulagao de S}.
Se a € S\5’, dizemos que a € um ponto isolado de S.
Exemplo 4.2.2. e Se S = (0,1], entdo S ndo tem pontos isolados e S’ = [0, 1].
e SeT ={1/n:n €N}, entdo T" = {0} e todos os pontos de 7" sdo isolados.

Teorema 4.2.3. Um ponto a € ponto de acumulagcao de um conjunto S se e somente se existe
uma sequéncia {z,} C S\{a} tal que lim,_,, =, = a.
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Demonstragdo. (—) Suponha que a € S’. Entédo, paracadan € N, I,, = (a—1/n,a+1/n) contém
algum elemento z,, de S que é diferente de a. Ora, desta maneira obtemos uma sequéncia
{z,} € S\{a} tal que 0 < |x,, — a|] < 1/n, para todo n € N. Portanto, z,, — a.

(<) Suponha que {z, } € uma sequéncia de elementos de S\{a} que converge para a. Se ¢ > 0,
segue da definicdo de convergéncia de sequéncias que existe N € N tal que

n>N=uz,€S5N(a—¢c,a+e)\{a}.

Isto mostra que SN (a —¢,a+¢)\{a} # 0 e que a deve ser um ponto de acumulagdo de S O

PARE E PENSE: Observe que os pontos de acumulacdo de um conjunto S n&o preci-
sam pertencer a S, mas os pontos isolados de S devem pertencer a S. Em um certo’
sentido, pontos de acumulagéo e pontos isolados de um conjunto S sdo definicdes
opostas. As definicdes podem ser re-estabelecidas da seguinte forma:

e a é um ponto de acumulagdode S <= Ve >0, SN(a—e,a+¢e)\{a} #0

\o a éumpontoisoladode S <= 3 >0, SnN(a—e,a+e)\{a}=0 /

Existe uma terminologia capaz de simplificar os enunciados dos resultados anteriores. Se
a € Re A C R éum conjuntos aberto contendo a, entdo dizemos que A € uma vizinhanca de a.

Definicdo 4.2.4. Sejam ¢ > 0 e a € R. O intervalo aberto V. = V., = (a — ¢,a + ¢) é chamado de
e-vizinhancga de a.

Com esta nova nomenclatura chegamos ao seguinte enunciado.

Corolario 4.2.5. Seja S C R.

(i) a € um ponto de acumulacao de S se e somente se toda vizinhanca de a contém infinitos
elementos de S;

(i) a €um ponto isolado de S se e somente se existe vizinhanga de a contendo uma quantidade
finita de elementos de S.
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Desafio!

~

Exercicio 4.2.6. Quando todos os pontos de um conjunto sao isolados, dizemos que
tal conjunto é discreto. Dé dois exemplos de conjuntos discretos.

Exercicio 4.2.7. O conjunto N tem pontos de acumulacao? Quais sao os pontos isola-
dos de N?

Exercicio 4.2.8. Mostre que 0 é o Unico ponto de acumulagéo de

A=1{1,1/2,1/3,1/4,1/5,...}.

Exercicio 4.2.9. Quais sdo os pontos de acumulacdo dos intervalos (—1,4), (—1,4],
[—1,4) e [-1,4]? Ha pontos isolados nestes conjuntos?

O préximo teorema € uma generalizacdo do Teorema 3.3.7. Ele diz que todo conjunto limitado
e infinito tem pelo menos um ponto de acumulagéo.

Teorema 4.2.10. [Bolzano-Weierstrass] Se S C R é limitado e infinito, entdo S’ # (.

Demonstragdo. Para realizar esta demonstracao, introduzimos a seguinte notacao: se I = [a, b]
é um intervalo fechado, denotamos sua metade esquerda por I* := [a, (a + b)/2] € sua metade
direita por 17 := [(a + b)/2,b].

Suponhamos que S é limitado e infinito. Como S é limitado, entdo existe um intervalo fechado
I} = [—a,a] contendo S. Como S € infinito, entdo pelo menos um dos dois conjuntos I N S ou
IP NS éinfinito. Seja I, o tal conjunto infinito, I NS ou I NS. Logo, I NS ou IP NS é infinito e
denotamos por ;3 a metade de I, que € infinita, ou seja, Is = I¥ NS ou I3 = I’ N S. Continuando
esta construcao, obteremos uma sequéncia de intervalos fechados ndo vazios I,,, n € N, tais que
para cada n, I, NS é infinito e

]13123133"'31713]714-13"'~

Segue do Teorema 3.4.2 (dos intervalos encaixados) que existe zo € (), 1.

Para verificar que z, é ponto de acumulacao de S, note que o comprimento de cada I,, € igual
aa/2"?% See>a/2"?% entdo x, € I, C V.,. Como I, NS é infinito, entdo S N V., \{zo} # 0.
Portanto, x, € ponto de acumulacéao de S. [

No préximo teorema caracterizamos os conjuntos fechados. Ele diz que os conjuntos fecha-
dos sao aqueles que contém todos os seus pontos de acumulacgao.

Teorema 4.2.11. Um conjunto F' C R é fechado se e somente se ' C F.

Demonstragdo. (=) Suponhamos que F é fechado e a« € F'. Se a ¢ F, entdo F° € uma
vizinhanga de a que ndo intersecta F. Ora, mas isto contradiz o fato de a ser ponto de acumulagao
de F'. Portanto, a € F.
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(«<=) Vamos provar que F° é aberto. Suponhamos que F’ C F. Logo, se a € F°, entdo a £ F' e,
consequentemente, a ndo é ponto de acumulagao de F. Desta forma, deve existir ¢ > 0 tal que

V.aNF=0= V., CF".
Isto implica que F© é aberto e assim concluimos que F' é fechado O

Definicdo 4.2.12. O fecho de um conjunto S é o conjunto S = SU 5.

PARE E PENSE: Para o conjunto S = (0, 1] do Exemplo 4.2.2, temos S = [0,1] = 5.
Por outro lado, para o conjunto 7' = {1/n : n € N} do mesmo exemplo, vemos que
T = T U {0}. Note que o Teorema 4.2.11 garante que o fecho de um conjunto é um
conjunto fechado. Uma maneira eficiente de ver isto € observando que o fecho de um
conjunto S é o menor conjunto fechado que contém S (ou a intersecdo de todos os
fechados contendo ).

Desafio!

Exercicio 4.2.13. Dé dois exemplos de conjuntos que sao iguais a seus fechos.
Exercicio 4.2.14. Quais sao os fechos dos intervalos (—1,4), (0,4], [1,6) e [-3,0]?

Exercicio 4.2.15. Qual éofechode A = {1,1/2,1/3,1/4,1/5,...}.

A seguir, generalizamos o Teorema dos intervalos encaixados (Teorema 3.4.2).

Corolario 4.2.16. Se {F,, : n € N} € uma colegdo encaixada de conjuntos ndo vazios, fechados
e limitados, entéo (2, F,, # 0.

Demonstragdo. Como cada F,, é ndo vazio, podemos construir uma sequéncia {z, } satisfazendo
x, € F,, para cadan € N. Como

FOF> D F, DF D -,

vemos que {z,} C Fi. Alimitacdo de F} implica que {z,,} € uma sequéncia limitada, entdo segue
do Teorema de Bolzano-Weierstrass que {z,,} tem uma subsequéncia {y, } convergindo para um
ponto a.

Para concluir a demonstracdo, devemos mostrar que a pertence a todos os F,,. De fato,
fixemos no € N. Como {y,} é uma subsequéncia de {z,} e z,, € F,,, segue da hipétese de
encaixamento que y, € F,,, para todo n > n,. Usando o fato de que y, — a, vemos que
a € F) = F,,. Como n, foi tomado arbitrariamente, segue que (,~, F,, # 0. O
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4.3 Conjuntos compactos

Nesta secao vocé conhecera um pouco de uma das classes mais importantes de subconjuntos da
reta real: os conjuntos compactos. O conceito de compacidade € uma extensao topologica das
ideias de finitude e limitagdo. O inicio do estudo das propriedades dos conjuntos compactos se
deu no final do século XIX, através dos esforcos dos matematicos Emile Borel e Henri Lebesgue
e suas observagdes acerca de intervalos fechados e limitados da reta real.

Defini¢ao 4.3.1. Dizemos que um conjunto fechado e limitado K C R é chamado de compacto

PARE E PENSE: Conjuntos finitos e intervalos fechados e limitados s&o os exemplos
mais simples de conjuntos compactos. Entretanto,

e Um intervalo aberto (a, b) é limitado, mas nao é fechado. Logo, ndo € compacto;

e O conjunto Z é fechado, mas néo é limitado. Portanto, ndo € compacto.

O préximo teorema da uma das varias equivaléncias dos conjuntos compactos.

Teorema 4.3.2. Um conjunto K C R é compacto se e somente se toda sequéncia de pontos em
K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Demonstragdo. (=) Suponhamos que K C R seja compacto e {z,} C K seja uma sequéncia.
Como K é limitado, entdo {z,} também deve ser limitada e segue do Teorema de Bolzano-
Weierstrass que {z, } possui uma subsequéncia {y, } convergindo, digamos para L. Assim, temos
L € K' = K, pois K é fechado.

(«<=) Seja K C R um conjunto tal que toda sequéncia de pontos de K possui subsequéncia
convergindo para um ponto de K.

e Se K nao fosse limitado, entdo para cada n € N existiria z,, € K tal que |z,| > n. A
sequéncia {z,} obtida desta forma nao possuiria subsequéncia limitada, logo nao teria
subsequéncia convergente. Portanto, K é limitado.

e Se K nao fosse fechado, entdo existiria a € K’ tal que a ¢ K. O Teorema 4.2.3 garantiria a
existéncia de uma sequéncia {z,,} C K tal que z,, — a. E claro que nenhuma subsequéncia
de {z,} vai convergir para algum elemento de K, pois todas convergem para a, que nao
pertence a K.
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@IBA MAIS:

Definicao 4.3.3. O maior elemento de um conjunto X € R é chamado de elemento
maximo de X e denotado por max X, enquanto que o menor elemento de X é chamado
de minimo de X e é denotado por min X.

Observacao 4.3.4. Seja K um conjunto compacto em R. Como K é limitado, entao
existem a = inf K e b = sup K. Logo, a,b € K' = K, pois K é fechado. Assim, temos
que a é o elemento minimo de K e b é o elemento maximo de K.

Segue deste raciocicio que se K C R € compacto, entdo existem a,b € K tais que

\ a<x<b VrekK. /

Desafio!

Exercicio 4.3.5. O conjunto ZN [0, 10] € compacto? Justifique sua resposta.
Exercicio 4.3.6. O conjunto Q é compacto? Justifique sua resposta.

Exercicio 4.3.7. O conjunto QN [0, 1] € compacto? Justifique sua resposta.

ATIVIDADE AVALIATIVA 7:

Exercicio 4.3.8. Prove que se F é fechado e K é compacto, entdo F' N K é compacto.
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11¢ aula
(27/05/2016 - 06/06/2016)

Limites de funcoes

4 )
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de limite de fungdes e suas propriedades;

e Provar limites usando a definicao;

e Aplicar o Teorema do Sanduiche;

e Compreender o conceito de limites laterais.

- J
Em [5], Avila diz que, historicamente, o conceito de limite surgiu depois do conceito de de-
rivada, a partir da necessidade de calcular limites de razdes de incrementos (0os quocientes de
Newton) que, em geral, sdo do tipo 0/0. Percebe-se entdo que os exemplos mais interessantes
de limites envolvem situac6es compreensiveis somente para quem ja esta familiarizado com um
conjunto consideravel de funcdes. Isto comeca a acontecer nos cursos de calculo, onde os pri-
meiros exemplos interessantes apresentados sdo os limites de senx/x e (1 — cosz)/z, quando x
tende a 0.

Recorde que quando estudamos limite, estamos interessados em identificar o comportamento
de uma funcéo f(z) em uma vizinhanga de um ponto de acumulagao do dominio de f, ponto este
qgue pode nem pertencer ao dominio. Por exemplo, x = 0 ndo esta no dominio de f(x) = senz/x,
mas esta funcao esta definida em todos os outros nimeros reais e isto nos leva a questionar o
que ocorre com os valores f(x) para x bem préximo de 0.

4.4 Limites

Defini¢ao 4.4.1. Sejam D C R,a € D' e f : D — R uma fungéo. Dizemos que L € R é o limite de
f(z) quando z tende a a, se para cada e > 0, existir 6 = d(e,a) > 0 tal que

reD e 0<|lz—al<d=|f(z)—L|<e.

Quando isto acontece, denotamos
lim f(z) = L.
109



PARE E PENSE: Observe atentamente que o limite de f(xz) em um ponto a é determi-
nado exclusivamente pelos valores de f nos pontos proximos de a que sao diferentes
de a. De fato, a € um ponto de acumulagao de D e pode nem pertencer ao dominio D
de f.

Note também que o valor de § pode depender do valor de ¢ e do ponto a. Isto significa
que o valor de § para cada ponto a € D’ pode variar quando o valor de ¢ variar.

AT ' |"5 ..|"|| .|'|'| 'l‘ r‘j

FIGURA 4.1: A figura mostra uma maneira de se pensar no limite de f(z)
quando z — xg. Observe que se lgn f(z) = L, entdo o
T—T0

grafico de f deve estar contido no retangulo (z¢ — 9, z¢g +9) x
(L —¢, L +¢), exceto possivelmente o ponto (zo, f(zo))-

A definigao de limite pode ser reescrita da seguinte forma: lim f(x) = L se, e somente se,
r—a
para todo ¢ > 0, existir > 0 tal que

reDNVs,\{a} = f(z) e (L—¢e,L+¢).
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.4.2. Se f(z) = ¢ é uma fung¢do constante de a € R, entdo quaisquer que sejam os
nameros positivos ¢ e 9,

reRNVs \{a} = |f(x) —c|=|c—¢c]=0<ce.

Isto mostra que que o limite de uma fungéo constante existe em todos os pontos de seu dominio
e o valor deste limite é o valor da fungao.

Exemplo 4.4.3. Sejam f(z) =z,a € Ree =4 > 0. Entao,

reRNVs \{a} = |f(x) — fla)|=|x —a| <d=c.
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Isto mostra que a fungao identidade tem limite em todos os pontos de R e seu limite € justamente
o valor da fung&o no ponto.

2 2
FIGURA 4.2: A fungdo f(z) = (22% — 8)/(x — 2), do Exemplo 4.4.4. Note

que o gréfico é uma reta com um buraco.

Exemplo 4.4.4. Seja f(z) = % Neste caso, o dominio de f é o conjunto D = R\{2}. Afirma-
mos que li_% f(z) = 8. Para ver isto, tome ¢ > 0 e escolha ¢ € (0,£/2), 0 que implica que 2§ < «.
Assim,

O<|z—2<d0=|f(x)—8] = P >

= [2(z+2) - 8|
= 2z—-2|<20<e

23;2_8_8‘ (_‘M_S'_‘Q(x+2)(x—2) _8’)

Exemplo 4.4.5. Seja f(x) = vz + 1. Entdo, o dominio de f é o conjunto D = [—1, o). Afirmamos
que lirglf(x) = 0. De fato, dado ¢ > 0, escolha § € (0,£%). Isto implica, obviamente, que

0 <6 < e. Destaforma,sez € DN Vs—1\{—1}, entéo
O<|z—(-1)|<d=0<z—(-1)=2+1<4,

e isto implica que

1f(z) =0l =V +1<Vi<e.

Exemplo 4.4.6. Se f(z) = '”;—‘ entdo o dominio f € D = R\{0}. Aqui temos que 0 € D', mas ndo
existe liII(l) f(x). (Veja a Figura 4.3). De fato, suponha que existe L = lin% f(x),tomee=1ed > 0.

T— Tr—r
SeL>0e—-6<xz<0,entdo

flz)=—-1< L —e¢.
SeL<0e0<uz<d,entdo
flx)=1>L+e.
Estas desigualdades mostram que quaisquer que sejam L € Re ¢ > 0, sempre existira um x com
0< |z| <dtalque |f(x) — L| > e.
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FIGURA 4.3: Esta figura mostra o gafico da fungéo f(z) = |z|/x, do Exem-
plo 4.4.6.

Desafio!

~

Exercicio 4.4.7. Demonstre o0 seguinte teorema.
Teorema 4.4.8. Se existir, o limite de uma fungéo sera unico.
Exercicio 4.4.9. Prove, usando a Defini¢éo 4.4.1, que lim,_,5 (3z + 5) = 11.

Exercicio 4.4.10. Prove, usando a Definicdo 4.4.1, que lim, ., (ax +b) = azo + b,
quaisquer que sejam xg,a,b € R.

Qercicio 4.4.11. Prove, usando a Definicao 4.4.1, que lim,_,3 % = 6. /

PARE E PENSE: Em muitas ocasides vocé pode precisar utilizar a nao existéncia do

limite de uma fungédo como hipdtese para demonstrar algo. Por isso € bom saber que

se f: D — Rumafuncao, a € D’ e lim f(x) # L significa que existe ¢ > 0 tal que para
Tr—a

cada d > 0, existe z € V5, N D\{a} tal que |f(z) — L| > ¢.

Vocé deve ter percebido que existe uma 6bvia semelhanca entre as definicdes de limite de
funcdes e de limite de sequéncias. O teorema a seguir explicita esta semelhanca e da uma outra
forma de provar fatos sobre fungdes.

Teorema 4.4.12. Sejam f : D — Rumafungdo e a € D'. lim f(x) = L se e somente se para

Tr—a
toda sequéncia {z,} C D\{a} tal que z,, — a, tem-se f(z,) — L.
Demonstragdo. (=) Suponhamos que lim f(z) = L e {x,} C D\{a} € tal que z,, — a. Seja «.
Tr—a
Existe § > 0 tal que |f(z) — L| < ¢, sempre que = € V;,\{a}. Como z, — «a, entdo existe N € N
tal que

n>N=uz,€V;, = |f(zn) — L| <e.
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Portanto, f(x,) — L.

(<) Suponhamos agora por contradi¢cdo que para toda sequéncia {x,} € D\{a} tal que z,, — a,
tem-se f(z,) — L, mas }Uigglf(fv) # L. Entdo, existe ¢ > 0 tal que cada § > 0 possui uma
vizinhanga = € V5, N D\{a} tal que |f(z) — L| > . Em particular, para cada n € N, deve existir
T, € VimaeND\{a} talque |f(z,)—L| > . Como z,, — a, chegamos a uma contradi¢do. Portanto,

lim f(z) = L. O

~

SAIBA MAIS: O teorema anterior é frequentemente usado para demonstrar que um
limite ndo existe. Suponha que vocé queira mostrar que ndo existe o limite lim f(z).

T—a
Existem duas estratégias:

e encontrar um sequéncia {z,} € D\{a} tal que z, — a e {f(z,)} ndo tem limite;

e encontrar duas sequéncias {z,},{y.} € D\{a} tais que z,, —» a e y, — a, mas
{f(zn)} e {f(yn)} tém limites diferentes.

Em ambos os casos, o Teorema 4.4.12 anterior mostra que ndo existe lim f(z).
Tr—a

Por exemplo, para provar a nao existéncia do limite do Exemplo 4.4.6, vocé poderia ter
escolhido a sequéncia =, = (—1)"/n e verificado que f(z,) oscila entre —1 e 1. Ou

poderia ter escolhido as sequéncias y,, = 1/n e z, = —1/n e verificado que f(y,) — 1,
enquanto f(z,) — —1. (veja a Figura 4.3)

iy [ f\ e el

05} ' P

-5

—-11dF !

FIGURA 4.4: Esta figura mostra na cor azul o grafico de f(z) = sen(1/x),
do Exemplo 4.4.13. Note que ha uma quantidade infinita de
oscilagdes em qualquer intervalo aberto contendo 0.

Exemplo 4.4.13. O dominio da fung¢é@o f(z) = sen(1/z) € o conjunto D = R\{0} e, obviamente,
0 € D'. As sequéncias a, = - e b, = —

= Gnin)- estao contidas em D e ambas decrescem para zero

(a, — 0eb, — 0). Além disso, f(a,) =0e f(b,) = 1, paratodo n € N. Segue do Teorema 4.4.12
que nao existe lig% f(z). (veja a Figura 4.4)
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Desafio!

Exercicio 4.4.14. Use o Teorema 4.4.12 para mostrar que lim,_,, |z|/z ndo existe.

Exercicio 4.4.15. Dé um exemplo de uma fungéo f tal que ndo exista lim,_, f(z), mas
tal que exista lim, o | f(2)]

Outra ferramenta muito util para calcular limites de funcdes é a versao do Teorema do San-
duiche obtida com a ajuda do Teorema 4.4.12.

Teorema 4.4.16. Suponha que f, g e h séo fungdes definidas em D com

f(z) < g(x) < h(z), VeeD.
SeaecD'e 1i_r>n f(z) = lim h(z) = L, entdo lim g(z) = L

Tr—a r—a

Demonstragdo. Seja {z,} qualquer sequéncia em D\{a} tal que =, — a. Segue do Teorema
4.412 que f(z,) — L e h(x,) — L. Como,

f(zn) < g(zn) < W(x,), Vn €N,

entdo o Teorema do Sanduiche para sequéncias garante que g(z,) — L. Uma outra aplicagéo
do Teorema 4.4.12 mostra que lim g(z) = L
r—a

]
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FIGURA 4.5: Esta figura mostra na cor azul o gréficode f(z) = zsen(1/z),
do Exemplo 4.4.17. As retas limitantes nas cores roxa e ama-
rela sdo os graficos de y = = e y = —x, respectivamente.

Note que ha uma quantidade infinita de oscilagdes em qual-
quer intervalo aberto contendo 0.
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Exemplo 4.4.17. Se f(xz) = xsen(1/x), entdo o dominio de f é o conjunto D = R\{0} e 0 € D'.
Como
—1<sen(l/z) <1, Vax#0,

multiplicando por =, obtemos
—z <zsen(l/x) <z, Vz#0.

Além disso, lig(l)x = lim (—z) = 0. Segue do Teorema do Sanduiche que

z—0

glclg(l)xsen(l/x) =0.

Desafio!

Exercicio 4.4.18. Esboce o gréfico da fungdo f(z) = 22 sen (1/z). Depois, use o Teo-
rema 4.4.16 para mostrar que lim, o f(z) = 0.

ﬁl’ IVIDADE AVALIATIVA 8:
Exercicio 4.4.19. Demonstre o seguinte corolario do Teorema do Sanduiche.

Corolario 4.4.20. Se lim,,,f(z) = 0 e g(z) é uma fungdo limitada, entéo
lim, ,, f(x)g(x) =0

Exercicio 4.4.21. Use o corolério anterior para verificar os limites do Exemplo 4.4.1 7e/

w Exercicio 4.4.18

Como ja deveria ser esperado, o limite de fungcdes tem propriedades algébricas semelhantes
as propriedades do limite de sequéncias. E o que mostra o préximo teorema.

Teorema 4.4.22. Sejam f,g : D — R duas fungbes e a € D'. Se lim f(z) = L e lim g(z) = M,

r—a T—a

entao

() Tim [f(2) + g(x)] = L + M;

Tr—a

(i) lim [f(z) — g(2)] = L — M;

Tr—a

(iii) lim f(x)g(x) = LM;

Tr—a

(iv) lim Af(z) = AL, VYA€ER;

T—ra

(v) im1/f(z)=1/L,se L #0.

r—ra
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Demonstragdo. Suponha que {z,} é uma sequéncia de elementos de D\{a} convergindo para
a. Entdo, o Teorema 4.4.12 implica que f(z,) — L e g(z,) — M. Assim, os itens (i)-(v) seguem
imediatamente do Teorema 3.1.24. O

Exemplo 4.4.23. Seja f(z) = 3z + 2. Se gi1(z) = z, go(x) = 3 e gs(z) = 2, entdo obtemos
f(z) = ga(x) g1 () + g5(). Segue dos Exemplos 4.4.3 e 4.4.2 que

lim ¢ () =a, limgy(z) =3, limgs(z)=2.

T—a T—a r—a

Desta forma, os itens (i) e (iv) do Teorema 4.4.22 garantem que

lim f(z) = lim go(x) lim gy (z) + lim g3(z) = 3a + 2.
r—a r—a r—a

r—a

PARE E PENSE: Observe que o valor do limite encontrado no ultimo exemplo é igual a
f(a). Para ser mais preciso, encontramos '

lim f(z) =3a+2 = f(a).
Da mesma forma, pode ser provado que para toda fungéo racional (razédo de poliné-
mios) f(x) = p1(x)/p2(x), vale
lim f(z) = f(a),

r—a

Qmpre que existir f(a), ou seja, sempre que a € D. /

4.5 Limites laterais

Defini¢ao 4.5.1. Sejam f : D — R um fungéo e a um ponto de acumulagao de (—oo,a) N D.
Dizemos que f tem limite lateral pela esquerda de a se para todo ¢ > 0, existir 6 > 0 tal que
f((a—é,a)ﬂD)) - (L_€7L+€)'

Neste caso, denotamos lim f(z) = L.

T—a

Definicao 4.5.2. Sejam f : D — R um func¢do e a um ponto de acumulagéo de (a,o0) N D.
Dizemos que f tem limite lateral pela direita de a se para todo ¢ > 0, existir § > 0 tal que
f((a,a+d6)ND)) C(L—e,L+e).

Neste caso, denotamos lim f(z) = L.

z—at
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SAIBA MAIS: Ambos os limites definidos nesta secdo sdo chamados de limites laterais
de | em a. Quando eles sao diferentes, diz-se que o grafico da funcao f “da um salto”
em a. E 0 que ocorre no Exemplo 4.4.6, onde f(z) = |z|/x, x € R\{0}, lirg_ flz)=-1

e liIélJr f(z) = 1. (veja a Figura 4.3)

Desafio!

Como no Teorema 4.4.12, os limites laterais também podem ser reformulados em tQ
mos de sequéncias.

Teorema 4.5.3. Sejam f : D — R uma funcgéo.

(i) Seja a um ponto de acumulagéo do conjunto (—oc,a) N D. Entdo, lim f(z) = L

T—a—

se e somente se para toda sequéncia {z,,} C (—o0,a) N D tal que z,, — a, tem-se
f(z,) — L.

(i) Seja a um ponto de acumulagéo do conjunto (a,c0) N D. Entao, lim+ f(z) =L

T—a

se e somente se para toda sequéncia {z,} C (a,00) N D tal que z,, — a, tem-se
f(z,) — L.

Demonstracdo. A demonstracdo € semelhante a demonstracdo do Teorema 4.4.12 e
portanto sera deixada para que vocé a escreva. ]

O proximo teorema diz que uma fungéo tem limite L em um ponto a se e somente se ambos
os limites laterais de f em a existirem e se forem iguais.

Teorema 4.5.4. Sejam f: D — Rum fungédo e a € D. Entao,

lim f(z) = L <= lim f(z) =L = lim f(x)

z—a z—a~ z—at

Demonstracdo. A demonstracdo é deixada como exercicio. Tente resolver. O

Teorema 4.5.5. Se f : (a,b) — R é uma fungdo mondtona (crescente ou decrescente), entao
existem os limites laterais de f em todos os pontos de (a, b).

Demonstragdo. Para ser mais especifico, suponha que f é crescente em (a,b) € xzy € (a,b).
Sejam e > 0 e L = sup{f(z) : a« < x < b}. De acordo com o Corolério 2.3.11, deve existir
x € (a,z9) talque L — e < f(z) < L. Defina § = z¢9 — z. Se y € (zo — 6, z9), €ntdo

L—e<flz)<fly) <L
Isto prova que lim+ f(z) = L.

CE—)&L'O
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A demonstracdo de que lim f(x) = L € semelhante e portanto € deixada como exercicio

(IZ—}.’I)O

para vocé praticar.
Para demonstrar o caso em que f é decrescente, considere — f ao invés de f. H

Desafio!

Exercicio 4.5.6. Demonstre o teorema anterior para o caso em que f é decrescente.\

Exercicio 4.5.7. Suponha que lim, .o+ f(z) = L e que existe 6 > 0 tal que f(z) > 0,
para todo x € (0,9). Prove que L > 0.

Exercicio 4.5.8. Suponha que lim,_ .o+ f(z) = L e que existe 6 > 0 tal que f(z) < 0,
para todo x € (0,9). Prove que L < 0.

Exercicio 4.5.9. Suponha que lim, .o~ f(x) = L e que existe 6 > 0 tal que f(z) > 0,
para todo z € (—9,0). Prove que L > 0.

Exercicio 4.5.10. Suponha que lim, ,o- f(z) = L e que existe § > 0 tal que f(z) < 0,

wra todo = € (—4,0). Prove que L < 0. /
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12 aula
(03/06/2016 - 13/06/2016)

Continuidade

4 N
Objetivos especificos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de continuidade, suas propriedades e consequéncias;
e Compreender o conceito e os tipos de descontinuidade;

e Compreender o Teorema dos valores extremos.

- /

4.6 Continuidade

Definicao 4.6.1. Sejam f : D — R um funcéo e a € D. Dizemos que f é continua em a se para
cada ¢ > 0, existir 6 = d(¢,a) > 0 tal que

reD e |r—a|l<d=|f(x)— fla)| <e.

Neste caso, dizemos que a € um ponto de continuidade de f. Caso contrario, dizemos que a €
um ponto de descontinuidade de [ ou que f é descontinua em a.

O proximo teorema apresenta varias formas de entendimento desta definigdo. Nao ha neces-
sidade de provar este teorema. Apenas tente entender cada equivaléncia.

Teorema 4.6.2. Sejam f : D — Rum fungéo e a € D. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes.
(i) f é continua em a;

(i) Paratodo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
r€(a—0d,a+8)ND = f(x) € (f(a)—¢, f(a)+¢);

(iii) Paratodo ¢ > 0, existe § > 0 tal que f(V5, N D) C VL f(a)-

Exemplo 4.6.3. A fungéo f : R — R definida por

o) = {25—_28 e

8 , Sex =2,

é continua em 2, como garante o Exemplo 4.4.4.
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flza) + €
flrg) +
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FIGURA 4.6: A figura mostra uma maneira de se pensar na continuidade
de f(z) em um ponto xy de seu dominio. Note que, dado
e > 0, 30 > 0 tal que, para pontos suficientemente proximos
de z, o grafico de f esta dentro do retangulo
(zo — 0,20 + 6) X (f(wo) — €, f(z0) +€).

PARE E PENSE: Existe uma sutil diferenca entre o tratamento do dominio da fungao
nas definicoes de limite e de continuidade. Na definicdo de limite, o “ponto alvo” a
deve ser necessariamente um ponto de acumulagdo do dominio, mas nao precisa, na
verdade, pertencer ao dominio. Ja na definicdo de continuidade, o “ponto alvo” a deve
pertencer ao dominio.

O préximo exemplo mostra uma consequéncia desta diferenca.

Exemplo 4.6.4. Se f : Z — R € uma funcao qualquer, entao todos os pontos de Z sdo pontos de
continuidade de f. Para ver isto, considere np € Z,c e 6 = 1. Se x € Z, com |z — ng| < 0, entdo
r = ng. Segue que |f(x) — f(no)| = 0 < e. Portanto, f é continua em n.

Este exemplo motiva o enunciado do seguinte teorema.
Teorema 4.6.5. Sejam f: D — Rumfungdoea € D.

(i) Sea € D', entdo f é continua em a se e somente se lim f(x) = f(a);

r—a

(i) Se a é ponto isolado de D, entéo f é continua em a.

Demonstracdo. Comegamos provando o item (ii), que é mais facil. Suponha que « € um ponto
isolado do dominio D de f. Entdo existe § > 0 tal que Vs, N D = {a}. Logo, qualquer que seja
e > 0, a definicdo de continuidade sera satisfeita com este 9, pois

reD e zeV,=|f(zx)— fla)]=0<e.
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Agora, com relacdo ao item (i), temos: (=) A definicdo de continuidade diz que f € continua
em a se e somente se para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

re€(a—d,a+6)ND = f(z) € (f(a) —e, f(a) +e).

A definigao de limite diz que lim f(z) = f(a) se e somente se para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

T—ra

z € (a—d,a+6)ND\{a} = f(x) € (f(a) —¢, f(a) + ).

Comparando as duas definices, concluimos que se f € continua em a, entdo lim f(x) = f(a).
(<) Reciprocamente, suponhamos que }L}E}; f(z) = f(a) etomemos e > 0 e 511a5(5,a) > 0, de
acordo com a definicdo de limite. Se = € V5, N D\{a}, entdo f(x) € (f(a) — ¢, f(a) +¢). Segue
que se = = a, entao

f(x) = f(a) = f(a) = fla) =0 <e.
Portanto, quando = € V5, N D, entdo f(x) € (f(a) — ¢, f(a) +€), € vemos que f é continua em
a. ]

Exemplo 4.6.6. Segue do Exemplo 4.4.2 e do Teorema 4.6.5 que uma fungao constante f(z) = ¢
qualquer é sempre continua em todos os pontos de seu dominio.

Exemplo 4.6.7. Analogamente, o Exemplo 4.4.3 e o Teorema 4.6.5 garante a continuidade da
funcao identidade f(x) = z em todos os pontos de seu dominio.

Corolario 4.6.8. Sejam f : D — R um funcdo e a € D. Entao, f € continua em a se e somente
se lim f(z,) = f(a), para toda sequéncia {z,} C D tal que z,, — a.
n—oo

Demonstracdo. Uma combinac¢ao dos Teoremas 4.6.5 e 4.4.12 garante a veracidade do enunci-
ado. O

PARE E PENSE: Os quatro exemplos anteriores mostram fungcdes continuas em todos

os pontos de seus respectivos dominios. Mas a funcdo do Exemplo 4.6.3 torna-se
descontinua em um unico ponto de seu dominio apdés uma delicada modificagdo. O
que vocé deve observar € que para k # 8

f(z) = { ser7?

k , Sex =2,

€ continua em todos os pontos de seu dominio, menos em 2. A razdo disto € que
Qesar de existir liné f(z) =8, ele é diferente de f(2) = k. /
T—

O préximo exemplo apresenta uma fungéo que nao é continua em ponto algum.
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Exemplo 4.6.9. A func&o de Dirichlet, definida por

_J1 ,sexzeQ
f(x)_{o ,sex ¢Q,

é descontinua em todos os pontos de seu dominio. De fato, se x € Q, entdo f(x) = 1 e existe
uma sequéncia de numeros irracionais convergindo para z. se y ¢ Q, entao f(y) = 0 e existe uma
sequéncia de numeros racionais convergindo para y. Portanto a afirmacédo segue do Coroléario
4.6.8.

Desafio!

Exercicio 4.6.10. Dé um exemplo de uma fungédo f que nao seja continua em ponto
algum, mas tal que | f| seja continua em todos os pontos de seu dominio.

A seguir apresentamos uma funcao definida em R que é continua somente no pontos irracio-
nais.

Exemplo 4.6.11. Como Q € um conjunto enumeravel, entdo ele pode ser representado por uma
sequéncia da seguinte forma: Q = {q,, : n € N}. Defina

B 1/n ,sex=gq,
f(x)_{o ,sex ¢Q.

Se z € Q, entdo = = ¢,, paraalgumn € Ne f(x) = 1/n > 0. Além disso, existe uma sequéncia
{z,} C R\Qtalque z,, — z e f(z,) =0+ f(z) =1/n. Logo, f € descontinua em todos os pontos
de Q.

Por outro lado, tomando x € R\Q e € > 0. Escolha N € N suficientemente grande para que
1/N < eedefinad =min{jzr —q,|: 1 <n <N} Se|r—y| <9, entdo ha dois casos a serem
considerados:

e yeR\Q=|f(y) — f(2)| =10-0[=0<¢;
e Se y € Q, entdo a escolha de § implica que y = ¢,,, para algum n > N. Neste caso,

<1<
— < E&.
N

SRS

|f(y) = f(@)] = fy) = flan) =

Portanto, f é continua em x.
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SAIBA MAIS: Existe um resultado topol6gico conhecido como Teorema da categoria
de Baire, sobre o qual ndo trataremos neste texto, mas que garante que nao existe uma
funcdo f : R — R que seja continua somente nos pontos de Q. As demonstracoes
do teorema e da nao existéncia de tal funcao nos levariam para muito além do que
queremos tratar neste curso, mas fica a informagéo sobre o assunto.

ATIVIDADE AVALIATIVA 9:

Exercicio 4.6.12. Prove que se f é continua em a e (x,,) € uma sequéncia de pontos
do dominio de f tal que z,, — a, entao lim,,_,« f(z,) = f(a).

O préximo teorema é uma consequéncia quase que imediata do Teorema 4.4.22. Sua de-
monstracao é deixada como exercicio.

Desafio!

Exercicio 4.6.13. Demonstre o seguinte teorema.

Teorema 4.6.14. Sejam f,g : D — R duas fungdes continuas em um ponto = € D.
Entao,

(i) f+ g é continua em z;
(iiy f — g é continua em z;

(iii) fg é continua em x;

)
(iv) \f é continua em z, para todo \ € R;
)

uv f/g € continua em z, desde que g(x) # 0. /

Corolario 4.6.15. Se f é uma funcao racional, i.e., é razao de dois polindmios, entdo f € continua
em todos os pontos de seu dominio.

Demonstragdo. Isto é consequéncia dos Exemplos 4.6.6 € 4.6.7 e do item (v) Teorema 4.6.14.
]

O préximo teorema mostra que a composicao de fungdes continuas é também uma funcao
continua.
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Teorema 4.6.16. Sejam f: D; - Re g : D, — R fungdes tais que f(D;) C D,. Se f € continua
ema e Dyegécontinuaemb= f(a) € Dy, entédo go f: Dy — R € continua em a.

Demonstracédo. Seja ¢ > 0. Como g é continua em b, entdo existe §; > 0 tal que
yeDy, e |y—bl <o = |g(y) —g(b)| <e. (4.1)
Agora, para este §; > 0, como f € continua em a, existe §, > 0 tal que
reDy e |r—a|l<dh=|f(z)— fla)] <d. (4.2)
Segue de (4.1) e (4.2) que

reD; e |r—al<dy = |f(z)— fla)] <&
= [g(f(z)) — g(f(a))] <&,

0 que mostra que g o f é continua em a. O

4.7 Continuidade lateral e tipos de descontinuidade

Definicao 4.7.1. Sejam f : D — R um funcdo e a € D. Dizemos que f é continua em a pela
esquerda se para cada ¢ > 0, existir = §(e,a) > 0 tal que

re€(a—d,alND=|f(x)— f(a)| <e.
Dizemos que f € continua em a pela direita se para cada > 0, existir 6 = §(e,a) > 0 tal que
r€la,a+0)ND = |f(x)— fa)] <e.
Exemplo 4.7.2. A fungdo piso |-| : R — R, definida por
|z] =max{n € Z:n <z},

€ continua pela direita em todos os numeros inteiros, mas ndo é continua pela esquerda em
nenhum ponto de Z.
Por outro lado, a fungéo teto [-] : R — R, definida por

[] =min{n € Z:n >z},

€ continua pela esquerda em todos os numeros inteiros, mas nao é continua pela direita em
nenhum ponto de Z.

O préximo teorema relaciona continuidade com continuidade lateral. A demonstragéo € sim-
ples e, portanto, € deixada como exercicio.
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Desafio!

Exercicio 4.7.3. Demonstre o resultado a seguir.

Teorema 4.7.4. Uma funcéo f : D — R é continua em a € D se e somente se é
continua pela direita e pela esquerda de a.

AARE E PENSE: Note que:

e f é continua em a pela esquerda <= lim f(z) = f(a);

r—a

e f é continua em « pela direita <= lim_ f(z) = f(a).

T—a

De acordo com o Teorema 4.5.5, qualquer fungéo f : (a,b) — R mondtona tem limites
laterais em cada ponto de (a,b). Para que f seja continua em algum ponto ¢ € (a,b),
deve-se ter

lim f(z) = f(c) = lm [(z).

T—Cc—

\Se uma das igualdades acima for violada, a fungdo ndo sera continua, conforme diz o

Teorema 4.7.4. /

O Teorema 4.5.4 relaciona a existéncia do limite de uma fungdo em um ponto com a existéncia
dos limites laterais da funcdo. Resumidamente, ele diz que

lim f(z) = L <= lim f(z) =L = lim f(x).

T—a z—a~ z—at

Assim, vemos que o limite de uma funcao pode nao existir por duas causas diferentes:
e a ndo existéncia de um dos (ou dos dois) limites laterais;
e a existéncia, mas com diferenca, dos limites laterais
Isto nos diz que existem basicamente dois tipos de pontos de descontinuidade para uma funcéo.

Definicao 4.7.5. Dizemos que f : D — R tem uma descontinuidade removivel em a € D, se 0s
limites laterais de f em a existem e s&o iguais, mas

lim f(r) = lim_ f(z) # f(a)

Tr—a—

Dizemos que f : D — R tem uma descontinuidade essencial em a € D, se algum dos limites
laterais de f em a ndo existir, ou se ambos existirem, mas

lim f(z) # lim f(x).

T—a~ z—at
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O termo removivel da definicdo anterior significa que a funcao pode ser transformada em uma
funcéo continua no ponto em questao se ela for redefinida de forma conveniente neste ponto.

Exemplo 4.7.6. A funcdo f : R\{2} — R, definida por f(z) = x;:;, nao é continua em z = 2,

porque 2 nao pertence ao dominio de f. Mas como lir% f(z) = 4, podemos incluir 2 ao dominio
T—
de f, definindo f(2) = 4, e assim obtemos uma nova fung¢éo

g(x)z{i;(I) , Sex # 2

, Sexr =2,

que é continua em 2 e coincide com f nos pontos diferentes de 2.

= R
M

(S I

1 2. 8 4
FIGURA 4.7: A figura mostra o grafico da fungéo f(z) = (22 — 4)/(z — 2), do Exem-
plo 4.7.6. Observe que o grafico € uma reta com um buraco no ponto
(2,4). A funcdo g(z) do exemplo remove a descontinuidade tampando
o buraco.

Exemplo 4.7.7. A fungéo

0 ,sezxz=0,

|z
f(;l'):{x ,sex#0

tem uma descontinuidade essencial em x = 0.

O préximo teorema mostra que uma funcdo monétona sera continua em “quase todos os
pontos” do seu dominio.

Teorema 4.7.8. se f : (a,b) — R € mono6tona, entdo o conjunto dos pontos de descontinuidade
de f & no maximo enumeravel.

Demonstracdo. Segue do Teorema 4.5.5 que f s6 pode ter descontinuidades essenciais com
ambos os limites existindo.
De fato, suponhamos, por exemplo, que f € crescente e que x; € 1y, Sdo pontos de desconti-
nuidade de f, tais que xy < . Entéo,
lim f(x) < lim+ f(z) < lim f(z) < lim f(x).

— — +
T—T ) T =Yg =Yg
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Isto implica que para cada par (zy, yo) pontos de descontinuidade de f, existem intervalos abertos
disjuntos

L, = (lim f(z), lim f(:v)) e [, = (hm f(z), lim f(x)) :
Ty z—zd =Yy Ty
tais que z¢ € 1,, e yo € I,,. Para cada ponto de descontinuidade z, escolha ¢, € (a,b) N Q. Isto
define uma funcgéo injetora do conjunto das descontinuidades de f em Q. Portanto, f tem no

maximo uma quantidade enumeravel de descontinuidades. O

~

Exercicio 4.7.9. Determine o tipo de descontinuidade das seguintes fungdes nos pon-
tos indicados.

Desafio!

(@) f(z) = 2= no ponto z = 1;

rz—1"7?

(b) g(z) = £=2, no ponto z = 3.

z—3°

Qstifique suas respostas. /

4.8 Propriedades das fungcoes continuas

Nesta ultima secdo, analisamos algumas propriedades que as fungdes possuem quando sao
continuas em todos os pontos de seu dominio.

Definicao 4.8.1. Dizemos que f : D — R € continua em A C D se f € continua em todos os
pontos de A. Quando f é continua em todos os pontos de seu dominio D, dizemos simplesmente
que f € continua.

PARE E PENSE: Em um certo sentido, a “continuidade em um ponto” pode ser vista
como uma propriedade métrica da fungédo no ponto (uma propriedade local), pois ela’
mede distancias relativas entre pontos do dominio e da imagem. J& a “continuidade em
um conjunto” esta mais para um propriedade topoldgica (global) que associa proprie-
dades do dominio com propriedades da imagem da funcéo.

Comegamos mostrando que fungbes continuas levam conjuntos compactos em conjuntos
compactos.

Teorema 4.8.2. Se K C R é compacto e f : K — R € continua em K, entdo f(K) é compacto.

Demonstragdo. Vamos provar que toda sequéncia de pontos de f(K) possui uma subsequéncia
gue converge para algum ponto de f(K). Seja {y,} C f(K). Pela definigdo de imagem de funcao,
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para cada n € N, existe z,, € K tal que f(z,) = y,. Como K é compacto e {z,} C K, entdo {z,}
possui uma subsequéncia {z,, } que converge para algum a € K, i.e., h_}rgo r,, = a. Obviamente,
{f(xn,)} € uma subsequéncia de {y,} € como f € continua em K, seg]ue do Corolario 4.6.8 que
jh_f?o f(zy,) = f(a) € f(K). Portanto f(K) € compacto. O

Este teorema tem algumas consequéncias muito interessantes e relevantes. A primeira é
conhecida como “Teorema de Weierstrass” ou “Teorema dos valores extremos”.

Corolario 4.8.3 (Teorema dos valores extremos). Se K C R é compacto e f : K — R é continua
em K, entao existem z(, z; € K tais que

f(xo) < fx) < f(x1), VreK.

Demonstragcdo. Segue doTeorema 4.8.2 que f(K) é compacto, e portanto, fechado e limitado.
A condicao de limitacdo implica que existem inf f(K) e sup f(K). Lembre-se que inf f(K) e
sup f(K) s@o pontos de acumulacédo de f(K), que é fechado, entdo inf f(K),sup f(K) € f(K).
Logo, existem zy, x; € K tais que f(zy) = inf f(K) e f(z1) = sup f(K). Portanto,

f(wo) = inf f(K) < f(z) < sup f(K) = f(z1), V€ K.

SAIBA MAIS: O Teorema de Weierstrass € importante porque muitos problemas

em Matematica e nas suas aplicacdes se resumem a procura por pontos de um
conjunto X onde uma certa fungéo real f : X — R assume seu valor maximo ou seu
valor minimo. Mas antes de tentar resolver um desses problemas, € necessario saber
se tais pontos existem realmente (procurar por algo que n&o existe pode se tornar uma
tarefa frustrante!).

Vejamos que todas as hip6teses do Teorema dos valores extremos séo realmente necessa-
rias.

Exemplo 4.8.4. Afuncao f : (0,1) — R definida por f(z) = = é continua, mas o dominio (0, 1) n&o
€ compacto (pois néo é fechado). Note que f((0,1)) = (0,1) € limitado, mas inf(0,1) = 0 ¢ (0, 1)
esup(0,1) =1 ¢ (0,1). Isto mostra que a hipotese de fechamento do dominio é necessaria para
a validade do teorema.

Exemplo 4.8.5. A fungéo g : R — R definida por g(z) = 1/(1 + z?) é continua, mas seu dominio
n&o € compacto (por qué?). Note que 0 < g(z) < 1, para todo z € R. Como inf g(R) = 0 € ¢g(R),
isto mostra que o conjunto ndo contém valor minimo. Isto mostra que a hipotese de limitagdo do
dominio é necessaria para a validade do teorema.
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