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INFORMAGOES

Prezado(a) aluno(a),

Ao longo deste guia impresso vocé encontrard alguns “icones” que lhe ajudard a

identificar as atividades.
s

- Leitura Atividades
Video Basico Complementar Leitura Complementar

o

Atividades

Yideo Basico

ﬁ}twnda}c!es Texto Basico Saiba Mais
exto Bisico
n A
EF
Pare e Pense Atividades Atividades
Ambiente Yirtual Suplementares
B 0. ®
Sintese Bibliografia Referéncias

do Mddulo Adicional Comentada

Fique atento ao significado de cada um deles, isso facilitard a sua leitura e seus estudos.

Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serao importantes para sua
compreensdo. Para permitir sua iniciativa e pesquisa ndo criamos um glossdrio, mas se
houver dificuldade interaja no Férum de Duvidas.
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MODULO 1

Relacoes de equivaléncia e

introducio a grupos



Relagbes de equivaléncia e introdugdo a grupos

RELACOES DE EQUIVALENCIA E INTRODUCAO A
GRUPOS

1.1 Relagoes de equivaléncia

Uma construcdo bastante conhecida que se pode fazer a partir de dois conjuntos 4 e B
é o produto cartesiano Ax B, que consiste de todos os pares ordenados (a,b) onde o
primeiro elemento pertence a A4 e o segundo elemento pertencea B.

Exemplo 1.1.1 Sejam A ={1,2,3,4}e B ={5,6}, temos que:

Ax B ={(1,5),(1,6),(2,5),(2,6),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6)} ,
BxA={(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4)} , e ainda

AxA={(,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}

Definicdo 1.1.2 Uma relagdo de A em B é simplesmente um subconjunto ndo vazio do
produto cartesiano AxB.

Exemplos 1.1.3
i. Oconjunto R={(1,5),(2,6),(3,5),(4,5)} c AxBé umarelacgiode 4 em B.

ii. O conjunto S ={(5,4),(6,3),(6,4)} c Bx Aé umarelagdo de B em A (mas ndo
de A em Bpois S ¢ AxB).

iii. O conjunto T ={(5,5),(6,6)} € uma relacio de Bem B.
Quando temos uma relacdo Rde 4 em A dizemos simplesmente que R é uma relagdo
sobre A. Assim é correto dizer que no exemplo 1.1.3 (iii) o conjunto T é uma relagdo

sobre B.

8 Estruturas Algébricas



MODULO 1

(", )

| - ATIVIDADES - GUIA IMPRESSO

No espaco abaixo escreva uma relacdo de 4 em diferente do exemplo acima. Escreva
também uma relacdo de B em A, e ainda um subconjunto de 4x A que ndo seja uma
relacdo sobre 4.

\_ J

Relacdes com propriedades especiais aparecem em toda a matematica, e de maneira tdo

frequente que muitas vezes nem percebemos. Por exemplo, a definicdo mais abrangente

de funcdo entre conjuntos é baseada no conceito de relacao.

(" )

Defini¢do 1.1.4 Uma fung¢éo de um conjunto 4 num conjunto B é uma relagdo R de 4

em B que tem a seguinte propriedade: para cada elemento a em A existe exatamente

um par ordenado em R que tem a como primeira entrada.

\_ J

Exemplos 1.1.5

Sejam A={1,2,3,4} e B={5,6},temos que é umafuncdode 4 em B, pois é claramente
uma relacdo de A em B e para cada elemento a € A4 existe um Unico elemento b€ B

tal que (a,b)eR.
Quando os conjuntos envolvidos sdo infinitos ndo é possivel listar os pares ordenados da
funcdo, e nesse caso temos que apelar para outras formas de indicar a escolha dos pares

ordenados selecionados. Por exemplo, se ‘R é o conjunto dos numeros reais, entdo um

exemplo de fungdo sobre R é S={(a,h)eRxR|b=a"}. Vemos que para cada

Estruturas Algébricas 9



Relagbes de equivaléncia e introdugdo a grupos

elemento a € R existe um Unico par ordenado em S que tem a como primeira entrada,
a saber, o par (a,a”). Ja o conjunto T ={(a,b)eRxR|a=>b"} apesar de ser uma
relagdo sobre R ndo é uma fungao sobre R pois, por exemplo, (4,2)eT e (4,-2)eT
Da mesma forma U = {(a,b) e RxR|a=b",a # 0} ndo é uma fungdo sobre R pois ndo

ha em U nenhum par ordenado que tenha 0 como primeira entrada.

(" )
ll- ATIVIDADES - GUIA IMPRESSO
Em cada item abaixo, verifique se T é uma fungdo sobre R e justifique sua resposta.
i T={(a,b)eRxR|b=a+3};
i) T={(a,b)eRxR|a=b,a+0U{0,9)};
ii) T={(a,b)e RxR|a=3b-2};
iv) T={(a,b)e RxR|b=5};
V) T={(a,b)eRxNR|a>0,b=1/a)U{(a,b) e RxR|a<0,b=-3/a}U{(0,0)}.
\_ _J
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MODULO 1

-

Observe que na definicdao de fungao apresentada acima nao entra a palavra “regra”

ou “lei de formacgdo”. Essas expressdes sao por vezes utillizadas no ensino do conceito
de fungdo em cursos de nivel anterior ao universitario, ou em cursos univesitarios que
nado sejam o de matematica. Para matematicos a definicao acima é fundamental, pois
em diversos lugares aparecem fungGes sobre R que ndo tém “lei de formagao”. Um
exemplo é a famosa funcao de Weierstrass, um exemplo de funcdo que é continua mas
nao possui derivada em nenhum ponto (!). Ela é construida como um limite de func¢Ges.
Prova-se que tal limite existe e define uma fung¢ado, mas nao é possivel escrever uma “lei
de formacdao” como as das fungdes nos exemplos e atividades acima. Se quiser saber
mais sobre essa funcdo, faca um procura na internet sobre “funcao de Weierstrass”

ou consulte o primeiro artigo da revista da FAMAT-UFU, nimero 13, disponivel em:

htto://www.portal.famat.ufu.br/node/262 .

J

Neste curso vamos utilizar um tipo especial de relacdo sobre um conjunto A4 chamada

de relacdo de equivaléncia sobre 4 .

( )
Definicdo 1.1.6 Seja A um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma relacdo Rc Ax A é

uma relacao de equivaléncia sobre A se R satisfaz as seguintes condicoes:
i) (a,a)eR paratodo ae 4 ;
ii) se (a,b)€e R entdo (b,a)eR ;e

iii) se (a,b)eR e (b,c)€e R entdo (a,c)eR .

Estruturas Algébricas 11



Relagdes de equivaléncia e introdugao a grupos

Assim uma relacao de equivaléncia é uma relacao reflexiva (porque tem a propriedade
(i), simétrica (porque tem a propriedade (ii)) e transitiva (porque tem a propriedade
(iii)).

Exemplos 1.1.7 . Seja

a) Temos que R ={(1,1),(2,2),(3,3)} € Ax A é uma relagdo de equivaléncia sobre

A pois satisfaz (i), (ii) e (iii).
b) Temos que R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,)} c Ax A4 é

uma relacdo de equivaléncia sobre A pois satisfaz (i), (i) e (iii).

c) Temos que R ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)} € Ax A ndo é uma relagdo de
equivaléncia sobre 4 pois ndo satisfaz a condi¢ao (i).

d) Temos que R ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,1),(1,3)} € Ax A ndo € uma relagdo de
equivaléncia sobre A4 pois nao satisfaz a condicao (i).

e) Temosque R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)} € Ax A ndoéumarelagdodeequivaléncia
sobre A pois nao satisfaz a condicao (ii);

f) Temos que R=1{(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} c Ax A n3o é uma relagdo de
equivaléncia sobre 4 pois nao satisfaz a condigao (iii) (ja que (1,2) e R,(2,1) € R mas
(L) R )-éclaroque R também ndo satisfaz a condigdo (i).

g) Seja R o conjunto dos numeros reais e considere a relagdo sobre R definida
por R={(a,b)e RxR|b—a éum numero inteiro . Vejamos que R ¢é uma relagdo de
equivaléncia sobre R . Iniciamos observando que paratodo a € R vale que (a,a) e R
pois a—a éointeiro 0, e portanto R satisfaz a condicdo (i). Por outro lado, se

(a,b)e R entdo b—a éuminteiro n logo a—b é ointeiro —n e portanto (b,a) e R

12
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MODULO 1

Finalmente temos que se (a,b)e R e (b,c)eR entdo b—a=n e c—b=m com n

e m inteiros, logo ¢—a é um inteiro (pois c—a=(c—b)+(b—a)=m+n ) e portanto
(a,c) € R .lsso completa a prova de que R ¢é uma relagdo de equivaléncia sobre

R . Entre os pares ordenados que estdoem R temos (0,0),(0,4),(3,0),(1,2),(3,1),
(5,3),(0.5,3.5), (7= 2,7),(N2 +3,4/2) e (17/3,5/3).

h) Seja Z o conjunto dos numeros inteiros e considere a relagao sobre Z definida
por R={(a,b)e ZxZ|b—a é um multiplo inteirode 5 } (onde b—a é um multiplo
inteiro de 5 significaque b—a =m.5 ,com m um inteiro). Vejamos que R é uma relagdo
de equivaléncia sobre Z. Para comegar observe que se a € Z vale que (a,a) € R pois
a—a=0 e 0=0.5 é multiplo inteiro de 5, assim R satisfaz a condicdo (i). Por outro
lado, se (a,b) € R entdo b—a é um multiplo inteiro de 5, digamos b—a =m.5 , com m
um inteiro, logo a —b =(—m).5 e portanto (b,a) € R .Por ultimo, se (a,b)e R e (b,c) e R
entdotemos b—a=n.5 e c—b=m.5 ,com n e m numeros inteiros, logo

c—a=(c—-b)+(b—-a)=(m+n)5 donde (a,c)e R. lIsso prova que R de fato é uma

relacdo de equivaléncia sobre Z. Denotando por 5Z o conjunto dos multiplos inteiros
de 5 entdo podemos reescrever R como R={(a,b)e ZxZ|b—aeS5Z} . Observe
que o conjunto 5Z ={...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...} coincide com o conjunto dos
multiplos inteiros de —5 de modo que o conjunto R ndo muda se o definimos como
R={(a,b)e ZxZ|b—a é um multiplo inteiro de =5} . Entre os pares ordenados que
estdoem R temos (0,5),(5,0),(1,6),(7,2),(3,8),(9,4),(1,-4),(-3,2),(113,28) etc.

Um conceito associado ao de relagao de equivaléncia que é fundamental é o de classe

de equivaléncia.

Estruturas Algébricas 13



Relagbes de equivaléncia e introdugdo a grupos

-

\_

~

Definicdo 1.1.8. Seja 4 um conjunto e R uma rela¢do de equivaléncia sobre A4 . Para
cada elemento a € 4 definimos a classe de equivaléncia de a (notagdo: @ ) como
sendo o conjunto dos elementos de 4 que aparecem como entrada em pares ordenados
de R quetém a como a outra entrada. Assim a classe de equivalénciade ae 4 éo

subconjunto de A definido por a={be A|(a,b)eR}.

J

Depois de ler na definicdo acima que a classe de equivaléncia de a € 4 é “o conjunto

dos elementos de 4 que aparecem como entrada em pares ordenados de R que tém

a como a outra entrada” pode ser que vocé tenha esperado que, em simbolos,
tivéssemos a ={be A|(a,b)e R ou (b,a)e R}. Isso ndo esta errado, no entanto
observe que como R é uma relagdo de equivaléncia se temos (b,a) € R entdo também

temos (a,b) € R por isso para encontrar a basta procurar pelos elementos b € 4 tais

que (a,h) € R. PARE

-

Em matemadtica, quando aparece algum conjunto numa definicdo devemos k
sempre pensar se tal conjunto pode ser ou ndo o conjunto vazio. Acima, vimos

que a classe de equivaléncia de um elemento a€ A é um determinado subconjunto
a C A . Serd que esse conjunto pode ser vazio? Vamos parar e pensar ..... huummm.....
Ndo! Ndo pode ser vazio pois como R é uma relagao de equivaléncia sobre 4 temos
que ter (a,a) € R elogo a é um dos elementos de 4 que aparecem como entrada em
pares ordenados de R que tém a como a outra entrada. Assim a € a e portanto a nao

é o conjunto vazio.

P

14
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MODULO 1

Destacamos o resultado observado acima no seguinte lema.

Lema 1.1.9. Seja A um conjunto e R uma relacdo de equivaléncia sobre 4. Para cada

elemento a € A temosque aca.

Exemplos 1.1.10. Nos exemplos 1.1.7 temos que os itens (a), (b), (g) e (h) sdo exemplos
de relagdes de equivaléncia. Vamos ver algumas classes de equivaléncias que surgem
em cada caso.

No exemplo 1.1.7 (a) as classes de equivaléncia sdo as mais simples possiveis, a saber
1={1},2={2}e 3={3}.Observe que A=1U2U3.

Vamos determinar 1 no exemplo 1.1.7 (b). Temos que os elementos de A que aparecem
como entrada nos pares ordenados de R que tém 1 como a outra entrada sdo 1 (que
aparece no par (1,1)) e 2 (que aparece nos pares (1,2) e (2,1)), logo 1 ={1,2}. Para
determinar 2 observamos que os elementos de 4 que aparecem nos pares ordenados
de R que tém 2 como a outra entrada sdo 2 (que aparece no par (2,2)) e 1 (que
aparece nos pares (1,2) e (2,1)) logo 2={1,2}. De maneira analoga é facil ver que
3= {3}. Assimtemosque 1 =2 e 1N3= @, onde @ é o conjunto vazio; mais ainda vale
que A=1U3 (ouseja, 4 éigual a unido das distintas classes de equivaléncia, algo que

aconteceu acima também).

No exemplo 1.1.7 (g) vamos comecgar investigando que conjunto é a classe do zero. Por
definicdo temos que 0 é composto pelos niimeros reais b tais que (0,b)eR, e da

definicdo de R nesse exemplo temos que (0,b)e R se e sé se b—0 é um ndimero

inteiro. Assim a classe de zero é formada exatamente pelo conjunto dos nimeros inteiros

Estruturas Algébricas 15



Relagdes de equivaléncia e introdugao a grupos

Z,ouseja, 0=ZcR.Eaclasse do 1? Ela é composta pelos nimeros reais b tais que
(1,b) e R, ou seja, b—1 é um inteiro. Mas se b—1 é um inteiro entdo b é um inteiro e
se b é um inteiro entdo b—1 é um inteiro. Assim o conjunto dos nimeros reais b tais
que b—1 é um inteiro é exatamente o conjunto dos inteiros, e portanto as classes do 1
e do 0 coincidem. Pensando bem, se n é um inteiro entdo a classe de n é composta dos
numeros reais b tais que b—n é um inteiro, e raciocinando como acima vemos que isso
acontece, e s6 acontece, quando b é inteiro. Assim, para qualquer inteiro n temos
7 =0=2Z.Entdo vamos agora pensar na classe de um nimero real que n3o seja inteiro,
por exemplo, 1/2. Aclasse de 1/2 é formada pelos niUmeros reais b taisque b—1/2 é
um inteiro, e temos b—1/2=n seesdése b=n+1/2, onde n é um inteiro. Assim
1/2,3/2 e 5/2 estdioem 1/2, bem como —1/2 e =3/2, pois 1/2={n+1/2|neZ}.

Observe que 1/2N 0=¢.

No exemplo 1.1.7 (h) vamos comecar novamente investigando que conjunto é a classe

do zero. Por definicdo temos que 0 é composto pelos niumeros inteiros b tais que
(0,b) € R, e da definicdo de R nesse exemplo temos que (0,b)e R seesése b—0 é
um multiplo inteiro de 5. Assim a «classe de 0 é o conjunto
6:{...—15,—10,—5,0,5,10,15,...}:{m.5|meZ}. J4 a classe de 1 é formada pelos
inteiros b tais que se b—1 é um multiplo inteiro de 5, ou seja b—1=m.5 para algum

m inteiro, ou seja, b=m.5+1 para algum m inteiro. Temos, portanto que

16
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1={.-14,-9,-4,1,6,11,16,..} = {m.5+1|me Z} .

Da mesma forma temos que 5:{...—13,—8,—3,2,7,12,17,...}={m.5+2\meZ},
3={.-12,-7,-2,3,8,13,18,..} = {m.5+3|me Z} e
4={.-11,-6,-1,4,9,14,19,..} = {m.5+4|me Z}. Observe que temos
Z=0U1U2U3U4: de fato, dado um ndmero inteiro 7, se fazemos a divisio usual
dele por 5 vamos escrever n=m.5+r onde r=1{0,1,2,3,4} e portanto n esta em uma
das classes 0,1,2, 3 ou 4. Observe também que quaisquer duas dessas classes ndo
tém elementos em comum (nesse caso dizemos que a unido 0UTU2U3U4 é uma

unido disjunta porque a intersecdo de quaisquer dois conjuntos que aparecem nessa

unido é o conjunto vazio).

Nos exemplos acima pudemos verificar, como esperdvamos, que se R é uma relacdo de
equivaléncia sobre 4 e a€ A entdo aea, mas obervamos também que, ao menos
nesses exemplos, duas classes de equivaléncia ou coincidem (como 1e 2, no exemplo
(b), ou Oe 1, no exemplo (c)) ou sdo disjuntas (ou seja, sua interse¢do é o conjunto
vazio). Além disso, em vdrios exemplos foi possivel verificar que o conjunto A pode ser

escrito como a unido de classes de equivaléncia. Esse é um fato geral, que ndo é dificil de

ser provado.

MODULO 1

Estruturas Algébricas
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Relagdes de

equivaléncia e introdugdo a grupos

-

\_

Proposicdo 1.1.11 Seja R uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto 4. Entdo vale )

que:

A=Ja

acA

_J

Prova. Para cada a € 4 temos, pela defini¢ao de classe de equivaléncia, que a < 4, logo

Ua_CA. Por outro para cada ae 4 temos aeca logo A:U{a}CUE, 0 que

acA acA acAd

completa a prova. []

-

\_

Utilizamos o simbolo [ para indicar o final de uma demonstragdo (os bons e velhos
c.g.d. ou g.e.d. cairam de moda!). Assim fica claro a separacdo entre o texto de uma
prova e o texto expositivo. Tal pratica € comum em livros de matematica, sendo também

utilizados os simbolos l ou ¢ com o mesmo objetivo.

_J

PARE

\_

PP

em pesquisas de alto nivel, que buscam resultados matematicos ainda desconhecidos. O

O que fizemos acima é um “método” bastante utilizado de pesquisa, até mesmo

que se faz é estudar um grande nimero de exemplos de um mesmo objeto tentando
detectar padrées que sejam indicadores de um resultado tedrico mais geral. Isso mostra
a importancia de se fazer exemplos, especialmente em matérias onde os conceitos sdo
“abstratos”. E fazer exemplos também é muito importante para a compreensao de tais

conceitos. Por isso, sugiro fortemente que em todas as matérias desse e demais cursos

de matemadtica que vocé fizer, sempre faga ou procure nos livros o maior nimerode )

18
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PARE

exemplos que puder quando estiver estudando um conceito novo. Isso te ajudard a i . PP

entendé-lo e talvez até a antecipar resultados que ird estudar.

No exemplo (b) acima vimos que 1 = {1,2} e depois verificamos que 1 =2.No exemplo
(c) vimos que 0 =Z e que para qualquer inteiro n vale 7 =0 . Isso sugere que se R é
uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto 4 e b€ a entdo b =a,edefatoisso é

verdade!

Proposicdo 1.1.12 Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto 4 e sejam a

e b elementosde A.Se bea (ouequivalentemente, se (a,b) € R) entdo b=a.

Prova. Como be a sdo conjuntos vamos provar que b=a provando que bca e
ach.A hipdtese é que bea e sabemos da Definicdo 1.1.8 que isso é equivalente a
(a,b) € R . Por outro lado como R é uma relagdo de equivaléncia temos que (a,b) € R
se e sO se (b,a)e R; assim podemos usar a vontade, por hipdtese, que bea ou

(a,b)e R ou (b,a)eR.

Para mostrar que Ecﬁ, seja ceb. Entdo, por definicdo de classe de equivaléncia,
temos que (b,c) € R. Como, por hipotese, vale (a,b) € R temos da propridade (iii) da
definicdo de relagdo de equivaléncia (Def. 1.1.6) que (a,c) € R, logo novamente pela

definicdo de classe de equivaléncia temos cea . lsso provaque b Ca.

Para mostrar que a c b, seja cea . Entdo, por definicdo de classe de equivaléncia,

temos que (a,c) € R . Por hipdtese vale (b,a)e R,ede (b,a) e R e (a,c) € R temos (de
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novo por (iii) na Def. 1.1.6) que (b,c) e R, logo c € b . Isso prova que @ C b, e portanto
b=a.O
Observamos também nos Exemplos 1.1.10 que classes de equivaléncia podem ser

disjuntas, e ndo encontramos exemplos onde a interse¢do de duas classes fosse um

subconjunto préprio das duas. Por outro lado, dados a e b em 4,e Rc AxA uma
relacdo de equivaléncia sobre A4, é claro que ou (a,b) € R ou (a,b)¢ R .Se (a,b)eR o
resultado acima mostra que b=a, logose (a,b) ¢ R aanalise acima indica que devemos

ter as classes a e b disjuntas, e de fato isso acontece.

@ )

Proposi¢ao 1.1.13 Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto 4 e sejam a

e b elementos de A4.Se (a,b) ¢ R (ou equivalentemente, se b ¢ a ) entdo bNa= Q.

\_ J

Prova. Faremos uma prova “por absurdo”, ou seja, vamos mostrar que nao se pode ter
ao mesmo tempo a hipdtese e o contrario do que queremos mostrar (ou seja, o contrario
da tese), assim sempre que tivermos a hipdtese teremos que ter a tese. A hipdtese é que

(a,b)# R e a tese é que Fﬂc_z:(o, logo o contrario da tese é que I;ﬂc_z;t(p. Assim
vamos supor juntamente com a hipdtese que exista um elemento ¢ € b(Na.Comoceb
temos pela definicao de classe de equivaléncia que (b,c) € R e como ce€a temos que
(a,c) € R . Da propriedade (ii) na definigdo de relagdo de equivaléncia temos que como
(b,c) € R também vale que (¢,b) e R.De (a,c) € R e (c,b) € R (mais a propriedade (iii)

na definicdo de relagdo de equivaléncia) temos que (a,b) € R em contradi¢do ldgica
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com a hipdtese (a,b) & R. Isso prova que sempre que tivermos (a,b) & R também

temos queter bNa=¢. O

As proposicoes 1.1.12 e 1.1.13 acima mostram que duas classes de equivaléncia a e b
ou coincidem ou sdo disjuntas, coincidindo quando (a,b) € R e sendo disjuntas quando
(a,b) ¢ R . Por outro lado, na proposi¢ao 1.1.11 vimos que A4 é a unido das classes de
equivaléncia de R . Dai concluimos que as distintas classes de equivaléncia determinadas
por R formam uma particdo de A (quando um conjunto A é a unido de uma colegdo

de conjuntos disjuntos, dizemos que essa cole¢ao de conjuntos formam uma particdo de
A).

Exemplos 1.1.14. Nos exemplos abaixo, que fazem referéncia a exemplos que ja tratamos

anteriormente, vamos imaginar que os pontos de A estdo num circulo. Queremos ver
como as classes de equivaléncia de R, em cada exemplo, dividem A em conjuntos

disjuntos.

a)NosExemplos1.1.7(a)el.1.10(a)temosque 4 ={1,2,3} e R = {(1,1),(2,2),(3,3)} c Ax 4
demodoque 1={1}, 2={2} e 3={3}.Assim 4 éaunido de trés classes de equivaléncia

distintas:

MODULO 1
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b) Nos Exemplos 1.1.7 (b) e 1.1.10 (b) temos que A={,2,3} e
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} € Ax A de modo que A4 é a unido de duas classes de

equivaléncia distintas, a saber 1=2={12} e 3 ={3}:

c) Nos exemplos 1.1.7 (h) e 1.1.10 (d) temos uma relagao de equivaléncia sobre o

conjunto Z dos inteiros dada por R={(a,b) e ZxZ|b—a é um multiplo inteirode 5}
e vimos que Zz=0U1U2U3U4. Como

1= {...—14,-9,-4,1,6,11,16,...} = {m.5+1|m e Z} temos da Proposi¢do 1.1.12 que para

todo me Z vale m.5+1=1 (pois m.5+1€ 1), damesmaforma m5+2=2, m.5+3=3

, m5+4=4 e m5=0. Isso mostra que as distintas classes de equivaléncia sdo

exatamente 0, 1, 2, 3 e 4, e temos

7-15-10-50 11 g 1
0,5,10,15,..

4,9,14,19,...

9="4=1=6=11=...c>

..,~14,-9,-4,
1,6,11,16,...

w1252,
3,8,13,18,...

2,7,12,17,...

{
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d) Nos Exemplos acima vimos que a relagdo de equivaléncia dividiu o conjunto sobre o
qual ela estda definida em um numero finito de subconjuntos, que sdo as distintas classes
de equivaléncia — de fato, podemos pensar que o conjunto foi “fatiado” como uma pizza
em um numero finito de pedacos, sendo que cada pedaco contém uma das distintas
classes de equivaléncia. Ja nos exemplos 1.1.7 (g) e 1.1.10 (c) essa idéia continua valida,
sO que teremos agora um numero infinito de pedacos de pizza. De fato, as distintas

classes de equivaléncia sdao exatamente aquelas da forma @, onde a é um ndmero real
tal que 0<a <1. Vejamos que as classes desses numeros sao distintas, lembrando que
arelagdo R é definida sobre o conjunto R dos reais por R ={(a,b) e RxR|b—a éum
numero inteiro } . Assim, se a,b €[0,1) entdo ndo temos (a,b) € R (pois b—a ndo é um
inteiro) logo pela Proposicao 1.1.13 temos bNa= @, e em particular b # @ .N3o vamos

provar formalmente que essas sdao todas as classes, mas observe, por exemplo que se
7 =3,14159265... entdo = 0,14159265... pela Proposicio 1.1.12, ja que

(7, 0,14159265...) e R pois 7—0,14159265...=3€ 7. Por outro lado

;:(1—0,14159265...):0,85840734... ja que —-—0,85840734...=
- —(1-0,14159265...) = -3,14159265...—1+0,14159265...=—4€Z. Dessa forma

pode-se mostrar que dado um numero real a existe um Unico b €[0,1) tal que a = b.
As propriedades de classe de equivaléncia enunciadas nas poposi¢ées 1.1.12 e 1.1.13
sdao fundamentais e devem ser bem entendidas. Isso porque nas aplica¢des de relagbes
de equivaléncia, como veremos, o objetivo sempre é trabalhar com as classes de
equivaléncias como os novos objetos de estudo. Assim, passa-se do estudo do conjunto

A sobre o qual esta definida a relacdao de equivaléncia R, para o estudo do conjunto

MODULO 1
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quociente de A por R que é o conjunto {a|ae A} das classes de equivaléncia
determinadas por R . Como visto acima, os conceitos de relacdo de equivaléncia e classe

de equivaléncia sdo simples (certo?) mas devemos ficar atentos as aplica¢des, pois em

cada caso as notac¢Oes para a relacdo de equivaléncia e classes de equivaléncia podem ndo

ser iguais as vistas acima. Nesse livro mostraremos, em cada aplicagdo, como entender

as relagOes de equivaléncias que aparecerao segundo a teoria apresentada acima.

1.2 Introducao a estrutura de grupos

Nessa segunda parte do Médulo 1 veremos os conceitos bdsicos sobre a estrutura
conhecida como grupo. No Médulo 2, utilizando entre outros conhecimentos resultados
sobre relagdes de equivaléncia, aprofundaremos o estudo de grupos.

O estudo de grupos foi motivado por observa¢des como as seguintes:

1) A soma de dois inteiros € um inteiro, a soma é associativa, existe um inteiro — o zero
— que quando somado a qualquer outro o resultado é esse qualquer outro, e dado um
inteiro existe outro que somado a ele dd como resultado o zero;

2) A soma de duas matrizes (digamos 2x2 e com entradas reais) é uma matriz, a soma é
associativa, existe uma matriz —a matriz nula — que quando somada a qualquer outra
o resultado é essa qualquer outra, e dada uma matriz existe outra que somada a ela da
como resultado a matriz nula;

3) A soma de dois polindbmios (digamos que eles tenham coeficientes reais) é um
polindbmio, a soma é associativa, existe um polinébmio — o polinémio nulo — que quando
somado a qualquer outro o resultado é esse qualquer outro, e dado um polindmio

existe outro que somado a ele dd4 como resultado o polinémio nulo.
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fDeﬁnigéo 1.2.1. Dizemos que um conjunto n3ao vazio G é um grupo se existe uma )

operagao sobre G, que serd denotada por . ,de modo que sejam satisfeitas as seguintes

condigdes:
a) a operagdo é associativa, ou seja, para todos a, b e ¢ em G vale que

(a.b)y.c=a.(b.c);

b) existe um elemento em G, que serd denotado por e, tal que e.a=a.e=a
paratodo a em G;
c) paracadaelemento ¢ em G existe um elemento que serd denotado por ¢ tal

que a.a'=a'.a=e. )

\_

PP

E muito importante observar que ., e e a”' s3o notagdes que designam uma

operacao e elementos com determinadas propriedades no grupo, e nao é verdade, de

modo geral, que . é a multiplicacdo usual de nimeros, e a™' é o inverso multiplicativo
de um numero a. No primeiro exemplo abaixo essa coincidéncia vai ocorrer, mas os

demais exemplos vao mostar que nem sempre é assim.
\ _J

Esse e muitos outros exemplos deram origem a seguinte definicdo:

Exemplos 1.2.2 Para dar exemplo de um grupo é preciso, segundo a definicdo acima,
especificar um conjunto e uma operacao sobre os elementos desse conjunto.

1) Como um primeiro exemplo, vamos tomar o conjunto dos nimeros reais diferentes

* ~ . . . ~
de zero, normalmente denotado por R, e a operacdo vai ser a multiplicacao usual (de
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modo que nesse primeiro exemplo, o simbolo . que aparece na definicao de grupo de

fato vai simbolizar multiplicacdo). Sabemos que a multiplicacdo de numeros reais é
associativa, de modo que a condicdo (a) esta satisfeita. Sabemos que existe um elemento,

que no caso vai ser o numero real 1, que de fatotema propriedadedeque l.a=a.l=a
para todo a € R, de modo que (b) também fica satisfeita se tomamos o elemento e

como sendoonumero 1.Edadoum nimeroreal a se tomamos seu inverso multiplicativo

1 1

1 . — —1 . ® ., ~
a é claro que vale a.a =a .a=1. Assim R é um grupo com a opera¢do de

multiplicagdo usual.

2) Como segundo exemplo, tome o conjunto dos nimeros inteiros Z e a operagdao como
sendo a soma usual de inteiros, ou seja, na definicdo de grupos agora temos G=Z7 e .

agora é a soma usual. Nesse caso, a condi¢do expressa no item (a) da definicdo 1.2.1, que

é (a.b).c=a.(b.c) para todos a, b e ¢ em G nesse exemplo se traduz como
(a+b)+c=a+(b+c) paratodos a, b e c em Z o que de fato é verdade, de modo

que a condicdo (a) esta satisfeita nesse exemplo. Para verificar a condi¢cdo (b) devemos

ter um elemento no grupo, que na definigdo é simbolizado por e, tal que valha
e.a=a.e=a paratodo a em G, e como a operagao . nesse exemplo é a soma usual,
vemos que o elemento que procuramos € o numero 0 jdque O0+a =a+0=a. Assim,
nesse exemplo, o nimero 0 é o elemento que na definigdo 1.2.1 é simbolizado por e (e
asomausual éaoperagdo representada por . naquela definigdo). Usando essa “tradugao”

dos simbolos na definicdo para o nosso exemplo, procuramos agora, dadoum a em Z,
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um elemento b em Z talque a+b=b+a=0, e é claro que podemos tomar b=—a,
ou seja, o elemento que na definicdo 1.2.1 é representado por a ' nesse exemplo

especifico é o inverso aditivo —a . Isso mostra que Z é um grupo com a operacao de

soma usual.

3) Vamos agora tomar para G o conjunto M das matrizes 2x2 com entradas reais, e

para a opera¢do . tomamos a soma usual de matrizes. Dadas matrizes a, b e c em M

é facil verificar que a soma é associativa, ou seja, (a + b) + c=a + (b + ¢),logo a condigao

(a) da definicdo 1.2.1 é satisfeita. Para a condicdo (b) temos que encontrar uma matriz e

talque e+a=a+e=a paratodo a em M e portanto basta tomar e como sendo a

matriz nula (assim o simboloe que aparece na definicdo de grupo nesse exemplo é a

a, q

. s lee . 2 .
matriz nula 0). Por ultimo, dada uma matriz a = se tomamos a matriz
a21 a22
—-a,, —a, o
—a= temos que a + (—a) =(—a)+ a =0 (lembrando que 0 aqui significa
-a,, —a
21 22

a matriz nula) e portanto a condicdo (c) também é satisfeita (e vemos que o elemento
a”' da definicdo nesse exemplo é a matriz —a ).
4) Como ultimo exemplo veremos um grupo “abstrato”. Nesse caso tomaremos para o

conjunto G o conjunto G={a,f} onde a e [sdo elementos que se combinam

segundo a tabela abaixo:

MODULO 1
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Para mostrar G com a operacdo . satisfaz a condicdo (a) temos que considerar todas as
possibilidades de combinacdo de dois elementos em trés posicdes. Deixamos a maioria

das verificacOes para o leitor, fazendo apenas algumas:

(a.p).a=p.a= e a.(f.a)=a.f= logo (a.p).a=a.(f.a);
B.p.a=a.a=aef.(f.a)y=LF.F=alogo (f.L).a=L.(F.a);etc.Olhando
atabelavemosque a¢.a=a e a.f =L .a =, logooelemento a é o que nadefinicao
de grupo é simbolizado por e, e temos que a condi¢dao (b) esta satisfeita. Finalmente

falta verificar se para cada elemento existe um outro que multiplicado pelo primeiro tem

como resultado o elemento a (pois vimos acima que o elemento a serve como o
elemento e da defini¢cdo de grupo) e da tabela temosque a¢.a=a e f.f =a . Assim

a’'=a, B = etemos que a condigio (c) também esta satisfeita. Pﬂll[

PP

O conjunto dos inteiros com a operacao usual de produto de inteiros ndo é um
grupo. Pense e vera que as condicdes (a) e (b) sdo satisfeitas — e, na (b), quem é o

elemento que faz o papel do elemento e ? — mas a condigao (c) ndo é satisfeita.

\_ J

No exemplo (4) acima escrevemos que “o elemento a serve como o elemento e” na

definicdo de grupo. Se observamos a condicdo (b) daquela definicdo vemos que ela

postula a existéncia de um elemento e com a propriedade de que e.a =a.e=a para

todo @ em G, e em principio seria possivel encontrar um exemplo de grupo no qual

diversos elementos tivessem a propriedade que caracteriza e. O préximo resultado
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mostra que isso ndo pode acontecer, e assim, quando encontrarmos num grupo um

elemento que “serve como e” podemos estar certos de que ndo existe outro que tenha

a mesma propriedade.

(Proposigéo 1.2.3. Num grupo o elemento denotado por e é Unico. )

Prova. De fato, suponha que num grupo G temos dois elementos, digamos e e f,
satisfazendo a condicdo (b) da definicdo de grupo, ou seja, e.a=a.e=a e
f.a=a.f=a paratodo a em G.Em particular temos e. f = f pois e satisfaz (b),
e também e. f =e pois f satisfaz (b), assim e = e. f = f 0 que prova a unicidade.

(]

Devido a unicidade acima, dado um gupo G o (Unico) elemento e que satisfaz a condigdo
e.a=a.e=a paratodo a em G é chamado de elemento neutro de G ou de elemento

neutro da operagdo de G .

Da mesma forma, a condigdo (c) pede que para cada elemento ¢ em G exista um
elemento ¢! em G talque a.a' =a™'.a=e, entdo podemos nos perguntar se pode
haver em algum grupo G algum elemento a talque a.b=b.a=e e a.c=c.a=e

para distintos elementos b e ¢ de G . O préoximo resultado mostra que isso ndo acontece.

Proposicao 1.2.4. Seja G um grupo e a um elemento de G . Existe um Unico elemento

bem Gtalque a.b=b.a=e,onde e é o elemento neutrode G .
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Prova. Sejam b e ¢ elementos de G taisque a.b=b.a=e e a.c=c.a=e. Entdo

b=b.e=b.(a.c)=(b.a).c=e.c=c,0que mostra a unicidade de b. [

Assim, o elemento a™' cuja existéncia é garantida pela condicdo (c) da definicdo de

grupo € unico e é chamado de inverso do elemento a do grupo G .

-

\_

Proposicdo 1.2.5. Seja G umgrupo,e a e b elementosde G .Temosque (a')" =a

e (a.b)"'=b".a".

~

Prova. Como a”'.a=a.a ' =e temos, de (c) na Definicdo 1.2.1 que a é um inverso (e
logo,oinverso)de a~'.Damesmaforma,de (a.b). (b .a”)=(a.b.b”').a' =(a.e).a' =
a.a'=e e (b"'.a").(a.b)=(0b".a'.a).b=(b".e).b=etemos do item (c) da

Definigdo 1.2.1 que b™'.a™'é um (e logo o) inverso de a.b. O]

Obervamos que de modo geral, dados a e b elementos de um grupo G, os elementos

a.b e b.a podem ser diferentes.

Exemplo 1.2.6. Vamos tomar para G o conjunto M das matrizes 2x2 com entradas

reais e determinante diferente de zero, e a operacdo de G serd o produto usual das

a, a

. 12 , . . ,
matrizes. Lembramos que se a :( je uma matriz 2x2 seu determinante é o

a2 1 a22

) 1 0
numero real det(a)=aq,, a,, —a,, a,,. E claro que a matriz identidade ez(o J tem

determinante ndo nulo (det(e)=1), logo e estd em G e é facil verificar que vale
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e.a=a.e=aqa paratodo a em G.Mais ainda, se det(a) ndo é zero entdo tomando

a' como sendo a matriz dada por a”' = é facil

e -1 -1 , . . ,
verificar que vale a.a™ =a~ .a=e. Além disso, sabemos que o produto de matrizes é

1 1
associativo e portanto concluimos que G é de fato um grupo. Sejam agora a = (1 j e

0

1 1 1 2 2 1
b= , temos que a.b= eb.a= ,logo a.b#b.a .
01 1 1 1 0

Definicdao 1.2.7. Um grupo G ondevale a.b =b.a paratodos a e em G édito grupo

comutativo ou abeliano.

O adjetivo abeliano é uma homenagem a Niels Henrik Abel (1802 — 1829), matematico
noruegués cujo trabalho contribuiu (juntamente com os de outros matematicos) para o

aparecimento da teoria de grupos.da matematica.

-
lll - LEITURA COMPLEMENTAR

L» ]
No endereco http://www.ime.usp.br/~leo/imatica/historia/grupoabst.html vocé
encontra algumas consideragdes sobre o aparecimento da definicao de grupo na histdria
da matematica. E no endereco http://www.bienasbm.uftm.br/M18.pdf se encontra um
arquivo com notas bem detalhadas sobre a histéria da algebra abstrata.
\_ ,
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Introducao a teoria de grupos

INTRODUCAO A TEORIA DE GRUPOS

Nesse médulo estudaremos subconjuntos de grupos que também sdo grupos (subgrupos)
e veremos que um subgrupo pode ser usado para definir uma relacdo de equivaléncia
sobre o grupo que o contém. Em um determinado caso especial, que estudaremos, pode

ser dada uma estrutura de grupo ao conjunto das classes de equivaléncia dessa relacao.

2.1 Subgrupos

Definigdo 2.1.1 . Seja G um grupo e seja H um subconjunto ndo vazio de G . Dizemos

que H éumsubgrupode G (notagdo: H <G )se H éumgrupo coma mesma operagao

de G.

Exemplos 2.1.2.

1) E facil verificar que o conjunto dos nimeros reais R com a operagdo de soma usual é
um grupo (facaisso como exercicio!). Temos que o conjunto dos inteiros Z é subconjunto
de R etambém é facil verificar que Z é um grupo com essa operagao, logo Z é subgrupo

de R , e podemos escrever Z<R.
2) Vimos no exemplo 1.2.2 (1) que o conjunto dos numeros reais diferentes de zero,

denotado por R", é um grupo com a operagdo de multiplicagdo usual. O conjunto dos
nimeros inteiros ndo nulos, que denotaremos por Z\{0} é um subconjunto de R, no
entanto ndo é um subgrupo de R’ pois dado um inteiro n3o nulo a, diferentede 1 e —1
seu inverso multiplicativo a™'ndo é um inteiro (e logo ndo estd em Z\{0}). O préximo

resultado nos dd uma outra maneira, além de usar a definicdo acima, de verificar se um
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subconjunto ndo vazio H de G é um subgrupo de G .

Proposicao 2.1.3. Um subconjunto ndo vazio H de G é um subgrupo de G se e sO se

valem as seguintes condicdes:

i) paratodos elementos ae bde Htemosque a.be H;

ii) paratodo ae H temos que a”' € H .

\_ J

Prova. Se H <G entdo pela definicdo H é um grupo com a operagao . (a mesma
definida em G ) e portanto valem (i) e (ii). Suponha agora que H é um subconjunto ndo
vazio de G e que valem as condigGes (i) e (ii). Precisamos mostrar que H é um grupo
com a mesma operagdo de G, ou seja, precisamos mostrar que para H valem as

condicdes (a), (b) e (c) da Defini¢do 1.2.1. Para verificar (a) temos que mostrar que para

todos a, b e ¢ em H vale que (a.b).c=a.(b.c), mas isso é verdade pois como
H c G temosque a, b e ¢ estdioem G ecomo G é grupo sua operagao € associativa,
ou seja, vale (a.b).c=a.(b.c). Para mostrar o item (b) observamos que H ndo é
vazio, logo existe a € H, e do item (i) de nossa hipStese temos entdo que a'e H.
Aplicando agora o item (i) aos elementos a e a' de H temosque a.a' € H, mas a
e a's3o0 elementos do grupo G elogo a.a”' =e, onde e é o elemento neutro de G .
Assim e também estdem H etemos que a condi¢do (b) da Definigdo 1.2.1 estd satisfeita.

Finalmente o item (c) da Definicdo 1.2.1 é uma consequéncia direta do item (ii) de nossa

hipdtese, e concluimos que H é um grupo com a mesma operagdao de G, ouseja, H é
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um subgrupode G. L[l

Corolario 2.1.4. Seja G um grupo e H um subgrupo de G . Entdo o elemento neutro e

de G também estdem H e é o elemento neutro de H .

Prova. Temos que H é n3o vazio e tomando a € H da Proposicdo acimavemque a ' € H
e a.a’' =ec H . Assim o elemento neutro de G esta em H e como o elemento neutro

em um grupo é Unico temos que e é o elemento neutrode H . L]

Exemplos 2.1.5.

1) Se G é um grupo entdo é claro da definicdo de subgrupo que G é um subgrupo de
G Seja e oelemento neutrode G eseja H ={e}.Da Proposi¢do acima temos que H
é um subgrupo de G pois e.e=e (e logo vale a condic3o (i)) e e' =e (e logo vale a

condigdo (ii)). Os subgrupos {e} e G sdao chamados de subgrupos triviais de G .

2) Seja 5Z={m5|meZ} o subconjunto dos numeros inteiros Z formado pelos
multiplos de 5. Sabemos que Z é um grupo com a operacdo de soma usuale 5Z é um
subgrupo de Z: de fato, a soma de dois multiplos de 5 é um multiplo de 5 (e logo vale
a condi¢do (i)) e dado m5e€5Z temos que (-m)5 € 5Z (e logo vale a condigdo (ii)). De
modo geral, dado um numero inteiro n € Z temos que o conjunto dos multiplos inteiros
de n, usualmente denotado por nZ, é um subgrupo de Z (isso se mostra de maneira

andloga a que fizemos acima para 5Z7).

O segundo exemplo acima ilustra uma maneira comum de se produzir subgrupos de um
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grupo G .Aidéiaétomarumelemento a € G eopera-locomele mesmo repetidamente,
fazer o mesmo com a' € G e ainda tomar o elemento neutro e € G . Para formalizar
essa idéia vamos denotar a.a por a*, a.a.a por a’, etc.; vamos também denotar
a'.a’ por a2, a'.a'.a’ por a”>, etc.; e convencionamos que a’=e. Com essas
notacOes é facil verificar que, dados quaisquer inteiros n e m, vale a propriedade

n m n+m

a".a”=a"" . Assim o subconjunto de G dado por

(a)y={a"eGlneZ}

é um subgrupo de G :de fato, dados a" e a”" em (a ) temos a" .a" =a"™" €{a) (o que
mostra o item (i) da Proposicdo 2.1.3, e dado a" em (a) é claroque a " €(a) (o que

mostra o item (ii) da Proposicdo 2.1.3). Esse subgrupo é chamado o subgrupo gerado por
aecG.

Defini¢do 2.1.6. Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Se H ¢é da forma

H =(a) paraalgum a € G entdo dizemos que H é um subgrupo ciclico de G .

Exemplos 2.1.7.

1) Seja Z o grupo dos numeros inteiros com a operacao de soma usual. Temos que o

elemento neutro de Z é o zero e o inverso de 5€Z, para a operacao de soma, é —5.

Assim para formar o subgrupo de Z gerado por 5 tomamos osinteiros 5, 5+5, 5+5+5

etc., e também -5, -5+ (-5), -5+ (-5) +(-5), etc. e ainda o zero. Nesse caso temos

(5)={m5 € G|meZ}, evoltamos ao exemplo 2.1.5 (2) que havia originado a idéia de

subgrupos ciclicos.
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2) Observe que Z é um grupo ciclico, pois é gerado pelo 1 (ou pelo —1). De fato Z

=(l)={ml e G|meZ} etambémvale Z =(-1)={n(-1) € G|neZ}.

3) J4 vimos que o conjunto R* dos nimeros reais diferentes de zero forma um grupo
com a operacdo de produto usual de nimeros reais. Nesse caso o elemento neutro de

R" é o numero 1. O subgrupo ciclico de R gerado por 2 € R consiste entdo das
1 n
poténcias do tipo 2", com n=123,.., das poténcias do tipo (Ej =2"", com

n=1,2,3,... edonimero 1, ouseja, (2)={2" e R |meZ}.

Uma importante categoria de grupos é a formada pelos grupos finitos, ou seja, grupos
formados por um numero finito de elementos. O préximo resultado lista importantes
propriedades de grupos finitos e seus subgrupos. No que se segue, denotaremos o

numero de elementos de um conjunto finito 7 por | 7' | (lembrando que, em matematica,

guando dizemos “o numero de elementos de um conjunto” queremos dizer o numero de

elementos distintos do conjunto).

( )
Proposicao 2.1.8. Seja G um grupo finito.

1) Seja a e G, seja T'um subconjunto de G, seja aT o conjunto aT ={a.t|teT} e
seja Ta oconjunto Ta={t.a|teT}.Entdo |aT|=|T|=|Ta| (ouseja, T, aTeTa

tém o mesmo numero de elementos).
2)Sejaae G,temosque aG=G=Ga.

3) Um subconjunto ndo vazio H de G é um subgrupo de G se e so se para todos

elementos a e b de H temos que a.be H

\_ J

38 Estruturas Algébricas



Prova. 1) Seja n=|T|, entdo T ={t,,...,t,}, onde ¢,,...,¢, sdo distintos elementos de G,
e aT ={at,...,at,} . E claro que o nimero de elementos distintos de a T é no maximo
n, e sO seria menor se tivéssemos at, =at; com i # j, mas isso ndo acontece pois se
at;=at; entdo multiplicando a esquerda ambos os lados da igualdade por a”' temos

-1

-1
a .at,=a

.at;, logo t,=t, e portanto i=j. Assim |aT|=n=|T|. De maneira

analoga se prova que |T a|=n=|T| (faga como exercicio!).

2) Temos aG={a.g|geG} ecomo G é um grupo é claro que a G < G . Por outro
lado, do item (1) acima temos que a G e G tém o mesmo numero de elementos logo

vale a G = G. Da mesma forma concluimos que G a =G (faga como exercicio!).

3) Se H é um subgrupo de G entdo é claro que para todos elementos ae bde H
temos a.b € H . Para provar a reciproca, supomos que H seja um subconjunto de G
com a propriedade de que dados elementos @ e b de H vale que a.be H . Entdo,
segundo a Proposicao 2.1.3, para mostrar que H é subgrupo de G basta provar que
dado @ em H temos que a”' também estd em H . Seja entdo a em H e considere o
subconjunto a H ; pela hipétese temos que a H — H, e pelo item (1) temos que
|a H|=|H|, logo devemos ter a H=H, ou seja, {a.b|be H}=H . Assim, como
a € H, para algum elemento b em H devemos ter a.b=a e multiplicando a esquerda

ambos os lados da igualdade por a™' temos b=e. Assim descobrimos que e e H e

MODULO 2
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usando novamente que a H = H vemos que para algum c € H devemos ter a.c=¢;
multiplicando novamente & esquerda ambos os lados dessa igualdade por a™' temos

—1 . -1
c=a ,eassimchegamosaa e€H. [

Exemplo 2.1.9. Vamos dar agora um exemplo que sera muito Util no que se segue. Seja

A={1,2,3} eseja G o conjunto das bije¢cdes de 4 em A. Temos, por exemplo, que a
fungdo @ : 4 —> A dadapor p(1)=2, p(2)=1e ¢(3) =3 estaem G (pois é uma bijecdo),
bem como a fungdo y: 4—> A4 dada por y(1)=2, w(2)=3 e y(3)=1. Observe que a
cada bijecdo corresponde uma permutagdao da sequéncia (1,2,3): por exemplo, @
corresponde a permutagao que passa de (1,2,3) para (2,1,3), enquanto ¥ corresponde
a permutagdo que passa de (1,2,3) para (2,3,1); e inversamente, a cada permutagao
temos uma bijecao correspondente. Do estudo de permutagdes sabemos que existem 6
permutagdes possiveis para a sequéncia (1,2,3), logo existem 6 bijecdes de 4 em 4.

E claro que a composicdo de duas bijecdes também é uma bijecdo, entdo vamos compor

as bijecdes ¢ e w paraver quais novas bijegdes podemos produzir. Temos que @o@p=e
onde e aqui denota a bije¢do, ou permutagao, identidade (ou seja, e(1)=1, e(2)=2 e
e (3)=3). Por outro lado temos que W ol corresponde a permutagdo que passa de
(1,2,3) para (3,1,2) e wowoy=e. Para identificarmos as bije¢cdes @oy e o

lembramos que quando trabalhamos com bije¢cdes em teoria de grupos é usual seguir a

convencao usada para a composicdo de permutacdes, aplicando em primeiro lugar a f
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uncao escrita a esquerda e em seguida aplicando a func¢ao escrita a direita. Assim

(@ow)(D) =y (p(1)) =(2)=3, e analogamente vemos que (poy)(2) =2 e (poy)(3) =1
enquanto (¥ o)D) = p(y ()= p(2)=1, (Wop)2)=3 e (Yop)3)=2. Como j4
temos 6 bijecdesestassaotodososelementosde G .Assim G ={e, @,y oy, @oy, o}

e resumimos no quadro abaixo os resultados encontrados até agora, representado as
bijecdes como permutacdes (a partir de agora omitiremos o sinal de composicao, e

também escrevemos > para representar oy, @ para representar @og@og, etc.):

e 1,2,3) - (1,2,3)

1,2,3) —> (2,1,3)
W 1,2,3) - (2,3,
w? 1,2,3) > (3,12
oy 1,2,3) > (3,20
ye 1,2,3) > (1,3,2)

Como a composicao de bijecdes é uma bijecdo podemos tomar a composicdo como

operac¢do no conjunto G . Além disso a composicdo é uma operacao associativa, e é
claro que a bije¢cdo e é elemento neutro para a operagao de composi¢do. Assim, para
mostrar que G é grupo, so6 falta mostrar que todo elemento de G tem um inverso com

relacdo a composicdo. Mas da tabela acima é fdcil identificar os inversos: por exemplo, o

inverso do elemento i tem que ser uma bijecdo ' tal que 1//1//‘l =e, logo temos que
ter ' (w(1))=yw ' (2)=1, e analogamente ' (3)=2 e ' (1)=3. Escrevendo '
como permutacdo de (1,2,3) temos que ' é a permutagdo (1,2,3) > (3,1,2), ou seja

w ' =y’.Procedendo da mesma formatemosque ¢ =@, (v)) ' =y, (pw) ' =y
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e (wp) "' =wo . Eclaroquesabendoque ' =’ e ' =@ podemos usar a Proposigio
1.2.5 e deduzir que (pw) ' =y '@ =y p e avaliando y’p em 1, 2 e 3vemos que
1//2g0 = @y . Faga isso como exercicio e mostre também que (1//(0)'1 =q0‘1l//‘] =(0l//2 =Y.
Para identificar alguns subgrupos de G podemos usar a Proposicdo 2.1.8 (3), ja que G
é grupo finito. Observamos no inicio que ¢* =e logo H ={e,p} é um subgrupo de

G, pois e =ecH, ep=pe=pcH e ¢’ =ecH; observe que H é um grupo
ciclico. De maneira analoga temos que N ={e,i,y>} também é um subgrupo de G e
também é ciclico. Outros subgrupos sdao I ={e,pw} e J={e,wp} (use a Proposi¢do

2.1.8 (3) para verificar isso!) e também sdo ciclicos. Observamos finalmente que esse

exemplo

pode ser generalizado: pode-se mostrar que o conjunto das bije¢ées de {1,2,...,n} (ou
de qualquer conjunto com n elementos), juntamente com a operagao de composigdo,
forma um grupo que é usualmente denotado por S, (e tem n! elementos — faga isso
como exercicio!). Assim o grupo descrito acima é o S, e é assim que vamos nos referir
a ele de agora em diante.
2.2 Classes laterais

Veremos agora uma importante interagdo entre relagdo de equivaléncia e subgrupos. A

partir de agora vamos utilizar a notagdo habitual em teoria de grupo e escrever ab, ao
invés de a.b, para indicar a operagdo entre elementos a e b de um grupo G (embora

eventualmente ainda usemos o ponto para indicar a operac¢do do grupo), também
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eventualmente nos referiremos a essa operacao como “produto” embora saibamos que
em cada exemplo ela tem uma defini¢ao.

Seja G um grupo e H um subgrupo de G . Temos que H define uma relacdo de
equivaléncia R sobre G da seguinte maneira (lembrando que R deve ser um
subconjunto de Gx G que satisfaz as condi¢des da Definicdo 1.1.6): tomamos R como

sendo formado pelos pares ordenados (a,b) € Gx G tais que a_'be H , ou seja
R={(a,b)eGxG|a'beH} .

Vejamos que R é de fato uma relacdo de equivaléncia. Inicialmente observamos que
para todo a € G vale que (a,a)€ R pois a”' a =ee H para todo a € G. Isso mostra
que vale o item (i) da Definicdo 1.1.6. Suponha agora que (a,b) € R, entdo vale que
a'be H.Como H éum subgrupo temos que (a'b)”' € H, e da Proposigdo 1.2.5 vem
que (a'b)"'=b" (@)= b a. Assim b ac H e da definicio de R temos que
(b,a) e R . Isso mostra que vale o item (ii) da Defini¢cdo 1.1.6. Finalmente suponha que
(a,b)e Re (b,c) e R . Entdo, pela definicdo de R devemoster a'be H e b'ceH , e
como H é um subgrupo vale que (a™'b).(b"' ¢)e H, ou seja, a 'ce H . Agora, pela
definicdo de R temos que (a,c) € R . Isso mostra o item (iii) da Defini¢do 1.1.6 e completa
a prova de que R é de fato uma relacdo de equivaléncia. Observe que na definicdo de
R poderiamos ter escrito b a € H aoinvésde a”'be H porque como H é subgrupo

-1 , -1
temos b aeH seesdse a beH.

Na literatura sobre grupos ndo é usual proceder como fizemos acima e denotar por R a

MODULO 2
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relagdo de equivaléncia definida pela escolha dos pares (a,b) da maneira indicada
acima. A notacdo e a terminologia usual é a seguinte: dado H um subgrupo de G diz-se
que dois elementos a e b de G sdo congruentes médulo H se a'be H , e se denota

esse fato escrevendo a=b mod H .

Lembramos que a classe de equivaléncia de um elemento a € G segundo arelacdo R é
o conjunto dos elementos b e G tais que (a,b) € R, ou seja, usando a terminologia

indicada acima, a classe de a € G é formada pelos elementos b€ G taisque a e b de

G sdo congruentes médulo H . E claro que, independentemente da descricdo adotada,

temos que a classe de a € G é o conjunto {beG|a™'be H}. Temos entdo o seguinte

importante resultado.

Lema 2.2.1: A classe de equivaléncia de a € G segundo a relacdo definida acima é o

conjunto {aheG|heH}.

Prova. De fato, dado b€ G tal que a”'be H temos que a”' b=h paraalgum he H e
logo b=a h; por outro ladose b=ah,com he H entdo a'b=he H elogo b esta
naclassedeequivalénciade a € G.Issomostraque {be G |a'be H}={aheG|he H}

O]

Devido ao lema acima a classe de equivaléncia de a € G, segundo a relacdo definida
acima, é denotada por a H, e um tal conjunto é chamado de classe lateral a esquerda,
de H em G . Essanomenclatura “a esquerda” vem do fato de que podemos definir uma

relacdo de equivaléncia similar, cujas classes de equivaléncia sdo conjuntos da forma

44 Estruturas Algébricas



MODULO 2

H a . De fato, seja S arelagdo sobre G definida por

S={(a,b)eGxG|ba'eH} .

Nao ¢ dificil verificar, de maneira similar ao que foi feito acima, que S ¢ uma relagdo de

equivaléncia (faga isso como exercicio!). Também como acima temos um lema

descrevendo as classes de equivaléncia de § .

Lema 2.2.2: A classe de equivaléncia de a € G segundo a relagcdo S definida acima é o

conjunto {haeG|he H}.

Prova. De fato, dado b e G tal que ba™' € H temos que ba ' =h paraalgum he H e
logo b=ha; por outro ladose b=ha,com he H entdio ba'=he H elogo b esta

naclassedeequivalénciade a € G .Issomostraque {be G |ba'e HY={haeG|he H}

]
De maneira andloga ao que fizemos anteriormente, denotamos o conjunto

{haeG|he H} por Ha, para todo a € G, e essas classes laterais sao chamadas de

classes laterais a direita, de H em G .

Quando a operacdo de G é denotada por + (como por exemplo, no grupo dos nimeros
reais ou dos inteiros — veja o Exemplo 2.1.2 (1)) e H é um subgrupo de G entdo
denotamos a classe lateral a esquerda de um elemento a € G como a+ H e a classe

lateral a direita como H +a.
E importante lembrar sempre que as classes laterais a esquerda (bem como aquelas a

direita) sdao classes de equivaléncia de uma relacao de equivaléncia sobre G, e portanto
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podemos utilizar resultados que obtivemos no estudo dessas relacdes. Por exemplo, da

Proposicdo 1.1.11 podemos concluir que G é a unido das classes a H, onde a percorre

G, e da mesma forma G= UHa, lembrando que duas classes Ha e Hb ou
aeG

coincidem (caso (a,b)e S) ou sdo disjuntas (caso (a,b)g S) — também temos que
classes a He b H ou coincidem (caso (a,b)e R) ou sdo disjuntas (caso (a,b)g R).

Essas afirmacdes sdo consequéncia das proposicées 1.1.12 e 1.1.13.

E claro que se G for um grupo abeliano vale que a H = H a paratodo a € G, pois como
G é abeliano em particular temos a h =h a para todo 2~ em H . No entanto, pode
acontecer que a H = Ha mesmo que aconteca a h # ha para algum 7 em H, pois

a H = H a é uma igualdade de conjuntos. Isso vai ficar claro no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.3. Retomamos o exemplo 2.1.9 onde apresentamos o grupo ;. Vimos ali
que H ={e,p} é um subgrupo de §,, vamos calcular as classes de equivaléncia a
esquerda de H - ou seja, vamos calcular os conjuntos a H ={aceS,|ce H} para
todo a de S,. Temos (usando que @’ =e, Y’p=9y e oy’ =yp, que sdo relagdes
vistas no exemplo 2.1.9) que eH ={e.e,e.p}=1{e,p}, oH={p.e,p.0} ={p,e},
yH = {y.ey.o = w.wpy, vy’ H=1{y ey .o =y ve = y ov,
o H = {py.eop.0f = lov.ope) = lov.oop’} = lov.ov’i = {oy.y7,
voH ={yp.e,yp.0}={yo,yp’} = {y e, w}.Assim, temos 3 classes de equivaléncia
a esquerda distintas, a saber, eH=pH ={e,p}, wH=woH ={y,yp}, v’ H=

owH = {y*, oy} . Vamos calcular agora as classes laterais a direita de H , ou seja, vamos
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calcular os conjuntos Ha={haeS,|heH} para todo a de §,. Temos como acima
que He=Hop={e, ¢} ,eainda Hy ={ ey, oy} ={y, oy}, Hy’ ={ey’, py’}=
W veh, Hoy={lepy.oy}=loy.y} e Hyp=ley .ol = v p,0p.0} =
wov'ee={woe,w’e’}={y ey} . Temos novamente trés classes de equivaléncia,
a saber He= Hp={e,p}, Hy=Hoy={y, py} e Hy'=Hyo={y’, y p}.
Comparando as classes a esquerda e a direita vemos que He=eH e H@=¢pH , mas
Hy #yH , Hy® #y”H , etc.. Vamos agora calcular as classes a esquerda e a direita de
outro subgrupo de S;, a saber, N={e,w,w’}. E facil verificar que
eN=wN=y’N={e,w,p’} (usando que i’ =e, conforme visto no exemplo 2.1.9) e
ainda @ N ={pe,py,pp’} = {p,pp.y 9}, oy N ={pye.opy,opy’}=
lov.ov’ .o’} =lov.vp.0} e voN={ypeyoy.ypy’}=
vo, vy, ow’y’ = {vp.ov°, o'y} = {yp,p, gy }. Temos entdo duas classes
lateraisaesquerda,de N em S, ,quesdoeN=y N=y’ N={e,y, 't epN=py N =
woN={p,p v, @}.De forma analoga, pode-se mostrar (faca como exercicio!) que
Ne=Ny=Ny’={ew,w’} e No=Noy=Nyo={p,0w,y@}. Assim, nesse
caso, temos que a N = N a para todo a em S,. Tomando a = ¢ observamos que ndo
vale @h="he paratodo 7 em N (por exemplo, oy # @), no entanto o conjunto dos

elementos {pe,py,py’} é 0o mesmo dos elementos {e, w,y’ @} (pois ambos sdo

iguaisa {@, @ v,y @} ).

MODULO 2
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O exemplo acima ilustra varios conceitos que ja vimos sobre classes de equivaléncia. Por

exemplo, vimos que @ N ={@,p v, ¢} e que as classes a esquerda de @y ede ¢
(que juntamente com ¢ formam o conjunto {@,® ¥, ¢}) coincidem com a classe a
esquerdade ¢ (ouseja, p N =pw N =y ¢ N ).Issondo é poracaso, claro, é simplesmente
uma ilustragdo da Proposi¢do 1.1.12, pois como @ € ¢ N vem dessa proposi¢gdo que
@ N =@y N . Confira essas “coincidéncias” para as outras classes no exemplo acima.
Além disso vimos como uma relagdo de equivaléncia particiona S; como uma unido de

conjuntos disjuntos (um fato observado logo apds a prova da Proposido 1.1.13). Por

exemplo, as classes laterais a esquerda, de Hem S§;, particionam §; da forma
S, ={e,pt Uty w ot U{y’, oy}, as classes laterais a direita de H em S, particionam
S, da forma S, ={e,p} Uiy, oy} U{y’, ¢! enquanto as classes laterais & esquerda

(ou a direita) de N em S, particionam S; daforma S, = {e,y, "} U {p, 0y, p ¢! .

Exemplo 2.2.4. . Vimos no Exemplo 2.1.5 (2) que 5Z={m5|meZ} é um subgrupo do
grupo dos nimeros inteiros Z. Como Z é um grupo abeliano temos que as classes
laterais a esquerda e a direita de 5Z em Z coincidem, ou seja a+5Z7Z=5Z+a para
todo aeZ. Do Lema 2.2.1 sabemos que a classe de um elemento aeZ é

a+5Z={a+m5|meZ}. Assim temos que

0+5Z = {0+m5|meZ}=1{..,—15,-10,-5,0,5,10,15,...} ; 1+52 =
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(+mS|\meZ=1{.,—14,-9,-4,1,6,11,16,...} ; 245Z = 2+m5|meZ}=
{.,—13,-8,-3,2,7,12,17,..} ; 345Z = 3+m5|\meZ)=
{o—12,-7,-2,3,8,13,18,...} ; 4457 = {4+m5|meZ)=

{....,—11,-6,-1,4,9,14,19,...} ;

e essas sao todas as classes laterais a esquerda de 5Z em Z. De fato, vemos que essas

classes laterais sdo exatamente as classes de equivaléncia que aparecem no Exemplo
1.1.14 (c), e ali vemos que o numero de classes de equivaléncia distintas é cinco. Essa

coincidéncia entre classes laterais a esquerda 5Z em Z e as classes de equivaléncia do

Exemplo 1.1.14 (c) ndo é um acaso: se olharmos, no inicio da sec¢do 2.2, a definicdo da

relacdo de equivaléncia sobre Z definida pelo subgrupo 5Z veremos que um par

ordenado (a,b) e ZxZ estdnarelagdoseesdse b—aec57Z,0useja,seesdse b—a é

um multiplo de 5, que é justamente a relacdo que aparece no Exemplo 1.1.14 (c).
Um outro fato que podemos observar do exemplo acima é que as classes laterais (a

esquerda ou a direita) de um subgrupo tém exatamente o mesmo numero de elementos

do subgrupo. Isso é um fato geral, que provamos a seguir.

Lema 2.2.5. Seja G um grupo finito, seja H um subgrupo de G e seja a € G. Entdo

tanto a H quanto H a tém o mesmo numero de elementos de H .
Prova. Temos que aH ={ahe G|he H},logo onimero de elementos em a H ¢ menor
do que o niumero de elementos de H se e s6 se ac =ad para distintos elementos ¢ ¢ d

de H ,no entanto se ac=ad entdo multiplicando a igualdade a esquerda por a~' temos
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¢ =d . Assim ndo acontece ac =ad para distintos elementos ¢ ¢ d de H e portanto H

e aH tém o mesmo numero de elementos. De maneira similar (faga como exercicio!)

mostra-se que H ¢ Ha tém o mesmo nimero de elementos. 0

Como consequéncia desse lema e do fato das diferentes classes laterais darem uma
particdo temos o seguinte importante resultado, conhecido como teorema de Lagrange
e assim denominado em homenagem ao matematico francés Joseph-Louis Lagrange

(1736-1813) que o provou pela primeira vez. (Lembramos que | 4| denota o numero de

elementos de um conjunto A4.)

Teorema (Lagrange) 2.2.6. Seja G um grupo finito e seja H um subgrupo de G . Entdo

|G| é um multiplode | H |.

Prova. Sabemos que as classes laterais a esquerda, de H em G, formam uma parti¢ao
de G ,ouseja, podemosescrever G=a,H U---Ua, H,onde a,,...,a, e Ge a,H|) a,H
é o conjunto vazio se i # j. Do lema acima temos que |a,H |=|H | paratodo i=1,...,n

logo |G|=n|H |, eportanto |G| é um multiplode |H|. [

Exemplo 2.2.7. Observe que o grupo S;, apresentado no Exemplo 2.1.9 e que tem 6

elementos, segundo o teorema acima sé admite subgrupos de ordem 1, 2, 3 ou 6. E claro

que §; é um subgrupo de si mesmo e tem 6 elementos, por outro lado o conjunto {e }
também é um subgrupo de S, e tem um elemento. Temos ainda que os subgrupos H ,

I e J tém dois elementos cada enquanto que N tem trés elementos. Isso mostra que
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todas as possibilidades de ordem para semigrupos sao realizadas efetivamente, mas
essa nao é a regra geral em teoria de grupos. De fato existem inUmeros exemplos de
grupos que ndo tém subgrupos com cardinalidade igual a determinado divisor de |G |.

Dado um grupo G, um subgrupo H de G e um elemento a € G pode acontecer que

aH seja diferente de Ha (veja, por exemplo, no exemplo 2.2.3 que Hy #yH ), e

pode acontecer que dado um subgrupo N sejaverdade que Na=a N paratodo ae G

(veja, ainda no exemplo 2.2.3 que Na=a N para todo a€S;). Esse ultimo fato é

bastante importante em teoria de grupos e leva a seguinte definicdo.

Definicdo 2.2.8. Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G . Dizemos que H é

subgrupo normalde G se a H=Ha paratodo aeG.

Se H é subgrupo normal de G entdo denotamos esse fato escrevendo H < G . Observe

que da definicdo das classes laterais a H e H a temos que H é subgrupo normalde G

se e sO se temos aigualdade {a he G|he H}={haeG|he H} paratodo aeG.

Dado um subgrupo H de G para todo elemento ae G definimos o conjunto

a Ha'={a ha'eG|he H}.Temos entdo o seguinte resultado.

Teorema 2.2.9. Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G . Entdo H é subgrupo

normalde G seesése a Ha™' = H paratodo aeG.

Prova. Suponha que H é subgrupo normal de G e seja a € G . Da definigdo acima temos
que {aheG|lheH}={haeG|he H}.Essaigualdade de conjuntos ndo significa que

ah=ha paratodo he H (como vimos no final do exemplo 2.2.3), ela significa que
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para cada heH existe h,eH tal que ah=ha (e logo
{aheG|lheHyc{haeG|heH}) bem como dado h, € H existe h, € H tal que
hya=a h, (elogo {haeG|he H}c{aheG|he H}).Assimcomo paracada i € H

existe h,eH tal que ah =h,a temos, multiplicando a direita por a”' que

1

ah a'=h e H paracada h, € H ,ouseja, a Ha"' < H .Poroutrolado, dado &, € H

temos que existe h, € H tal que h,a=a h, e novamente multiplicando a direita por

a”' obtemos h,=a h,a'ea Ha ' logo H< a Ha' o que completa a prova de que

a Ha' = H paratodo aeG.
Suponha agoraque a Ha™' = H paratodo a € G . Essa igualdade de conjuntos significa

queparacada i, € H existe h, e H talque a h a”'

=h, .Vamosmostrarque a H=Ha
Dado um elemento aheaH temos que ah a'=h, para algum heH e
multiplicando a direita por a temosque a iy =h,a e Ha logo a Hc Ha .De maneira

1

andloga, considere um elemento h,ae Ha . Observe que como a Ha = H para
todo a € G, e lembrando que (a”' )‘1 =a (veja a Proposicdao 1.2.5), temos que também

valeque ¢! Ha= H paratodo ae G.Assimdado a' hyae a”' Ha existe h, e H tal

que a'hya =h, elogo h,a =a h,ea H,ouseja, Hac a H ,0que completa a prova

de que a H=Ha e portanto o subgrupo H é normal. [l

7 . ~ . ,1
O préximo resultado mostra que ndo precisamos mostrar que a Ha = H para todo

, -1
a € G para mostrar que um subgrupo é normal, basta mostrar que a Ha™ < H para
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todo aeG.
Proposicdo 2.2.10. Seja G um grupo e seja H um subgrupode G .Entdo a Ha ' = H

Ir .-l

PR | Vel 4 LL PR | Yl
IJOICILUUU ua<\J U C oUuoCT U 11U — 11 IJCIIQ (UULVU U T\,

Prova. E claro que se a Ha™' = H entdovale a Ha™' c H, paratodo a € G. Suponha
entdo que vale a Ha' ¢ H, para todo a G, e vamos mostrar que H ca Ha™'.
Como na prova do teorema acima temos que se vale a Ha' ¢ H, para todo a G,
entdovale a”' Hac H paratodo a € G.Assim,dado h e H e aeG existe h, e H tal

1

que a”' h a = h,, logo multiplicando a esquerda por a e a direita por a~ temos

1

h=ahya'eaHa"' oquemostraque Hca Ha ' paratodo aeG. O]

A importancia de H ser um subgrupo normal esta no fato de que, nesse caso, se pode

definir um produto no conjunto das classes laterais a esquerda (ou equivalentemente, a

direita) . De fato, seja G um grupo e seja H um subgrupo normal de G . Observe que,
dadas classes a H e b H , se definimos o produto a H.bH da maneira “6bvia”, ou seja,
aH .bH = {ahbh, | h,h,e H} temos que como Hb=bH dado h € H existe h,e H
tal que 4 b=0b h, logo ah bh,=abhh, eab H (pois H é subgrupo ede h,e H e
h,e H temos hh,e H), ou seja, a H.bH — ab H ; por outro lado dado abheabH
temos que abh=aebheaH.bH pois H é um subgrupo e o elemento neutro e de
G estd tambémem H, assim a H.bH = ab H . Vamos mostrar que com essa opera¢ao

o conjunto das classes laterais a esquerda (que, lembramos, é o mesmo das classes

Estruturas Algébricas 53



Introducao a teoria de grupos

laterais a direita, pois H é um subgrupo normal de G ) forma um grupo. Vejamos que a
operagdo éassociativa:dadasclasseslaterais a H , b H e ¢ H temosque (a H.bH).c H =
(ab H).cH = (abc)H e aH.(bH.cH)=aH.(bcH)= (abc)H ,assim
(aH.bH).cH=aH.(bH.cH) e o produto de classes, como definido, é associativo.
Vejamos agora que e H é o elemento neutro desse produto (onde e ¢é o elemento
neutro de G ): de fato, para toda classe lateral a H temos e H.a H=ea H=aH .
Finalmente, dada uma classe lateral a H temos que a' H também é uma classe lateral
eaH.a' H=e H eportanto a”' H é oinverso da classe a H . Antes de darmos um
exemplo, observamos que se a operagdo do grupo G ¢é denotada por + e H é um
subgrupo normal de G entdo denotamos a operagdo entre as classes laterais de H
também por +, escrevendo (a+H)+(b+H)=(a+b) H (veja também a observagdo

feita no segundo pardgrafo apds o Lema 2.2.2).

Exemplo 2.2.11. Vimos no Exemplo 2.1.5 (2) que 5Z={m5|meZ} é um subgrupo do
grupo dos numeros inteiros Z e no Exemplo 2.2.4 vimos que o conjunto das distintas
classes laterais de 5Z em Z, que denotaremos por Z/5Z ,éiguala {0+5Z ,1+5Z ,
2+57,3+5Z, 4+57Z}. Do que foi feito acima temos que Z/5Z é um grupo com a
operagdo dada por (a+5Z)+ (b+5Z)=(a+b)+5Z . Assim, por exemplo, temos
que (1+5Z)+ 2+5Z)=3+5Ze(2+5Z) +(2+5Z)=4+5Z . Observe no entanto

que 3+5Z)+ 3+5Z)=6+57Z ,mas 6+5Z ndo aparece na lista de elementos de
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Z./57 ! Acontece que como 6—1=5 é multiplode 5, aclasse de 6 é a mesma classe de

1 (veja a figura que ilustra o Exemplo 1.1.14 (c) ) e portanto 6+5Z=1+57Z. Abaixo

colocamos a tabela com os resultados das possiveis somas de classes em Z/57Z.

+ 0+5Z | 1+5Z | 2+57Z | 3+57Z | 4+57Z

0+5Z | 0+5Z | 1+5Z | 2+5Z | 3+5Z | 4+5Z

1+5Z 1+57Z | 2+5Z7Z | 3+5Z | 4+5Z7Z | 0+5Z

2457 | 2457 | 34572 | 4+5Z | 0+5Z | 1+5Z

3457 | 3+5Z7Z | 4+5Z7Z | 0+5Z | 1+5Z | 2+57Z

4457 | 4+57Z | 0+5Z | 1+5Z | 2+57Z | 3+5Z

Obesrve que, como ja visto acima, temos (4+5272)+(4+572)=8+5Z=3+527Z
pois8—3 =5 ¢ multiplo de 5.

Esse exemplo foi interessante porque nos chamou a atencdo para o fato de que uma
classe lateral pode ter varias “notacdes”, ou como se diz na literatura, pode “admitir

varios representantes” (é usual dizer que a é um representante da classe lateral a H ).

Ja poderiamos ter pensando nisso, pois classes laterais sdo classes de equivaléncia e
sabemos que uma mesma classe de equivaléncia pode ser representada usando
diferentes elementos (como, por exemplo, feito no Exemplo 1.1.14 (c) e (d)). Esse fato
nos leva a refletir sobre a definicdo de soma de classes. No exemplo acima temos que

6+57Z=14+57Z e 8+57Z=3+57Z. Da definicio de soma de classes temos que

(1+45Z2)+(3+5Z2)=4+5Z, mas (6+52)+(8+5Z)=14+5Z . Como as classes que estao

sendo somadas sdo as mesmas, s ndo teremos uma contradicdo se 14+5Z2=4+5Z, e de

fato essa igualdade se verifica porque 14—4 =10 é um multiplo de 5.
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Mas, e na teoria geral? Serd que o resultado do produto de classes laterais (de subgrupos
normais, claro) independe dos representantes usados para denotar essas classes?

Ou seja, dadoum grupo G e H um subgruponormalde G,sea H=c He b H=d H
é verdade que ab H=cd H ? Aresposta é: Sim! Mas isso tem que ser provado, e é o que
fazemos agora. Como ¢ H=c H temos que ¢ 'ae H, e como b H=d H temos
d'beH. Sejam hy=c'ae hy=d"'b, temos entdo que a=ch e b=dh, logo
ab=chdh, ,onde h e h,sdo elementos de H.Como H é subgrupo normal de G
temosque d H = Hd ,ouseja, existe h,em H talque hyd =d h, . Assimch d h, =cdh, h,
e temos ab=cdhh, (observe que hh,eH pois H ¢é subgrupo) logo

(cd)'ab=hh,e H eportanto ab H=cd H .

Resumimos o que fizemos acima no seguinte resultado.

-

\_

Teorema 2.2.12. Seja G um grupo e seja H um subgrupo normal de G . O conjunto das

classes laterais a esquerda de H em G forma um grupo com a operacdo definida por

aH .bH =ab H . Essa operacdo estd bem definida, no sentido de que ndo depende dos

representantes utilizados para simbolizar as classes. Mais especificamente,se a H=c H

eb H=d H entdovale aH.bH =cH.d H. Como H é um subgrupo normalde G o

conjunto das classes laterais a direita coincide com o das classes laterais a esquerda e

também forma um grupo, sendo que nesse caso a operacdo é dada por Ha.Hb=H ab

Essa operacdo também é bem definida, e se Ha=Hc e Hb=Hd entdo

Ha Hb=Hc.Hd.

~

56

Estruturas Algébricas



MODULO 2

O grupo das classes laterais de H em G é normalmente denotado por G/ H e é

chamado de grupo quociente de G por H .

P

(Observe gue o grupo das classes laterais, mencionado no Teorema acima, trata de
objetos de uma outra natureza, distinta do grupo original. Podemos “ver” isso na figura
do Exemplo 1.1.14 (c). Ali, podemos imaginar que o conjunto dos inteiros foi divido em

cinco pedacos (como uma pizza, talvez!). O grupo quociente Z/57Z, que aparece no

Exemplo 2.2.11, tem como elementos esses “pedacos”, esses sdo os cinco elementos de

Z./57 ,ja que cada “pedaco” contém exatamente os elementos de uma classe lateral. E
ao escrevermos (1+5Z)+ (2+5Z)= 3+5Z estamos dizendo que o pedago que

contém o 1 somado ao pedaco que contém o 2 tem como resultado o pedaco que contém

0 3.Se escrevemos 1+5Z=6+5Z isso pode ser interpretado como a afimac¢do de que
o pedaco que contém o 1 é o mesmo que contém 6, e escrevendo 2+5Z=-8+5Z7
vemos que o pedaco que contém 2 é o mesmo que contém -8. Temos que (6+57Z)
+(-8+5Z)=-2+57Z eessedeveseromesmoresultadodasoma (1+5Z)+ (2+52)

e de fato vemos que -2 e 3 estdo no mesmo pedaco. Isso mostra mais uma vez que a

operagao (a+5Z)+ (b+5Z)= (a+b)+5Z esta bem definida como “soma de

pedacos”, mesmo que para realiza-la tenhamos que utilizar os valores de determinados

inteiros que est3o em cada pedaco. E isso que significa a boa defini¢cdo da operacdo

entre classes laterais de um subgrupo normal.
\ _J

O exemplo 2.2.11 pode ser generalizado da seguinte maneira. Seja » um numero inteiro

positivo e seja nZ={mn | m € Z} o subconjunto dos multiplos de n. Como observado
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no Exemplo 2.1.5(2) temos que nZ é um subgrupode Z,ecomo Z é um grupo abeliano

temos que nZ é subgrupo normal de Z. Pelo que fizemos acima, sabemos que o

conjunto das classes laterais, digamos a esquerda, de nZ em Z, forma um grupo com a

operagdo (a+H)+(b+H)=(a+b) H, para todos inteiros a e b.Do lema 2.2.1 e da

definicdo da relagao de equivaléncia mencionada nesse lema temos que a+ H =b+ H

seesdse b—a e H,ouseja, seesdse b—a éum multiplode n.Lembrando que duas

classes de equivaléncia ou coincidem ou sdao disjuntas temos que as classes de 0,1,...,n—1

sdo disjuntas: de fato se a e b sdo elementos distintos no conjunto {0,1,...,n—1} entdo

b—a nao é um multiplo de n. Mais ainda, dado um numero inteiro m temos que a

classe de m coincide com a classe de um dos elementos do conjunto {0,1,...,n—1}: isso

é verdade pois dividindo m por n pode-se encontrar inteiros g e r taisque m=qn+r

e re{0,l,...,n—1}.Assim m—r =qgn é um multiplo de n e portanto a classede m ede

r coincidem. Isso mostra que existem exatamente n classes laterais no grupo quociente

Z/nZ,asaber:0+nZ,1+nZ,.., (n—1)+nZ.Fagavocé mesmo um exemplo numérico

tomando, por exemplo n=2 (e observe que nesse caso vocé terd duas classes, uma

com todos os niUmeros pares e outra com todos os niumeros impares), n =3, etc.
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Homomorfismo de grupo e introdugao a teoria dos anéis

HOMOMORFISMO DE GRUPO E INTRODUCAO A
TEORIA DOS ANEIS

Até agora estudamos grupos “isoladamente”, ou seja, ndo procuramos relacées entre
um grupo e outro. Nesse modulo estudaremos aplicacdes entre gupos, e também uma
estrutura similar a do grupo, mas sobre a qual estdo definidas duas operacdes, e ndo

apenas uma.

3.1 Homomorfismos de grupos

r

Definicdao 3.1.1. Sejam F' e G dois grupos, e denotemos por . e ® as operacdes de F
e G respectivamente. Uma aplicagdo ¢: FF — G é chamada de homomorfismo entre os

grupos I e G se para todos elementos a e b de F temos que ¢(a.b)=¢@(a)e p(b).

\_

~

Exemplos 3.1.2.

i) Seja M o grupo formado pelos nimeros reais, com a operagao de soma usual, e seja
R" o grupo formado pelos nimeros reais ndo nulos, com a operagdo de multiplicagdo
usual (veja o Exemplo 1.2.2 (1)). Seja ¢:R — R a aplicacdo exponencial, ou seja,
@(a)=¢" paratodo aecR.Temos que ¢ é um homomorfismo entre os grupos R e

R pois g(a+b)=e"" = e'.e" = p(a).d(b).

ii) Seja Z grupo dos inteiros com operacao de adicdo usual (que denotaremos por +) e
seja Z/5Z o grupo quociente de Z pelo subgrupo 5Z (veja o Exemplo 2.2.11), com a
operacdo de soma de classes laterais, que também denotaremos por +. Seja

¢:Z —7Z/57Z aaplicagdo dada por ¢(a) =a+5Z, paratodo a em Z.Temos que ¢ é
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homomorfismo de grupos pois ¢g(a+b)=(a+b)+5Z =(a+5Z)+(b+5Z)=¢(a)+ ¢(b)

iii) Seja Z grupo dos inteiros com operacao de adicdo usual (que denotaremos por +)

esejam ¢:Z —>7Z e v :Z — Z as operagoes definidas respectivamente por ¢(a)=3a

e w(a)=a+3 paratodo a em Z.Temos que ¢ é um homomorfismo de grupos pois

dla+b)=3(a+b)=3a+3b=¢(a)+¢(b). No entanto ¥ ndo é homomorfismo de

grupos pois de modo geral w(a+b)=(a+b)+3#(a+3)+(b+3), por exemplo

w(2)=5,y()=4 elogondovale w(1+1) =y (1) +w(l).

N3o raramente encontrarmos na literatura alguma frase explicando que um
homomorfismo de grupos é uma aplicacao “que respeita as operagdes dos grupos no
dominio e no contradominio”. Esse “respeito” é simplesmente porque, da defincdo de

um homomorfismo ¢: F — G, vemos que se conhecemos as imagens dos elementos a

e b de F entdo aimagem de a.b ja fica determinada como sendo ¢@(a)e @(b).

No que se segue ndo usaremos mais notacdes diferentes para as operacées de F e G,

mesmo sabendo que em exemplos essas operagdes sdo em geral distintas. Continuaremos

a utilizar a pratica ja estabelecida acima de indicar o resultado do produto de a por b

em F simplesmente por ab, bem como indicar o resultado do produto de ¢ e d em

G simplesmente por cd . Assim, uma aplicagdo ¢: F — G serd um homomorfismo de

grupos se e s6 se @g(ab)=¢(a) ¢(b) paratodos a e b em F'.

MODULO 3

Estruturas Algébricas

63



Homomorfismo de grupo e introdugao a teoria dos anéis

Lema3.1.3.Seja ¢: FF — G um homomorfismo de grupos, e sejam e, e ¢, os elementos

neutros de F e G, respectivamente. Entdo ¢(e.)=e. .

Prova. Como e, e, =e, temos que ¢(e.)=¢(e. e.)=¢(e.)Pd(e.). Temos também que
#(e,) é um elemento de G e como tal tem um inverso, que denotaremos por ¢(e, ).
Multiplicando a igualdade (e, )= @(e,)d(e,) a esquerda por ¢(e,.)” temos

e, = e; P(e.)=¢(e.), 0 que provaoLema. []

Lema 3.1.4. Seja ¢:F — G um homomorfismo de grupos, e seja ae F . Entdo

#(a")=¢(a)" paratodo acF .

Prova.Dado a € F temosque ¢(a)d(a” ) =d(aa)=d(e,)=e, e pla ) p(a)=p(a 'a) =

P(e)=e; logo ¢(a71) = ¢(a)7l . u

O lema 3.1.3 acima mostra que dado um homomorfismo ¢:F — G o conjunto dos
elementos de F' que sdo levados em e, por ¢ é ndo vazio, pois contém pelo menos e,

Esse é um subconjunto bastante importante de /', que destacamos a seguir.

Definicdo 3.1.5. O conjunto Ker(¢)={acF| ¢(a)=e;} é chamado de nicleo do

homomorfismo ¢.
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( \ il

O nucleo de um homomorfismo ¢ é simbolizado por Ker(¢) porque esse conceito

apareceu com matematicos alemaes, e nucleo em alemdo é “kernel”. Observe também

gue utilizamos acima o simbolo :=. Esse € um simbolo de igualdade, mas mais do que

isso, significa que ndo ha, no texto, um motivo anterior que justifique essa igualdade, e

gue na verdade o conceito que estd do lado do simbolo de = que tem os dois pontos
esta sendo definido pelo que aparece do outro lado do simbolo =. Por isso as vezes se
diz que := significa “igual por definicdo” (e ndo igual devido a um motivo anterior).

\_ J

Exemplos 3.1.6. Vamos determinar o nucleo dos homomorfismos que aparecem nos

itens (i) e (ii) dos Exemplos 3.1.2.

(i) No primeiro exemplo temos ¢: R —R" definida por ¢(a)=e" paratodo acR. O
elemento identidade de R* é o nimero 1 e se ¢* =1 entdo temos que ter a=0. Isso

mostra que nesse caso Ker(¢)={0}.

(i) Nesse caso temos que ¢:Z — Z/5Z é definido por ¢(a)=a+5Z, paratodo a em
Z. O elemento neutro de Z/5Z é a classe 0+5Z. Além disso se a+5Z=0+5Z é
porque a—0¢€ 57, ou seja, a € um multiplode 5. Isso mostra que se a esta no nucleo
entdo a ¢ um multiplo de 5. Por outro lado, se m5 é um multiplo de 5 temos que
¢(mS)y=m5+5Z=0+5Z pois m5—0e 5Z. Isso mostra que todo multiplo de 5 estd

no nucleo e portanto Ker(¢)=5Z.

O préximo resultado mostra a importancia do nucleo de um homomorfismo.
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Proposicao 3.1.7. Seja ¢: FF — G um homomorfismo de grupos. O nucleo de ¢ é um

subgrupo normal de F'.

Prova. Seja H o nucleo do homomorfismo ¢ . Para provar que H é um subgrupo de F'
vamos usar a Proposicdo 2.1.3. Assim, dados a e b em H devemos mostrarque ab e H
paraissoaplicamos ¢ em ab obtendo ¢(ab) =¢(a)P(b) =e; e, =e. eportanto abe H
Devemos mostrar ainda que a'e H, e como #(a')=¢(a)"' =(e,)" =e, temos de
fatoque a”' € H .1sso completa a provade que H é um subgrupo de F . Para mostrarmos
que H ésubgruponormalde F', pelo Teorema 2.2.9 e Proposi¢do 2.2.10, basta mostrar
que a Ha' © H paratodo acF.Seja acF e seja aha'€ea Ha™', onde heH,
temos que g(a)p(h)g(a)=d(a)e, pla)=dla)pla)=plaa")=¢(e) =¢,. Isso
mostra que aha™' € Helogo a Ha™' ¢ H, o que completa a prova de que H é um

subgrupo normal de F'. O

Exemplos 3.1.8. No Exemplo 3.1.6 (i) o nucleo do homomorfismo ¢ é o conjunto {0}

gue de fato é um subgrupo (dito trivial, veja o Exemplo 2.1.5 (i)) do grupo dos numeros

reais ‘R com a adicdo usual. E como R é um grupo abeliano temos que todo subgrupo
de R é normal. J4 no Exemplo 3.1.6 (ii) o nicleo do homomorfismo ¢ é o conjunto 5Z
dos inteiros que sdo multiplos de 5, e jd vimos no Exemplo 2.1.7 (1) que esse é um
subgrupo do grupo dos inteiros Z. Como Z é um grupo abeliano, temos que todo

subgrupo de Z é normal. Para dar um exemplo onde o dominio do homomorfismo ndo
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é um grupo abeliano vamos considerar um homomorfismo ¢ cujo dominio é S, e cujo
contradominio é o grupo G = {«, #} apresentado no Exemplo 1.2.2 (4) —veja ali a tabela
que da o resultado das operagdes com os elementos de G e confira que o elemento
neutro de G é «. Definimos o homomorfismo ¢:S5, -G como sendo dado por
pe)=a, W)=a, iy’ )=a, e)=4, $ey)=pF e $yp)=p. Deixamos ao
leitor a tarefa de verificar que ¢ de fato € um homomorfismo (e entdo vocé terd que
verificar coisas como ¢(@)d(py) =B =, e fpoy)=9p" v)=dley)=¢(v)=a
e portanto @(@)d(ey)=¢(p pw)). Da propria definicdo de ¢ temos que
Ker(§) = {e,,yy*} ; vimos no Exemplo 2.1.9 que N ={e,y,w’} é um subgrupo de S,,
e dos cdlculos feitos no (final do) Exemplo 2.2.3 temos que N é subgrupo normal de S,

(veja também o ultimo paragrafo antes da Definicdo 2.2.8).
Todo homomorfismo é, em particular, uma aplicacdo, e como tal pode ou nao ser injetor

—lembrando que uma aplicagdo ®: 4 — B entre conjuntos 4 e B éinjetora se sempre
que a, e a, estdio em A e a, #a, temos O(q,)# O(a,), ou equivalentemente, se
sempre que O(a,)=0(a,) vale que a, =a,. O préximo resultado mostra que quando

trabalhamos com homomorfismos existe uma outra maneira de se verificar a injetividade.

Proposi¢cdo 3.1.9 Seja ¢:F — G um homomorfismo de grupos. Temos que ¢ é um

homomorfismo injetor se e s6é se Ker(¢)={e.}.

Prova. Suponha que ¢ seja um homomorfismo injetor, ou seja, que se ¢@(a)=@(b)

Estruturas Algébricas 67



Homomorfismo de grupo e introdugao a teoria dos anéis

entdovale a=b,onde a e b sdo elementosde F' . Seja ¢ um elemento do nucleo de
¢, entdo vale que ¢(c) = e, . Por outro lado do Lema 3.1.3 temos que ¢(e, ) =e¢;, logo
#¢(c) =¢(e.) e dahipétese vem que c=e,., portanto Ker(¢) = {e.} . Suponha agora que
Ker(¢)={e.} esejam a e b elementos de F' tais que ¢(a) = ¢(b) . Multiplicando essa

igualdade a direita por ¢(b)™" temos @(a) #(b)" = #(b) ¢(b)™', ou seja,

$(a) p(b™")=e,,ecomo ¢ é homomorfismo temos g(ab™')=e,.Assim ab™ € Ker(p)
e portanto ab~' = e, . Multiplicando essa igualdade a direita por b chegamosa a=b, e

logo ¢ é um homomorfismo injetor. ]

Exemplo 3.1.10. No Exemplo 3.1.6 (i) temos que o nucleo do homomorfismo é apenas o

0 (que é elemento neutro da adi¢ao dos reais) e de fato o homomorfismo é injetor (pois

a funcdo exponencial é injetora). Ja no Exemplo 3.1.6 (ii) temos que o nucleo do
homomorfismo tem infinitos elementos ja que é formado pelos inteiros que sdo multiplos
de 5, e de fato o homomorfismo ndo é injetor (pois, por exemplo,

#(5)=5+5Z=0+5Z=¢(0)).

Definicao 3.1.11 A imagem de um homomorfismo de grupos ¢: F — G é o conjunto

Im(g) ={d(a)eG|lac F}.

Outra propriedade importante de um homomorfismo de grupos é que sua imagem é um

subgrupo do contradominio. E o que provamos a seguir.
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Lema3.1.12. Seja ¢: F — G umhomomorfismo de grupos. Entao Im(¢) € um subgrupo

de G.

Prova. Vamos usar a Proposi¢do 2.1.3 para provar o lema. Dados os elementos #(a) e
@(b) em Im(¢) temos que ¢@(a)@(b) = @(ab) € Im(¢), além disso do Lema 3.1.4 vem

que ¢(a)” =d(a”") e Im(¢) . Isso prova que Im(g) é subgrupo de G . L]

rDeﬁnig::"ao 3.1.13. Dizemos que um homomorfismo de grupos ¢:F —>G ¢é umN
isomorfismo se ¢ é injetor e sobrejetor. Quando existe um isomorfismo entre grupos F

e G dizemos que esses grupos sao isomorfos.

J

Exemplo 3.1.14. Ja notamos, no Exemplo 3.1.10, que o homomorfismo do Exemplo
3.1.6 (i) éinjetor, e é facil de ver que sua imagem é o conjunto dos nimeros reais positivos

ilf{+ . Observe que ER+ é um subgrupo dos nimeros reais ndo nulos R° com a operagdo

de multiplicacdo usual (veja o Exemplo 1.2.2 (1) ): de fato, dados dois nimeros reais
positivos seu produto é um numero real positivo, e dado um nimero real positivo seu
inverso multiplicativo é também um numero real positivo. Assim, se modificamos o
homomorfismo do Exemplo 3.1.6 (i) mudando apenas o contradominio, ou seja, se

consideramos ¢7:ER—>€R: dado por ¢3(a)=e“ para todo a € R, temos que ¢ é um

isomorfismo, pois é injetor (ja que o nucleo é apenas o zero) e é sobrejetor.
O proximo teorema traz um dos mais importantes resultados da teoria de grupos que

envolvem homomorfismos.
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Teorema 3.1.15. (Teorema do homomorfismo para grupos). Seja ¢:F —> G um

homomorfismo de grupos. Entdo o grupo quociente F'/ Ker(¢) é isomorfo ao grupo

Im(g), e a aplicagdo vy : F/ Ker(¢) > Im(¢) dada por a Ker(¢)t ¢(a) estd bem

definida e € um isomorfismo entre F'/ Ker(¢) e Im(¢).

~

J

Prova. Inicialmente observamos que, como visto na Proposi¢do 3.1.7 o nucleo de ¢ é um
subgrupo normal de F' e portanto faz sentido considerar o grupo quociente F'/ Ker(¢)
. Esse grupo é formado pelas classes laterais a Ker(¢) onde ae F. A aplicagdo v é
definida como y(a Ker(¢)) =@(a) e vejamos que esta bem definida, ou seja, nao
depende do elemento escolhido para representar a classe. De fato, seaclassede ae F

€ amesma classede a'e F', e logo temos a Ker(¢) = a'Ker(¢), entdao

(a)'a € Ker(§).Assim, ¢((a") ' a)=e,,onde e, éoelemento neutrode G, ou seja,
e, =p((aY ) pa) e de ¢((a)")=¢(a")" (v. Lema 3.1.4) temos e, =¢(a") ' d(a) e
multplicando ambos os lados por ¢(a') vem que ¢@(a')=¢(a). Isso prova que
v (a'Ker(¢)) =w(a Ker(¢)) sempre que a Ker(¢) = a'Ker(¢) e portanto a aplicagao
v da o mesmo resultado independentemente do representante escolhido para
simbolizar o elemento de a Ker(¢) em resumo, ¥ esta bem definida. Vamos mostrar
agora que ¥ € um homomorfismo de grupos, é injetora e sobrejetora. Sejam a Ker(¢)

e b Ker(¢) elementos de F'/ Ker(¢), temos que a Ker(¢).b Ker(¢) = ab Ker(¢), logo

v(a Ker(¢).b Ker(¢) )= w(ab Ker(¢))=¢(ab), por outro lado w(a Ker(¢p)).

70
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w (b Ker(9))=¢(a) §(b) e como  ¢(a) #(b)=@(ab) temos que y(a Ker(¢)).

v (b Ker(p))=y (ab Ker(¢)) o que prova que i é um homomorfismo de grupos. Para
mostrar que i é injetora basta mostrar que seu nucleo consiste apenas no elemento
neutro de F'/ Ker(¢) que é e, Ker(@) . Seja entdo a Ker(¢) tal que yw(a Ker(¢))=e,,
nesse caso ¢(a)=e, e portanto a € Ker(¢), dai vem que a Ker(g)=e, Ker(¢) e
portanto i é injetora. Para mostrar que i é sobrejetora seja ¢ € Im(¢), temos entdo
que c=¢(a) para algum aeF e logo, pela definicdo de y temos que

v (a Ker(¢)) =¢(a)=c, o que prova que ¥ é sobrejetora. L]
Exemplos 3.1.16.

i) Vimos no Exemplo 3.1.6 (ii) que o nucleo do homomorfismo ¢:Z — Z/5Z definido
por ¢(a)=a+57Z paratodo a em Z é Ker(¢)=5Z.0bserve que Im(p)=72/5Z, logo
pelo Teorema do homomorfismo para grupos temos que v :Z/5Z — Z/5Z dada por
w(a+5Z2Z)= a+57Z é um isomorfismo. Nesse caso a aplicagdo do Teorema resultou

num fato obvio.

ii) Para um exemplo menos 6bvio considere o grupo quociente Z/2Z. Conforme
mencionado no final do mdédulo 2 esse grupo tem apenas duas classes, a saber 0+27Z e
1+27Z (que consistem, respectivamente, como subconjuntos de Z, no conjunto dos

numeros pares e dos nimeros impares). A tabela de soma desses elementos é:

0+2Z2)+(0+2Z2)=0+2Z, (0+22)+(1+2Z)=1+2Z, (1+2Z)+(0+2Z)=1+2Ze

(1+2Z)+(1+2Z)=0+2Z . Vimos no Exemplo 2.2.3 que N ={e,i/, v’} é um subgrupo

MODULO 3
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de S,={e, o,y , 0oy, pyp} (a definicio de S, estd no Exemplo 2.1.9). Seja
$:S,—>7Z/2Z a aplicagdo dada por @(e)=d(w)=dy’)=0+2Z e
(@) =d(pw) =d(yp)=1+27Z. Deixamos como exercicio ao leitor verificar que ¢de
fato é homomorfismo mostrando que ¢(ab)=¢(a)+@(b) para todos a e b em §;;
por exemplo, no Exemplo 2.1.9 vimos que ¥ @ =@y , assim ¢(y’p) = d(ow) =1+2Z,
ede d(’)=0+2Z e ¢(p)=1+2Z temos que ¢(’p) = d(y>) + (@) . Da definicio de
@ temos que Ker(¢)=N e que ¢ é sobrejetora, logo, do teorema do homomorfismo
para grupos vem que S,/ N é isomoformo a Z/2Z, sendo um isomorfismo dado por
a N+ ¢(a) paratodo a N em S,/ N (lembrando que no Exemplo 2.2.3 j4 haviamos

visto que S;/ N tem apenas duas classes distintas, que podem ser denotadas por e N e

o N).

\

O Teorema 3.1.15 é também chamado de “Primeiro teorema do homomorfismo

para grupos”. Isso porque existem outros dois teoremas sobre homomorfismos que,
juntamente com o aqui apresentado, formam a base da teoria de homomorfismos de
grupos. Vocé podera saber mais sobre homomorfismos de grupos se consultar, por

exemplo, o livro Tépicos de Algebra, de I. Herstein.

3.2. Anéis
Vamos estudar agora estruturas algébricas que tém duas operagdes definidas sobre
elas, lembrando que uma operagao sobre um conjunto é uma maneira de combinar

dois elementos desse conjunto produzindo um terceiro. O estudo de anéis, como objeto
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abstrato, veio da observagao de que muitos conjuntos com os quais trabalhamos
frequentemente tém duas operagdes definidas sobre eles, e com propriedades
semelhantes, como por exemplo, o conjunto dos inteiros, o conjunto dos nimeros reais,
o conjunto das matrizes quadradas, o conjunto dos polindmios, etc. Esses exemplos
citados tém uma soma e uma multiplicacdo definidas em cada um deles, e sdo grupos
comutativos com relagdo a soma. Além disso, a soma e a multiplicacdo se relacionam
através da propriedade que chamamos de distributividade. Esse fatos levaram a seguinte

definicao.

MODULO 3

Definicdo 3.2.1. Um conjunto ndo vazio A sobre o qual estdo definidas duas operacdes,

que simbolizaremos por + e . , e chamaremos respectivamente de soma e produto, é

um anel se paratodos a, b e ¢ em A4 valem:

i) (a+b)+c=a+(b+c) (ouseja, a adigdo é associativa);

ii) existe em A um elemento, que denotaremos por 0, talque a+0=0+a=a;
iii) existe em 4 um elemento denotado por —a tal que a+(—a)=(-a)+a=0;
iv) a+b=>b+a (ou seja, a adicdo é comutativa);

v) (a.b).c=a.(b.c)(ou seja, o produto é associativo);

vi) a.(b+c)=a.b+a.c e (b+c).a=b.a+c.a (ou seja, o produto se distribui com

relacdo a soma)

J

Observe que se 4 é um anel, entdo 4 com a operacdo de soma é um grupo comutativo.

Isso é uma consequéncia das condicdes (i) a (iv) acima.

Se, além das condi¢Ges acima, também vale que a.b=b.a para todos a e b em A4

entdo A é dito um anel comutativo. Se, além das condi¢des acima, também vale que
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existe um elemento, que denotaremos por 1, tal que a.1=1.a =a paratodo a em 4

entdo A é dito ser um anel com unidade. Neste texto assumiremos sempre que num

anel com unidade vale 1# 0, evitando assim o (trivial e) Unico exemplo de anel com

unidade em que temos 1=0 que é o anel 4 que consiste apenas em um elemento

A=1{0}, etem as operagdes +e.,onde 0+0=0e 0.0=0.

Exemplos 3.2.2.

i) O conjunto Z dos inteiros, com as operac¢des usuais de soma e produto, forma um anel

comutativo e com unidade.

ii) O conjunto das matrizes 2x2 com entradas reais, considerado com as operacdes

usuais de soma e produto, forma um anel ndo comutativo, mas com unidade. De fato, a
matriz identidade faz o papel do elemento identidade, e sabemos que o produto de
matrizes ndo é comutativo.

iii) O conjunto 2Z dos inteiros pares, com as operagdes usuais de soma e produto de

inteiros, forma um anel comutativo que ndo tem unidade. De fato todas as condicdes (i)
a (vi) sdo satisfeitas e sabemos que o produto de inteiros é comutativo. No entanto ndo
existeem 2Z um elemento ue2Z talque a.u=u.a=a paratodo ac2Z.

iv) O conjunto das matrizes 2x2 cujas entradas s3o inteiros pares, considerado com as
operagdes usuais de soma e produto, forma um anel ndo comutativo e sem unidade.

v) O conjunto dos polindmios com coeficientes reais, munido das operacdes usuais de
soma e produto de polindmios, forma um anel comutativo e com unidade.

vi) O conjunto dos niumeros racionais, com as operacdes usuais de soma e produto, forma
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um anel comutativo e com unidade.

~

Lema 3.2.3. Seja 4 um anel.
i) Apenas o elemento 0 tem a propriedade de que a+0=0+a =a paratodo a em 4
ii) Dado a em A o elemento —a tal que a+(—a)=0 é Unico.

iii) Se 4 for anel com unidade o elemento 1 é o Unicotalque a.1=1.a =a paratodo a

em A (e é chamado de unidade do anel).
iv) Paratodo @ em A4 temos a.0=0.a=0.

v) Se A for anel com unidade e denotarmos o inverso aditivo de a em A4 por —a entdo

vale que a.(-1)=(-1).a=—-a.

J

Prova. i) Seja 0' um elemento de 4 tal que a+0'=0"+a =a paratodo a em 4, entdo
em particular temos que 0+0'=0. Por outro lado, pela propriedade que 0 tem, em
particular vale que 0+0'=0", e portanto 0'=0.

i) Seja b um elemento de A4 tal que a+b=0 entdo temos b=0+b=
(—a+a)+b=-a+(a+b)=—a+0=-a,ouseja b=—a.

ii1) A prova da unicidade de 1 ¢ idéntica a que foi feita na Proposi¢ao 1.2.3.

iv) Dado g em Atemos a.0=a.(0+0)=a.0+ a.0. E claro que a.0 éum elemento de
A e logo tem um inverso com relagdo a adi¢do, que denotaremos por —(a.0), somando
esse elemento em ambos os lados da igualdade temos 0=a.0. De forma analoga se

mostra que 0=0.a.

v) Temos a.(-))+a=a.(-1)+al=a.(-1+1)=a.0=0, onde na ultima igualdade
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utilizamos o item (iv). Isso mostra que a.(—1)=—a. De forma andloga se mostra que

(-D.a=-a. ]

\_ _J

Definicdo 3.2.4. Seja A um anel e B um subconjunto ndo vazio de 4. Se B, com as

mesmas operacoes definidas sobre A4, é um anel, dizemos que B é subanel de A.

\_

Lema3.2.5.Seja 4 um anel com as operagdes de soma, denotada por +, e multiplicacéo,

denotada por . , e seja B um subconjunto ndo vazio de A4 tal que:
i)a+beBe a.be B paratodos a e bem B;
ii) paratodo a em B temos —a em B.

Entdo B é um subanelde 4.

_J

Prova. Em principio teriamos que provar que as condi¢des (i) a (iv) da Definicdo 3.2.1 sdo
satisfeitas, mas é claro que (i), (iv), (v) e (vi) ndo precisam ser verificadas, pois sdo

propriedades das operacdes e sabemos que A é anel com essas mesmas operacgdes. Por

outro lado, a condicdo (iii) esta satisfeita por hipdtese. Assim temos que verificar apenas

a condicao (ii) mas isso é facil, ja que pelo item (ii) da hipétese dado a em Btemos —a

em B e peloitem (i) da hipétese temos a+(—a)=0€B. ]

A partir de agora frequentemente vamos indicar o produto de elementos a e b de um

anel A apenas por a b, sem colocar o simbolo “ . “ do produto entre os elementos.

Num anel é possivel acontecer que a#0, b#0 e a b=0, como mostram os exemplos

abaixo.
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Exemplo 3.2.6. Seja M o anel das matrizes 2x2cujas entradas sdo numeros reais.

1 0 0 0) _ ] . 0 0
Temos que a = e b= sdo matrizes ndo nulas mas a.b = .
0 0 1 2 0 0

Isso motiva a seguinte definigao.

Definicdo 3.2.7. Dizemos que um anel 4 é um dominio (ou também dominio de

integridade) quando o produto de quaisquer dois elementos ndo nulos tem como

resultado um elemento ndo nulo. Equivalentemente, 4 é um dominio se sempre que

ab=0 (com aebem A)temos a=0 ou b=0.

\_ _J

Vimos no final do mdédulo 2 que o conjunto das classes laterais a esquerdade H=nZ
em Z, que é denotado por Z/mnZ, forma um grupo com a operacao
(a+H)+(b+H)=(a+b) H, paratodos inteiros a e b . E facil verificar que esse grupo
é comutativo. Veremos agora que podemos dar a Z/nZ uma estrutura de anel

comutativo com unidade, se definimos uma operacdo de produto de classes através de

(a+H).(b+H)=(a.b)+ H.Em primeiro lugar é preciso verificar que esse produto
estd bem definido, ou seja, se a+H =a'+ H e b+H =b'+ H entdo temos que ter
(ab)+H =(a'b")+H (lembre-se das consideragdes que fizemos nos dois paragrafos
que precedem o Teorema 2.2.12). E, de fato, como a+H =a'+ H temos a—a'=nz,
para algum inteiro z,, da mesma forma de b+H =b'+ H temos b—b'=nz, para
algum inteiro z,. Assim (a-a')(b-b")=nznz,, ou seja, ab-ab'-ba'+a'b'=nznz,.

Somando e subtraindo a'b' do lado esquerdo temos
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ab+a'b'-a'b'-ab'-ba'ta'b'=nznz, que podemos reescrever como

ab—a'b'+(a'-a)b'-(b-b"Ya'=nznz,. Assim temos ab—a'b'+

(=nz)b'-(nz,)a'=nznz, logo ab—a'b'=nzb'+nz,a'+nznz,ed=n2,

eportanto ab+H =a'b'+ H . Isso mostra que o produto definido é de fato um produto

de classes de equivaléncia e ndo depende da representacao escolhida para denotar cada

classe. Ja sabemos que Z/nZ é um grupo comutativo com a operagao de soma de

classes, de modo que as condicdes (i) a (iv) da Defini¢cdo 3.2.1 estdo satisfeitas. Da
definicdo de produto de classes temos que

((a+H).(b+H))(c+H)=(ab+H).(c+H)=abc+H e por outro lado

(a+H).(b+H).(c+H))=(a+H).(bc+H)=abc+H, e portanto vale (v).

Finalmente temos que
(a+H).(b+H)+(c+H))=(a+H).((b+c)+H)=a(b+c)+H =

(ab+ac)+H=(a+H).(b+H)+(a+H).(c+H) (deixamos a verificagao dessa ultima

igualdade para vocé, leitor, bem como a verificacao de que

((a+H)+(b+H)).(c+H)=(a+H).(c+H)+(b+H).(c+H)). Isso mostra que

vale (vi) e portanto Z/nZ é um anel com as operagdes de soma e produto de classes.

Como o produto definido acima é claramente comutativo, o anel é comutativo. Também

e claro que ((a+H).(b+H)).(c+H)=(ab+H).(c+H)=abc+H para todo

a+HeZ/nZ,logo Z/nZ é anel comutativo com unidade.
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Exemplos 3.2.8. Vamos fazer as tabelas de soma e de multiplicacdo no anel Z/47Z.

Lembramos que, como observado no paragrafo final do mdédulo 2, todaclasseem Z /47

éigual a uma das seguintesclasses: 0+47,1+47Z,2+47Z e 3+4Z (revejatambém as

contas feitas no Exemplo 2.2.11). Utilizando as definicdes de soma e de produto de
classes, e fatos como 4+4Z=0+4Z7Z pois 4-0=4€4Z, 5+4Z=1+47Z pois

5—-1=4e4Z, etc. temos as tabelas:

+ 0+47Z | 1+4Z | 2+4Z | 3+4Z

0+47Z | 0+4Z 1+4Z7 2+47 3+4Z7

1+4Z | 1+4Z | 2+47Z | 3+4Z | 0+4Z

2+47 2+47 3+47Z | 0+47Z 1+4Z7

3+4Z7 3+47Z | 0+4 Z 1+47 2+47

0+47Z | 1+4Z | 2+47Z | 3+4Z

0+47Z |0+4Z |0+47 | 0+4Z7Z | 0+42Z

1+4Z | 0+4Z | 1+47Z | 2+47Z | 3+4Z

2+47 | 0+4Z 2+47 | 0+4Z 2+47

3+47Z | 0+47Z 3+4Z7 2+47 1+4Z7

Observando a tabela de multiplicagdo vemos que (2+4Z7).(2+4Z)=0+4Z, e como

2447Z#0+47Z temos que Z/4Z ndo é dominio (pois encontramos dois elementos

ndo nulos cujo produto é o zero do anel, a saber, 0+4 Z ).

Vamos agora fazer a tabela de multiplicacdo para Z/5Z,ja que a tabela de soma ja feita

no Exemplo 2.2.11.

MODULO 3
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0+5Z | 1+5Z | 2+57Z | 3+5Z | 4+57Z

0+5Z | 0+5Z | 0+5Z | 0+5Z | 0+5Z | 0+5Z

1+57Z | 0+5Z | 1+5Z | 2+5Z | 3+5Z7Z | 4457

2+57Z | 0+5Z | 2457 | 4+5Z | 1+5Z | 3+5Z

3457 | 0+5Z | 3+5Z | 1+57Z | 4+57Z | 2+57Z

44572 | 0+5Z | 4+5Z | 3+5Z | 24572 | 1+5Z

Novamente expressamos todos os resultados em termos das classes 0+5Z7, 1+57Z,

2+5Z7Z,3+5Z e 4+57Z, por exemplo, (4+57).(3+5Z2)=12+5Z=2+5Z, sendo a

primeira igualdade devido a definicdo de produto de classes e a segunda ao fato de que

12—-2=10€5Z. Observando a tabela vemos que o elemento 0+5Z nunca aparece

como resultado do produto de dois elementos ndo nulo, logo Z/5Z é um dominio.

Pensando com mais vagar, poderiamos ter antecipado que Z/4Z nao é dominio. Isso

porgue sabemos que os elementos de Z/nZ podem ser escritos como por exemplo

0+nZ,1+nZ,.. (n—1)+nZ,equando o numero inteiro positivo n ndo é primo ele

se fatora como o produto de dois numeros inteiros positivos menores do que ele,

digamos n=a.b, logo os elementos a+nZ e b+nZ sdo ndo nulos e temos

(a+nZ)(b+nZ)=ab+nZ=n+nZ=0+n7Z, e portanto Z/nZ ndo é dominio.

Assim, por exemplo, Z/6Z ndo é dominio pois 3+6Ze 2+ 67 sdo elementos nao

nulosde Z/6Z e 3+6Z2)(2+6Z)=6+6Z=0+6Z. O proximo resultado determina
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quando Z/nZ é dominio.

Proposicdo 3.2.9. Seja n um inteiro positivo. Temos que Z/nZ é dominiose e sé se n

é primo.

Prova. Suponha inicialmente que Z/nZ seja dominio. Pelo raciocinio feito logo antes

dessa Proposicdo ointeiro n ndo pode ser composto, ou seja, ndo pode admitir fatoracao

como um produto de inteiros positivos ambos menores do que 7n. Assim n se fatora,

como produto de inteiros positivos, apenascomo n =1.n e portanto n é primo. Suponha

agora por hipétese que n seja um numero primo e suponha por absurdo que Z/nZ

nao seja dominio. Nesse caso existem a+nZ e b+nZ em Z/nZ,com a e b inteiros

positivos menores do que n tais que (a+nZ)(b+nZ)=ab+nZ=0+n7Z. Dai vem

que ab—0enZ, ouseja, ab é multiplo de n, ou equivalentemente, que n divide

ab.Como n é primo temos, por uma propriedade de nimeros primos, que n divide a

ou n divide b mas ambas as possibilidades sdo falsas pois @ e b sdo inteiros positivos

menores do que n . Chegamos assim a um absurdo e portanto Z/nZ é dominio. ]

~

Definigdo 3.2.10. Seja 4 um anel com unidade. Dizemos que um elemento ae€ 4 é

invertivel se existe um elemento be A4 tal que ab=ba=1 (e logo b serd invertivel

também). O elemento b é chamado de inverso de a (as vezes se usa também inverso

multiplicativo de a ).

_J
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O proximo resultado mostra que se existe o inverso de um elemento entdo ele é Unico.

-

\_

Lema 3.2.11.Seja A um anel com unidade, seja a € 4 e suponha que existem elementosj

beAeceAdtaisqueab=ba=1leac=ca=1,entdo b=c.

Prova. Temosque b=b.1=b.(a.c)=(b.a).c=1.c=c. U

J

Quando, num anel 4 com unidade, um elemento a € 4 tem inverso é usual denotar

esse inverso por a”.

E claro que a unidade 1 é invertivel pois 1.1=1, e —1 também é invertivel pois, utilizando

oitem (v) do Lema 3.2.3 temos (-1).(-1)=—(-1) =1.

-

\_

\

Alguns livros usam inversivel para denotar elementos como os definidos acima.
Afinal, é inversivel ou invertivel? Ou os dois estdo certos? O certo é invertivel, e sé. Essa
é a palavra que esta nos dicionarios ha mais de 100 anos, e que quer dizer aquilo que
tem inverso ou pode ser invertido. E claro que muitas palavras que usamos ndo estio
no dicionario — girias, por exemplo, acabam no dicionario sé depois de certo tempo.

No entanto ndo ha necessidade de se criar uma palavra nova, como inversivel, para ter

exatamente o mesmo significado de uma palavra que ja existe.

J

Exemplo 3.2.12. Observando as tabelas do Exemplo 3.2.8 vemos que em Z /4 Z apenas

os elementos 1+4Z e 3+4Z sdo invertiveis. Esses sdo os invertiveis ébvios ja que

3+4Z=(-1)+4Z. Por outro lado todos os elementos ndo nulos de Z/5Z sdo

invertiveis.
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Essa propriedade do anel Z/5Z merece destaque.

Definicdo 3.2.13. Seja A um anel com unidade e com a propriedade de que todo

elemento ndo nulo é invertivel. Entdo dizemos que A é um corpo.

Exemplos 3.2.14. O conjunto dos nimeros racionais munido das operag¢des usuais de
soma e multiplicacdo é claramente um anel com unidade (que, no caso, é o nimero 1).
Além disso, todo nimero racional ndo nulo tem um inverso multiplicativo, que é também
um numero racional. Assim, o conjunto dos niUmeros racionais € um corpo. O mesmo
raciocinio se aplica ao conjunto dos numeros reais, que também é um corpo. Ja o
conjunto dos nimeros inteiros, munido das operacdes usuais de soma e multiplicacao,

ndo é um corpo, pois, por exemplo o inteiro 2 ndo tem outro inteiro como inverso

multiplicativo — observe na Definigdo 3.2.10 que o inverso de um elemento a deve estar

no mesmo anel que esse elemento. Assim, o niumero 2 ndo tem inverso, quando

considerado como elemento do conjunto dos inteiros, e tem inverso quando considerado

como elemento do conjunto dos racionais (ou dos reais).

Teorema 3.2.15. Se A é um corpo entdo 4 é um dominio.

Prova.Sejam a e b elementosde A4 taisque a b =0.Segundo a Defini¢do 3.2.7 devemos
mostrar que a=0 ou b=0.Se a =0 a prova acabou, suponha entdo que a # 0. Como
A é corpo temos que existe o inverso de a em Ae multiplicando ambos os lados de
ab=0, a esquerda, por a”' temos a'(ab)=a"'0=0 e portanto (a'a)b=b=0, o

que conclui a prova. [
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O conjunto dos elementos invertiveis de um anel com unidade 4 é denotado por 4" e
n3o é vazio, ja que 1€ A. Observe que se 4 é um corpo entdo A consiste de todos os
elementos de 4 exceto o 0. Isso as vezes causa alguma confusao porque, em livros de
Calculo, por exemplo, onde se trabalha constantemente com o conjunto R dos reais e
as vezes com o conjunto Q dos racionais, encontramos as igualdades (corretas, claro)
R =R-{0} e 0" =0—{0} e porisso o estudante fica com a impressdo que o asterisco

na posi¢do de expoente significa que o zero foi retirado do conjunto. Mas isso nao é

* . s . . 7 .
verdade: por exemplo, temos que Z ={-1,1} pois os Unicos invertiveis do anel dos

inteiros sdo —1le 1.

el
O estudo de corpos é uma parte importante da matematica, cominimeras aplicacdes

na algebra e fora dela. A apresentacdo dos fatos basicos dessa teoria ja tomaria

todo um semestre de estudo, se ndo mais. Existe uma farta bibliografia sobre o
assunto, e o aluno interessado pode iniciar seus estudos pela monografia de Otto Endler
denominada “Teoria dos Corpos” que pode ser comprada a partir do site do IMPA (
httos://institucional.impa.br/livros/index.action , acessado em agosto de 2015) ou
baixado gratuitamente também do site do IMPA (http.//www.impa.br/opencms/pt/
biblioteca/pm/PM_19.pdf acessado em agosto de 2015). Alids, no site das publicacdes
do IMPA (http://www.impa.br/opencms/pt/biblioteca/biblioteca_colecoes acessado em

agosto de 2015) o estudante encontrard muitos textos sobre as diversas areas da

matematica, que podem ser baixados para seu uso pessoal.
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TEORIA DE ANEIS COM UNIDADE E CORPOS DE
FRACOES.

Nesse mddulo desenvolveremos a teoria iniciada no final do mdédulo anterior, estudando
também rela¢des entre anéis (ou seja, homomorfismos de anéis). Um conceito
importante que iremos apresentar é o de ideal de um anel. Também mostraremos como
construir determinado corpo a partir de um dominio. Como seria apropriado para um
madulo final, utilizaremos aqui conceitos estudados em todos os mddulos anteriores,

tais como relagdo de equivaléncia, grupos e anéis.

4.1 Homomorfismos de anéis e anéis quocientes

Definicdo 4.1.1. Seja A um anel e seja B um subconjunto ndo vazio de A4 . Dizemos que

B é um subanel de 4 se B é um anel com as mesmas operacdes de A.

E claro que para B ser subanel as operacdes de 4 tém que ser opera¢des sobre B, ou

seja, dados elementos a e b em B temosqueter a+b e ab em B.

Exemplo 4.1.2. Vimos no Exemplo 3.2.2 (vi) que o conjunto O dos numeros racionais

forma um anel com as operagdes usuais de soma e de produto. Essas operagdes também

sdo operagdes sobre o conjunto Z dos inteiros (pois soma de inteiros é um inteiro e

produto de inteiros é um inteiro), e Z com essas operagdes é um anel, logo Z é um

subanel de Q.

Vimos no Lema 3.2.5 um critério para verificar se determinado subconjunto de um anel
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é um subanel. Agora veremos outro critério que serd usado mais adiante.

Proposicdo 4.1.3. Seja A um anel e seja B um subconjunto n3do vazio de 4. Temos que

B é um subanel de 4 seesdseparatodos a e b em B temosa—-beab emB.

Prova. Suponha que B ¢ um anel com as mesmas operagdes de 4 e sejam a ¢ b

elementos de B . Como o produto € uma operagdo sobre B temos que a b € B, por outro

lado -beB e logo a—-b=a+(-b)eB.

Suponha agora que para todos @ ¢ b em B temos a—b ¢ ab em B. Em principio
temos que mostrar que as condigdes da Defini¢dao 3.2.1 estdo satisfeitas. No entanto as
condigdes (1), (iv), (v) e (vi) dependem apenas das operagdes, que sao as mesmas do anel

A, entdo essas condigdes estdo satisfeitas. Para mostrar (ii) observe que dado a em B

por hipotese temos a—a € B, ouseja, 0 € B. Nesse caso, ainda por hipotese temos que

0—a e B,ouseja, —a € B, e portanto vale (iii). [sso completa a demonstragdo de que B

¢ um anel com as mesmas operagdes de A . U

Definicdo 4.1.4 . Seja A um corpo e seja B um subconjunto ndo vazio de 4. Dizemos

que B é um subcorpo de Ase B é um corpo com as mesmas operacdes de 4.

Como acima, entendemos aqui que para B ser subcorpo de A um pré-requisito tem
que ser que as operacdes de A sejam também operac¢des sobre B, ou seja, dados

elementos a e b em B temosqueter a+b e ab em B.

Exemplo 4.1.5. E facil verificar que o conjunto R dos nimeros reais forma um corpo
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com as operacgdes usuais de soma e multiplicacdo. Temos também que essas operac¢des

também sdo operagdes sobre o conjunto Q dos racionais (pois soma de racionais é um
numero racional e o produto de niumeros racionais é um racional), além disso Q é um

corpo com essas operagdes logo O é um subcorpo de R.

Proposicdo 4.1.6. Seja A um corpo e seja B um subconjunto ndo vazio de 4, com mais
de um elemento. Temos que B é um subcorpo de 4 se e s6 se paratodos a e b#0

em B temos a—b e ab' em B.

\_ _J

Prova. Suponha que B seja um subcorpo de 4 e sejam a e b elementos de B, com
b#0. Como B é corpo temos que —-b e b sdo elementos de B, e logo
a-b=a+(-b)eB e ab'eB.
Suponha agora que para todos a e b#0 em B temos a—b e ab”' em B.Vamos
mostrar inicialmente que todo elemento ndo nulo de B tem seu inverso também em B
e depois vamos mostrar que B é um anel usando a Proposicdo 4.1.3. Sabemos que B
tem mais de um elemento, logo tem um elemento nao nulo, e seja ¢ um tal elemento.
Da hipdtese vem entdo que ¢c—c=0eB e cc' =1€ B.Seja b um elemento qualquer
ndo nulo de B, temos novamente pela hipétese, que 1.5™' =b™' € B. Usaremos agora a
Proposicdo 4.1.3 para mostrar que B é anel. Sejam a e b elementos de B, se b=0
entdo ab=a.0=0€ B, se b#0 entdo pelo que acabamos de provar temos b' € B e

por hipétese a (b™')' =abe B, temos também por hipétese que a—b e B, logo da
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Proposicao 4.1.3 temos que B é anel. Isso completa a prova de que B é corpo. ]

O proximo resultado mostra que em corpos vale a chamada “lei do corte”.

-

\_

~N

Proposicao 4.1.7. Seja A um corpo e seja a um elemento ndonulode A.Se ab=ac

entdo b =c (essa propriedade é chamada de “lei do corte”).

J

Prova. Temos por hipdtese que ab=ac eque a#0,como A é um corpo existe em A
o inverso multiplicativo de @, que denotamos por a'. Multiplicando a igualdade a
esquerda por a”' temos a”' (ab)=a "' (ac) logo (a”'a)b=(a"'a)c e portanto b=c.

O

A lei do corte ndo é suficiente para caracterizar corpos, mas é suficiente para caracterizar

dominios.

Proposicdo 4.1.8. Seja 4 um anel. Temos que 4 é um dominio se e s6 se sempre que

a#0eque ab=ac temos b=c (onde a, b e ¢ sdo elementosde 4).

Prova. Suponha que A seja dominio, que a #0 e que a b =a c. Dessa ultima igualdade

vemque ab—ac=0 elogoque a(b—c)=0.Como a#0 e A é dominio temos que

ter b—c=0,0useja, b=c.

Suponha agora que sempre vale a lei do corte, queremos mostrar que 4 é dominio e

vamos usar a condi¢do da Defini¢do 3.2.7. Suponha que a e b sejam elementos de A

taisque ab=0.Se a=0 acabamos, se a# 0 entdo como ab=0=a0 da lei do corte

vem que b =0 e acabamos. Isso completa a demonstracao da Proposicao. ]
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Vimos no Teorema 3.2.15 que todo corpo é um dominio. Utilizando as duas
Proposicdes acima é possivel dar uma outra demonstracdo desse fato. Pare, pense e

descubra como é essa demonstragao.

Vamos agora estudar aplicacdes entre anéis, chamadas, como na teoria de grupos, de
homomorfismos. Aqui também a definicdo exigira que a aplicacdo “respeite” as
operacgdes nos anéis que estdo em seu dominio e contradominio (recorde a observacgao
feita apds os Exemplos 3.1.2). Da mesma forma que fizemos quando trabalhamos com
homomorfismos de grupos (veja a observacdo no paragrafo antes do Lema 3.1.3) ndo
vamos denotar por simbolos diferentes as operacdes nos anéis que estdo no dominio e
contradominio de um homomorfismo, ainda que essas operacdes sejam distintas. A

“u o

soma em qualquer dos anéis serd indicada por “+ ” e o produto por “. “, ou simplesmente

serd indicado escrevendo os fatores um apds o outro.

Definicao 4.1.9. Sejam A4 e B anéis. Uma aplicagdo ¢: 4 —> B é chamada de

homomorfismo de anéis se para todos elementos ¢« e b em A temos que

dla +b)=¢(a)+ ¢(b) e ¢(ab)=¢(a)@d(b). Quando A e B sdo anéis com unidade

exigimos também que onde 1, e 1, denotam, respectivamente, as unidades de 4 e de

B. Como no caso de homomorfismo de grupos, definimos o nucleo de ¢ como

sendo Ker(¢):={aec A| ¢(a)=0}.

Exemplo 4.1.10. Seja Z o anel dos inteiros e seja Z/5Z o anel quociente que aparece

no Exemplo 2.2.11 e no Exemplo 3.2.8. Seja ¢:Z — Z/57Z a aplicagdo definida por
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¢(n)=n+5Z para todo neZ. Temos que ¢ é um homomorfismo de anéis com
unidade, pois para todos n e m em Z temos
pn+m)y=m+m)+5Z=n+52)+(m+5Z)=¢(n)+ ¢(m), etambém que ¢(n m) =
(mnm)+5Z=n+5Z)(m+5Z)=¢(n) ¢(m) . Por ultimo observamos que ¢(1)=1+5Z

, € portanto a imagem da unidade de Z por ¢ é aunidadede Z/5Z.

Eclaroquese 4 e B sdoanéis, entdo também sdo grupos comutativos com a operagdo
de adi¢do. Assim, se ¢:4—>B é um homomorfismo de anéis, como vale
¢(a +b)=¢(a)+ ¢(b) paratodos a e b em A,temos que ¢ também é homomorfismo
de grupos (se consideramos 4 e B como grupos). Temos entdo que o nucleo Ker(¢)
é um subgrupo de 4. Esse subgrupo tem a seguinte relagdo com a operacdo de produto
em A: paratodo a em Ker(§) e todo c em A vale que ca e ac sdao elementos de
Ker(9) . De fato, se ¢(a)=0 entdo @d(ca)=¢(c)d(a)=¢(c).0=0 e logo c a € Ker(p), e
da mesma forma mostramos que ¢(ac)=0 e logo a c € Ker(@) . Essas observagdes

levam a seguinte definicdo.

MODULO 4

\_

Definicdo 4.1.11. Seja 4 um anel e seja I < A um subconjunto ndo vazio. Dizemos que

I éumideal de A4 se paratodos a e b em [ valeque a+bel e paratodo ¢ em A4

vale que ca e ac sdo elementos de /.
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Exemplos 4.1.12.

i) Seja ¢: A—> B um homomorfismo de anéis, pelo raciocinio feito logo antes da

Definicdo acima temos que o nucleo Ker(¢) é um ideal de 4.

ii) Seja M o conjunto das matrizes 2x2 com entradas inteiras, ou seja,

b
M:{(a d);a,b,c,dez} e seja [ o subconjunto de M formado pelas matrizes
c

onde todas as entradas sdo nimeros inteiros pares. E claro que se M,, M, €I entdo
M, +M,el ese M, e M éfacil verificarque M, M,, M, M, el,logo I éumidealde

M .

iii) Seja Z o anel dos inteiros e seja n um numero inteiro. O conjunto nZ ={mn | me Z}
dos multiplos de n é um ideal de Z. De fato, a soma de dois multiplos de n é um
multiplo de n e o produto de um inteiro qualquer por um multiplo de n é um multiplo

de n.

iv) Num anel 4o conjunto unitario I ={0} éum idealde 4 jaque 0+0=0 e paratodo
ce A temos ¢.0=0. Observe também que o préprio anel A é um ideal de 4 pois é
facil ver que se I = 4 as condicdes na definicdo acima sao satisfeitas. Esses dois ideais,

{0} e A, sao chamados de ideais triviais de A .
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Como esse texto traz apenas uma introducdo a teoria dos anéis, a partir de agora, com
o objetivo de simplificar a exposi¢cdo, vamos trabalhar apenas com anéis comutativos e
com unidade. Muitos resultados que vamos provar valem também para anéis nao

comutativos ou sem unidade, mas as provas em nosso caso serao mais simples. Assim, a

I”

partir de agora, “anel” significa “anel comutativo com unidade”. Dessa forma, para

provar, por exemplo, que um subconjunto ndo vazio I de um anel 4 é um ideal temos

que provar que paratodos a e b em [ valeque a+b el eparatodo ¢ em 4 vale que

ca estdem [ (ndo precisamos nos preocupar com a c pois ac=ca).

- _J

Nos proximos resultados tratamos de dominios (que, como s3ao anéis, também

considerados a partir de agora como sendo comutativos com unidade)

Proposicao 4.1.13. Seja A um dominio formado por um numero finito de elementos.

Entdo A é um corpo.

Prova. Seja n o numero de elementos de 4, escrevemos entdo 4={aq,,...,a, }. Seja
a, € A umelemento ndonulode 4, queremos mostrar que a, tem inverso multiplicativo
em 4. Observe que se a, # a, entdo a, a; # a, a, pois se q, a, = a, a, pelaleido corte
terfamos a; = a, . Assimo conjunto {q, a,, ..., a; a, } tem n elementos distintos e todos
pertencema A4 logotemosqueter A={a, a,...,a a,}. Como A éanel com unidade,

para algum indice ¢ temos que ter ¢, a, =1e logo a, é o inverso de a,. L]
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(Corolério 4.1.14. Seja p um inteiro positivo primo. Temos que Z/ p Z é um corpo. )

Prova. Como p é primo temos da Proposi¢ao 3.2.9 que Z/ pZ é um dominio. Sabemos
também que Z/ pZ é formado por p elementos (a saber, as classes de equivaléncia
0+pZ,.. ,(p—-1)+pZ ) logo Z/ pZ é um dominio que tem um numero finito de
elementos e como consequéncia do resultado anterior temos que Z/pZ é corpo.

O]

4 el
Na matematica um Coroldrio € uma consequénciaimediata de um resultado anterior.

Um Lema é um resultado auxiliar. Uma Proposicao é um resultado mais forte, mas

ndo tdo forte quanto o de um Teorema.

\_ _J

Seja A um anel e seja / © A umideal de 4. Sabemos que dados a e b em [ vale que
a+bel.Observe que —1e 4 ja que estamos supondo que 4 tem unidade 1, e como
A é um grupo com relacdo a adicdo temos que ter o inverso aditivode 1 em 4 também,
e como [ éideal vale que —1.a=—-a € A. Isso mostra (confira a Proposicdo 2.1.3) que
I é um subgrupo de A.Como A é um grupo comutativo com rela¢do a adi¢cdo temos
que I é um subgrupo normal de 4 que, conforme ja vimos, define uma relacdo R de
equivaléncia sobre A dada por (a,b) € R se e somente se b—ael.Vimos também

gue as classes de equivaléncia dessa relagdo sdo os conjuntos da forma

a+1={a+h|hel},ouseja, as classes laterais a esquerda, de I em A (veja o Lema
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2.2.1 e o paragrafo seguinte a esse Lema). E sabemos ainda que tais conjuntos formam
um grupo com a operag¢do de soma de classes definidapor (a+ 1)+ (b +1)=(a+b)+1

(veja o paragrafo que precede o Exemplo 2.2.11). No presente caso esse grupo é
claramente comutativo

pois (b+I)+(a+1)=(b+a)+1= (a+b)+1, jad que a soma em A é comutativa.

Utilizando a notac¢do apresentada apds o Teorema 2.2.12 vamos denotar o conjunto das

classes de equivaléncia por A/1, ouseja, A/I={a+1|ae A}. Vamos mostrar agora

que, mais do que grupo comutativo, podemos dar ao conjunto 4/ uma estrutura de

anel (no presente caso, comutativo e com unidade) se definirmos um produto de classes

laterais por (a+1).(b+1):=(a.b)+ 1. Vejamos inicialmente que esse produto esta

bem definido, ou seja, independe da representagdo escolhida para cada classe,
exatamente como fizemos apds a Definicdo 3.2.7 quando definimos um produto de

elementos de Z/nZ. Alids aqui o raciocinio é exatamente o mesmo: supomos que

a+l=a+Ieb+I=b'+1,onde a, b, a'e b' estioem A e queremos mostrar que

(ab)+I=(a'b)+1.De a+I=a'+1 temos que a —a'=h el ede b+I=b'+1

temos que b —b'=h, el logo (a—a"Y(b—>b")= h h,. Expandindo o lado esquerdo e

depois somando e subtraindo a'b', como fizemos apds a Defini¢do 3.2.7, chegamos a

ab—a'b'=hb'+ hy,a'+ h h,. Como [ éideal e h e h, sdo elementos de [/, da

definigdo de ideal temos que hb'+ h,a'+ h h,el.Assim ab—a'b' el e portanto

(ab)+1=(a'b")+ I.lsso mostra que o produto esta bem definido. Deixamos agora ao

leitor a tarefa de verificar que A4/, munido das opera¢Ges de soma e produto de

MODULO 4

Estruturas Algébricas

97



Teoria de anéis com unidade e corpos de fracoes

classes, € um anel que tem 0+/ como elemento neutro da somae 1+/ como unidade.

Esse é o chamado anel quociente de A por I .

Exemplos 4.1.15

i) Seja M[X] oconjuntodos polindbmios navaridvel X , ou seja, o conjunto das expressdes
do tipo @, +a, X +a, X+ ---+a, X", onde ne{0,1,2,..} e q,, .., a,sdo nimeros
reais. Temos que R[X] é um anel com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo de

polindmios (que lembramos com 0s exemplos:
Q-3X+2XH+BX+3X' +X)=2+5X"+X° e

Q-3X).(X+ XH)=2(X+ X)+(BX)( X+ X)H)=2X+2X + ()X + ()X’ =
2X —X*-3X%),tendo 0 como elemento neutro da soma e 1 como a unidade. Seja
I o conjunto dos mutiplos de X*+1, ou seja, I ={ p(X).(X*+1)| p(X)eR[X]}.
Assim, dados p,(X).(X’+1) e p,(X).(X*+1) em I e a(X)eR[X] temos
(XX +D)+  p,(X).(X*+1)=(p(X)+ p,(X))N(X*+1)el e temos ainda que
a(X) (p,(X)(X*+1) = (a(X)p,(X))(X*+1)el, o que mostra que [ é ideal de
R[X]. Assim o anel R[X]/I é composto pelos elementos do tipo p(X)+ 1, onde
p(X)eR[X]. Usando divisdao polinomial é possivel determinar precisamente as
distintas classes que compdem R[X]/I.Lembramos que o grau de um polindbmio nao
nulo é o valor da maior poténcia de X que efetivamente aparece no polindbmio, por

exemplo: grau(l+ X —4X*) =4, grau(X’ +3X")=7 e grau(5)=0. Além disso, dados
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dois polinémios p(X) e g(X) em R[X], com g(X) ndo nulo, é possivel encontrar
polindmios g(X) e r(X), também em R[X], tais que p(X)=¢q(X)g(X)+r(X),
onde (X) =0 ou grau(r(X)) < grau(g(X)) .Porexemplo,tomando p(X)=3X"*+ X +1
eg(X)=X>+1temos3X '+ X +1=BX* -3) (X + D)+ X +4 (e grau(X +4)=1<2 =
grau(X’ +1)),tomando p(X)=X"-1leg(X)=X">+1temos X' —1=(X*=1)( X" +1)
(nesse caso r(X)=0), e tomando p(X)=X+2 e g(X)=X"+1 temos X +2=
0.( X +1)+(X+2) (e grau(X +2)=1<2=grau(X>+1)). Assim, na divisio de um
polindmio  p(X) por X°+1 temos p(X)=q(X)(X*+D)+r(X) e rX)
necessariamente serd da forma r(X)=a X +b, com a e b nimeros reais. Nesse caso,
como p(X)-r(X)= q(X)(X*+1)el temos que p(X)+I=r(X)+1.Isso mostra
que ndo precisamos considerar todas as classes p(X)+ 1, onde p(X)eR[X] para
obter R[X]/I, podemos escrever R[X]/I={(aX+b)+I|a,beR } ja que dado
p(X)eR[X] vai existr um polindbmio r(X)=aX+b para o qual vale
p(X)+1=r(X)+1. Além disso é facil ver que se a X+b #a, X+b, entdo
(a, X+b)+1#(a, X+b,)+1 jaque (a, X +b)— (a, X +b,) é um polindbmio ndo nulo
de grau no méaximo 1 e logo ndo pode ser multiplo de X*+1, ou seja,
(a, X+b)—(a, X +b,)2 . Isso mostra que as distintas classes de R[X]/[ sdo

exatamente as classes do tipo (a X +b )+ 1 com a e b nimeros reais.

ii) Considere o conjunto Z[\/E] ::{a+bx/§|a,be Z}. Observe que as operagoes

MODULO 4
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usuais de soma e produto de nimeros reais sdo operacdes sobre Z[\/E] , isto é, dados
a+b\2 e c+d~\2 em Z[\/E] temos
(a+b\N2)+(c+d2)=(a+c)+(b+d)V2eZ[\2] (pois a+c,b+d e Z) e
(a+b~2).(c+dN2)=(ac+2bd)+(ad +bc)V2 e Z[V2] (pois
ac+2bd,ad +bceZ). Agorando é dificil mostrar que Z[\/E] € um anel comutativo e
com unidade munido dessas operacdes, com 0 (= 0+ O\/E) como elemento neutro da
somael (=1+0 \/5) como a unidade. Seja I o conjunto dos multiplos de 2, ou seja,
I={2(a+b \/5) | a+b J2e Z[JE] } . Procedendo como no exemplo acima mostra-se
que I é um ideal (faca os detalhes!), portanto podemos considerar o anel quociente
Z[\/E]/I . Esse anel consiste de todas as classes do tipo (a +b «/§)+ I com a+b~2
em Z[\/E]. Como fizemos com Z/5Z e no exemplo acima, também aqui é possivel
determinar um certo conjunto de classes cuja unido é igual a Z[\/E]/I. De fato, seja
a+b~2 em Z[\/E],sea eb séoparesentéoa=2a',b=2b'ea+bx/5:2(a'+b'\/§)
com a'+b'\/§eZ[\/5], assim a+b\2el e (a+b ﬁ)+1=0+1. Suponha agora
que a seja pare b sejaimpar, nessecaso a=2a'e b=2b'+1,com a' e b' inteiros, e
temosque a +b~2 =2a'+(2b'+ W2 = 2(a'+b'2) ++2 ,logo (a +bN2) -2 1
e portanto (a +b \/§)+I= J2 + 1. Assumimos agora que a seja impar e b seja par,
nesse caso a=2a'+l e b=2b'", com a' e b' inteiros, e temos que

a+b\/§:(2a'+1)+2b'\/§:1+2(a'+b'«/§), logo (a+b\/§)—lel e portanto
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(a+b \/§)+I= 1+ 1. Por ultimo, vamos supor que a e b sejam impares, nesse caso
a=2a'+1 e b=2b+1, com a' e b' inteiros, e temos que
a+b\2=Q2a'+ 1)+ 26"+ D2 =2(a'+b'V2 )+ (1++/2), logo
(a+bx/§)—(1+«/§)el e portanto (a+b\/§)+1= (1+\/§)+1. Assim temos que

ZIN21/ 1 ={(a+b2)+1|a+bN2 e Z[N2]} =0+ L1+, N2 + I,(1+~/2)+ 1 }.
PARE

°P

Compare o que fizemos no exemplo 4.1.15 (i) e o que fizemos no (final do) Exemplo
1.1.10(d) e vejacomo os raciocinios sao semelhantes, ambos baseados em um argumento
de divisdo, e com as distintas classes sendo caracterizadas pelo resto. Isso ndo é uma
coincidéncia, e pode ser explicada pelo estudo dos assim chamados dominios euclidianos.
Até o que fizemos no exemplo 4.1.15 (ii), apesar de ndo envolver explicitamente algum
tipo de divisdo, pode ser explicado pelo estudo de dominios euclidianos. Vocé encontra

mais sobre isso no livro Elementos de Algebra, de A. Garcia e Y. Lequain, editado pelo

IMPA.
\_

Continuamos nosso estudo de homomorfismos de anéis.

~ R
Definigdo 4.1.16. A imagem de um homomorfismo de anéis ¢: 44— B é o conjunto

Im(¢) ={g(a)e Blac A}.
\_ _J

r B
Proposi¢do 4.1.17. Seja ¢: 4—> B ¢ um homomorfismo de anéis. Entdo Im(¢) ¢ um

subanel de B.

\_ _J
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Prova. Vamos usar o Lema 3.2.5 para provar a Proposi¢cao. Dados os elementos ¢(a) e
$(b) em Im(¢) temos que @(a) + (D) = ¢(a+b) € Im(p) e P(a) p(b) = ¢(ab) € Im(¢) .

Por outro lado ¢(—a) + ¢(a) =d(—a+a)=¢(0)=0, logo —¢@(a) =¢(—a) € Im(¢4) o que

completa a prova. ]

( Definigdo 4.1.18. Dizemos que um homomorfismo de anéis ¢: 4 — B é um isomorﬁsmoj
se ¢ éinjetor e sobrejetor. Quando existe um isomorfismo entre anéis 4 e B dizemos
que esses anéis sao isomorfos.

Ja observamos, no Exemplo 4.1.12 (i) que o ntcleo de um homomorfismo é um ideal
do anel que esta no dominio do homomorfismo. Vamos apresentar agora um resultado
para anéis analogo ao do Teorema 3.1.15.

Teorema 4.1.19 (Teorema do homomorfismo para anéis) Seja ¢:4—>B um
homomorfismo de anéis. Entdo o anel quociente 4/ Ker(¢) é isomorfo ao anel Im(¢),

e aaplicagdo y : A/ Ker(¢) — Im(¢) dada por a + Ker(¢) — ¢(a) esta bem definidae é

um isomorfismo entre A/ Ker(¢) e Im(¢).

\_ _J

Prova. Podemos aplicar o Teorema 3.1.15 pois 4Ae Bem particular sdo grupos (com a
operagdo de adigdo) e como ¢ é homomorfismo de anéis, também é, em particular,
homomorfismo de grupos. Assim temos que a aplicagcdo i esta bem definida e é um

isomorfismo de grupos. Falta entdo apenas provar que

w((a+Ker(@)).(b+Ker(¢)))=w(a+Ker(d)).w(a+ Ker(¢)) mas isso é facil ja
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que y((a+Ker(9)).(b+Ker(g)))=y(ab+Ker(p))=¢(ab)=¢a) )=

v(a+Ker(¢)).y(b+ Ker(g)).Isso prova que ¥ € homomorfismo de anéis e como ja

sabemos que ¥ é sobrejetor e injetor temos que ¥ é isomorfismo de anéis. |

4.2 Ideais e corpos de fragoes

Nessa secdo aprofundamos um pouco o estudo da relagdo entre ideais e anéis quocientes
e mostramos uma importante constru¢do que se pode fazer com um dominio, chamada
de corpo de fragcdes do dominio. Continuamos a supor que “anel” significa “anel
comutativo com unidade” (e em particular os dominios também sdo comutativos com
unidade).

Vimos nos Exemplos 4.1.15 ideais formados por multiplos de um elemento no anel.

Esses sdao um tipo especial de ideais, sobre os quais apresentamos alguns resultados.

Proposi¢do 4.2.1. Seja A um anel e seja ae A. O conjunto (a)={ab|be A} dos

multiplos de @ em 4 é umideal de 4.

Prova. Sejam ab, e ab, elementos de (a), temos que ab, +ab, =a(b, + b,)e(a).

Por outro lado, dado c€ A temos que c(ab)=(cbh)ac(a)logo (a)é ideal de 4.

O

( )

Definicdo 4.2.2. Seja I < A umideal de 4. Dizemos que I é um ideal principal se existe

ael talque I =(a).0 elemento a e édito ser um gerador de I, e se diz também

que [ é gerado por a.

\_ J
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Exemplos 4.2.3.

i) Oideal nZ={mn | meZ} do anel dos inteiros, que apareceu no Exemplo 4.1.12 (iii)

é claramente um ideal principal gerado por nelr.

ii) J& observamos que, dado um anel A, o préprio anel é um ideal de si mesmo, no

Exemplo 4.1.12 (iv). E observamos agora que A, como ideal, é principal ja que 4= (1)

(pois dado ae€ A temos a=a.l). O gerador de um ideal em geral ndo é Unico. Por

exemplo, temos também que 4 =(—1) ja que dado a € 4 vale que a=(—a).(-1), ou

seja, qualquer elemento de 4 é um multiplo de —1. O outro ideal trivial, 7 ={0},

também é claramente principal ja que 7 =(0). Esse é um caso em que o gerador é Unico

até porque o ideal o) tem um elemento!

iii) Seja M[X] o anel dos polindmios com coeficientes reais (veja o Exemplo 4.1.15 (i)) e

seja I ={p(X)eR[X]| p(1)=0} o conjunto dos polindmios que se anulam quando

substituimos X por 1. Observe que I é um ideal de R[.X]: de fato, dados polind6mios

p(X) e p,(X) em I se definimos s(X):=p,(X)+p,(X) temos que

s)=p,D)+p,1)=0+0=0 logo s(X)el, e por outro lado dado a(X)eR[X] e

definindo #(X) :=a(X)p,(X) temos que t(1)=a(1).0=0 logo #(X)el. Um dos

polindbmios que estda em [ é claramente m(X)= X —1 e temos que qualquer multiplo

desse polindbmio também estd em [ . Considere agora um polindbmio qualquer p(X)
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em [, conforme recordamos no Exemplo 4.1.15 (i) podemos dividir p(X) por X —1
obtendo um quociente ¢(X) e um resto »(X) tal que p(X)=g(X) (X -1)+r(X),
onde r(X)=0 ou grau(r(X))<grau(X —1)=1. Assim ou r(X)=0 ou o grau de
r(X) é zero, e de qualquer forma temos que »(X) é um numero real r(X)=k.
Fazendo X =1 na igualdade p(X)=qg(X) X -1)+k e lembrando que p(X)el
temos 0=¢(1).0+ k, ou seja, k =0. Isso mostra que p(X)=¢g(X)(X —1), e portanto
o ideal I é exatamente o conjunto dos multiplos do polinémio X —1 (ou, usando a
notagdo apresentada na Proposicao 4.2.1, temos I =(X —1) ). Descobrimos assim que
I éideal principal, embora ele ndo tenha sido definido como o conjunto dos multiplos

de um polinémio.

a el
Pode-se provar que qualquer ideal no anel dos inteiros, ou no anel de polinGmios

R[X]ou no anel Z[\/E] (v. Exemplo 4.1.15 (ii) ) é principal. Esses fatos aparecem

no estudo dos dominios euclidianos mencionados acima, e encontram-se demonstrados

no livro de A. Garcia e Y. Lequain ja citado.

\_ _J

( )

Definicdo 4.2.3. Seja A um anel e I < A um ideal de 4. Dizemos que I é um ideal
primo se sempre que abel (onde a e b sdo elementos de A) vale que ael ou

bel.
\_ J
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Exemplos 4.2.4.

i) No anel dos inteiros Z seja p um numero primo e seja I =(p) (ou seja, I é o ideal

formado pelos multiplos de p ). Dados inteiros a e b tais que a b € I, temos entdo que

a b é um multiplo de p (em outras palavras, p divide a b) e por uma propriedade de

numeros primos temos que ter que ou a ou b é multiplode p (em outras palavras, p

divide a ou p divide b ). Isso mostra que I =(p) é um ideal primo.

ii) Seja A um anel e seja I — A o ideal gerado por 0 (e que tem apenas esse elemento,

claro). Se A for um dominio entdo I sera ideal primo (poisse ab=0 entdo a=0 ou

b=0)ese A ndo for um dominio entdo I ndo sera ideal primo, pois existem em A

elementos a#0 e b#0 taisque ab=0. L]

-

Teorema 4.2.5. Seja A um anel e I < A um ideal primo de 4, entdo o anel quociente

A/ I e um dominio.

\_

Prova. Ja sabemos que A/ é um anel, e devemos mostrar que dados a+/1 e b+ em

A/l tais que (a+1)(b+1)=0+1 temos que ter a+ =0+ ou b+1=0+1.

Observamos inicialmente que (a+1)(b+1)=a b+1,ede ab+1=0+1 temos que

ab=ab-0el.Como [ é ideal primo, de abel temos que aecl ou bel, e

portanto a+ 1 =0+ oub+1=0+1. L]
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Como ultimo tdépico do nosso curso vamos estudar uma construgdo que pode ser

usada para se obter o corpo dos nimeros racionais a partir dos nimeros inteiros. Essa
construcdo funciona para todo dominio, ou seja, a partir de um dominio vamos construir
um corpo que o contém e que é o “menor” corpo com essa propriedade.

O que leva a essa construcdo é a constatacdo de que existem vdrias maneiras de se

escrever um mesmo numero racional na forma de fragao. Por exemplo, temos que

2 4 14 . _a c a c
—=—=—, etc. Dadas duas fracbes — e — aprendemos que —=— se e somente se
3 6 21 b d b d
) 255 2040 108 71 A
ad=bc,eporissosabemos que — =—— e que — #—. Com a experiéncia que
45 360 144 96

adquirimos até agora, o fato de um nuimero racional ter diversos representantes nos leva
a desconfiar que tal numero talvez possa ser visto como ... uma classe de equivaléncia!

De fato, vimos varias vezes nesse texto que uma classe de equivaléncia de uma relagao
de

equivaléncia pode ser escrita de distintas formas (veja, por exemplo, a figura no Exemplo
1.1.14(c) ). Vamos mostrar no que se segue que nossa suspeita é de fato verdade.
Seja D um dominio e vamos denotar por Do conjunto dos elementos ndo nulos de

D . Vamos definirumarelacdo R de equivaléncia sobre DxD,o produto cartesiano de
D por D. Comparando o que acabamos de escrever com a Definicdao 1.1.6 observe que
uma relagdo sobre DxD significa que DxD faz o papel de A naquela definicao, e
assim a relagdo que queremos definir é um subconjunto de (D><15)><(D><15) , OU seja,
um elemento de R vai ser um par ordenado formado por pares ordenados (e portanto,

um objeto do tipo ((a,b), (c,d)) ). Arelagao vai ser definida da seguinte maneira:

((a,b),(c,d))eR se e sose ad=bc.
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Vamos verificar que essa definicdo de fato nos da uma relacao de equivaléncia sobre

Dx D . Paraisso temos que verificar que R satisfaz as trés condi¢cdes da Defini¢do 1.1.6.
Para verificar a primeira condicdo, como em nosso caso temos 4= DxD, 0 que
precisamos verificar é que para todo (a,b) € DxD temos que ((a,b),(a,b))eR, eisso
de fato é verdade porque ab=ba. Para verificar a segunda condi¢do precisamos
verificar se o fato de termos ((a,b), (c,d)) e R implica que ((¢,d),(a,b))e R. Como
((a,b),(c,d)) € R temos que ad =bc,que é o mesmo que cb=d a, e da definicdo de
R vemos que isso implica que ((c,d), (a,b)) € R. Finalmente, para verificar a terceira

condicdo da Definicdao 1.1.6 precisamos, em nosso caso, de mostrar que se

((a,b),(c,d)eR e ((c,d),(e,f))eR entdo vale que ((a,b),(e,f))eR. De
((a,b),(c,d)) € R temos que ad =bc, e de ((c,d),(e,f))eR temos que c f =d e.
Multiplicando ambos os lados de ad =bc por f temos adf =bcf, e usando no lado
direito dessa igualdade que ¢ f =d e temos adf =bde. Passando tudo para o lado
esquerdo e colocando d em evidénciatemos d(a f—b e)=0.De (¢,d) e Dx D temos
que d € D e em particular d #0.Como D é um dominio, de daf-be)=0ed=0
temos que ter a f —b e=0 (veja a Definicao 3.2.7) elogo a f =b e. Da definicao de R
vem dessa igualdade que ((a,b), (e, f)) € R, 0 que completa a prova de que R é de fato

uma relacao de equivaléncia. Como de habito, definimos uma relacdo de equivaléncia
para trabalharmos com as classes de equivaléncia associadas a essa relacao. No caso,

temos que R vai dividir o conjunto DxD numa série de subconjutos, que sdo as
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distintas classes de equivaléncia de seus elementos (conforme visto na Proposicdo 1.1.12
e nos Exemplos 1.1.14). Queremos dar uma estrutura de corpo ao conjunto das classes

de equivaléncia de R, mas antes devemos decidir como denotar a classe de equivaléncia
de um elemento (a,b)e DxD. No caso da relagdo de equivaléncia que estamos
estudando ao invés de denotar a classe de equivaléncia de (a,b) e DxD por (a,b),

seguindo a notacdo apresentada na Definicdo 1.1.8, é usual denotar tal classe de

A a . . -
equivaléncia por . Isso vai fazer com que recuperemos igualdades familiares, por
exemplo, sabemos que as classes de equivaléncia de (a,b) e (c,d) coincidem se e sé se
((a,b),(c,d)) € R, ou equivalentemente, se e s6 se ad =bc (veja a observagdo antes

dos Exemplos 1.1.14), ou seja, temos que £=§ seesése ad=bc.

Vamos denotar por K o conjunto das classes de equivaléncia da relagdo R, e portanto
podemos escrever K = {%| aeD,be D}.Queremos dar a K uma estrutura de corpo,
isto é, queremos definir operacbes de soma e de produto em K de modo que com essas
operagdes K sejaum anel com unidade onde todos os elementos ndo nulos tém inverso

(veja a Definicdo 3.2.13). As operacdes serdo definidas da seguinte forma:

+
a soma de duas classes sera definida por a + < = M,
d bd
o produto de duas classes sera definido por a.¢c = ac
b d bd
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Observe que, nas defini¢des acima, como b e d estdoem D temos que b e d sdo ndo

nulos, e como D é um dominio temos que bd também é um elemento nao nulo, ou

~ d+b
seja bd € D, logo faz sentido bd aparecer no denominador tanto de ab——;c (que

denota a classe de (ad+bc,bd)eD><D) quanto de % (que denota a classe de

(ac,bd)e DxD ).Como definimos operagdes sobre classes de equivaléncia precisamos

mostrar que o resultado ndo depende dos representantes escolhidos. Assim suponha

. A a a
que (a,b) e (a',b") estejam na mesma classe de equivaléncia (e portanto 3 = ;) e que

. T c c
(c,d) e (c',d") estejam na mesma classe de equivaléncia (e portanto E=?) . Vamos

c a' c a' c'
mostrarque—+—=—+—equ —.—.De —=— temos que ab'=ba' e
b b' d b b'

a.c
d b' d' b d

c c ~
de E = E temos que cd'=dc'.Paraver que a soma nao depende dos representantes

escolhidos, multiplicamos ambos os lados de ab'=ba' por dd' obtendo
ab'dd'=ba'dd', e multiplicamos ambos os lados de cd'=dc' por bb' obtendo

cd'bb'=dc'bb'. Somando as igualdades obtidas temos

ab'dd'+cd'bb'=ba'dd'+dc'bb' que pode ser reescrita como

ad+bc a'd'+b'c'
bd b'd'

(ad +bc)b'd'=(a'd'+ b'c")bd e essaigualdade mostra que

.. a ¢ a ~
ou seja, —+—=—+—. Para ver que o produto ndo depende dos representantes,

b d b d
multiplicamos as igualdades ab'=ba' e cd'=dc' obtendo ach'd'=bda'c' e entdo

L]

ac a'c a c
podemos concluir que — = ,0ouseja, —-—
bd b'd" b d

. Isso mostra que a soma e o

a <
b' d'
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produto que definimos sdo de fato soma e produto de classes de equivaléncias.

Para ver que K é um anel temos que verificar as seis condi¢ées da Defini¢cdo 3.2.1. Da
definicdo das operagbessobre K éfacil verificar que tanto aadi¢cdo quanto a multiplicacao
sdo comutativas (faca isso, leitor!). Lembramos que D é um dominio, e em particular
um anel com unidade 1 e estamos assumindo 1+ 0 (veja o paragrafo antes dos Exemplos

3.2.2), assim (0,1) e (1,1) sao elementos de Dx D e suas classes s3o denotadas por %

1 ) a 0 a 0b+la a
e — , respectivamente. Temos que para todo — em K vale —+—=——=— ¢
1 b 1 b 1.b b
1l a a , 0 . 1 . e
IE = 7 logo o elemento neutro da soma é n e aunidade é T Deixamos a verificacao

da associatividade da soma e do produto para o leitor e vamos fazer aqui a verificagao

da distributividade. Dados ﬁ, < e £ em K temos ﬁ-(£+£):
b d b d f
g.(cf+de):acf+ade’ por outro lado temos g'£+£ c_4gc ae_
b df bd f bd b f bd bf
M e é facil verficar que acf+ade: acbf+bdae mostrando que
bdbf bd f bdb f

(ac f+ade)bdb f)=(achbf+bdae)bd f) (faca as contas, leitor!). Vemos assim

que K é um anel (comutativo) com unidade, e para ver que K é um corpo vamos

precisar do seguinte lema.

MODULO 4

, . a 0 i
Lema 4.2.6. No anel K construido acima temos que Z :T seesdse a=0.

Prova. Se %:% entdo vale que a.1=b.0, ouseja a=0. Se a=0 temos %:% ja que

0.1=0.0. U
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Para mostrar que K é corpotemos que mostrar que todo elemento ndo nulo tem inverso
e . ~ ~ .
multiplicativo. Seja entdo 3 € K um elemento nao nulo, pelo Lema acima sabemos que

a#0,ouseja, aeD. Assim (b,a) é um elemento de Dx D, e sua classe é denotada

b b ab 1
por —. Temos que 4.2_92 :I sendo que a ultima igualdade vale porque ab.1=ba.l
a

b a ba

Isso mostra que todo elemento ndao nulo de K tem inverso e logo K é um corpo.

Definicdo 4.2.7. O corpo K construido acima é chamado de corpo de fragées do dominio

D.

Seja ¢:D — K a aplicagao definida por ¢(a):% para todo aeD. Temos que

o :%+?=¢<a)+¢<b) (verifique a pentltimaigualdade!) e ¢(""’>:%:

dla+b)=

»—AlQ
—_ | O

1
=¢(a).¢g(b),alémdissotemos que ¢(1) = T Isso mostraque ¢ é umhomomorfismo
. . o 0 ~
de anéis com unidade. Além disso se ¢(a) :T entdo temos do Lema 4.2.6 que a=0, 0
que mostra que Ker(¢) =0 e logo ¢ é injetor (veja a Proposicdo 3.1.9). E usual, quando

se estuda corpos de fragoes, identificar os elementos de ¢(D) com D e escrever

D c K . Pode-se mostrar que o corpo de fracdes de um dominio D é o menor corpo
que contém D no seguinte sentido: se K' é um corpo que contém D entdo existe um
homomorfismo injetor de anéis ¢: K — K' de modo que ¢(K) é um subcorpo de K'

que contém D .
Exemplos 4.2.8. i) O exemplo cldssico dessa construcdo é obviamente o corpo dos

numeros racionais, que é obtido fazendo-se a construcdo acima tomando D =7, e logo

D =7-{0} .0 corpo construido entdo é exatamente o dos racionais, onde os elementos
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~ . ~ . a e
sdo escritos como fragdes do tipo 7 comaebem Zeb#0.Asomaeamuliplicagdo
- ~ a c ,
definidas sdo exatamente as que conhecemos e vale que Z:E seesdse ad=bc,

como aprendemos na escola.

ii) Vimos que Z[ﬁ] ={a+b V2 |a,be Z} é um anel (comutativo e com unidade) no
Exemplo 4.1.15 (ii). E claro que Z[\/E] € um dominio pois seus elementos sdo, em

particular, nUmeros reais e sabemos que quando multiplicamos dois reais ndo nulos o

resultado é um real ndo nulo. Aplicando a construcdo acima para esse dominio obtemos

a+b\/§

um corpo K cujos elementos sdo as classes de equivaléncia da forma —\/_, com
c+d~?2

a,b,cedem Ze c+d~J2 # 0. Pode-se mostrar que K éisomorfo ao corpo Q[\/E]

dado por Q[\/E] =1{q, +q, V2 |q,,9, € Q},onde QO é o corpo dos nimeros racionais.

Esse texto apresentou alguns aspectos de partes da Algebra, tendo visitado
especialmente a Teoria de Grupos e a Teoria de Anéis. A Algebra é um vasto campo

na Matematica, e caso o aluno queira prosseguir em seus estudos poderia comecar,

por exemplo, pelo livro Tépicos de Algebra de I. Herstein ou também pelo livro
Elementos de Algebra, de A. Garcia e Y. Lequain, j4 mencionados nesse texto. E
impotante salientar que Matemadtica é uma disciplina que se aprende fazendo, por isso
a resolucao de exercicios é parte fundamental desse aprendizado. Além disso é preciso
ter um treinamento para se ler corretamente um livro de Matematica, e procuramos em
determinados lugares ajudar o leitor com essa leitura correta. Esperamos que o leitor

desse texto tenha avancgado nesse aspecto e se torne cada vez mais independente em

seus estudos.
\_ _J
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