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Informacoes

Prezado(a) aluno(a),

Ao longo deste guia impresso vocé encontrard alguns “icones” que lhe ajudardo
a identificar as atividades. Fique atento ao significado de cada um deles. Isto facilitara a

sua leitura e seus estudos.
%

= Leitura Atividades
Video Basico Complementar Leitura Complementar

x 2.

Texto Basico

4 m

Pare e Pense Atividades Atividades

Atividdes

Video Basico

TextoBasico  Saiba Mais

Ambiente Virtual Suplementares
1. ©
Sintese Bibliografia ~ Referéncias

do Modulo Adicional Comentada

Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serdo importantes para sua
compreensdo. Para permitir sua iniciativa e pesquisa ndo criamos um glossario, mas se
houver dificuldade interaja no Férum de Duvidas.
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Sobre o autor

César Guilherme de Almeida é bacharel (1989) em Matemética pela Universidade
Estadual Paulista, Unesp - Rio Claro, mestre (1993) em Matemética Computacional
pelo Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo da Universidade de Sdao Paulo
(ICMC-USP), e doutor (2000) em Matemaética Aplicada pelo Instituto de Matematica,
Estatistica e Computa¢do Cientifica da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp).
Desde marco de 1993, é professor da Faculdade de Matematica da Universidade Federal
de Uberlandia (FAMAT- UFU). Areas de atuacio: Matematica Computacional,

Modelagem Matemaética e Educacdo Matematica.
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Sobre o curso

Pesquisadores e profissionais de diversos setores tém utilizado, com frequéncia, a
modelagem matematica para investigar os seus objetos de estudos, os quais podem estar
associados a problemas provenientes da area de engenharia ou provenientes de anélises
de fenémenos fisicos e bioldgicos, dentre outros. A modelagem matemética, também,
tem sido explorada por educadores que estdo preocupados com o aperfeicoamento do
processo ensino-aprendizagem em todos os niveis de ensino, do fundamental ao
superior.

As solugdes das equagdes resultantes (ou dos sistemas de equagdes resultantes) dos
modelos matemaéticas, na maioria dos casos, sdo determinadas somente com a ajuda de
métodos numéricos. Desta forma, um curso introdutério de Calculo Numérico é
fundamental para a formacdo dos profissionais que possivelmente trabalhardo com
modelagem matematica.

O objetivo geral deste curso é o de explicar os fundamentos dos principais métodos
numéricos utilizados em simula¢des computacionais de diversos problemas praticos.
Em todas as unidades que compdem a ementa deste curso, os métodos serdo
apresentados com senso critico, analisando-se a convergéncia dos mesmos e exibindo-se
vantagens e desvantagens através da comparagdo entre os métodos que sdo aplicados a
uma mesma classe de situacdo-problema.

A ementa resumida do curso é a seguinte: Zeros de Funcdes; Sistemas de Equacdes
Lineares; Ajuste de Curvas com o Método dos Quadrados Minimos; Interpolacdo
Polinomial; Integracdo Numérica e Solucdo Numérica de Equacdes Diferenciais
Ordinérias - Problemas de Valor Inicial. A fundamentagao tedrica serd complementada
com a utilizagdo de softwares computacionais como o OCTAVE.

Em Zeros de Funcgdes, serdo exibidos varios métodos numéricos para a resolucdo de
equacdes ndo lineares do tipo f(x) = 0. Com relacdo ao tépico Sistemas Lineares,
abordaremos a resolucdo de sistemas de equagdes lineares, dando énfase ao método da
Eliminacdo de Gauss (pertencente a classe dos métodos diretos) e aos métodos de
Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel (pertencentes a classe dos métodos iterativos). O Método
dos Quadrados Minimos e a Interpolacdo Polinomial serdo aplicados em problemas que
necessitam de técnicas apropriadas de aproximagdes de fung¢des. Tais fun¢des podem ser
conhecidas em todos os pontos de seus dominios, através de expressdes explicitas, ou
podem ser representadas, por um conjunto discreto de pontos, através de tabelas. As
regras de Integracdo Numérica que serdo abordadas no curso sdo conhecidas como
formulas fechadas de Newton-Cotes. Estudaremos duas delas: a regra dos trapézios e a
regra de Simpson (1/3 de Simpson). O curso serd finalizado com o tépico relacionado a
solucdo numérica de problemas de valor inicial para equagdes diferenciais ordinérias.
Apresentaremos exemplos de métodos de passo simples, de passo multiplo e de
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previsao-correcao.
A seguir sdo apresentados os contetidos programados para cada um dos quatro médulos
do curso:

Contetdos basicos do Modulo 1
e Isolamento de raizes.
e Método da Bisseccdo.
e Método Iterativo Linear.
e Método de Newton — Raphson.

Conteudos basicos do Modulo 2

e Método Iterativo de Gauss - Jacobi e de Gauss — Seidel.

¢ Método da Eliminacdo de Gauss e Decomposicdo LU.

e Método dos Quadrados Minimos: Caso Discreto do Modelo Linear;

e Exemplo de reducdo do Modelo Ndo-Linear ao Modelo Linear.
Contetidos basicos do Médulo 3

e Existéncia e unicidade do polinémio interpolador.

e Polindmio de Lagrange.

e Polindmio de Newton com diferencas divididas.
e Regra dos Trapézios.

e Regra de Simpson.

Conteudo basico do Modulo 4

e Métodos baseados em série de Taylor para solucdo de P.V.I de 1° ordem.
e Método de Euler e métodos de Runge-Kutta de segunda ordem.
e FExemplos de métodos de passo miiltiplo.

e Exemplos de métodos do tipo previsor-corretor.
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Para que os alunos assimilem satisfatoriamente o conteido abordado neste material, a
metodologia de ensino deve conter quatro (4) etapas, descritas a seguir.

i) ﬁ Acessar com assiduidade os materiais disponiveis no Ambiente Virtual

Atividades
Ambiente Virtual

de Aprendizagem (AVA): videos; textos complementares; listas de exercicios e
apresentacdes de slides. Participe com afinco deste ambiente.

@)
ii) n‘ Dedicacao, de pelo menos 1 hora por dia, a resolucdo de exercicios e a
Leitura
Complementar
leitura de textos complementares sugeridos pelo professor. Em caso de dividas, ndo
exite em pedir ajuda para os tutores e para o professor da disciplina.

iii o
) Sintese
do Madulo

Recapitulagdo, no inicio de um novo tépico, dos principais resultados

estudados em tépicos anteriores relacionados ao mesmo médulo de ensino.

Y
iv) @ Elaboragdo de algoritmos e de cédigos computacionais, colocando em
Atividades

Suplementares

prética as técnicas vistas nas aulas expositivas.

Desejo aos alunos um 6timo curso.

César Guilherme de Almeida
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Anotacoes

vii

Calculo Numérico



Mddulo 1

Zeros de funcoes reais

1. Introducao

Prezado estudante, seja bem vindo.

Neste moédulo vocé aprendera o conceito de zero de uma funcdo real, f R — R, onde
R é o conjunto dos numeros reais. Por definicdo, r € um zero de f se, e somente se, r é
raiz da equacdo f(x) = 0; ou seja, f{(r) = 0. Um exemplo bastante conhecido é o de se
obter as raizes da equacdo de segundo grau: f{x) = ax* + bx + ¢ = 0. Os zeros da
parabola (a funcédo f dada anteriormente) sdo obtidos pela féormula de Bhaskara, que é
bastante conhecida. Se A = b* — 4ac > 0 entdo os zeros reais da pardbola ou,

: ) : " s _ =btVA
equivalentemente, as raizes reais da equagdo do segundo grau sdo r; = ~q er =
a
—b—vA
2a

Em geral, equacdes do tipo f{x) = 0 ndo possuem férmulas, como a de Bhaskara, que
fornecam as suas raizes através de um numero finito de operagdes. Por exemplo, a
equacdo f(x) = x — 1,5 sen(x) = 0 possui uma raiz r = 0, pois {0) = 0 — 1,5sen(0) = 0.
Porém, a raiz positiva somente serd obtida através de um método numérico que vai
gerar uma sequéncia infinita de nimeros reais que se aproximard desta raiz com
qualquer precisdo desejada. Uma tal sequéncia é dada, por exemplo, por
r, = 1,5 sen(r,), onde r, = 1,3 e n € N (conjunto dos niimeros naturais). Note que r; =
1,5.sen(ro) = 1,5.sen(1,3) = 1,4453372278. Observe que o célculo do seno estd
retornando valores em radianos. Este serd o padrdo, sempre que estivermos lidando com
as funcdes trigonométricas.

Desta forma, a aproximacdo do zero de f{x) = x — 1,5 sen(x), com 9 casas decimais, é
dada por r = 1,495781568. Note que f(r) é aproximadamente — 0,19713 x 10”. Para
estes valores serem obtidos, a sua calculadora devera executar os calculos em radianos
(lembre-se de que a medida de um angulo dada em graus ndo representa um ntimero
real).

2. Objetivos e contetido do Madulo 1
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O objetivo deste médulo serd o de estudar métodos numéricos que obtenham
aproximacdes de zeros de uma funcdo real. Para vocé ficar familiarizado com as
técnicas numéricas de obtencdo de raizes de equacdes ndo lineares do tipo f{x) = O,
serdo utilizados véarios recursos: resolugdo de listas de exercicios; leitura de materiais
didaticos e elaboragdo de algoritmos computacionais.

Espero que possamos fazer uma étima parceria nesta disciplina do curso de Licenciatura
em Matemética do Plano Nacional de Formacdo de Professores da Educacdo Bésica —
PARFOR.

Contentdos basicos do Modulo 1
e Isolamento de raizes.

e Método da Bisseccao.

e Método Iterativo Linear.

e Método de Newton - Raphson.

3. Isolamento de raiz

Em muitos problemas de Ciéncias e Engenharia hd a necessidade de se determinar um
ntimero r para o qual uma funcdo f(x) seja zero, isto é, f (r) = 0.

Este nimero é chamado de zero de f ou raiz da equacdo f (x) = 0. Em nossos estudos r
serd real.

Graficamente, os zeros reais sdo representados pelos pontos de intersecdo da curva
representada pelos pontos (x, f{x)) com o eixo horizontal (Ox; O = (0, 0)), conforme a
Figura 1 abaixo.

y= 4
f&

—
v

N/

Figura 1: Zero de funcao
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Duas fases sdo importantes para a determinacdo dos zeros de f: (I) isolamento das raizes
da equagdo f (x) = 0; (II) Geracdo de um processo iterativo que ira convergir para uma
determinada raiz da equacao f (x) = 0. Este processo serd chamado de refinamento da
raiz ou refinamento do intervalo que contém uma raiz da equacdo f (x) = 0.

Fase I - Localizacao ou isolamento das raizes

Consiste em obter um intervalo [a, b] que contém uma unica raiz da equacao f{(x) = 0.

Nesta fase, é feita uma andlise gréafica e tedrica da funcdo f. A precisdo desta anélise é o
pré-requisito para o sucesso da fase II. Os seguintes procedimentos sdo utilizados:

i) Esbocar o grafico da funcdo f(x) e localizar as abscissas dos pontos de intersecdo da
curva com o eixo horizontal (Ox). Por exemplo, se f(x ) = x> — 9x + 3 entdo podemos
isolar cada uma das trés raizes de f(x) = 0 nos seguintes intervalos [-4, — 3], [0, 1] e
[2, 3]. Veja o gréfico apresentado a seguir.

40

30|-

1o} T el /
o 1/ 2
7 S

20l

30
-4 -3 =2 -1 o 1 2 3 4

ii) A partir da equacdo f(x) = 0, obtém-se uma equacdo equivalente g(x) = h(x) . Os
pontos de intersecdo das curvas g e h sdo os zeros de f. Isto é, g(x) = h(x) & f(x) = 0.
Por exemplo, a equagio f(x) = e™ —x = 0 é equivalente a equagdo g(x) = e™ = x =
h(x). Desta forma, encontramos o intervalo [0, 1] que contém araiz de f(x) =0. Vejao
gréfico exibido a seguir.

A OO N O
e

\ hix)
LE L

o(_Y_

o]
= F%
/

2
2 -1 [e]

a
N
[
I
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A andlise tedrica consiste em usar o Teorema do Valor Intermedirio ou de Bolzano
(veja, mais adiante, as referéncias [4, 5] — Flon Lages Lima), que serd enunciado a
seguir, sem demonstracao (veja o Exercicio 2 no final da Secdo 4).

Teorema 1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f uma fun¢do continua no
intervalo fechado [a, b]. Se { (a)f (b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto x = r entre a
e btal que f(r)=0.

% Observacao: A demonstracdo do Teorema do Valor Intermediario (TVI) é
vista em cursos de Analise Real. A Figura 2 adiante exibe interpretacoes
Saiba Mais - pretas

Ky

Referéncias

geométricas deste teorema.

[1] AVILA, G. Anélise Matematica para a Licenciatura, Ed.Edgard Blucher, Sdo Paulo,
2006.

[2] AVILA, G. Introducdo a andlise matemaética, Ed.Edgard Blucher, Sao Paulo, 1992.

[3] FIGUEIREDO, D. G. Andlise 1. 2? Edicdo, Livros Técnicos e Cientificos Editora
S/A, Sdo Paulo, 1996.

[4] LIMA, E. L. Curso de andlise. Volume 1. Projeto FEuclides, SBM, Rio de Janeiro,
2000.

[5] LIMA, E. L. Anélise real. Volume 1. Cole¢do Matematica Universitaria, SBM, Rio
de Janeiro, 2001.
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Interpretacdao Geométrica do TVI (Figura 2):

f(X) A
a T2 N
_/E‘// ' ! ' 3 b X
f(x) A
| F2 b >
“ " \E/ X

Figura 2: Interpretacao geométrica do TVI - 2 casos

Incluindo mais uma hipétese no TVI, obtemos um outro teorema importante para o
isolamento de raizes:

Teorema 2. Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a, b] tal que f (a) f (b) <
0. Se f’(x) existir e preservar o sinal no intervalo aberto (a, b) entdo existird um tnico
ponto x = r entre a e b tal que f(r) = 0.

Demonstracdo: O TVI garante que existe r entre a e b tal que f{r) = 0. Suponha, por

exemplo, que f’(x) > 0, para todo x em (a, b). Neste caso a funcdo f serd estritamente

crescente (*) e podera cortar o eixo horizontal (Ox) uma unica vez (veja Figura 3).
(FIM) [

% Observacao (*): Para ajudar na compreensdo da demonstracdo anterior, o
5ziba Mai Teorema do Valor Médio e o Teorema de Rolle podem ser consultados
L (mesmas referéncias exibidas anteriormente).
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O Teorema 2 também pode ser demonstrado supondo-se, por contradi¢do, que existam
r e s distintos tais que f{r) = f(s) = 0. Entdo, pelo Teorema de Rolle, existiria c entre r e
s tal que f'(c) = 0. Mas isto seria um absurdo porque a derivada de f ou é positiva ou é
negativa.

Interpretacio Geométrica do Teorema 2 (Figura 3):

Y= A y=
£ f(x) A
i f(x)<0, Vxe (ab)
i b » & N
a : i
i — f®>0, Vxe (ab)

Figura 3: Interpretacao geométrica do Teorema 2

Exemplo 1. (Aplicacao do Teorema 2) Considere f(x) = x* — 9x + 3. Como mostrado
anteriormente, podemos isolar cada uma das trés raizes de f{x) = 0 nos seguintes
intervalos  [-4, — 3], [0, 1] e [2, 3]. Note que f'(x) = 3x? — 9 (pardbola concava para
cima que possui raizes —\/m e \f(B) =~ 1,73). Assim, se x < —\/(5_) ou x >

\/(55 entdo f '(x) > 0. Por outro lado, se —\/(5_) <x < \/(55 entdo f '(x) < 0.
Portanto, nos intervalos [- 4, — 3] e [2, 3] tem-se que f'(x) < 0; no intervalo [0, 1]
tem-se que f '(x) > 0. Desta forma, pelo Teorema 2, em cada intervalo exibido
anteriormente existe uma unica raiz. -

Fase II — Refinamento de Intervalo

Partindo-se de I, = [a, b], queremos obter intervalos I = [a,, b ], ne N, que contém
a raiz r da equagdo f{x) = 0, de modo que I, < I , e ocomprimento de I tendaa

zero. Isto pode ser feito até que se obtenha uma aproximacao da raiz com precisédo €
prefixada.
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Fase II — Refinamento da raiz (processo iterativo)

Partindo-se de uma aproximacao r, da raiz, queremos gerar um processo iterativo (uma
sequéncia) caracterizado pelo termo geral r, = ¢(r.1), n € N. A funcdo ¢ é chamada de

fungdo de iteracdo. O processo iterativo deve ser convergente, isto é, lim r =r.
nu

Observacao: Todo processo iterativo necessita de um critério de parada. Os critérios
mais utilizados sdo: (i) Erro Absoluto; (ii) Erro Relativo e (iii) Valor Absoluto da
funcdo. Assim,

(i)se|r,—ry,1| <€e=0.5x10° entdo r, serd uma aproximagdo da raiz, r, da equacdo
f(x) = 0, com precisdo de s casas decimais;

Pyl

.e —1 - ~ - . ~ .

(i) se % <& =10.5x10° entdo r, serd uma aproximacdo da raiz, r, da
rn

equacdo f{(x) = 0, com precisdo de s casas decimais;

(iii) se |f(r.)] <€ = 0.5 x 10 entdo r, serd uma aproximacdo da raiz, r, da equacgao f(x)
= 0, com precisdo de s casas decimais.

Nem sempre as condi¢des anteriores sdo satisfeitas simultaneamente. Veja os exemplos
gréficos a seguir (Figura 4).

>

y = fx

»

y = fx)

)l <e e [ri—1[>>¢ fra)] >> € e

Irn—1| <€

Figura 4: Critérios de parada

O problema descrito a seguir foi apresentado pelo professor José Manoel Balthazar para
alunos de graduacdo em matemadtica da Universidade Estadual Paulista (Unesp), Rio
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Claro — S&o Paulo. A disciplina era Calculo Numérico e o ano ndo me recordo muito
bem, provavelmente 1987, mas os alunos iniciaram o curso de graduacdo em 1986. Eu
era um deles.

Problema 1. Uma teoria sobre a a formacdo de nuvens diz que o surgimento de gotas a
partir da umidade do ar ¢é facilitada pela presenca de impurezas na atmosfera. Tais
impurezas sdo chamadas “nticleos de condensacdo” e agem como concentradores de
umidade e podem crescer até o tamanho de gotas de nuvens. As propriedades
importantes que determinam o crescimento destes nucleos sdo a curvatura de sua
superficie e a concentracdo molar da solucdo (isto é, a quantidade de sais dissolvidos na
dgua). Quanto menor o tamanho da gota, maior serd sua tendéncia para evaporar;
enquanto que a maior concentracdo da solucdo faz com que as gotas crescam. A uma
dada umidade relativa do ar, uma gota estd em equilibrio se a tendéncia ao crescimento
é contrabalancada pela tendéncia a evaporagdo. O didmetro d que deve ter uma tal gota
em equilibrio foi deduzido por Kohler e deve obedecer a equagao:

100 - UR = A/d — B/&,

onde UR é a umidade relativa do ar em porcentagem (UR < 100% ) e A e B sdo
pardmetros que dependem da tensdo superficial do fluido que se condensa, da
concentracdo molar e da dissociagdo eletrolitica da solucdo. Se o diametro da goticula
for maior do que o didmetro de equilibrio, ela cresce rapidamente. Desta forma, se o
didmetro de equilibrio for pequeno, maior serd a probabilidade de formagdo de nuvens.
Portanto, para se produzir chuva, a uma certa umidade relativa e ajustando-se os
parametros A e B, tenta-se mudar a salinidade do ar para se obter uma solu¢do pequena
da equacdo de Kohler.

Caso hipotético: UR =70%; A=10 e B=13x10" 4 Qual é o valor do didmetro
de equilibrio?

Soluc¢ao do Problema 1:

Reescrevendo a equacdo obtemos: f{d) = 30d® — 1d? + 0.00013 = 0.

O esboco do gréfico da funcdo f pode ser feito seguindo-se os procedimentos usuais
vistos em disciplinas de Cdlculo 1. Para isto, precisamos analisar tanto o sinal da
derivada primeira quanto da derivada segunda da funcdo f.

Observe que f'(d) =90d*> —2d e f"(d)=180d — 2. Entdo f'(d)=0 & d=0 ou
d=1/45; f"(d)=0 < d = 1/90. Portanto, se d < 0 oud > 1/45 entdo f'(d) > 0; se
0 < d < 1/45 entdo f'(d) < 0. A derivada segunda satisfaz o seguinte: f"(d) <0, se
d<1/90 e f"(d)>0, sed> 1/90.

Conclusédo: d = 0 é um ponto de méximo relativo da funcéo f; d = 1/45 é um ponto de
minimo relativo da funcdo f; d = 1/90 é um ponto de inflexdo da funcédo f (pontos
indicados com “*” no esboco do gréfico exibido a seguir). A funcdo f é crescente nos
intervalos (— oo, 1/90) e (1/45, +eo), onde f'(d) > 0; f é decrescente no intervalo
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(0, 1/45), onde f'(d) < 0. O gréfico de f é cébncavo para baixo no intervalo (- e, 1/90),
onde f"(d) < 0 e concavo para cima no intervalo (1/90, +eo), onde f"(d) > 0. A seguir,
veja o esbogo do gréafico da funcdo f (Figura 5).

Problema 1 - Chuva

0.00014 |- I ' ' y = 30d° - d + 0.00013

0.00012 ! ! =
0.0001
8e-05 - i i -

6e-05 - : : .

eixoy

4e-05 - : 1
2e-05 - g

oL - S - SO Y £ = |
-2e-05 - .

-4e-05 - ’ .

L L L 1 1 |
-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
eixo x

Figura 5. Grafico do Problema da chuva

Observando o gréfico, identificamos que o menor didmetro de equilibrio (a menor raiz
positiva de f{(d) = 0) estd no intervalo Iy = [a, b] = [1/90, 1/45]. Para confirmar isto,
basta utilizar o Teorema do Valor Intermediario. Note que f{(1/90)(1/45) <0 e fé uma
funcdo continua.

Para encontrar uma aproximagdo da menor raiz positiva, vamos utilizar a técnica de
refinamento de intervalo.

OBJETIVO: Partindo-se de I, = [a, b], queremos obter I, = [a,, b,] de modo que: (1) I,
c Ly 2) lax)f(b) <0 e (3) o comprimento de I, é a metade do comprimento de I,.;.
Isto pode ser feito até que se obtenha uma aproximacdo da raiz da equacdo f{(d) = 0 com
precisdo € prefixada. Vamos utilizar € = 0.5 x 10° e o critério de parada dado pelo valor
absoluto da funcao f.

A solucdo do exercicio serd obtida em quatro passos apresentados a seguir.

(i) Primeiro refinamento.

f(d) = 30d® — 1d% + 0.00013, d € [1/90, 1/45]. Sabemos que f{(1/90) > 0 e f(1/45) < 0.
No ponto médio, do = (1/90 + 1/45)/2 = 1/60, tem-se que f(do) < 0. Entdo o primeiro
intervalo refinado é Iy = [1/90, 1/60].
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(ii) Segundo refinamento.
Sabemos que f(1/90) > 0 e f{1/60) < 0. No ponto médio, d; = (1/90 + 1/60)/2 = 1/72,
tem-se que f{dz) > 0. Entdo o segundo intervalo refinado é 1> = [1/72, 1/60].

(iii) Avaliacdo de f no ponto médio do segundo intervalo refinado.
O ponto médio de I é dado por d> = (1/72 + 1/60)/2 = 11/720. Assim, f(d2) = 0.357 X
10-5.

(iv) Precisdo da aproximacao.
Note que [f(d2)] = 0.357 x 10® < 0.5 x 10. Portanto, d» = 0.0152778 é uma
aproximacdo da menor raiz com a precisdo de 5 casas decimais.

4. Método da Bisseccdo

O método de refinamento de intervalo que utilizamos no Problema 1 (final da secdo
anterior) é conhecido como Método da Bisseccdo. Tal método pode ser aplicado para se
determinar uma raiz da equacdo f{x) = 0, sempre que a funcdo continua f, definida em
um intervalo fechado [a, b], satisfizer f{a) f(b) < 0.

OBJETIVO DO METODO DA BISSECCAO: Partindo-se de I, = [a, b], obter I, =
[a,, b,] de modo que: (1) I, < L.1; (2) la)f (b)) <0 e (3) o comprimento de I, é a
metade do comprimento de I,.;. Isto pode ser feito até que se obtenha uma aproximacdo
da raiz da equacdo f{x) = 0 com precisdo ¢ prefixada.

Veja a seguir o esquema de aplicagdo deste método (Figura 6).

10
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fe) 4
Dados iniciais:
— +
f(ao) f(bo)<0;
ao+b0
» XO: 2 ;
X
a,= 4 =X
Iteracdo 1: f(xo)>0:>h Iteracdo 2: f(X1)<0:>b_b
. ']:XO AR
_ 4 b — + a,+b
fla,) f(b,) <0; X1:01; - fla,) flb,)<0; xz 22 :

Figura 6. Esquema do Método da Bisseccao

O algoritmo do Método da Bissecgdo é dado a seguir:

1) Dados iniciais: (i) intervalo inicial [a, b ]; (ii) precisdo €.
2) Se (b —a)<e entdo escolha r qualquer em [a , b ]. FIM.
3) k=1

4)x = (a + b)/2.

5) Se fla)f(x) > 0, faca a = x. V& para o passo 7.

6)b =x.

11
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7) Se(b —a)<e, escolha r qualquer em [a, b]. FIM.
8) k=k +1. Volte ao passo 4.

No Método da Bissecgdo é possivel calcular o niimero de itera¢des, n, que vai garantir
que |x, -r| < g onde x, é o ponto médio do intervalo [a,, b,], tal que f{a,)f(b,) < 0.

. -1 . .
Para isto, observe que |x, -r| < ———= = ————— | pois o comprimento do
2 2°
intervalo I, é metade do comprimento do intervalo I,;. Por inducdo finita, podemos
b,—a b,—a,

mostrar que |x, - r| < ——. Desta forma, — <& — |x, -r|<e&

b,—a _ —
Note que (;n+10 <g = Qb bosao — (n+1)[n(2)> ln(bngao) —
b,—a
n> =) _q
In(2)

Exercicio 1. (Nimero de iteracoes do Método da Bisseccao) Para x € [ay, bo] =
[1, 2], determine o nimero minimo de iteragdes para se obter uma aproximacdo, com
precisdo de pelo menos seis casas decimais (¢ = 10°), da raiz da equagao:

f(x)=ve *+sen( x)—x*In(x) = 0.
Soluc¢ao do Exercicio 1:

Note que a funcdo f é continua e satisfaz f(1)f(2) < 0. Entdo, utilizando a férmula
anterior,

b,—a, In 21
n> In( € ) - 1= (10*6) - 1= —1+61?(—10):18,93 .
(2] (2] n(2)
Portanto, a aproximacao desejada é obtida com 19 iteracdes. =

Exercicio 2. (Convergéncia do Método da Bisseccdo) Mostre que o Método da
Bisseccdo é convergente.

Solucado do Exercicio 2 (Esta é uma demonstracdo construtiva do Teorema do Valor
Intermediario).

Seja I, = [ay, bol, tal que f{ay)f(by) <0, onde f é uma funcdo continua. De acordo com o
Método da Bissecgdo, trés sequéncias sdo construidas: (a.), (b.) e (x.) formadas,

12
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respectivamente, pelos extremos inferiores, extremos superiores e pontos médios dos
intervalos I, = [a., b.], nos quais f troca de sinal, ou seja, fla,)f(b,) < 0.

b ,—a
Por construgdo, I, < L. e b, — a,= % . Portanto, a, = a,i; b, £ b
an + bn
e X, = — coma, < x, £ b, V ne N. Desta forma,

(i) (a,) é ndo decrescente e limitada superiormente por by, ou seja, a, < by, V ne N;j
(ii) (b,) é néo crescente e limitada inferiormente por ao, ou seja, b, = a,, V ne N.

Por um teorema de convergéncia de sequencias de ntimeros reais (veja a observacao (*)
b,—a,
2n
lim (l)n — o entdo lima,=lim b, =r  Pelo Teorema do Confronto (veja a

n)« 2
observagdo (**) abaixo), lim x, =r

n- w0

abaixo), (a,) e (b,) sdo convergentes. Além disto, como b, — a, = e

n-w n=w

Agora fica faltando mostrar que f{(r) = 0. Com efeito, note que f é continua e, portanto,

fla)fib.) < 0 - lim f(a,) f(b,) =<0 f(lima,) f(limb,)<0 -
- flr)flr)=o.

Desta forma, 0 < [f(r)]? £ 0; de onde segue que f(r) = 0.

‘a

Saiba Mais

Observacao (*): Um importante teorema de convergéncia de sequéncias diz que toda
sequéncia (x,) mondtona e limitada é convergente. Mais especificamente, tem-se que

(1) .1 < x, e x,<L,V ne N (sequéncia ndo decrescente e limitada superiormente) —

lim x, =s=sup{A} = sup{x,; n € N}, onde sup{A} é o supremo do conjunto A, que

ndu

€ a menor cota superior de A (observe que L é uma cota superior de A);
(ii) X, < x.1 e x,2 M,V ne N (sequéncia ndo crescente e limitada inferiormente)

- lim x, =t=inf{A} =inf{x,; n € N}, onde inf{A} é o infimo do conjunto A,

que é a maior cota inferior de A (observe que M é uma cota inferior de A).
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Este teorema devera ser apresentado para vocé nas disciplinas “Céalculo” e “Introducéo a
Andlise”. As referéncias apresentadas na Se¢do 3 podem ser consultadas, também.

Saiba Mais

Observacao (**): O Teorema do Confronto é demonstrado em cursos de Andlise na
reta. O resultado importante deste Teorema é apresentado a seguir.

a.< X, < b,Vne N e limag,=limb,=r = limx,=r

n- o n= w n-w

5. Método do Ponto Fixo

O Método do Ponto Fixo (MPF) ou Método Iterativo Linear (MIL) consiste em
transformar a equacdo f(x) = 0 em uma equagdo equivalente x = @(x), onde @(x) é
chamada de funcéo de iteragao.

Conforme vimos no processo de refinamento de raiz (Fase II — processo iterativo), na
Secdo 3, dado x, pertencente a um intervalo contendo a raiz, r, da equagdo f{x) =0 <
X = @(x), podemos considerar o seguinte processo iterativo: x, = @(x,:), n € N. O
processo iterativo deve ser convergente, isto é,

lim x, = lim ¢(x, ,) =r.

n-w n=w

Observe que se a fungdo de iteragdo for continua entdo lim ¢(x, ,)= ¢ (lim x, ,).

n-w n-w

Desta forma, r é um ponto fixo de ¢ (Veja a Fig. 7), ouseja, r = ¢(r) < f(r) = 0.

14
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Interpretacdo Geométrica do Método do Ponto Fixo:

y ¥= &
y=o(x)
w=alal| — — :
X2:CP<X1) o :
S

Figura 7. Interpretacao geométrica do Método do Ponto Fixo

Exemplo 2. (func¢des de iteracdo) Dada a equacdo x® + x — 6 = 0 podemos encontrar as
seguintes funcdes de iteragao:

) x¥*+x-6=0 - x=6-x - o¢oKx) =6-—x%

(x*+x-6=0 - X¥=6-x - x= V6-x - ¢x) = V6—x ;

6 6
3 + _ — iy 2 4 — 5 — 3 _ .
(ii)x*+x-6=0 x(x2+1)=6 % N o(x) 7oq
6 —x 6 1
(V) +x-6=0 - x*=6-x - x-= — = 5 - =
X X X

Nem todas as funcdes de iteracdo irdo gerar processos iterativos convergentes. Por
exemplo, considerando-se x, = 1.5, a fungdo dada no primeiro item (i) sera divergente
e a funcdo dada no item (ii) serd convergente. De fato,
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cpl(x)=6—x3;
x,=6—1.5=2.625
X,=6—2.625°=—12.0879

x,=6—(—12.0879 )’~1772.2516

ndo converge

cpz(x)Z\?/G—x;

X, =\6—1.5~1.65096
X,=V6—1.65096~1.63229
X,=\6—1.63229~1.63462

converge

A seguir sdo exibidas alguns graficos mostrando os comportamentos das sequéncias

geradas pelo Método do Ponto Fixo (Figuras 8 e 9)

Interpretacdo Geométrica da Convergéncia e Ndo convergéncia do Método do Ponto

Fixo:

Figura 8. Comportamentos do MPF: converge (quadro 1) e diverge (quadro 2)

Converge

Nao Converge

v

Interpretacdo Geométrica da Convergéncia e Ndo convergéncia do Método do Ponto

Fixo:

Xy

Converge
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Figura 9. Comportamentos do MPF: converge (quadro 1) e diverge (quadro 2)
Teorema 3 (Condicdo Suficiente de Convergéncia do MPF). Seja r a tinica raiz da
equacdo f (x) = 0, pertencente ao intervaloI = [r—d, r +d],d > 0. Seja ¢(x) uma
funcdo de iteracdo para a equacdo f(x) = 0. Suponha que

(i) ¢ e @' forem continuas em I ;
(i) ') sM<1;Vxel
(iii) xo € L.

Entdo lim x, = lim @(x, ;) =r.

n-wx n-w

Demonstracdo: Como a funcdo ¢ é continua no intervalo fechado I e derivavel no
intervalo aberto (r — d, r + d), o Teorema do Valor Médio (mencionado na Secdo 3)

pode ser utilizado. Assim, dados x e t em I, x # t, tem-se que p(x) — ofc) = '(c)
xX—t

para algum c entre x e t. Portanto, |¢p(x) — @(t)| = |¢'(c)| |x — t| £ M |x — t|, porque, por

hipétese (ii), |@'(x)| £ M <1, V x € I. Desta forma, podemos mostrar que se x, € I entdo

X1 = @Q(x) e L

Com efeito, considerando o argumento do paragrafo anterior e observando-se que x € T
se, e somente se, |x —r| < d, tem-se que [x; — 1| = |@(X0) —@(r)] £ M |xo—r| < |xo—71] <
d. Portanto, x; € I. Utilizando um argumento de Inducéo Finita, é facil provar que x, =
o(x.1)e I, Vne N.

Utilizando o mesmo argumento do primeiro pardgrafo (Teorema do Valor Médio e
hipétese (ii)), obtém-se que 0 < |x, — 1| = |@(Xn1) — O(r)] £ M |x.1 — r|. Repetindo o
raciocinio, obtém-se que [x,; — 1| = |@(Xn2) — O(r)] £ M |x,2 — r|; de onde segue que
|, — r| £ M? |x,» — r|. Novamente, utilizando inducdo finita, podemos concluir que 0 <

X, —r| £ M" |x, —r|. Sabendo que 1lim M" =0 , pois M < 1, segue-se, do Teorema do

n-w

Confronto (veja o final da Segdo 4), que lim|x,—r|=0 ,ouseja, limx, =r.

O algoritmo do Método do Ponto Fixo é dado a seguir:
1) Dados iniciais: (i) x, : aproximacgdo inicial; (ii) precisoes €1 e €2.
2) Se |f(xo)| <e1 entdo facar = xo. FIM.
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3) k=1

4) x1 = Q(xo).

5) Self(x1)| <e1ouse |x;—xo| <é€, facar=x;. FIM (critério do erro absoluto)
6) X0 = X1.

7) k=k +1. Volte ao passo 4.

Ordem de Convergéncia de métodos iterativos

Definicao (ordem de convergéncia): Seja (x,) uma sequéncia que converge para um
numero r e seja e, = X, — I' O erro na iteracdo n. Se existir um numero p = 1 e uma
|en+1|

constante C > 0, tais que lim——
n-Ywx |€n|'

=C entdo p é a ordem de convergéncia da

sequéncia e C é a constante assintética do erro.

Observacao: Da definicdo anterior, podemos considerar a seguinte estimativa:
le..] ~Cle,|’ , ou seja, o valor absoluto do erro na iteracio n + 1 §é

(aproximadamente) proporcional ao valor absoluto do erro na iteracdo n elevado a
poténcia p.

Exercicio 3. (Ordem Linear do MPF) Mostre que o Método do Fixo possui
convergéncia Linear.

Solucao do Exercicio 3: Pela definicdo do método iterativo e utilizando o Teorema do
Valor Médio, segue-se que X,.1 —r = @(x,) - ¢(r) = ¢'(cn) (x» — 1), onde c, estd entre X,

er. Assim, le,o| =led [9(e) = fim Szl iy o' (c)] 7
n-w |€n| n-w "
- lim ||e”+|1| =|¢'(r)|. Na tltima passagem, utilizamos o Teorema do Confronto e o
nax | €,

fato de @' ser uma fungao continua.

Note que c, estd entre x, e r e, além disto, x, converge para r. Portanto, 0 < C = |¢'(r)| <

1, o que garante a convergéncia linear do Método do Ponto Fixo. Dai vem o outro nome
deste método: Método Iterativo Linear. ]
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Vamos finalizar esta secdo com mais um problema retirado da lista do professor
Balthazar (mesmo estilo do Problema 1, apresentado no final da Secdo 3), com
pequenas adaptagdes (Veja a Figura 10).

Problema 2. Um caminhdo transporta uma peca com 4,0 m de largura em formato de
um arco de circunferéncia medindo 6,0 m de comprimento. A sua frente encontra-se
um ttnel de 3,0 metros de altura. Sabendo que a base do caminhdo estd a 1,0 m de
distancia da pista, responda: O caminhdo passaré pelo ttinel?

Figura 10. Problema adaptado de um exercicio proposto, em 1987,
pelo professor Balthazar — Unesp — Rio Claro

Solucdo do Problema 2: Vamos utilizar conceitos da Geometria Fuclidiana Plana para
resolver este problema. Para isto observe as figuras abaixo (Figura 11).

pista

— 7

J—

Figura 11. Modelo Geométrico

Com os dados fornecidos pelo problema, podemos construir uma circunferéncia de raio
R (a ser determinado) e considerar o arco de 6 metros que dara origem a uma corda de 4
metros (linha de cor vermelha na Figura 11). O objetivo é encontrar a altura h (ponto
mais alto da peca transportada) para saber se o caminhdo ira passar ou ndo pelo tunel.
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E facil mostrar que a reta que passa pelo centro da corda e pelo centro da circunferéncia
é perpendicular a corda (basta usar congruéncia de tridngulos; caso Lado-Lado-Lado).
Além disto, utilizando o teorema que garante que toda reta tangente a um ponto da
circunferéncia é perpendicular ao raio que tem uma das extremidades no ponto de
tangéncia, podemos concluir que o ponto mais alto da peca transportada é a medida do
segmento de reta que passa perpendicularmente pelo centro da corda e divide o arco de
circunferéncia em dois arcos de mesmo comprimento (veja a Figura 11, imagem do
lado direito).

Note que o arco de 6 m corresponde a um angulo central, digamos 20, que tem medida,
em radianos, igual a 6/R, ou seja, 26 = 6/R; logo 6 = 3/R.

De acordo com as relagdes trigonométricas em um tridngulo retdngulo, tem-se que
sen(0) = 2/R (Note que a medida da hipotenusa é igual a R). Como R = 3/0, segue-se
que sen(0) = 26/3, ou seja, 6 = 1,5 sen(0). Note que 6 = 0 é uma solucdo da equagao
anterior, mas nao é a solucdo que precisamos para o problema.

A Figura 12 exibe os gréficos associados as equagdes: f(t) = t — 1.5 sen(t) e
t = 1.5 sen(t). O grafico da funcdo f estd exibido na cor verde. Estdo exibidos nas cores
azul e vermelho os gréficos dey =t e y = 1.5 sen(t), respectivamente.

Problema 2
3 T T
y=t-1.5sen(t)
y= 1.SSen(—t) i .
25 .. i S— S I s e —
2 L
15 - 1
>
1 b =4
05 " ]
0 %S —
_05 1 L L L |
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 12. Graficos associados ao Problema 2

De acordo com o grafico (Fig. 12), o ponto fixo da func¢do ¢@(t) = 1.5 sen(t), ou o zero da
funcdo f, encontra-se no intervalo [1 1.5]. Para confirmar este resultado, basta utilizar o
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Teorema do Valor Intermediario. E facil verificar que f é continua e satisfaz f(1)f(1.5) <
0

Observe que @'(t) = 1.5 cos(t), com t pertencente ao intervalo [1 1.5]. Neste intervalo, a
funcdo cosseno é decrescente e positiva. Portanto |¢'(t)] = 1.5 cos(t) < 1.5 cos(1) < 1. De
acordo com o Teorema 3, o Método do Ponto Fixo é convergente.

Vamos utilizar o Método do Ponto Fixo para determinar o valor do dngulo 6, tal que
0 = 1,5 sen(B). Para isto considere 8p = (1 + 1.5)/2 = 1.25 e calcule as demais
aproximacdes do ponto fixo através da sequéncia: On = @(On-1). Isto dard origem aos
seguintes valores (ndo se esqueca de calcular os valores da fungdo seno em radianos):

01 = 1.5 sen(Bo) = 1.423476929;
02 = 1.5 sen(01) = 1.483752164;
03 = 1.5 sen(02) = 1.494321072;
04 = 1.5 sen(03) = 1.495615789;
05 = 1.5 sen(04) = 1.495762911;
06 = 1.5 sen(0s) = 1.495779471;
07 = 1.5 sen(Bs) = 1.495781332;
05 = 1.5 sen(67) = 1.495781542.

6,6 |

64|

Portanto, s é uma aproximacdo do ponto fixo da funcdo ¢ com pelo menos 6

Calculando o erro relativo, na iteracdo 8, obtemos: ER = =~ 1.402031 x 107.

algarismos significativos (ER < 0.5 x 10-%).

Utilizando a aproximacdo anterior, obtemos que R = 3/6 = 2.005640473. Assim, pelo
Teorema de Pitdgoras (veja a Figura 11, desenho do lado esquerdo),

224+ (R- h?=R? - (R-hP=R2-4 - R-h=(R2-4)12 -

- h=R-(R2-4)"2 - h=1.855328436.
Lembre-se de que a distancia da base do caminhdo até a pista é igual a 1m. Portanto a
altura méxima (h) da peca que estd sendo transportada somada a 1 dard

aproximadamente 2,86. Conclusdo: o caminhdo passa pelo ttnel, mas a folga é algo em
torno de 14 cm. B
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6. Método de Newton — Raphson

O método de Newton — Raphson é obtido a partir da seguinte construgdo: tome (X,
f(xn1)) sobre o gréfico de f e considere o coeficiente angular m = f’(x,1); o préximo
valor da sequéncia gerada pelo método de Newton-Raphson é x, = X, - [f(X01)/f (X1,
obtido da intersecdo da reta tangente y = f{x,1) + m (x - Xx,1) com o eixo x. Esta
construcdo estd exibida na Figura 13. (Observacdo: As retas Lo e L1 sdo as retas
tangentes ao grafico de f, respectivamente, nos pontos (xo, f(xo) e (x1, f(x1) e r é tal que

fir)=0.)

A
y fX
Ll
r i
il __— L, >
: X2 X1 =
=

Figura 13. Interpretacao Geométrica do Método de Newton — Raphson

Teorema 4 (Convergéncia do Método de Newton — Raphson). Sejam f(x), f’(x), f*’(x)
continuas num intervalo I que contém a raiz r da equagdo f(x) = 0. Suponha que f’(r)

# 0. Desta forma, existird um intervalo I> c I, que contém a raiz r, tal que se xo € I2

f(xnfl) _

entio limx =limx . .—
o " ome (X, )
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Demonstracdo: Vamos mostrar que as hipéteses do Teorema 3 valem para a funcdo de

iteragdo do método de Newton — Raphson, ¢(x) = x — —]f '((X)) )
X
Primeiramente, observe que r = ¢(r) < f(r) = 0. Agora, note que f’(x) é continua em I

e f(r) # 0;logo existe um intervalo 1 cItal que f'(x) # 0, para todo x € I1.

Este resultado é conhecido, nos livros de Célculo, como Teorema da permanéncia do
sinal. Em nosso caso, basta utilizar a definicdo de continuidade, no ponto r, da fungdo
If’(x)|. Isto, juntamente com o fato de f’(x) e f’(x) serem continuas, garante que as
funcdes

f(x)

o= x-mry e 0 1 [PIPFRF ) Ffix)

[f(x)]

sejam continuas no intervalo I1.

Agora, note que @'(r) = 0, pois f(r) = 0. Desta forma, utilizando a continuidade de ¢' no
ponto r, pode-se mostrar a existéncia de um intervalo In < I1, contendo r, tal que
|o'(x)] £ M <1, V x € I. Desta forma, as hipéteses do Teorema 3 sdo satisfeitas e,
portanto, o método de Newton — Raphson converge para r.

PARE -

PP

Pare e Pense

Se @' é continua em r entdo dado € = M = 1/2 exite d > O tal que [x —r| <& -
|9'(X) — @'(r)] < M. Como ¢'(r) = 0 entdo |¢'(x)] < M, para todo xe (r-d r + d). Pode-
se escolher &2 < §, tal que 2 = [r — &2 r + &] < @1 (intervalo mencionado na

demonstracdo do Teorema 4). Deste modo, |@'(X)| <M <1,V x e .
O algoritmo do Método de Newton — Raphson é dado a seguir:

1) Dados iniciais: (i) xo : aproximagao inicial; (ii) precisdes €1 e €2.
2) Se |f(xo)| <e1 entdo facar = x,. FIM.

3) k=1

f(xo)
fr(xy)

D x = Q)= x,—
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5) Se|f(x1)| <e1ouse |x;—xo| <e€2, facar=x.. FIM (critério do erro absoluto)
6) Xp = Xi.

7) k=k +1. Volte ao passo 4.
Exercicio 4. (Ordem quadratica do Método de Newton - Raphson) Mostre que o

Método de Newton — Raphson possui convergéncia quadrética.

Solucao do Exercicio 4: Vamos usar a mesma notacdo utilizada na definicdo de ordem
de convergéncia, dada na Secdo 5. Desta forma, seja e, = x, — r e considere o
desenvolvimento de Taylor da func¢des fe f:

f, ,(Cnfl) eifl .

flree, ) =f(r)+f'(r)e, ,+

2! ’
f ’(r+en71) = I '(r) + f”(dnfl)enfl’
onde ¢,; e d,; estdoentrer e X,1.
_ f(X,1) _ fle, .+r)
er [P+ £7(d, ey )= [F(r)+ [(rle, ,+ Lot
Portanto, €, = fle +r) '
Logo,
[fF(d )_f”(cn—l)] = fr(d )_f”(cnfl)
e — -l 2 i = €n ol 2 Assim
! f'(Xn,l) 3,21,1 f'(Xn,l)
le,| f”(dn—l)_f (snl) _r'r'z(r) _ ‘f”(r)
i g — ;
nl-!nl |en71|2 |“l"n}- f’(xnfl) | |f'(r)| Zf (r)

Na ultima passagem, utilizamos que ¢, e d,1 estdo entre r e x,1 e que a fungdo f’ é
continua. Depois, aplicamos o Teorema do Confronto nas sequéncias com termos gerais
Cn1 € dns para concluir que ambas convergem para r, jd que x,1 converge para r. Isto
garantiu a convergéncia quadratica do Método de Newton — Raphson. [l
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Exemplo 3. Para verificar que o Método de Newton - Raphson converge mais rapido
que o Método do Ponto Fixo, considere a mesma equacdo dada no Problema 2
(apresentado no final da Secdo 5), x = 1,5 sen(x) < f(x) =x— 1,5sen(x) =0,e 0
mesmo valor inicial xo = 1.25. As iteragdes serdo realizadas com a funcdo @(x) =

f(x)

N : _ L :
X — m Note que f’(x) = 1 — cos(x). Assim, xn = ((xn-1) dard origem aos seguintes
valores (ndo se esqueca de calcular os valores das func¢des seno e cosseno em radianos):

x1= @(xo0) = 1.579167955;
x2 = (x1) = 1.500929896;
X3 = (x2) = 1.495803715;
X4 = Q(x3) = 1.495781569;

x5 = @(x4) = 1.495781568.

| X5— X, |
| X5

108, Além disto, |f(xs)| = | xs — 1,5 sen(xs)| = 0.197 x 10 (resultado muito menor do
que o obtido com o MPF — Confira!).

Vamos finalizar esta secdo com a apresentacdo de um problema que foi adaptado da
Monografia de Especializacdo “Modelagem de Problemas de Matematica Financeira e
suas Resolug¢des Utilizando Técnicas Matematicas e Computacionais ” de Leone Alves
Leite, entdo aluna da Faculdade de Matematica da Universidade Federal de Uberlandia.
A monografia foi apresentada, em agosto de 2005, para a Banca Examinadora composta
pelos professores Edson Agustini, Marcos Anténio da Camara e César Guilherme de
Almeida (orientador).

Observe que na quinta iteracdo o erro relativo é dado por ER = = 0.066855 x

Problema 3. Uma loja de eletrodomésticos oferece dois planos de financiamento para
um produto cujo preco a vista é R$ 1.200,00. Plano A: entrada de R$ 200,00 mais 7
prestacdes mensais de R$ 250,00. Plano B: entrada de R$ 200,00 mais 10 prestacdes
mensais de R$ 200,00. Fica a divida: qual plano apresenta a menor taxa de juros?

Solucao: Toda vez que alguém for financiar um produto, ou um bem qualquer, deve
ficar atento a equagdo: F.j=P.[ 1 - (1 +j)" ], onde F é o Valor Financiado; j é a
Taxa Mensal de Juros; P é o Valor Mensal da Prestacao e n é o Numero de
Prestacdes. O mais importante é saber calcular a taxa de juros.
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OBSERVACOES: (i) Se x = 1 + j entdo a equacdo apresentada no inicio desta solucio

pode ser reescrita como: F.(x — 1) = P. [ 1 —x™], onde F = R$1.000,00 (que é o preco a
vista menos a entrada) em ambos os planos. (ii) Seja K = F/P. Desta forma, a seguinte
equagdo ¢ obtida g(x) = Kx™' — (K + 1) x" + 1 = 0. (iii) No plano A tem-se quen =7 e
K =1000/250 = 4. No Plano B, n = 10 e K = 1000/200 = 5.
A equacgdo associada ao Plano A serd denotada por g(x) =4x*-5x"+1=0eado
Plano B sera denotada por G(x) = 5x'' — 6x" + 1.

Analisando os graficos destas fun¢des (veja as Figuras 13 e 14) percebemos que as
raizes das equagdes g(x) = 0 e G(x) = 0 pertencem ao intervalo [1.1 1.2].

2.5

1.5

eixoy
i

0.5

-0.5

Problema 3; g(x) do Plano A

IgA

1.05 11 118 1.2 1:25
eixo x

Figura 13: Grafico de g(x)=4x*-5x"+1
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Problema 3; g(x) do Plano B
8 T T T

gB

eixoy

-9 I i 1 i i
1 1.05 T 1.185 1.2 1.25 1.3

eixo x

Figura 14: Grafico de G(x) =5x"-6x"+1

Como g e G sdo fungdes continuas e g(1.1).g(1.2) < 0 e G(1.1).G(1.2) < 0 entdo, pelo
Teorema do Valor Intermediédrio, existem ¢ e d pertencentes ao intervalo aberto
(1.1, 1.2) tais que que g(c) = 0 e G(d) = 0. Observagdes: g(1.1) < 0; g(1.2) > 0;
G(1.1)<0 e G(1.2) > 0.

Vamos utilizar o Método da Bisseccdo para fazer dois refinamentos do intervalo Inicial
IL=[1.1, 1.2].

(i) Primeiro refinamento.

Note que no ponto médio, xo = (1.1 + 1.2)/2 = 1.15, tem-se que g(x;) < 0 e G(xo) < 0.
Entdo o primeiro intervalo refinado é Iy = [1.15 1.2].

(ii) Segundo refinamento.
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Sabemos que g(1.15) <0 e g(1.2) > 0; G(1.15) < 0 e G(1.2) > 0. No ponto médio, x1 =
(1.15 + 1.2)/2 = 1.175, tem-se que g(x1) > 0 e G(x1) > 0. Entdo o segundo intervalo
refinado é In = [1.15 1.175].

Vamos utilizar o Método de Newton — Raphson para encontrar as raizes das equacdes
g(x) = 0 e G(x) = 0. As iteracdes serdo obtidas a partir da seguinte férmula: Xy = Xm1 —
[f(Xm-1 )/f'(Xm-1)], onde x5 = 1.1625 (ponto médio do intervalo I», dado anteriormente).

Primeiramente utilizaremos f(x) = g(x) = 4x* - 5x’ + 1 e f'(x) = g'(x) = 32x” — 35 x°.
Depois utilizaremos f(x) = G(x) =5x" -6x"" +1 e f'(x)= G'(x) = 55x"" - 60x°.

(iii) Aproximagdo da raiz de g(x) = 0.
x; = 1.163272901; X, = 1.163267091; X3 = 1.16326709.

Note que o erro relativo ER; = [x; — x3| / [X3| = 0.0000049946 < 0.5 x 10-°. Além disto,
lg(x2)| = 0.422 x 10® < 0.5 x 108, A partir da quarta iteragdo, os valores de x; serdo
repetidos, caso a calculadora exiba no visor apenas 9 digitos.

Considerando x, (ou x3) como a aproximacdo da raiz desejada entdo a precisdo serd de
pelo menos oito casas decimais.

(iv) Aproximacao da raiz de G(x) = 0.
x1 = 1.15235692; x,=1.151006706; x3=1.150984151; x,=1.150984145.

Note que o erro relativo ERy = |x4 — X3| / [x4] = 0.052 % 107 < 0.5 x 10”7. Além disto,
|G(x4)] = 0.27 x 108 < 0.5 x 108. A partir da quinta iteracdo, os valores de x, serdo
repetidos, caso a calculadora exiba no visor apenas 10 digitos. Considerando x, como a
aproximacdo da raiz desejada entdo a precisdo serd de pelo menos oito casas decimais.

(v) Taxa de juros do Plano A.

j =x—1; assim, j = 1.16326709 — 1 = 0.16326709 ; ou seja, j = 16,33 % .
(vi) Taxa de juros do Plano B.

j=x—1; assim, j = 1.150984145 — 1 = 0.150984145; ou seja, j = 15,10 % .

Conclusao: O plano que apresenta a menor taxa de juros é o Plano B.
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D A monografia de Leone Alves Leite foi publicada, em setembro de
. ., 2005, na revista eletrénica “FAMAT em Revista”. Este artigo pode ser
Bibliografia

Adicional Comentada €R.CONtrado no seguinte enderego:

www.portal.famat.ufu.br/sites/famat.ufu.br/files/ Anexos/Bookpage/Famat_Revista_05.pdf

7. Atividades do Madulo 1

Nao deixe de consultar outras referéncias bibliograficas, além deste material didatico,
para te auxiliar na resolucdo das atividades propostas a seguir. Veja, por exemplo:

-
E‘j [6] FRANCO, Neide Bertoldi, Calculo Numérico, Sao Paulo: Pearson

a_ _«__ Prentice Hall, 2006.
Referéncias

Atividade 1 — Lista de Exercicios

Enunciado da atividade

Em praticamente todos os exercicios desta lista vocé precisard fazer algum tipo de
grafico; portanto, é fundamental que vocé recorde a teoria e as técnicas, estudadas nas
disciplinas de Cdlculo Diferencial, referentes a esboco de grafico de funcdes.

Esta lista contém exercicios referentes ao contetido do Mddulo 1: Isolamento de raizes;
Método da Bisseccdo; Método Iterativo Linear e Método de Newton — Raphson. Vocé
tem que se esforcar para tentar fazer todos os exercicios.

Primeira Lista de Calculo Numérico

1) Seja f(R) = - (10/R°) + 4x R. Use algum tipo de grafico para isolar o zero de f.
Justifique a escolha do intervalo. Faca dois refinamentos do intervalo [0.5, 1]; use o
método da bisseccao.
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2) Um professor da drea de exatas com talento para adivinhacdes lancou o seguinte
desafio para os seus alunos: “eu sou capaz de adivinhar o niimero memorizado por
qualquer um de vocés, em no maximo sete palpites, desde que o ntiimero pensado seja
inteiro e esteja entre 1 e 100.” O professor, de fato, ndo era adivinhdo; ele era
conhecedor do método da bissecc¢ao!

i) No método da bisseccdo a sequéncia dos pontos médios dos intervalos [a,, b.], que
contém a raiz r da equagao f(x) = 0, é dada por x, = (a, + b,)/2. Logo, |x,—r| < (b, -
a,)2 < (b-a)/2™" < g Considere £= 1/2 e obtenha n = 7 (os palpites).

ii) Justifique a seguinte afirmacgdo: “Se fosse considerado = 1 (ou seja  |x,-r| < 1)
ndo seria garantido o acerto em 7 palpites”. Observe que r € um nimero natural e a sua
aproximacao, x,, é obtida por arredondamento simétrico.

3) Seja f{t) = t — exp(t* — 1), onde exp(x) = €. Observe que f(1) = 0.
i) Faca os graficos de y = t e y = exp(t* — 1); obtenha um intervalo que contenha a outra

raiz positiva de f{t) = 0.

ii) Se Q(t) = exp(t’ — 1), entdo Q’(t) = 2t exp(t* — 1). Verifique que |Q’(t)| < 1,se 0 < ¢
< 1/2 (Sugestdo: 0 <t <% = £<1/4 = t—1< —3/4). O M.LL sera convergente ?

4) Coloque V ou F e justifique.

i.( ) Seja f(x)=4sen(x)—e* =0, com x € I =[-2x, 1/2]. Uma funcdo de iteracdo pode
ser dada por: Q(x) = x — 2sen(x) + 0.5¢*.

ii.( ) Se x, = 1 entdo a sequéncia x, = x,1(2 — a x,1) convergird para 1/a, em que 0 < a
< 1, porque tal sequéncia seré crescente e limitada superiormente por 1/a.

iii.( ) Seja Q’(x) = 1 — 2cos(x) + 0.5¢". Como |Q’(-2n)] <1 e |Q’(0.5)] < 1 entdo
Q’(x)| <1, para Vxe I=[-2rm 1/2].

iv.( ) O método iterativo gerado pela funcdo de iteracdio ¢(x) = 2x — ax® convergira
para a raiz da equacao f{x) = (1/x) —a = 0, onde 1 > a > 0, se x, > 2/a.

5) Seja r a Unica raiz da equacdo f(x) = 0, xe I = [r-0 r+9] (intervalo centrado na raiz).
Escrevendo a equacdo anterior na forma equivalente — problema de ponto fixo —: x =
¢(x), uma das condig¢des (a principal) de convergéncia do processo iterativo dado por x,
= @(xn1), com valor inicial xo € I, é a seguinte: |@’(x)| < M < 1. Esta é uma condicdo
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suficiente. Para entender isto considere as equagdes: (A) x=2/x,x>0; (B) x=
sen(x), x € [-n/2 m/2].

i) Verifique que |¢’(r)| = 1, onde r=2"*, em A, er =0, em B.

ii) Mostre que o processo iterativo, proveniente de A, vai gerar uma sequéncia
divergente que ficard oscilando entre dois valores, qualquer que seja x, # r. Exiba estes
valores.

iii) Mostre através de andlise grafica que o processo iterativo proveniente de B vai gerar
uma sequéncia convergente. Considere x, > r.

iv) Considere x, = -0.05 e faca algumas iteracdes. Observe que a sequéncia seré
crescente e a convergéncia serd muito lenta. O método de Newton-Raphson, que tem
convergéncia quadréatica, apresentaria resultados muito melhores neste caso? Justifique.

Conclusdo: Se ¢(x) ndo satisfaz as condi¢des de convergéncia o método iterativo pode
convergir ou ndo; quando converge, a convergéncia pode ser muito lenta e, dai, o
método serd ineficiente. O melhor é trabalhar com fun¢des que satisfazem as condi¢Ges
de convergéncia.

6) O dono de uma pequena obra exigiu que fosse gasto o minimo possivel de material
na construcdo de uma caixa d’4dgua cilindrica, com capacidade para cinco mil litros (5
m®). Este é um problema simples de otimizagdo, onde se quer minimizar a area lateral de
um cilindro, levando-se em conta as suas bases inferior e superior. Deixando-se a area
lateral em fungdo do raio da base, obtém-se a seguinte fungdo: AL(R) = (10/R) + 27 R".

i) Seja f(R) a derivada primeira de AL(R). Use um procedimento grafico para isolar o
zero de f, justifique. Faca dois refinamentos do intervalo [0.5 1]; use o método da
bisseccao.

ii) Utilize o valor inicial Ry = 0.93 e aplique o método de Newton-Raphson para obter o
zero de f(R), com erro relativo menor do que 0.5x10°.

iii) Considere as fun¢des de iteracdes provenientes da equacdo f(R) = 0: (a) Q(R) =
10/(47 R*) e (b) Q(R) = (10/47m)"* (R)'”. Verifique as condigdes de convergéncia para
ambas as fungbes. Qual delas vai gerar, com certeza, um processo iterativo
convergente?

7) Sejam g(x) = ax’ e h(x) = cos(x). Se x5 (no primeiro quadrante) é ponto de interse¢do
entre g e h, isto é g(xs) = h(x;), obtenha o valor de a > 0, com precisdo de pelo menos

seis casas decimais, de modo que “A = 1/4”, veja a figura abaixo. Note que a area é
calculada pela seguinte integral:
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A= f [h(x)—g(x)]dx . Use o método de Newton-Raphson.
0

 2xs) =hixs)

Aread

8) O sistema linear Ax = b é equivalente ao sistema de equagdes x = Cx +g; C é uma
matriz de ordem n; x, b e g sdo vetores do R". Seja A; um autovalor de C; |A| <1,1<i<
n, se, e somente se, a sequéncia de vetores x*'” = Cx™ + g converge para a solu¢do do
sistema linear, independentemente da escolha do vetor inicial xX”. Os autovalores de C
sdo as raizes do polindémio (caracteristico) de grau n dado por p(A) = det (C - AI); I é a
0 —1/5 —1/5

3/4 0 1/4| é
/2 1/2 0

matriz identidade. O polinémio caracteristico de C =

p(M) =- A - (4/8)-1/10.
i) Use algum tipo de grafico, juntamente com argumentos tedricos, para exibir um
intervalo contendo a tinica raiz real de p

ii) Faca dois refinamentos de I = [-1/2 0] (intervalo que contém a raiz de p) com o
método da bisseccdo. Use o ponto médio do tltimo intervalo refinado como valor inicial
para o método de Newton. Obtenha uma aproximag¢do com erro absoluto menor do que
0.5x10-S.

iii) Exiba uma funcdo de iteragdo do M.L.L. associada a equagdo p(4) = 0; faca a analise
de @A) = - (0.1 + 0.1254)"".

9) Calculadoras cientificas possuem uma tecla que fornece rapidamente o valor do
inverso de qualquer niimero real a # 0. Este valor é calculado pelo método de Newton-
Raphson, que usa a equacao f{x) = (1/x) —a = 0 (note que f(1/a) = 0). Como € escolhido
o valor inicial x, do processo iterativo usado no programa implementado na
calculadora? Pode-se mostrar que x, = 1 é um valor inicial adequado para se obter a
aproximacdo de 1/a, se 0 <a < 1.

i) Seja ¢(x) = 2x — ax® a fungdo de iteragdo do método de Newton-Raphson. Calcule
¢’ (x) e determine uma condigdo para que |¢’(x)| < 1.
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Para o caso 1 < g, a escolha de um valor inicial para o método de Newton pode ser feita
considerando-se a seguinte condicdo: a x, < 2 (esta condicdo é um pouco menos
restritiva do que a condicdo obtida no item (i) anterior). O seguinte procedimento pode
ser adotado para a escolha do valor inicial. Dado a > 1 construa a sequéncia xo,0 = 0.005
(ou qualquer outro numero préximo de zero) e Xo; = Xo:1 + 10. Escolha x; = xo; assim
que axy,; < 2.

ii) Faca 4 itera¢des com o método de Newton para obter o inverso de a = 500. Use o
processo anterior para a escolha de x;. Calcule o erro absoluto.

10) Dados o ponto (X1, f(x.1)) e o coeficiente angular m = f’(x,.1), o préximo valor da
sequéncia gerada pelo método de Newton-Raphson é x, = X.1 - [f(xn1)/f’(xn1)], obtido da
intersecdo da reta tangente y = f(x,1) + m (x - x,1) com o eixo x. Nos casos em que f’(x)
é uma funcdo complicada (exigiria muito esforco computacional nos célculos de
f’(x..1)), usa-se o método de Newton Modificado: x, = x,.; - [f(x.1)/f'(X0)]. Note que neste
método as retas tangentes sdo substituidas por retas com um mesmo coeficiente angular

m = f(X).
i) Faca a interpretacdo geométrica deste método.

ii) Seja f(x) = x° — (10/9)x* + (5/21)x = 0; use x, = -0.8984375 e faca duas iteragdes com
o método de Newton modificado. Qual a precisdo da aproximacgdo?

11.1) Obtenha um intervalo que contenha a interse¢do entre a parabola h(p) =p*—p + 1
e a fungdo g(p) = p(1 + p)"*, considerando 0 < p < 1. Para isto, faga o grafico de h(p),
exibindo o ponto de minimo da parébola; faca o gréafico de g(p), mostrando que g’(p) >
0eg’’(p) > 0. Use o Teorema do Valor Intermediario, com a funcao f(p) = h(p) — g(p),
para garantir que o intervalo que vocé encontrou possui a raiz de f(p) = 0.

11.2) Considere a funcdo f(p), anterior (11.1), definida no intervalo I, = [0.8125,
0.84375]. Faca dois refinamentos com o método da Bisseccdo. Quantos refinamentos
serdo necessdarios para se obter uma aproximacado da raiz de f(p) = 0 com precisdo de 3
casas decimais (¢ = 0.5 x107) ?

11.3) No artigo de J. B. Keller, “Probability of a shutout in racquetball”, publicado no
SIAM Review 26, n. 2 (1984), 267-268, QA1.S2, a seguinte férmula é apresentada:

' 11

p
\p’—p+1)

_1+4p
-2

Nesta férmula, P é a probabilidade de certo jogador A eliminar um jogador B,
vencendo-o por um placar de 21 a 0, em uma partida de raquetebol; p é a probabilidade
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do jogador A rebater um saque com precisdo, qualquer que seja o sacador. Qual o
valor de p dadoque P = 1/2?

Sugestdo: Use o método de Newton-Raphson. Tome como valor inicial para o método

de N-R o ponto médio do intervalo I, (veja o item 11.2). Faca duas iteracdes e analise o
erro relativo.

11.4) Obtenha uma funcao de iteracdo, ¢(p), para o método iterativo linear (método do

ponto fixo) associado ao item anterior (exercicio 11.3). Faga algumas itera¢des com esta
funcao e observe se o método ira convergir. Tente mostrar que |@’(p)| < 1.

12) Considere a figura dada a seguir. Para obter o valor de £ siga as sugestdes abaixo.

30

h

A
v

Sugestoes:
i) Utilize um teorema conhecido para encontrar as seguintes relagdes:
H>+ £ =900 e ii)h*+ £ =400
ii) Use semelhanca de tridngulos para obter a préxima relacao:
(¢h) + (R/H) = £/8.
iii) Utilize os itens anteriores e obtenha a seguinte expressdo
-H + (64.HY)/(H-8)" =-500 < H(H - 16) = 500.(H - 8)/H".
iv) Faca os graficos de f(H) = H(H - 16) e de g(H) = 500.(H - 8)"/H*, com H > 0.

v) Verifique que a equagdo polinomial p(H) = H* — 16 H* — 500 H* + 8000 H — 32000 =
0 pode ser escrita como f(H) = g(H).
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vi) Use o Teorema do Valor Intermediario para garantir que a raiz positiva, r, de p estd
no intervalo [24, 26].

vii) Faca dois refinamentos do intervalo anterior por bisseccdo e considere o ponto
médio do ultimo intervalo refinado como valor inicial para o método de Newton-
Raphson. Obtenha uma aproximacdo de r com pelo menos 5 casas decimais.

13) Sejaa € R, a > 0. Aplicando-se o método de Newton-Raphson na equagado x* = q,
pe N, p > 2, a seguinte funcido de iteracdo é obtida: Q(x) = [(p - L)/plx + (a/p)x™?.
Considerando x € R, x > 0, a condigdo |Q’(x)| < 1 sera satisfeita para
x> [a]" [(p - 1Y/(2p - DI (%)

i) Justifique por que a condicdo anterior (*) é muito restritiva para a escolha de um valor
inicial para o cdlculo da raiz p-ésima de a ([a]'?), através do método de Newton-
Raphson.

Sugestdo: Verifique que a condicdo anterior vai gerar um intervalo contendo a raiz
(centrado na raiz). Atribua valores para p (variando de 2 até o infinito) e observe o que
ocorre com este intervalo.

ii) A condicdo anterior é apenas suficiente para a convergéncia do método de N-R. De
fato, a sequéncia gerada pela funcdo de iteragdo, Q(x), convergird para r = [a]"?,
independentemente do valor inicial escolhido. Para entender o comportamento desta
sequéncia faca, em primeiro lugar, o grafico de f{x) = ¥’ —a, a > 0, considerando p par
ou p impar. A seguir, lembrando-se de que o método de N-R é baseado em retas
tangentes, faca a interpretacdo geométrica da convergéncia, indicando se a sequéncia
obtida serd crescente ou decrescente.

Nota: Matematicamente, o resultado que estd por trds da convergéncia anterior é o
seguinte: “Se existir um intervalo I = [c, r)ou I = (r, d], tal que f(x).f’(x) > 0, Vxel,
e f(r) = 0, entdo o método de Newton-Raphson convergird para r, dado qualquer valor
inicial em I”.

iii) Dado um valor qualquer x,, com 0 < x; < r, mostre que x; = Q(xy) > r. Mostre,
também, que a condigdo expressa no resultado da nota anterior é valida no intervalo I =
(r, xa].

Sugestdes: 1) Lembre-se de que Q(r) =r; 2)Se Q’(x) <0, entdo Q(x) é decrescente;
3) Q(x) = [f)f (X)) 4) Verifique o sinal de f{x) para 0 < x < r e para x > r.
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Observacdo: O teorema enunciado na Nota anterior é demonstrado seguindo-se os
seguintes passos:

1°) Mostra-se que Q(x) = x — (f(x)/f’(x)) é crescente em I.

2°) Mostra-se que: i) f(x) <0 = f’(x) <0 = [f(x) é decrescente; ii) ix) >0 =
f’(x) >0 = f(x)é crescente. O fato de f’ ser crescente ou decrescente determinaré
se [’ serd positiva ou negativa no intervalo I; tal andlise dependera do sinal de f(r) =

lime, [f(x) — (N Vx—r].

3°) Mostra-se que: i) f(x)/f'(x) <0, VxeI=[c r); ii)) x)/f(x) >0, Vxel=(rdl.
Conclui-se, portanto, que X, = Xnp1 — [f(Xn1)/f(X+1)] ou é uma sequéncia crescente e
limitada (caso i), ou é uma sequéncia decrescente e limitada (caso ii).

4°) Dos passos anteriores, segue que x,; € I = x, € I. Logo, a sequéncia convergira
para r.

Atividade 2 — Esboco de grafico de funcao e revisao de Calculo Diferencial

Prezado(a) aluno(a),
Serd fundamental para o bom acompanhamento deste tépico que vocé esteja
familiarizado com as técnicas para fazer esbogo de grafico de fungdes. Estas técnicas
foram estudadas na disciplina de Céalculo Diferencial. Para recordar estas técnicas
recomendo que vocé leia novamente o material didatico que foi disponibilizado em sua
disciplina de Célculo.

Para fazer o esboco do grafico de uma funcao real vocé deveré recordar os conceitos de
funcdo monoétona (crescente ou decrescente) e concavidade de grafico (concavidade
para cima e concavidade para baixo) e relacionar estes conceitos com as defini¢des de
derivada primeira e derivada segunda de uma funcdo f. Além disto, vocé tem que
recordar os conceitos de valores maximos e minimos de funcdo e relaciona-los com os
testes da derivada primeira ou da derivada segunda; recordar a definicdo de assintota
vertical e horizontal e de ponto de inflexao.

Enunciado da atividade

(D) Leia atentamente um dos seguintes materiais didaticos sobre o método da Bisseccdo
e Isolamento de raizes: (1) apostila do curso; (2) Apostila do professor Castilho e slides
(Aula - Unidade 1), ambos localizados em www.portal.famat.ufu.br/node/278 e (3) livro
de Célculo Numérico da professora Neide Maria Bertoldi Franco.

(IT) Como exercicio proponho que vocé faca os esbocos dos seguintes graficos:
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1) f(H) = H(H-16), com H > 0;

2) g(H) = 500.(H-8)°/H*, com H > 0.

Faca o esboc¢o dos dois graficos em um mesmo plano cartesiano. Obtenha um intervalo
fechado I = [a, b] que contenha a interseccdo de f e g. Neste caso o ponto de intersegao,

h, é tal que f(h) = g(h), ou seja, F(h) = f(h) — g(h) = 0. Portanto, o zero da funcdo F
coincide com o ponto de interseccdo das funcdes f e g.

Informacdes sobre a Atividade 2

1) f(H) = H(H - 16), com H > 0.

2) g(H) = 500 (H - 8/H?, com H > 0.

Observagoes: i) g'(H) = 8.000 (H — 8)/H>; ii) g"(H) = 16.000 (12 — H)/ H*.

3) Pontos criticos de cada uma das fung¢des - Ponto critico de f: H = 8; ponto critico de
g:H =8.

4) Obtencdo do ponto de inflexdo de g: H = 12.
5) Estudodosinal: g' >0se H>8eg <0seH<8; g"'>0seH>12eg"<0seH <
12.

6) Um intervalo I que contém a raiz de F(H) = 0 é, por exemplo, I = [25, 26].

7) O Teorema do Valor Intermediério garante que o intervalo esta correto pois F(a).F(b)
<0.
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Graficos das funcdées da atividade 2.
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Grafico de g(H) = 500 (H - 8)*/H*; com H > 0
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Graéfico de g(H) = 500 (H - 8)°/H* e f(H) = H(H — 16); com H > 0

Atividade 3 — Isolamento de raiz e o método da Bissec¢ao

Prezado(a) aluno(a),

Vocé ja deve ter visto na disciplina de Célculo Diferencial o enunciado do Teorema do
Valor Intermediario. A demonstracdo deste teorema € feita em um curso de Anélise na
reta. Porém, uma demonstracdo construtiva deste importante resultado de Anélise pode
ser elaborada com os conhecimentos que vocé adquiriu nas disciplinas de Caélculo
Diferencial, tais como: fun¢des continuas e sequéncias de nimeros reais, juntamente
com os teoremas 14 demonstrados. Esta construgdo construtiva é conhecida como o
Método da Bisseccdo.

Enunciado da atividade

(D) Leia atentamente um dos seguintes materiais didaticos sobre o método da bisseccao:
(1) apostila do curso; (2) Apostila do professor Castilho e slides (Aula - Unidade 1),
ambos localizados na pagina da FAMAT: http://www.portal.famat.ufu.br/node/278 e
(3) livro de Célculo Numérico da professora Neide Maria Bertoldi Franco.

(I1) Se F(H) = f(H) — g(H), onde g(H) = 500.(H - 8)’/H" e f(H) = H(H - 16), entdo F(H)
=0« p(H) = H*- 16 H* - 500 H* + 8000 H — 32000 = 0.
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Obtenha uma aproximagdo com duas casas decimais para o zero de F. Considere a
sequéncia formada pelos pontos médios de cada intervalo refinado, partindo do
intervalo inicial Iy = [ay, bo] = [25.21875 25.25]. Note que as aproximacgdes, neste caso,
devem ter pelo menos trés casas decimais. Mostre que F(ay).F(bo) < 0. Como teste de
parada utilize o seguinte critério: |F(x,)| < 0.5 x 107, onde x, é o ponto médio do n-
ésimo intervalo refinado. Quantos refinamentos do intervalo I sdo necessarios para se
obter uma aproximagdo com erro menor do que 10°?

Informacdes sobre a Atividade 3.

Observacao: Io = [a, b] =[25.21875, 25.25]. Na primeira parte da questdo a tolerancia
é ¢ = 0.5 x 102 Utilizando o Método da Bissecg¢do, na equagdo: p(H) = H* - 16 H’ -
500 H* + 8000 H — 32000 = 0, obtém-se:

1) I1 = [25.234375, 25.25].

2) I = [25.234375, 25.2421875].

3)I3=[25.23828125, 25.2421875].

4) Sequéncia dos pontos médios: x1 = 25.234375; xo = 25.23828125; x3 =25.24023438.

5) Os valores de p(xn) ndo estdo proximos de zero, mesmo que X, esteja proximo da
raiz.

Observacao: na segunda parte da questdo a tolerancia é € = 0.5 x 10-9.

6) Ulilizando a férmula n > - 1 + [In(b — a) — In(¢)}/In(2), obtém-se n = 25.

Atividade 4 — O Método do Ponto Fixo

Prezado(a) aluno(a),

Dada uma equacéo do tipo f(x) = 0 sempre é possivel reescrevé-la da forma equivalente
X = ¢(x), com ¢(x) = x — f(x), por exemplo. Neste caso, o problema de se encontrar os
zeros de uma funcdo f (encontrar x tal que f(x) = 0) é equivalente ao problema de se
encontrar os pontos fixos da funcdo ¢ (encontar x tal que @(x) = x).

O Método do Ponto Fixo consiste na constru¢dao do seguinte processo iterativo: a partir
de um dado valor inicial x, obtém-se os valores de uma sequéncia com termo geral x, =
@(x.1). Sob certas condi¢des a respeito da fungdo ¢, pode-se mostrar que a sequéncia
anterior converge para r, a raiz da equacdo f(x) = 0 ou, equivalentemente, para o ponto
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fixo de ¢. As condigGes suficientes de convergéncia sdo as seguintes: ¢ e ' sdo
fun¢Ges continuas e | @'(x)] £ M < 1, para todo x pertencente a uma vizinhanca de r.

O Método do Ponto Fixo também é conhecido como Método Iterativo Linear, devido a

e
sua convergéncia linear, ou seja, lim %ZC , onde |e,|] = |x, — r] e C é uma
nYw en71

constante tal que 0 < C < 1.

Enunciado da atividade

(I) Leia atentamente um dos seguintes materiais didaticos sobre o método iterativo
linear: (1) apostila do curso; (2) Apostila do professor Castilho e slides (Aula - Unidade
1), ambos localizados na pagina da FAMAT: http://www.portal.famat.ufu.br/node/278 e
(3) livro de Célculo Numérico da professora Neide Maria Bertoldi Franco.

(I1) Seja f(x) = x — 1,5 sen(x).

(a) Faca os gréaficos das fungdes h(x) = x e g(x) = 1,5 sen(x). Obtenha um intervalo que
contenha a raiz positiva de f(x) = 0. Use o Teorema do Valor Intermediério para garantir
que realmente existe uma raiz no intervalo dado.

(b) Obtenha uma aproximagdo da raiz positiva de f(x) = 0 com precisdo de 9 casas
decimais. Use o Método do Ponto Fixo e como teste de parada use o erro relativo: ERy =

Px | <0.5 %107
‘Xk|

(c) Ajuste o intervalo encontrado, se for necessario, de modo a garantir a validade das
condicdes suficientes de convergéncia do Método do Ponto Fixo: ¢ e ¢' sdo fungdes
continuas e |@'(x)| < M < 1, para todo x pertencente a uma vizinhanga de r.

Infomacdes sobre a atividade 4.

Observacdo: f(x) = x — 1.5 sen(x) = 0; a tolerdncia é € = 0.5 X 10°.

(a.1) Construgdo dos graficos.
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) ‘y:x
y = 1.5 sen(x)

eixo H

(a.1) Intervalo que contém a raiz positiva de f: [1, 1.5].
(a.2) Aplicacdo do Teorema do Valor Intermediario: f(1)f(1.5) <O0.

(b.1) A sequéncia gerada pelo MIL tem termo geral x;, = 1.5 sen(xn-1); com xo = 1.25, por

exemplo.
(b.2) Use o erro relativo como critério de parada.

L

Observacao: ERy = \x ‘
k

(c.1) Note que ¢(x) = 1.5 sen(x) e ¢'(x) = 1.5 cos(x) sdo continuas.

(c.2) Nao se esqueca de mostrar que |@'(x)| < 1, no intervalo dado. Note que cos(x) é decrescente
e positiva no intervalo [1, 1.5].

Atividade 5 — O Método de Newton - Raphson
Prezado(a) aluno(a),
Dada uma equagdo do tipo f(x) = 0, o Método de Newton — Raphson (MNR) tem funcdo

]‘((’;)) . E facil mostrar que ¢@'(x) = % et

representa o zero de f entdo @'(r) = 0. Supondo que as fungdes f, f e f" sdo continuas,

de iteracdo @(x) = x —

~~
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pode-se mostrar que |@'(x)] < M < 1, para todo x pertencente a uma vizinhanca de r;
além disto, ¢ e @' serdo continuas, garantindo a validade das condi¢Oes suficientes de
convergéncia para a funcdo de iteracdo do MNR. Esta convergéncia é quadrética, ou
i’Zz C ,onde e, =|x,.—rleC= lf'_(r)|
e | 2 17 (r)
pensar que o valor absoluto do erro cometido na n-ésima iteracdo é aproximadamente o

quadrado do erro da iteracdo anterior multiplicado pela constante C. Por esta razdo o
MNR ¢ mais rapido que o Método Iterativo Linear.

seja, lim

n=

. A grosso modo, podemos

Enunciado da atividade

(I) Leia atentamente um dos seguintes materiais didaticos sobre o método de Newton -
Raphson: (1) apostila do curso; (2) Apostila do professor Castilho e slides (Aula -
Unidade 1), ambos localizados na pagina da FAMAT:
http://www.portal.famat.ufu.br/node/278 e (3) livro de Célculo Numérico da professora
Neide Maria Bertoldi Franco.

(IT) Considere as seguintes func¢des, associadas as atividades 3 e 4 dadas anteriormente,
p(H) = H* - 16 H* - 500 H* + 8000 H — 32000 e f(x) = x — 1,5 sen(x). Obtenha o zero de
cada uma das fun¢des utilizando o método de Newton—Raphson. Considere o erro

ka_xk—1|

relativo ERy = < 0.5%x107.

|Xk|

Informacoes sobre a atividade 5.

Observacio: f(x) = x — 1.5 sen(x) = 0, p(H) = H* - 16 H’ - 500 H* + 8000 H — 32000; a

tolerancia do erro relativo é £ = 0.5x107.

(1) O zero de f é dado por 1.495781568 (com precisdo de pelo menos 8 casas decimais).

(2) O zero de p é dado por 25.24216659 (com precisdo de 7 casas decimais).
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8. Atividades suplementares

Atividades

Suplementares
Atividade 1

Os cddigos exibidos a seguir foram desenvolvidos na linguagem de programacdo do
OCTAVE. A sua tarefa serd testar todos estes cddigos utilizando o mesmo software
(OCTAVE) ou desenvolver as suas proprias rotinas utilizando a linguagem de
programacao que lhe seja mais conveniente.

(i) Rotina Computacional para fazer grafico de funcdo - Referéncia: grafico do
Problema 2 (Secéo 5).

(Inicio da Rotina.)
%analise grafica de f(x) = 0, onde f(x) = x - 1.5 sen(x)

t=0:0.01:3; %vetor iniciando em 0 e terminando em 3, com espagamentos iguais a
0.01.

y=t-1.5.*%sin(t); %vetor que armazena os valores da funcdo em cada ponto do vetor t
anterior.

y1= 1.5.%sin(t); %ovetor que armazena o valor da funcdo 1.5sen(t) em cada ponto do
vetor t.

plot(t,y,-1', t,t,"-b", t,y1,-g");
%exibe o gréfico de 3 fungdes: y(t), y =t e y1(t); um de cada cor; -r: linha continua na
cor %vermelha; -b: linha continua na cor azul e -g: linha continua na cor verde.

legend('y=t-1.5sen(t)", 'y =t', 'y = 1.5sen(t)’, 0) %exibe a legenda de cada um dos 3
gréfico s

grid; %produz um quadriculado.

xlabel('eixo t') %exibe um nome para o eixo horizontal

ylabel('eixo y') %exibe um nome para o eixo vertical.

(Fim da Rotina.)

(ii) Rotina Computacional: Método da Bisseccdo acoplado ao Método de Newton-
Raphson - Referéncia: Problema 3 — Plano A (Secéo 6).
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(Inicio da Rotina.)

%Método de Newton_Raphson
%Célculo da raiz da equacgédo g(x) =0

clear

a=1.1; %extremo inferior do intervalo onde f muda de sinal
b = 1.2; %extremo superior do intervalo onde f muda de sinal

pm = (a+b)/2; %ponto médio do intervalo [a,b]
comp = (b-a)/2; %metade do comprimento do intervalo [a,b]

cont = 0; %variavel que conta o numero de iteragdes
eps = 0.5%10/7(-2); %tolerdncia usada no teste de parada

fa= funcao(a); %calculo de f(a)
fb = funcao(b);
fpm = funcao(pm); %célculo de f(pm)

VATf = abs(fpm); % valor absoluto de fpm

while((comp > eps) && (VAL > eps))
if(fa*fpm<0)
b=pm;
else
a=pm;
fa=fpm;
end

pm=(a+b)/2;

fpm=funcao(pm);

VAf = abs(fpm);

cont = cont+1;

comp=(b-a)/2;
end

fprintf("\n");

fprintf("A raiz aproximada por bissecao eh dada por pm =%12.10f\n’,pm);
fprintf('O numero de refinamentos do intervalo inicial foi cont = %d\n’,cont);
fprintf("A tolerancia usada foi eps = %12.10f\n’,eps);

fprintf('O valor de f(pm) eh dado por fpm =%12.12f\n",fpm);

x0 = pm;
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f0 = fpm;
df0 = dfuncao(x0); %derivada da funcdo no ponto x0

ER =1; %armazena o valor do Erro Relativo

%Método de Newton_Raphson

s = 8;
cont = 0;
tol = 0.5*%10/(-s); %tolerancia usada no Erro Relativo

while((ER > tol) && (VAT > tol))
cont = cont+1;

x = x0 - (f0/df0);
ER = abs((x-x0)/(x));
x0 = x;
f0 = funcao(x0);
df0 = dfuncao(x0);
VAT = abs(f0);

end

fprintf('O n. de iteraccoes do N-R eh cont = %i \n',cont);

fprintf('O erro relativo da aproximaccao da raiz eh ER = %12.12f\n’,ER);
fprintf('O valor da raiz procurada eh x = %12.12f\n’,x);

fprintf('f(x) = %12.12f\n",f0);

(Fim da Rotina.)

Observacoes: As funcdes utilizadas na rotina anterior foram definidas em dois arquivos
com os contetidos descritos a seguir.

(1) arquivo funcao.m:
function g = funcao(x)
g = 4*xN8 -5*xN\7 +1;

(2) arquivo dfuncao.m:
function g = dfuncao(x)

g = 32*x -35;
g = g¥x/\6;
46

Calculo Numérico



Observacao: Em Octave, o nome de um arquivo que representa uma funcdo que é
chamada em uma determinada rotina (ou cédigo computacional) deve coincidir com o
nome que foi utilizado para a funcdo, na rotina. Por exemplo, a funcao funcao(x) foi
chamada na rotina anterior (Método de Newton-Raphson) e o nome do arquivo
correspondente teve que ser funcao.m. O mesmo procedimento foi adotado para a
funcado dfuncao(x). O arquivo correspondente recebeu o nome de dfuncao.m

Desafio 1: Desenvolva rotinas computacionais para calcular as iteracdes do Método do
Ponto Fixo relacionado ao Problema 2 (Segdo 5).

Atividade 2

A figura abaixo mostra um caso para o qual o Método da Bisseccdo ndo pode ser
utilizado (note que f(a)f(b) > 0). J4 o Método de Newton-Raphson serd convergente;
porém a convergéncia da sequéncia gerada por este método ndo é garantida pelo
Teorema 4, que foi demonstrado na Secdo 6. Isto ocorre porque f'(r) = 0.

Y=4

f(x)

v

Figura 15: Caso especial de convergéncia do Método de Newton — Raphson

Considere f(x) = x2. Mostre que a sequéncia gerada pelo Método de Newton-Raphson é
convergente para r = 0. Considere xo > 0 e demonstre que a sequéncia serd decrescente
e limitada inferiormente por zero (x, > 0, V n € N).
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Mddulo 2

Sistemas Lineares

1. Introducao

Prezado estudante, seja bem vindo.

Neste modulo vocé aprenderd a resolver sistemas de equagdes lineares representados
matricialmente por Ax = b, onde A é uma matriz de ordem n com entradas reais a;,
1< i £n,1< j<n;béovetor de termos independentes com coordenadas reais b,

1< i< n;exéovetor das incdgnitas com coordenadas reais xi, 1 < i < n.

Primeiramente, vocé estudard os métodos iterativos. Neste caso, o sistema de equagdes
lineares Ax = b serd reescrito como um sistema de equacdes equivalentes (ambos os
sistemas possuem o mesmo vetor solu¢do) dado por x = Cx + g, onde C é uma matriz de
ordem n com entradas reais ¢;, 1 <i<n 1< j <negé o vetor de termos
independentes com coordenadas reais g;, 1 < i < n. Sob certas condi¢Ges, por exemplo
|| C || <1 (anorma da matriz C é menor do que 1), mostraremos que o método iterativo
(sequéncia de vetores) dado por x® = Cx-D) + g, com x(© vetor inicial dado, convergira
para a solucdo do sistema original Ax = b.

Observacao: A norma de matriz que faremos uso com mais frequéncia neste curso é
chamada de norma linha. Considerando uma matriz C de ordem n, a norma linha de C é
dada por:

n

|| C || = maximo{L1, L2, ..., Ln}, onde Li = Z | cij| (que corresponde a soma dos
j=1

valores absolutos dos elementos da linha i da matriz C), 1< i <n.

Depois dos métodos iterativos, vocé estudard os métodos baseados em escalonamento
de matriz: Método de Eliminacdo de Gauss, Método de Eliminacdo de Gauss com
Pivoteamento Parcial e Decomposicdo LU. Os métodos de escalonamento consistem em
realizar operacdes elementares nas linhas da matriz A do sistema linear de modo a
transformé-la em uma matriz triangular superior U. U é dita triangular superior quando
uijj = 0, nos casos em que i > j. O sistema linear Ax = b possui a mesma solucdo do
sistema linear escalonado Ux = B, onde o vetor B foi obtido do vetor b por meio das
mesmas operacdes elementares (aplicadas nas linhas da matriz do sistema) que
transformaram A em U.
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Para recordar, as operacdes elementares sdo 3:
(el) Li > Lj: alinhai é trocada com a linha j;

(e2) Li —» Li + t.Lj, t # 0: a linha i é trocada pela soma da linha i com a linha j
multiplicada por um nimero real t ndo nulo (se t for nulo entdo a matriz ndo sofrerd
nenhuma alteragao).

Observacao. A operacdo anterior (e2) pode ser invertida, ou seja, para recuperar a
linha i que foi alterada basta executar a seguinte operagdo: Li — Li — t.L;j. Além disto,
este tipo de operacdo elementar néo altera o valor do determinante da matriz.

(e3) Li > t.Li, t#0:alinhai é trocada pela linha i multiplicada por um nimero real t
ndo nulo.

Observacao. A operagdo anterior (e3) também pode ser invertida, ou seja, para
recuperar a linha i que foi alterada basta executar a seguinte operagdo: Li — (t1).Li.

Observacao. Do processo de escalonamento, utilizando as operagdes elementares
anteriores e o método da Fliminacdo de Gauss, é possivel determinar duas matrizes,
uma triangular superior U e uma triangular inferior L (I = 0, se i <j) tais que: ou A =
LU, caso nado haja nenhuma troca de linhas no processo de escalonamento, ou PA = LU,
caso haja trocas de linhas e, neste caso, PA denotard a matriz A permutada. Este tipo de
fatoracdo de A ou de PA é conhecida como decomposicao LU. O sistema Ax = b é
resolvido em duas etapas: Ly = b e Ux = y, caso ndo sejam efetuadas trocas de linhas;
ou, sendo, (PA)x = Pb é equivalente a (LU)x = Pb que é resolvido em duas etapas: Ly =
Pb e Ux = y, onde Pb é o vetor b permutado de acordo com as trocas de linhas que
foram efetuadas no Pivoteamento Parcial.

Observacao. Nao deixe de rever os tépicos sobre matriz inversa (Leia, por exemplo, o
material visto na disciplina de Algebra Linear). Lembre-se de que uma matriz quadrada
A de ordem n tem inversa se existir uma matriz quadrada de ordem n indicada por A™
tal que A.A"™ =A™, A=, onde I é a matriz identidade, que é formada por elementos
iguais a 1 na diagonal e elementos nulos fora da diagonal. Para obter a inversa de A,
basta resolvermos n sistemas lineares do tipo Ax" = b®, onde x seré a i-ésima coluna
da matriz inversa e b'”?serd a i-ésima coluna da identidade, 1 < i< n.

2. Objetivos e contetido do Madulo 2

O objetivo deste moédulo serd o de estudar métodos numéricos aplicados a sistemas
lineares: métodos baseado em escalonamento de matriz e métodos iterativos. Para vocé
ficar familiarizado com os métodos apresentados neste médulo, serdo utilizados varios
recursos: resolucdo de listas de exercicios; leitura de materiais didaticos e elaboracdo de
algoritmos computacionais.
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Contetudos basicos do Méddulo 2
e Método Iterativo de Jacobi e de Gauss - Seidel.

e Método da Eliminacdo de Gauss e da Decomposicdo LU.

3. Métodos Iterativos: Jacobi e Gauss - Seidel

Inicialmente, sera apresentado um sistema linear com quatro equagdes e quatro

incognitas que servird de motivacdo para a dedugdo dos métodos de Jacobi e de Gauss —
Seidel.

1.0 05 -0.1 0.1 0.2 |

. . B 1 0.2 —0.6 —0.2 —0.1 _|-2.6

O sistema linear Ax = b, com A 01 —0.2 —-15 0.2 , b 1.0
0.1 —-0.3 —0.2 —1.0] 2.5/

pode ser reescrito, em termos de equages lineares, como segue:

—-1.0x; + 0.5%x, — 0.1x3 + 0.1x4, = 0.2;

0.2x; — 0.6x; — 0.2x3 — 0.1x, =—2.6;
—0.1x; — 0.2x; — 1.5x;3 + 0.2x4 = 1.0;
- 0.1x; — 0.3x; — 0.2x3 — 1.0x4 =—-2.5.

Como os elementos da diagonal da matriz A sdo

ndo nulos, o seguinte sistema
equivalente de equagdes lineares é obtido:

x;={ 0.2-0.5x; +0.1x3 — 0.1x4} + {— 1.0};
X, = {—2.6-0.2x; + 0.2x; + 0.1x4} + {-— 0.6};
X3 ={ 1.0+0.1x; + 0.2x, — 0.2x4} + {—1.5};
X4 = {-25+0.1x; + 0.3x, + 0.2x3} + {-1.0}.

Tanto o método de Jacobi quanto o de Gauss — Seidel partem da mesma estrutura

anterior, porém os esquemas numéricos diferem na forma em que as itera¢Ges sdo
efetuadas.
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Partindo-se de um vetor inicial X, as itera¢des com o método de Jacobi sdo dadas por:
x)®={ 0.2-0.5(xx)*"+ 0.1(x3)"*" — 0.1(x)*"'} + {- 1.0};
(x2)® = {- 2.6 - 0.2(x))* Y + 0.2(x2)* " + 0.1(x.)*""} + {~0.6};
(x3)®={ 1.0+ 0.1(x;)* "V + 0.2(x)*V — 0.2(x,)* P} + {- 1.5};
(x)®= {= 2.5+ 0.1(x1)* + 0.3(x2)*"" + 0.2(x3)*""} + {-1.0}.

As itera¢des com o método de Gauss — Seidel sdo dadas por:
(x)®={ 0.2-0.5(x2)*" + 0.1(x3)*" — 0.1(x)* M} = {- 1.0};
(x2)® = {-2.6 - 0.2(x))® + 0.2(xz)* " + 0.1(x4)*V} + {- 0.6};
(x3)®={ 1.0+ 0.1(x))® + 0.2(x)® — 0.2(x,)*Y} + {~ 1.5};
(x)P={=25+0.1(x)® + 0.3x)® + 0.2(x5)®} + {-1.0}.

Nas préximas secdes, apresentaremos com mais detalhes as dedugbes destes dois
métodos.

3.1 Método de Jacobi

Dado um sistema de n equagdes lineares, Ax = b, podemos reescrevé-lo de forma
equivalente como (L + D + U) x = b, onde L ¢ a parte inferior da matriz A, ou seja, £;j =
0,sei<j,e Lij=ajsei>j;Déa diagonal da matriz A, isto é, dij = 0,se i #j e dij =
aii; e U é a parte superior da matriz A, ou seja, ujj = 0, se i 2 j, e ujj = aij, sei <j. Se D
tem entradas ndo nulas (os elementos da diagonal da matriz A sdo ndo nulos) entdo Ax =
b é equivalente ao sistema Dx = b — (L + U)x que, por sua vez, é equivalente ao sistema
x = D'b — DY (L + U)x, onde D" é a matriz diagonal inversa da matriz D e possui
elementos dados por 1/aii, 1< i< n.

Sejam a matriz C; e o vetor g; definidos como segue, C; = — D'(L + U) e g; = Db.
Entdo o sistema x = C,;x + g, é equivalente ao sistema original Ax = b. Como L + U =
—d..
A — D, é facil notar que os elementos da matriz C; sdo dados por cjj = a_u’ sei#j, e
ii
- . bi
cii = 0. Ja o vetor g, possui elementos dados por gi = =
ii
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Exemplo 1. (Sistema equivalente) Considere o sistema linear Ax = b, onde

]

5 1 1 X, bl | 5]
A=|3 -4 11; x= x,| e b= b,| = 8 | . Entdo, de acordo com a notagdo
1 1 =2 X, b, =2
0 0 0 5 0 0] 0 1 1|
anterior, obtemos: L= 1|3 0 0/: D=10 -4 0l; U=10 0 1/;
1 1 0 o 0 -2 0 0 0
1/5 0 0 | 0 —1/5 —1/5 5/5 | | 1|
D'=]0 -1/4 0 |;C=1|3/4 0 1/4 | egi=| 8/—4| =|-2].
0 0o —1/2 /2 1/2 0 | —2/—21 1 1]

Definicdo 1 (Método Iterativo de Jacobi). Partindo-se de um vetor inicial, x”, o
método de Jacobi vai produzir uma sequéncia de vetores com termo geral dado por
x®) = C;x*kD + g;, onde C; = — D'(L + U) é a matriz de iteragdo e g; = D'b é o vetor
de termos independentes.

II5 1 1 II
Exemplo 2. (Método de Jacobi) O sistema linear Ax = b,onde A= |3 —4 1|,
11 =2
i 1 i \ | \ " \ I ;
i b, > 1 0.95
X=|x,| eb=]p,| =| 8] temsolugdox = | 1| . Considerando x?=|_0.95],
by \72 1 0.95 |
\ X3 03 )

apos duas iteracdes com o método de Jacobi, obtemos:

)P ={ 5 -1(x)” -1(xx)" = {5} = 1
)V =1{ 8 —=3(x)” —1(x))?} + {- 4} =—1.05;
)P ={-2 —1(x)® - 1(x)?} + {~2} = 1.

(2= {5 -1 —1) = {5} = 101
()P ={ 8 =30x)” —10x)"} + {4} = - 1;
()P= {2 — 1) —106)V} + {2} = 0.975.

Definicao 2 (Critério de Parada do Erro Relativo). Considere um sistema linear
Ax = b, com solugdo unica dada pelo vetor x e uma tolerancia € = 0.5x10°, s € N. O
processo iterativo x¥) = C;xkD) + g, com vetor inicial x® conhecido, ¢ interrompido se o

(k) _ (k=1)
X" —x" ]
.

max

seguinte critério de parada do erro relativo for satisfeito: ER® =

<E&.
Ix

max
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Neste caso, o vetor x* serd uma aproximagdo do vetor solucdo x com a precisio
estabelecida pela tolerancia e.

Observacao: A norma do maximo do vetor x = (x;, X, ..., X,) é dada por:

Xl = max{[x,, [, .. x,] ]

max

Exemplo 3. (Critério de Parada) Vamos calcular o erro relativo cometido tanto na
primeira quanto na segunda iteracdo apresentada no Exemplo 2. Antes, porém, note que

1—0.95 0.05
o vetor diferenca X - x¥ tem coordenadas |—1.05+095| = |—0.1 | e o vetor
1—0.95 0.05/
1011 | 0.01 |
x? - xV tem coordenadas | —1 +1.05 | = | 0.05 |.Desta forma,
0975-1/  1-0.025
=)
1) — X X max . 0.
ERY = || (1)” =0.1/1.05 = 0.09524 < 0.5x 107
X max
<%= £
@ = max ~ 1
ER || (2)” 0.05/1.01 = 0.049505 < 0.5x10". ]|
X max

Observacao: Ao invés de considerar a forma matricial do método de Jacobi, conforme a
Definicao 1, podemos definir o processo iterativo em termos das coordenadas do vetor

1 c - _

xB = CxkD + g (x)® = I(bi_ . 12;;&- a; xgk 1)) , 1 <i< n. Retorne ao Exemplo 2
ii J=1, g

e perceba que as duas iteracdes foram efetuadas de acordo com a expressdo anterior.

3.2 Método de Gauss - Seidel

Na tentativa de acelerar a convergéncia do processo iterativo que aproxima a solucdo do
sistema linear Ax = b, considere a seguinte modificacdo no método de Jacobi:

Ca)® = ]_(b1_za1jxﬁkil)) )
a; j=2

i—1 n
_ 1 (k) (k-1) : )
()0 = a__(bi—;aﬁx,. -2 ax V), 2<i<n- 1

f=i+l

1
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k) = —
(Xn)( ) p
nn

n—1
1
H( bn_JZ‘; aanS.k)) .

O esquema anterior é conhecido como método iterativo de Gauss — Seidel.

Observe que a primeira equacdo deste novo método é idéntica a primeira equacdo do
método de Jacobi e, neste caso, somente as coordenadas do vetor x*1 s3o utilizadas.
Nas demais equagdes, os indices, j, das coordenadas do vetor x*1 correspondem a
indices de colunas que estdo depois da posicdo diagonal (indices associados a matriz U
— veja o inicio da Secdo 3.1), ou seja, i + 1 < j < n. A partir da segunda equacgao, os
valores das coordenadas do vetor atualizado x® também sdo utilizadas no processo
iterativo. Note que os indices, j, destas coordenadas correspondem a indices de colunas
que estdo antes da posicdo diagonal (indices associados a matriz L — veja o inicio da
Secdo 3.1), ou seja, 1 <j <i- 1. Este fato ird garantir a aceleracdo da convergéncia do
processo iterativo.

Considerando as equagdes anteriores e as notagdes utilizadas no inicio da Segdo 3.1,
vamos reagrupar as coordenadas do vetor x® de modo que (D + L)x® = b — UxkD,
Portanto, em termos matriciais, podemos reescrever as equagdes anteriores de acordo
com a

Definicdo 3 (Método Iterativo de Gauss - Seidel). Partindo-se de um vetor inicial, x,
o método de Gauss — Seidel vai produzir uma sequéncia de vetores com termo geral
dado por x®¥ = Cs xkD + g5 onde Cs = — (D+L)'U é a matriz de iteragdo e
gs = (D+L)'b é o vetor de termos independentes.

Exemplo 4. (Método de Gauss — Seildel) Vamos considerar o mesmo sistema linear
proposto no Exemplo 2, porém iremos fazer as iteragbes com o método de Gauss —
Seidel, utilizando ndo a forma matricial, que é mais ttil para a demonstracdo de
teoremas de convergéncia, mas, sim, as itera¢des das coordenadas do vetor x®:

i—-1 n
(x)® = ai(bi—z a; ng)_ Z a; xgk U 1<i<n (quando i = 1, o primeiro somatério
) P}

ii j=itl

é eliminado; quando i = n, o segundo somatério é eliminado). Desta forma, sabendo que

!

5 1 1| | 5 | 0.95]
A= |3 —4 1| eb=]| 8| e x?=|-0.95], apés duas iteracdes com o método
11 1 —2] \—2 | 1 0.95)]

de Gauss - Seidel, obtemos:
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()= {5 ~1()” - 10)"} + {5)

()= {8 =3(x)" = 10x) "} + {- 4} = - 1.0125;

1;

(x)P={-2 - 1) —1(x)V} + {~2} = 0.99375.

()9 =1{ 5 -1(e)? -1(x)"} + {5} = 1.00375;
()P ={ 8 —3(x))? —1(xz3)¥} + {-4} =-0.99875;
(x)?={-2 - 1(x)? —1(x2)¥} = {-2} = 1.0025.

Agora, vamos calcular o erro relativo cometido na segunda iteracdo do método de Gauss
— Seidel e compara-lo com o erro do método de Jacobi. Antes, porém, note que o vetor

1.00375—1 0.00375
diferenca x® - x'’ tem coordenadas |—0.99875 + 1.0125 | = |0.01375 | . Desta forma,
. 1.0025 — 0.99375 | 10.00875 |
I (2)_ ) -
ER® = w = 0.01375/1.00375 ~ 0.0137 < 0.049505, que é o valor do erro
X max l:l

relativo associado a segunda iteracdo do método de Jacobi.

3.3 Convergéncia dos Método Iterativos de Jacobi e de Gauss — Seidel

Para estudar a convergéncia dos métodos iterativos vamos precisar da no¢do de norma
de uma matriz quadrada de ordem n. Aqui neste curso utilizaremos a norma linha de
matriz.

Definicao 4 (Norma Linha de matriz). Seja C uma matriz de ordem n com elementos

cj, 1 <£i<n e 1<j<n A nomma linha da matriz C é definida como:
n

|| C || = maximo {L;, L, ..., L.}, onde L; = Z |CU| (que é a soma dos valores absolutos
j=1
dos elementos da linha i da matriz C), 1< i <n.

Exemplo 5. (Norma Linha) Vamos calcular a norma linha da matriz de iteragdo do

método de Jacobi associada ao sistema linear que foi dado no Exemplo 1. A matriz de
0 —1/5 —1/5

iteracdo é dada por C, = |3/4 0 1/4 | . Utilizando a Definicao 4, tem-se que
/2 12 o0

L, =10] + |-1/5| + |-1/5| = 2/5; L, = |3/4| + |0] + |1/4| = 1 e Ly = |1/2] + |1/2] + |0| = 1.

Portanto, || C ||, = maximo {L,;, L,, L;} = méximo {2/5,1, 1} = 1.
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Observacao: No exemplo anterior, a norma linha da matriz de iteracdo do método de
Jacobi resultou igual a 1. Neste caso, fica um pouco mais dificil demonstrar que o
método numérico é convergente. Porém, se || C || < 1 entdo o método iterativo
x®K) = C xk1) + g sempre serd convergente, independente da norma utilizada e
independente do vetor inicial x©. Antes de enunciarmos este resultado, considere a
definicdo mais geral de uma norma de matriz.

Definicao 5 (Norma de matriz). Uma norma de matriz deve satisfazer as seguintes
condicdes:

(N1) 0 < || M ||, qualquer que seja M, matriz quadrada de ordem n. Além disto, || M || =0
se, e somente se, M = 0 (matriz nula).

(N2) | M+ N || <] M| + | N||, quaisquer que sejam M e N, matrizes quadradas de
ordem n.

(N3) ||t M || =|t| || M ||, para todo nimero real t e para qualquer M, matriz quadrada de
ordem n.

Observacao: Dizemos que uma norma de matriz é consistente com uma norma de vetor
se||Cx || <] C] | x|, onde C é uma matriz de ordem n e x é um vetor coluna com n
coordenadas. A norma linha de matriz, por exemplo, é consiste com a norma do
méaximo de vetor, ou seja, || Cx |lmax < || C ||z || X [|max-

Teorema 1 (Condicdo Suficiente de Convergéncia de métodos iterativos aplicados a
sistemas lineares) Considere um sistema linear Ax = b, com solucdo unica dada pelo
vetor X e que seja equivalente ao sistema linear x = Cx + g. Se || C || <1 e a norma de
matriz for consistente com a norma de vetor entdo o processo iterativo dado por x® =
Cx®1 + g serd converge independentemente da escolha do vetor inicial x©.

Demonstracdo: 0 < [|x® — x|| = |CxkD + g — Cx — g|| = ||C(x*D — x)|| < ||C]] |]x&D — x]|.
Repetindo-se o mesmo argumento anterior e utilizando inducdo finita, obtém-se que

O<[[xO—x[I <[ CF[[ xO=x]l.

Como || C || <1 entdo lim ||C| = 0. Entdo, pelo Teorema do Confronto (veja a
k@

Observacao (**) posterior ao Exercicio 2 da Secdo 4 do Modulo 1), segue-se que

lim ||x(k)—x|| =0 ou, equivalentemente, lim x'*' = x. =
k2w k2w o
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Critério das Linhas

Fxiste uma maneira prética para verificar se o método de Jacobi serd convergente. Este
critério de convergéncia é conhecido como Critério das Linhas. Basta lembrar que os
elementos da matriz C; estdo relacionados com os elementos da matriz A do sistema

-(..
linear de modo que: ¢;; = L, sei#j,eci=0.Além disto, || C,||. < 1 se, e somente
. 1]
se, L;= Z|CU| < 1. Portanto, || C,|. <1 « Z|a 1<la;|, 1 <i<n Quando esta
=1

ultima condicdo é satisfeita dizemos que a matriz A é diagonal dominante.

Exemplo 6. (Critério das Linhas) Considere o sistema linear Ax = b, com

1.0 05 -0.1 0.1 0.2 Xy
A |02 -0 —0.2 01| ,_|-26|  _|%
0.1 -0.2 —-1.5 0.2]° 1.0 X,

—0.1 —0.3 —0.2 —1.0| 2.5, X

Note que a matriz A é diagonal dominante, ou seja, |
1.0 = |a11| > |a12| + |013| + |a14| = 07, 0.6 = |a22| > |021| + |a23| + |a24| = 05,
1.5 = |033| > |031| + |032| + |a34| = 05, 1.0 = |a44| > |a41| + |a42| + |a43| = (.6.

Portanto, o Critério das Linhas é satisfeito; logo o método de Jacobi serd convergente.
L]

Critério de Sassenfeld

A matriz de iteragdo Cs = — (D+L)'U do método de Gauss — Seidel ndo € tdo simples de
ser calculada. Por esta razdo, vamos obter um critério de convergéncia para o método de
Gauss — Seidel que seja mais pritico de ser avaliado. Fsta condicdo suficiente de
convergéncia é conhecida como Critério de Sassenfeld.

O Ciritério de Sassenfeld é uma variagdo do critério das linhas e é descrito a seguir.

Bi=L= X,

11|

Z| 1B+ L2
|a11|

11 ] 1 il j:i+1

,251i<n;

ij
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n—1

Z|,y

.nn]l

Se B=méaximo {f,, B, ..., B.} <1 entdo o método de Gauss — Seidel é convergente.

Exercicio 1. (Critério de Sassenfeld) Mostre que se o Critério de Sassenfeld for
satisfeito entdo o método de Gauss — Seidel serd convergente.

Soluc¢ao do Exercicio 1:

Lembre-se de que x¥ = CsxkD + gg, onde Cs = — (D+L)'U e gs = (D+L)'b. Além
disto, o sistema Ax = b é equivalente ao sistema x = Csx + gs. O erro na iteracdo k do
método de Gauss — Seidel sera representado por e® = x — x®) = Csx — Csx*1), Portanto,
e = CsekD) & De® = — (L e® + UekD) o — ek =DYL ek + UekD). Portanto,
utilizando a notagdo do inicio da Segdo 3.2 e as expressdes de [ dadas anteriormente,
tem-se que

n

1 (k=1)
()R —x, = —Z a,(x,—xF) o j)® x| < a2
11 j=2 11

ZI ayllx=x;" -

n

1
0 01 S o ey e s =16 s . Pt
11

(en)®] < Bi [|e% D [max.
Por indugdo finita, suponhamos que |(e;))®| < §; ||k D|jmax, para todo j tal que 1 <j<i-1.

Desta forma, tem-se que

1 i—1
(x)® — x;| < ;ZMUHXJ_X + z |GU||X | 2<i<n-1. Portanto,
kA e
1(x)® — x| < —ZIaUHIe" o B; —Z ;] [l e < B, 115D mas,
|a11|J 1 ] i+1

2<i<n-1. Além disto,

1
|(Xn)(k) - Xn| S Z |anj||x (J |_Z anj| ||e k 1 maxﬁ ﬁn ||e(k71)||max-
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Conclusio: ||e®||max < B ||e®D||max. (Lembre-se de que = méaximo {B, B, ..., B} <1).
Portanto, por inducdo finita, 0 < |[e®|lmax < B *||e@|jmax. Novamente, o Teorema do

Confronto garante que lim ||e(k'|| -0 & limx"= X.
k= o

max D

k= o0

Observacao: Se o critério das linhas for satisfeito entdo o critério de Sassenfeld
também serd satisfeito. Verifique este resultado! Portanto, antes de efetuar os calculos
mais custosos dos f3, avalie, de forma mais rapida, se a matriz do sistema linear é

diagonal dominante.

Exemplo 7. (Critério de Sassenfeld) Fizemos duas iteracdes com o método de Gauss —
Seidel no Exemplo 4. Vamos mostrar que o Critério de Sassenfeld € satisfeito para o

5 1 1| X, b, 5
sistema linear Ax = b,onde A= |3 —4 1|, x= x,| © b= b,| ~ 8
1 1 -2 i b, 2]

De fato, Bi =|1/5|+[1/5|=2/5 < 1;  Br = Bi|-3/4|+|1/4=11/20 < 1 e
Bs = B |-1/2 + B2 |-1/2| = 1/5 + 11/40 = 19/40 < 1. 0

Critério Geral de Convergéncia

Um Teorema importante (condicdo necessaria e suficiente) sobre convergéncia de
métodos iterativos aplicados a sistemas lineares é enunciado a seguir, sem
demonstragao.

Teorema 2 (Condicdo Necessaria e Suficiente de Convergéncia de métodos
iterativos aplicados a sistemas lineares) O processo iterativo x® = C x*D + g com
qualquer vetor inicial x©, converge para a solucdao do sistema linear Ax = b, que é
equivalente ao sistema x = Cx + g, se, e somente se, |A| < 1, para todo auto-valor A da
matriz de iteragdo C.

Observacgao: Os auto-valores, A, de uma matriz C de ordem n sdo tais que det(C — A I)
= 0, em que I é a matriz identidade e det(C — A I) é o determinante da matriz C — A I.
Esta teoria faz parte do contetido da disciplina Algebra Linear.

Observacao: A demonstracdo do Teorema 2 pode ser encontrado em livros de Anélise
Numérica. Algumas referéncias sdo apresentadas a seguir.

Referéncias
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D O livro Algebra Linear da editora HARBRA, dos autores José Luiz
Boldrini, Sueli I. Rodrigues Costa, Vera Liicia F. F. Ribeiro e Henry G.
Wetzler, contém um capitulo sobre processos iterativos aplicados a
resolucao de sistemas lineares. Vale a pena dar uma conferida.
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Adicional Comentada

Exemplo 8. (Critério de geral de convergéncia) Fizemos duas iteracdes com o método
de Jacobi no Exemplo 2 e vimos que o critério das linhas ndo era satisfeito, no
Exemplo 5. Agora, vamos mostrar, utilizando o Teorema 2, que o método de Jacobi é

5 1 1)
convergente quando aplicado ao sistema linear Ax = b, onde A = |3 —4 11,
1 1 =2
X, b, 5
X = |x,| e b = b,| = 8 De fato, a matriz de iteracdo é dada por
X5 ) .b3 —2 |
‘0 —1/5 -1/5]
C, = |3/4 0 1/4 Calculando-se det(C; — AI) obtemos o seguinte
/2 1/2 0

polindémio: p(A) = — A’ — (4/8) — 1/10 (Veja o exercicio 8 da Atividade 1 do Médulo 1).
Uma das raizes deste polindmio pode ser encontrada pelo método de Newton-Raphson
(M = —0.375713238) e as outras duas podem ser obtidas através da resolugdo de uma
equacdo do segundo grau, apos a utilizacdo do algoritmo de Briot-Ruffini:

— (A3 + (A/8) + 1/10) + (A + 0.375713238) = — (A2 - 0.3757132381 + 0.266160437).

Assim, as outras duas raizes de p sdo dadas por A; = 0.187856619 + 0.480489674 i e
A3 = 0.187856619 — 0.480489674 i. Note que A2 = a + bi e A3 = a — bi. Portanto, |A1| =
0.375713238 e os moédulos das raizes complexos sdo |[Az2| = |A3| = Ja+b = 0.51591.
Desta forma, pelo Teorema 2, o método de Jacobi serd convergente. m
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4. Métodos Diretos baseados em Escalonamento de Matriz

Os métodos de escalonamento consistem em realizar operagdes elementares nas linhas
da matriz A de um sistema linear, Ax = b, de modo a transforma-la em uma matriz
triangular superior U. Uma matriz U € dita triangular superior quando os seus elementos
satisfazem: u;; = 0, nos casos em que i > j.

O sistema linear Ax = b possui a mesma solucdo do sistema linear escalonado Ux = B,
onde o vetor B foi obtido do vetor b por meio das mesmas operaces elementares
(aplicadas nas linhas da matriz do sistema) que transformaram A em U.

Para recordar, as operacdes elementares sdo 3:

(el) Li «» Lj: alinha i é trocada com a linha j;

(e2) Li —» Li + tLj t # 0: a linha i é trocada pela soma da linha i com a linha j
multiplicada por um nitimero real ¢ ndo nulo (se t for nulo entdo a matriz ndo sofrerd
nenhuma alteragao).

Observacao. A operacdo anterior (e2) pode ser invertida, ou seja, para recuperar a
linha i que foi alterada basta executar a seguinte operacdao: L; — L; —t.L;. Além disto,
este tipo de operacdo elementar néo altera o valor do determinante da matriz.

(e3) Li — t.Li, t=0:alinha i é trocada pela linha i multiplicada por um ntmero real t
ndo nulo.

Observacao: A operacdo anterior (e3) também pode ser invertida, ou seja, para
recuperar a linha i que foi alterada basta executar a seguinte operagdo: L; — (t1).L..

4.1 Método da Eliminacdo de Gauss

O Método da FEliminacdo de Gauss vai considerar, inicialmente, apenas a operacdo
elementar, L; — L; + t.Lj, t #0 (e2), que ndo altera o determinante da matriz do sistema
linear original, Ax = b. Se a matriz A for de ordem n entdo serdo necessarias n — 1 etapas
para se efetuar o escalonamento que transformard a matriz A em uma matriz triangular
superior U.

Em cada etapa k, 1 <k <n -1, o objetivo do Método de Eliminacdo de Gauss seré o de
anular os elementos ay que estdo abaixo da posicdo do elemento da diagonal, a.
Portanto, para cada i, k + 1 < i < n, serd preciso escolher ¢ = — my de modo que a
operagdo elementar L; — L;i — my.Lx produza um novo valor para ax , (ax)*, que seja
nulo, ou seja, (ax)® = 0. De acordo com a operagdo elementar utilizada, tem-se que
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a.
. _ ik
0 = (an)® = ax — my aw. Assim, my = —.
Uk
Depois da etapa do escalonamento, vem a etapa conhecida como Retro-solucdo, que
consiste na resolucdo do sistema equivalente. Lembre-se de que a matriz dos
coeficientes deste sistema linear equivalente é triangular superior.

Antes de analisar o caso geral, consideremos um caso particular no qual a matriz
triangular superior, U, tem ordem 3. Neste caso, o sistema linear oriundo do
escalonamento é dado por:
Ui X; + Uiz Xo + Uz X3 = By;
Uz Xz + Uz X3 = By
U3z X3 — Bg.

Assim, a solucdo deste sistema linear é obtida como segue:

X3 = Bs/uss;

X2 = (1/uz2){ B> — uzs X3};

x; = (Lui){Bi — upz Xo — Uz X3}
Analogamente, no caso geral, a solucdo é dada por:

Xn = Bp/Ung;

X; = ui{Bl.— > u;X;}; ivariandoden—1 até 1.

it j=i+1

Desta forma, podemos elaborar um algoritmo que contém duas partes. A primeira parte
do algoritmo transformara a matriz A do sistema linear Ax = b em uma matriz triangular
superior U. A segunda parte do algoritmo obterd a solucdo do sistema linear
equivalente, Ux = B.

Algoritmo: Eliminacdao de Gauss — Escalonamento e Retro-solucdo

O algoritmo que serd apresentado a seguir estd configurado para ser executado no
software Octave. Observe que os comentarios que sdo escritos no programa devem ser
precedidos pelo simbolo de porcentagem: “%”.

Para ndo sobrecarregar a notacdo, no algoritmo exibido a seguir, sempre que uma
operacao elementar (do tipo e2) for realizada, as nota¢des para os elementos da matriz e
para os termos independentes serdo as mesmas, isto é, a; e b; respectivamente. Isto
significa que ao invés de utilizarmos uma notacdo diferente para a matriz triangular
superior (U) e uma notacdo para o termo independente modificado com o
escalonamento (B) continuaremos a empregar a mesma notacdo original para os
elementos da matriz (a(i,j): notacdo usada no algoritmo) e para os termos independentes
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(b(i): notacdo usada no algoritmo).
% Escalonamento de um sistema linear com n incdgnitas

fork=1:n-1 % o indice de coluna k varia de 1 até n-1
if(a(k,k) 1= 0) % o termo da diagonal ndo é zero
fori=k+ L:n % 1 estd variando de k + 1 até n, variando de 1 em 1.

% céalculo do multiplicador; varidvel mult
mult = (a(i,k))/a(k,k);
if(mult I= 0) % se mult for diferente de zero

%alteracdo do termo independente
b(i) = b(i) - mult*b(k);

%alteracdo das linhas
forj =k+1:mn % j estd variando de k+1 até n porque a(i,k) =0

a(ly.]) = a(ly.]) - mlﬂt*a(k:.]):

end %fim do lago para o indice j
end %fim do “if”: mult diferente de zero
end %fim do lago para o indice i
else % se a(k,k) for zero

fprintf('Impossivel continuar com o escalonamento’);

end % fim do procedimento if-else

end % fim do laco para o indice k; fim do escalonamento

%Retro-solucdo

x(n) = b(n)/a(n,n); % n-ésima coordenada do vetor solucdo
fori=n-1:-1:1 % i variando de n-1e decrescendo uma unidade até chegar a 1

soma = x(i+1)*a(i,i+1); oprimeira parcela do somatdrio
forj = (i+2)m
soma = soma + x(j)*a(i,j); %soma das demais parcelas; j variando de i+2 até n
end
x(i) = (b(i) — soma)/a(i,i); % i-ésiam coordenada do vetor solugdo

end
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Exemplo 9. (Eliminacao de Gauss) Vamos utilizar o Método da Eliminacdo de Gauss
3 -4 1)

Xy
para resolver o seguinte sistema linear: Ax = b, onde A= |1 2 21, x= x,| e
4 0 =3 X,
b| 1]
b= b,| = |0 |- Primeiramente, faremos o escalonamento da matriz ampliada (A | b).
b 10

Observacao: Como os multiplicadores sdo uteis para uma importante fatoracdo da
matriz A (isto ficard evidente no final deste exemplo), os valores dos mesmos serdo
armazenados justamente naquelas posi¢des da matriz para as quais o processo de
escalonamento produziu elementos nulos. Na matriz ampliada, estas posi¢es serdo
destacadas com os valores dos multiplicadores colocados entre parénteses.

Ftapa 1 do escalonamento (k = 1):

My = an/ay;; L2 — Lo —my.La;
Mz = axn/a;;; L3 — Lz —ma. L.

Desta forma obtemos a seguinte matriz ampliada:

3 —4 1 | 1
AW = |(my,=1/3)  10/3 5/3 | —1/3
(m,,=4/3) 16/3 —13/3 | —4/3

Ftapa 2 do escalonamento (k = 2):
Mz = 032/022; L3 = L3—mwn.Lo.

Desta forma obtemos a seguinte matriz ampliada:

3 —4 1 ] 1
A® = |(m,,=1/3) 10/3 5/3 | —1/3
(m,=4/3) (m,=8/5) -7 | —4/5

Agora efetuaremos a Retro-solucao.

Observe que a matriz triangular superior e o novo termo independente sdo dados por

3 —4 1

1
U= |0 10/3 5/3| e B=|—-1/3|.Assim, o vetor solucdo do sistema linear
\0 0 -7 | \—4/5/]
64

Calculo Numérico



tem as seguintes coordenadas:
X3 = Bu/ua: = 4/35;
Xy = (1/U22){B2 — Uz Xg} = — 11/70,
X1 = (1/U11){B1 — U Xy — U1 Xg} = 3/35. D

Observacao: Se considerarmos uma matriz triangular inferior, L, formada pelos
multiplicadores que foram obtidos ao longo do processo de escalonamento e colocarmos

1 0 0
1 na diagonal desta matriz, obteremos: L= |1/3 1 0
\4/3 8/5 1
E facil ver que LU = A. De fato,
‘1 0 0| (3 -4 1) [3 -4 1
LU= |1/3 1 0 0 10/3 5/3| =11 2 2| =A
4/3 8/5 1/ 10 0 -7 | 4 0 -3

O teorema mais geral sobre este resultado conhecido como decomposi¢do LU pode ser
encontrado em:

1
& [4] FRANCO, Neide Bertoldi, Calculo Numérico, S3o Paulo: Pearson
Referéncias Prentice Hall, 2006.

Esforco Computacional

No algoritmo anterior (Eliminacdo de Gauss), vamos contar o nimero de operacdes de
adicdo (subtragdo) e de multiplicacdo (divisdo). Este valor nos dard uma ideia do
esforco computacional para se resolver um sistema linear com matriz dos coeficientes
de ordem n.

Adicdo e subtracdo no escalonamento

Observe que o indice k varia de 1 até n — 1. Além disto, quando o indice i varia de k + 1
até n, uma subtracdo é realizada na alteracdo do termo independente e uma subtracao é
realizada para cada indice j variando de k + 1 até n, na alteracdo das linhas da matriz.
Note que ndo estamos computando aquelas opera¢des que produzirdo elementos nulos.
Por esta razdo, o algoritmo apresenta o indice j variando de k + 1 até n ao invés de
variar de k até n. Seja n_ae o ntimero total de operacdes de adi¢Ges e subtracdes
efetuadas no escalonamento. Entdo

n_ae = ::Zi{[n—(k+1)+1]+1}[n—(k+1)+1]zg[(n—k)+1][n—k] -
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cnae= S n—kPen—k)]= 3 [(nen)—(20+1)k+k].

k=1 k=1

n—1 n—1
Sabendo que k:@ e z K= (n 1)(62:1 Ln entdo n_ae = n¥/3 — n/3.
k=1 k=1

Multiplicacdo e divisdo no escalonamento

Observe que o indice k varia de 1 até n — 1. Além disto, quando o indice i varia de k + 1
até n, uma divisdo é realizada no célculo do multiplicador e uma multiplicacdo na
alteracdo do termo independente e, para cada indice j variando de k + 1 até n, uma
multiplicacdo é realizada na alteracdo das linhas da matriz. Seja n_me o ntimero total de
operacdes de multiplica¢des e divisdes efetuadas no escalonamento. Entao

n_me = ::Zi{[n—(k+1)+1]+2}[n—(k+1)+1]::Z:‘;[(n—k)+2][n—k] -
- n_me = ::Zi[(n—k)2+2(n—k)]=::11[(n—k)2+(n—k)]+gn—k.

Utilizando as informacdes anteriores, obtemos que n_me = n%3 + n?/2 — (5n)/6.

Adicdo e subtracdo na retro-solucdo

Quando o indice i varia de n-1 até 1, uma subtracdo é realizada no cdlculo da
coordenada x(i) ao final da variacdo do indice j, de i + 2 até n, e para cada variacdo do
indice j é efetuada uma adicdo no célculo da varidvel soma. Seja n_ar o ntimero total de
operacOes de adi¢des e subtragdes efetuadas na retro-solucdo. Entao

) n-1 ‘ ~ n-1 N (n—l)n R on
n_ar = ;{[n—(1+2)+1]+1}—;(n— )=n(n-1)- 5 = e

Multiplicacdo e divisdo na retro-solucdo

Uma divisdo é efetuada no célculo da coordenada x(n). Além disto, quando o indice i
varia de n - 1 até 1, uma multiplicacdo é efetuada no célculo da varidvel soma (primeira
parcela) e uma divisdo é realizada no célculo da coordenada x(i) ao final da variacdo do
indice j: de i + 2 até n. Note que para cada variacdo do indice j é efetuada uma
multiplicacdo no célculo da varidvel soma (demais parcelas do somatdrio). Seja n_mr o
ntiimero total de operacdes de multiplicacdes e divisdes efetuadas na retro-solucao.
Entdo
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=1+ 3 (- (i+2)e1]+2) = 3 (ne1-1) = (ne1)(n-1)- 2L

i=1 i=1 2

2
Assim,n_mr=1+ n? +——1 =n?%2+n/2

NS

Juntando as informacdes sobre o niimero de operacdes efetuadas no escalonamento e na
retro-solugdo, obtemos os seguintes valores:

n_ae + n_me = [n3/3 —n/3] + [n3/3 + n?2 —(5n)/6] = 2n3/3 + n%2 — 7n/6;

n_ar+n_mr=n%2-n/2 + [n¥2 + n/2] = n2.

on’ n’° 7n ~

—+ — — g Operagbes e na retro-
solucdo sdo executadas n? operacdes, sendo tais operacdes de adicdo, subtracgdo,

multiplica¢do e divisao.

Portanto, no escalonamento sdo efetuadas

Decomposicdo LU e inversdao de matriz

A técnica apresentada a seguir pode ser aplicada em qualquer matriz A de ordem n,
desde que A = LU. Note que det(A) = det(L).det(U) = 1.det(U) = u11.u22 ... Um, PpOiS a
matriz L é triangular inferior com elementos unitdrios na diagonal e a matriz U é
triangular superior. Portanto, a matriz A terd inversa, A1, se ao final do escalonamento
—método de Eliminacdo de Gauss — ndo aparecer nenhum elemento nulo na diagonal.

Note que A A! = I (matriz identidade). Entdo, multiplicando-se a matriz A pela primeira
coluna de A7 obtém-se a primeira coluna da matriz identidade; multiplicando-se a
matriz A pela segunda coluna de A! obtém-se a segunda coluna da matriz identidade e
assim por diante. Portanto, para se obter A basta resolvermos n sistemas lineares do
tipo Ax() = bU), onde A é uma matriz de ordem n; x) é o vetor que representa a coluna j
da matriz A1 e b é a coluna j da matriz identidade, ou seja, a coordenada j do vetor b0)
€ igual a 1 e as demais coordenadas sdo iguais a zero.

Como A = LU entdo o sitema Ax = b é equivalente ao sistema LUx = b. Utilizando um
vetor auxiliar, y = Ux, podemos resolver o sistema anterior em duas etapas:

(1%) Resolucao do sistema triangular inferior: Ly = b;

(2%) Resolucao do sistema triangular superior: Ux = y.
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Exemplo 10. (Inversao de matriz) Vamos obter a inversa da matriz A =

3 —4 1|
1 2 2 | dada no Exemplo 9. Conforme os célculos efetuados naquele exemplo,
'._4 0 _3 i
1 0 0] 3 -4 1 |
tem-se que L = |1/3 1 0| eU = |0 10/3 5/3 |. O primeiro sistema
'4/3 8/5 1] 0 0 -7
1| 3/35 |
linear, com bW = |g|, ja foi resolvido e obtivemos x(V = | —-11/70| , que é a
\0 | 4/35 |

primeira coluna da matriz inversa. Vamos resolver os outros dois sistemas utilizando a
decomposicdao LU.

Sistema 2
! | | \ / \ ! \ { 1
1 0 0| (M 0 Vi 0
(sistema triangular inferior) |1/3 1 ¢ y,| = (1] - v, | = 1 |;
4/3 8/5 1! \y,| 10 Vs |—8/5
3 4 BELAEEIA 0\ [x| |6/35]
(s. triang. sup.) | 10/3 5/3| |x,| = |y,| = L | = |x,| = [13/70].
0 0 —7 1, y,| \-8/5] x,| 18/35]
Sistema 3
10 o) [¥]| (9] yi| (0]
(sistema triangular inferior) |13 1 o] |y,| = (0] = |y,| =|0];
4/3 8/5 1] |y, \1/ Vs 11
‘ 3 —4 1% y,| [0 X, 1/7 |
(s. triang. sup.) |g 10/3 5/3] |x,| = |y,| = (0] = [x,| = | 1/14].
0 0 =7 | 1x, Vs 1 X, \—1/7 |
| 3/35  6/35  1/7
Conclusdo: a matriz inversa é dada por A' = |—-11/70 13/70 1/14]. [
\ 4/35  8/35 1/7 |

4.2 Método da Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial

O Método de Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial foi desenvolvido para
aperfeicoar o Método de Eliminacdo de Gauss em relacdo a duas questdes: (i) realizacao
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do escalonamento com a possibilidade de se trocar as linhas da matriz do sistema linear;
(ii) diminuicdo dos efeitos de erros de arredondamento.

Para motivar o estudo deste método, vejamos um exemplo que o professor José Bezerra
Leite apresentou, na primeira parte da disciplina Célculo Numérico, para os alunos da
turma de 1986 do curso de Matemética da Unesp de Rio Claro. Esta disciplina foi
dividida com o professor José Manoel Balthazar, também professor do Departamento de
Matematica.

Exemplo 11. (Pivoteamento Parcial) Vamos resolver o sistema linear

0.0001x; + 1x, = 1;
1X1 + 1X2 = 2,'

com o Método da Eliminagdo de Gauss, de duas maneiras diferentes: sem permutacdo e
com permutacdo das equacdes. Nas duas resolugdes, todos os célculos serdo efetuados
considerando-se aritmética de ponto flutuante com 3 digitos e arredondamento
simétrico, ou seja, todos os niumeros deverdo ser representados da seguinte forma:
0.a;a-a; x 10°, s € Z. Por exemplo, o nimero 0.9998 sera arredondado para 1.000 e
representado por 0.1 x 10" e o nimero 1.0001 também serd arredondado para 1.000 e
terd a mesma representagcao anterior.

Aplicando-se o Método da Eliminacdo de Gauss ao sistema linear, sem troca de linhas,
obtemos mx = (0.1 x 10")/(0.1 x 10°) = 1 x 10* = 0.1 x 10°. Efetuando-se a operagdo
elementar Lo — L2 — m».L1, a matriz ampliada serd dada por

01x10°  0.1x10' | 0.1x10" |
(my,=0.1x10") —0.1x10° | —0.1x10’|

observe que

0.1 x 10 — 0.1 x 10°x 0.1 x 10' = 0.1 x 10 — 0.01 x 10°= 0.1 x 10 — 0.1 x 10°
0.00001 x 10° - 0.1 x 10° = 0.000 — 0.1 x 10° = — 0.1 x 10°;

0.2 x 10 — 0.1 x 10°x 0.1 x 10' = 0.2 x 10 — 0.01 x 10°= 0.2 x 10 — 0.1 x 10°
0.00002 x 10° — 0.1 x 10° = 0.000 — 0.1 x 10° = — 0.1 x 10°.

Portanto, o método de Eliminacdo de Gauss vai gerar a seguinte solucdo x, = 1.000 e
x; = 0.000, que ndo é a solucdo do sistema linear original.

Trocando-se as equacdes obtemos o sistema equivalente:

1X1 + 1X2 = 2,'
0.0001x; + 1x, = 1.
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Aplicando-se o Método da Eliminacdo de Gauss ao sistema linear anterior, obtemos
my = (0.1 x 10°)/(0.1 x 10') = 0.1 x 10”. Apos a operacdo elementar L2 — L2 — my. L1,
a matriz ampliada serd dada por

01x10"  01x10" | 02x10'|
(m,=0.1Xx10") 0.1x10" | 0.1x10"|

observe que

0.1 x10-0.1 x 10°x 0.1 x 10'= 0.1 x 10 — 0.1 x 10°= 0.1 x 10 — 0.00001 x 10 =
0.1 x10'-0.000 = 0.1 x10";

0.1 x10-0.1 x10°x 0.2 x 10'=0.1 x 10 - 0.02 x 10°= 0.1 x 10 — 0.00002 x 10 =
0.1 x 10" — 0.000 = 0.1 x 10".

Portanto, o método de Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento vai gerar a seguinte
solucdo x, = 1.000 e x; = 1.000, que é a solucdo do sistema linear original com trés
casas decimais de precisao. ]

Outros exemplos deste tipo podem ser encontrado no livio da Marcia A. Gomes
Ruggiero e Vera Liicia da Rocha Lopes:

D Célculo Numérico: Aspectos Teédricos e Computacionais, 2 Edicdo,
Sdo Paulo, Pearson Education do Brasil, 1996. Eu utilizei este livro (1°
Ed.) em minha graduacao e hoje, durante as aulas de cdlculo numérico,
0 usufruto continua ativo.

Bibliografia

Adicional Comentada

Estratégia de Pivoteamento Parcial

O Método da FEliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial vai considerar as
operacdes elementares: (el) L; <> Lj e (e2) L; — L; + t.Lj, t #0. A primeira operacao
inverte o sinal do determinante e a segunda ndo altera o determinante da matriz do
sistema linear original, Ax = b. Se a matriz A for de ordem n entdo serdo necessarias n —
1 etapas para se efetuar o escalonamento que transformard a matriz A em uma matriz
triangular superior U.

Em cada estdgio k, 1 < k < n — 1, o objetivo do Método de Eliminacdo de Gauss com
Pivoteamento serd o de anular os elementos a; que estdo abaixo da posi¢do do elemento
da diagonal, an. Porém, este elemento que vai aparecer na diagonal (chamado de pivd)
deve ter valor absoluto elevado quando comparado com os demais valores absolutos dos
elementos da matriz. Este procedimento ameniza os problemas relacionados a erros de
arredondamento.

Para evitar maiores complica¢es provenientes de possiveis trocas de colunas, vamos
apresentar uma estratégia de pivoteamento parcial que consiste em calcular, em cada
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estadgio k que antecede o processo de escalonamento, o valor maximo dos médulos dos
elementos da coluna k, da diagonal para baixo. Este valor méximo sera representado por
Py = mdximo {|ax|, k <1< n}. Se |Qinaxx| for o elemento méximo e i,. > k entdo, antes
de efetuarmos o escalonamento, a linha i... devera ser trocada com a linha k. Se o
elemento com o valor médulo j& estiver na diagonal entdo seguimos direto para o
processo de escalonamento, calculando-se os multiplicadores da mesma forma que no
Método de Eliminacdo de Gauss. O processo referente a retro-solugdo é exatamente o
mesmo ja visto anteriormente.

Exemplo 12. (Pivoteamento Parcial) Vamos utilizar o Método da Eliminacdo de
{ 4

3 -4 1
Gauss com Pivoteamento Parcial para escalonar a matriz A= |1 2 2.
4 0 -3

Observacao: Como os multiplicadores sdo uteis para uma importante fatoracdo da
matriz A (isto ficard evidente no final deste exemplo), os valores dos mesmos serdo
armazenados justamente naquelas posi¢des da matriz para as quais o processo de
escalonamento produziu elementos nulos. Estas posi¢Oes serdo destacadas com os
valores dos multiplicadores colocados entre parénteses. Caso ocorra troca de linhas
devido ao pivoteamento parcial, os valores dos multiplicadores deverdo ser trocados de
lugar também, seguindo o mesmo critério do pivoteamento.

Observacao: Para guardar as trocas de linhas efetuadas durante a aplicacdo do método,

vamos utilizaremos uma varidvel 7, que, inicialmente, assumira o valor zero (7:= 0), e
N

um vetor de indices ind = |2 | . Toda vez que ocorrer troca de linhas, a varidvel 7 serd
3|

acrescida de uma unidade (z:= 7 +1) e o vetor de indices terd as suas coordenadas

permutadas de acordo com o pivoteamento parcial.

Estagio 1 (k=1):

Pivoteamento
P; = mdximo {|laa|, 1 £i< 3} = |@imaei| =45 Inx =3>1=k.
{ 3 1
Assim, a linha 3 deve ser trocada com a linha 1. Logo, ind= |2| e 7=1.
\1
4 0 -3
Agora, temos que considerar a seguinte matriz: |1 2 2.
'3 —4 1]
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Escalonamento (os elementos da matriz anterior continuardo sendo denotados por ay)

My = an/ay;; L2 — Lo —my.La;
Mz = axn/ay;; L3 — Lz —my. L.

Desta forma obtemos a seguinte matriz:

4 0 -3
AV = |(my,=1/4) 2 11/4 |,
(my,=3/4) —4  13/4

Estagio 2 (k = 2):

Pivoteamento
P, = mdximo {|ap|, 2 < i< 3} = |@imaxt| =45 I =3>2 =k.

13
Assim, a linha 3 deve ser trocada com a linha 2. Logo, ind= |1 e T=2
12 |
4 0 -3 |

(3/4) —4  13/4
(1/4) 2 11/4)

Agora, temos que considerar a seguinte matriz: . Observe que

os valores dos multiplicadores foram trocados de lugar, porém continuam armazenados
naquelas posicdes que seriam ocupadas pelos elementos que foram zerados pelo
processo de escalonamento.

Escalonamento (os elementos da matriz anterior continuardo sendo denotados por ay)

Mz = ds/A; Lz — L3 —ms.Lo.

Desta forma obtemos a seguinte matriz:

L4 0 B
A®=1(3/4) —4 13/4] - N

(1/4) (my=—1/2)  35/8]

Considerando-se os resultados obtidos no exemplo anterior, podemos fazer as seguintes
observagoes.

Observacao: No processo de pivoteamento e escalonamento ocorreram duas trocas de
linhas (7 = 2); assim, det(A) = det(A?).(-1)" = 4.(-4).(35/8).(-1) = — 70.
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Observacao: Se considerarmos uma matriz triangular inferior, L, formada pelos
multiplicadores que foram obtidos ao longo do processo de pivoteamento e
escalonamento e colocarmos 1 na diagonal desta matriz, obteremos:

{1 0 o) 1 0 ol [4 0o 3|
L="13/4 1 of NotequelLlU= 34 1 of-|0 -4 13/4| -
\1/4 —1/2 1] \1/4 —-1/2 1! 10 0 35/8
4 0 -3
3 —4 1| = PA, onde P é o produto de matrizes de permutacdo (veja a
1 2 2]
observacdo abaixo). Na pratica ndo precisamos da matriz de permutacdo mas, sim, do
|I3I.
vetor de indices, ind = |1 |, obtido no final da aplicacdo do método da Eliminacdo de
2]

Gauss com Pivoteamento Parcial. A andlise que devemos fazer deste vetor é a seguinte:
a linha 3 da matriz original serd a primeira linha da matriz PA, a linha 1 da matriz
original serd a segunda linha da matriz PA e a linha 2 da matriz original sera a terceira
linha da matriz PA.

Saiba Mais

Observacao: Uma matriz de permutacdo é obtida da matriz identidade a partir de uma,
e apenas uma, troca de linhas. Desta forma, toda matriz de permutacdo possui inversa.
No Exemplo 12, foram executas duas trocas de linhas. Primeiro, a linha 1 foi trocada
com a linha 3; depois, a linha 2 foi trocada com a linha 3. Fazendo cada uma destas
trocas de linhas na matriz identidade obteremos:

0 0 1) 1 0 0] 0 0 1
Pz;= 10 1 0| ePxs=1|0 0 1|.AmatrizP édadaporPxPi:= |1 0 0]-
1 0 0 0o 1 0 0 1 0

Note que o efeito de multiplicar uma matriz de permutacdo por uma matriz A é o de
produzir uma permutacdo na matriz A com as mesmas caracteristicas da permutagdo que
foi realizada na identidade:

{ \ | 4

3 —4 1| 4 0 -3 4 0 -3
PA=PyPi3A=PyPi; |1 2 21 =Px |1 2 21 =13 —4 11-
4 0 -3 3 —4 1] 11 2 2]
0 0 1| |3 -4 1| |4 0 -3
PA=PyP3A=1(1 0 0 1 2 21 = (3 4 1
o 1 0o/ 14 o -3/ 1 2 2
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a

Saiba Mais

Observacao: Como PA = LU entdo o sistema linear Ax = b é equivalente ao sistema
PAx = Pb, pois P é invertivel (produto de matrizes invertiveis), que por sua vez é
equivalente ao sistema LUx = Pb. Utilizando um vetor auxiliar, y = Ux, podemos
resolver o sistema linear anterior em duas etapas:

(1%) Resolucdo do sistema triangular inferior: Ly = Pb;

(2%) Resolucdo do sistema triangular superior: Ux = y.

Exercicio 2. (Decomposicdo LU com pivoteamento parcial e inversdo de matrizes)

i

-3 4 -1
Obtenha a inversa da matriz A = |—-1 —2 —2| utilizando a decomposicao LU
\—4 0 3]

obtida do Método da Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial.

Solucao do Exercicio 2:

1 0 0
Utilizando-se o Exemplo 12, pode-se concluir que L = |5/, 1 ¢ eU=
\1/4 —-1/2 1
—4 0 3 ' ' '
0 4 _13/4 |- Para se obter a inversa da matriz A, precisaremos resolver 3
0 0 —35/8|

sistemas lineares do tipo Ax®) = bl) o PAx() = Pb0) ~ LU x® = PbU), onde x) é o
vetor que representa a coluna j da matriz A1 e Pb®) é a coluna j da matriz identidade
permutada de acordo com o pivoteamento parcial (controlado pelo vetor de indices).

I3 1
Como o vetor de indices, que controla as trocas de linhas, é dado por ind = |1 | entdo,
|2 |
'vll . .
para qualquer vetor v = v, | » tem-se que Pv= v,
Vs | Vs
Sistema 1 _
, {1 0 o) »m 1y 0] yif |0
(triangular inferior) 3/4 1 ol |y, = Pio| = |1 y,| = 1 |:
\1/4 —-1/2 1] ey {0 0/ v, 11/2]
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| i \ ] \

—4 0 3 = Y1 0 Xq —3/35
(triang. superior) | o 4 _13/4| |x,| = |y, = | 1 | = |x,| = | 11/70].
0 0 -35/8] x|y, 2] x| 1-4/35
Sistema 2
) \ | | [ | [\
1 0 0} N 0 0 i 0
(triangular inferior) |3/ ,4 1 ol |y, =Pl1] = o] = |y,| =0
/4 —1/2 1] |y, 0/ |1/ y,| L
4 0 3\ [xl w0l [x) |-e3s
(triang. superior) | o 4 _13/4] [x,| = |y,| = 0] = |x,| = |—13/70].
L0 0 -35/8) \xy] |y, 1 x,| 1 —8/35]
Sistema 3
| Vo | oA [ ] \ |
I 1 0 0 I .YI 0 1 Y1 1
(triangular inferior) |34 1 ol |y,| =PlO] =0 = |y,| = |-3/4];
/4 —1/2 1] |y, i1 {0, V) | —5/8 |
) ) —4 0 31 X Vi i Xq | —1/7 |
(triang. superior) | o 4 _q3/4| |x,| = |y,| = |=3/4] = |x,| = |-1/14
0 0 —35/8) |x,| \y 175/81 x| 1 V7

' 3/35  6/35 1/7
—11/70 13/70 1/14
| 4/35  8/35 1/7

Conclusdo: a matriz inversa é dada por A1 = —

5. Aplicacao — Discretizacao da equacao do calor para uma barra
homogénea

A equacgdo do calor para uma barra homogénea de comprimento L é dada por
udx, t) = Kuulx, t) + f(x,t), xe I = (Xo, Xp), Xs—X0o=L e t € J=(typ, T),t0 20, K> 0,

com condicdes de fronteira: u(xo, t) = g1(t), t € J; u(x;, t) = g2(t), t € J; e com condicdo
inicial dada por u(x, t) = q(x), x € [xo, Xs].

A discretizacdo no tempo vai utilizar o método de Crank — Nicolson e no espago vai

utilizar diferencas finitas centradas. Nas aproximacdes dadas a seguir a notacao O(h") =
R.R?, onde R é uma constante.
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Vamos considerar pontos igualmente espacados no intervalo J, particionando-o em n,
subintervalos. Assim, h, = At = (T-to))/n, e t; = ty + jh, 1 £ j < n. Também iremos
considerar pontos igualmente espacados no intervalo I, particionando-o em ny
subintervalos, assim h, = Ax = (X, - xo)/nce x; = Xo + ih; 1 < i< n,

Em primeiro lugar, deduziremos uma férmula para aproximar a derivada segunda de
uma funcdo V(x). Para isto utilizaremos os seguintes desenvolvimentos de Taylor:

V(x +h)=V(x)+ V'(x)h + V'(x) h#2!l + V"(c)h?/3!], c entre x e x + h;
V(x-h)=V(x)-V'(x)h + V"(x) h?/2! + V"(d)h3¥/3!, d entre x - h e x.
Portanto, V(x+h) + V(x-h) = 2V(x) + V"(x)h? + O(h?). Assim,

V'(x) = (/h?) {V(x - h) - 2V(x) + V(x + h)}.

1
Se h = h, e V(x;) = u(x;, t;) entao uu(x; t;) = = { u(xiy, ) — 2u(x;, t;) + u(xi1, ) }. Esta

X

ultima expressdo serd denotada por 775 { Up1,; — 2Uy; + Usery; J-

h

A figura abaixo representa um passo de tempo partindo-se de t; e chegando-se a ¢;:1;
At=t.1—t e V=t + OAt é um valor intermediério entre ¢ e ¢;-.;, com 0 <0 < 1.

G+

[ (1-9)At y= 0+ Al

I[ BAt

t;

Figura 1 — Médulo 2. Esquema de discretizacdo do Método
de Crank - Nicolson

Seja U(t) uma funcao diferenciavel. Entdo

UG) =0y + 1 -0)h) =U) + (1 -0) A U'(y) + Ou((h)) e
U(6) = U(y; —08h) = U(y) + (- 0)hU'(y) + OA(h)?),

onde O:((h)?) = U"(c)).(h.)%2! e O.((h)?) = U"(d)).(h)%2!; c; esté entre v; e t;.1; d; entre ¢
€Y.

Desta forma,

U(G+1) - U() = hU(y) + O((h)*) — [U(G+) = UG)Vh = U'(y).
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Além disto, OU(¢t+;) + (1 —6) U(t) = U(y) + 6 O + (1 — 0) O = U(y) + Os((h)?).
Portanto, 0 U(t+1) + (1 —0) U(t) = U(y)).
Considerando-se t =v; e x = x; na equacao do calor, obtém-se que

th(Xl-, ’YJ) = KUXX(Xl'x ’YJ) + f(Xl'x ’YJ)

De acordo com os célculos anteriores e supondo que a funcdo u. seja derivavel no
tempo, obtemos

[u(x;, 1) — u(xi, §)1/h = K{0 uulx;, t1) + (1 = 0) uulX;, £)} + 0 fix,, 1) + (1 = 0) fix, t;).

Portanto,

1
? (Uirji1— 2Uije1 + Uprrjer) + h(1 - 0)K h_2 (Urr— 2u3; + Urery)
X X

+ heBf(xs, 1) + k(1 —0) fix, 6.

Ujpeg — Uiy = h[eK

h
Sejap =K h—; > 0. Entao
Upjer — Uiy = PO (Uirger — U1 + Uperger) T (1= 0) (Uiry— 2uyy + Usy) }
+hOf(x;, 1) + h(1-0) flx, ¢) -

— peul-,l,jﬂ + (1 + 2p9)uiJ+1 — peum,ﬁl = p(l — e)UHJ + (1 — Zp(l — 9))ul-,j + p(l — 9)u1-+1,j
+ ROfx tr) + (1 - 6) fixs £).

Quando 06 = 1/2 obtemos o método de Crank — Nicolson:

— P Ui * (2 20) Uijer = P Ui = P Usy + (2 2p) Uiy + P Up
+ he(f(x, t1) + fix, £).

Observe que os termos que aparecem do lado esquerdo sdo as incognitas e os que
aparecem do lado direito sdo termos conhecidos. Precisamos utilizar a condicdo inicial
da equacdo do calor para gerar o vetor inicial u; = (us;, Uy, ..., Uy), j = 0; n = ne- 1. As
condicOes de fronteira sdo utilizadas para ajeitar a primeira e a ultima equacdo do
sistema linear, com vetor de incognitas uj:; = (Urje1 , Uzjs, ..., Unj+1). A matriz deste
sistema linear ¢ estritamente diagonal dominante: |2 + 2p| > 2p = |-p| + |-p|. Portanto, o
sistema pode ser resolvido pelo Método de Gauss — Seidel. Como a matriz € tridiagonal
entdo € bastante simples a resolugdo do sistema linear por meio da decomposicao LU.

Exemplo 13. (Crank-Nicolson; caso particular) Neste exemplo, vamos considerar um
problema proposto no livro de Anélise Numérica de Richard Burden e J. Douglas Faires
(veja as referéncias da Secdo 3.3). A equacdo do calor é dada por

ulx, t) = uwx, t),xe I=(0,1), t € J=1(0,0.5),
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sujeita as condi¢Oes
(fronteira) u(0,t)=0; u(1,t)=0, Vt € J;

(inicial)  u(x, 0) =sen(xx), x € [0, 1].

A solugdo analitica desta equacdo do calor é dada por u(x, t) = exp(— 7 *x) sen(7 x).

Vamos obter aproximacdes de u(x,t) no tempo t = 0.5 e nos pontos x = x;, igualmente
espacados com espacamento h, = 0.1. Os passos de tempo terdo comprimento h, = 0.01.

Observe que p =K Zé =1; n, =10 e n, = 50. Em cada passo de tempo, temos que

X

resolver um sistema linear do seguinte tipo

2(1+p) —p 0 0 0 0 0 0 0 Uy iy
—p  2(1+p) -p 0 0 0 0 0 0 Uy it
0 —-p  2(1+p) -p 0 0 0 0 0 Us, vy
0 0 —p  2(1+p) —p 0 0 0 0 Uy o
0 0 0 —p  2(1+p) —p 0 0 0 ug |
0 0 0 0 —-p  2(1+p) -p 0 0 Ug
0 0 0 0 0 —p  2(1+p) —p 0 TR
0 0 0 0 0 0 —p 2(1+p)  —p Ug
0 0 0 0 0 0 0 —p  2(1+p) Uy
201-p)  —p 0 0 0 0 0 0 0 Uy ¥,
-0 21—-p)  —p 0 0 0 0 0 0 Uy v,
0 - 201-p) -p 0 0 0 0 0 U ; v
0 0 -p  2(1-p) -p 0 0 0 0 Uy v,
0 0 0 —p  201-p)  —p 0 0 0 T B
0 0 0 0 - 21-p) —p 0 0 Ug ; W
0 0 0 0 0 -p 2(1—p) -p 0 Ur W,
0 0 0 0 0 0 —-p  2(1-p) -p s ; W,
0 0 0 0 0 0 0 o 201-p)| u,, w,

A primeira e a tltima coordenada do vetor ¥ englobam valores de fronteira e de termos
de fonte; as demais coordenadas somente envolvem termos de fonte:

Wi = p(uoy + tojr) + he(fxa, G21) + fx1, ) = p(g1(6) + g1(6:1)) + hd(f(x1, G:1) + fxs, 1))
\Pi = ht (f(Xi, tj+1) + f(Xi, t])), 1<ign- 1;

o = p(Uniag+ Uniagin) + (X, G1) + fixaen, £)) = p(ga(t) + g(6:1))
+ h[(f(xn+1, tj+1) + f(xfl*l: tJ))
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No exemplo em questdo, todas as coordenadas do vetor ¥ sdo nulas porque as
condicOes de fronteira sdo nulas e o termo de fonte é nulo.

Utilizando a condigdo inicial, u(x, 0) = sen(rr x), obtemos o seguinte vetor

0.30902
o 0.58779
Uz 0.80902
Uy 0.95106
s 1.00000

u, | [0.95106
u,| |0.80902
UL 058779
80
0.30902
Uy ‘

Observe que a matriz do sistema linear € tridiagonal, ou seja, os elementos ndo nulos da
matriz estdo na diagonal inferior (estes valores sdo todos iguais a -1), na diagonal
principal (estes valores sdo todos iguais a 4) e na diagonal superior (estes valores sdo
todos iguais a -1). Portanto, para efeitos computacionais estes valores podem ser
armazenados em 3 vetores apenas, O que gera uma economia muito grande relacionada a
memoria do computador ja que a quantidade de elementos nulos é muito maior do que a
quantidade de elementos ndo nulos.

A solucdo do sistema linear produzird os seguintes valores:
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Tabela de valores — Exemplo 13 —

Solugdo aproximada (Crank-Nicolson; T = 0.5) e solucdo analitica

X u; (Crank - Nicolson) exp(— 72°T) sen(x)
(solucdio analitica)

0 0 0
0.1 0.00230512 0.0022224
0.2 0.00438461 0.0042273
0.3 0.00603489 0.0058184
0.5 0.00709444 0.0068399
0.5 0.00745954 0.0071919
0.6 0.00709444 0.0068399
0.7 0.00603489 0.0058184
0.8 0.00438461 0.0042273
0.9 0.00230512 0.0022224
1.0 0 0
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6. Atividades do Madulo 2

Atividade 1 — Adquirindo e testando conhecimentos através da resolucao da lista
de exercicios

Enunciado da atividade

Em praticamente todos os exercicios desta lista vocé precisard lidar com sistemas
lineares e matrizes; portanto, é fundamental que vocé recorde a teoria vista sobre este
assunto na disciplina de Algebra Linear. Esta lista contém exercicios referentes ao
contetido do Médulo 2: Método Iterativo de Gauss - Jacobi e de Gauss — Seidel; Método
da Eliminacdo de Gauss e Decomposicdo LU. Vocé tem que se esforcar para tentar
fazer todos os exercicios.

Segunda Lista de Exercicios de Célculo Numérico

1) Seja A = (az) uma matriz de ordem n, onde a; = -2; a;1 = 1; ;-1 = 1 e os demais
—2 1 0 0
~ _ |1 -2 1 0

elementos sdo nulos. Por exemplo, para n = 4, A = 0 1 o 1 A é uma

0 0 1 =2
matriz tridiagonal.

i) Mostre que o critério de Sassenfeld é valido, independentemente da ordem da matriz.
Sugestdes: (a) Calcule f; e [, e verifique que sdo menores do que 1; (b) Suponha que
Pi1 < 1eproveque 5 < 1.

ii) Considere n =3, b* = (-1, 0, -0.5) e [xX?]' = (0, 0, 0). Faca duas iteragbes com o
método de Gauss-Seidel e calcule o erro relativo. Justifique a convergéncia deste
método.

iii) O método de Jacobi também serd convergente. Considere n = 3 e calcule o médulo

dos autovalores da matriz de iteragdo, C, do método de Jacobi. Os autovalores sdo as
raizes do polinémio caracteristico p(1) = det (C - Al); I é a matriz identidade.

2) Considere o sistema linear Ax = b, com

~1.0 0.5 -0.1 0.1 0.2 X1
. _ |02 -0.6 —0.2 —0.1 _[-2.6 _ %
A1 00 —02 —15 021" P 10] X |y
—0.1 —0.3 —0.2 —1.0/ —2.5/ X,
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i) Verifique se o critério de Sassenfeld é satisfeito.
ii) Faca duas iterages com o método de Jacobi; use x = (0, 0, 0, 0)".

iii) Utilize x®, calculado no item anterior, como valor inicial e faga uma iteragdo com o
método de Gauss-Seidel. Calcule o erro relativo.

2 1 3
3)Sejam A= [0 —1 1|;x = x> x3)e b'=(9 1 3). Troque a 1°linha com a 3?
‘1 0 3

linha; depois troque a 1* coluna com a terceira coluna.
(i) Verifique se o critério das linhas é satisfeito.
(ii) Verifique se o critério de Sassenfeld é satisfeito.

(iii) Monte o esquema numérico que certamente convergira e faca uma iteracdo partindo
de XV =(8.8 -2.7 -1.8).

(iv) Calcule o erro relativo.

4) “Se o Critério das Linhas é satisfeito, entdo o Critério de Sassenfeld também é
satisfeito”. Verifique este fato, considerando uma matriz, A, 2x 2. Lembre-se de que

L= 2. gy, 1si<n

1Ayl =1, ji

1 i—1 1 n ‘
B= mZ:|al_j|ﬁj+~— z |aij| ,2<i<n,e = L.

il j=1 |aii| =it 1

5) Um aluno, apés efetuar algumas iteracdes de um método iterativo para sistemas
lineares, chamou o professor e pediu para ele conferir os calculos. O professor constatou
que algumas contas estavam erradas, mas ao invés de pedir para o aluno refazé-las
apenas disse para ele continuar os célculos e prestar mais atencdo, pois assim ele obteria
a aproximacdo correta do sistema linear. Como justificar a atitude do professor? Seré
que contas erradas podem conduzir a resultados corretos? Use os conhecimentos de
Célculo numérico para explicar o fendmeno ocorrido.
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6) Dado o sistema linear

X, t X = 3
X1 — 3X2:—3

verifique que o critério das linhas ndo é satisfeito. No entanto, o método de Jacobi (e
também o de Gauss-Seidel) é convergente. Para demonstrar esta afirmacdo proceda
como segue.

i) Faca o grafico de cada uma das retas representadas nas equagdes acima e verifique
que o ponto de intersecdo entre elas, (3/2, 3/2), é a solucdo do sistema linear.

ii) Isole x; na primeira equacdo e x, na segunda equacao e escreva o método de Jacobi.

iii) Considere x” = (0, 0). Mostre que xX®* = ([x;,]*, [x,]¥ ) é tal que [x,]® = [x,]®Y,
ou seja os pontos da sequéncia que possuem indices pares estdo sobre a reta y = x.

iv) Sabendo que X"’ = (3, 1), mostre que os pontos de indices impares estdo sobre a reta
y =2-(1/3)x.

Sugestdo: Calcule o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos x*1 e x#% e

obtenha o seguinte valor:
{6l - D] [x ] — [x )%} = - 1/3.

Lembre-se de que [x;]%* = [x,]***. Além disto, observe que

[ 120 = 3 - [x] = 2 - (1/3)[x,]2,
Portanto, [x;]%7 - [x,]%% = 2 — (4/3)[x,]%*. Contas andlogas sdo feitas para [x,]™.
v) Faga itera¢Ges até que se obtenha erro relativo menor do que 0.5x10™.

vi) Coloque os pontos sobre as respectivas retas e perceba a convergéncia para (3/2,
3/2).

Observacgdes: (I) a sequéncia de indices pares terd termo geral x, = 2 — (1/3) X,.1, com Xo
= 0. Pode-se mostrar que x, = 2.{1 — 1/3 + 1/32 — 1/3% ....}, que é uma série alternada,
portanto a sequéncia com termo geral x, é convergente. (II) A sequéncia de indices
impares é do tipo z, = 2 — (1/3) 2,1, com z, = 1. Pode-se mostrar que a sequéncia de
termo geral z, - x, é convergente e o seu limite vale zero. Logo a sequéncia com termo
geral z, = x, + (z, — x,) é convergente e possui o mesmo limite da sequéncia com termo
geral x, , que é igual a 3/2.

7) Um procedimento para melhorar solu¢des de sistemas lineares acometidas por erros
de arredondamento é o chamado refinamento de solugao, explicado a seguir. Seja
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Ax = b 1)

um sistema linear com n equacdes e n incdgnitas que tem como solugdo o vetor x*.
Resolvendo o sistema (1) obtém-se o vetor X’ que devido a erros de arredondamento é
tal que x* - x* = e onde e é o vetor erro. Assim, x* = x* + e, Observe que

b = Ax* = Ax® + Ae®. ()

Logo, b - Ax? = Ae™ . O vetor r¥ = b - A x* é chamado de residuo. Com a finalidade
de obter e, resolve-se o seguinte sistema linear (com a mesma matriz do sistema dado
em (1)!):

Ae® = @, (3)

A solugdo encontrada (com erro e®) é denotada por é” = e® - e?. Assim, x* = x¥ +
e = x» + e® + ¢@, Desta forma, é encontrada uma nova aproximagdo para x* (com
erro e?):

X2 = x + 50, (4)

Os passos anteriores (2 a 4) podem ser repetidos até que o residuo r® (depois de k
refinamentos) esteja proximo do vetor nulo, ou seja, || r¥|| < £ (‘a norma do residuo é
inferior a uma tolerancia dada).

16.0 5.0 (21 0
3.0 2.5/
arredondamento para dois digitos em todas as operagoes o metodo de Ehmmagao de

16.0 5.0 )
0. 94) A matriz escalonada é o 1.6]° , onde foi

utilizado o multiplicador m,; = 0.19. Resolva o sistema (3) de maneira eficiente (como
se fosse resolver um sistema de grande porte: n muito grande, com minimo esforco
computacional). Faca apenas um refinamento da solucdo e obtenha x®. Calcule o
residuo r.

i) Considere o sistema linear Trabalhando com

Gauss produziu a solucdo x =

ii) Os multiplicadores e a matriz escalonada podem ser armazenados na prépria matriz
A? Justifique.

8) Dado o sistema Ax = B, com X' = (x;, X3, X3) e B = (3, 1.1, 0), seja A” =
11 1

0 0.1 1
0o -1 1
com a terceira linha da matriz A. Os multiplicadores do primeiro passo sdo m»; = -1/4 e
my = 3/4.

a matriz obtida apds o pivoteamento parcial que trocou a primeira linha

i) Escalone a matriz A%’ usando a técnica de pivoteamento parcial.
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ii) Exiba o vetor dos termos independentes que € utilizado na decomposicao LU.
iii) Obtenha a matriz A: use as matrizes L (triangular inferior) e U (triangular superior)

resultantes dos processos de pivoteamento e escalonamento efetuados acima.

9) Dado o sistema Ax = B, com x' = (x5, X; X3) e B = (7, 1, -4), seja AY =

|

4 0 -3
0 2 11/4| a matriz obtida apds o pivoteamento parcial que trocou a primeira
0 —4 13/4

linha com a terceira linha da matriz A. Os multiplicadores do primeiro passo sdo m,; =
-1/4 e my; = 3/4.

i) Escalone a matriz A%’ usando a técnica de pivoteamento parcial.
ii) Exiba o vetor dos termos independentes que € utilizado na decomposicao LU.
iii) Obtenha a matriz A: use as matrizes L (triangular inferior) e U (triangular superior)

resultantes dos processos de pivoteamento e escalonamento efetuados acima.

10) Na decomposi¢do LU, associada ao sistema linear Ax = B, sdo resolvidos dois
sistemas lineares: primeiro um sistema triangular inferior Ly = B e, em seguida, um
triangular superior Ux = y. O algoritmo associado ao sistema superior é dado abaixo;
considerou-se uma matriz de ordem N.

x(N) = y(N)/a(N,N); (Obs.: x(N) é a N-ésima coordenada do vetor x)

fori=1:N-1
[ =N-i;
N
(Obs.: as duas linhas seguintes correspondem ao somatério z x(j).alI)(j))
j=I+1

soma = x(I+1)*a(l, I+1);
forj=(1+2): N

soma = soma + x(j)*a(L,j);
end

x(I) = (y(I) - soma)/a(1,I);
end

Lembrando-se de que o sistema triangular inferior é resolvido de cima para baixo e que

a matriz L possui todos os elementos da diagonal iguais a 1, escreva o algoritmo
associado ao sistema triangular inferior.
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11) Quer-se determinar uma matriz B tal que A.B = C, em que

3 -3 1 4 —1 9
A=11 -1 0 e C=|1 -5 3].
2 1 2] 0o 1 8

Exiba as matrizes L e U e o termo independente utilizados na resolucdo do sistema
linear que ira gerar a terceira coluna da matriz B. Nao precisa resolver o sistema linear.

12) O método implicito de Crank-Nicolson aplicado a equacdo do calor u, = u,, onde
t>0 e0<x<1,édadopor:

=r.Ui1j+1 + (2 + 2r).uiJ+1 —FUj+gj+1 = bj =r.Uig; + (2 — 21").111',]' + r.Ui+gf (C-N)
onde r é uma constante dada por r = At/(Ax)*, At = ti.; — t; e AX = X; — X;1.
Assim, conhecidas as aproximacdo no tempo t;, u;; ~ u(x,t;), as aproximag¢des no tempo
tj-; serao obtidas resolvendo-se o sistema linear com equagdes do tipo (C-N) anterior.
Explique por que o método de decomposicdo LU é mais adequado para a resolucdo
deste sistema linear do que o método de Eliminacdo de Gauss. Observe que, em cada

passo de tempo, o sistema serd do tipo A.u(t) = b(t). Apenas as incégnitas (u) e o termo
independente (b) variam com o tempo.

Atividade 2 — Método de Jacobi e de Gauss - Seidel
Prezado(a) aluno(a),

Vocé poderd encontrar varios problemas praticos relacionados a sistemas lineares na
pagina da Faculdade de Matemética da UFU: www.portal.famat.ufu.br/node/278

(Laboratério - Unidade 2).
Enunciado da atividade

(I) Leia atentamente um dos seguintes materiais didaticos sobre os Métodos de Jacobi e
de Gauss - Seidel: (1) apostila do curso; (2) Apostila do professor Castilho e slides
(Aula - Unidade 2), ambos localizados em www.portal.famat.ufu.br/node/278 e (3) livro
de Célculo Numérico da professora Neide Maria Bertoldi Franco.

(II) Resolva o seguinte exercicio:
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5 1 1
3 —4 1
1 1 -2

Sejam A = X =0 X2 x3)e b'=(7 0 0).

(a) Mostre que o Critério de Sassenfeld € satisfeito.

(b) Faga duas iteragdes com o método de Gauss — Seidel partindo do vetor inicial X =
(0.95 0.95 0.95).
x|

max

(¢) Calcule o erro relativo: Lembre-se de que

1%

X[l = max {|x,], [x,], [xs]} .

max

(d) Monte a matriz C do método de Gauss — Jacobi e calcule os seus autovalores.
Conclua que o Método de Jacobi também serd convergente. Observacdo: Os autovalores
de C sdo as raizes do polinémio (caracteristico) dado por p(A) = det (C - Al); I é a
matriz identidade. O polindmio caracteristico de C é p(4) = - A’ - (4/8) -1/10. (Veja o
exercicio 8 da Lista 1).

Informacoes sobre a Atividade 2

(1) Critério de Sassenfeld.

Bi=1/5+1/5=2/5 B,=(3/4). P+ 1/4=11/20; Ps=(1/2).p: + (1/2).B; = 19/40.

(2) Iteracdes com Gauss — Seidel.

xM'=(1.02 1.0025 1.01125); x?=(0.99725 1.00075 0.999).
(3) Erro Relativo.
||X(2)_X(1)||
R® = || (2)” == =0.02275/1.00075 = 0.02273295 = 0.023.
X max

0 -1/5 —1/5)
(4) Matriz de Iteracdo do Método de Jacobi: C= |3/4 0 1/4
'1/2 1/2 0 |

(5) Obtengdo do autovalor real de C, que é a raiz real de p(4) = - A* - (4/8) -1/10.

Através de um gréafico (veja abaixo) pode-se encontrar o intervalo [-1/2 0] no qual p
muda de sinal.
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Griflico (item 5)

0.5

eixoy
o

-0.5

. I i
= -0.5 (0] 0.5 1
eixo x

Utilizando o Método de Newton — Raphson com valor inicial — 0.25 obtemos a seguinte
aproximacao para a raiz: A1 = — 0.375713238.

(6) Briot — Ruffini.
-(A* + (A/8) + 1/10) = (A + 0.375713238) = - (A* - 0.3757132384 + 0.266160437).

Assim, as outras duas raizes de p sdo dadas por A; = 0.187856619 + 0.480489674 i e
A3 = 0.187856619 — 0.480489674 i.

(7) Conclusao.

O médulo do autovalor real é dado por | A1 | = 0.375713238; os modulos dos autovalores
complexos sdo dados por | A2 | = | A3 | = 0.51591. Portanto os mddulos de todos os

autovalores de C sdo menores do que, 0 que garante a convergéncia do método de
Jacobi.

Atividade 3 — Eliminacdo de Gauss e Decomposicao LU

Prezado(a) aluno(a),

Vocé ja deve ter visto na disciplina de Algebra Linear a definicio de matriz inversa
(A.A™ =1). Em Célculo Numérico, o método da Decomposicdo LU, obtido do Método
da Eliminacao de Gauss, fornecera a inversa de qualquer matriz A quadrada de ordem n,
que tenha determinante diferente de zero. O cdlculo do determinante da matriz A
também é fornecido pelo método da Decomposicdo LU. Sabendo-se que L é uma matriz
triangular inferior, com elementos diagonais iguais a 1, e U é uma matriz triangular

88

Calculo Numérico



superior entdo det(A) = det(U), se A = LU ou det(A) = det(U). (-1), se PA = LU, onde r
é o nuimero de trocas de linhas que foram executadas ao longo do processo de
escalonamento. Note que det(U) = uj;.uz ... Upp.

Enunciado da atividade

(D) Leia atentamente um dos seguintes materiais didaticos sobre o método da Eliminacdo
de Gauss e Decomposicdo LU: (1) apostila do curso; (2) Apostila do professor Castilho
e slides (Aula - Unidade 2), ambos localizados na pagina da FAMAT:
http://www.portal.famat.ufu.br/node/278 e (3) livro de Calculo Numérico da professora
Neide Maria Bertoldi Franco.

3 -4 1
(I) Obtenha a inversa da matriz A = |1 2 2 | . Utlize o método de
4 0 -3

Decomposi¢do LU obtido do Método de Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento
Parcial. Neste caso vocé tera que resolver trés sistemas lineares do tipo LU = Pb, onde L
é a matriz dos multiplicadores (que sdo permutados de acordo com as trocas de linhas
efetuadas); U é a matriz triangular superior obtida apds o escalonamento da matriz A e
Pb é o vetor b (colunas da matriz Identidade) permutado de acordo com as trocas de
linhas efetuadas no Pivoteamento Parcial.

Informacdes sobre a Atividade 3

(1) Pivoteamento e Escalonamento.

3 -4 1
Partindo-sede A = |1 2 2 | , obtemos no primeiro estagio:
4 0 -3
4 0 -3 4 0 -3
(pivoteamento) |1 2 2|; (escalonamento) A® = |(1/4) 2 11/4| eno
3 -4 1 (3/4) —4 13/4]
segundo estdgio obtemos:
4 0 -3 | 4 0 -3

(3/4) —4 13/4
(1/4) 2 11/4

(3/4) -4 13/4
(1/4) (-1/2) 11/4

Il i I

(pivoteam.) ; (escalonamento) A®@ =

(2) Matriz Triangular Inferior.

1 0 0
L=1(3/4 1 0
1/4 —1/2 1]
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{ |

4 0 -3
(3) Matriz Triangular Superior: U= |0 —4 13/4].
0 0 11/4/]

(4) Termos Independentes.

Foram executadas duas permutacdes de linhas: trocou-se a linha 1 com a linha 3 e
depois trocou-se a linha 2 com a linha 3. Desta forma os termos independentes sdo:

\ 3 \ i \

0 0 1
b= |1 | (sistema 1); b@ = |g| (sistema2) e b®=|g| (sistema 3).
ny 1) 0]

(5) Resolugao dos sistemas lineares.
Apos a resolucdo dos sistemas lineares (utilizado a decomposicdo LU) obtemos:

4

3/35  6/35 1/7
—11/70 13/70 1/14
4/35 8/35 —1/7

Al=

7. Atividades suplementares

Ash
Atividades

Suplementares
Atividade 1

O cddigo exibido a seguir foi desenvolvido na linguagem de programagdo do OCTAVE.
A sua tarefa serd testar este cédigo utilizando o mesmo software (OCTAVE) ou
desenvolver as suas proprias rotinas utilizando a linguagem de programacdo que lhe seja
mais conveniente.

Algoritmo do método de Crank — Nicolson: Problema proposto no Exemplo 13 da

Secdo 5
% Algoritmo para escalonar uma matriz tridiagonal de ordem N - referente ao problema

% de conduccao de calor em uma barra unidimensional linear homogénea de
% comprimento L
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% resoluccao do sistema linear Au =B utilizando decomposicdo LU; discretizacdo da
% equaccao: ut = Kuxx + f.

% A discretizaccao foi baseada em Diferenccas finitas centrais:
% uxx ~ (ui-1 - 2ui + ui+1)/HA2

% no tempo foi utilizado o metodo de Crank-Nicolson
% t pertencente a J = (t0, T)

%ZEntrada de dados
t0 = 0.0;
T =0.5;

nt= 50; %subdivisdes do intervalo J

% Numero de subintervalos de I = [x0, xf]; xf-x0 =L

x0=0;
xf=1;
ns = 10;

% Termo de fonte de calor
%chamar a funcao f_fon(x,t);

%Condiccao de fronteira no extremo inferior da barra
% usar a funcao ge(x0,t) = ge_fr(t);

%Condiccao de fronteira no extremo superior da barra
% usar a funcao gd(xf, t) = gd_fr(t);

%condicao inicial: u(x, t0) = q(x)
% deve ser chamada a funcao g_inic(x);

% Difusibilidade térmica
KK = 1.00;

%Comprimento da barra
L =1.0;

%Numero de incognitas
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N =ns-1;

%Comprimento dos subintervalos
H = L/ns;

Ht = (T - tO)/nt;

%pontos da malha - eixo x
fori=1:ms+1

xx(i) = x0 + (i-1)*H;

end

% pontos da malha - eixo t

forj= 1:mnt+1
tt(j) = t0 + (j-1)*Ht;
end

%parametros do metodo de C-N

ro = (KK*Ht)/(H*H);
ro_pl =ro + 1.0;
one_ro = 1.0 - ro;

%Construccao dos elementos da diagonal principal e diagonais superior e inferior;
%construccao do vetor termo independente.

fori=1:N
diag(i) = 2.0*ro_p1;
ds(i) = -ro;
di(i) = -ro;

end

%Decomposicao LU

fori=1:N-1
mult = di(i)/diag(i);
di(i) = mult;

diag(i+1) = diag(i+1) - mult*ds(i);
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end

%calculo do vetor inicial uj0 = u(x,t0)
fori=1:N

uj0(i) = q_inic(xx(i+1));

uj(i) = 0;
end

%calculo do vetor da fronteira esquerda u_fe = ge_fr(t)
%calculo do vetor da fronteira direita u_fd = gd_fr(t)

forj = 1:nt+1
u_fe(j) = ge_fr(tt(j));

u_fd(j) = gd_fr(tt(j));
end

%resolucao dos sistemas lineares para cada tempo tj

forj = 1:nt
%calculo do termo independente

fori=2:N-1
B(i) = ro*uyj0(i-1) + 2*one_ro*uj0(i) + ro*uj0(i+1) +
Ht*(f_fon(xx(i+1),tt(j)) + f_fon(xx(i+1),tt(j+1)));

end

B(1) = ro*(u_fe(j+1) + u_fe(j)) + 2*one_ro*uj0(1) + ro*uj0(2) +
Ht*(f_fon(xx(2),tt(j)) + f_fon(xx(2),tt(j+1)));

B(N) = ro*(u_fd(j+1) + u_fd(j)) + ro*ujO(N-1) + 2*one_ro*ujO(N) +
Ht*(f_fon(xx(N+1),tt(j)) + f_fon(xx(N+1),tt(j+1)));

%Retro-soluccao - Sistema Triangular Inferior

y(1) = B(1);
fori=2:N

y() = B(@) - dii-1)*y(i-1);
end
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%FIM
%Retro-soluccao - Sistema Triangular Superior

uj(N) = y(N)/diag(N);

for k = 1:N-1
uj(N-K) = (y(N-k) - (ds(N-k)*uj(N-k+1)))/diag(N-k);
end

%atualizacao do vetor uj0

fori=1:N
ujo(i) = uj();
end
end

%calculo de uma solucao exata

fori=1:N
u_exata(i) = exp(-pi*pi*T)*sin(pi*xx(i+1));
end

u_exata %imprime na tela do computador o vetor u_exata
Uj %imprime na tela do computador a solucdo do sitema: vetor uj

% FIM do cédigo
Observacdes: As funcgdes utilizadas na rotina anterior foram definidas em quatro
arquivos com os contelidos descritos a seguir.
(1) arquivo g_inic.m (condigao inicial):

function g = gq_inic(x)

g = sin(pi*x);

end

(2) arquivo ge_fr.m (condicdo de fronteira esquerda):
function g = ge_fr(t)

g=0;
end
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(3) arquivo gd_fr.m (condicdo de fronteira direita):
function g = gd_fr(t)
g=0;
end
(4) arquivo f_fon.m (funcdo relacionada ao termo de fonte):
function g = f_fon(x,t)
g =0;
end

Atividade 2

Modifique o algoritmo anterior (Atividade 1) de modo a resolver o mesmo problema
proposto no Exemplo 13 utilizando o Método de Gauss — Seidel.

Atividade 3

Modifique o algoritmo da Atividade 1 anterior de modo a resolver o seguinte problema:
udx, t) = Kuu(x, t) + f(x,0),

xel=0X,x)=(0,1); xs—xo=L=1;, teJ=(0,T)=(0,1); K=1 e fixt)=2,

com condi¢des de fronteira: u(xo, t) = gi1(t) = 0; u(x, t)=g2t) =0, V¢t € J; e com

condicdo inicial dada por u(x, t)) = q(x) = sen(nx) + x(1 —x), x € [x,, X

Observacao: A solucdo analitica deste problema de valor de contorno é dada por
u(x,t) = exp(—n’t) sen(m x) + x(1 — x).
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Mddulo 3

Ajuste de curvas;

Interpolacao Polinomial e
Integracao Numeérica

1. Introducao

Prezado estudante, seja bem vindo.

Neste médulo vocé ird estudar o Método dos Quadrados Minimos, que é muito utilizado
para aproximar uma funcéo f{(x), x € I = [a, b], ou para aproximar (ou ajustar) os dados
de uma tabela com m pontos (xk, yx), 1 < k < m, por meio de uma funcdo pré-
estabelecida ®(x). No caso discreto (pontos dados por meio de uma tabela), se a funcdo
de ajuste for do tipo ®(x) = vigi(x) + vaga(x) + ... + vagn(x), onde v = (v1, v2, ..., vp) €
um vetor de pardmetros, entdo o Método dos Quadrados Minimos consiste em resolver
um sistema linear Ao = b, cuja solugdo é o vetor de parametros o = (01, 0L2, ... , Oln) que

m

minimiza a funcdo E = E(v) = z (®(x,) — y,)* . Os elementos da matriz A sdo
k=1

dados por a; = a; = z gl.(xk)gj(xk) e as coordenados do vetor b sdao dadas por b; =
k=1

m
z ¥ g:(x,). Desta forma, os métodos desenvolvidos para resolver sistemas lineares
k=1

serdo bastante tteis neste tépico.

Também, neste moédulo, vocé utilizard& um polinémio, denominado polinémio
interpolador, para aproximar uma funcao e, na sequéncia, vocé aprendera a aproximar a
integral de uma funcdo a partir da integral de seu polinémio interpolador.

Dada uma funcdo real f: I = [a, b] c R — R e dados n + 1 pontos, Xo, X1, ..., Xn, NO
intervalo fechado I, dizemos que o polindmio de grau igual a n ou de grau menor do que
n, pa(x) = ao + a1x + ... + an X, é o polinémio interpolador associado a funcao f se pn(x:)
= f(xi), para todo i, 0 < i < n. Observe que as n + 1 equag¢des anteriores ddo origem a um
sistema linear de ordem n + 1. A matriz deste sistema linear é conhecida como matriz de
Vandermonde e possui determinante dado por det(V) =
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n—1 n

H H (xl.—xj)z H (xi.—xj) . Por exemplo, se n = 3 entdo det(V) = (x1 — xo).
j=0i=j+1 0<j<i<n

(x2 — x0).(x3 — x0). (x2 — x1).(x3 — x1).(x3 — Xx2). Desta forma, se os pontos forem distintos

dois a dois, isto é, x; # x; para [ # j, entdo det(V) # 0 e, portanto, existird um tnico

polindmio interpolador (pois o sistema linear possuird uma tnica solucdo, que

corresponde aos coeficientes do polinémio interpolador).

A resolucdo do sistema linear mencionado anteriormente ndo é a maneira mais
adequada para se obter o polinémio interpolador porque a matriz de Vandermonde é
mal-condicionada. Isto significa que pequenas perturba¢des (imprecisdes causadas por
erros de arredondamento) nos elementos da matriz podem gerar grandes perturba¢des na
solucdo do sistema linear. Por esta razdo, vocé aprenderd duas técnicas diferentes para
se obter o polinémio interpolador, quando os pontos de interpolacdo forem distintos
dois a dois. Uma das técnicas é devida a Lagrange (polindmio de Lagrange) e a outra é
devida a Newton (polinémio de Newton com diferencas divididas).

No caso de trés pontos distintos de interpolacao, xo, x1 e x2, a funcdo f, com valores f(xo),
f(x1) e f(x2), terd o seguinte polindmio interpolador de Lagrange:

p2(x) = f(xo0)Lo(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2 (x),
onde
T (X_Xl)(x_x2) . T (X_Xo)(X_X2)

il Yo =— N—
ek (Xo_xl)(xo_x2) ’ i

(X_XO)(X_Xl)
XZ_XO)(XZ_Xl)

Lo(x)= (

O polinémio de Newton sera dado por: p2(x) = do + di(x - x0) + d2(x — X0)(x — x1), onde

f(xl)_f(xo)

X=Xy

f[xl,XQ]_f[Xo,Xl]

X=X

do = f(x0); d1 = flxo, x1] =

d2 = flxo, x1, x2] =

A integral do polindmio interpolador dard origem a uma regra de integracdo. Neste
curso, estudaremos apenas duas regras de integracdo: a Regra do Trapézio,
correspondente a integral de um polinémio interpolador de grau 1, e a Regra de
Simpson (1/3 de Simpson), correspondente a integral de um polinémio interpolador de
grau 2.

Ao aproximar uma fun¢do por um polinémio serd cometido um erro (E), chamado de
erro de interpolagdo. Digamos que f{x) = pn(x) + E®(x). Entdo a integral de f pode ser

97

Calculo Numérico



b b b
escrita como: ff(x) dx = fpn(x) dx + f E(“)(x) dx . Neste caso dizemos que

a a
b

E(x) é o erro de interpolagdo e f E(”)(x) dx é o erro de integracdo.

Observacao. Nao deixe de rever os tdpicos relacionados a polinémios (Leia, por
exemplo, o material visto na disciplina Fundamentos da Matematica elementar I).

Considerando-se uma particdo de pontos igualmente espacados do intervalo [a, b], xo,
X1, +.., Xm, onde x; = xo + ih, h = (b — a)/m, as duas regras de integracdo, com os
respectivos erros de integracdo, sdo dadas por

Regra Repetida do Trapézio:
m—1
e = (W2) {fixo) +2 D f(x) +fixa)};
i=1

3 rr
Err = —%Z(C) ,ce [a, b];

m pode ser qualquer ntiimero inteiro positivo.

Regra Repetida de Simpson:

m m_

Isw = (h3) {fix) +4 2 fxy ) +2 2 flx) +flxa)h,
Esg = —%:;(C) ,Ce [a, b],

m deve ser um numero par.

2. Objetivos e contetido do Médulo 3

Sdo dois os objetivos deste médulo: (i) aproximar uma fungao real utilizando ajuste de
curvas ou interpolacdo polinomial. Em ajuste de curvas, estudaremos o Método dos
Quadrados Minimos, que é utilizado para aproximar fun¢des ou para ajustar os pontos
de uma tabela através de uma funcdo pré-estabelecida. Em interpolacdo polinomial,
estudaremos os polindmios de Lagrange e de Newton. (ii) aproximar a integral de uma
funcdo real pela integral do polinémio interpolador desta funcdo. Para vocé ficar
familiarizado com os métodos numéricos apresentados neste médulo, ndo deixe de
resolver os exercicios propostos e ndo deixe de ler as referéncias bibliogréficas
indicadas neste texto e outras que vocé achar conveniente.

Contetudos basicos do Méddulo 3

e Método dos Quadrados Minimos: Caso Discreto do Modelo Linear; Reducdo do
Modelo Néo-Linear ao Modelo Linear; Caso Continuo do Modelo Linear.
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o Existéncia e unicidade do polinémio interpolador.
e Polindmio de Lagrange.

e Polindmio de Newton com diferencas divididas.

e Regra dos Trapézios.

e Regra de Simpson.

3. Ajuste de Curvas e 0 Método dos Quadrados Minimos

3.1 Caso Discreto — Modelo Linear

O caso discreto do Modelo Linear de Ajuste de Curvas consiste em ajustar os pontos de
uma tabela com m pontos (xx, yk), 1 < k < m, utilizando uma fungdo ®(x; vi, vo, ..., va) =
vigi(x) + vaoga(x) + ... + vngn(x). Note que a funcdo @ é uma transformagao linear com
respeito ao vetor de pardmetros v = (vi, vz, ..., V), isto é, dado um outro vetor qualquer
de parametros, w = (w1, wy, ..., wp), e qualquer escalar real |, tem-se que ®(v + L w) =
O(v) + U D(w).

As fungdes gy, ..., gn que aparecem na fungdo @ sdo obtidas a partir da andlise do
diagrama de dispersdo da tabela dada. Isto é, os pontos (xk, ykx) sdo colocados sobre o
plano cartesiano, o que dara origem a uma curva (ou uma reta). E a partir da analise do
tipo de curva proveniente do diagrama de dispersdo que as fun¢Ges anteriores sdo
definidas. Veja o préximo exemplo.

Exemplo 1. (Diagrama de Dispersao) Considere a tabela:

Xk X1= 26 | x2= 266 | x3= 271 | x4= 276 | x5= 28.1 | x¢6= 285
Yk yi= 266 | y2 271 y3 276 |ya= 281 |ys= 285 | ys= 28.9
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Existe, claramente, um comportamento linear dos pontos exibidos no diagrama de
dispersdo desta tabela. Esta anélise nos leva a acreditar que a fungdo de ajuste seja uma

reta, ou seja, ®(x) = vz + vox. Portanto, gi(x) = 1 e g2(x) = x. m

Diagrama de Dispersao
29

28.5 |

28 |

275

27

26.5
26 26.5 27 27.5 28 28.5

X

Figura 1 — Médulo 3. Diagrama de Dispersao —
Tabela do Exemplo 1

O Método dos Quadrados Minimos

O Método dos Quadrados Minimos para o caso discreto do Modelo Linear de Ajuste de

Curvas consiste em determinar o vetor 6timo de pardmetros o0 = (0tz, 02, ... , Oln) que ird
m

minimizar a funcao erro: E(v) = Z (®(x,)— y,)° , onde ®(x; v, V2, ..., vn) = vigi(x)

+ vogaXx) *+ ... + vagn(x). Note lglie E é uma funcdo de n varidveis reais, ou seja,

E:R" - R.

Mostraremos que o vetor étimo de parametros, o = (01, 02, ... , On), € aquele que anula

o gradiente da funcdo E: VE(o) = (6E CE CE )=(0,0,..,0) . Observe

oa,’ da, oo,

que _ag\ElV) — krgl a([q)();k\), Yk]-)

1

, para cada i variando de 1 até n.
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Observacao: Lembre-se de que ao fazer a derivada parcial em relacdo a varidvel v;
todas as outras coordenadas do vetor v = (vi, V2, ..., vn) permanecem constantes.

Utilizando a definicdo da funcdo @ e a Regra da Cadeia para efetuar a derivacdo
anterior, obtemos que
ﬁE(V) . Zm: a([v1g1(xk) oot Vigi(xk) .ot vngn(xk)_ Yk]Z)
8\/1- k=1 ov

L 2B S (3 v 00 ) - el

Portanto,

T =0 o z (ngj(xk)gi(xk):;Ykgi(xk)'

A igualdade anterior pode ser reescrita como segue:

Z Z_: Xk Xk ZYkg Xk , 1< i<n.

Se vocé ainda ndo percebeu que isto é um sistema linear nas incénitas o, 02, ..., On,
entdo considere o caso particular n = 2 e note que as equacdes anteriores sdo dadas por:

0‘12 91 Xy gl(Xk + 0‘22 92 Xk 91 Xk ZYkgl Xk ;

0‘12 91(Xk)gz(xk) + 0‘22 g, Xk 92 Xk ZYka Xk
k=1 k=1

all alZ

Neste caso, o sistema dois por dois possui matriz de coeficientes A = (

dp = 291(xk)g1(xk); apx = dz = ZQQ(Xk)gl(Xk); dx = 292(Xk)g2(xk) e
k=1 k=1

vetor de termos independentes b =

Z v, 9.(x,). No caso geral, o sistema n x n possui matriz A de ordem n,

m

simétrica, tal que a;y = a; = Z gi(xk)gf(xk); e vetor de termos independentes b,
k=1

com coordenadas b; = Zykgl.(xk) , 1<i<n.
=
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Exercicio 1. (Matriz Hessiana da funcdo E(v)) Sabendo que

8\/ “22 [v,g,(x,)+ '+ngj(xk)+"'+vngn(xk)_ vilgi(x,) obtenha a
k=

matriz He551ana da funcdo E(v), a qual é composta pelas derivadas de ordem 2

O°E(v)

2
0°v.v,

, 1<i<n, 1<j<n.

Solucao do Exercicio 1:

Note que
OQE(V) _ 2%* a{[vlgl(xk) toot ngj(xk) toot Vngn(xk) - Yk]gi(xk)}-
o*v,v, =1 v,
O°E(v c O°E(v
Assim, 2—() = 22 gj(Xk)gi(Xk) =2a; = # Portanto, a Matriz Hessiana
0", v, k=1 o, vV,
da funcdo E(v) é H(E(v) = 2A, onde A é a matriz do 51stema linear (apresentado antes do
Exercicio 1) oriundo do Método dos Quadrados Minimos. ]

Exercicio 2. (A é uma matriz simétrica e definida positiva) Sejam gi(x), g2(x), ...,
gn(x) funcdes linearmente independentes, ou seja, vigi(x) + v2ga(x) + ... + vngn(x) = 0
para todo x real, se, e somente se, vi =v2 =... = v, = 0. Entdo a matriz A (e, portanto, a
matriz H(E(v)) ) é definida positiva, isto é, w.A.w > 0 para todo w, vetor coluna nado
nulo com n coordenadas reais.

Soluc¢ao do Exercicio 2:

Seja w um vetor coluna ndo nulo com n coordenadas reais. Entdo, de acordo com a
hipétese do exercicio, Sk = ngl(Xk) + wag2(x) + ... + wngn(x) # 0. Portanto, (Sx)? > 0.
zwigi Xk (ZW g; Xk YY (Xk)wjgj(xk) (na
\i=1

hj—-

Assim, 0 < (§)? =

ultima igualdade, basta usar inducdo finita). Note que Z (S k) >0, logo
0< Zzzwigi(xk)wjgj(xk) Wiz, Z 1( ) (Xk) w,
k=1i=1 j=1 =1 j:l k=1 /
z z ) = wAw .

!

Portanto, a matriz A é definida positiva.

102

Calculo Numérico



Observacao: O desenvolvimento de Taylor da funcao E: R" — R em torno do ponto o
= (0, 0, ..., On) é dado por

E(w) = E(o + (w — o)) = E(0 + v) = E(0) + VE(er).v + (1/21)V . H(E(cL + v)).v,

onde 6 é um numero real pertencente ao intervalo aberto (0, 1).
Este resultado pode ser encontrado em livros de Anélise no R", por exemplo:

m3 [1] LIMA, Elon Lages, Curso de Anélise Volume 2 (Projeto Euclides).
Rio de Janeiro, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, CNPq, 2000.
Referéncias

Observacao: Como a matriz Hessiana da funcdo E é definida positiva, ou seja,
V.H(E(a + Bv)).v > 0, e VE(o) = 0 entao E(w) > E(o.), qualquer que seja w € R". Desta
forma, E(o) é o valor minimo global da fungdo E.

Sintese

O Método dos Quadrados Minimos para o caso discreto do Modelo Linear de Ajuste de
Curvas consiste em determinar o vetor 6timo de pardmetros o = (0, 0L, ... , Op) que ird

m

minimizar a funcao erro: E(v) = z (®(x,)— y,)° ,onde ®(x; vi, V2, ..., Vi) = vigi(x)
k=1

+ voga(x) + ... + vngn(x). Para isto, basta resolver os sistema linear Aot = b, onde os

m
elementos da matriz A sdo dados por a; = a; = z gl.(xk)gj(xk) e as coordenados do
k=1

vetor b sdo dadas por b; = z Ve 9:(x, ).
k=1

Exemplo 2. (Ajuste linear) Considere a tabela dada no Exemplo 1:

Xk X1=26 | x2= 266 | x3= 271 | x4= 276 | x5= 28.1 | x6= 285

Yk yi= 266 | y» 271 y3 276 |ys= 281 |ys= 285 | ys= 28.9

Vamos obter os parametros otimos da seguinte fungdo de ajuste: ®(x) = oz + o x.
Neste caso, gi(x) = 1 e g2(x) = x. Os elementos da matriz e os termos independentes do
sistema linear proveniente do Método dos Quadrados Minimos sdo dados por:
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6

6 6
a;r = zgi(xk)221:6 ; dpp = dz = 292(Xk)91(xk):zxk:163'9 ;
- k=1

k=1

6

6 ) 6
an= D gy(x)=2 % =448159 ; b= Y y g(x)=D y,=1668 e

1 k=1 k=1

Resolvendo o sistema linear Aot = b obtemos: o = 2.527155336 e o2 = 0.925180407.
Portanto, funcdo de ajuste é dada por ®(x) = 2.527155336 + 0.925180407 x. O

3.2 Caso Discreto — Modelo Nao Linear

O Modelo de Ajuste de Curvas é dito ndo linear sempre que a fungdo de ajuste ndo
estiver no formato ®(x; vi, vz, ..., vn) = vigi(x) + v2g2x) + ... + vagn(x).

Exemplo 3. (Crescimento populacional de Uberlandia) Considere os dados da Tabela
abaixo que apresenta o crescimento populacional de Uberlandia no periodo de 1950 a
2010, de acordo com o censo demogréafico realizado pelo IBGE.

t (anos) 1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010

y 54.984 88.282 126.112 | 240.961 367.062 | 501.214 604.013
(Habitantes

x 103)

Fonte: IBGE — Censos Demogréficos 1950, 1960, 1970, 1980, 1991, 2000 e 2010

Modelos de crescimento populacional sugerem que o ajuste de curva seja do tipo
exponencial. No diagrama de dispersao exibido a seguir (Fig. 2), ao invés de utilizarmos
os pontos (t, y), consideramos os pontos (x, y), onde x = (¢t — 1950)/10. Este diagrama
sugere um comportamento de crescimento exponencial com ®(x; vi, v2) = v exp(v2x).
]

m
~ . e e s ~ ~ _ 2
No modelo ndo linear, a minimizacdo da funcdo erro E(v) = Z((I)(xk)— V)
k=1
conduziria a resolucdo de um sistema ndo linear. Para contornar esta dificuldade,
apresentaremos uma estratégia de linearizacdo. A solucdo do modelo linearizado ird
aproximar a solucdo do modelo ndo linear.

A linearizacdo do modelo é a seguinte: dada uma tabela de pontos (xx, yx), 1 < k < m,
onde yx é aproximado por uma funcdo ®(xx; vi, v, ..., va), a qual ndo é linear nos
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pardmetros vi, vz, ..., v, procuramos uma func¢do L tal que L(D(xk)) = wigi(x) + waga(x)
+ ... + wpgn(x). Assim, L(®) é linear nos novos pardmetros wi, wa, ..., ws. Obtida a
linearizacdo L, a préxima etapa consiste em considerar uma nova tabela com pontos
(xk, zk), onde zx = L(yx), 1 £ k £ m. O Método dos Quadrados Minimos aplicado ao
problema linearizado produzird um sistema linear: Aw = B, onde os elemento de A sdo

dados por a; = a; = z gl.(xk)g].(xk) e as coordenados do vetor B sdo dadas por b; =
k=1

zzkgi(xk)'
k=1

Observacado: Nao existe uma receita para a obtencdo da funcdo de linearizacdo L. A
escolha de L dependera do formato da funcao &.

700

600 r P

500 §

400 + 1

y: populacao

300

200

100 |

0 1 2 3 4 5 6
x = (t-1950) / 10: anos

Figura 2 — Moédulo 3. Diagrama de Dispersao do Exemplo 2 —
Crescimento Exponencial

Exemplo 4. (Algumas func¢des de linearizacdo) Considere as seguintes funcdes de
ajuste e suas respectivas linearizacdes:

(1) ©(x)= 1/(a + cx); L(D(x)) = 1/(DP(x)) =a + cx; gi1(x) = 1 e go(x) = x. Neste caso,
os parametros de @ e L(d(x)) sdo os mesmos: vi =ae vz = c.
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(2) ©(x) = x/(a + cx); L(D(x)) = 1/(DP(x)) = a(1/x) + ¢; gi(x) = 1/x e g2(x) = 1. Neste
caso, os parametros de @ e L(®D(x)) sdo os mesmos: vi = a e vz = c.

(3) D(x) = 20 + [1/a + cx)); L(D(x)) = 1/(D(x) — 20) = a + cx; gi(x) = 1 e ga(x) = x.
Neste caso, os parametros de @ e L(®(x)) sdo os mesmos: vi = a e v2 = c.

(4) ®(x) = y'/(c.e™ + 1), onde y* é uma constante dada; a e ¢ sdo parimetros a serem
determinados; vi = ¢ e v2 = a; L(®(x)) = In([y"- ®(x)VD(x)) = In(c) — ax. Assim, os
novos parametros sdao wi = In(vi) e w2 = — vz; gi(x) = 1 e ga2(x) = x. Note que: v; =
exp(wi) e va=— wa.

1
—7——; vi =aevy = ¢; L(®(x)) = 1/ D(x) - 20)* = a1 + cx?) =
avl+ex’

a? + a’cx Assim, os novos parametros sdo wi = (vi)? e w2z = (vi)2; gi(x) =1 e
g2(x) = x2 Note que: v; = +w, e v2=walwi.

(5) d(x) = 20 +

(6) D(x) = ac* = a.exp(x.In(c)); vi = a e vz = ¢; L(D(x)) = [n(D(x)) = In(a) + x.In(c).
Assim, os novos pardmetros sdo wi = In(vi) e wo = In(v2); gi(x) = 1 e go(x) = x. Note
que: vi = exp(wi1) e v2 = exp(w2).

(7) ©(x) = ax” =a exp(c.In(x)); vi = a e v2 = ¢; L(D(x)) = In(D(x)) = In(a) + c.In(x).
Assim, os novos parametros sdo w1 = In(vi) e w2 = vz gi1(x) = 1 e ga(x) = In(x). Note
que: vi = exp(wi) e v2 = wa. O

Problema 1. (Ajuste nao linear — crescimento populacional de Uberlandia)
Considere o crescimento populacional de Uberlandia no periodo de 1950 a 2000, de
acordo com a Tabela do Exemplo 3.

t (anos) 1950 1960 1970 1980 1991 2000

y 54.984 | 88.282 | 126.112 | 240.96 | 367.062 | 501.214
(Habitante 1

s

x 103)

Fonte: IBGE — Censos Demogréficos 1950, 1960, 1970, 1980, 1991
e 2000.

(i) Ao invés dos pontos (¢, y), considere os pontos (x, y), onde x = (¢t — 1950)/10. Faca

um ajuste dos pontos desta nova tabela utilizando uma familia de curvas exponenciais
do tipo ®(x; vi, v2) = vi.exp(v2.x). Estime a populagdo de Uberlandia em ¢t = 2010.
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(ii) Seja y* = 838.916 (estimativa obtida no item (i) anterior). Considere uma familia de
curvas do tipo logistica ®(x) = y"/(c.e"™ + 1) para ajustar os pontos da tabela, conforme
oitem (i) anterior. Obtenha uma estimativa da populacdo de Uberlandia em t = 2010.

(iii) Levando-se em conta os itens anteriores, compare os valores minimos da funcdo

m

erro E = z (Cl)(xk) — yk)2

k=1

Soluc¢ao do Problema 1:

(i) Vamos utilizar a tabela com pontos x e y:

x= 0 1 2 3 4.1 5
(t—1950)/10

y 54,984 | 88.282 | 126.112 | 240.96 | 367.062 | 501.214
(Habitante 1

s

x 103)

Como D(x; vi, v2) = vi.exp(va.x) entdo a linearizacdo é dada por L(®P(x)) = In(P(x)) =
In(v1) + x.v2. Assim, os novos pardmetros sdo wy = In(vi) e w2 = v2; gi(x) = 1 e ga(x) =
x. Note que: vi = exp(w1) e v2 = wo.

A tabela que sera utilizada no modelo linearizado tem pontos (xx, zx), onde zx = In(yx),
1 <k £6. Considerando-se 4 casas decimais, obtemos os seguintes valores: z; = 4.0070 ;
z2= 4.4805; z3 = 4.8372; z4 = 5.4846; z5 = 5.9055 e z6 = 6.2170.

O sistema linear oriundo da aplicacdo do Método dos Quadrados Minimos no problema
linearizado é dado por:

6.00 15.10

1510 55.81) °ndean = ;gl(xk)gl(xk); 5= ay = k;gz(xk)gl(xk);

|

a2 = Zm:gz(xk)%(xk) eb =

185.9063 |

onde b; = Z:zkg1 (x,) ebs= 22k92 (x,)

A solucdo do sistema linear considerando 9 casas decimas é dada por w; =
4.016115915 e w2 = 0.452665722. Portanto, vi = exp (wi) = 55.48517762 e v2 = wo.
Logo, se t = 2010 entdo x = (2010 — 1950)/10 = 6. Desta forma, a populacdo de
Uberlandia estimada para 2010 é dada por ®(6) =vi.exp(v2.6) = 838.916, ou seja, a
populagdo estimada é de aproximadamente oitocentos e trinta e oito mil novecentos e
dezesseis habitantes.
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(i) Seja y* = 838.916. Como ®(x) = y'/Ac.e™ + 1) entdo vi = ¢ e v2 = a; L(D(x))
In([y’- ®(x)l/D(x)) = In(c) — ax. Assim, os novos parametros sdo wi = In(vi) e wy =
— v2; gi(x) =1 e ga(x) = x. Note que: vi =exp(wi) e v2=—wa.

A tabela que serd utilizada no modelo linearizado tem pontos (xk, zk), onde zk
In(ly’- yil/yx), 1 < k £ 6. Considerando-se 5 casas decimais, obtemos os seguintes
valores: z; = 2.65728 ; z> = 2.14038; zs = 1.73204; z4 = 0.90888; z5 = 0.25114 e
z6=—0.39487.

A matriz do sistema linear oriundo da aplicagdo do Método dos Quadrados Minimos no
problema linearizado é exatamente a mesma do item anterior e o vetor de termos
independentes é dado por:

- (7.29485
= 17.38642,

b, = 2 Zkg2(xk)

k=1

) (considerando apenas 5 casas decimais), onde b; = z z,9,(x,) e
I k=1

A solucdo do sistema linear considerando 10 casas decimas é dada por wi =
2.7664066958 e w2 = — 0.6161319304. Portanto, ¢ = vi = exp (w1) = 15.90139269 e
a=v2=—w2=0.6161319304. Logo, se t = 2010 entdo x = (2010 — 1950)/10 = 6. Desta
forma, a populagdo de Uberlandia estimada para 2010 é dada por d(6) =
838.916/(c.ef™ + 1) = 601.631 mil habitantes, ou seja, a populacio estimada é de
aproximadamente seiscentos e um mil seiscentos e trinta e um habitantes.

(iii) No primeiro caso, o valor minimo da funcdo erro, E, é aproximadamente
1947.9533. No segundo caso, o valor minimo da fungdo erro é aproximadamente
820.5534. Isto ajuda a justificar porque a segunda estimativa foi melhor do que a
primeira. Lembre-se que o valor correto (de acordo com o censo realizado pelo IBGE)
para a populacdo de Uberlandia, em 2010, é dado por 604.013 mil habitantes. =

Teste de alinhamento

Na dudvida entre duas ou mais func¢des de linearizacdo do modelo relacionado ao caso
ndo linear do Método dos Quadrados Minimos, sempre que possivel, é aconselhavel
utilizar a técnica conhecida como teste de alinhamento.

Dadas uma tabela de pontos (xk, yx), 1 < k < m, yk sendo aproximado por uma funcdo
®O(xx; vi, v2), que ndo é linear em seus pardmetros, e uma linearizacdo L, tal que
L(®(xk)) = w1 + waga(x), o teste de alinhamento consiste em verificar se o diagrama de
dispersdo dos pontos (g2(xk), L(yk), 1 < k < m, assemelha-se a uma reta. Quanto mais
alinhados estiverem os pontos do diagrama, mais adequada ser4 a linearizacao.
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Observacao: Todas as funcdes de linearizacdo exibidas no Exemplo 4 podem ser
avaliadas de acordo com o teste de alinhamento.

Observacao: O préximo exemplo foi retirado da lista de exercicios da seguinte
referéncia:

Ej [2] RUGGIERO, M.A.G., LOPES, V.L.R., Célculo Numérico: Aspectos

Tedricos e Computacionais, 2* Edicdo, Sdo Paulo, Pearson Education do
Referéncias Brasil, 1996.

Exemplo 5. (Teste de alinhamento) Vamos aplicar o teste de alinhamento no seguinte
problema que foi proposto na lista de exercicios da referéncia [2] acima: “ Dada a tabela

Xk 2 5 8 10 14 17 27 31 35 44

Vi 948 | 98.7 | 81.3 | 749 | 68.7 | 64 49.3 44 39.1 | 316

e as fungdes: ®(x) = 1/(a + cx); Da(x) = x/(a + cx); Ds(x) = a.exp(x.c); qual é a melhor
familia de curvas para ajustar estes pontos?”

As linearizagdes utilizadas sdo aquelas exibidas no Exemplo 4, itens 1, 2 e 6
respectivamente. Desta forma, temos que fazer os seguintes diagramas de dispersao:

D) (xx Lye); () (Uxk, vk, (3) (x, In(yw));  1<k<10.

A Figura 3 exibe o teste de alinhamento para as trés situacdes anteriores e, também, o
diagrama de dispersdo dos pontos da tabela original.
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Figura 3 — Modulo 3. Teste de alinhamento — Exemplo 5

Para ficar mais evidente o alinhamento, o segundo ponto da tabela, (5, 98.8), foi
retirado. Analisando-se os diagramas produzidos pelo teste de alinhamento, fica claro
que o ajuste exponencial ird produzir o melhor ajuste dos pontos. Se a diivida persistir, o
ideal é aplicar o Método dos Quadrados Minimos no problema linearizado e comparar o

valor minimo de cada uma das funcdes erro E = z (d(x,)— yk)2
k=1

3.3 Caso Continuo — Modelo Linear
No caso continuo do Método dos Quadrados Minimos, Modelo Linear, o objetivo é o de
encontrar a melhor aproximacdo para uma funcdo continua f: [a, b] = R dentre uma

familia de curvas do tipo ®(x; vi, vz, ..., Vo) = vigi(x) + vaga(x) + ... + vagn(x). A
melhor aproximacao é no sentido de minimizar a seguinte funcdo de n variaveis reais:

E(vi, V2, ..., Vn) = _I D (x)— f(x)] dx

Analogamente ao Caso Discreto do Modelo Linear, visto na Secdo 3.1, se as fun¢des

gi(x), ga2(x), ... , gn(x) forem linearmente independentes entdo o vetor étimo de
parametros, o = (0lz, 02, ..., On), que minimiza a funcdo E é a solucdo do sistema linear
110

Calculo Numérico



b
Aol = b onde os elementos da matriz A sdo dados por a; = a; = f g.(x)g,(x) dx eas

a

coordenados do vetor b sdo dadas por b; = f f(x)g(x)dx; 1<i<ne 1<j<n

a

Exercicio 3. (Caso Continuo — Modelo Linear) Seja f: [0, 2n] — R uma fungdo
continua. Obtenha os parametros 6timos da familia ®(x) = vo + v1 cos(x) + v2 cos(2x)
+ ... + vpcos(nx) + wy sen(x) + wasen(2x) + ... + wypsen(nx), x € [0, 2x], que melhor
aproxime a funcao f no sentido do Método dos Quadrados Minimos.

Solucao do Fxercicio 3:

Primeiramente faremos um caso particular considerando-se n = 2. Desta forma, a matriz
dos coeficientes do sistema linear oriundo do Método dos Quadrados Minimos possuird
ordem 5 (note que a quantidade de parametros é igual a 2n + 1):

(1,1) (1, cos(x)) (1, cos(2x)) (1, sen(x)) (1, sen(2x))
(cos(x), 1)  (cos(x), cos(x) (cos(x), cos(2x) (cos(x), sen(x (cos(x), sen(2x)
A= (cos(2x),1) (cos(2x), cos(x)) (cos(2x), cos(2x)) (cos(2x), sen(x)) (cos(2x), sen(2x
(sen(x),1) (sen(x), cos(x) (sen(x), cos(2x) (sen(x), sen(x (sen(x), sen(2x)
(sen(2x),1) (sen(2x), cos(x)) (sen(2x), cos(2x)) (sen(2x), sen(x)) (sen(2x), sen(2x

——

) |-
)

—— ~—
~— S
Lo X
~— L —

e

—

b

O vetor de termos independentes, neste caso, sera dado por:

Tanto os elementos da matriz A quanto os elementos do vetor b sdo produtos internos
entre fungdes definidas no intervalo [0, 2m], conforme a notacdo usual: (g(x), h(x)) =

f glx ) dx , quaisquer que sejam as fungdes g e h.

No caso geral, a matriz do sistema linear possuird ordem 2n + 1, que é exatamente a
quantidade de pardmetros, e o vetor de termos independentes terd esta mesma
quantidade de coordenadas. A matriz do sistema linear e o vetor de termos
independentes serdo anélogos aos exibidos no caso particular, no qual foi considerado
n=2.

A linha 1 (coluna 1) da matriz A e a coordenada 1 do vetor b estdo associadas a fungdo
go(x) = 1 e ao parametro vp; a linha i + 1 (coluna i + 1) da matriz A e a coordenada i +
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1 do vetor b estdo associadas a funcdo g; (x) = cos(ix) e ao parametro vi; 1 < i< n; a
linha j+n+ 1 (coluna j + n + 1) da matriz A e a coordenada j + n + 1 do vetor b estdo
associadas a fungdo gi(x) = sen(jx) e ao pardmetro wj; 1 <j < n.

A partir das identidades trigonométricas exibidas a seguir, mostraremos que a matriz A
serd diagonal com a;; =2n e ap=m,2<€<2n + 1.

Sabendo que
cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y);
cos(x —y) = cos(x)cos(y) + sen(x)sen(y);

sen(x + y) = sen(x)cos(y) + sen(y)cos(x);

sen(x —y) = sen(x)cos(y) — sen(y)cos(x);
obtemos que

cos(x)cos(y) = (1/2) [cos(x + y) + cos(x — y)I;

sen(x)sen(y) = (1/2) [cos(x — y) — cos(x + y)];

sen(x)cos(y) = (1/2) [sen(x + y) + sen(x — y)].

Além disto, cos(2x) = cos*(x) — sen’(x) = 2.cos*(x) — 1, pois sen?(x) + cos3(x) = 1.
Portanto,
cos?(x) =[1 + cos(2x)]/2 e sen?(x)=[1— cos(2x)]/2.

2

Desta forma, a;; = f 1°dx = 2m e os demais elementos da linha 1 sdo nulos porque
0

f cos(ix).1 dx = (1/i) [ sen(i.2m ) —sen(i.0)] =0 e

2x
[ sen(jx).1 dx =(-1/j)[cos(j.2m) - cos(j.0)] =0; 1<i<m1<j<n.
0

Nalinhai+ 1, 1<i<n, tem-se que o elemento da diagonal é dado por

2

2
fcosQ(ix) dx = f[0.5+0.5cos(2ix)] dx
0 0
= 0.552mn + (0.5/2i) [sen(2i.2w) — sen(2i.0)] = .

Os demais elementos desta linha sdo nulos porque

2fcos(ix)cos(lx) dx = %Tcos((i+l)x)+ cos((i—I)x)dx =0 (veja os

0

calculos efetuados apds a obtencdode a;;), 1 <i<n; 1 <1< n;i#I1 Além disto,
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2fcos(ix)sen(jx)dx = %jfsen((jﬂ')x)+sen((j—i)x) dx =0 (veja os

0 0

calculos efetuados apés a obtencdo de a;;), 1 <i<n; 1<j<n;i#j Também, tem-se
2w 2

que f cos(ix)sen(ix) dx = %f sen(2ix) dx = 0.
0

0

Na linha j + n + 1, 1 £j < n, de forma andloga a célculos j& efetuados anteriormente,
tem-se que o elemento da diagonal é dado por

2 2

f sen’(jx) dx =
0

a

[1—cos(2jx)]dx = m.

NI | =
© Sy

Os demais elementos desta linha sdo nulos porque ja foi mostrado que
2w

f cos(ix)sen( jx) dx =0, quaisquer que sejam i e j. Além disto,

0
2 2

fsen(jx)sen(lx) dx = %fcos((j—l)x)— cos((j+I)x)dx =0,

0 0

1<j<n;1<I<n;j#l.

Desta forma, é facil concluir que as coordenadas do vetor 6timo de parametros sdo
dadas por

2

Vo= ﬁ?f(x) dx ; vi = %f f(x)cos(ix) dx ; w;= %Tf(x)sen(jx) dx ;

0

1<i<n1<j<n. =

Os parametros 6timos sdo conhecidos como coeficientes de Fourier. Para saber mais
consulte a referéncia abaixo
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