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Resumo

Os modelos matematicos para fendmenos biologicos sao geralmente carregados de incertezas.
Um modo de determinar solugoes destes modelos mateméticos, incluindo estas incertezas, é pelo
principio de extensao de Zadeh que faz parte da teoria dos conjuntos fuzzy. Neste contexto,
o objetivo geral deste trabalho é apresentar aplicacoes do principio de extensao de Zadeh
unidimensional e bidimensional para dois modelos matematicos que simulam a dinamica do
HIV com retardo sob tratamento antirretroviral em individuos soropositivos. Estas aplicagoes
sao apresentadas através das solugoes fuzzy dos modelos propostos da dindmica do HIV, em
que o retardo e a taxa de mortalidade do virus sao considerados como nimeros fuzzy. No
primeiro modelo, considera-se o retardo e a taxa de mortalidade do virus como ntmeros fuzzy
correlacionados via uma funcao injetora e monétona, o que facilita a obtencao de uma solucao
fuzzy do modelo apresentado pois torna o principio da extensao de Zadeh bidimensional em
um tipo unidimensional. A funcao que correlaciona os parametros fuzzy é estimada de duas
formas: a primeira é obtida através do método de inferéncia de Mamdani e a segunda através
do método de inferéncia de Takagi-Sugeno, o que motivou um estudo comparativo das solugoes
em termos do erro absoluto. No outro modelo ¢ obtida, numericamente, uma solucao fuzzy
através de um algoritmo, desenvolvido neste trabalho, considerando no modelo o retardo e a
taxa de mortalidade do virus como ntmeros fuzzy triangulares nao fazendo uso de uma fungao
que os correlacione.

Palavras-chave: Dinamica do HIV. Retardo. Principio de Extensao de Zadeh Unidimensional.
Principio de Extensao de Zadeh Bidimensional. Nimero Fuzzy f-Correlacionados.
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INONAN, A. K. E. Zadeh’s Extension Applications in HIV Dynamics with Fuzzy Delay under
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Abstract

Mathematical models as applied to biological phenomena are usually involved with uncertain-
ties. One way of determining solutions of such mathematical models, including their uncertain-
ties, is by applying the Zadeh’s extension principle, which is part of the fuzzy set theory. In this
context, the general objective of this research is to present applications of the one-dimensional
and two-dimensional Zadeh’s extension principle on two mathematical models that simulate
the dynamics of HIV antiretroviral treatment, with delay, in seropositive individuals. These
applications are presented through fuzzy solutions of the proposed models of HIV dynamics,
in which the delay and death rate of the virus are considered as fuzzy numbers. In the first
model, the delay and the mortality rate of the virus are considered as fuzzy numbers correlated
through an injective and monotonous function which facilitates the attainment of a fuzzy solu-
tion of the presented model, since it turns the two-dimensional Zadeh’s extension principle into
an one-dimensional type. The function that correlates the fuzzy parameters is estimated by
two different methods, the first is Mamdani inference method and the second is Takagi-Sugeno
inference method, which motivated a comparative study of the solutions in terms of the abso-
lute error. In the other model, a numerical fuzzy solution is obtained through an algorithm
developed in this work, considering in the model as triangular fuzzy numbers, the delay and
the mortality rate of the virus that do not use a function that correlates them.

Keywords: HIV Dynamics. Delay. One-dimensional Zadeh’s Extension Principle. Two-
dimensional Zadeh’s Extension Principle. f-Correlated Fuzzy Numbers. .
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Introducao

A biomatematica é uma interface entre a biologia e a matemaética que aplica técnicas matema-
ticas ao estudo de processos biologicos. Fundamenta-se através de uma variedade de modelos
matematicos, alguns descritos por sistemas de equagoes diferenciais que contém parametros
incertos devido aos fenomenos biologicos estudados [23].

Uma metodologia que vem sendo utilizada para quantificar e caracterizar incertezas é ba-
seada na teoria de conjuntos fuzzy, ferramenta matematica que esta sendo aplicada em muitos
contextos. Esta teoria foi proposta por Zadeh em 1965 [43] com o objetivo de fornecer um
método de obtenc¢ao e manipulacao de informagoes imprecisas que sao tipicas do pensamento
e raciocinio humano. Nas tltimas décadas, a teoria de conjuntos fuzzy tem demonstrado ter
grande capacidade de propor solucoes de aplicagoes em problemas da biomatemética, em par-
ticular, tem contribuido com respostas consistentes e significativas na modelagem matematica
de fenoémenos incertos. No entanto, Adlassing [1], Sanchez [38] e Sanchez e Bartolin [39] foram
uns dos primeiros a estudar aplicagoes desta teoria em biomatematica, no diagnostico médico.

Em 1975, Zadeh apresentou uma conceito importante da teoria dos conjuntos fuzzy, a saber,
o principio de extensao (veja [44]-[46]), também chamada "principio de extensao de Zadeh", que
consiste em obter conjuntos fuzzy a partir de um conjunto fuzzy dado e uma func¢ao definida
entre seus universos. Em 1978, Zadeh introduziu em [47] o conceito de distribui¢ao de possibi-
lidade, em que conjuntos fuzzy podem ser descritos por um conjunto fuzzy multidimensional,
surgindo entao o conceito de nimeros fuzzy completamente correlacionados. Em 2004, Fullér
et al. [18] introduziram o conceito de nameros fuzzy completamente correlacionados através
de uma distribuig¢ao de possibilidade conjunta, conceito também estudado por outros autores,
por exemplo, Simoes [41] em 2017. Cabral et al. 9], em 2015, introduziram o novo conceito
de correlagao de ntimeros fuzzy através de uma func¢ao mondtona injetora que ainda faz uso de
uma distribuicao de possibilidade conjunta.

Em 1978, Nguyen [28] apresentou uma propriedade do principio de extensdo de Zadeh
bidimensional que facilita a aplicacao do principio de extensao de Zadeh de um par ordenado de
conjuntos fuzzy através de uma funcgao, explorando a continuidade dessa fungao e utilizando os
a-niveis do par ordenado. Neste trabalho, esta propriedade é aplicada com o objetivo de obter
resultados para parametros incertos interpretados como niimeros fuzzy nao necessariamente
correlacionados via uma fungao.

Alguns trabalhos relacionados com as técnicas utilizadas neste estudo, envolvendo as equa-
¢oes diferenciais com parametros fuzzy e que aplicam a extensao de Zadeh, sao: Oberguggen-
berger e Pittschmann [32], Jafelice R. S. M. [19], Vega C. N. [42], Bertone et al. [7], Almeida
et al. [3], Barros L. C. et al. [5] e outros.

Com respeito ao virus da imunodeficiéncia humana (HIV), motivacao da modelagens pro-
postos neste estudo, é um retrovirus, isto ¢, um virus contendo écido ribonucleico (RNA) que se
replica em uma célula hospedeira. No interior do HIV encontram-se, juntamente com o RNA,
trés proteinas importantes para o processo de replicacao: Transcriptase Reversa, Integrase e
Protease. Quando o virus atinge a corrente sanguinea, este ataca principalmente os linfécitos
T do tipo CD4+, que sao células que fazem parte do sistema imunolégico. Os medicamentos
desenvolvidos para interromper a ac¢ao do HIV sao conhecidos como antirretrovirais. O trata-



mento antirretroviral funciona através da inibicao das trés proteinas do HIV. Estes inibidores
impedem que as particulas de virus livres infectem os linfécitos CD4+ retardando a replicacao
viral e permitindo que o organismo reaja naturalmente. Na infeccao pelo HIV, o tratamento
antirretroviral resulta em um declinio do virus livre em varias fases distintas [25]. Inicialmente,
a carga viral plasmatica permanece em niveis de pré-tratamento aproximadamente quase esta-
cionarios na escala de tempo de semanas no estigio assintoméatico da infeccao. Essa fase, que
dura de 0 a 1 dia, é chamada de fase inicial quase estacionéria. Esta fase inicial é seguida por
uma fase de transicao de 1 ou 2 dias, que é explicada pela combinacao de efeitos do retardo
farmacologicos e intracelulares que causam a reducao das particulas de virus livre e o declinio
das células infectadas. Outra fase observada é o rapido declinio do virus, que dura de 2 a 7
dias. Finalmente, o declinio diminui e os niveis de virus podem até aumentar novamente [15].

Nas ultimas décadas, a teoria dos conjuntos fuzzy tem contribuido significativamente para a
modelagem matematica de fendmenos incertos, como no caso da infeccao pelo HIV. Os modelos
de dindmica do HIV descritos pelas equacoes diferenciais com retardo sao mais realisticos do
que aqueles sem retardo, pois modelam o que ocorreu no intervalo anterior da producao do HIV
no inicio do tratamento. A dindmica do HIV também esta sujeita a fendmenos incertos, como
a resisténcia aos medicamentos e o fato de que a meia vida das células infectadas varia muito
entre os diferentes individuos soropositivos.

Este trabalho tem como objetivo principal aplicar a extensao de Zadeh unidimensional e
bidimensional para um modelo da dindmica do HIV com retardo sob tratamento antirretroviral.
Inicialmente foi aplicado o principio de extensao de Zadeh bidimensional para um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias [16]. Primeiramente, determinamos duas solugoes fuzzy
de uma equacao diferencial com retardo que simula o declinio da carga viral em individuos
soropositivos sob tratamento antirretroviral. A taxa de infec¢ao das células nao infectadas do
linfécito T do tipo CD4+ é zero. Além disso, o retardo e a taxa de mortalidade do virus
foram considerados como nimeros fuzzy correlacionados via uma fungao mondtona injetora.
Esta correlagao foi obtida de duas formas: pelos métodos de inferéncia de Mamdani e Takagi-
Sugeno como Jafelice et al. [20]. Finalmente, determinamos uma solugao fuzzy de um sistema de
equacoes diferenciais com retardo que simula a dinamica do HIV sob tratamento antirretroviral,
para um individuo soropositivo, com taxa de infeccao diferente de zero. Os parametros do
sistema foram obtidos pelo autémato celular, uma outra ferramenta computacional importante
na obtencao de solu¢oes de modelos com caracteristicas incertas. Foi desenvolvido um algoritmo
no software Matlab, através do aplicativo dde23, para determinar uma solugao fuzzy do sistema,
considerando o retardo e a taxa de mortalidade do virus como ntimeros fuzzy triangulares nao
fazendo uso de uma funcao que os correlacione.

Em vista do exposto, o objetivo bésico deste trabalho é estudar modelos da Biomatematica
que utilizam equagoes diferenciais, no estudo das dinamicas do HIV no contexto da teoria
fuzzy. Para isto, no Capitulo 1 sao introduzidos os principais conceitos da teoria dos conjuntos
fuzzy, incluindo o dos ntimeros fuzzy, que dao o alicerce tedrico para os parametros incertos da
modelagem.

Por outro lado, sendo o conceito de nimeros fuzzy f-correlacionados importante na obtengao
de solugoes fuzzy dos modelos propostos, sua definicao e propriedades sao particularmente
explanadas no Capitulo 2.

Os Capitulo 3 e 4 sao dedicados as aplicacoes das teorias estudadas nas distintas dina-
micas do HIV. Mais detalhadamente, no Capitulo 3 sao obtidas duas solugoes fuzzy para o
modelo do declinio da carga viral em individuos soropositivos sob tratamento antirretroviral.
Considerando-se o retardo e a taxa de mortalidade do virus como ntimeros fuzzy correlacionados
via uma fun¢ao monoétona injetora. A diferenca entre as duas solugoes € a técnica de inferéncia
fuzzy utilizada, com o objetivo de obter a fungao que correlaciona os parametros fuzzy. Como
consequéncia, um estudo comparativo entre as solugoes deterministica e as duas solugoes fuzzy



é desenvolvido, baseado na medida de comparacao do erro absoluto. No Capitulo 4, um sistema
de equacoes diferenciais com retardo que simula a dindmica do HIV em individuos soroposi-
tivos sob tratamento antirretroviral é apresentado. Destacando, como diferencial do sistema
apresentado no Capitulo 3, o fato de que a modelagem passa a ser mais realista uma vez que
a taxa de infeccao é diferente de zero. Esta caracteristica da modelagem inspirou a utilizacao
da técnica computacional do automata celular, que também é explanada neste capitulo. Outra
diferenca a salientar é que o retardo e a taxa de mortalidade do virus sao nimeros fuzzy que
nao faz uso de uma fungao que os correlaciona. Assim, o principio de extensao de Zadeh bidi-
mensional constitui o embasamento teérico da abordagem da solugao numérica obtida através
de um algoritmo implementado neste estudo.

Encerramos nosso trabalho no Capitulo 5 apresentando algumas conclusoes, produto dos
resultados obtidos, e algumas sugestoes para futuros trabalhos.

Kassandra Elena Inonan Alfaro
Uberlandia-MG, 26 de Janeiro de 2019.



Capitulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Quando nos deparamos com situacoes do tipo “esse carro é muito rapido?” ou “hoje faz muito
frio?”, respostas como “sim” ou “nao” nem sempre representam o que queremos expressar. De
certo modo, “rapido” e “frio” podem implicar subjetividade, no sentido que nao sabemos definir
precisamente o que exatamente é fazer frio ou ser rapido. Quando trabalhamos com conjuntos
fuzzy, tal imprecisao é associada com uma funcao, que chamamos de fun¢ao de pertinéncia
e, deste modo, conseguimos quantificar de forma precisa o quanto ¢ fazer “muito frio” ou ser
“muito rapido”, expressando com um grau de pertinéncia entre 0 e 1. No caso de verdadeiro ou
falso tém-se que o grau de pertinéncia de falso seria zero e o grau de pertinéncia de verdadeiro
seria 1. Dessa forma, o conceito de conjunto fuzzy foi inicialmente introduzido por Zadeh em
um artigo publicado em 1965, [44]. Conjunto fuzzy é usado para representar matematicamente
a imprecisao ou a incerteza nas formulagoes dos modelos matematicos.

No capitulo 1, sao apresentados conceitos e ferramentas basicas dos conjuntos fuzzy, que
sao necessarios para o desenvolvimento e compreensao deste trabalho.

Na proxima secao a definicao de conjuntos fuzzy e alguns exemplos sao apresentados.

1.1 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalizacao matematica de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de que
qualquer conjunto classico pode ser caracterizado por uma funcao caracteristica, cuja defini¢ao
¢ dada a seguir

Definigao 1.1. Sejam U um conjunto nao vazio e A um subconjunto classico de . A fungao
caracteristica de A € dada por

1 se ve A
XA<I>_{O se x ¢ A.

Assim, como um conjunto classico é determinado pela sua funcao caracteristica, um conjunto
fuzzy é determinado pela sua funcao de pertinéncia.

Definicao 1.2. Um conjunto fuzzy A do universo U € caracterizado por uma func¢do de perti-
néncia

pa U —[0,1].

Esta fungdo é chamada de fungdo de pertinéncia do conjunto fuzzy A. O wvalor pa(z) da
fungao € interpretado como o grau com que o elemento x estd contido no conjunto fuzzy A, ou
seja, pa(z) = 0 indica a nao pertinéncia do x a A, e o pua(x) = 1 indica pertinéncia total ao
conjunto A.



Um conjunto fuzzy também pode ser representado por um conjunto cldssico de pares orde-
nados:

A= {(z, pale))]z € Uj.

Observacao 1.1. Nos conjuntos fuzzy, cada elemento do conjunto tem um grau de pertinéncia
associado, representado por um nimero entre 0 e 1.

Exemplo 1.1. As cinco cidades que tem maior radiagdo ultravioleta (UV) no Perd, sao: Cerro
de Pasco, Puno, Huancavelica, Cusco e Huancayo [2]. Nem todas as cidades tém o mesmo grau
de radiacao UV, pois algumas cidades tém um grau maior de radiacao UV e outras tém menor
radiagao UV, este grau de radiacio UV varia entre os valores 0 e 1 (ver Tabela 1.1).

‘ Cidades | grau de radiacao UV ‘

Cerro de Pasco 1
Puno 0.94
Huancavelica 0.90
Cusco 0.87
Huancayo 0.83

Tabela 1.1: Cidades e graus de radiagao UV.

Isto motiwva a definir o conjunto fuzzy A das cidades de maior radiacao do Peri como sendo
A = {(Cerro de Pasco, 1), (Puno,0.94), (Huancavelica, 0.9), (Cusco,0.87), (Huancayo, 0.83) },

0 que associa 0s elementos do conjunto das cidades com o grau de pertinéncia (grau de radiagao
UV). Note que A é um conjunto fuzzy discreto, isto €, com um nimero finito de pares ordenados.

Exemplo 1.2. Consideremos o tempo de trabalho (em anos) dos funciondrios de uma empresa
de transporte de acordo com seu desempenho em uma empresa. Se o funciondrio tem menos
tempo de trabalho na empresa de transporte, espera-se um desempenho menor. Agora, se o fun-
cionario tem um tempo de trabalho entre 15 até 30 anos, a expectativa € que o seu desempenho
seja melhor. Mas, se o funciondrio tem muito tempo de trabalho seu desempenho comeca a
diminuir de acordo com o tempo de trabalho na empresa, pois, o funciondrio comega a enve-
lhecer. Assim, podemos definir o conjunto fuzzy A da relacao tempo-desempenho representado
pela funcgao de pertinéncia pa(z) ilustrada na Figura 1.1.

pa(x)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo de trabalho (anos)

Figura 1.1: Conjunto fuzzy A.

Note que, neste caso, o conjunto A € o grdfico de uma func¢ao de pertinéncia continua.



Exemplo 1.3 ([|40]). Consideramos o conjunto fuzzy A dos mimeros reais prozimos de 2.
Podemos caraterizar uma funcdo de pertinéncia de A por py : R — [0, 1], que associa cada x real
ao valor de proximidade ao ponto 2, de diferentes maneiras. Assim, apresentamos expressoes
analiticas das fungoes de pertinéncia fu1,, fto,, ft3, € fla,, TESpectivamente.

r—1 se 1<z <2

pi, () =< 3—2 se 2<x<3
0 caso contrdario;
(@) 1
r)= ——;
Hza 1+8(z— 22

pia () = e P2,

1 + cos(2m(x — 2))
/’L4A( )= {

5 se 1.b<xr <25
0 caso conlrdrio.
Agora, vejamos os respectivos grificos das fungoes de pertinéncia puy ., fto,, ft3, € fa, que estao

representadas na Figura 1.2, nos itens (a), (b), (c) e (d), respectivamente.
1 1

11,(%) H2,(2)

0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) (b)
1 1
() Haa®)
A
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(c) (d)

Figura 1.2: Fungoes de pertinéncia para o conjunto fuzzy A dos ntmeros proximos de 2.

Como podemos observar, qualquer uma das funcoes de pertinéncia dadas anteriormente
podem ser uma representante do conjunto A dos nimeros reais proximos de 2. Porém, o que
deve ser notado é que cada uma dessas funcoes produz conjuntos fuzzy distintos. Assim, a
escolha da funcao de pertinéncia a ser utilizada depende do problema a ser estudado e do
especialista na drea.

Na secao a seguir, estenderemos as operagoes de uniao, intersecao e complemento dos con-
juntos classicos aos conjuntos fuzzy.

1.2 Operacoes com Conjuntos Fuzzy

Definimos as operagdes entre conjuntos classicos (unido, intersecgdo, complemento) para os
conjuntos fuzzy, via a funcao caracteristica.



AUB={ze€llz € Aouz € B},
ANB={ze€lU|z € Aez € B},
A'={zellx ¢ A}

tém, respectivamente, as fungoes caracteristicas, para todo x € U:

Xaup(x) = max{Xa(z), Xp(z)}
Xanp(z) = min{Xs(z), Xp(z)}
XA/({L‘) = 1= XA({L‘)

Assim, como na teoria cldssica dos conjuntos, na teoria dos conjuntos fuzzy existem operacgoes
como uniao, interseccao e complemento. A seguir, as definigoes dessas operacoes sao dadas.

Definigao 1.3 ([6]). Sejam A e B dois conjuntos fuzzy (Figura 1.3 (a)), com fungodes de
pertinéncia j14 e pp, respectivamente. As funcgoes de pertinéncia que representam os conjuntos
fuzzy uniao (Figura 1.3 (b)), interseccio (Figura 1.3 (c)) e complemento (Figura 1.3 (d)) dos
conguntos fuzzy A e B, para todo x € U, sio dadas por

paup(x) = max{pa(z), pp(z)}
pans(z) = min{pa(z), pp(z)}
par(z) =1 — pa(z),

respectivamente, em que 1 € a fungao constante.

1 1]

Ha 221 Ha Hg

AUB,
‘\‘
\\
\\
\‘
(a) Conjuntos fuzzy A e B. (b) Conjunto fuzzy AU B em cor marrom.
L B Ny HB

(c¢) Conjunto fuzzy AN B em cor roxa. (d) Conj. fuzzy complementar A’ em cor verde.

Figura 1.3: Representagao das operagoes dos conjuntos fuzzy através das funcoes de pertinéncia.



Particularmente, se A e B forem conjuntos classicos, entao as func¢oes caracteristicas das
respectivas operagoes, acima definidas, satisfazem estas igualdades, mostrando a coeréncia des-
tas defini¢goes. Por exemplo, se A é um conjunto de U, entao a fungao caracteristica de seu
complementar é tal que Xa (z) = 0 se Xuy(x) =1 (ie. x € A) e Xy(x) =1 se Xa(x) =0
(i.e. © ¢ A). Neste caso, ou z € A ou z ¢ A. Na teoria fuzzy ndo temos necessariamente essa
dicotomia, nem sempre é verdade que A N A’ = () assim como nao ¢ verdade que AU A" = U.
O exemplo a seguir ilustra tais fatos.

Exemplo 1.4. Suponha que o conjunto universo U seja composto por cinco projetos em uma
empresa, identificados por 1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Sejam A e B os conjuntos fuzzy que
representam os quatro projetos com os fundos financeiros e o risco dos projetos. A Tabela 1.2
ilustra, através das suas fungoes de pertinéncia (colunas 4,5 e 6, respectivamente da Tabela 1.2),
a unidao, intersec¢ao dos conjuntos A e B e o complemento de A.

Projeto | grau de fundos (u4) | grau de risco (ug) | pavs | fans | par | panar
1 0.2 0.85 0.85 0.2 | 0.8 0.2
2 0.4 0.7 0.7 04 | 0.6 0.4
3 0.5 0.55 055 | 05 | 05| 05
4 0.7 0.35 0.7 0.35 | 0.3 0.3
5 0.9 0.2 0.9 0.2 0.1 0.1

Tabela 1.2: As fungoes de pertinéncia da unido, intersec¢ao dos conjuntos A e B (colunas 4
e 5 respectivamente) e na coluna 6 a fungao de pertinéncia do complemento de A.

Na coluna panar, o valor 0.5 indica que o projeto 3 estd tanto no grupo de fundos razodvel
como dos fundos nao razodvel. Como dissemos antes, este € um fato inadmissivel na teoria
classica de conjuntos na qual temos a lei do terceiro excluido (AN A" =0), pois, AN A" # ().

1.3 Normas Triangulares

As normas triangulares generalizam os operadores uniao e intersec¢gao. Formalmente, temos as
seguintes defini¢oes:

Definigao 1.4 ([31]). Uma co-norma triangular (s-norma) é uma operagao bindria s : [0, 1] x
[0,1] — [0, 1], denotada por s(z,y) = xsy, satisfazendo as sequintes condigoes:

o Comutatividade: xsy = ysx;
o Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz;
e Monotonicidade: Se x <y ew < z entdo rsw < ysz;
e Condigoes de fronteira: xs0 =x e xsl = 1.
Exemplo 1.5. A sequir, exibimos alguns exemplos de s-norma.
1. Uniao Padrdo: s:[0,1] x [0,1] — [0,1] com xzsy = max(x,y);
2. Soma Algébrica: s:[0,1] x [0,1] — [0,1] com xsy =z +y — zy;

3. Soma Limitada: s :[0,1] x [0,1] — [0,1] com zsy = min(1,z + y);



4. Uniao Drdstica: s :[0,1] x [0,1] — [0,1] com

z se y=0
rsy=4q y se x=0
1 caso contrario.

Definicao 1.5 ([31]). Uma norma triangular (t-norma) é uma operag¢io bindria t : [0,1] X
[0,1] — [0, 1], denotada por t(x,y) = xty, satisfazendo as sequintes condigoes:

o Comutatividade: xty = ytx;
o Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz;
e Monotonicidade: Se x <y e w < z entdo rtw < ytz;
e Condicoes de fronteira: Otxr =0 e 1tz = z.
Exemplo 1.6. A seqguir, exibimos alguns exemplos de t-norma.
1. Intersecg¢ao Padrao: t:[0,1] x [0,1] — [0,1] com xty = min(z,y),
2. Produto Algébrico: t:[0,1] x [0,1] — [0,1] com zty = xy;
3. Diferenca Limitada: t:[0,1] x [0,1] — [0,1] com zsy = max(0,z +y — 1);
4. Intersec¢go Drdstica: t : [0,1] x [0,1] — [0, 1] com

r se y=1
zty=< y se z=1
0 caso contrdrio.

Na se¢ao a seguir é definido o conceito de a-niveis, crucial para determinar um conjunto
fuzzy.

1.4 «-Niveis de um Conjunto Fuzzy

Um dos conceitos mais importantes envolvendo conjuntos fuzzy é o conceito de a-nivel, dado
a seguir.

Definigao 1.6 (|31]). Sejam A um conjunto fuzzy e o € [0,1]. Definimos como a-nivel de A
ao subconjunto de U definido por

[A]* ={z € Ulpa(z) > a} para 0 < a < 1.

Definigao 1.7 ([31]). O suporte de um conjunto fuzzy A sao todos os elementos de U que tém
grau de pertinéncia diferente de zero em A e denota-se por

supp(A) = {z € U|pa(x) > 0}. (1.1)
Visto isso o nivel zero de um conjunto fuzzy A é definido da seguinte forma.

Defini¢ao 1.8 ([10]). O nivel zero de um conjunto fuzzy A do universo U, em que U € um
espaco topoldgico, € o fecho topoldgico do suporte de A, isto €,

[A]" = supp(A). (1.2)
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Exemplo 1.7. Consideremos U = [0,10] e o conjunto fuzzy A, cuja funcao de pertinéncia é

palz) = %, que € um ramo de hipérbole (ver Figura 1./).
x

Neste caso temos que:

e 0s a-niveis do conjunto fuzzy A sdo

10
[A]* = {%, 10] , para 0 < a < T

10
[A]* =0, para T <1

e 0 suporte do conjunto fuzzy A é

supp(A) = [0,10] = U
e o0 niel zero do conjunto fuzzy A é

[A]" = supp(A) = supp(A) = U,

0.8 b

0.6

0.4r T

021 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.4: Func¢ao de pertinéncia do conjunto fuzzy A.

1.5 Tipos Especiais de Conjuntos Fuzzy

Nesta secao definimos alguns tipos especiais de conjuntos fuzzy que serao de utilidade em nosso
trabalho.

O grau de pertinéncia varia no intervalo fechado [0, 1], mas nao é necessario obter o grau
de pertinéncia igual a 1, portanto a seguinte definicao é um tipo de conjuntos fuzzy, pois sua
funcao de pertinéncia atinge a seu valor maximo de verdade.

Definigao 1.9 ([10]). Um conjunto fuzzy A do universoU é chamado normal, se existe xq € U
tal que pa(xo) = 1.

Exemplo 1.8. O grifico da func¢ao caracteristica é um conjunto fuzzy.

Definicao 1.10 ([10]). Um conjunto fuzzy A do universo U é chamado convexo se o conjunto
dos a-niveis € um congunto convexo [22], para todo a € [0, 1].

Exemplo 1.9. O conjunto fuzzy A dado no Exemplo 1.7 é convexo, pois seus a-niveis sao
CONVETOS.
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1.6 Numeros Fuzzy

Assim como nos conjuntos classicos, também na teoria dos conjuntos fuzzy temos como objetivo
operacoes com numeros fuzzy. A diferenca ¢ que se pretende calcular quantidades em certo
sentido imprecisas. Por isto, nesta secao abordaremos conjuntos fuzzy cujo universo sao os
numeros reais e cujas func¢oes de pertinéncia satisfazem algumas condic¢oes adicionais. Tais
conjuntos fuzzy sao chamados de ntimeros fuzzy.

Definicao 1.11 ([6]). Um conjunto fuzzy A é chamado mimero fuzzy quando o conjunto uni-
verso, onde A estd definido, € o conjunto dos nimeros reais e satisfaz as sequintes condicoes

1. A é normal;
2. [A]* é um intervalo fechado para todo o € (0, 1];

3. o suporte de A é limitado.

Os numeros fuzzy utilizados na modelagem matemaética sao aqueles cujas fungoes de perti-
néncia associadas sao as triangulares, trapezoidais e os ntimeros fuzzy em forma de sino.

Exemplo 1.10 (|6]). Um nimero fuzzy A € dito triangular se sua funcdo de pertinéncia € da
forma

(T —a
se a<zx<)
b—a
_ —x+c
pa(x) = + se b<x<c
c—b
0 caso conlrdrio,

em que a # b,

O grifico desta funcao de pertinéncia forma com o eixo x um triangulo, tendo como base
o intervalo [a,c] e, o vértice no ponto (b,1). Deste modo, os nimeros reais a, b e ¢ definem o
nimero fuzzy triangular A que serd denotado pela terna ordenada (a,b,c), Figura 1.5.

H A
1

Figura 1.5: Numero fuzzy triangular.

Os a-niveis do mimero fuzzy triangular tém a sequinte forma simplificada
[(b—a)a+a,(b—c)a+d, (1.3)

para todo o € [0, 1].
Note que um niumero fuzzy triangular nao precisa ser simétrico.
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Exemplo 1.11 ([6]). Um mimero fuzzy A é dito lrapezoidal se o grdfico de sua fun¢do de
pertinéncia tem a forma de um trapézio (ver Figura 1.6), é dada por

(* —a

sea<x<b
b—a
1 seb<x<c
pa(z) =
d—=x
sec<x<d
d—c
. 0 caso conlrdrio,
em que a # b,
[
WL
0 a b c d

Figura 1.6: Numero fuzzy trapezoidal.

Os a-niveis do nimero fuzzy trapezoidal sao os intervalos
[(b—a)a+a,(c—d)a+d] (1.4)
para todo o € [0, 1].

Exemplo 1.12 ([6]). Um nimero fuzzy tem forma de sino se a funcdo de pertinéncia for
suave e simétrica em relacao a um niumero real. A sequinte func¢do de pertinéncia tem estas
propriedades para u, a e ¢ (ver Figura 1.7).

I*Uz
67( =) se u—o0<zx<uitd

0 caso contrdrio.



o | :
’LL*(S U u+(5

Figura 1.7: Numero fuzzy em forma de sino.
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Para determinar os a-niveis do nimero fuzzy em forma de sino, fazemos pa(x) > a. Entao,

para o > a4 = 67(3)2, temos e (%) > «a. Aplicando a fung¢do In : (0,00) — R, obtemos que

2
r—u
( ) > —lna
a

1
(x —u)*>a’ln—,
a

Assim,

pelas propriedades da funcdao logaritmica, tem-se

1
(l,_u)2 > IHF7

— _ (832 .
e para o <@ = e @) temos o intervalo fechado [u — &, u + 5].
Assim, 0s a-niveis do numero fuzzy em forma de sino sao os intervalos

[ Hln U+ azl sea>a

[u — 0, u + 0] se o < @,

para todo o € [0, 1].

A seguir apresentamos o conceito de fun¢ao semicontinua superiormente.

(1.6)

Definigao 1.12 ([12]). Uma fungao f: X — R € dita semicontinua superiormente (scs) em
xo € E se, qualquer que seja a € R tal que a > f(xy), existe uma vizinhanga V de xo em X tal

que para todo x € V tem-se a > f(z).

Exemplo 1.13. Consideremos a sequinte fun¢io f: R — R (ver Figura 1.8) definida por

x? sex <1

J(x) =
—(2—=2*+3 sex>1

entdao [ € semicontinua superiormente no ponto xq = 1.
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1 I I ! I 1
-2 -1 0 1 2 3

Figura 1.8: Fungao semicontinua superiormente no ponto zy = 1.

A seguinte proposicao ¢ uma consequéncia da Definicao 1.11.

Proposicao 1.1 (|29]). Temos que:

(a)

(b)

(d)

Os conguntos unitdrios cldssicos {x}, * € R sao nimeros fuzzy.

De fato: funcao de pertinéncia é a sua fung¢ao caracteristica do conjunto {x}.

Um nimero fuzzy é um conjunto fuzzy convexo.

De fato: os a-niveis de um niamero fuzzy sao intervalos fechados que sao conjuntos topo-
logicamente convezos.

A funcao de pertinéncia de um nmimero fuzzy € semicontinua superiormente.

De fato: a funcao de pertinéncia de um nimero fuzzy A € semicontinua superiormente,
pois todos os seus a-niveis [A]*, para todo o € [0, 1], sdo intervalos fechados.

Se A € um nimero fuzzy com pa(r) = 1, entdo py € nao-decrescente em (—oo,r| e
nao-crescente em [r,00).

De fato: se pa(r)=1ex <y <r. Entao, como A é convexo, pois A € um nimero fuzzy,
e paly) < pal(r), temos que pa(x) < paly). Deste modo, A € mondtona crescente em
(—o0,7]. Da mesma forma, pua € mondtona decrescente no intervalo [r, 00).

Mostramos um exemplo utilizando a Proposicao 1.1.

Exemplo 1.14. Consideremos ao conjunto fuzzy A (ver Figural.9) cuja func¢ao de pertinéncia
¢ dada por

(22— 1 se05<z2<0.75
T se 0.7 <z <1

3—2r sel<ax<1.5.

0 caso contrdrio.
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Os a-niveis de A sao

[ 13—
[A]Y = at , 2a},pam0§a<0.5

[A]” = [0.75, %O‘} . para 0.5 < a < 0.75

—a] , para 0.75 < a < 1.

O suporte de A é
supp(A) = [0.5, 1.5]. (L.7)

O conjunto fuzzy A é um nimero fuzzy, pois, € normal, os a-niveis de A sao intervalos
fechados e o suporte de A é limitado. Assim, pela Proposicao 1.1, seque que a funcdao de
pertiméncia py € semicontinua superiormente.

1 T

Ha A

0.75 1

05 1

025 1

0 1 I I
0.5 0.75 1 1.25 1.5

Figura 1.9: Numero fuzzy A.

Na proxima secao definiremos o Principio de Extensao de Zadeh, que é uma das ferramentas
mais importantes na teoria de conjuntos fuzzy, pois é estudado e aplicado com sucesso em muitos
problemas matemaéticos.

1.7 O Principio de Extensao de Zadeh

O principio de extensao de Zadeh é uma ferramenta que tem como objetivo obter um novo
conjunto fuzzy a partir de um conjunto fuzzy dado e uma func¢ao entre seus respectivos universos.
Nesta secao definimos os conceitos de extensao de Zadeh unidimensional e bidimensional.

Definigao 1.13 ([20]). (Principio de extensao de Zadeh unidimensional) Sejam f :
U — Z uma fungio e A um conjunto fuzzy de U. O principio de extensio de Zadeh do
conjunto A através de [ é um congunto fuzzy f(A) de Z, cuja fungdo de pertinéncia é dada por

fia(z) = sup pa(z), (1.8)
z€f1(2)
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Observagao 1.2. Se A € um conjunto fuzzy de U, com fungdo de pertinéncia pis € se [ €
injetora, entdo a funcdo de pertinéncia de f(A) é dada por

P (z) = sup pa(z)= sup pa(z)=pa(f(2)).
{a:f(z)=2} {eef1(2)}

O seguinte resultado tem um papel importante em nosso trabalho.

Teorema 1.1 ([6]). Sejam f: U — Z uma fungdo continua e A um conjunto fuzzy de U, com
a-niveis compactos e ndo vazios. Entdo, para todo a € [0, 1] tem-se

[F(A]™ = F([A]%). (1.9)

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtido pela principio de extensao
de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis do conjunto fuzzy.

Exemplo 1.15. Considere o conjunto fuzzy A de mimeros reais cuja funcao de pertinéncia é
dada por

pa(z) = 22 — 2°, para z € [0,2]
Os a-niveis de A sao os intervalos
[A*=1—-V1—a,1++v1—aql.

Consideremos a funcdo real f(x) = 2 para x > 0. Como [ é polinomial entdo f € continua.
Assim, pelo Teorema 1.1, temos

fUAIY) =[f1=Vv1—a), f(1+V1-a)
[(1-+v1—0a) (1+v1—a)

FlA)”.
Calculando []?(A)]a para a =0, o = 1 e para a = 0.5, teremos []?(A)]O = [0,2], []?(A)]1 = 41}
e [f(A)]%° = [0.29,1.71].

A Figura 1.10 ilustra o principio de extensdo de Zadeh para f(x), que é dado pelo conjunto

~

fuzzy F(A).

\ ]

Fa
Ha

~

Figura 1.10: Conjunto f(A).
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Definigao 1.14 (|20]). (Principio de extensao de Zadeh bidimensional) Sejam A, B
conjuntos fuzzy com funcdo de pertinéncia py : R — [0,1] e pp : R — [0, 1], respectivamente,
e FF:R xR — R uma funcdo. A extensdo de Zadeh de (A, B) através de F' € o conjunto fuzzy
cuja funcao de pertinéncia vem dada por

Hpap) (7)) = (Sup)[min(uA(:v), ps(y))l, em que z = F(x,y).
Y
Definigao 1.15 (|6]). (Produto Cartesiano Fuzzy) O produlo cartesiano fuzzy dos congun-
tos fuzzy A e B no universo U, e U, respectivamente, é um conjunto fuzzy cuja funcao de
pertinéncia
HAXB - Z/{l X Z/{g — [0, 1],

esta definida por paxp(x,y) = min{pa(x), up(y)}.

Observe que na Figura 1.11, os triangulos de cores amarilho e roxa representam aos niimeros
fuzzy triangulares A e B, respectivamente, e a piramide de cor azul representa o produto
cartesiano fuzzy A x B, as linhas de cor vermelho no plano xy representa os a-niveis dos
numeros fuzzy A e B, respectivamente, o quadrado de cor vermelho no plano xy representa o
a-nivel do conjunto fuzzy A x B. Além disso, note que [A x B]* = [A]* x [B]*, para todo
a € [0,1].

AilAMU’BHUJAxB

Figura 1.11: Produto cartesiano fuzzy de A e B.

Observacao 1.3. O principio de extensdo de Zadeh bidimensional pode ser representada,
usando a definicao do produto cartesiano fuzzy, por

1 (2) = (Sug[quB(:r,y)], em que z = F(z,y). (1.10)
@y
O seguinte resultado tem um papel importante neste trabalho, no capitulo 4.

Teorema 1.2 ([28]). Seja F : R? — R uma fungdo conlinua e A, B nimeros fuzzy. Enldo

o~

[F(A, B)I" = F([A]" < [B]"), (1.11)

para todo o € [0,1], em que [A]* e [B]* representam os a—niveis dos nimeros fuzzy A e B,
respectivamente.
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Demonstragdo. Antes de iniciar a demonstragao devemos observar que F~'(z) N [A]° x [B]® ¢
um conjunto compacto, pois F é uma fungio continua, dai F~!(z) ¢ um conjunto fechado e com
isto, F~1(2) N[A]° x [B]° € um conjunto fechado no compacto [A]° x [B]°, portanto, compacto.

~

Mostremos que F ([A]* x [B]*) C [F(A, B)]*.
Seja z € F ([A]* x [B]%), existem & € [A]* e y € [B]* tais que F(x,y) = z, dai

na(®) > a e ug(j) = .

Entao, devemos ter que
min (pa(2), p(9)) > a, com (2,9) € F~'(2).
Assim, considerando o supremo sobre os elementos (#,4) € F~!(z), obtemos que

Hrap(z) = sup  [min(ua(z), pp(y))] = min (pa(2), ps(9)) =
{(wy)eF (=)}

A~

ou seja, z € [F(A, B)]°.

~

Mostremos que [F(A, B)]* C F ([A]* x [B]*).

A~

Suponha que a > 0 e seja z € [F(A, B)]*, com isto

fEap(z) = sup  [min(ua(z), ps(y))l =  sup  paxs(@,y) > a,
{(y)er—1(=)} {y)er-1(=)}
isto significa que, existe (z,y) € F'(2) com paxp(x,y) > 0, dai F~1(2) N [A]° x [B]° #£ 0.
Assim,
Hrap(z) = sup  paxp(z,y) = sup ftaxp(7,y).
{(zy)eF—1(2)} {(zy)e(F~H(2)N[A]°x[B]%)}

Pelo item (c¢) da Proposi¢ao 1.1 segue que p4 e pp sdo semicontinua superiormente, com
isto paxp ¢ semicontinua superiormente e como F'(z) N [A]" x [B]° é compacto obtemos
(mo,y0) € F1(2) N[A]° x [B]° tal que

Hrap(z) = sup  paxp(@,y) = paxs(@o, yo) = o,
{(@y)eF~1(2)}

isto ¢ equivalente a escrever que F(zo,yo) = (2), com zg € [A]* e yo € [B]* e, como consequén-
cia, temos z € F([A]* x [B]¥).

A~

Suponha o = 0 e seja z € [F(A, B)]°, com isto

HEap(z) = sup  [min(pa(z), ps(y))] >0,
{(wy)eF1(2)}

o que significa que, existe (z,y) € F~!(z) tal que min[(pa(x), ug(y))] > 0. Entao,
pa(r) >0e up(y) >0, com (z,y) € F (2).

Isto equivalente a escrever que JF(zo,yo) = (2), com zg € [A]° e yo € [B]® e, como con-
sequéncia, temos z € F([A]° x [B]°).

A~

Portanto, [F(A, B)]* C F ([A]* x [B]¥), para cada « € [0, 1].
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Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy dado pelo produto cartesiano fuzzy,
obtido pela principio de extensao de Zadeh bidimensional, coincidem com as imagens do produto
cartesiano classico dos a-niveis de A e B.

Na seguinte se¢ao apresentaremos as operacoes aritméticas para ntameros fuzzy.

1.8

Operacoes Aritméticas com Numeros Fuzzy

Assim como existem operacoes aritméticas entre nimeros reais, também exitem operagoes arit-
méticas entre numeros fuzzy que sao: soma, diferenga, multiplicagao e divisao entre niimeros
fuzzy. Também temos a multiplicacao de um ndmero fuzzy por um ntmero real. A seguir, as
defini¢oes dessas operagoes aritméticas sao dadas.

Definicao 1.16 ([6]). Sejam A e B dois nimeros fuzzy, e X um nimero real.

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)

A soma de A e B € o numero fuzzy A+ B, cuja fungao de pertinéncia é

sup{min[ua(z), up(y)|} se ¢(z) #0

_ S 1.12
fa+m)(2) { 0 se ¢(z) =0, .

em que ¢(z) = {(z,y): x +y = z}.

A diferenca de A e B € o numero fuzzy A — B, cuja func¢ao de pertinéncia €

{Sup{min[uA(fv),uB(y)]} se ¢(z) #0
o(2) (1.13)

a-B)(2) = 0 se ¢(z) =0,

em que ¢(z) = {(z,y): v —y = z}.

A multiplicacao de A por B é o numero fuzzy A.B, cuja func¢do de pertinéncia €

{Sup{min[uA(x),uB(y)}} se ¢(z) #0
o(2) (1.14)

a.B)(2) = 0 se ¢(z)=0,

em que ¢(z) = {(z,y): z.y = z}.

A divisao de A por B € o niumero fuzzy A/B, cuja fungdo de pertinéncia é

sup{min[ua(z), up(y)]} se ¢(z) #0

= é(2) 1.15
Heas)(2) { 0 se ¢(z) =0, ( )

em que §(=) = {(x,y): 2/y = 2}
A sequinte definicao relaciona um nimero real com um numero fuzzy.

A multiplicacao de A por A € o niumero fuzzy AA, cuja func¢do de pertinéncia €

sup{minfua(z), ps(y)]} se o(z) # 0

/L()\A)(Z) = { #(z) 0 w ¢(Z) o, (1.16)

em que ¢(z) = {(z,y): \x = z}.

Uma maneira alternativa e mais pratica de se fazer estas operagoes é por meio dos a-niveis
dos conjuntos fuzzy envolvidos, de acordo com a Proposicao 1.2.
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Proposicao 1.2 ([6]). Sejam A e B nimeros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente, por
Al = [a%, ay] e [B]* = [b2,b3]. Entao valem as sequintes propriedades:
152 1592

(a) A soma entre A e B € o nimero fuzzy A+ B cujos a-niveis sao
[A+ B|* = [A]* + [B]* = [a] + b, a5 + bS].
(b) A diferenca entre A e B € o nimero fuzzy A — B cujos a-niveis sao
[A—B]* = [A]* = [B]* = [a] — b3, a5 — b7].
(c) A multiplicagio de A por B € o numero fuzzy A.B cujos a-niveis sao
[A- B]* = [A]” - [B]" = [af, a3] - [b7, b3] = [min P, max P],
em que P = {af - by, a$ - b3, a3 - bf, ag - b5}.

(d) A divisao entre A por B, se 0 ¢ supp(B), é o nimero fuzzy A/B cujos a-niveis sao
Al [A]° 0, ag] 11
—| = = [af,a5] - | =, = |-
R T U

(e) A multiplicagao de X por A é o numero fuzzy NA cujos a-niveis sao

[Aaf, Aag] se A >0
[Aag, Aa$] se A <O.

e = g = {

Exemplo 1.16 (|6]). Considere os nimeros fuzzy triangulares A e B que indicam,respectivamente,
aproximadamente 3 e aproximadamente 4, dados por

A=(2;3;4) e B=(3;4;5).

Os resultados para cada uma das operagoes aritméticas entre numeros fuzzy sao mostrados
a Sequir.
Primeiro, observemos que, de acordo com a expressao (1.3), tem-se

Al =[a+2,4—a] e [B]*=|a+3,5—q,
entao pela Proposicao 1.2, obtemos
(a) [A+ B]* = [2a+ 5,9 — 2a].
(b) [A— B]* =[2a — 3,1 — 2q].
(¢c) [A-B]*=[a+2,4—a] [a+3,5— a] = [min P,max P], em que
P={(a+2)(a+3),(a+2)b—a),(4—a)(a+3),4—a)(5—a)}.
Entao, min P = (o +2)(a+3) e max P = (4 — a)(b — ). Assim,
[A-B]* =[(a+2)(a+3),(4—a)b—a).

(d) {%VZ[OHF?A_O‘]' {al S’Bia

P={(a+2)/(a+3),(a+2)/6—a),d—a)/(a+3),4—a)/(5—a)}.
Entao, min P = (a+2)/(5 —a) e max P = (4 — a)/(a + 3). Assim,

[%} — [(a+2)/(5— a), (4 - a)/(a +3)]

(e) [3A]* = 3[A]* = [3a + 6,12 — 3q].

Outro conceito muito utilizado na teoria de conjuntos fuzzy sao as variaveis linguisticas,
definidas na secao a seguir.

} = [min P, max P], em que
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1.9 Variaveis Linguisticas

As variaveis linguisticas sao usadas para expressar conceitos e conhecimentos na comunicacao
humana, e em muitas areas essas sdo a forma mais importante (mas nao tnica) de quantificar
os dados ou informagoes. Por exemplo, dizemos que o “Dia estda muito quente”, “O dnibus estava
lotado”, “Tal pessoa é magra”, entre outros. Todos estes termos possuem um significado que
transmitem informacao.

Definicao 1.17 (|24]). Uma varidvel linguistica é uma varidvel cujo valor é expresso qualita-
tivamente por um termo linguistico (que fornece um conceilo & varidvel) e quantitativamente
pela sua funcao de pertinéncia. A varidvel linguistica é composta, portanto, por uma varidvel
simbolica e por um valor numérico.

Exemplo 1.17. Consideremos a varidvel linguistica velocidade, que toma valores no universo
U = [0,100], e assumimos os sequintes termos linguisticos: baixa, média e alta. Estes valores
sio descritos por intermédio de conjuntos fuzzy (ver Figura 1.12).

Variavel Linguistica

Velocidade

Termos Linguisticos

40 55 70 100

Figura 1.12: Variavel linguistica.

E importante notar que a variavel linguistica é expressa em termos de uma variavel que
denota a sua medida com respeito a uma unidade de mediada pré-estabelecida. No Exemplo
1.17, a velocidade é medida em quilémetros por hora.

1.10 Sistema Baseado em Regras Fuzzy

Em nosso dia-a-dia, a¢oes humanas controlam os mais diversos sistemas do mundo real por
meio de informagoes imprecisas. Cada individuo funciona como uma “caixa preta™ recebe in-
formacoes que sao interpretadas segundo seus parametros e entao decide qual atitude tomar.
O controle e a execugao de tarefas devem seguir uma sequéncia de “ordens” linguisticas, tra-
duzidas por um conjunto de regras capazes de serem decodificadas pelo controlador. A partir
dessas regras obtém-se um sistema para produzir saidas para cada entrada fuzzy, conhecido
como sistema baseado em regras fuzzy [6], [27].
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Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) contém quatro componentes: um processador
de entrada que realiza a fuzzificacao dos dados, uma cole¢ao de regras fuzzy chamada base de
regras, uma magquina de inferéncia e um processador de saida que fornece um vetor como saida.
Estes componentes estao conectados conforme indica a Figura 1.13.

ARQUITETURA DE SISTEMAS BASEADOS EM
REGRAS FUZZY

Figura 1.13: Sistema baseado em regras fuzzy.

1. Processador de Entrada (Fuzzificagao)

Neste componente as entradas do sistema sao modeladas em conjuntos fuzzy com seus
respectivos dominios. A atuacao de um especialista na area do fendmeno a ser modelado
¢ de fundamental importancia para colaborar na construcao das func¢oes de pertinéncia
para a descricao das entradas.

2. Base de Regras

Este componente, juntamente com maquina de Inferéncia Fuzzy, podem se considerado o
ponto de maior importancia dos sistemas baseados em regras fuzzy. E composto por uma
colecao de proposicoes fuzzy na forma "Se...entao ...". Cada uma destas proposigoes
pode ser descrita linguisticamente de acordo com o conhecimento de um especialista. Por
exemplo, se a velocidade de um carro ¢ alta entao o risco de acidente ¢ alto. A base de
regras descreve relagoes entre as varidveis linguisticas, para serem utilizadas na maquina
de inferéncia fuzzy que descreveremos a seguir.

3. Maquina de Inferéncia Fuzzy

Este componente ¢ de fundamental importancia para o sucesso do sistema fuzzy, ja que
fornece a saida a partir de cada entrada fuzzy e estabelece uma relacao definida pela base
de regras.

Em nosso trabalho usamos dois métodos que serao introduzidos a seguir. Por simplicidade,
somente modelos de regras com duas entradas e uma saida serao ilustradas.

e Método de Inferéncia de Mamdani: Uma regra: Se (antecedente) entdo (con-
sequente) ¢ definida pelo produto cartesiano fuzzy dos conjuntos que compdem o
antecedente e o consequente da regra. O método de Mamdani agrega as regras atra-
vés do operador logico OU que adota a t-norma, é modelado pelo operador maximo
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e, em cada regra, o operador logico E que adota a s-norma ¢ modelado pelo operador
minimo. Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se (z
Regra 2: Se (v é Ay ey

(]
(]
(]

Ay ey é By) entao (z

By) entao (z

).
Cy).

(]
(]

A Figura 1.14, ilustra como uma saida real z de um sistema de inferéncia do
tipo Mamdani é gerada a partir das entradas x e y reais e a regra de composi¢ao
max —min .

rrrrrr

. A R W4 R
Ry : e E R * """"""""" /("l
A X A Y A
P

R :

&>
/ \ ‘
X Y Z
max (uniao)
x Yy A ‘
(@]

C=Cpudch
4

Figura 1.14: Método de inferéncia de Mamdani com composicao max - min.

A saida 2z € R é obtida pela defuzificagao do conjunto fuzzy de saida C = C] U C}
da Figura 1.14.

e Método de Inferéncia de Takagi-Sugeno: Neste caso, o consequente de cada
regra ¢ uma funcao das vaidveis de entrada. Por exemplo, podemos supor que a fun-
¢ao mapeia a entrada e saida para cada regra ¢ uma combinacao linear das entradas,
isto é, 2z = px + qry + r. Veja as regras a seguir:

(]

Regra 1: Se (x é A; e y é By) entao (z = fi(z,y)).

By) entao (z = fy(x,y)).

(]

Regra 2: Se (v é Ay ey

A Figura 1.15, ilustra como uma saida z de um sistema do método de Takagi-Sugeno
¢é gerada a partir das entradas reais x e y. Esta saida do sistema é obtida pela média
ponderada (procedimento de defuzzificagdo) das saidas de cada regra, usando-se o
grau de ativagao destas regras como ponderagao.

No caso em que p = ¢ = z , entdo z = r (conjunto unitario fuzzy), os modelos
de Mamdani e de Takagi-Sugeno produzem os mesmos valores de saida, porque a
defuzzificagao do método de Mamdani, pelo centro de gravidade, ¢ igual a média
ponderada no método de Takagi-Sugeno. Como 27 e 23 sao conjuntos fuzzy unitarios
entao w; e we sao os graus de pertinéncia de 21 e 2y, respectivamente.
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min ou
produto
) ]
AyffR 2
Rl: wq
. N n=E=pTr+qy+n
X Y

Ay /) B/ .

Rz:
ek [t I ws 20 =Dk + QoY + 1o

X Y média
ponderada
z Y

w121 + Wazo

w1 + W

Figura 1.15: Método de inferéncia de Takagi-Sugeno.

4. Processador de Saida (Defuzzificagao)

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificagao ¢ um processo de se
representar um numero real por um conjunto fuzzy. Assim, devemos escolher um método
para defuzzificar a saida e obter um numero real que a represente. A seguir, relacionamos
o método mais comum de defuzzificacao.

- Centro de gravidade
Este método de defuzzificacao é semelhante a média ponderada para distribuicao
de dados, com a diferenga que os pesos sao os valores C'(z;) que indicam o grau de
compatibilidade do valor z; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.

* Para um dominio discreto, tem-se

- Z?:g ZiMC(Zi)
G(C) = S (1.17)

* Para um dominio continuo, tem-se

 Jgrpe(2)dz
=R -

G(C
( ) R MC(Z)dZ

(1.18)

em que, R é a regiao de integracao e z, z; € C.
O seguinte exemplo apresenta uma aplicacao do SBRF:

Exemplo 1.18. O objetivo deste exemplo € analisar a qualidade de um notebook abordando
dois aspectos: o material e a fabricacao do notebook.

Dados os valores de quantidade de bom material na fabrica¢ao (porcentagem) e da qualidade
de fabricagdo (escala), tem-se como resultado a qualidade de um notebook.

Neste exemplo, as varidveis linguisticas sao:

e Quantidade de bom material (%), e termos linguisticos: inadequada, média e adequada.
As funcoes de pertinéncia sao mostradas na Figura 1.16.
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e Qualidade de fabricagdo (escala) com dominio [0,10] e termos linguisticos: baizo, média
e alta. As fungoes de pertinéncia sdo mostradas na Figura 1.17.

e O dominio da varidvel de saida “qualidade de um notebook” € [0, 1] e com termos linguis-
ticos: muito defeituosa, defeituosa e boa. As fungoes de pertinéncia sao mostradas na
Figura 1.18.

A Tabela 1.3 apresenta as regras fuzzy para modelar a qualidade de um notebook em funcdo
da quantidade de bom material para a fabricagao M (porcentagem) e a qualidade de fabrica¢ao

F (escala).

Fohrieagiio (F) e inadequada média adequada
baixa muito defeituosa | defeituosa | defeituosa
média muito defeituosa | defeituosa boa

alta muito defeituosa boa boa

Tabela 1.3: Regras fuzzy.

A sequir apesentamos, as funcoes de pertinéncias das varidveis linguisticas:

T T T T T T T

inadequada média adequada

o o =
N (@) (0]
T T T

Grau de pertinéncia

O
N
T

0 1 1 1 1 1 | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Quantidade de bom material (M)

Figura 1.16: Fungoes de pertinéncia da quantidade de bom material (M).
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1 baixa média alta
adl
Q
c
«©
£
t -
5 0.6
Q
(0]
©
3041
O]

0.2
O 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Qualidade de fabricagao (F)

Figura 1.17: Fungoes de pertinéncia da qualidade de fabricacao (F).

T T T T T T T T T
muito defeituosa defeituosa boa

e e
(*2} oo
T T
| 1

Grau de pertinéncia
e
=N
T
1

0.2 i

0 1 1 ’ 1 1 Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Qualidade de uma notebook (N)
Figura 1.18: Fungoes de pertinéncia da qualidade de um notebook.

Se tivermos um notebook com quantidade de bom material na fabricacao de 70% e quali-
dade de fabricagao 8 entdo, pela constru¢do do SBRF, o a qualidade do notebook ¢ 0.718(ver
Figura 1.19).
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input1 =70 input2=8
output! =0.718

“\inadequada “\baixa iuito defeituosa
\\‘
média /", meédia defeituosa ::

adequada,/ alfa/’ bom

L

0

=

Figura 1.19: Método de Mamdani para a qualidade de um notebook.

Através do SBRF construido podemos obter a qualidade de um notebook para qualquer
variagdo da quantidade de bom material no intervalo [0,100] e qualidade de fabricagao do
notebook no intervalo [0, 10].

No Capitulo 2, apresentamos a definicao de nimeros fuzzy correlacionados.



Capitulo 2

Ntmeros Fuzzy f-Correlacionados

Neste capitulo estudamos o conceito de nimeros fuzzy f-correlacionados, em que f é uma
funcao injetora e monoétona, e algumas de suas propriedades. Notemos que a definicao de
numeros fuzzy f-correlacionados generaliza o conceito de nimeros fuzzy completamente corre-
lacionados segundo [18], que enunciaremos na sec¢ao 2.3, partindo da defini¢ao de distribuicao
de possibilidade.

2.1 Distribuicao de Possibilidade Conjunta

Definicao 2.1 ([18]). Uma distribuicao de possibilidade n-dimensional é um conjunto fuzzy
normal C' em R™ com suporte limitado.

A seguir, consideramos a distribuicao de possibilidade relacionada aos niimeros fuzzy, pois,
nos permite definir ntimeros fuzzy f-correlacionados.

Definigao 2.2 ([18|). O conjunto fuzzy C' € chamado de uma distribuicao de possibilidade
conjunta dos numeros fuzzy A;, i = 1,...,n, se sua funcao de pertinéncia pc : R™ — [0, 1]
satisfaz a relagao

max Tiyeoo, Tn) = A, (2;), 2.1
max jiofen, . 2a) = jua,(x) (21)

para todo x; € R, 1 =1,...,n.
Além disso, A; € chamado a i-ésima possibilidade de distribuicao marginal de C', e a projecao
de C' no i-ésimo eizo € igual a A; parai=1,... n.

Para melhor entendimento da Defini¢ao 2.2, vejamos o exemplo a seguir, para n = 2.

Exemplo 2.1 ([18]). Se C denota a distribui¢ao de possibilidade conjunta dos nimeros fuzzy
A e B, entdo uc satisfaz as relagoes

me,uc(ﬂfl,y) = MA(l"l), mi}xﬂc(ﬂf,ﬂb) = MB(ZEQ),

para todo x,y € R.

Observacao 2.1 (|18]). Se C' € a distribuicao de possibilidade dos nimeros fuzzy A;, i =
1,...,n. Entao

pe(xy, ..oy xy) <min{pa, (1), ..., pa, (z,)}

[C]™ C [A]* x ... x [A,]°,
para todos (x1,...,x,) € R" e a € [0, 1].

28
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2.2 Numeros Fuzzy Completamente Correlacionados

Definicao 2.3 (|18]). Os nimeros fuzzy A e B sao considerados completamente correlaciona-
dos, se existirem q,r € R, ¢ # 0, de tal forma que sua distribuicao de possibilidade conjunta C
seja definida por

MC(xv y) = :U/A(x)'X{qx—I—r:y} (l’, y) = :uB(y)'X{qx-‘rT:y} (ZE, y>7 (22>
em que Xigpir—y) representa a fungao caracteristica da reta {(z,y) € R*|qx +r = y}.
Neste caso temos que

e 0s a-niveis da distribuicao de possibilidade conjunta C' dos niimeros fuzzy A e B é
[C]* = {(x,qz +7) € R*|z = (1 — N)a% + XS, ) € [0,1]}, (2.3)
em que [A]* = [af, ad] e [B]* = q[A]* + r, para cada a € [0, 1],

-Tr

—r
o up(y) = pa (y—>, para todo z € R. Observamos que ¢(y) = Y ¢ a inversa da
q
funcao afim y = gx + 7.
Exemplo 2.2. Os numeros fuzzy A e B, cujas fungoes de pertinéncia estao dadas por

20— 2 se 1<xr<1.5

pa(z)=¢ 4—2x se 1.5 <z <2
0 caso contrario
((y—1.5
y0.5 se 1.5 <y <2
- 2.5 —
pely) = y se 2<y<25
0.5
0 caso contrdrio,

\
sao completamente correlacionados. Para ver isto tomamos como distribuicao de possibilidade
conjunta de A e B ao conjunto fuzzy C com fungdo de pertinéncia uc : R* — [0,1] tal que

,uc<.1', y) = pA (m)")({m+0.5:y} (iL’, y) = MB(y)-X{x+O.5=y} (.CL', y)
Neste caso, g =1 er =0.5. Assim,

a+2 4—«
2 7 2 |

o 0s a-niveis de A sao [A]* =

e 0s a-niveis de B sdo [B]* = [0.5a + 1.5,2.5 — 0.5a] = [A]* + 0.5,

2 4 —
e 0s a-niveis de C' sao [C]az{(IE,x+O.5)eR2|x:(1_)\) (04-21- )—l—A( 204)}'

Na Figura 2.1 observe-se que os tridngulos de cores verde e roxa, respectivamente, represen-
tam aos numeros fuzzy A e B que estao completamente correlacionados e cuja distribuicao de
possibilidade conjunta C' esta dada pelo triangulo de cor marrom. Além disso, pode-se obser-
var que os a-niveis dos nimeros fuzzy A, B e da distribui¢ao de possibilidade conjunta C' sao
intervalos de R? representados em vermelho e a linha de cor azul ¢ a reta y = x + 0.5.
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Figura 2.1: Numeros fuzzy completamente correlacionados.

Definicao 2.4 ([18]). Os numeros fuzzy A e B sao ditos completamente posilivamente (nega-
tivamente) correlacionados, se q € positivo (negalivo).

Exemplo 2.3. No Exemplo 2.2, os nimeros fuzzy A e B sao completamente positivamente
correlacionados, pois, ¢ =1 é positivo.

2.3 Numeros Fuzzy f-Correlacionados
Nesta se¢ao mostramos a definicao de ntumeros fuzzy f-correlacionados e alguns exemplos.

Definicao 2.5 ([9]). Sejam f: X — Y, X, Y C R, uma fun¢do mondtona injetora e A, B
numeros fuzzy. Diz-se que A e B estao correlacionados via a funcao f ou f—correlacionados,
se a distribuicao de possibilidade conjunta C' € dada por

po(x,y) = pa(@)Xy=ren (2, y) = p(Y) Xy=f@) (2, 1), (2.4)

em que

1 se = Jx
X{y:f(m)}(xv y) = { 0 se 37& ]{((:L‘))

Neste caso temos que pug(y) = pua (f 1(y)), para todo y € R.
Exemplo 2.4. Seja A um nimero fuzzy triangular cuja funcao de pertinéncia é dada por

2 —1) se 1<x<15

Halz) = { 202—12) se 15<xz<2. (2:5)

1
Consideremos a funcdao f(x) = — para x > 0. Como a funcio [ € estritamente decrescente
x
1
seque que [ € injetora e mondtona. Assim, a inversa da funcio f é f1(y) = —.
)
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Seja B o mimero fuzzy cuja funcio de pertinéncia é dada por ug(y) = pa(f1(y)), isto ¢,

1 1 2
212 —— se —<y<-—
Y 2 3
ps(y) = X ) (2.6)
2(——1) se —<y<l1
Y 3

Portanto, os numeros fuzzy A e B sdo f-correlacionados, cuja distribuicdo de possibilidade

conjunta C' tem a sequinte funcao de pertinéncia

pe(x,y) = pr(r) Xy=f@)y (7, ).

A Figura 2.2 ilustra os nimeros fuzzy A e B f-correlacionados, nas cores amarela e roxa,
respectivamente, com distribuicao de possibilidade conjunta C' na cor azul e a fungao f de cor
verde. Além disso, pode-se observar que o grau de pertinéncia do ponto x é preservado através
da funcao f.

0.5

() = pp(U)~]

0.8

Figura 2.2: A e B f-correlacionados.

O resultado a seguir apresenta uma relagao importante entre os a-niveis dos niimeros fuzzy
f-correlacionados, baseado em informagoes de [9].

Teorema 2.1. Sejam A, B nimeros fuzzy f-correlacionados com a func¢ao f: R — R continua.
Entao, para cada o € [0, 1] tem-se

[B]* = f([A]*). (2.7)

Demonstragdo. Do fato que A e B sao f-correlacionados, temos que pg(y) = pa(f 1(y)) e
y = f(z). Vamos dividir a demonstragao em dois casos a >0 e o = 0.
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Para o > 0, tem-se

: > a}
= f({z € R: pa(z) > a})
= f([A]%).
Para a = 0, tem-se
[B]” = supp(B)

={y eR: ug(y) > 0}
={y e R: pa(f~'(y)) > 0}
={f(z) € R: pa(z) > 0}
= f({zx eR: pa(z) > 0})

Pela hipotese f é continua e A é um ntmero fuzzy temos

[B]° = f({x € R: pa(x) > 0})
= f(supp(A))
= f([A]").

[]

Neste caso temos que os a-niveis da distribui¢ao de possibilidade conjunta C' dos niimeros
fuzzy Ae B é
[C]* = {(2, f(2)) € R*]z = (1 = A)af + Aag, A € [0, 1]}

em que [A]* = [af,aS] e [B]* = f([A]Y), para cada « € [0, 1].
Exemplo 2.5. Seja A um namero fuzzy trapezoidal cuja fungdo de pertinéncia € dada por

—0.5
x0‘5 se 0.b<xr<1

_ 2.8
Haly) 1 se 1l<ax<2 (28)

33—z se 2<y<3.

Os a-niveis do nimero fuzzy A sao os intervalos
[A]* =[0.5a 4 0.5,3 — af. (2.9)

Consideremos a fungao f: R — R definida por f(x) = 2%. Note que f é uma fungio injetora e
mondtona com inversa f~(y) = VY. Como f € uma fungao estritamente crescente tem-se que
f € continua.

Seja B o mimero fuzzy com funcao de pertinéncia € ug(y) = pa(f1(y)), isto €,

—0.5
\/_T se 0.26<x<1

= 2.10
a(y) 1 se 1l<z<4 ( )

3—Vy se 4<y<09.
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Assim, A e B sao nimeros fuzzy f-correlacionados (ver Figura 2.3).
Como [ € uma funcao continua, pelo Teorema 2.1, temos que os a-niveis do nmimero fuzzy
B sao:

[B]*

([A]")
([0.50 + 0.5, 3 — a))
V0.5a +0.5

= T,?}—\/?}—a , para « € [0, 1].

S
S

Além disso, os a-niveis da distribuicao de possibilidade conjunta dos nimeros fuzzy A e B
sa0
[C1* = {(z,vz) € R¥z = (1 — A\)(0.5a + 0.5) + A(3 —a), A € [0,1]}.
Na Figura 2.3 observe-se que os trapézios de cores roza e verde representam os nimeros fuzzy

A e B, respectivamente, que estao f-correlacionados. Além disso, os a-niveis dos numeros fuzzy
A e B sdo intervalos de R?, no cor vermelho.

Ha, BB, Ho
[

Figura 2.3: A e B f-correlacionados.

O seguinte resultado é de muita importancia para o desenvolvimento do capitulo 3, baseado
nas informagoes de [21].

Proposicao 2.1. Se A, B sao nimeros fuzzy f-correlacionados e F': R xR — R uma fungao,
entao a extensao de Zadeh de (A,B) alravés de F é o conjunto fuzzy F(A, B) cuja fun¢do de
pertinéncia satisfaz

Mﬁ(A,B)(Z) = M@(A)(Z)v em que ¢(l‘) = ({L‘,f(l‘))

Demonstragao. ([17]). Do fato que A e B estdo f—correlacionados, temos que y = f(z) e
pe(y) = pa(f (y)). Assim

MﬂMﬁQZ?RMmWM@MMw%emmwzzF@J@M
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segundo [22], temos

pa(@) + palf ' (y) = lpalx) — palf(y))
2

Ipea ) (%) = sup
{(z,y)

e pela injetividade de f, segue que:
B (2) = Sup (),
(z.f(2))
Dada a fungdo ¢ : R - R x R, com ¢(x) = (z, f(z)), tem-se

Ham)(2) = tigsg o (2), com Fog(z) =z
O

Este resultado mostra que a extensao de Zadeh bivaridvel de dois niimeros fuzzy correlacio-
nados (A, B), torna-se a extensdo de Zadeh de uma varidvel do numero fuzzy A, através de
uma fungao composta bem definida. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.6. Consideremos os mimeros fuzzy f-correlacionados do Exemplo 2.5. Seja F' :
R x R — R definida por F(x,y) = e 2*™V¥. A extensdao de Zadeh do par de mimeros fuzzy
(A, B), sendo f-correlacionados, é dada pela funcdo de pertinéncia

Mﬁ(A,B)(Z) = M@(A)(Z), em que ¢(x) = ($7$2)-
Além disso, a funcgio F o ¢(x) = F(¢(x)) = F(z,2%) = *.

A Figura 2.4 apresenta o principio de extensao de Zadeh do par de nimeros fuzzy (A, B),
sendo f-correlacionados via a func¢io F(x,y) = e **"™VY que coincide com o o principio de

extensdo de Zadeh do nimero fuzzy A via a fun¢io F o ¢p(x) = e *.

Foo

A
Y

Figura 2.4: Fungao de pertinéncia do principio de Extensdo de Zadeh do par (A, B), conjuntos
fuzzy da Figura 2.3, utilizando a funcao composta F o ¢ sendo f-correlacionados.

Observacao 2.2. Consideremos A e B dois conjuntos fuzzy, o principio de extensao de Zadeh
do par (A, B) através de uma func¢ao [ injetora e mondtona é equivalente a definicdo de nimeros
fuzzy f-correlacionados se A e B sao nimeros fuzzy.

No Capitulo 3, introduzimos um modelo da dindmica do HIV com retardo sob tratamento
antirretroviral e uma solucao fuzzy para a carga viral.



Capitulo 3

Dinamica do HIV com Retardo sob
Tratamento Antirretroviral com Dois

Parametros Fuzzy Correlacionados

Neste capitulo estudamos duas solugoes fuzzy de uma equacao diferencial, que simula o declinio
da carga viral em individuos HIV positivos sob tratamento antirretroviral, proveniente de um
sistema de equagoes diferenciais com retardo. Considera-se dois parametros do sistema como
numeros fuzzy correlacionados através de uma funcao, sendo um deles o retardo, que surge
das incertezas dos dados in vitro, e o outro a taxa de mortalidade do virus, incerto devido aos
fendmenos biologicos estudados. Os métodos de inferéncia de Mamdani e Takagi-Sugeno sao
implementados para determinar que os nimeros fuzzy sejam correlacionados através de uma
fungao [20]. Assim, as solugoes fuzzy que originalmente seriam obtidas usando o principio de
extensao de Zadeh bidimensional, podem ser obtidas pelo principio de extensao de Zadeh unidi-
mensional. Para facilitar a obtencao da solucao deterministica do modelo proposto, considera-se
a taxa de células infectadas do linfocito T do tipo CD4+ pelo virus igual a zero.

3.1 Preliminares

Nesta se¢ao expomos um resumo sobre as equagoes diferenciais com retardo.

Defini¢ao 3.1 ([4]). Um espago normado E € chamado de espag¢o de Banach quando for um
espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Definicao 3.2 ([14]). Sejam h > 0 um nimero real e C' = C([—h,0],R"™) o espaco de Banach
de fungoes vetoriais continuas do intervalo [—h,0] em R™ com norma ||¢|| = sup |p(0)], em
—h<6<0

que ¢ € C.

Sejam A >0 ex € C([tg—h,to+ A],R"), para cada 0 <ty <t < to+ A, definimos x; como
um elemento de C, dado por:

xy: [—h,0] - R"
0 — x4(0)=2x(t+0).

Se D é um subespaco de R x C, f: D — R™ uma funcao e “” representa a derivada a direita,
dizemos que a relacao

2(t) = f(t, x:(0)) (3.1)

¢ uma equagao diferencial com retardo em D. A fung¢ao x é uma solu¢ao da equagio (3.1) em
[to — h,to + A], se existem A >0, to > 0 tal que x € C([ty — h,to + A],R"), com (t,x:) € D e
x(t) satisfaz a equacao (3.1) para t € [ty,to + A].

35
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Observacao 3.1. Quando h = 0, uma equacao diferencial com retardo se reduz a uma equacao
diferencial ordindria.

A seguir, apresentamos um lema que sera utilizado no Capitulo 4.

Lema 3.1 ([14]). Se z € C([to — h,to + A],R"), entao x; é uma fungao continua no intervalo
[to, to + AJ.

Demonstragao. De fato, como x é continua no intervalo [ty — h,ty + A, segue que, x é uni-
formemente continua [22]. Logo, para qualquer e > 0, existe 6 > 0 tal que para todo t,
TE [to—h,to+ Al e |t —7| <6, entdo |z(t) — z(7)] <e.

Assim, para t € [to, tg + A], com |t — 7| < 0 temos que

|z(t + 0) — x(T 4+ 0)| < €/2, para todo 6 € [—h,0]. (3.2)

Por outro lado,
lze — a-|| = sup [z:(0) — 2-(0)]. (3.3)
<6<0

Das equagoes (3.2) e (3.3), tem-se

||z — x.|| < sup ce (3.4)
~h<6<0

Portanto, z; € C([t, tg + A], R™). O

Na seguinte se¢ao mostramos o conceito do HIV.

3.2 HIV

Virus de Imunodeficiéncia Humana (HIV) é um retrovirus esférico, isto é, um virus contendo
acido ribonucleico (RNA) que se replica em uma célula hospedeira. De acordo com [25], no
interior do HIV encontram-se, juntamente com o RNA| trés proteinas importantes para o pro-
cesso de replicacao: Transcriptase Reversa, Integrase e Protease. Ataca o sistema imunologico,
responsével por defender o organismo de doencas. As células mais atingidas sao os linfocitos T
do tipo CD4+, que é um tipo de célula que faz parte do sistema imunolégico. O HIV altera o
DNA dessa célula e faz copias de si mesmo. Depois de se multiplicar, rompe os linfécitos em
busca de outros para continuar a infeccgao.

A Figura 3.1, mostra a estrutura do HIV. Este virus encapsulado tem um envelope proteico,
constituido por duas glicoproteinas (gp) principais: uma maior, a gp120, que forma botdes na
superficie, e outra menor, a gp41; que juntas formam o conjunto gp160. Dentre deste envelope
proteico, o virus possui uma céapsula interna, formada pela proteina pl7. No interior desta
capsula interna, existe uma membrana formada pela proteina p24 que envolve o material gené-
tico, o RNA. Nesta capsula interna, encontra-se junto com o RNA| trés proteinas importantes:
Transcriptase Reversa, Integrase e Protease [33].
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Figura 3.1: Estrutura do HIV [33].
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A Figura 3.2 apresenta uma ilustracao esquemética do HIV no momento de sua reproducao.
Pode-se observar como o HIV ataca o linfécito T do tipo CD4+, isto é, as proteinas do HIV
se acoplam linfocito T do tipo CD4+. Logo, o HIV faz cdpias de seu proprio material genético
e aloja a copia de seus genes no DNA da célula hospedeira. Quando essa célula comeca a se
reproduzir, partes do virus também sao reproduzidas. Finalmente, as partes do virus se unem

perto da parede celular originando um novo virus HIV [8].
MNova particula

(4]
O\
Proteinas \QS\
J Al <3

HIV

Receptores

Jolt o
= A

Figura 3.2: Representa¢ao do momento de reprodugao do HIV [8].

Aspectos Clinicos
A infeccao pelo HIV pode ser dividida em quatro fases clinicas:

1. Infeccao aguda

A S )
s /

A infeccao aguda, também chamada de sindrome da infec¢ao retroviral aguda ou infec¢ao
primaria, ocorre em cerca de 50% a 90% dos pacientes. A histéria natural da infecgao
aguda caracteriza-se por viremia elevada, com resposta imune intensa. Durante o pico de
viremia, ocorre diminuic¢ao rapida dos linfécitos T CD4+, que posteriormente aumentam,
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mas geralmente nao retornam aos niveis prévios a infeccao. Os sintomas duram, em
média, 14 dias. Os sintomas mais frequentes associados a sindrome viral aguda causada
pelo HIV sao febre, fadiga, cefaleia, faringite, diarreia, vdmito e outras. Apods a fase
aguda, ocorre a estabilizacao da viremia em niveis variaveis, definidos pela velocidade da
replicagao viral.

2. Fase assintomaéatica

Na infecgao precoce pelo HIV, também conhecida como fase assintomatica, a manifes-
tacao clinica ¢ minima ou inexistente. Nesta fase a historia familiar, habitos de vida,
como também uma avaliacao do perfil emocional e psicossocial do paciente, seu nivel de
entendimento e orientagao sobre a doenga sao extremamente importantes. Varios exames
laboratoriais peridédicos sao recomendados.

3. Fase sintomética inicial

Nesta fase, véarias doengas podem ocorrer devido a infeccao do HIV, tendo como con-
sequéncia a imunossupressao, como por exemplo: sudorese noturna, fadiga, emagreci-
mento, diarreia, sinusopatias, candidiase oral, herpes simples, herpes zoster e outras.

4. AIDS (Doengas oportunistas)

A Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS) foi reconhecida em meados de 1981,
nos EUA, como uma nova doenca que compromete o sistema imunologico. E uma sin-
drome proveniente de um processo de imunodeficiéncia decorrente de infeccao pelo HIV.
As doengas oportunistas associadas a AIDS sao vérias, podendo ser causadas por virus,
bactérias, protozoarios, fungos e certas neoplasias. As doencas oportunistas mais comuns
associadas & AIDS sao pneumonias, candidiase, herpes simples, toxoplasmose, sarcoma
da Kaposi e outras.

A Figura 3.3 mostra o tempo de percurso da infecgao do HIV em um adulto infectado, em
que podemos observar que o tempo médio de infeccao da AIDS é 10 anos, sem tratamento com
antirretrovirais.

. IL A ~ 1800

Sintomas Sintornas

—1200

Linfocito T CD4+

Linfécito T CD4+

Virus HIV

600

+——>
4-8 semanas 10-12 anos 2-2 anos

Infecgdo Fase
Aguda Assintom fica

F 3
v

Sintomatica

Figura 3.3: Esquema da histéria natural da infec¢io do HIV [11], [34], [37] e [19].



39

3.3 Modelo da DindAmica do HIV com Retardo

Nesta se¢ao introduzimos um modelo da dinamica do HIV com retardo, que é apresentado por
Herz et al. [15], que incorporando tratamento antirretroviral, contém trés variaveis dependentes
do tempo que representam:

e z(t) é a populacdo de células ndo infectadas do linfocito T do tipo CD4+;

e y(t) é a populagao de células infectadas do linfocito T do tipo CD4+ que produzem
o virus;

e v(t) é a carga viral ou particulas de virus livre,

cujas taxas de mortalidade sao d, a e u, respectivamente. O modelo supoe que as células nao
infectadas sao continuamente produzidas pelo corpo humano a um influxo constante A. Células
nao infectadas e virus livres produzem células infectadas a uma taxa de [(f). As células
infectadas produzem particulas de virus livres a uma taxa de k(t). O sistema de equagoes
diferenciais é dado por

dx

i A —dx — p(t)zv

dy

g — 3.5
W sty —ay 35)
dv

i k(t)y — uv.

O modelo nao contém um retardo intracelular de tempo entre a infecgao da célula do linfocito
T do tipo CD4+ e a produgao de novas particulas de virus. Para incorporar a fase intracelular
do ciclo de vida do virus, Herz et al. [15] assumem que o atraso da produgao do virus é dado
por um retardo 7, antes da infeccao de uma célula. Isto implica que as células produzidas pelo
virus no tempo t sao dadas pela densidade de células que foram recentemente infectadas no
tempo t — 7 e estao ainda vivas no instante t. Também assume-se a taxa de morte a para as
células infectadas mas que ainda nao produziam virus e a probabilidade de sobrevivéncia no
tempo t — 7 para o tempo t é e, Assim, o modelo pode ser reescrito da seguinte forma:

dx

dy —art

=Bt =)t = Tyt = 7)™ ~ ay (3.7)
dv

i E(t)y — uv. (3.8)

A equagao (3.7) é uma equagao diferencial com retardo 7. Em geral, as solugoes analiticas
para este tipo de equagoes sao dificeis de serem obtidas. Para o problema em questao, a
populagao de células nao infectadas x(t), células produtoras de virus infectado y(t) e virus livre
v(t) estdo em um estado constante ou estével antes do comego do tratamento. Isto facilita a
anélise matemaética na busca de solugoes analiticas simples. O estado de equilibrio nao trivial
¢ dado por:

ay ar
o — @6
_ iedT . @
Yo = a Bk
k
v = 2 (3.9)
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com (3 e k consideradas como taxas constantes de pré-tratamento.
Na se¢ao a seguir introduzimos, no modelo proposto neste capitulo, o tratamento antirre-
troviral do HIV com inibidores de protease e a solugao deterministica da carga viral.

3.4 Tratamento Antirretroviral com Inibidores da Protease

Herz et. al. [15] introduzem no modelo o tratamento antirretroviral com inibidores de protease
que, no HIV, bloqueiam a produgao de novos virus infecciosos vy, a partir de células infectadas,
permitindo somente gerar virus nao infectado no modelo. Isto significa que §(t) é fortemente
reduzido. O virus infeccioso vy, entretanto, nao é produzido para t > 0 e decai de acordo com
dU] (t)
dt

Assim,

= —uwy(t). As equagodes (3.6) e (3.7) permanecem validas se substituirmos v por vy.

di}i—iﬂ = —uv(t). (3.10)

Para simplificar, considera-se que o tratamento é 100% eficiente, isto é, que a taxa de
infeccdo das células nao infectadas CD4+ pelo virus, (), é zero para um tempo t > 0. As
células infectadas e carga viral nao sao novamente afetadas por tempos menores do que o

intervalo de tempo 7, isto é,
x(t) = xo, y(t) = yo,v(t) = vo, para 0 <t < T.

Herz et al. [15] assumem que a populagao de células nao infectadas permanece constante,
x(t) = xo para uma escala temporal em consideragao. Da equagao (3.10), o declinio exponencial
é

vr(t) = voe ), (3.11)
A equagao (3.7), para t > 7, é dada por:
d _
d—‘z = Pxovre” " — ay. (3.12)
Assim, a solugdo da equagao (3.12) é dada por y(t) = yo, para 0 <t < T e
y(t) = Yo [ae™¢) — ye=at=D] para t > 7. (3.13)
a—1u

A seguir, determinamos a solugdo para a equagao (3.8). Para isso, primeiro substituimos
y(t) (3.13), na equagao (3.8) obtendo

dv  kyo

%_CL—U

(ae’“(t”) - ue’“(t’T)) —uv(t), para t > 7. (3.14)

Resolvendo a equagao (3.14) e substituindo kyy por vou (dada na equagdo (3.9)), temos

(t) = voe M) 4 ﬂ{ u [e—“(t_T) - e_“(t_T)} +a(t — T)e_“(t_T)}, parat > 7. (3.15)
a—ula—u

Assim, a evolugao do virus livre no tempo, ou seja, a solugao da equagao (3.8), é dada por
v(t) =vg, para0 <t <Te

v(t) = voe ) 4 bkl {L [e*“(t”) — e*"(t*T)} +a(t — T)e”(tT)}, parat > 7. (3.16)
a—ula—u

A seguir apresentamos os métodos de inferéncia fuzzy de Mamdani e Takagi-Sugeno, ado-
tando um SBRF, que sdo obtidos por Jafelice et al. [20]. Os SBRF fornecem expressoes
matematicas que relacionam o retardo e a taxa de mortalidade do virus, que serao detalhadas
nas secoes 3.5 e 3.6.
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3.5 Método de Inferéncia de Mamdani

Nesta se¢ao determinamos a relacao do retardo e a taxa de mortalidade do virus, através de
uma fungao, utilizando o método de inferéncia de Mamdani e, em seguida, uma solucao fuzzy
da carga viral via a extensao de Zadeh unidimensional.

Herz et al. [15] apresentam a seguintes relagdes entre a taxa de mortalidade do virus e o
retardo (ver Figura (3.4)):

e u =2/dia com 7 = 0.08(aprox.2h) dia;
e u =3/dia com 7 = 0.5(12h) dia;

e u =9/dia com T = 1(24h) dia.

17

Sol. det. tau=0.08
Sol. det. tau=0.5
Sol. det. tau=1

0.95F

09F

log (carga viral)
e

o o

[e4] [4)]

T T

e

~J

3
T

07}

0.65 .
L 1 1 1 L 1 1 L 1 1

0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.8 1.8 2
tempo (dias)

Figura 3.4: Curvas deterministicas da equagao (3.13) para 7 =0.08 (u =2), 7 =05 (u=3) e
T=1(u=09).

O SBRF é construido tendo como variavel de entrada o retardo intracelular 7 e como variével
de saida, a taxa de mortalidade do virus u. Os termos linguisticos do retardo intracelular sao
baixo, médio, médio alto, alto e muito alto, e da taxa de mortalidade do virus sao baixo, médio,
meédio alto, alto e muito alto [20]. Adotou-se os dominios das fungdes de pertinéncia do retardo
(1) e a taxa de mortalidade do virus (u) como intervalos que contém os valores mencionados
por Herz et al. [15]. A base de regras que codifica a relagao entre 7 e u é dada por

e se 7 é baixro entao u é baixo;

e se T é médio entao u € médio;

e se T é médio alto entao u é médio alto;
e se T é allo entao u é alto;

e se T & muito alto entdo u é muito alto.

As funcgoes de pertinéncia para cada conjunto fuzzy das variaveis linguisticas para o retardo
intracelular (7) e a taxa de mortalidade do virus (u) sdo mostradas nas Figuras 3.5 e 3.6.



A médio muito
10 - baixo médio alto alto alto
y A A A |
A |
[\ \
, \ / “'\ |
/"I‘ ‘ll" /,’ \ '
\ )", I
,’}' }"\ ‘I“" “'. ‘
\ / ‘\“ \ '
ll", w’i ‘
I““. . Iq‘ |
K I“-, \l" '
',/’I il'\‘ “\ Iyl |
I"\I \".‘ ‘\‘ |
!‘I"I’ I\\ ‘ \
\ / \
/“' \ / '\l
/  / I\
i I'l,l,:" ‘ \l‘l
0,2 0,6 0,8 1,0
retardo (1)
Figura 3.5: Fungoes de pertinéncia do retardo (7).
\ médio muito
1,0 —baizo méﬁlio flgi ﬂ/.l\tﬂ a?lo
|‘ | ‘\\‘ ‘."'J I'\I |
- ‘l‘l 'Ill "..‘. / / \ ; l". “rl
\’n ‘I‘ "w.‘l /" / \ ‘l
08—\ f \ / |
' \l\ {‘o ‘,"/ \\ / \ "
\ / \ I'v |
- “I\ }.' / \\ ‘ / I". ‘l’
\ \ / \ |
0,6 . ‘\I\ |" / \ / ".‘ ,"
\ / \ \ |
. “., .’II ,l/ \\ / "", \"
|ll||1 / \ “{ ‘I
\ ‘\ |
0,4 -1 'f’ ".\ \ \\ \ ]
1 /| \ / \ \/
\" \l'w // \‘\ }‘«
0,2 ’;' "‘. / / \ | ‘u‘
"l l{‘ / \ / \ |'\
i r'| ll‘l "/’“ / \\ ‘\‘.
| \/ \ .'
0.0 . T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9
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Os dados da taxa de mortalidade do virus em fungao do retardo apresentados na Figura 3.7,
foram obtidos a partir dos valores defuzzificados no intervalo [0.08,1] por meio do SBRF pro-

posto. Por meio do método de minimos quadrados [36] obtém-se a curva da taxa de mortalidade
do virus em funcao do retardo, que ¢ dado por:

u(r) = 1.67e-57,

(3.17)

com coeficiente de determinagao (R?) [27] em relagao aos dados do SBRF de 0.9873, que ¢é
apresentada na Figura 3.7. Note que a fungao u é estritamente crescente, portanto u é injetora

e monodtona. Assim, a inversa da funcao u ¢ u(y) = Te3 In <1L67)’ em que y = u(7).

1
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Figura 3.7: Ajuste de curva da taxa de mortalidade do virus.

A seguir, determinamos uma solugao fuzzy da dinamica do HIV com retardo sob tratamento
com inibidores da protease. Para isso, consideramos o retardo intracelular 7 como um parametro

fuzzy dado pelo numero fuzzy triangular I' (ver Figura 3.8), cujo suporte é [0.08, 1] e fungao de
pertinéncia é dada por

% se 0.08<7<05
pr(r) = ' (3.18)

21—7) se05<7<1.

0
0 0.08

Retcgi‘sdo('r)
Figura 3.8: Numero Fuzzy T

Modelamos a taxa de mortalidade do virus como um nimero fuzzy U cuja fungao de perti-
néncia ¢ dada por uy(y) = pur(ut(y)), em que y = u(7), isto &,

In(y/1.67) — 13.04
0.6846

u(0.08) <y < u(0.5)
po(y) =
2— —In(y/1.67) se u(0.5) <y <u(l).
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Assim, os numeros fuzzy I' e U sao u-correlacionados, cuja distribuicao de possibilidade
conjunta C' de I e U tem a seguinte fungao de pertinéncia

po(m,u) = pr (1) Xpu=1.g7e1637y (T, w).

A Figura 3.9 ilustra os numeros fuzzy I' e U u-correlacionados, com distribui¢ao de possi-
bilidade conjunta C', tendo como fungoes de pertinéncia, ur e pyr, respectivamente.

Pas 1B P
N

Figura 3.9: T e U ntmeros fuzzy u-correlacionados.

Fixando ¢ na solugao deterministica (3.16), defina-se a fun¢do v,(7,u) = v(t;7;u) que é
continua. Para cada instante ¢, aplicando o principio de extensao de Zadeh para a funcao
vi(T,u). Pela Proposicao 2.1 obtemos que

La o) (2) = u@(r)(z), em que z = v 0 ¢(7) e ¢(1) = (1, u(r)). (3.19)
Assim, uma solugdo fuzzy da equagao diferencial ordinaria (3.8) é dada por:

v, para 0 <t <7

o(t,T) = Lge M) u(T)vg { u(r) [efa(tfﬂ—) _ eulm)(t-7) _|_a(t_7_)€u(7)(tr)}
a—u(t) la—u(r) ’
para t > T.
(3.20)
que ¢é continua, para 7 = 0.008 que ¢ o menor ponto do supp(I') em que I' é o numero

fuzzy (3.18).

Na Figura 3.10 é apresentado o grafico da solugao fuzzy da carga viral obtida através do
método de Mamdani e pelo Teorema 1.1, com vg = 1. Observa-se que quando o tempo cresce
a carga viral diminui. A regiao amarela ¢ a que melhor representa o fendémeno bioldgico, por
conter os graus de pertinéncia proximos de 1.
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Figura 3.10: Solugao fuzzy da equagao (3.8) para a carga viral, para t variando de 0 a 2 dias,
com I' e U numeros fuzzy u-correlacionados.

3.6 Meétodo de Inferéncia de Takagi-Sugeno

Nesta se¢ao determinamos a correlacao do retardo e a taxa de mortalidade do virus, através
de uma funcao, utilizando método de inferéncia de Takagi-Sugeno e, em segunda, uma solugao
fuzzy da carga viral via a extensao de Zadeh unidimensional.

Este método nao utiliza o método de minimos quadrados [36] para obter u = u(7), como no
caso do método de inferéncia de Mamdani, pois u é obtida como uma func¢ao definida por partes
proveniente dos consequentes do sistema de inferéncia. O retardo intracelular (7) é expressado
como variavel linguistica com valores baixo e alto.

Partindo dos dados apresentados em Herz et. al. [15]|, Jafelice et al. [20] utilizam as
seguintes funcoes lineares para os consequentes

e u; = 2.387 + 1.8, que passa pelos pares (0.08,2) e (0.5, 3)

e uy; = 127 — 3, que passa pelos pares (0.5,3) e (1,9).
Adotamos as seguintes base de regras

e se 7 € bairo entao u; = 2.387 + 1.8

e se T é allo entao uy = 127 — 3,

cujas fungoes de pertinéncia, p1 e pg, para o retardo baixo e alto estdo dadas por (3.21) e (3.22)
(ver Figura 3.11), em que b é um parametro livre.

1 se 0< 7<)

ul(r):{ i—; w b<r<l, (3.21)
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Lor se b<r< 1 (3:22)

{ 0 se 0<7<b

. baizo (b,1) alto A(1,1)

grau de pertinéncia

(b,0)

retardo (T) 1

Figura 3.11: Fungoes de pertinéncia do retardo (7) alto e baixo.

Assim, usando o método de inferéncia de Takagi-Sugeno, temos a saida u dada por

u — U1 + Ui

M1+ po (3.23)

isto é,
2387+ 1.8 se .08 < 7<D
(3.24)

UT) =0 96202 — (242 4 125)7 + 18 + 3

- seb< T <1.

9.62
Observamos que u ¢ uma parabola no intervalo (b, 1]. Como1 ;> 0 (1 —b>0), a pardbola

tem concavidade positiva. Pelos dados estudados em Perelson et. al. [35], temos que u é
crescente, logo, u é a parte crescente da parabola. Para determinar o valor de b, primeiro
determinamos o vértice da pardbola 7,, isto é,

2.42 +12b
. 1—p  6b+1.21
1-5
Como u ¢é crescente, entao
b>,. (3.26)
Substituindo (3.25) em (3.26), temos:

6b 4 1.21

> 3.27

- 9.62 ( )

Entao, b > 0.335. Logo, b = 0.34.
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Portanto, a taxa de mortalidade do virus u é escrita em funcao do retardo 7 da seguinte

forma
2.387 + 1.8 se 0.08 < 7<0.34

u(r) = (3.28)
14.577% — 9.867 +4.27 se 0.34 < 7 < 1.

A Figura 3.12 apresenta o grafico da fungao u(7) obtida com o método de inferéncia de
Takagi-Sugeno.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
retardo (7)

Figura 3.12: Taxa de mortalidade do virus u em fung¢ao do retardo 7

Por outro lado, consideramos o retardo como um numero fuzzy triangular I' cuja funcao de
pertinéncia é

1
pr(t) =4 (3.29)

2(1—1) se 0.5 <7 <1,

A taxa de mortalidade do virus é modelada como um numero fuzzy U cuja fungao de
pertinéncia estd dada por uy(y) = pur(u(y)), em que u ! é a inversa de u e y = u(7), isto ¢

y—2 se 2 <y <261

y— 2.61
2.38( /L—222 1 0.26 261 <y <3
pu(y) = ( 457 ) > v= (3.30)
y— 2.61
132 -2, /L= <.
|1 1457 sed<ys?

Os numeros fuzzy I' e U sao u-correlacionados, cuja distribuicao de possibilidade conjunta
C tem a seguinte fungao de pertinéncia

pe(T,u) = pur(7) Xpumu(@)y (7, ).
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A Figura 3.13 ilustra aos ntimeros fuzzy I' e U u-correlacionados, com distribui¢ao de pos-
sibilidade conjunta C', tendo como fungoes de pertinéncia, ur e py, respectivamente.

HAs By Bo

Figura 3.13: T" e U numeros fuzzy u-correlacionados.

Fixando ¢ na solugao deterministica (3.16), defina-se a fun¢do v,(7,u) = v(t;7;u) que é
continua. Para cada instante ¢, aplicando o principio de extensao de Zadeh bidimensional para
a fungao v;(7,u), pela Proposigao 2.1 obtemos que

pary(2) = u@(r)(z), em que z = v; 0 H(7). (3.31)
Assim, uma solugdo fuzzy da equagao diferencial ordinaria (3.8) é dada por:

v, para 0 <t <7

o(t,T) = e tMET) u(T)vg u(r) [efa(tfﬂ—) — e | gt — r)emuET)
a— u(7) ’
parat > T.
(3.32)

que é continua.

A Figura 3.14 apresenta o grafico da solugao fuzzy da carga viral obtida através do método
de Takagi-Sugeno e pelo Teorema 1.1, com vy = 1. Pode-se observar que quando o tempo cresce
a carga viral diminui. A regiao amarela ¢ a que melhor representa o fendémeno bioldgico, por
conter os graus de pertinéncia proximos de 1.
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Figura 3.14: Solugao fuzzy da equagao (3.8) para a carga viral, para ¢ variando de 0 a 2 dias,
com I' e U numeros fuzzy u-correlacionados.

Na segao 3.7 a seguir introduzimos uma comparagao das curvas preferidas (curvas de grau
de pertinéncia um) das solugoes fuzzy mostradas nas Figuras 3.10 e 3.14, respectivamente,
com a solugdo deterministica de Herz et al [15], utilizando como uma medida de comparagao o
méaximo dos erros absolutos em cada instante.

3.7 Comparacao dos Métodos de Inferéncia no Modelo Es-
tudado através do Erro Absoluto

Definigao 3.3 ([36]). Seja X um nimero com valor exato e x o valor aproximado de X. O
erro absoluto de X é definido pelo modulo da diferenca entre o valor exato e o valor aproximado,
18to €,

X — z. (3.33)

Assim, ao comparar as curvas preferidas obtidas pelos métodos de inferéncia de Mamdani e
de Takagi-Sugeno, com a curva deterministica de Herz et al.(7 = 0.5), em cada instante ¢ (ver
Figura 3.15), obtemos que

e no método de inferéncia de Takagi-Sugeno o maximo erro absoluto é igual a 0.0012,

e no método de inferéncia de Mamdani o maximo erro absoluto é igual a 0.0415.
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Notemos que como o método de inferéncia de Mamdani requer a utilizagao do método dos
minimos quadrados [36] para determinar a taxa de mortalidade do virus em fung¢ao do retardo,
seu erro absoluto é maior que o erro absoluto do método de inferéncia de Takagi-Sugeno, pois

neste método nao é necessario realizar um ajuste de curva.

No Capitulo 4 expomos uma solugao fuzzy da dinamica do HIV com retardo sob tratamento
antirretroviral, obtido através da extensao de Zadeh bidimensional, com a taxa de infeccao da

célula nao infectada do tipo CD4+ pelo virus diferente de zero.



Capitulo 4

Dinamica do HIV com Retardo sob
Tratamento Antirretroviral com Dois
Parametros Fuzzy

Neste capitulo estudamos novamente o modelo da dinamica do HIV com retardo. Primeiro
introduzimos um sistema de equagoes diferenciais ordinarias, que simula a dindmica do HIV
sem retardo. Em seguida, estudamos o modelo da dindmica do HIV com retardo. A principal
diferenga do modelo apresentado no capitulo 3 com o modelo apresentado neste capitulo é
que consideramos a taxa de infecgao ((t) diferente de zero, pois no modelo do capitulo 3 é
considerada a taxa de infecc¢ao igual a zero com objetivo de simplificar o modelo. Em Jafelice
et al. [21], a taxa de infecgao do linfocito CD4+ pelo virus HIV, que é um parametro dificil
de ser obtido nas ciéncias médica e outros parametros do sistema de equagoes diferenciais com
retardo, sdo obtidos por meio de um autdémato celular [13|. Esse automato celular representa
artificialmente a corrente sanguinea de um individuo soropositivo de HIV. A taxa de infeccao
¢ obtida para trés individuos soropositivos. Escolhemos uma das trés taxas de infeccao dos
individuos soropositivos para determinar uma solugao fuzzy do modelo da dindmica do HIV com
retardo usando o principio de extensao de Zadeh bidimensional. Consideramos os parametros
de retardo e a taxa de mortalidade do virus como dois ntimeros fuzzy para os quais nao é
utilizada uma fungao que os correlacione. Para determinar esta solugao fuzzy fazemos uso de
um algoritmo, que é implementado no software Matlab com o pacote computacional dde23.
Finalmente, fazemos uma comparacao dos modelos da dindmica do HIV.

Na secao a seguir, expomos o modelo da dinamica do HIV com retardo dada por quatro
variaveis dependendo do tempo.

4.1 Modelo da Dinamica do HIV com Retardo

Nowak e Bangham apresentam em [30] um modelo da dindmica do HIV que contém quatro
variaveis dependendo do tempo t. Assim, consideramos o sistema (3.5) e a equagao do linfocito
T citotoxico (CTL); as variaveis sao:

e x(t) é a populacdo de células ndo infectadas do linfocito T do tipo CD4+;

e y(t) é a populacao de células infectadas do linfocito T do tipo CD4+ que produzem
o virus;

e v(t) é a carga viral ou particulas do virus livre;

e 2(t) é a magnitude do linfocitos T citotoxico (CTL),

o1
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cujas taxas de mortalidade sao d, a, u e b, respectivamente. O valor p é a taxa de mortalidade
das células infectadas causadas por CTL, e ¢ é a taxa de proliferacao do CTL em resposta do
antigeno. O modelo supoe que as células nao infectadas sao continuamente produzidas pelo
corpo humano a um influxo constante A. Células nao infectadas e virus livres produzem células
infectadas a uma taxa de [5(t). As células infectadas produzem particulas de virus livres a uma
taxa de k(t). Assim, o sistema de equagoes diferenciais ¢ dado por

dx

o= A —dz — p(t)zv
d
d_i = B(t)rv — ay — pyz
(4.1)
v _ E(t)y —uw
dt Y
% = cyz — bz.

O modelo nao contém um retardo intracelular de tempo entre a infeccao da célula e a
produgao de novas particulas de virus. Segundo o sistema (3.6) - (3.8), dado no capitulo 3,
se adiciona o retardo intracelular 7 ao modelo (4.1). Além disso, assume-se a taxa de morte
@ para as células infectadas mas que ainda nao produziam virus e e~ como a probabilidade
de sobrevivéncia no tempo ¢ — 7 para o tempo t. Assim, o modelo (4.1) pode ser rescrito da
seguinte forma:

Z—f =\ —dx — B(t)xv

dy .

— =pt—1)x(t —T)v(t —T)e " —ay — pyz

dv Kt '
Wkt —w

dz

q =cyz — bz.

Na se¢ao a seguir, exibimos o autéomato celular que representa computacionalmente a cor-
rente sanguinea dos HIV soropositivos.

4.2 Automato Celular

O automato celular (AC), estudado por Jafelice et al. [21], representa computacionalmente a
corrente sanguinea de um individuo soropositivo, sob tratamento antirretroviral, onde vivem
artificialmente células nao infectadas e infectadas do linfécito T do tipo CD4+, particulas de
virus livres e os linfocito T citotoxico (CTL). O linfocito T do tipo CD4+ é o principal linfocito
que o virus ataca ao atingir a corrente sanguinea.

No sistema (4.2) os pardmetros e os valores da taxa de infec¢@o sdo obtidas a partir do
automato celular [21]. Para isso, o modelo AC utiliza a saida do SBRF para a simulagao.
As varidveis de entrada do SBRF sao a adesao ao tratamento e a poténcia da medicacao.
Os seguintes valores linguisticos atribuidos as variaveis linguisticas sao muito baixos, baixos,
meédios, altos e muito altos. Para adesao ao tratamento, o intervalo [0, 1] é definido onde 0
significa nenhuma e 1 total da adesao. Também, define-se o intervalo de poténcia medicacao
como [0.8,0.9]. As varidveis de saida s@o a porcentagem de linfocitos CD4+ infectados e o
periodo de replicacao do virus. Para a primeira saida, os termos linguisticos sao muito baixo,
baixo, médio, alto e muito alto, e para a segunda saida sao muito rapido, rdpido, médio, lento
e muito lento. Para porcentagem de células CD4+ do HIV infectadas, o intervalo é [0.1,1] e
para o periodo de replicagao do virus é [5,16]. A base de regras fuzzy é construida com base
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no conhecimento médico especializado, utilizando o método de inferéncia Mamdani junto com
o método de defuzzificagdo do centro de gravidade [21].

A simulacao é realizada utilizando os valores de adesao ao tratamento e poténcia da me-
dicacao dos trés individuos soropositivos para o HIV mostrados na Tabela 4.1. Nesta tabela,
os parametros da primeira, segunda e terceira colunas correspondem a individuos soropositivos
submetidos a trés niveis de poténcia e adesao a medicagao [21]. Os valores de saida do SBRF
sao mostrados na Tabela 4.2. As primeiras linhas mostram a porcentagem dos linfécitos T CD4
-+ infectados e a segunda mostra o periodo de replicacao do virus para os valores de entrada da
Tabela 3. A simulagao é executada em um retangulo com 38 x 38 células com 101 iteragoes. A
escolha do tamanho da grade celular é definida com base em vérias execuc¢oes experimentais do
AC, variando o nimero de iteragoes, bem como o nimero inicial de elementos (linfocitos CD4
+ nao infectados e infectados, particulas de virus livres e CTL especificos de virus) e todos os
outros parametros AC necessarios para as simulagoes.

Primeira Segunda Terceira
entrada entrada entrada
Adesao ao tratamento 0.8 0.85 0.9

Poténcia da medicagao 0.1 0.6 1

Tabela 4.1: Entradas para o SBRF usado na simulacao.

Primeira Segunda Terceira
saida-entrada saida-entrada saida-entrada
Porcentagem de linfocitos CD4+ infectados 0.85 0.55 0.1
Periodo de replicacao do virus 6.35 10.4 16

Tabela 4.2: Saidas do SBRF e entradas do AC usada na simulagao.

4.3 Taxa de Infeccao em Funcao do Tempo

Nesta secao expomos a taxa de infeccao para trés individuos soropositivos sob tratamento
antirretroviral, obtidos por AC.

A taxa de infecgdo f(t) é um pardmetro importante para o controle da AIDS em individuos
soropositivos para o HIV. Em Jafelice et al. [21] é determinado para trés individuos soroposi-
tivos. Esta taxa de infeccao é determinada usando o quociente do nimero de linfécitos CD4+
infectados pelo produto de linfocitos CD4 + nao infectados e o ntimero de a variagao do tempo,
isso é,

linfécitos CD4-+ infectados

Blt) = linfocitos CD4+ nao infectados - At

(4.3)

t=1,...,100.

Como o resultado é obtido para cada iteracao, a variacao de tempo (At) é numericamente
considerada como sendo 1. A Figura 4.1 apresenta o grafico da taxa de infeccao em funcao do
tempo para os trés valores de entrada. Observamos que o grafico é decrescente, o que significa
que a taxa de infeccao dos linfocitos CD4+ pelo virus diminui com o tempo. Com os valores
obtidos (ver Figura 4.1), determinamos trés expressoes ((t) representando a taxa de infecc¢do
em funcao do tempo ¢ para trés individuos. A Figura 4.2 representa o ajuste para os pontos
discretos B(t) (ver Figura 4.1), que foi obtida pelo método dos minimos quadrados [36]. Assim,
as expressoes para (1) sao



(i) para a primeira entrada

B(t) = 0.2703¢~%995" 1. 0.2499;

(ii) para a segunda entrada

B(t) = 0.333¢ 0005527,

(iii) para a terceira entrada

ﬁ(t) — 0.335670.008937t.

o4

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Os coeficientes de determinagiao (R?) [27] para os ajustes sdo, respectivamente, 0.3836,

0,6333 e 0, 8809 para as expressoes (4.4), (4.5) e (4.6).
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Figura 4.1: Taxas de infec¢ao 4(t) em fungao do tempo obtido com o autémato celular para as
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4.4 Parametros da Equacao Diferencial da Dinamica do
HIV com Retardo

Nesta secao, descrevemos os outros parametros obtidos com o autémato celular para, logo,
encontrar uma solugao fuzzy do modelo com retardo (4.2) para um dos individuos mencionados.
Em Jafelice et al. [21] é considerado os parametros do sistema (4.2), isto é, as taxas, como

1

tempo

(4.7)

taxa =

em que o tempo no automato celular é o ntimero de iteragoes. Os valores da taxa sao

e )\ =20 é o influxo constante de células nao infectadas produzidas no corpo humano, que
sao colocadas aleatoriamente em cada iteragao na AC.

e d = 1/4 é a taxa de mortalidade de células nao infectadas, pois no autémato celular o
numero de iteragoes estabelecido para morte de células nao infectadas é de 4.

e a = 1/5 ¢ a taxa de mortalidade de células infectadas, pois o nimero de iterages esta-
belecido para morte de células infectadas é de 5.

e p = 0.4 ¢ a taxa de mortalidade de células infectadas devido ao encontro com os CTLs,
porque nem todo encontro resulta em sucesso.

e u = 1/2 ¢ a taxa de mortalidade das células do HIV, pois o numero de iteragoes para a
morte por HIV é 2.

e ¢ = 1/14 ¢é a taxa de proliferacdo dos CTLs, uma vez que o numero de iteragoes para a
proliferacao do CTL é 14.

e b = 1/15 é a taxa de mortalidade do CTL, pois o nimero de iteragbes para morte dos
CTLs é 15.

Além desses valores para os parametros, é encontrado a taxa @ que é a taxa de mortalidade
das células infectadas que ainda nao produziram virus. No autdémato celular contamos todas as
células infectadas que morreram e nao produziram virus em cada iteracao e depois calculamos
a média dos valores encontrados (& = 0.0825). O vetor k(t), que representa a reproducdo
das células infectadas, foi obtido a partir do automato celular, contando o nimero de células
infectadas recentemente reproduzidas em cada iteracgao t.

Seja ¢ uma solu¢ao numérica do sistema (4.2). Para a solugdo numeérica do sistema (4.2),
representada na Figura 4.3, consideramos o ajuste (4.5) que representa o individuo soropositivo
ao receber poténcia da medicacao média e adesao ao tratamento médio, o retardo 7 = 0.5 e as
taxas definidas anteriormente.

As condigoes iniciais sao xg = 0.99,yy = 0.01,v9 = 0.1 e zg = 0.01. O software Matlab foi
utilizado para obter a solu¢do numérica para o sistema (4.2) (ver Figura 4.3).
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Na Figura 4.4 exibimos solugdes numéricas do sistema (4.2) para diferentes valores do retardo
7 no intervalo [0.08, 1], que foi dividido em 20 partes.
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Observemos que os gréafico das solugoes das quatro componentes aparentam ter um aspecto
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de fungoes continuas, pois o lado direito da igualdade do sistema (4.2) é composto por fungoes
polinomiais e exponenciais.

Na secao a seguir, utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh bidimensional para obter
uma solugdo fuzzy do sistema (4.2), considerando o retardo e a taxa de mortalidade do virus
como numeros fuzzy triangulares.

4.5 Solucao Fuzzy do Modelo da Dindmica do HIV com
Retardo

Para determinar uma solugdo fuzzy consideramos o ajuste (4.5) que representa o individuo
soropositivo ao receber poténcia da medicacao média e adesao ao tratamento médio.

Primeiramente consideramos o retardo 7 e a taxa de mortalidade do virus u como niimeros
fuzzy triangulares I' = (0.08,0.5,1) e U = (0.25,0.5,0.75), respectivamente. As fungdes de
pertinéncia estao dadas, respectivamente, por

(

1
pr(r) =4 (4.8)

L 2(1—7) se 05<7<1.

4
1
@(u —0.25) se 025<u<0.5
pru () = S . o

@(0.75 —u) se 0.5 <u<0.75.
\ .

Assim, o produto cartesiano fuzzy I' x U (ver Figura 4.5) de " e U é dado por

prs (7, w) = min {pp(7), po (u) }- (4.10)

Na Figura 4.5 exibimos os niumeros fuzzy I' e U e o produto cartesiano fuzzy I' x U, usando
a t-norma do minimo.

Hr Ry —
Vs,

Figura 4.5: Produto cartesiano fuzzy I" x U.
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Logo, para determinar uma solugao fuzzy do sistema (4.2), fixamos o tempo ¢ e definimos a
seguinte funcao

Si(1,u) = ¢(t, T,u). (4.11)

Como observamos que a solu¢ao do sistema (4.2) é continua, pelo Lema 3.1 segue que a
fungao S; é continua. A extensao de Zadeh de (I',U) via a fungao S; é dada por

15,0y (2) = suplurxu (7, u)], em que 2 = Sy(7, w). (4.12)

7—7“)

Para cada instante ¢, aplicando a extensdo de Zadeh bidimensional para (I',U) e o Teo-
rema 1.2, implementamos um algoritmo (ver subsecao 4.51) para obter uma solu¢ao fuzzy do
sistema (4.2).

4.5.1 Simulacao Numérica (Algoritmo)

Nesta subsecdo, o algoritmo para determinar uma solugao fuzzy do sistema (4.2) é mostrado.

Nas simulagoes numéricas e na fuzzificacao, consideramos os numeros fuzzy triangulares
mostrados na Figura 4.6 . Na Figura 4.5, ur«y € a fungao de pertinéncia associada ao produto
cartesiano fuzzy I' x U.

Com base no principio de extensao de Zadeh bidimensional, Teorema 1.2 e Lema 3.1, de-
senvolvemos um programa computacional usando o software Matlab para obter uma solucao
fuzzy do sistema (4.2). O algoritmo desenvolvido é baseado no trabalho de Almeida et al. [3],
que foi construido para o principio de extensao de Zadeh unidimensional.

Na Figura 4.6, do lado esquerdo pode-se observar o produto cartesiano fuzzy I' x U, os
ntmeros fuzzy I' e U, e os a-niveis de I' x U. No lado direito apresentamos os a-niveis de I' x U
no plano para poder visualizar a divisao feita no algoritmo.

a=x(0) x(2) x{3)  x(1)
X x(3) x(2)  x(0)=c
—_
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. d
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Figura 4.6: Produto cartesiano fuzzy I' x U e a-niveis.

O primeiro passo do algoritmo ¢ ilustrado na Figura 4.6, que exibe uma fungao de pertinéncia
referente ao produto cartesiano fuzzy (I' x U) dos numero fuzzy T' e U. O algoritmo ¢ dado
por:

e Para cada «;, 0 < a; < 1 é determinado dois intervalos [x;(7), ,.(7)] e [y (7)), y.(7)].
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Comecando com os intervalos centrais, consideramos uma particao para cada uns dos
intervalos [z;(7), z,.(i)] e [y(7), y-(7)] com pontos igualmente espagados em que i = n, — 1,
em que n, é o numero de a-niveis (ver Figura 4.6).

A solugao numérica do sistema (4.2) é obtida para cada ponto (7,u) das parti¢gdes men-
cionadas anteriormente ((7,u) € [z;(7), z.(7)] % [y;(7),y,(7)]). Note que estamos obtendo
valores para Si(7,u) (ver equagdo (4.11)), com (7,u) € [z;(7),x,.(7)] X [w(7), yr(7)].

O primeiro passo para a construcao de uma funcao de pertinéncia para S; é dado procu-
rando os valores minimos e maximos do conjunto discreto {S;(7,u)} (ver Teorema 1.2).

Para cada i = n,—1,n,—2,...,1, consideramos partigoes dos intervalos [z;(i — 1), x;(7)],
[2.(0),z.(i — )], [wu(i — 1), u(2)], [y-(i),y.(i — 1)]. Usando a continuidade da funcdo
S; (Lema (3.1)), os valores minimos e maximos do conjunto discreto {S;(7,u)}, (r,u) €
[z;(i—1), z,.(i—1)] X[y (i—1),y.(i—1)] s@o obtidos por comparagao entre os valores minimos
e maximos do conjunto discreto: {S;(7,u) @}, (7,u)V € [2(i—1), 2,(5)] x [(i — 1), (3)];
{Su(r, 0@}, (7, 0)© € [a(d), 20X [p1(3), 5 ()], € {Selr> )}, (r, ) € [z0(4), 2o (i~ 1)
X [yr(l)vyr(l - 1)]

A construcao de uma fungao de pertinéncia para S; é concluida quando determinamos o
valor S;(b, e), em que b e e sdo os pontos que tem grau de pertinéncia 1.

Na subsegao a seguir exibimos o grafico da solugao fuzzy do sistema (4.2).

4.5.2 Resultado

Na Figura 4.7 é exposta a solugao fuzzy do sistema (4.2) contendo suas quatro componentes
através do principio de extensao de Zadeh bidimensional. Pode-se observar que, & medida que
o tempo passa, as células nao infectadas e os CTL aumentam até estabilizar em torno de um
numero. Notamos também que a carga viral e as células infectadas diminuem drasticamente
com o tempo, este comportamento esta de acordo com a literatura. A regiao amarela é a que
melhor representa o fendémeno biologico, por ter grau de pertinéncia proximo de 1.
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Na secao a seguir, obtemos uma solucao fuzzy do sistema de equacoes diferenciais ordina-
rias (4.1).

4.6 Solucao Fuzzy da Dinadmica do HIV sem Retardo

Para observar como o retardo influencia a solugao dos sistema (4.1) e (4.2), consideramos os
mesmos parametros e taxas obtidas para o sistema de equagoes diferenciais com retardo (4.2)
para o sistema de equagoes deferenciais ordinarias sem retardo (4.1). Além disso, utilizamos o
ajuste (4.5) para a taxa de infecdo 5(t) e as mesmas condigoes iniciais.

Consideramos a taxa de mortalidade do virus como parametro fuzzy triangular (0.25;0.5;0.75)
e determinamos uma solugao fuzzy do sistema (4.1). Para isso, primeiramente se reescreve o
sistema (4.1) como X (t) = G(z(t),y(t),v(t), 2(t),u), com a mesma condicio inicial dado no
sistema (4.2), Xo = (z0, Yo, Vo, 20) € aplicando o teorema de existéncia e unicidade, obtemos a
tnica solugdo ¢(¢,u) em algum aberto que é continua [14]. Logo, fixando ¢, definimos a fun¢ao
Fi(u) = ¢(t,u) que é continua. Finalmente, pelo Teorema 1.1, determinamos uma solugao
fuzzy do sistema (4.1) (ver Figura 4.8).

Na Figura 4.8, mostra-se a solugao fuzzy das quatro componentes do sistema (4.1). Além
disso, a regiao de cor amarelo ¢ a que melhor representa o fendémeno bioldgico, pois é onde a
taxa de mortalidade do virus u, que é um ntmero fuzzy triangular, tem grau de pertinéncia
proximo de 1.
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Figura 4.8: Solu¢ado fuzzy do sistema sem retardo (4.1) com o parametro fuzzy triangular .

4.7 Comparacao entre os dois Modelos do HIV

Nesta secao mostramos a comparac¢ao da solugao fuzzy entre os modelos da dindmica do HIV
com retardo (4.2) e sem retardo (4.1).

Na Figura 4.9 observamos que, as células nao infectados e infectados do linfocito T do tipo
CD4+-, as particulas de virus livres e o CTL apresentam o mesmo comportamento das solugoes
do ambos sistemas com retardo (4.2) e sem retardo (4.1). O sistema (4.2) produz valores
maximos e minimos em tempos posteriores comparadas a solu¢ao do sistema (4.1).
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Na solugao fuzzy do sistema (4.1), as células ndo infectadas e infectadas do linfécito T do
tipo CD4+ e o virus livre, no inicio, assumem pontos de méximos menores do que a solugao
fuzzy do sistema (4.2). Finalmente, o CTL cresce previamente na solugao do sistema (4.1) em
comparagao com a solugao do sistema (4.2).
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Figura 4.9: Comparagao das solugoes fuzzy dos sistemas (4.1) e (4.2).

Salientamos que os comportamentos das solugdes fuzzy dos sistemas com retardo (4.2) e
sem retardo (4.1) (ver Figuras 4.7 e 4.8) sdo qualitativamente similares a historia natural da
infec¢do do HIV (ver Figura 3.3), com a diferenga que nestes modelos incluem o tratamento
antirretroviral. De fato, a diferenga é que os modelos (4.2) e (4.1) as células nao infectadas do
linfocito T do tipo CD4+ tendem a se estabilizarem a medida que o tempo passa, enquanto na
historia natural decresce; o HIV nos modelos (4.2) e (4.1) também se estabilizam com o tempo,
contudo no historico natural, aumenta quando o tempo passa.

No Capitulo 5 apresentamos as conclusdes do trabalho desenvolvido.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho estudamos a capacidade de incorporar incertezas provenientes de dados in vitro
em fenomenos biolégicos, através da teoria fuzzy, com o principio de extensao de Zadeh uni-
dimensional e bidimensional. Em muitos casos, os parametros da equacao sao incertos. Essa
incerteza tem sido tratada por meio de metodologias estatisticas. Mittler et al. [26] assumem
que o retardo é caracterizado por uma distribuicao de probabilidade, que surge das incertezas
dos dados in vitro. A taxa de mortalidade do virus é incerto devido aos fendémenos estudados.
Assim, consideramos o retardo e a taxa de mortalidade do virus como ntimeros fuzzy.

No capitulo 3, no modelo estudado, estes nimeros fuzzy sao considerados como nimeros
fuzzy correlacionados via uma funcao injetora e monotona. A correlacao de dois nameros fuzzy,
através de uma funcao, facilita a obtencao de uma solucao fuzzy do modelo. Além disso,
para facilitar a obtencao da solucao deterministica do modelo estudado consideramos que a
taxa de infeccao das células nao infectadas do linfécito T do tipo CD4+ pelo virus é zero.
O comportamento da solu¢ao fuzzy do declinio do virus com tratamento antirretroviral com
inibidores da protease ¢ similar ao da solugao obtida no trabalho de Jafelice et. al. [20]. Além
disso, comparamos as curvas deterministicas provenientes dos dados in vitro de Herz et al. [15]
e as curvas preferidas, ou seja, curvas de grau de pertinéncia um, obtidas via o método de
inferéncia de Mamdani e pelo método de Takagi-Sugeno, para determinar qual método fornece
uma melhor solucao fuzzy, utilizando como medida de comparagao o erro absoluto.

No capitulo 4, determinamos uma solucao fuzzy de uma equagao diferencial com retardo
que simula a dinamica do HIV com quatro variaveis dependendo do tempo, através do Principio
de Extensao de Zadeh bidimensional, em que consideramos o retardo e a taxa de mortalidade
como dois nimeros fuzzy triangulares nao fazendo uso de uma funcao que os correlacione.
Para isso, desenvolvemos um algoritmo que permite determinar a solucao fuzzy do modelo
com retardo estudado neste capitulo através do Principio de Extensao de Zadeh bidimensional.
Podemos observar que este método de fuzzificacao pode ser implementado computacionalmente
com eficiéncia. A taxa de infeccao das células nao infectadas do linfocito T do tipo CD4+ pelo
virus é considerada diferente de zero. Além disso, para observar de que maneira o retardo
influencia a solucao do sistema de equacgoes diferenciais ordinérias que simula a dinamica do
HIV (4.1), fizemos uma comparagao das solugdes fuzzy dos sistemas sem retardo (4.1) e com
retardo (4.2). Ressaltamos que nos modelos (4.1) e (4.2) incorporamos terapia antirretroviral,
contudo as solucoes fuzzy destes sistemas exibem comportamento qualitativo semelhante ao
histérico natural do HIV sem tratamento, até a fase assintomética.

Assim, neste trabalho, exibimos dois enfoques da aplicacao do Principio de Extensao de
Zadeh (unidimensional e bidimensional), para dois parametros fuzzy, que permitem a obtengao
de uma solugao fuzzy dos modelos estudados.

Como trabalhos futuros, existe a intencao de correlacionar por meio de uma func¢ao conve-
niente mais de dois parametros incertos de um sistema de equagoes diferencias que possam ser
representados por numeros fuzzy, para determinar uma solucao fuzzy do sistema. Também, ha
a possibilidade de ampliar o algoritmo construido no capitulo 4 para mais variaveis. Além disso,
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interpretando a incerteza do retardo e a taxa de mortalidade do virus com parametros fuzzy
do tipo 2, poderiamos construir um algoritmo similar ao proposto neste estudo para utilizar o
principio de extensao de Zadeh bidimensional para os conjuntos fuzzy do tipo 2.
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