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Resumo

Os modelos matemáticos para fenômenos biológicos são geralmente carregados de incertezas.
Um modo de determinar soluções destes modelos matemáticos, incluindo estas incertezas, é pelo
princípio de extensão de Zadeh que faz parte da teoria dos conjuntos fuzzy. Neste contexto,
o objetivo geral deste trabalho é apresentar aplicações do princípio de extensão de Zadeh
unidimensional e bidimensional para dois modelos matemáticos que simulam a dinâmica do
HIV com retardo sob tratamento antirretroviral em indivíduos soropositivos. Estas aplicações
são apresentadas através das soluções fuzzy dos modelos propostos da dinâmica do HIV, em
que o retardo e a taxa de mortalidade do vírus são considerados como números fuzzy. No
primeiro modelo, considera-se o retardo e a taxa de mortalidade do vírus como números fuzzy
correlacionados via uma função injetora e monótona, o que facilita a obtenção de uma solução
fuzzy do modelo apresentado pois torna o princípio da extensão de Zadeh bidimensional em
um tipo unidimensional. A função que correlaciona os parâmetros fuzzy é estimada de duas
formas: a primeira é obtida através do método de inferência de Mamdani e a segunda através
do método de inferência de Takagi-Sugeno, o que motivou um estudo comparativo das soluções
em termos do erro absoluto. No outro modelo é obtida, numericamente, uma solução fuzzy
através de um algoritmo, desenvolvido neste trabalho, considerando no modelo o retardo e a
taxa de mortalidade do vírus como números fuzzy triangulares não fazendo uso de uma função
que os correlacione.

Palavras-chave: Dinâmica do HIV. Retardo. Princípio de Extensão de Zadeh Unidimensional.
Princípio de Extensão de Zadeh Bidimensional. Número Fuzzy f -Correlacionados.
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INOÑAN, A. K. E. Zadeh’s Extension Applications in HIV Dynamics with Fuzzy Delay under
Antiretroviral Treatment. 2019. 66p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia,
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Abstract

Mathematical models as applied to biological phenomena are usually involved with uncertain-
ties. One way of determining solutions of such mathematical models, including their uncertain-
ties, is by applying the Zadeh’s extension principle, which is part of the fuzzy set theory. In this
context, the general objective of this research is to present applications of the one-dimensional
and two-dimensional Zadeh’s extension principle on two mathematical models that simulate
the dynamics of HIV antiretroviral treatment, with delay, in seropositive individuals. These
applications are presented through fuzzy solutions of the proposed models of HIV dynamics,
in which the delay and death rate of the virus are considered as fuzzy numbers. In the first
model, the delay and the mortality rate of the virus are considered as fuzzy numbers correlated
through an injective and monotonous function which facilitates the attainment of a fuzzy solu-
tion of the presented model, since it turns the two-dimensional Zadeh’s extension principle into
an one-dimensional type. The function that correlates the fuzzy parameters is estimated by
two different methods, the first is Mamdani inference method and the second is Takagi-Sugeno
inference method, which motivated a comparative study of the solutions in terms of the abso-
lute error. In the other model, a numerical fuzzy solution is obtained through an algorithm
developed in this work, considering in the model as triangular fuzzy numbers, the delay and
the mortality rate of the virus that do not use a function that correlates them.

Keywords : HIV Dynamics. Delay. One-dimensional Zadeh’s Extension Principle. Two-
dimensional Zadeh’s Extension Principle. f -Correlated Fuzzy Numbers. .
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Introdução

A biomatemática é uma interface entre a biologia e a matemática que aplica técnicas matemá-
ticas ao estudo de processos biológicos. Fundamenta-se através de uma variedade de modelos
matemáticos, alguns descritos por sistemas de equações diferenciais que contêm parâmetros
incertos devido aos fenômenos biológicos estudados [23].

Uma metodologia que vem sendo utilizada para quantificar e caracterizar incertezas é ba-
seada na teoria de conjuntos fuzzy, ferramenta matemática que está sendo aplicada em muitos
contextos. Esta teoria foi proposta por Zadeh em 1965 [43] com o objetivo de fornecer um
método de obtenção e manipulação de informações imprecisas que são típicas do pensamento
e raciocínio humano. Nas últimas décadas, a teoria de conjuntos fuzzy tem demonstrado ter
grande capacidade de propor soluções de aplicações em problemas da biomatemática, em par-
ticular, tem contribuído com respostas consistentes e significativas na modelagem matemática
de fenômenos incertos. No entanto, Adlassing [1], Sanchez [38] e Sanchez e Bartolin [39] foram
uns dos primeiros a estudar aplicações desta teoria em biomatemática, no diagnóstico médico.

Em 1975, Zadeh apresentou uma conceito importante da teoria dos conjuntos fuzzy, a saber,
o princípio de extensão (veja [44]-[46]), também chamada "princípio de extensão de Zadeh", que
consiste em obter conjuntos fuzzy a partir de um conjunto fuzzy dado e uma função definida
entre seus universos. Em 1978, Zadeh introduziu em [47] o conceito de distribuição de possibi-
lidade, em que conjuntos fuzzy podem ser descritos por um conjunto fuzzy multidimensional,
surgindo então o conceito de números fuzzy completamente correlacionados. Em 2004, Fullér
et al. [18] introduziram o conceito de números fuzzy completamente correlacionados através
de uma distribuição de possibilidade conjunta, conceito também estudado por outros autores,
por exemplo, Simões [41] em 2017. Cabral et al. [9], em 2015, introduziram o novo conceito
de correlação de números fuzzy através de uma função monótona injetora que ainda faz uso de
uma distribuição de possibilidade conjunta.

Em 1978, Nguyen [28] apresentou uma propriedade do princípio de extensão de Zadeh
bidimensional que facilita a aplicação do princípio de extensão de Zadeh de um par ordenado de
conjuntos fuzzy através de uma função, explorando a continuidade dessa função e utilizando os
α-níveis do par ordenado. Neste trabalho, esta propriedade é aplicada com o objetivo de obter
resultados para parâmetros incertos interpretados como números fuzzy não necessariamente
correlacionados via uma função.

Alguns trabalhos relacionados com as técnicas utilizadas neste estudo, envolvendo as equa-
ções diferenciais com parâmetros fuzzy e que aplicam a extensão de Zadeh, são: Oberguggen-
berger e Pittschmann [32], Jafelice R. S. M. [19], Vega C. N. [42], Bertone et al. [7], Almeida
et al. [3], Barros L. C. et al. [5] e outros.

Com respeito ao vírus da imunodeficiência humana (HIV), motivação da modelagens pro-
postos neste estudo, é um retrovírus, isto é, um vírus contendo ácido ribonucleico (RNA) que se
replica em uma célula hospedeira. No interior do HIV encontram-se, juntamente com o RNA,
três proteínas importantes para o processo de replicação: Transcriptase Reversa, Integrase e
Protease. Quando o vírus atinge a corrente sanguínea, este ataca principalmente os linfócitos
T do tipo CD4+, que são células que fazem parte do sistema imunológico. Os medicamentos
desenvolvidos para interromper a ação do HIV são conhecidos como antirretrovirais. O trata-
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mento antirretroviral funciona através da inibição das três proteínas do HIV. Estes inibidores
impedem que as partículas de vírus livres infectem os linfócitos CD4+ retardando a replicação
viral e permitindo que o organismo reaja naturalmente. Na infecção pelo HIV, o tratamento
antirretroviral resulta em um declínio do vírus livre em várias fases distintas [25]. Inicialmente,
a carga viral plasmática permanece em níveis de pré-tratamento aproximadamente quase esta-
cionários na escala de tempo de semanas no estágio assintomático da infecção. Essa fase, que
dura de 0 a 1 dia, é chamada de fase inicial quase estacionária. Esta fase inicial é seguida por
uma fase de transição de 1 ou 2 dias, que é explicada pela combinação de efeitos do retardo
farmacológicos e intracelulares que causam a redução das partículas de vírus livre e o declínio
das células infectadas. Outra fase observada é o rápido declínio do vírus, que dura de 2 a 7
dias. Finalmente, o declínio diminui e os níveis de vírus podem até aumentar novamente [15].

Nas últimas décadas, a teoria dos conjuntos fuzzy tem contribuído significativamente para a
modelagem matemática de fenômenos incertos, como no caso da infecção pelo HIV. Os modelos
de dinâmica do HIV descritos pelas equações diferenciais com retardo são mais realísticos do
que aqueles sem retardo, pois modelam o que ocorreu no intervalo anterior da produção do HIV
no início do tratamento. A dinâmica do HIV também está sujeita a fenômenos incertos, como
a resistência aos medicamentos e o fato de que a meia vida das células infectadas varia muito
entre os diferentes indivíduos soropositivos.

Este trabalho tem como objetivo principal aplicar a extensão de Zadeh unidimensional e
bidimensional para um modelo da dinâmica do HIV com retardo sob tratamento antirretroviral.
Inicialmente foi aplicado o princípio de extensão de Zadeh bidimensional para um sistema
de equações diferenciais ordinárias [16]. Primeiramente, determinamos duas soluções fuzzy
de uma equação diferencial com retardo que simula o declínio da carga viral em indivíduos
soropositivos sob tratamento antirretroviral. A taxa de infecção das células não infectadas do
linfócito T do tipo CD4+ é zero. Além disso, o retardo e a taxa de mortalidade do vírus
foram considerados como números fuzzy correlacionados via uma função monótona injetora.
Esta correlação foi obtida de duas formas: pelos métodos de inferência de Mamdani e Takagi-
Sugeno como Jafelice et al. [20]. Finalmente, determinamos uma solução fuzzy de um sistema de
equações diferenciais com retardo que simula a dinâmica do HIV sob tratamento antirretroviral,
para um indivíduo soropositivo, com taxa de infecção diferente de zero. Os parâmetros do
sistema foram obtidos pelo autômato celular, uma outra ferramenta computacional importante
na obtenção de soluções de modelos com características incertas. Foi desenvolvido um algoritmo
no software Matlab, através do aplicativo dde23, para determinar uma solução fuzzy do sistema,
considerando o retardo e a taxa de mortalidade do vírus como números fuzzy triangulares não
fazendo uso de uma função que os correlacione.

Em vista do exposto, o objetivo básico deste trabalho é estudar modelos da Biomatemática
que utilizam equações diferenciais, no estudo das dinâmicas do HIV no contexto da teoria
fuzzy. Para isto, no Capítulo 1 são introduzidos os principais conceitos da teoria dos conjuntos
fuzzy, incluindo o dos números fuzzy, que dão o alicerce teórico para os parâmetros incertos da
modelagem.

Por outro lado, sendo o conceito de números fuzzy f -correlacionados importante na obtenção
de soluções fuzzy dos modelos propostos, sua definição e propriedades são particularmente
explanadas no Capítulo 2.

Os Capítulo 3 e 4 são dedicados às aplicações das teorias estudadas nas distintas dinâ-
micas do HIV. Mais detalhadamente, no Capítulo 3 são obtidas duas soluções fuzzy para o
modelo do declínio da carga viral em indivíduos soropositivos sob tratamento antirretroviral.
Considerando-se o retardo e a taxa de mortalidade do vírus como números fuzzy correlacionados
via uma função monótona injetora. A diferença entre as duas soluções é a técnica de inferência
fuzzy utilizada, com o objetivo de obter a função que correlaciona os parâmetros fuzzy. Como
consequência, um estudo comparativo entre as soluções determinística e as duas soluções fuzzy
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é desenvolvido, baseado na medida de comparação do erro absoluto. No Capítulo 4, um sistema
de equações diferenciais com retardo que simula a dinâmica do HIV em indivíduos soroposi-
tivos sob tratamento antirretroviral é apresentado. Destacando, como diferencial do sistema
apresentado no Capítulo 3, o fato de que a modelagem passa a ser mais realista uma vez que
a taxa de infecção é diferente de zero. Esta característica da modelagem inspirou a utilização
da técnica computacional do autômata celular, que também é explanada neste capítulo. Outra
diferença a salientar é que o retardo e a taxa de mortalidade do vírus são números fuzzy que
não faz uso de uma função que os correlaciona. Assim, o princípio de extensão de Zadeh bidi-
mensional constitui o embasamento teórico da abordagem da solução numérica obtida através
de um algoritmo implementado neste estudo.

Encerramos nosso trabalho no Capítulo 5 apresentando algumas conclusões, produto dos
resultados obtidos, e algumas sugestões para futuros trabalhos.

Kassandra Elena Inoñan Alfaro
Uberlândia-MG, 26 de Janeiro de 2019.



Capítulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Quando nos deparamos com situações do tipo “esse carro é muito rápido?” ou “hoje faz muito
frio?”, respostas como “sim” ou “não” nem sempre representam o que queremos expressar. De
certo modo, “rápido” e “frio” podem implicar subjetividade, no sentido que não sabemos definir
precisamente o que exatamente é fazer frio ou ser rápido. Quando trabalhamos com conjuntos
fuzzy, tal imprecisão é associada com uma função, que chamamos de função de pertinência
e, deste modo, conseguimos quantificar de forma precisa o quanto é fazer “muito frio” ou ser
“muito rápido”, expressando com um grau de pertinência entre 0 e 1. No caso de verdadeiro ou
falso têm-se que o grau de pertinência de falso seria zero e o grau de pertinência de verdadeiro
seria 1. Dessa forma, o conceito de conjunto fuzzy foi inicialmente introduzido por Zadeh em
um artigo publicado em 1965, [44]. Conjunto fuzzy é usado para representar matematicamente
a imprecisão ou a incerteza nas formulações dos modelos matemáticos.

No capítulo 1, são apresentados conceitos e ferramentas básicas dos conjuntos fuzzy, que
são necessários para o desenvolvimento e compreensão deste trabalho.

Na próxima seção a definição de conjuntos fuzzy e alguns exemplos são apresentados.

1.1 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalização matemática de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de que
qualquer conjunto clássico pode ser caracterizado por uma função característica, cuja definição
é dada a seguir

Definição 1.1. Sejam U um conjunto não vazio e A um subconjunto clássico de U . A função
característica de A é dada por

XA(x) =

{
1 se x ∈ A
0 se x /∈ A.

Assim, como um conjunto clássico é determinado pela sua função característica, um conjunto
fuzzy é determinado pela sua função de pertinência.

Definição 1.2. Um conjunto fuzzy A do universo U é caracterizado por uma função de perti-
nência

µA : U → [0, 1].

Esta função é chamada de função de pertinência do conjunto fuzzy A. O valor µA(x) da
função é interpretado como o grau com que o elemento x está contido no conjunto fuzzy A, ou
seja, µA(x) = 0 indica a não pertinência do x à A, e o µA(x) = 1 indica pertinência total ao
conjunto A.

4
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Particularmente, se A e B forem conjuntos clássicos, então as funções características das
respectivas operações, acima definidas, satisfazem estas igualdades, mostrando a coerência des-
tas definições. Por exemplo, se A é um conjunto de U , então a função característica de seu
complementar é tal que XA′(x) = 0 se XA(x) = 1 (i.e. x ∈ A) e XA′(x) = 1 se XA(x) = 0
(i.e. x /∈ A). Neste caso, ou x ∈ A ou x /∈ A. Na teoria fuzzy não temos necessariamente essa
dicotomia, nem sempre é verdade que A ∩ A′ = ∅ assim como não é verdade que A ∪ A′ = U .
O exemplo a seguir ilustra tais fatos.

Exemplo 1.4. Suponha que o conjunto universo U seja composto por cinco projetos em uma
empresa, identificados por 1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Sejam A e B os conjuntos fuzzy que
representam os quatro projetos com os fundos financeiros e o risco dos projetos. A Tabela 1.2
ilustra, através das suas funções de pertinência (colunas 4,5 e 6, respectivamente da Tabela 1.2),
a união, intersecção dos conjuntos A e B e o complemento de A.

Projeto grau de fundos (µA) grau de risco (µB) µA∪B µA∩B µA′ µA∩A′

1 0.2 0.85 0.85 0.2 0.8 0.2
2 0.4 0.7 0.7 0.4 0.6 0.4
3 0.5 0.55 0.55 0.5 0.5 0.5
4 0.7 0.35 0.7 0.35 0.3 0.3
5 0.9 0.2 0.9 0.2 0.1 0.1

Tabela 1.2: As funções de pertinência da união, intersecção dos conjuntos A e B (colunas 4
e 5 respectivamente) e na coluna 6 a função de pertinência do complemento de A.

Na coluna µA∩A′, o valor 0.5 indica que o projeto 3 está tanto no grupo de fundos razoável
como dos fundos não razoável. Como dissemos antes, este é um fato inadmissível na teoria
clássica de conjuntos na qual temos a lei do terceiro excluído (A ∩ A′ = ∅), pois, A ∩ A′ 6= ∅.

1.3 Normas Triangulares

As normas triangulares generalizam os operadores união e intersecção. Formalmente, temos as
seguintes definições:

Definição 1.4 ([31]). Uma co-norma triangular (s-norma) é uma operação binária s : [0, 1]×
[0, 1] → [0, 1], denotada por s(x, y) = xsy, satisfazendo as seguintes condições:

• Comutatividade: xsy = ysx;

• Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz;

• Monotonicidade: Se x ≤ y e w ≤ z então xsw ≤ ysz;

• Condições de fronteira: xs0 = x e xs1 = 1.

Exemplo 1.5. A seguir, exibimos alguns exemplos de s-norma.

1. União Padrão: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com xsy = max(x, y);

2. Soma Algébrica: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com xsy = x+ y − xy;

3. Soma Limitada: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com xsy = min(1, x+ y);
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4. União Drástica: s : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com

xsy =





x se y = 0
y se x = 0
1 caso contrário.

Definição 1.5 ([31]). Uma norma triangular (t-norma) é uma operação binária t : [0, 1] ×
[0, 1] → [0, 1], denotada por t(x, y) = xty, satisfazendo as seguintes condições:

• Comutatividade: xty = ytx;

• Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz;

• Monotonicidade: Se x ≤ y e w ≤ z então xtw ≤ ytz;

• Condições de fronteira: 0tx = 0 e 1tx = x.

Exemplo 1.6. A seguir, exibimos alguns exemplos de t-norma.

1. Intersecção Padrão: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com xty = min(x, y);

2. Produto Algébrico: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com xty = xy;

3. Diferença Limitada: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com xsy = max(0, x+ y − 1);

4. Intersecção Drástica: t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] com

xty =





x se y = 1
y se x = 1
0 caso contrário.

Na seção a seguir é definido o conceito de α-níveis, crucial para determinar um conjunto
fuzzy.

1.4 α-Níveis de um Conjunto Fuzzy

Um dos conceitos mais importantes envolvendo conjuntos fuzzy é o conceito de α-nível, dado
a seguir.

Definição 1.6 ([31]). Sejam A um conjunto fuzzy e α ∈ [0, 1]. Definimos como α-nível de A
ao subconjunto de U definido por

[A]α = {x ∈ U |µA(x) ≥ α} para 0 < α ≤ 1.

Definição 1.7 ([31]). O suporte de um conjunto fuzzy A são todos os elementos de U que têm
grau de pertinência diferente de zero em A e denota-se por

supp(A) = {x ∈ U|µA(x) > 0}. (1.1)

Visto isso o nível zero de um conjunto fuzzy A é definido da seguinte forma.

Definição 1.8 ([10]). O nível zero de um conjunto fuzzy A do universo U , em que U é um
espaço topológico, é o fecho topológico do suporte de A, isto é,

[A]0 = supp(A). (1.2)



















18

Demonstração. Antes de iniciar a demonstração devemos observar que F−1(z) ∩ [A]0 × [B]0 é
um conjunto compacto, pois F é uma função contínua, daí F−1(z) é um conjunto fechado e com
isto, F−1(z)∩ [A]0 × [B]0 é um conjunto fechado no compacto [A]0 × [B]0, portanto, compacto.

Mostremos que F ([A]α × [B]α) ⊆ [F̂(A,B)]α.

Seja z ∈ F ([A]α × [B]α), existem x̂ ∈ [A]α e ŷ ∈ [B]α tais que F(x, y) = z, daí

µA(x̂) ≥ α e µB(ŷ) ≥ α.

Então, devemos ter que

min (µA(x̂), µB(ŷ)) ≥ α, com (x̂, ŷ) ∈ F−1(z).

Assim, considerando o supremo sobre os elementos (x̂, ŷ) ∈ F−1(z), obtemos que

µF̂(A,B)(z) = sup
{(x,y)∈F−1(z)}

[min(µA(x), µB(y))] ≥ min (µA(x̂), µB(ŷ)) ≥ α,

ou seja, z ∈ [F̂(A,B)]α.

Mostremos que [F̂(A,B)]α ⊆ F ([A]α × [B]α).

Suponha que α > 0 e seja z ∈ [F̂(A,B)]α, com isto

µF̂(A,B)(z) = sup
{(x,y)∈F−1(z)}

[min(µA(x), µB(y))] = sup
{(x,y)∈F−1(z)}

µA×B(x, y) ≥ α,

isto significa que, existe (x, y) ∈ F−1(z) com µA×B(x, y) > 0, daí F−1(z) ∩ [A]0 × [B]0 6= ∅.
Assim,

µF̂(A,B)(z) = sup
{(x,y)∈F−1(z)}

µA×B(x, y) = sup
{(x,y)∈(F−1(z)∩[A]0×[B]0)}

µA×B(x, y).

Pelo item (c) da Proposição 1.1 segue que µA e µB são semicontínua superiormente, com
isto µA×B é semicontínua superiormente e como F−1(z) ∩ [A]0 × [B]0 é compacto obtemos
(x0, y0) ∈ F−1(z) ∩ [A]0 × [B]0 tal que

µF̂(A,B)(z) = sup
{(x,y)∈F−1(z)}

µA×B(x, y) = µA×B(x0, y0) ≥ α,

isto é equivalente a escrever que F(x0, y0) = (z), com x0 ∈ [A]α e y0 ∈ [B]α e, como consequên-
cia, temos z ∈ F([A]α × [B]α).

Suponha α = 0 e seja z ∈ [F̂(A,B)]0, com isto

µF̂(A,B)(z) = sup
{(x,y)∈F−1(z)}

[min(µA(x), µB(y))] > 0,

o que significa que, existe (x, y) ∈ F−1(z) tal que min[(µA(x), µB(y))] > 0. Então,

µA(x) > 0 e µB(y) > 0, com (x, y) ∈ F−1(z).

Isto equivalente a escrever que F(x0, y0) = (z), com x0 ∈ [A]0 e y0 ∈ [B]0 e, como con-
sequência, temos z ∈ F([A]0 × [B]0).

Portanto, [F̂(A,B)]α ⊆ F ([A]α × [B]α), para cada α ∈ [0, 1].
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Este resultado indica que os α-níveis do conjunto fuzzy dado pelo produto cartesiano fuzzy,
obtido pela princípio de extensao de Zadeh bidimensional, coincidem com as imagens do produto
cartesiano clássico dos α-níveis de A e B.

Na seguinte seção apresentaremos as operações aritméticas para números fuzzy.

1.8 Operações Aritméticas com Números Fuzzy

Assim como existem operações aritméticas entre números reais, também exitem operações arit-
méticas entre números fuzzy que são: soma, diferença, multiplicação e divisão entre números
fuzzy. Também temos a multiplicação de um número fuzzy por um número real. A seguir, as
definições dessas operações aritméticas são dadas.

Definição 1.16 ([6]). Sejam A e B dois números fuzzy, e λ um número real.

(a) A soma de A e B é o número fuzzy A+B, cuja função de pertinência é

µ(A+B)(z) =

{
sup
φ(z)

{min[µA(x), µB(y)]} se φ(z) 6= 0

0 se φ(z) = 0,
(1.12)

em que φ(z) = {(x, y) : x+ y = z}.

(b) A diferença de A e B é o número fuzzy A− B, cuja função de pertinência é

µ(A−B)(z) =

{
sup
φ(z)

{min[µA(x), µB(y)]} se φ(z) 6= 0

0 se φ(z) = 0,
(1.13)

em que φ(z) = {(x, y) : x− y = z}.

(c) A multiplicação de A por B é o número fuzzy A.B, cuja função de pertinência é

µ(A.B)(z) =

{
sup
φ(z)

{min[µA(x), µB(y)]} se φ(z) 6= 0

0 se φ(z) = 0,
(1.14)

em que φ(z) = {(x, y) : x.y = z}.

(d) A divisão de A por B é o número fuzzy A/B, cuja função de pertinência é

µ(A/B)(z) =

{
sup
φ(z)

{min[µA(x), µB(y)]} se φ(z) 6= 0

0 se φ(z) = 0,
(1.15)

em que φ(z) = {(x, y) : x/y = z}.
A seguinte definição relaciona um número real com um número fuzzy.

(e) A multiplicação de λ por A é o número fuzzy λA, cuja função de pertinência é

µ(λA)(z) =

{
sup
φ(z)

{min[µA(x), µB(y)]} se φ(z) 6= 0

0 se φ(z) = 0,
(1.16)

em que φ(z) = {(x, y) : λx = z}.

Uma maneira alternativa e mais prática de se fazer estas operações é por meio dos α-níveis
dos conjuntos fuzzy envolvidos, de acordo com a Proposição 1.2.
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Proposição 1.2 ([6]). Sejam A e B números fuzzy com α-níveis dados, respectivamente, por
[A]α = [aα1 , a

α
2 ] e [B]α = [bα1 , b

α
2 ]. Então valem as seguintes propriedades:

(a) A soma entre A e B é o número fuzzy A+B cujos α-níveis são

[A+B]α = [A]α + [B]α = [aα1 + bα1 , a
α
2 + bα2 ].

(b) A diferença entre A e B é o número fuzzy A− B cujos α-níveis são

[A− B]α = [A]α − [B]α = [aα1 − bα2 , a
α
2 − bα1 ].

(c) A multiplicação de A por B é o número fuzzy A.B cujos α-níveis são

[A · B]α = [A]α · [B]α = [aα1 , a
α
2 ] · [bα1 , bα2 ] = [minP,maxP ],

em que P = {aα1 · bα1 , aα1 · bα2 , aα2 · bα1 , aα2 · bα2}.
(d) A divisão entre A por B, se 0 /∈ supp(B), é o número fuzzy A/B cujos α-níveis são

[
A

B

]α
=

[A]α

[B]α
= [aα1 , a

α
2 ] ·

[
1

bα1
,
1

bα2

]
.

(e) A multiplicação de λ por A é o número fuzzy λA cujos α-níveis são

[λA]α = λ[A]α =

{
[λaα1 , λa

α
2 ] se λ ≥ 0

[λaα2 , λa
α
1 ] se λ < 0.

Exemplo 1.16 ([6]). Considere os números fuzzy triangulares A e B que indicam,respectivamente,
aproximadamente 3 e aproximadamente 4, dados por

A = (2; 3; 4) e B = (3; 4; 5).

Os resultados para cada uma das operações aritméticas entre números fuzzy são mostrados
a seguir.

Primeiro, observemos que, de acordo com a expressão (1.3), tem-se

[A]α = [α + 2, 4− α] e [B]α = [α + 3, 5− α],

então pela Proposição 1.2, obtemos

(a) [A+B]α = [2α + 5, 9− 2α].

(b) [A− B]α = [2α− 3, 1− 2α].

(c) [A · B]α = [α + 2, 4− α] · [α + 3, 5− α] = [minP,maxP ], em que

P = {(α + 2)(α + 3), (α + 2)(5− α), (4− α)(α + 3), (4− α)(5− α)}.
Então, minP = (α + 2)(α + 3) e maxP = (4− α)(5− α). Assim,

[A · B]α = [(α + 2)(α + 3), (4− α)(5− α)].

(d)

[
A

B

]α
= [α + 2, 4− α] ·

[
1

α + 3
,

1

5− α

]
= [minP,maxP ], em que

P = {(α + 2)/(α + 3), (α + 2)/(5− α), (4− α)/(α + 3), (4− α)/(5− α)}.
Então, minP = (α + 2)/(5− α) e maxP = (4− α)/(α + 3). Assim,

[
A

B

]α
= [(α + 2)/(5− α), (4− α)/(α + 3)].

(e) [3A]α = 3[A]α = [3α + 6, 12− 3α].

Outro conceito muito utilizado na teoria de conjuntos fuzzy são as variáveis linguísticas,
definidas na seção a seguir.

















Capítulo 2

Números Fuzzy f -Correlacionados

Neste capítulo estudamos o conceito de números fuzzy f -correlacionados, em que f é uma
função injetora e monótona, e algumas de suas propriedades. Notemos que a definição de
números fuzzy f -correlacionados generaliza o conceito de números fuzzy completamente corre-
lacionados segundo [18], que enunciaremos na seção 2.3, partindo da definição de distribuição
de possibilidade.

2.1 Distribuição de Possibilidade Conjunta

Definição 2.1 ([18]). Uma distribuição de possibilidade n-dimensional é um conjunto fuzzy
normal C em R

n com suporte limitado.

A seguir, consideramos a distribuição de possibilidade relacionada aos números fuzzy, pois,
nos permite definir números fuzzy f -correlacionados.

Definição 2.2 ([18]). O conjunto fuzzy C é chamado de uma distribuição de possibilidade
conjunta dos números fuzzy Ai, i = 1, . . . , n, se sua função de pertinência µC : Rn → [0, 1]
satisfaz a relação

max
xj∈R,j 6=i

µC(x1, . . . , xn) = µAi
(xi), (2.1)

para todo xi ∈ R, i = 1, . . . , n.
Além disso, Ai é chamado a i-ésima possibilidade de distribuição marginal de C, e a projeção

de C no i-ésimo eixo é igual a Ai para i = 1, . . . , n.

Para melhor entendimento da Definição 2.2, vejamos o exemplo a seguir, para n = 2.

Exemplo 2.1 ([18]). Se C denota a distribuição de possibilidade conjunta dos números fuzzy
A e B, então µC satisfaz as relações

max
y

µC(x1, y) = µA(x1), max
x

µC(x, x2) = µB(x2),

para todo x, y ∈ R.

Observação 2.1 ([18]). Se C é a distribuição de possibilidade dos números fuzzy Ai, i =
1, . . . , n. Então

µC(x1, . . . , xn) ≤ min{µA1
(x1), . . . , µAn

(xn)}
e

[C]α ⊆ [A1]
α × . . .× [An]

α,

para todos (x1, . . . , xn) ∈ R
n e α ∈ [0, 1].

28
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2.2 Números Fuzzy Completamente Correlacionados

Definição 2.3 ([18]). Os números fuzzy A e B são considerados completamente correlaciona-
dos, se existirem q, r ∈ R, q 6= 0, de tal forma que sua distribuição de possibilidade conjunta C
seja definida por

µC(x, y) = µA(x).X{qx+r=y}(x, y) = µB(y).X{qx+r=y}(x, y), (2.2)

em que X{qx+r=y} representa a função característica da reta {(x, y) ∈ R
2|qx+ r = y}.

Neste caso temos que

• os α-níveis da distribuição de possibilidade conjunta C dos números fuzzy A e B é

[C]α = {(x, qx+ r) ∈ R
2|x = (1− λ)aα1 + λaα2 , λ ∈ [0, 1]}, (2.3)

em que [A]α = [aα1 , a
α
2 ] e [B]α = q[A]α + r, para cada α ∈ [0, 1],

• µB(y) = µA

(
y − r

q

)
, para todo x ∈ R. Observamos que g(y) =

y − r

q
é a inversa da

função afim y = qx+ r.

Exemplo 2.2. Os números fuzzy A e B, cujas funções de pertinência estão dadas por

µA(x) =





2x− 2 se 1 ≤ x ≤ 1.5

4− 2x se 1.5 < x ≤ 2

0 caso contrário

µB(y) =





y − 1.5

0.5
se 1.5 ≤ y ≤ 2

2.5− y

0.5
se 2 < y ≤ 2.5

0 caso contrário,

são completamente correlacionados. Para ver isto tomamos como distribuição de possibilidade
conjunta de A e B ao conjunto fuzzy C com função de pertinência µC : R2 → [0, 1] tal que

µC(x, y) = µA(x).X{x+0.5=y}(x, y) = µB(y).X{x+0.5=y}(x, y).

Neste caso, q = 1 e r = 0.5. Assim,

• os α-níveis de A são [A]α =

[
α + 2

2
,
4− α

2

]
,

• os α-níveis de B são [B]α = [0.5α + 1.5, 2.5− 0.5α] = [A]α + 0.5,

• os α-níveis de C são [C]α =

{
(x, x+ 0.5) ∈ R

2|x = (1− λ)

(
α + 2

2

)
+ λ

(
4− α

2

)}
.

Na Figura 2.1 observe-se que os triângulos de cores verde e roxa, respectivamente, represen-
tam aos números fuzzy A e B que estão completamente correlacionados e cuja distribuição de
possibilidade conjunta C está dada pelo triangulo de cor marrom. Além disso, pode-se obser-
var que os α-níveis dos números fuzzy A, B e da distribuição de possibilidade conjunta C são
intervalos de R

2 representados em vermelho e a linha de cor azul é a reta y = x+ 0.5.
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Para α > 0, tem-se

[B]α = {y ∈ R : µB(y) ≥ α}
= {y ∈ R : µA(f

−1(y)) ≥ α}
= {f(x) ∈ R : µA(x) ≥ α}
= f ({x ∈ R : µA(x) ≥ α})
= f([A]α).

Para α = 0, tem-se

[B]0 = supp(B)

= {y ∈ R : µB(y) > 0}
= {y ∈ R : µA(f−1(y)) > 0}
= {f(x) ∈ R : µA(x) > 0}
= f ({x ∈ R : µA(x) > 0})

Pela hipótese f é contínua e A é um número fuzzy temos

[B]0 = f({x ∈ R : µA(x) > 0})
= f(supp(A))

= f([A]0).

Neste caso temos que os α-níveis da distribuição de possibilidade conjunta C dos números
fuzzy A e B é

[C]α = {(x, f(x)) ∈ R
2|x = (1− λ)aα1 + λaα2 , λ ∈ [0, 1]}.

em que [A]α = [aα1 , a
α
2 ] e [B]α = f([A]α), para cada α ∈ [0, 1].

Exemplo 2.5. Seja A um número fuzzy trapezoidal cuja função de pertinência é dada por

µA(y) =





x− 0.5

0.5
se 0.5 ≤ x ≤ 1

1 se 1 < x ≤ 2
3− x se 2 < y ≤ 3.

(2.8)

Os α-níveis do número fuzzy A são os intervalos

[A]α = [0.5α + 0.5, 3− α]. (2.9)

Consideremos a função f : R → R definida por f(x) = x2. Note que f é uma função injetora e
monótona com inversa f−1(y) =

√
y. Como f é uma função estritamente crescente tem-se que

f é contínua.
Seja B o número fuzzy com função de pertinência é µB(y) = µA(f

−1(y)), isto é,

µB(y) =





√
y − 0.5

0.5
se 0.25 ≤ x ≤ 1

1 se 1 < x ≤ 4
3−√

y se 4 < y ≤ 9.

(2.10)







Capítulo 3

Dinâmica do HIV com Retardo sob

Tratamento Antirretroviral com Dois

Parâmetros Fuzzy Correlacionados

Neste capítulo estudamos duas soluções fuzzy de uma equação diferencial, que simula o declínio
da carga viral em indivíduos HIV positivos sob tratamento antirretroviral, proveniente de um
sistema de equações diferenciais com retardo. Considera-se dois parâmetros do sistema como
números fuzzy correlacionados através de uma função, sendo um deles o retardo, que surge
das incertezas dos dados in vitro, e o outro a taxa de mortalidade do vírus, incerto devido aos
fenômenos biológicos estudados. Os métodos de inferência de Mamdani e Takagi-Sugeno são
implementados para determinar que os números fuzzy sejam correlacionados através de uma
função [20]. Assim, as soluções fuzzy que originalmente seriam obtidas usando o princípio de
extensão de Zadeh bidimensional, podem ser obtidas pelo princípio de extensão de Zadeh unidi-
mensional. Para facilitar a obtenção da solução determinística do modelo proposto, considera-se
a taxa de células infectadas do linfócito T do tipo CD4+ pelo vírus igual a zero.

3.1 Preliminares

Nesta seção expomos um resumo sobre as equações diferenciais com retardo.

Definição 3.1 ([4]). Um espaço normado E é chamado de espaço de Banach quando for um
espaço métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Definição 3.2 ([14]). Sejam h ≥ 0 um número real e C = C([−h, 0],Rn) o espaço de Banach
de funções vetoriais contínuas do intervalo [−h, 0] em R

n com norma ||φ|| = sup
−h≤θ≤0

|φ(θ)|, em

que φ ∈ C.
Sejam A ≥ 0 e x ∈ C([t0−h, t0+A],Rn), para cada 0 ≤ t0 ≤ t ≤ t0+A, definimos xt como

um elemento de C, dado por:

xt : [−h, 0] → R
n

θ 7→ xt(θ) = x(t+ θ).

Se D é um subespaço de R×C, f : D → R
n uma função e “·” representa a derivada à direita,

dizemos que a relação

ẋ(t) = f(t, xt(θ)) (3.1)

é uma equação diferencial com retardo em D. A função x é uma solução da equação (3.1) em
[t0 − h, t0 + A], se existem A ≥ 0, t0 ≥ 0 tal que x ∈ C([t0 − h, t0 + A],Rn), com (t, xt) ∈ D e
x(t) satisfaz a equação (3.1) para t ∈ [t0, t0 + A].
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Observação 3.1. Quando h = 0, uma equação diferencial com retardo se reduz a uma equação
diferencial ordinária.

A seguir, apresentamos um lema que será utilizado no Capítulo 4.

Lema 3.1 ([14]). Se x ∈ C([t0 − h, t0 + A],Rn), então xt é uma função contínua no intervalo
[t0, t0 + A].

Demonstração. De fato, como x é contínua no intervalo [t0 − h, t0 + A], segue que, x é uni-
formemente contínua [22]. Logo, para qualquer ǫ > 0, existe δ > 0 tal que para todo t,
τ ∈ [t0 − h, t0 + A] e |t− τ | < δ, então |x(t)− x(τ)| < ǫ.

Assim, para t ∈ [t0, t0 + A], com |t− τ | < δ temos que

|x(t+ θ)− x(τ + θ)| < ǫ/2, para todo θ ∈ [−h, 0]. (3.2)

Por outro lado,
||xt − xτ || = sup

−h≤θ≤0
|xt(θ)− xτ (θ)|. (3.3)

Das equações (3.2) e (3.3), tem-se

||xt − xτ || ≤ sup
−h≤θ≤0

ǫ

2
< ǫ. (3.4)

Portanto, xt ∈ C([t0, t0 + A],Rn).

Na seguinte seção mostramos o conceito do HIV.

3.2 HIV

Vírus de Imunodeficiência Humana (HIV) é um retrovírus esférico, isto é, um vírus contendo
ácido ribonucleico (RNA) que se replica em uma célula hospedeira. De acordo com [25], no
interior do HIV encontram-se, juntamente com o RNA, três proteínas importantes para o pro-
cesso de replicação: Transcriptase Reversa, Integrase e Protease. Ataca o sistema imunológico,
responsável por defender o organismo de doenças. As células mais atingidas são os linfócitos T
do tipo CD4+, que é um tipo de célula que faz parte do sistema imunológico. O HIV altera o
DNA dessa célula e faz cópias de si mesmo. Depois de se multiplicar, rompe os linfócitos em
busca de outros para continuar a infecção.

A Figura 3.1, mostra a estrutura do HIV. Este vírus encapsulado tem um envelope proteico,
constituído por duas glicoproteínas (gp) principais: uma maior, a gp120, que forma botões na
superfície, e outra menor, a gp41; que juntas formam o conjunto gp160. Dentre deste envelope
proteico, o vírus possui uma cápsula interna, formada pela proteína p17. No interior desta
cápsula interna, existe uma membrana formada pela proteína p24 que envolve o material gené-
tico, o RNA. Nesta cápsula interna, encontra-se junto com o RNA, três proteínas importantes:
Transcriptase Reversa, Integrase e Protease [33].
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3.3 Modelo da Dinâmica do HIV com Retardo

Nesta seção introduzimos um modelo da dinâmica do HIV com retardo, que é apresentado por
Herz et al. [15], que incorporando tratamento antirretroviral, contém três variáveis dependentes
do tempo que representam:

• x(t) é a população de células não infectadas do linfócito T do tipo CD4+;

• y(t) é a população de células infectadas do linfócito T do tipo CD4+ que produzem
o vírus;

• v(t) é a carga viral ou partículas de vírus livre,

cujas taxas de mortalidade são d, a e u, respectivamente. O modelo supõe que as células não
infectadas são continuamente produzidas pelo corpo humano a um influxo constante λ. Células
não infectadas e vírus livres produzem células infectadas a uma taxa de β(t). As células
infectadas produzem partículas de vírus livres a uma taxa de k(t). O sistema de equações
diferenciais é dado por

dx

dt
= λ− dx− β(t)xv

dy

dt
= β(t)xv − ay

dv

dt
= k(t)y − uv.

(3.5)

O modelo não contém um retardo intracelular de tempo entre a infecção da célula do linfócito
T do tipo CD4+ e a produção de novas partículas de vírus. Para incorporar a fase intracelular
do ciclo de vida do vírus, Herz et al. [15] assumem que o atraso da produção do vírus é dado
por um retardo τ , antes da infecção de uma célula. Isto implica que as células produzidas pelo
vírus no tempo t são dadas pela densidade de células que foram recentemente infectadas no
tempo t − τ e estão ainda vivas no instante t. Também assume-se a taxa de morte ã para as
células infectadas mas que ainda não produziam vírus e a probabilidade de sobrevivência no
tempo t− τ para o tempo t é e−ãτ . Assim, o modelo pode ser reescrito da seguinte forma:

dx

dt
= λ− dx− β(t)xv (3.6)

dy

dt
= β(t− τ)x(t− τ)v(t− τ)e−ãτ − ay (3.7)

dv

dt
= k(t)y − uv. (3.8)

A equação (3.7) é uma equação diferencial com retardo τ . Em geral, as soluções analíticas
para este tipo de equações são difíceis de serem obtidas. Para o problema em questão, a
população de células não infectadas x(t), células produtoras de vírus infectado y(t) e vírus livre
v(t) estão em um estado constante ou estável antes do começo do tratamento. Isto facilita a
análise matemática na busca de soluções analíticas simples. O estado de equilíbrio não trivial
é dado por:

x0 =
au

βk
eãτ

y0 =
λ

a
eãτ − du

βk

v0 =
ky0
u

, (3.9)
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com β e k consideradas como taxas constantes de pré-tratamento.
Na seção a seguir introduzimos, no modelo proposto neste capítulo, o tratamento antirre-

troviral do HIV com inibidores de protease e a solução determinística da carga viral.

3.4 Tratamento Antirretroviral com Inibidores da Protease

Herz et. al. [15] introduzem no modelo o tratamento antirretroviral com inibidores de protease
que, no HIV, bloqueiam a produção de novos vírus infecciosos vI , a partir de células infectadas,
permitindo somente gerar vírus não infectado no modelo. Isto significa que β(t) é fortemente
reduzido. O vírus infeccioso vI , entretanto, não é produzido para t > 0 e decai de acordo com
dvI(t)

dt
= −uvI(t). As equações (3.6) e (3.7) permanecem válidas se substituirmos v por vI .

Assim,
dv(t)

dt
= −uv(t). (3.10)

Para simplificar, considera-se que o tratamento é 100% eficiente, isto é, que a taxa de
infecção das células não infectadas CD4+ pelo vírus, β(t), é zero para um tempo t > 0. As
células infectadas e carga viral não são novamente afetadas por tempos menores do que o
intervalo de tempo τ , isto é,

x(t) = x0, y(t) = y0, v(t) = v0, para 0 < t ≤ τ.

Herz et al. [15] assumem que a população de células não infectadas permanece constante,
x(t) = x0 para uma escala temporal em consideração. Da equação (3.10), o declínio exponencial
é

vI(t) = v0e
−u(t−τ). (3.11)

A equação (3.7), para t > τ , é dada por:

dy

dt
= βx0vIe

−âτ − ay. (3.12)

Assim, a solução da equação (3.12) é dada por y(t) = y0, para 0 < t < τ e

y(t) =
y0

a− u
[ae−u(t−τ) − ue−a(t−τ)], para t > τ. (3.13)

A seguir, determinamos a solução para a equação (3.8). Para isso, primeiro substituímos
y(t) (3.13), na equação (3.8) obtendo

dv

dt
=

ky0
a− u

(
ae−u(t−τ) − ue−a(t−τ)

)
− uv(t), para t > τ. (3.14)

Resolvendo a equação (3.14) e substituindo ky0 por v0u (dada na equação (3.9)), temos

v(t) = v0e
−u(t−τ) +

uv0
a− u

{
u

a− u

[
e−a(t−τ) − e−u(t−τ)

]
+ a(t− τ)e−u(t−τ)

}
, para t > τ. (3.15)

Assim, a evolução do vírus livre no tempo, ou seja, a solução da equação (3.8), é dada por
v(t) = v0, para 0 < t ≤ τ e

v(t) = v0e
−u(t−τ) +

uv0
a− u

{
u

a− u

[
e−a(t−τ) − e−u(t−τ)

]
+ a(t− τ)e−u(t−τ)

}
, para t > τ. (3.16)

A seguir apresentamos os métodos de inferência fuzzy de Mamdani e Takagi-Sugeno, ado-
tando um SBRF, que são obtidos por Jafelice et al. [20]. Os SBRF fornecem expressões
matemáticas que relacionam o retardo e a taxa de mortalidade do vírus, que serão detalhadas
nas seções 3.5 e 3.6.























Capítulo 4

Dinâmica do HIV com Retardo sob

Tratamento Antirretroviral com Dois

Parâmetros Fuzzy

Neste capítulo estudamos novamente o modelo da dinâmica do HIV com retardo. Primeiro
introduzimos um sistema de equações diferenciais ordinárias, que simula a dinâmica do HIV
sem retardo. Em seguida, estudamos o modelo da dinâmica do HIV com retardo. A principal
diferença do modelo apresentado no capítulo 3 com o modelo apresentado neste capítulo é
que consideramos a taxa de infecção β(t) diferente de zero, pois no modelo do capitulo 3 é
considerada a taxa de infecção igual a zero com objetivo de simplificar o modelo. Em Jafelice
et al. [21], a taxa de infecção do linfócito CD4+ pelo vírus HIV, que é um parâmetro difícil
de ser obtido nas ciências médica e outros parâmetros do sistema de equações diferenciais com
retardo, são obtidos por meio de um autômato celular [13]. Esse autômato celular representa
artificialmente a corrente sanguínea de um indivíduo soropositivo de HIV. A taxa de infecção
é obtida para três indivíduos soropositivos. Escolhemos uma das três taxas de infecção dos
indivíduos soropositivos para determinar uma solução fuzzy do modelo da dinâmica do HIV com
retardo usando o princípio de extensão de Zadeh bidimensional. Consideramos os parâmetros
de retardo e a taxa de mortalidade do vírus como dois números fuzzy para os quais não é
utilizada uma função que os correlacione. Para determinar esta solução fuzzy fazemos uso de
um algoritmo, que é implementado no software Matlab com o pacote computacional dde23.
Finalmente, fazemos uma comparação dos modelos da dinâmica do HIV.

Na seção a seguir, expomos o modelo da dinâmica do HIV com retardo dada por quatro
variáveis dependendo do tempo.

4.1 Modelo da Dinâmica do HIV com Retardo

Nowak e Bangham apresentam em [30] um modelo da dinâmica do HIV que contém quatro
variáveis dependendo do tempo t. Assim, consideramos o sistema (3.5) e a equação do linfócito
T citotóxico (CTL); as variáveis são:

• x(t) é a população de células não infectadas do linfócito T do tipo CD4+;

• y(t) é a população de células infectadas do linfócito T do tipo CD4+ que produzem
o vírus;

• v(t) é a carga viral ou partículas do vírus livre;

• z(t) é a magnitude do linfócitos T citotóxico (CTL),
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cujas taxas de mortalidade são d, a, u e b, respectivamente. O valor p é a taxa de mortalidade
das células infectadas causadas por CTL, e c é a taxa de proliferação do CTL em resposta do
antígeno. O modelo supõe que as células não infectadas são continuamente produzidas pelo
corpo humano a um influxo constante λ. Células não infectadas e vírus livres produzem células
infectadas a uma taxa de β(t). As células infectadas produzem partículas de vírus livres a uma
taxa de k(t). Assim, o sistema de equações diferenciais é dado por

dx

dt
= λ− dx− β(t)xv

dy

dt
= β(t)xv − ay − pyz

dv

dt
= k(t)y − uv

dz

dt
= cyz − bz.

(4.1)

O modelo não contém um retardo intracelular de tempo entre a infecção da célula e a
produção de novas partículas de vírus. Segundo o sistema (3.6) - (3.8), dado no capítulo 3,
se adiciona o retardo intracelular τ ao modelo (4.1). Além disso, assume-se a taxa de morte
ã para as células infectadas mas que ainda não produziam vírus e e−ãτ como a probabilidade
de sobrevivência no tempo t − τ para o tempo t. Assim, o modelo (4.1) pode ser rescrito da
seguinte forma:

dx

dt
= λ− dx− β(t)xv

dy

dt
= β(t− τ)x(t− τ)v(t− τ)e−ãτ − ay − pyz

dv

dt
= k(t)y − uv

dz

dt
= cyz − bz.

(4.2)

Na seção a seguir, exibimos o autômato celular que representa computacionalmente a cor-
rente sanguínea dos HIV soropositivos.

4.2 Autômato Celular

O autômato celular (AC), estudado por Jafelice et al. [21], representa computacionalmente a
corrente sanguínea de um indivíduo soropositivo, sob tratamento antirretroviral, onde vivem
artificialmente células não infectadas e infectadas do linfócito T do tipo CD4+, partículas de
vírus livres e os linfócito T citotóxico (CTL). O linfócito T do tipo CD4+ é o principal linfócito
que o vírus ataca ao atingir a corrente sanguínea.

No sistema (4.2) os parâmetros e os valores da taxa de infecção são obtidas a partir do
autômato celular [21]. Para isso, o modelo AC utiliza a saída do SBRF para a simulação.
As variáveis de entrada do SBRF são a adesão ao tratamento e a potência da medicação.
Os seguintes valores linguísticos atribuídos às variáveis linguísticas são muito baixos, baixos,
médios, altos e muito altos. Para adesão ao tratamento, o intervalo [0, 1] é definido onde 0
significa nenhuma e 1 total da adesão. Também, define-se o intervalo de potência medicação
como [0.8, 0.9]. As variáveis de saída são a porcentagem de linfócitos CD4+ infectados e o
período de replicação do vírus. Para a primeira saída, os termos linguísticos são muito baixo,
baixo, médio, alto e muito alto, e para a segunda saída são muito rápido, rápido, médio, lento
e muito lento. Para porcentagem de células CD4+ do HIV infectadas, o intervalo é [0.1, 1] e
para o período de replicação do vírus é [5, 16]. A base de regras fuzzy é construída com base
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no conhecimento médico especializado, utilizando o método de inferência Mamdani junto com
o método de defuzzificação do centro de gravidade [21].

A simulação é realizada utilizando os valores de adesão ao tratamento e potência da me-
dicação dos três indivíduos soropositivos para o HIV mostrados na Tabela 4.1. Nesta tabela,
os parâmetros da primeira, segunda e terceira colunas correspondem a indivíduos soropositivos
submetidos a três níveis de potência e adesão à medicação [21]. Os valores de saída do SBRF
são mostrados na Tabela 4.2. As primeiras linhas mostram a porcentagem dos linfócitos T CD4
+ infectados e a segunda mostra o período de replicação do vírus para os valores de entrada da
Tabela 3. A simulação é executada em um retângulo com 38× 38 células com 101 iterações. A
escolha do tamanho da grade celular é definida com base em várias execuções experimentais do
AC, variando o número de iterações, bem como o número inicial de elementos (linfócitos CD4
+ não infectados e infectados, partículas de vírus livres e CTL específicos de vírus) e todos os
outros parâmetros AC necessários para as simulações.

Primeira Segunda Terceira
entrada entrada entrada

Adesão ao tratamento 0.8 0.85 0.9

Potência da medicação 0.1 0.6 1

Tabela 4.1: Entradas para o SBRF usado na simulação.

Primeira Segunda Terceira
saída-entrada saída-entrada saída-entrada

Porcentagem de linfócitos CD4+ infectados 0.85 0.55 0.1
Período de replicação do vírus 6.35 10.4 16

Tabela 4.2: Saídas do SBRF e entradas do AC usada na simulação.

4.3 Taxa de Infecção em Função do Tempo

Nesta seção expomos a taxa de infecção para três indivíduos soropositivos sob tratamento
antirretroviral, obtidos por AC.

A taxa de infecção β(t) é um parâmetro importante para o controle da AIDS em indivíduos
soropositivos para o HIV. Em Jafelice et al. [21] é determinado para três indivíduos soroposi-
tivos. Esta taxa de infecção é determinada usando o quociente do número de linfócitos CD4+
infectados pelo produto de linfócitos CD4 + não infectados e o número de a variação do tempo,
isso é,

β(t) =
linfócitos CD4+ infectados

linfócitos CD4+ não infectados · △t
, (4.3)

t = 1, . . . , 100.
Como o resultado é obtido para cada iteração, a variação de tempo (△t) é numericamente

considerada como sendo 1. A Figura 4.1 apresenta o gráfico da taxa de infecção em função do
tempo para os três valores de entrada. Observamos que o gráfico é decrescente, o que significa
que a taxa de infecção dos linfócitos CD4+ pelo vírus diminui com o tempo. Com os valores
obtidos (ver Figura 4.1), determinamos três expressões β(t) representando a taxa de infecção
em função do tempo t para três indivíduos. A Figura 4.2 representa o ajuste para os pontos
discretos β(t) (ver Figura 4.1), que foi obtida pelo método dos mínimos quadrados [36]. Assim,
as expressões para β(t) são
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(i) para a primeira entrada
β(t) = 0.2703e−0.005t + 0.2499; (4.4)

(ii) para a segunda entrada
β(t) = 0.333e−0.005527t; (4.5)

(iii) para a terceira entrada
β(t) = 0.335e−0.008937t. (4.6)

Os coeficientes de determinação (R2) [27] para os ajustes são, respectivamente, 0.3836,
0, 6333 e 0, 8809 para as expressões (4.4), (4.5) e (4.6).

Figura 4.1: Taxas de infecção β(t) em função do tempo obtido com o autômato celular para as
três entradas.

Figura 4.2: Diagrama de dispersão das taxas de infecção ajustados em função do tempo para
as três entradas.



55

4.4 Parâmetros da Equação Diferencial da Dinâmica do

HIV com Retardo

Nesta seção, descrevemos os outros parâmetros obtidos com o autômato celular para, logo,
encontrar uma solução fuzzy do modelo com retardo (4.2) para um dos indivíduos mencionados.

Em Jafelice et al. [21] é considerado os parâmetros do sistema (4.2), isto é, as taxas, como

taxa =
1

tempo
(4.7)

em que o tempo no autômato celular é o número de iterações. Os valores da taxa são

• λ = 20 é o influxo constante de células não infectadas produzidas no corpo humano, que
são colocadas aleatoriamente em cada iteração na AC.

• d = 1/4 é a taxa de mortalidade de células não infectadas, pois no autômato celular o
número de iterações estabelecido para morte de células não infectadas é de 4.

• a = 1/5 é a taxa de mortalidade de células infectadas, pois o número de iterações esta-
belecido para morte de células infectadas é de 5.

• p = 0.4 é a taxa de mortalidade de células infectadas devido ao encontro com os CTLs,
porque nem todo encontro resulta em sucesso.

• u = 1/2 é a taxa de mortalidade das células do HIV, pois o número de iterações para a
morte por HIV é 2.

• c = 1/14 é a taxa de proliferação dos CTLs, uma vez que o número de iterações para a
proliferação do CTL é 14.

• b = 1/15 é a taxa de mortalidade do CTL, pois o número de iterações para morte dos
CTLs é 15.

Além desses valores para os parâmetros, é encontrado a taxa ã que é a taxa de mortalidade
das células infectadas que ainda não produziram vírus. No autômato celular contamos todas as
células infectadas que morreram e não produziram vírus em cada iteração e depois calculamos
a média dos valores encontrados (ã = 0.0825). O vetor k(t), que representa a reprodução
das células infectadas, foi obtido a partir do autômato celular, contando o número de células
infectadas recentemente reproduzidas em cada iteração t.

Seja φ uma solução numérica do sistema (4.2). Para a solução numérica do sistema (4.2),
representada na Figura 4.3, consideramos o ajuste (4.5) que representa o indivíduo soropositivo
ao receber potência da medicação média e adesão ao tratamento médio, o retardo τ = 0.5 e as
taxas definidas anteriormente.

As condições iniciais são x0 = 0.99, y0 = 0.01, v0 = 0.1 e z0 = 0.01. O software Matlab foi
utilizado para obter a solução numérica para o sistema (4.2) (ver Figura 4.3).















Capítulo 5

Conclusões

Neste trabalho estudamos a capacidade de incorporar incertezas provenientes de dados in vitro
em fenômenos biológicos, através da teoria fuzzy, com o princípio de extensão de Zadeh uni-
dimensional e bidimensional. Em muitos casos, os parâmetros da equação são incertos. Essa
incerteza tem sido tratada por meio de metodologias estatísticas. Mittler et al. [26] assumem
que o retardo é caracterizado por uma distribuição de probabilidade, que surge das incertezas
dos dados in vitro. A taxa de mortalidade do vírus é incerto devido aos fenômenos estudados.
Assim, consideramos o retardo e a taxa de mortalidade do vírus como números fuzzy.

No capítulo 3, no modelo estudado, estes números fuzzy são considerados como números
fuzzy correlacionados via uma função injetora e monótona. A correlação de dois números fuzzy,
através de uma função, facilita a obtenção de uma solução fuzzy do modelo. Além disso,
para facilitar a obtenção da solução determinística do modelo estudado consideramos que a
taxa de infecção das células não infectadas do linfócito T do tipo CD4+ pelo vírus é zero.
O comportamento da solução fuzzy do declínio do vírus com tratamento antirretroviral com
inibidores da protease é similar ao da solução obtida no trabalho de Jafelice et. al. [20]. Além
disso, comparamos as curvas determinísticas provenientes dos dados in vitro de Herz et al. [15]
e as curvas preferidas, ou seja, curvas de grau de pertinência um, obtidas via o método de
inferência de Mamdani e pelo método de Takagi-Sugeno, para determinar qual método fornece
uma melhor solução fuzzy, utilizando como medida de comparação o erro absoluto.

No capítulo 4, determinamos uma solução fuzzy de uma equação diferencial com retardo
que simula a dinâmica do HIV com quatro variáveis dependendo do tempo, através do Princípio
de Extensão de Zadeh bidimensional, em que consideramos o retardo e a taxa de mortalidade
como dois números fuzzy triangulares não fazendo uso de uma função que os correlacione.
Para isso, desenvolvemos um algoritmo que permite determinar a solução fuzzy do modelo
com retardo estudado neste capítulo através do Princípio de Extensão de Zadeh bidimensional.
Podemos observar que este método de fuzzificação pode ser implementado computacionalmente
com eficiência. A taxa de infecção das células não infectadas do linfócito T do tipo CD4+ pelo
vírus é considerada diferente de zero. Além disso, para observar de que maneira o retardo
influencia a solução do sistema de equações diferenciais ordinárias que simula a dinâmica do
HIV (4.1), fizemos uma comparação das soluções fuzzy dos sistemas sem retardo (4.1) e com
retardo (4.2). Ressaltamos que nos modelos (4.1) e (4.2) incorporamos terapia antirretroviral,
contudo as soluções fuzzy destes sistemas exibem comportamento qualitativo semelhante ao
histórico natural do HIV sem tratamento, até a fase assintomática.

Assim, neste trabalho, exibimos dois enfoques da aplicação do Princípio de Extensão de
Zadeh (unidimensional e bidimensional), para dois parâmetros fuzzy, que permitem a obtenção
de uma solução fuzzy dos modelos estudados.

Como trabalhos futuros, existe a intenção de correlacionar por meio de uma função conve-
niente mais de dois parâmetros incertos de um sistema de equações diferencias que possam ser
representados por números fuzzy, para determinar uma solução fuzzy do sistema. Também, há
a possibilidade de ampliar o algoritmo construído no capítulo 4 para mais variáveis. Além disso,
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interpretando a incerteza do retardo e a taxa de mortalidade do vírus com parâmetros fuzzy
do tipo 2, poderíamos construir um algoritmo similar ao proposto neste estudo para utilizar o
princípio de extensão de Zadeh bidimensional para os conjuntos fuzzy do tipo 2.
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