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Resumo
Neste trabalho estudamos a termodinâmica de materiais ferromagnéticos e antiferromagnéticos 
descritos pelo modelo de Ising bidimensional isotrópico de spin 1/2. Consideramos duas redes 
de spin (i.e triangular e quadrada) segundo o modelo de Ising com interação de primeiros vi
zinhos. Para a solução analítica, encontramos as propriedades termodinâmicas do sistema por 
meio da função de partição. Para soluções numéricas, aplicamos a teoria do campo médio jun
tamente com o método de Metrópolis e Monte Carlo. Observamos que para distintas topologias 
de rede, materiais ferromagnéticos apresentam as mesmas propriedades termodinâmicas em 
ambas as redes. Enquanto que para materiais antiferromagnéticos, os resultados para diferentes 
redes diferem devido ao fenômeno de frustração. Este fenômeno é característico de materiais 
antiferromagnéticos. Este efeito tem origem quando o spin não consegue minimizar a energia 
de interação com todos os seus vizinhos. Em geral, esse aspecto surge quando a conectividade 
da rede é impar (e.g. triangular). As propriedades termodinâmicas extraídas para cada uma 
das redes foram: energia total do sistema, calor específico, magnetização e susceptibilidade 
magnética.

Palavras-Chave: Modelo de Heisenberg, Modelo de Ising, Ferromangetismo, Antiferro- 
magnetismo, rede triangular, rede quadrada.



Abstract
In this work, we study the thermodynamics of ferromagnetic and antiferromagnetic materials 
described by the Hamiltonian of the two-dimensional isotropic spin Heisenberg model. We 
consider the Ising model with two spin lattices (i.e. triangular and square), assuming first neigh
bors interactions only. We solve both lattices analytically and numerically. For the analytical 
solution, we find the thermodynamic properties of the system identifying the partition function. 
For the numerical solutions, we apply the mean field theory with the Metropolis and Monte 
Carlo methods. We have observed that, for different topologies, ferromagnetic materials show 
the same behaviour of their thermodynamic properties in both lattices. Whereas antiferromag
netic materials are quite different, due to the frustration phenomenon. This phenomenon is 
characteristic of antiferromagnetic materials. It occurs when the spin can not be oriented to 
minimize the interaction energy with all neighbors. In general, this occurs when the lattice site 
connectivity is odd (e.g. triangular). The thermodynamic properties extracted for those lattices 
were: total system energy, specific heat, magnetization and magnetic susceptibility.

Keywords: Heisenberg model, Ising model, ferromagnetism, antiferromagnetism, trian
gular lattice, square lattice
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1 Introdução

Neste capítulo apresento uma breve história da origem do magnetismo. Aqui também 
abordo as diversas (e importantes) aplicações de materiais magnéticos como uma motivação 

para o estudo nesta área.

1.1 Breve história do magnetismo

O estudo do magnetismo desenvolveu-se a partir da descoberta de objetos que eram capazes 
de atrair ou repelir tanto pequenos pedaços de ferro, quanto a si mesmos. Este fenômeno foi 
primeiramente observado na Grécia antiga (século VI a.C.) por Tales de Mileto, que nomeou 

estes objetos como magnetita (pedras ricas em óxido de ferro - Fe3O4). Logo após esta desco
berta, criou-se o primeiro dispositivo que apresentava propriedades magnéticas, o antecessor da 
bússola. Este dispositivo possuía uma colher feita de magnetita que quando apoiada sobre um 

ponto central, movia-se de maneira a se alinhar com o campo magnético da Terra. Devido a 
isto, essa invenção ficou conhecida na época como a "colher que aponta para o sul- Fig.(1).

Figura 1 - À esquerda: dispositivo antecessor da bússola. Sua colher era feita de magnetita. À 
direita: pedra de magnetita.

Anos depois, em 1064, o chinês Zheng Gongliang[1], percebeu que o ferro apresentava 

magnetização após ser resfriado. Com esta descoberta deu-se origem o primeiro ímã artificial 
permanente. Com o passar do tempo, as técnicas com ímãs aperfeiçoaram-se e logo inventaram 
a bússola de navegação (registrada por Shen Kua em torno de 1088). Mais tarde, em 1269, um 

estudioso francês chamado de Pierre Pelerin de Maricourt propôs uma variedade de experimentos 

sobre o magnetismo. Em sua série de experimentos, Pierre definiu que as extremidades de um 
ímã eram polos e as denominou como "Norte"e "Sul". Ele os identificou desta forma, pois notou 

que a bússola, já antes inventada, sempre alinhava-se ao norte geográfico da Terra.
Na tentativa de compreender o alinhamento do ímã em relação à Terra, William Gilbert 

em 1600, inferiu que este planeta era um grande magneto, um conceito diferente do abordado 
na época, pois acreditava-se que a influência magnética sobre a agulha era devido às estrelas. 

Assim os estudos sobre o magnetismo ganharam força e cada vez mais desenvolviam-se teoria 

para seu entendimento.
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O ápice do estudo do magnetismo surgiu séculos depois quando notou-se as semelhanças 
entre os fenômenos de repulsão e atração apresentadas entrecargaselétricas e ímãs. Investigando 
este fato, em 1820, Hans-Christian Oersted, descobriu uma conexão entre a eletricidade e o 
magnetismo acidentalmente. Ele demonstrou que o comportamento da agulha de uma bússola 
era influenciado se estivesse próxima a um fio que estivesse passando corrente elétrica. Logo 
mais, André-Marie Ampère mostrou que uma bobina enrolada com fio é equivalente a um ímã 
e isto foi crucial para Michael Faraday descobrir sobre a indução eletromagnética anos depois. 
Cabe ressaltar que ambos também contribuíram matematicamente para o desenvolvimento da 
teoria do eletromagnetismo.

Seguindo esta linha do tempo, posteriormente em 1864, o físico e matemático James Clerk 
Maxwell unificou toda a teoria que havia sido desenvolvida anteriormente por Gauss, Ampère 
e Faraday para a eletricidade e magnetismo. Particularmente Maxwell ficou famoso por isto, e 
até hoje as quatro principais equações do eletromagnetismo recebem seu nome:

V-B

eo V • E

V x B

VxE

o, equação de Gauss,

p, equação de Gauss,

- dE
BoJ + Poe»—~, 

dt
equação de Ampere-Maxwell,

equação de Faraday.

(1.1)
(1.2)

(1.3)

(1.4)d B 
~dt’

Apesar de toda estas contribuições ao longo da história, hoje ainda existem diversos materiais 
cujas propriedades físicas não são bem compreendidas. Estas propriedades estão associadas aos 
materiais antiferromagnéticos (que apresentam anti-alinhamento de seus polos1 magnéticos) e 
ferromagnéticos (que apresentam alinhamento de seus polos magnéticos), como ilustra a Fig.(2).

\- + - + - + - + - + + - +V

(a) Configuração antiferromagnética

+ + + + + + + + + + + + + + +

(b) Configuração ferromagnética

Figura 2 - Configuração dos momentos magnéticos de um material (a) antiferromagnético e (b) 
ferromagnético

Na tentativa de explicar o fenômeno do (anti-) ferromagnetismo, Pierre Weiss[2, 1] (século 

XX), propôs uma teoria conhecida como teoria do campo molecular. Em sua teoria, ele 
considerou a existência de um campo interno, pertencente ao próprio material, que favorecia o 
alinhamento paralelo (ou anti-alinhamento) dos momentos magnéticos encontrado nos materiais. 
Além disso, por meio de sua teoria, ele também explicou a ocorrência da mudança de fase de 

1 Aqui defino a propriedade de alinhamento ou anti-alinhamento como polos magnéticos para ser didático. No 
entanto, nos capítulos a seguir abordarei tal alinhamento referindo aos "verdadeiros"causadores deste efeito: o 
spin
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um material quando atingisse uma temperatura crítica. Ponto onde o fenômeno de (anti-) 
ferromagnetismo deixava de existir.

Por meio da teoria de Weiss, Werner Heisenberg, em 1929, estudou estes dois fenômenos 
e analisou suas interações por meio de considerações quânticas. Em seu argumento, levou 
em conta o princípio de Pauli e o spin do eletron. Com isso, propôs que as interações nestes 
materiais podem ser descritas pelo Hamiltoniano

(1.5)

onde nesta equação ele afirmou que as interações devem ocorrer somente entre os primeiros 
vizinhos, e que J determina o tipo de material estudado. Isto é, quando J < 0 trata-se de 
um sistema antiferromagnético e quando J > 0, ferromagnético. De forma geral, a diferença 
sistemática representada por este termo, caracteriza o alinhamento dos spins encontrado em 
cada tipo de sistema.

A tentativa de explicar materiais antiferromagnéticos veio de Louis Néel[3, 1]. De maneira 

análoga a Weiss, Néel estudou o antiferromagnetismo e as suas transições de fase associadas. 
Ele afirmou que, semelhantemente aos materiais ferromagnéticos, o antiferromagnetismo era 
desfeito após ser aquecido até certa temperatura. Em sua homenagem, esta temperatura recebeu 
seu nome: temperatura de Néel.

Mesmo de longa data, o magnetismo teve muita importância num âmbito social: os primeiros 
ímãs criados, a bússula[1] desenvolvida para navegação são as primeiras marcas disto. No 

entanto, até os dias de hoje o fenômeno de magnetismo apresenta grande destaque. Devido a 
isto, muitas teorias sobre esta área da física tem se desenvolvido. Mas antes de continuar e 
prosseguir para as teorias, na seção a seguir, abordarei uma das mais atuais aplicações deste tipo 
de material: o armazenamento de informação.

1.2 Armazenamento de informação em materiais magnéticos

Hoje o mundo usufrui de inovações tecnológicas que tem como princípio a teoria do mag
netismo (e.g. gravações em mídia, leitores e sensores). Dessa forma, torna-se importante 
apresentar ao menos um breve conceito sobre uma das maiores aplicações vistas atualmente: o 
armazenamento de informação via materiais magnéticos.

Sabe-se que um dispositivo capaz de armazenar informações (dados), permite usuários 
consultar ou usar a gravação de seus dados a qualquer instante. Em particular, os dispositivos 
de armazenamento por meio magnético são os mais utilizados devido à grande densidade de 
informações que este artefato sustenta.

Nestes dispositivos, a gravação de dados deve-se a uma cabeça magnética, como ilustra a 
Fig.(3). Esta cabeça é composta de um solenoide, de um material ferromagnético e de um gap 
("buraco") onde há outro material cuja permeabilidade magnética é extremamente baixa.
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Figura 3 - Cabeça magnética utilizada em armazenamento de informações

A origem do funcionamento desta cabeça se dá quando esta recebe um sinal elétrico em seu 
solenoide. Acorrentenosolenoide[bobinaindicadanaFig.(3)]geraumcampoeletromagnético 
através do material ferromagnético (condutor magnético), que por sua vez, induz linhas de força 
magnética onde há o gap. Neste gap, estas linhas espalham-se por todo o espaço. Nisto, 
quando um outro elemento magnético está próximo a esta cabeça, seu momento magnético é 
reorientado permanentemente segundo as linhas de campo que foram geradas naquele local. 
Desse modo, estas novas orientações magnéticas constituirão a informação armazenada. Um 
exemplo de dispositivo que realiza este tipo de armazenamento é o Disco Rígido (Hard Disk - 
HD) encontrado em computadores.

Um outro exemplo de dispositivo também utilizado para armazenar informações, e que tem 
sido alvo de estudo atualmente é a vávula de spin. A válvula de spin consiste de duas duas 
camadas magnéticas separadas por uma não magnética. Uma das camadas magnéticas tem sua 
magnetização fixa enquanto a outra não. Esta que não tem magnetização fixa orienta-se de acordo 
com a aplicação de um campo magnético externo. O alinhamento relativo da magnetização entre 
as duas acamadas gera o fenômeno da magnetoresistência gigante (MRG)[4, 5]. A descoberta 

deste fenômeno de MRG possibilitou a fabricação de cabeças leitoras de HD com altíssima 
sensibilidade.

Em geral, percebe-se que há uma vasta aplicação de materiais magnéticos no cotidiano. 
Destes materiais os ferromagnéticos tem maior aplicabilidade do que os antiferromagnéticos. 
No entanto, materiais antiferromagnéticos têm despertado interesse e atualmente mostra-se 
alvo de estudo devido suas possíveis aplicações em spintrônica[6, 7] . Frente a isto, neste 

trabalho iremos investigar as propriedades de ambos materiais e exploraremos suas propriedades 
termodinâmicas.
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2 Noções básicas de magnetismo, termodi-
■ I I l ■nâmica e mecânica estatística

Este capítulo aborda conceitos básicos de magnetostática, termodinâmica e mecânica esta
tística. A formulação desenvolvida aqui trata, primeiramente, da teoria clássica do magnetismo 
em sólidos. Basicamente retratada pelas equações de Maxwell. Em seguida, discutimos um 
pouco sobre orbitais e momentos de spin magnéticos, dando início à teoria quântica do mag
netismo. Sequencialmente, tratamos da teoria de potenciais termodinâmicos e a função de 
partição. Todos os conceitos a seguir serão abordados de forma resumida.

Magnetostática

2.1 Momento magnético e magnetização

Ao longo da história muitos cientistas contribuíram para o entendimento do fenômeno do 
magnetismo. No entanto, por meio da teoria de Ampère, é possível compreender a definição 
de momento magnético. Em seu estudo, ele estabeleceu uma relação entre um imã e uma 
espira circular eletricamente carregada. Afirmou que ambos apresentavam propriedades físicas 
semelhantes, pois geravam campos magnéticos de forma equivalente, como ilustra a Fig.(4).

(a)| (b)

N

S

Figura 4 - (a) Representa um ímã com campo magnético apontando do pólo sul para o pólo 
norte. (b) Espiraproduzindo vetor campo magnético. Essaimagem faz uma analogia 
entre o vetor campo magnético produzido pelo ímã e pela espira.

O campo magnético produzido é devido aos momentos magnéticos, que por sua vez estão 
associados à magnetização do sistema. Esta magnetização representa, em materiais magnéticos, 
o ordenamento dos momentos magnéticos distribuídos ao longo da matéria. Dessa maneira, 
o campo é gerado caso haja alinhamento dos momentos, por outro lado, se a disposição dos 
momentos for aleatória, a magnetização (em média) é nula e consequentemente o campo também 
será.

Para controlar a orientação dos momentos dedipolo magnético namatéria,usa-seum campo 
magnético externo. Quando este campo é aplicado, os momentos de dipolo tendem a uma
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direção preferencial. No entanto, a maneira como ocorrerá o alinhamento desses momentos, 
dependerá do material magnético considerado (e.g. material paramagnético, diamagnético, 
ferrimagnético). Além disto, em resposta ao campo externo, há materiais que apresentam 
o fenômeno da magnetização espontânea. Este evento garante o ordenamento dos dipolos 
magnéticos mesmo se o campo externo for removido. Outra característica importante do vetor 

momento magnético é que este é invariante por inversão temporal (t -t).

2.1.1 Orbitais e momentos de spin

Em 1921, os físicos alemães Otto Stern e Walther Gerlach suporam que o elétron apresen
tava dois movimentos de rotação. Para comprovar tal evidência, eles desenvolveram diversos 
experimentos que consistiam em atravessar feixes de átomos metálicos numa região de campo 
magnético não uniforme. Em suas análises, observaram que dentre os metais utilizados os que 
apresentavam elétrons completamente emparelhados não desviavam-se, enquanto os desempa- 
relhados mudavam de direção. Ambos tentaram, inicialmente, explicar este fenômeno de forma 
clássica; afirmaram que o elétron possuía rotação em torno do seu próprio eixo, isto é, spin 
[Fig.(5)][1].

Figura 5 - Possíveis orientações para o spin do elétron.

Em mecânica quântica o termo spin define uma das propriedades intrínsecas (e.g. massa, 
carga) que as partículas fundamentais possuem[1]. Estapropriedade relaciona-se comaquantiza- 

ção do momento angular, que por sua vez está intimamente ligada ao fenômeno de magnetismo. 
Destas partículas fundamentais, o elétron é a principal fonte do momento magnético gerado 
pelos átomos num sólido. Seu momento angular está associado ao movimento orbital em torno 
do núcleo e o momento de spin.

Convencionalmente, o spin assume valores S = ±h/2 para indicar em que direção está 
orientado. Isto é, “up” ou “down”. A teoria do spin é muito usada para descrever estatísticas 
relacionadas as diversas partículas físicas já identificadas. Por exemplo, estatística de Fermi- 
Dirac (partículas com spin semi-inteiro ou férmions), estatística de Bose-Einstein para bósons 
(partículas com spin inteiro ou bosônicas). Estuda-se também como as interações entre os spins 
ocorrem em sistemas magnéticos, pois estas explicam diversos fenômenos que são observados 
macroscopicamente. O modelo teórico que simula estas interações é o modelo de Heisenberg. 
Casos particulares desta abordagem teórica são os modelos de Ising, "XY", "XYZ",sendo Ising 

o modelo mais simples de todos.
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Parâmetro de ordem magnética

Para descrever o ordenamento dos momentos magnéticos (ou spins) no interior de uma rede 
cristalina1, como mostra a Fig.(6), define-se um parâmetro de ordem. Esse parâmetro mede 
o grau de ordenamento dos spins bem como a simetria apresentada por ele num sistema. Em 
geral, este conceito é muito bem aplicado a estudos que envolvem transições de fase.

qualquer
Rede Antiferromagnética

Rede Ferromagnetica

Figura 6 - As imagens acima mostram diversos tipos de rede. Duas destas representam redes 
ferromagnéticas e antiferromagnética. Em ambas redes há o ordenamento de spins; 
spins alinhados para ferromagnética e anti-alinhados para antiferromagnética.

Exemplos de parâmetro de ordem que envolvem sistemas magnéticos são: a magnetização, 
em sistemas ferromagnéticos, e a magnetização escalonada, em antiferromagnéticos. Esse 
parâmetro indica a direção escolhida espontaneamente pelos spins que levam o sistema a ficar 
ordenado quando abaixo de uma certa temperatura crítica. No caso de ferromagnéticos, essa 
temperatura é denominada temperatura de Curie (TC). Em antiferromagnéticos, temperatura de 
Néel (TN ).

2.1.2 Susceptibilidade e permeabilidade magnética

A melhor forma de distinguir os diferentes tipos de materiais magnéticos existentes é por 
meio da temperatura[1]. No entanto, para facilitar os critérios desta classificação é necessário 

introduzir duas novas variáveis: a susceptibilidade x e a permeabilidade magnética ^.. A 
susceptibilidade magnética indica a taxa com que um material é atraído ou repelido quando em 
presença de um campo magnético. Além disto, sua medida promove compreensão das ligações, 

Uma rede cristalina é caracterizada pelo ordenamento periódico de átomos nos sólidos, caracterizando uma 
geometria específica no espaço

1
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dos níveis de energia e da estrutura relacionadas ao material. Em geral, a susceptibilidade é 
definida em termos da magnetização M e o campo externo B por meio da relação,

ídM\X \ dB Lo (2.1)

A permeabilidade magnética indica a relação entre o campo magnético gerado pelo próprio 
material e o campo magnetizante[8, 2]. Este mensura o grau de magnetização que o material 

obtém em resposta de um campo magnético externo. A permeabilidade magnética (no caso de 
materiais lineares) é definida pela seguinte expressão

Para compreender esta definição, considere uma função f ( x ) definida num intervalo finito fechado [a, b]. O 
valor mínimo global é o valor em c tal que f (c) corresponde o menor valor da função f ( x ) nesse intervalo.

B
" = M. (2.2)

Em geral, // e x não são constantes e variam de acordo com a temperatura e a intensidade 
do campo externo aplicado. Dessa maneira, analisando-se tais grandezas em materiais magné
ticos, determina-se quatro classes distintas: diamagnéticos, paramagnéticos, ferromagnéticos e 
antiferromagnéticos.

Os detalhes de cada uma destas classes e as propriedades que envolvem estes materiais, são 
discutidas nos capítulos seguinte.

2.2 Conceitos de termodinâmica e mecânica estatística

A partir daqui iremos abordar conceitos básicos de termodinâmica e mecânica estatística 
aplicados ao fenômeno de magnetismo.

2.2.1 Potenciais termodinâmicos magnéticos

Potenciais termodinâmicos representam quantitativamente as energias disponíveis (ou ener
gias livres) em um determinado sistema. Quando este sistema estiver em equilíbrio, tal potencial 

corresponderá a um mínimo global2. Estes potenciais são determinados por meio das variáveis 
que descrevem o estado de um sistema. Os exemplos mais comuns de potenciais são: a energia 
interna U(S, M), a energia livre de Gibbs G(T, B), a energia livre de Helmholtz F(T, M). 
Onde o termo S representa a entropia, B o campo magnético externo, M a magnetização e T 

a temperatura do sistema. Cabe ressaltar que S e M são chamadas de grandezas extensivas, 
enquanto que T e B são intensivas. A diferença entre estas grandezas é que a extensiva depende 
do tamanho do sistema, enquanto que a intensiva não.

As propriedades fundamentais dos potenciais termodinâmicos são: continuidade, extensivi- 
dade e convexidade. A primeira propriedade afirma que o potencial é uma função contínua de 
suas variáveis de estado e portanto, é diferenciável. A segunda estabelece que o potencial é uma 
função extensiva de suas variáveis termodinâmicas. A última propriedade refere-se ao princípio 
2
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de mínima energia, que é o critério de estabilidade do sistema. Para encontrar esta estabilidade, 
basta minimizar a energia em relação às suas variáveis extensivas, enquanto que maximizar em 

relação às intensivas.
Para compreender estes conceitos citados acima, considere uma variação infinitesimal na 

energia interna U (S, M) definida para um sistema magnético. Em função de suas variáveis

extensivas S e M temos,
du = d

d S M
dS + d M

dM.
T,S

(2.3)

Como a primeira lei da termodinâmica afirma que dU é descrito pela relação,

dU= dQ - dW = TdS + BdM, (2.4)

onde B é o campo magnético externo, Q = TdS representa o calor introduzido, e dW = -BdM, 
o trabalho magnético realizado sobre o sistema. Percebemos por comparação das Eqs. (2.3) e 
(2.4), que a temperatura T e o campo B também são descritas como

dU
T = — 

dS M
B = ,

d M t
(2.5)

onde estas estas equações [Eqs. (2.5)] representam coeficientes termodinâmicos segundo a 
representação da energia interna U(S, M).

Note que por meio da Eq. (2.3) encontramos o entropia infinitesimal dS de um sistema 

como
1B

dS = -dU --dM, (2.6)

onde dS, assim como dU na Eq. (2.4), é uma equação fundamental que se refere ao comporta
mento termodinâmico segundo à representação da entropia.

Existem diversas formas de representar a termodinâmica de um sistema. Para encontrá-las, 
basta aplicar a ferramenta matemática conhecida como transformada de Legendre nas Eqs. (2.4) 
e (2.6). Em particular, para as representações termodinâmicas segundo as energias livres de 
Helmholtz F(T, M) e Gibbs G(T, B) temos as seguintes expressões:

dF = -SdT + BdM, (2.7)

dG = -SdT - MdB. (2.8)

A partir destas Eqs. na (2.8), obtemos os seguintes coeficientes à temperatura constante:

d F
Td B

B = - dG 
dM

(2.9)
T

Como já mencionado, as grandezas T, B são intensivas. Por isto, ao que se refere à esta
bilidade do sistema magnético, o princípio de mínima energia exige que das Eqs na (2.9), a 

relação dG/dB seja maximizada em relação ao campo externo B. Enquanto que dF/dM seja 
minimizada em relação à magnetização M.
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Outros coeficientes termodinâmicos importantes que são obtidos das relações apresentadas 

acima, são a susceptibilidade magnética xm e capacidade térmica à magnetização constante Cm.
Reescrevendo a Eq. (2.1) como x - = d B/d M e relacionando com a (2.9), temos

£ = dB = d / dF \ = d2F

X dM d M \d M) d M2 .

Para a capacidade térmica, quando a magnetização M é constante, reescrevemos as Eqs. 

(2.3) e (2.8) como sendo dU = TdS e S = -dF/dT. Assim, sabendo que Cm é a relação entre 
a quantidade de calor fornecido e a variação de temperatura do sistema, temos que

Cm
dQ 
dT

dU - BdM 

dT
dU
~dT M

(2.11)

logo, em termo do potencial termodinâmico de Helmholtz temos que

Cm
dU 1 dS 1 d /d F \ 1 d2 F

dT
M=

■ T dT
M=

T dT dT M = T dT2 M
(2.12)

2.2.2 Teoria estatística da termodinâmica

Microestados e macroestados

A termodinâmica descreve sistemas macroscópicos por meio de variáveis como tempera
tura, magnetização, pressão, etc. Tais sistemas são compostos de átomos que estabelecem o 
microestado (i.e. arranjo microscópico) do sistema; e consequentemente determinam o fenô
meno macroscópico que é observado. Esse fato sugere que o comportamento macroscópico 

observado é devido à média sobre seus microestados correspondentes.
Caso o sistemaestejaisolado de qualquer interação, (e.g. mantém seunúmero de partículas, 

energia e volume constantes) considera-se que todos os microestados apresentam a mesma 

probabilidade para existir. Então, se Q define o número de microestados, a probabilidade do 
sistema se encontrar em algum destes estados é

Pi = Q, onde X Pi = 1. (2.13)

i

Portanto, a conexão entre as propriedades microscópicas e as macroscópicas fica determinada 
pela média dos ensembles da seguinte maneira:

(X > = X PiXi, (2.14)
i

onde X representa o valor médio para microestado na configuração Xi, e Pi a probabilidade de 
encontrar o sistema neste microestado.
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O fator de Boltzmann

O fator da Boltzmann é uma expressão que descreve a probabilidade de se encontrar um 
microestado, com energia H, quando banhado por um reservatório térmico a uma temperatura 
T. Matematicamente este termo é expresso pela relação,

p = ZZexp (- kl) ■ (2.15)

onde Z é a constante de normalização e kB a constante de Boltzmann. Esta constante é 

determinada se considerarmos que a probabilidade de um sistema estar em algum microestado 
é um, i.e. i pi = 1. Dessa maneira, temos que

Z = exp A) .

kBT)
(2.16)

Função de partição

As propriedades de um sistema termodinâmico em equilíbrio, são descritas pela função de 
partição. Esta função, por definição, contém toda informação relevante que são consideradas 
sobre um sistema. A forma geral desta função para um sistema clássico é

Z = £ e-kBT, (2.17)
{todos os estados}onde H é o Hamiltoniano (energia total) do sistema, T a temperatura e kB a constante de 

Boltzmann. Nota-se que, por meio do Hamiltoniano, a função de partição depende do tamanho 
do sistema e do número de graus de liberdade para cada partícula. Além disso, nesta equação, 
o somatório da Eq.(2.17) indica a soma sobre todos os possíveis estados que o sistema assume. 
Vale ressaltar que a maioria das propriedades termodinâmicas associada ao sistema (e.g. energia 
livre de Helmholtz F, energia total U, entropia S), são obtidas por meio função de partição. A 
conexão entre a função de partição e alguns destes potenciais termodinâmicos são conhecidos 
matematicamente pelas relações:

F= -kBT lnZ, (2.18)
2 d í F \U= -T dT \ T/ ■ (2.19)

d FS=
- dT.

(2.20)

Valores médios

Suponha que desejamos sabero valormédio da energia de um átomo que possui três estados 

de energia e/ distintos: e0 = OeV, e1 = 2eV, e2 = 4eV. Considere 8 átomos dos quais somente 
dois correspondem à energia e0, cinco a e1 e somente um a e2. O valor médio da energia (e) 
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deste átomo é calculado da seguinte maneira,

«) = 2-(0eV) + 5.(2eV) + 1 •(4eV) = Oev.( 2) + 2ev. (|j + .. (!j = ^V. (2.21)
8

Nesta Eq.(2.21) cada estado de energia é multiplicada por sua probabilidade de ocorrência. 
As probabilidades que correspondem aos estados e0, e1 e e2 são respectivamente 2/8, 5/8 e 1/2. O valor médio de qualquer outra grandeza de interesse pode ser calculada de maneira 

similaràEq.(2.21). Particularmente em mecânica estatística, o valor médio de alguma grandeza 
é calculado considerando-se a probabilidade indicada na Eq.(2.15). Dessa maneira, a expressão 
geral para o cálculo do valor médio torna-se 

(2.22)

onde X representa qualquer grandeza termodinâmica, tal como a magnetização M.
Os conceitos abordados neste capítulo são necessário para a compreensão do fenômeno de 

magnetismo gerado pelos diversos tipos de materiais, os quais serão abordados no capítulo a 
seguir. Além disso, as definições realizadas neste capítulo, bem como as grandezas termodinâ
micas, fator de Boltzmann e cálculo do valor médio, serão empregados nos cálculos numéricos 
realizados para cada tipo de rede avaliada neste trabalho.

Nestetrabalho,aimportânciadosconceitosabordadosnestecapítulo,bemcomoasgrandezas 
termodinâmicas, fator de Boltzmann e cálculo do valor médio, são justificadas nos métodos 
numéricos implementados introduzidos no capítulo 6.

Os capítulos a seguir tratam brevemente das propriedades associadas à materiais magnéticos.
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3 Visão geral dos comportamentos dos ma
teriais magnéticos

Estudamos até aqui o conceito de momento magnético, bem como sua relação com o 
movimento orbital e o spin do elétron. Neste capítulo, vamos investigar o momento magnético 
em presença da aplicação de um campo magnético externo. Observaremos que a alteração do 
movimento orbital do elétron, devido a presença do campo externo, dá origem aos efeito de 
diamagnetismo e paramagnetismo. Além destes fenômenos, também estudaremos os casos em 
que ocorrem ferromagnetismo e antiferromagnetismo.

Em síntese, neste capítulo abordamos conceitos gerais sobre os comportamentos dos diversos 
tipos de materiais magnéticos. No entanto, com um maior enfoque em materiais ferromagnéticos 
e antiferromagnéticos.

3.1 Diamagnetismo

Ofenômenodo diamagnetismo ocorreem átomos,ouemcompostos,cujas camadas eletôni- 
cas estão completamente preenchidas (e.g. gases nobres, solidos iônicos, semicondutores com 
fortes ligações covalentes) e portanto, não há momento magnético efetivo[2, 1]. O diamagnetismo 

é um fenômeno em que não há predominância do magnetismo.
Um exemplo prático para a observação deste efeito pode ser realizado com um cilindro de 

bismuto (Bi) imerso num campo magnético[1]. Por ser um material diamagnético, o fluxo do 

campo magnético externo é repelido e o cilindro tende afugirpara região onde o campo for menos 
intenso. Embora o bismuto represente o material que mais destaca o efeito do diamagnetismo, 
o desvio realizado por ele neste experimento é pequeno, pois como dito anteriormente o efeito 
causado por este fenômeno é muito fraco.

A física por trás deste evento é a lei da indução eletromagnética. Mais precisamente, a lei 
de Lenz. Esta lei diz que, em resposta a um campo magnético externo, uma corrente elétrica é 
criada de maneira a gerar um campo magnético contrário ao externo. Istoé,aolongodo material 
diamagnético são induzidos momentos de dipolos magnéticos que se dispôem opostamente ao 
campo aplicado. E ainda que a direção do campo externo seja alterada, os momentos magnéticos 
alteram-se novamente a fim estarem opostos a esta nova direção. Além disso, nestes materiais a 

carga elétrica tende a blindar o átomo do campo magnético levando a sua susceptibilidade a ser 
pequena e negativa no sinal.
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3.2 Paramagnetismo

No fenômeno de paramagnetismo a interação entre os momentos magnéticos é fraca e pode 
ser ignorada. Estes momentos apontam em direções arbitrárias e a temperatura ambiente já é 
suficiente para garantir sua aleatoriedade[3]. Com isto, tem-se nestes materiais a magnetização 

M (em média) nula,
M = 0. (3.1)

Entretanto, quando um campo magnético externo é aplicado, alguns poucos momentos 
magnéticos se alinham com sua direção, e a medida que sua intensidade aumenta maior é o 
número desses que se alinham.

Normalmente, sistemas paramagnéticos são compostos por sais de transição, sais de me
tais de transição e sais de terras-raras. Em particular, sais de metais de transição apresentam 
momentos magnéticos resultantes devido à sua camada eletrônica “d” ser parcialmente preen
chida. Por outro lado, os de terras-raras apresentam este fenômeno devido aos elétrons que estão 
localizados na camada “f” de sua estrutura.

3.2.1 Derivando a expressão da susceptibilidade

Ao aplicarmos um campo magnético externo B num material paramagnético, os momentos 
m dos átomos tendem a se alinharem. Isto gera a energia U destes momentos magnéticos, que 
é definida como

U = -m • B = -mB cos(0), (3.2)

onde a contribuição média de cada momento de dipolo é m cos(0). Assim, a magnetização 
total do sistema torna-se

M = Nm (cos(0)). (3.3)

Neste tipo de sistema, a probabilidade P(0) do momento magnético estar num ângulo 0 é 
definida por meio da estatística de Boltzman, que é conhecida pela relação

= ex p
/ mB cos(0 )\
\ kBT f

(3.4)

onde kB é a constante de Boltzman e T a temperatura em que se encontra o sistema.
Sendo assim, a probabilidade do momento magnético estar entre os intervalos 0 e 0 + d0 é

exp (mBkC0r(°^ sin(0)d0 

f0 exp[mBkr)sin(0)d0
(3.5)
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Com isso, reescrevemos a magnetização - Eq.(3.3)- de forma que a magnetização total 
torna-se

M

Nm

cos 0 P(0 )d0

J0 exp (j1 cos(0) sin(0)d0

J0 exp(tnBkcBf9))sin(0 )d0

Nm
nBcot M kBT £bT\

mB /
= NmL(a)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

onde L(a) é a função de Langevin, e a = ^T •

Se a função de Langevin for expandida em série de Taylor em termos de a considerarmos 
somente a aproximação de primeira ordem, obteremos que

a a3 Nma Nm2 BM = NmL(a) = Nm(3 - 45 +...) = — = (—j t. (3.9)

O termo em parênteses na Eq.(3.9) é a constante de Curie (C = Nm2a/3kB). Desta mesma 

equação, temos então que
M = cB, (3.10)

onde a equação indicada na (3.10) é a Lei de Curie. Esta lei afirma que materiais paramagnéticos 
tornam-se cada vez mais magnéticos a medida que o campo magnético externo é intensificado 
enquanto apresentam-se menos magnéticos ao passo que temperatura aumenta.

Substituindo a Eq.(3.10) no termo da susceptibilidade, definida pela relação M, encontramos 
que

C
x = t

Se na expressão da magnetização total adicionarmos a quantização1, obtemos

(3.11)

M = m0 2J + 1
—-—coth

IJ1 a - -1 coth- 2 J = m0BJ (a), a = Jg pyBext/kyT,
(3.12)

onde BJ(a) é a função de Brilouin, J é o momento angular totaP, mo = —g JpB• Note que essa 
função é igual a de Langevin[1] no limite termodinâmico, i.e. J to. Se também expandirmos 

essa função, obtemos

BJ(a) =
J+1
3J a-

[(J + 1)2 + J 2]( J + 1) 
90J3

a3+... (3.13)

Pegando somente o primeiro termo, podemos reescrever a susceptibilidade de maneira que

x = C = — g2 J (J + 1) pB 
______________________________________X = T = 3kyT (3.14)

1 Para dedução completa da função de Brillouin, ver apêndice.
2 Em mecânica quântica o momento angular total J é a soma do momento angular orbital L e do momento de 

spin S da partícula. Em outras palavras, J = L + S
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3.2.2 A lei de Curie-Weiss

Em geral, materiais paramagnéticos não obedecem a lei de Curie [Eq.(3.10)], mas seguem 
uma mais geral, a lei de Curie-Weiss[2, 3].

Diferentemente das considerações feitas para a dedução da lei de Curie ( que assumia que os 
momentos magnéticos eram localizados e não interagiam entre si e somente se reorientavam de 
acordo com um campo magnético externo ), Weiss considerou a interação entre os momentos 
magnéticos localizados e os chamou de "campo molecular".

Weiss assume que a intensidade do campo magnético molecular (Bi) é diretamente propor
cional à magnetização, onde nw é a constante de Weiss, isto é

Bi = nwM . (3.15)

Dessa forma, o campo total torna-se Btotal = Bi + B, onde B representa o campo externo 
aplicado. Com estas considerações, reescrevemos as expressões das equações (2.1) e (3.11). 
Assim, obtemos uma forma alternativa para a susceptibilidade

C = = M = M = M

T Btotai + B nw M + B
É fácil verificar que se a magnetização for isolada na equação (3.16), encontramos

M=
BC

T - nw C
(3.17)

Portanto, reordenando o termo B na Eq. (3.17) temos,

C
M = X = ^~r ■ onde 6c = nwC. (3.18)
B 1 6c

A equação (3.18) representa a lei de Curie-Weiss[2] e descreve o comportamento da suscep

tibilidade magnética em dependência da temperatura crítica 6c. Além disso, diferentemente da 
lei de Curie, esta equação caracteriza a transição de fase do sistema paramagnético, que é a 
divergência que ocorre quando T = 6c.

3.3 Ferromagnetismo

Em materiais ferromagnéticos existem regiões onde seus momentos magnéticos (ou mo
mentos de spins) estão dispostos uniformemente. Este fato é devido aos momentos magnéticos 
dos átomos vizinhos interagirem fortemente entre si, levando ao seu alinhamento espontâneo 
(paralelo) em todo material. Em geral, estas regiões, denominadas domínios magnéticos, estão 
aleatoriamente distribuídas no material e são responsáveis por designar a intensidade de sua 
magnetização.

Tratando-se de um material ferromagnético, quando um campo externo é aplicado, a aleato- 
riedade destes domínios é facilmente desfeita. Com isso, estas regiões reorientam-se de maneira 
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que todos os seus spins apontem na direção do campo aplicado, levando à forte magnetização 
do material. Nisto, um campo magnético extremamente forte é gerado e a única maneira de 
destruí-lo é submetendo o material à altas temperaturas.

Na presença de altas temperaturas, materiais ferromagnéticos desalinham gradualmente a 
orientação de todos os seus spins. À vista disto, quando são suficientemente aquecidos (até a 

temperatura de Curie - 0c), ocorre uma transição de fase e tanto a magnetização quanto o campo 
magnético de todo sistema vão a zero. Essa transição decorre da competição existente entre 
o alinhamento dos spins e a desordem causada pela energia térmica. Dessa forma, acima da 

temperatura 0c, é dito que materiais ferromagnéticos tornam-se paramagnéticos.

3.3.1 Teoria molecular de Weiss para o ferromagnetismo

Magnetização espontânea

De forma análoga ao estudo proposto em sistemas paramagnéticos, Weiss analisou materiais 
ferromagnéticos supondo a existência de um campo molecular interno. Dessamaneira, define-se 
o campo molecular (Bi) como

Bl = nw M + B, onde M = MoBj (a), (3.19)

sendo nw a constante de proporcionalidade referente ao campo interno, M a magnetização, B o 
campo externo, M0 = nm0, sendo n o número de átomos magnetizados por unidade de volume, 
e BJ(a) a função de Brillouin - Eq.(3.13).

Sabendo que a = /.i0mBl/kBT = ^om(nwM + B)/kBT e que para um campo externo B = 0 
tem-se a magnetização espontânea M = Ms em termos da função de Brillouin é

Ms

M0

nkBT
^nw M0

a0 = BJ(a0), (3.20)

onde a0 = a(B = 0).
Reescrevendo toda esta equação (3.20) em termos da constante de Curie, por meio da Eq.

(3.14), obtemos

Ms

M0

T (J + 1)

3 JCnw
a0 = BJ(a0). (3.21)

A Eq.(3.21) contempla a teoria de campo molecular de Weiss, que foi a primeira teoria de 
campo médio para transição de fase. Nesta equação, nota-se que para uma aproximação, onde 

a é pequeno, a função de Brillouin BJ « [(J + 1)/3J]a - eq. (3.13) - tem uma relação direta 
com a temperatura de Curie, como previsto na Eq.(3.18):

0c = nwC. (3.22)
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Transição de fase ferromagnética

A análise da transição de fase de sistemas ferromagnéticos é realizada por meio da equação 
(3.18). Quando sistemas ferromagnéticos encontram-se abaixo da temperatura de Curie o 
sistema está com seus momentos magnéticos completamente alinhados (fase ferromagnética). 

Quando T = 0c, o sistema indica uma divergência em sua susceptibilidade e é dito que ponto 
indica transição de fase do sistema. Quando atemperaturaT supera a temperatura de Curie, seu 
alinhamento é completamente destruído (fase paramagnética)

3.3.2 Parâmetro de ordem

Quando materiais ferromagnéticos estão abaixo de uma certa temperatura crítica ( denomi
nada temperatura de Curie), estes apresentam magnetização. Essa magnetização é consequência 
do alinhamento dos spins no material. Dessa maneira, considera-se que sua magnetização fica 

definida pela relação,

(3.23)

onde a soma contabiliza a contribuição magnética devido ao alinhamento de cada spin Si 

no material. Este ordenamento é desfeito quando o sistema atinge temperaturas acima da 
temperatura de Curie. Consequentemente sua magnetização M torna-se nula,

M = 0. (3.24)

Conclui-se portanto, que na fase ordenada de materiais ferromagnéticos o parâmetro de 
ordem que descreve o sistema é a magnetização.

3.4 Antiferromagnetismo

Materiais (cristais) antiferromagnéticos são compostos por átomos que possuem momentos 
de spins permanentes[3]. Esses momentos são caracterizados por interagirem negativamente e 

fortemente entre si. Em outras palavras, os spins tendem a se alinharem antiparalelamente. Além 
disso, esses materiais consistem de duas redes que são transpostas uma a outra. Dessa maneira, 
há uma distribuição igual de spins “up” e “down” ao longo de todo cristal e consequentemente 
não há momento efetivo ou magnetização espontânea no sistema.

Estes cristais exibem um comportamento paramagnético quando submetidos à temperatura 
acimadesuatemperaturacríticaTN (Temperatura de Néel)[3, 2]. Nisto, sua susceptibilidade (que 

é pequena e positiva) também comporta-se como a de um sistema paramagnético. Entretanto, 
abaixo de TN esse comportamento tende a dissipar-se. Além disso, a susceptibilidade nestes 

materiais é sinalizada por um pequeno pico, onde caracteriza a transição do ordenamento 
antiferromagnético para o paramagnético (ordenamento aleatório).
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A primeira medida direta da magnetização destas redes neste material, foi por meio da técnica 
de espalhamento de neutrons[2, 1]. Em sistemas antiferromagnéticos, o parâmetro de ordem é 
devida a magnetização de suas subredes[1]. Portanto, como são opostas entre si o campo gerado 

é conhecido por ser um campo escalonado. Ou seja, cada átomo alterna sua direção em relação 
ao sítio do átomo vizinho [Fig.(7)].

Figura 7 - Orientação antiparalela dos spins devido ao fenômeno de antiferromagnetismo. Note 
que contribuição da magnetização de cada spin, se anula com seu vizinho. Logo a 
magnetização total deste sistema é nula

Para melhor compreender o fenômeno do antiferromagnetismo, novamente iremos iniciar a 
seção com a teoria de Weiss.

3.4.1 Teoria de Weiss para o antiferromagnetismo

Como já foi dito, o fenômeno do antiferromagnetismo é caracterizado por duas redes iguais 
que possuem momentos com magnitudes opostas. Matematicamente, se definimos as subredes 
como A e B, então a magnetização de cada uma torna-se MA = -MB .

Na teoria de Weiss, consideram-se os seguintes coeficientes: nAA, nAB, nBB. Os dois primei
ros coeficientes repreentam, respectivamente, constantes dos campos moleculares pertencentes 
as redes “ A” e “B”. O terceiro termo reflete o acoplamento entre os campos destas sub-redes[1].

Dessa maneira, o campo atuando em cada subrede será dada pela expresão

BiA = nAAMA + nABMB + B, (3.25)

BiB = nBAMA + nBBMB + B, (3.26)

onde B é a contribuição do campo magnético externo aplicado. Se este campo for zero, (i.e 
B = 0), a magnetização total do sistema também será M = MA + MB = 0.

A magnetização de cada subrede tende a zero acima da temperatura de Néel e a magnetização 
espontânea de cada uma delas é dada pela função de Brillouin:

^^a,p = ^^a BJ (xa ), (3.27) 
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onde, o termo a definido na Eq.(3.12) deve representar ambas as redes, e portanto a = A, B, 
xa = ^0mBla/kBT.Visto que a definição da magnetização já foi abordada anteriormente, é 
fácil compreender que aqui, MA0 = MB0 = (n/2)gjuBJ = (n/2)m, sendo n o número de ions 
magnéticos por volume, com n/2 ions em cada subrede.

Na região paramagnética (i.e T > TN) a magnetização é Ma = xBla, portanto ambas 
subredes são descritas como

Ma = j BlA = (—j [\iaaMa + nABMb + B], (3.28)

Mb = j BB = (—j [hbaMa + nBBMb + B], (3.29)

onde C = C/2 e C é conhecida pela expressão da equação (3.14).
A solução destas equações, para o campo externo nulo (B = 0), garante a magnetização 

espontânea de cada subrede. Para encontrá-la basta solucionar as Eqs lembrando que Ma = 

-Mb. Fazendo isto, obtem-se a expressão para a temperatura de Néel:

TN = C'(nAA - nAB). (3.30)

Com esta equação, podemos calcular a susceptibilidade acima da temperatura de Néel (—N). 

Sendo a susceptibilidade de um sistema antiferromagnético como x = (Ma + MB)/B, por meio 
da equação (3.4.1) e (3.30) temos que

X = TCr, onde C = 2C', (3.31)
—+ —N

Portanto, por meio das equações acima, analisam-se os valores dos coeficientes nAA e nAB e 
da temperaturas —N.

3.4.2 Parâmetro de ordem e magnetização escalonada

Em redes de sistemas antiferromagnéticos, o parâmetro de ordem é a magnetização escalo
nada; e este parâmetro é representado pela equação,

Me = ^(-lySi. (3.32)
i

A Eq.(3.32) nos leva a concluir que, apesar dos spins estarem ordenados abaixo de uma 
certa temperatura crítica (denominada temperatura de Néel —N), redes antiferromagnéticas tem 

magnetização nula.

3.4.3 Efeito de frustração

O fenômeno de frustração descreve situações onde numa rede cristalina os spins não en
contram estabilidade entre as interações com seus vizinhos. Por exemplo, considere somente 
dois spins, Si e Sj com interação de troca J. Pela definição do Hamiltoniano na Eq.(1.5), se
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J > o (interação ferromagnética) o mínimo de energia é H = -J e o alinhamento dos spins é 
paralelo. Se J < o (interação antiferromagnética) o mínimo de energia é H = J e o mínimo 
corresponde quando produto SiSj é antiparalelo. Se numa rede cristalina de spins o estado 
fundamental corresponde à configuração paralela, a interação entre cada par SiSj é satisfeita 
para qualquer tipo de rede (e.g triangular, quadrada, kagomé). Entretanto, se a configuração 
é antiparalela, o estado fundamental depende da estrutura da rede e em geral, a energia não 
corresponde ao mínimo (local) da interação entre cada par SiSj. Quando isto ocorre, é dito que 
a rede é um sistema frustrado.

Exemplos de redes cristalinas onde suas interações naturalmente apresentam efeitos de 
frustração, são redes antiferromagnéticas cujas estruturas possuem um número ímpar de sítios. 
Note na Fig.(8) que em redes como estas, as interações antiferromagnéticas não podem ser 
simultaneamente satisfeitas.

Figura 8 - Rede triangular e de Kagomé apresentando fenômeno de frustração. Estas ilustrações 
representam as configurações do estado fundamental para cada rede.

O fenômeno de frustração causa alguns efeitos na rede. Um destes é a alta (quase infinita) 
degenerescência do estado fundamental. Este fato é facilmente observado na Fig.(8). A rede 
triangular representada nesta figura ilustra somente uma das três possíveis degenerescências do 
sistema. Se, no entanto, considerarmos uma rede triangular infinita seu estado fundamental 
apresentará infinitas degenerescências. Outro fenômeno devido à frustração é a coexistência de 
ordenamento e desordenamento de spins mesmo para regiões abaixo da temperatura crítica. Este 
fenômeno gera um número grande de spins desordenados mesmo na fase ordenada do sistema.

Outros eventos observados causados pelo fenômeno de frustração, são: modelo de campo 
aleatório, transição de fase sucessiva, desordem parcial e reentrada. Paraoestudomaiscompleto 
de cada um destes efeitos consulte a referência[9].
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3.4.4 Parâmetro de ordem frustrado

Num sistema antiferromagnético frustrado, existe competição entre as interações spin-spin do 

sistema. Essa competição leva o sistema a apresentar desordem mesmo em baixas temperaturas 
(temperaturas abaixo deTN). Isto sugere que, mesmo queo sistema esteja abaixo da temperatura 
crítica, não há um parâmetro de ordem bem definido no caso frustrado.
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4 Transições de fase e Teoria de Landau

4.1 Transições de fase

4.1.1 Transições de primeira ordem

Em geral, a transição de fase de primeira ordem é caracterizada pelo equilíbrio entre os po
tenciais termodinâmicos de suas fases[10]. Além disso, sua principal característica é a existência 

do calor latente.
Para melhor compreensão desta definição, suponha que dois sistemas em contato entre si 

apresente duas fases distintas, por exemplo, água líquida e gelo. A cada uma destas fases (em 
equilíbrio) está associado um potencial em função de suas grandezas termodinâmicas, i.e. Fl 

para a água líquida e Fg para o gelo. Na região em que ambos os potenciais são iguais (Fl = Fg), 
o sistema sofre uma transição de fase de primeira ordem[10]. Nesta etapa há a liberação de 

energia via calor latente de maneira que temperatura do sistema é mantida constante.

4.1.2 Transições de segunda ordem

As transições de fase de segunda ordem também são chamadas por transições de fase contí
nua. Esse nome se deve às primeiras derivadas, associadas aos seus potenciais termodinâmicos, 
serem contínuas[10, 11]. Nessas transições não há presença de calor latente e o sistema apresenta 

uma mudança contínua em sua simetria ao longo da passagem pelo ponto de transição.
Sistemas caracterizados pela transições de segunda ordem exibem, ao menos, duas fases de 

diferentes simetrias; onde uma destas é maior que a outra. Porexemplo, sistemas ferromagnéticos 
apresentam alinhamento de seus spins quando abaixo do ponto de transição. Este fato gera uma 
fase de alta simetria (ou fase ordenada) no sistema. Entretanto, acima deste ponto, a orientação 
de seus spins é aleatória e consequentemente a sua fase torna-se completamente desordenada e 

sem simetria.

4.2 Teoria de Landau

A teoria de Landau é uma teoria que descreve fenômenos que ocorrem ao redor de um ponto 
crítico[12]. Em particular esta teoria estuda transições de fase de segunda ordem, e sua definição 

é baseada em um parâmetro de ordem n que melhor descreve a simetria de um dado sistema. 
Para sistemas ferromagnéticos, por exemplo, este parâmetro é a magnetização (i.e. n = M).

Para desenvolver a teoria de Landau para sistemas ferromagnéticos, definiremos generica

mente o potencial termodinâmico F = F(B,T,n), chamado de funcional de energia livre (ou 
energia livre de Landau)[12]. As grandezas termodinâmicas B (campo magnético) e T (tempera- 
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tura) deste funcional, possuem valores arbitrários. Entretanto, os possíveis valores do parâmetro 

n só são determinados pela minimização deste funcional para um dado B e T.
Durante o processo de transição de fase de segunda ordem, n assume valores pequenos 

quando o sistema encontra-se próximo do ponto de transição. Por isto, expandimos F(B, T, //) 

em série de Taylor em potências de n em torno da vizinhança deste ponto:

a 2 c 3 b 4
F = F0 + an + 2 n + 2 n + 2 n (4.1)

onde a, a, b, c são funções de B e T. Considere que o funcional F(B, T, n) represente a energia 
livre de um material magnético. Sendo o campo externo B = 0, o parâmetro de ordem n = M, 
seu Hamiltoniano é descrito pela expressão

H = -J £ SiSj, (4.2)
<Í,J )

em que J é o termo de troca e SiSj a interação entre spins (somente entre primeiros vizinhos). 
A simetria deste sistema, descrita no Hamiltoniano da Eq.(4.2), implica que a Eq. (4.1) seja 

invariável sob simetria de reversão temporal (i.e M -M). Consequentemente, todos os 
termos ímpares na expansão da equação Eq.(4.2) devem ser nulos e portanto a = 0 e c = 0. 
Assim,

F = Fo + 2 M2 + b M4. (4.3)

Para que este funcional represente uma transição de fase de segunda ordem, a constante a 

deve ser nula no ponto de transição (i.e. a = 0). Para que isto ocorra, é necessário que a < 0 
na fase de mais alta simetria e que a > 0 na fase desordenada[12]. Garantir isto é o mesmo que 

minimizar a energia e verificar que antes do ponto de transição M 0 e que depois M = 0.
Além disto, para um bom condicionamento do funcional de energia, último termo da ex

pansão deve sempre ser maior que zero (i.e b > 0). Com isto, a concavidade do funcional 
F(B, T, M) assegura a convergência do sistema para um valor finito num mínimo de energia. 
Portanto, minimizamos o funcional de energia representado na Eq. (4.3) encontramos que a 

magnetização é expressa por,

(4.4)

Como nateoriadeLandauassume-sequeo valordaconstantea pode ser expandida próxima 

ao ponto de transição de fase por meio da relação,

a = a'(T - ec). (4.5)

Assim, a expressão para a magnetização em função da temperatura do sistema é 

M = (*7®(ec - T) 1 ■ (t < e c)

(t > e c)
(4.6)
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Note que a Eq.(4.6) para (T < 0c) a magnetização M = ±Ms , onde Ms é a magnetização 
espontânea do sistema, faz com que a' > 0. No caso contrário, (T > 0c) onde M = 0, faz com 
que a' < 0.

Considerando o campo magnético externo

Ao considerar a presença de um campo magnético externo, o funcional da Eq. (4.3) recebe 

a contribuição do termo de energia Zeeman, i.e. Hz = Xi(gHbb • Si)/2 = -BM. Note que este 

termo é linear em relação à magnetização e portanto, sua consideração implica na quebra de 
simetria de reversão temporal do sistema. Vale ressaltar que este termo não é devido a expansão 
de Taylor. Dessa maneira, reescrevemos a Eq.(4.3) como sendo

F = F + a (T~ 0c) M2 + bM4 - BM. (4.7)

Novamente, para analisar o ponto de transição de fase devemos minimizar a Eq. (4.7). Fazendo 
isto, encontramos a expressão,

B = a'(T - 0c)M + 2bM3. (4.8)

Note que esta expressão da Eq. (4.8) permite avaliar o sistema no ponto de transição. Quando
T = 0c, tem-se que a magnetização do sistema devido ao campo magnético externo é

M= líf (4.9)

Resumindo, os pontos onde T < 0c e T > 0c correspondem às fases do sistema, enquanto 
que T = 0c é ponto de transição de fase. Esta análise é facilmente observada [Fig.(9)] quando 
plotamos o gráfico da energia livre em função da magnetização ( que neste caso é o parâmetro 

de ordem).

Figura 9 - Este gráfico representa a energia livre em função da magnetização. Note que em
T < 0c existem dois mínimos que correspondem à magnetização do sistema. Quando 
T > 0c, o único ponto de equilíbrio corresponde à magnetização nula. Para T = 0c o 
sistema é instável e qualquer flutuação causa alteração na configuração do sistema.
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Susceptibilidade magnética

Além da magnetização M, a susceptibilidade x também pode ser calculada utilizando a 
teoria de Landau por meio da expressão obtida na Eq. (2.10). Assim, quando B = 0 temos

1
X B=0

d 2 F

d M2 B=0

a'(T - 6c),

2a' (6c - T),

T > ec

T < ec.
(4.10)

Calor específico

Analogamente aos cálculos de magnetização e susceptibilidade, o calorespecífico magnético 
(Cm) é obtido via teoria de Landau por meio da Eq. (2.12), isto é,

d2 F
Cm = -T—F . (4.11)

m dT2 M

Para encontrar os valores de Cm, basta substituir a Eq. (4.6) na expressão da Eq. (4.3) de 
maneira que o funcional F seja reescrito como

(4.12)

(4.13)

(4.14)

F = Fo + Ob(ec - T)[a + a'(6c - T)] (T < 6c)

F = F0 = constante (T > ec)

Assim, o calor específico Cm assume dois valores distintos,

_í(a')2/b, T <6c

Cm =
[0, T > 6c.

Para a região em torno do ponto crítico, verifica-se que quando T <6c, o valor Cm = (a')2/b, 

está no limite T 6-. Para T > 6c, o calor específico está no limite T 6+ e assume valor 
Cm+ = 0.

4.2.1 Expoentes críticos e classe de universalidade

Por meio da teoria de Landau, obtivemos os valores da magnetização, susceptibilidade e 
calor específico para sistemas ferromagnéticos que apresentam transição de fase de segunda 
ordem. Entretanto, independentemente da maneira como esses parâmetros se relacionam, a 
lei de potência que descreve suas variações em T (i.e. TO, T1/2 e T1 para calor específico, 

magnetização e susceptibilidade respectivamente) em torno de 6c são exatamente as mesmas 
para quaisquer sistemas físicos que também sofrem transições de fase de segunda ordem[12].

Os valores associados a estas potências, são denominadas expoentes críticos (a = 0, 3 = 1 /2, 
Y = 1), e não dependem dos detalhes físicos que envolvem o sistema. Estes expoentes, 
encontrados nos cálculos envolvendo o calor específico Cm, magnetização M e susceptibilidade 
x, estão sumarizadas de acordo com suas propriedades físicas na tabela a seguir[1]:
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1. Calor específico
2. Magnetização
3. Susceptibilidade

Cm a |T - 0c |a a = 0
Ms a |T - 0c|fi = 1/2
X a IT - 0clY y = 1

Em mecânica estatística, estes expoentes definem uma classe de universalidade. Essa classe 
define um conjunto de sistemas que apresentam propriedades físicas similares durante o processo 
de transição de fase. Um exemplo prático que mostra essa similaridade é encontrado na teoria 
de Ginzburg-Landau para supercondutores[13, 14].
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5 Modelos que descrevem sistemas magné
ticos

Para descrever as propriedades magnéticas de um sistema, é necessário compreender a 
origem das suas interações e de suas propriedades termodinâmicas. Em geral, esta origem 
deve-se aos constituintes da matéria que possuem momentos magnéticos que interagem entre si.

Para compreender quantitativamente os fenômenos magnéticos observados em metais, Hei
senberg (em 1926), propôs um modelo onde tais efeitos dependiam da interação spin-spin dos 
elétrons[1]. Em sua teoria, ele considera N spins que estão localizados individualmente sobre 
os sítios de uma rede cristalina onde a interação recorrente é de origem eletrostática[15, 16]. 

Com isto, tratando o problema quanticamente via teoria de pertubação, Heisenberg descreveu a 
energia necessária para que os elétrons de cada sítio trocasse de lugar.

Neste capítulo iremos estudar modelos que serviram de base para o estudo neste trabalho. 
Será apresentado primeiramente o modelo de Heisenberg, em seguida, o modelo de Ising, e 
também será abordada a técnica de matriz de transferência em modelos exatamente solucioná- 
veis.

5.1 O Hamiltoniano de Heisenberg

Considere um caso onde o sistema sólido com N spins nas posições {ri } e N núcleos, 
comumente centrados numa rede periódica nas posições {RI } são descritos pelo hamiltoniano 
H = H (r),

H=-
h2v2

2me
-

i, I
+

Ze2

4neo |r - Ri | 4neo |r - rj | ’
(5.1)

e2

i

O primeiro termo deste Hamiltoniano descreve a energia cinética dos elétrons na rede; o 
segundo, a interação núcleo-elétron e o terceiro a interação elétron-elétron. Esta equação define 

a equação de Schrodinger HT = eT, onde T = T({RI}, {ri}) é a função de onda total que 
descreve este sistema. Uma maneira simplificada de reescrever este Hamiltoniano é,

H = H0 +U, onde H0 = T +V, (5.2)

onde os termos T, V correspondem a energia cinética e potencial elétron-núcleo, eU a interação 
somente entre os elétrons. Em geral, esta consideração é suficiente para descrever a ideia de 
interação entre os spins eletrônicos.

A construção da função de onda total T para férmions, deve estar condicionada ao princípio 
de exclusão de Pauli. Este princípio afirma que esta função não pode representar o mesmo 
conjunto de números quânticos (e.g. orbital), e por isto é necessário que seja antissimétrica.
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Esta anti-ssimetria é satisfeita quando utilizamos o determinante de Slater[1], que é definida pela 

relação

T(r1, r2, ...rn) = —=

y[N

' <(r1)n

<(r2)n

< (r1)l .

< (r2)l .

. <(r1)N'

. <(r2)N
, (5.3)

\<(rN )n < (rN)l . . <(rN )n /
onde os índices n, l, ... N indicam os orbitais atômico que estão relacionados às posições 
r1,r2,...rN dos elétrons.

Como o objetivo é entender como ocorre a interação eletrônica, consideramos por simplici
dade, somente a interação entre dois elétrons. Dessa maneira, reescrevemos a Eq.(5.3) de forma

que
T(r1, r2) = —=

V2

^(ri)n

^(r2)n

<(r1)l

<(r2)l

= — [<A1 - ^2] , 
V2

(5.4)

sendo ^1 = <(r1)n<(r2)l e (X = <(r2)n<(r1)l. Devido ao princípio de Pauli, também é neces
sário que T(r1, r2) = 0 quando <(r1) = <(r2), onde T(r1, r2) = -T(r2, r1). Sendo assim, ao 

considerarmos a presença de spin, temos que a função de onda total é escrita como

Ti = Os (1,2)Xa (1,2), < (1,2) = ± (<A1 + ^2)

Tii = Oa(1, 2)Xs(1,2), <a(1,2) = -2(<A1 - ^2).

(5.5)

(5.6)

As funções (spinores) xs(1,2) e xa(1,2), indicadas na Eq.(5.6), representam respectivamente 
os possíveis estados dos spins quando estão paralelamente ou antiparalelamente dispostos. Em 

particular, o spinor xs(1,2) caracteriza o estado de tripleto (i.e. quando a soma do momento 
de spin total é S = 1); enquanto que xa(1,2) representa o estado de singleto[1,15] (S = 0). 

Matematicamente estes spinores são representados como

Xa = {-= (t! - H), onde m = 0 (5.7)

, onde m = 1

Xs = < —= (tl+ ItX

^1,

onde m = 0

onde m = -1

onde o termo m representa o número quântico magnético. Este número associa a orientação 

espacial de certo momento magnético, gerado por um elétron.
DaEq.(5.2), exclui-se o termo da energia potencial V elétron-núcleo, visto que consideramos 

somente interações entre elétrons[16]. Devido a isto, o Hamiltoniano H0 torna-se somente o 

termo de energia cinética T . Comisso, o Hamiltoniano total H passa a ter um termo perturbativo 

devido à interação U = e2/4neo|r1 - r21. Portanto, equação de autovalores,

H ti,ii = £i,ii ti,ia (5.8)
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onde sI,II corresponde, respectivamente, às energias dos estados de singleto e tripleto, tem sua 
solução é obtida por meio da teoria de pertubação. Assim, basta primeiramente solucionar 

det(H - s) = 0. Considerando que H°^1,2 = s02^1,2, obtemos que,

det
'W11

/H>21
=0, (5.9)

<H)22/

onde,

(H)i2 = (H)21 = Ja,s = y* 0(ri)i<P(f2')2U<p(r\)2<p(r\)idridr2 

{H)ii = (H>22 = K = y* 10(ri)i|2U|<p(ri)212dridr2.

(5.10)

(5.11)

Percebe-se que a integral Ja,s possui o termo U, que é a expressão do potencial de interação 
que relaciona ambos os elétrons. Isto significa que Ja,s representa a energia correspondente à 
região que as funções de onda de ambos os elétrons superpõem-se. Ao encontrar os autovalores 
da matriz Eq.(5.1), obtém-se dois distintos valores para a energia total do sistema. Isto é, 
sI = s0 + K - Ja para a parte antissimétrica (referente ao singleto), e sII = s0 + K + Js para 
a simétrica (referente ao tripleto). Consequentemente, manipulando relações das energias sI,II, 
com a definição encontrada anteriormente para J na Eq. (5.11), temos

J = [sII - sI] = [Ja + Js] (5.12)

Quando a energia do estado de tripleto é maior que a de singleto, ou seja sII > sI, o termo 
detrocatorna-se J = Js > 0. Com isso, háformação do estado tripleto em toda rede e portanto 
o sistema torna-se ferromagnético[17]. Se a energia sI > sII, então J = Ja < 0 e há formação 

do estado de singleto, consequentemente a rede torna-se antiferromagnética. Dessa forma, Ja,s 

é denominada como integral de troca (ou exchange).
Além disto, nota-se que ao encontrar os autovalores da matriz Eq.(5.1), obtém-se dois 

distintos valores para a energia total do sistema[17]. Isto é, sI = s0 + K + Js para a parte 

simétrica e sII = s0 + K - Ja para a antissimétrica. Consequentemente, nota-se que além da 
definição da Eq. (5.11) encontrada para J este também é definido como

J = 1 [si - SII] = i [Ja - Jb] (5.13)

Ainda considerando o sistema formado por dois elétrons, cuja autofunção esta representada 
naEq. (5.6), temos queo spintotalédado porS = Si+S2, ondeo operadorS2 satisfazarelação,

S2 Vul = S(S + 1)h2 Ti,ii,

e assim segue que,

S2 Ti,ii = (S2 + S22 + 2Si S2)Ti,ii

= [S1(S1 + 1) + S1(S1 + 1)] h + 2S1S2 Ti,ii .

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Portanto, isolando o termo de interação entre os spins, sabendo que S1 = S2 = 1/2 e que 

h = 1, obtemos

S1S2 = 2 [S(S + 1) - S1(S1 + 1) - S2(S2 +1)] = 1/2 3
S(S +1)-2 (5.17)

NaEq. (5.17), quando S = 0(estado de singleto), S1S2 = -3/4, porém quando S = 1 (estado 
de tripleto), S1S2 = 1/4. Ao multiplicar J em ambos os casos, encontramos a dependência 
direta entre o termo de troca e a interação entre os spins, isto é,

Ja = 4 J-J S1S2, para S = 0 (5.18)

Js = 3 J + JS1S2, para S = 1. (5.19)

Ao unir estes resultados - Eq. (5.19) e (5.19) - à energia total referente ao Hamiltoniano do 
sistema, temos

H si + 8i = 2 p + K + (Js - Ja)

3
4 J + J S1S2

2s° + (k + 2 J + 2JS1S2

1 J-J S1S2

(5.20)

(5.21)

(5.22)

2 (e° + K +

Como o termo entre colchetes é constante,pode ser redefinido para o seu ponto zero de 
energia[17,15]. Além disso, devido as definições consideradas neste trabalho, onde J < ° indica 

o fenômeno de antiferromagnetismo e J > ° o ferromagnetismo, define-se que J = -J/2. 
Portanto a Eq.(5.22) torna-se

H = -JS1S2. (5.23)

Toda dedução do Hamiltoniano realizada anteriormente considerou somente a interação 
entre dois elétrons. Além disso, deve-se ter em vista que o termo de spin Si indicado na Eq. 
(5.23) é um vetor tridimensional. Portanto,

Si = sxx + syy + Szz. (5.24)

Logo, para a generalização expressão daEq.(5.23), que considera a interação entre spin-spin 
numa rede cristalina de N spins localizados é

NN

h = - £ JjSs = - £ Jj (SXSX + Si sy + szsz), (5.25)
i, j i,j

onde o somatório desta equação indica a interação entre os pares de spin i,j (i.e. primeiro, 
segundo, terceiro,...vizinhos). Este Hamiltoniano é conhecido na literatura como modelo de 
Dirac-Heisenberg. Neste modelo, quando Jij > ° o Hamiltoniano é dito ferromagnético, 
enquanto que se Jij < ° é chamado de antiferromagnético.
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Quando o sistema é ferromagnético, seu estado fundamental indicado pelo Hamiltoniano 
da Eq. (5.25), corresponde ao alinhamento de todos os spins. Por outro lado, quando trata- 
se de antiferromagnético, o estado fundamental do Hamiltoniano corresponde à disposição 

antiparalela dos spins (estado de Néel).
Quando o sistema é ferromagnético (FE), seu estado fundamental indicado pelo Hamiltoni- 

anodaEq. (5.25) corresponde ao alinhamento de todos os spins. Por outro lado, quando trata-se 
de antiferromagnético (AF), o estado fundamental do Hamiltoniano corresponde à disposição 
antiparalela dos spins. Particularmente, para este caso, o estado fundamental não representa 
um auto-estado da Eq. (5.25). Isto ocorre pois é necessário que todos os spins de sua rede 
combinem-se a fim de resultar num spin efetivo nulo. Na verdade, estabelecer este estado é uma 

das maiores dificuldades no estudo de materiais antiferromagnéticos por meio do modelo de 
Heisenberg.

O problema unidimensional de um sistema AF foi solucionado por Beth Ansatz[18, 19, 20] 

para o Hamiltoniano da Eq.(5.25). Ele mostrou que o estado fundamental desse sistema AF é 
não-degenerado, desordenado e apresenta somente interações de curto-alcance. No caso em que 
o spin seja semi-inteiro (e.g. S =1/2), a diferença entre a energia do primeiro estado excitado e 
o estado fundamental é nula. Por outro lado, para spins inteiros (e.g. S = 1) existe um gap entre 

essas energias.
A existência (ou ausência) deste gap na energia, influencia diretamente as propriedades 

termodinâmicas do sistema (sejaFE ou AF). Porexemplo, em ambos os sistemas, para spin semi- 
inteiro no limite de baixas temperaturas, as grandezas termodinâmicas como calor específico e 
susceptibilidade comportam-se segundo a lei de potências. No entanto, em sistemas AF para 

spins inteiros, essas propriedades termodinâmicas são qualitativamente diferentes, conforme foi 
proposto pela conjectura de Haldane[21, 22]

Dependendo das intensidades das interações apresentada pelo termo de troca J , obtemos 
dois casos particulares para o Hamiltoniano de Heisenberg. São estes, o modelo xy e o modelo 
de Ising.

5.1.1 Modelo xy

O modelo XY corresponde à redes onde as interações num único eixo é muito menor do 
que nos demais. Em outras palavras, este modelo representa sistemas onde Ji,zj << (Ji,xj, Ji,yj ) i, j i, j i, j
e, portanto, o Hamiltoniano fica

—

i,j

Jij(SixSjx + SiySjy). (5.26)

Os pioneiros no estudo deste modelo foram Matsubara e Matsuda[23, 24]. Eles solucionaram, 

de forma exata, o caso unidimensional deste Hamiltoniano para spin 1/2. No caso bidimen
sional (2d), o sistema sofre uma transição do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless (criação de 
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vórtices)[25, 26], que não está envolvido com quebra espontânea de simetria, mas ainda assim 

separa o sistema em fases ordenadas e desordenadas.

5.1.2 Modelo de Ising

O modelo de Ising corresponde fisicamente ao limite no qual Ji,zj >> (Ji,xj, Ji,yj ) e, portanto, 
i, j i, j i, j

temos o seguinte Hamiltoniano

N

H = - X Jij (SfSj )• (5.27)
i,j

Para este modelo, existem soluções exatas para os casos unidimensionais (1d) e bidimensio
nais (2d) sem campo magnético externo. O caso 1d na presença de campo externo também apre
senta solução analítica exata. Entretanto, as soluções para os modelos 2d e 3d que consideram 
campo magnético externo, ainda estão em aberto. Somente por meio de técnicas computacionais 
(e.g. expansão em série, simulação de Monte Carlo) tais modelos são solucionáveis.

Na seção a seguir, abordaremos a teoria do magnetismo segundo o modelo de Ising, bem 
como os casos que são analiticamente solucionáveis.

5.2 Soluções exatas de sistemas magnéticos

Para encontrar a solução exata de algumas redes magnéticas, consideraremos o modelo 
proposto por Ernst Ising (introduzido na seção anterior). Neste modelo, considera-se uma rede 
(ou cadeia) linear contendo N sítios equidistantes ocupados por um único spin. Cada spin 

pode representar somente dois valores distintos, sendo estes +1 (up - f) ou -1 (down -1). O 
Hamiltoniano é definido em termos do conjunto {Si = ±1 } que determina a configuração do 
microestado de todo sistema, onde i = 1,2,3...N representa a ocupação deste spin na rede.

Durante todo o tratamento analítico a seguir, consideraremos o termo de troca Jij = J 

constante, pois em todo nosso estudo consideramos somente redes com ligações isotrópicas.

5.2.1 Modelo de Ising unidimensional (cadeia linear)

Na presença de um campo magnético externo B, o Hamiltoniano que descreve o modelo de 
Ising unidimensional é

NN

H = -J X SiSi+1 - B X Si, (5.28)
i=1 i=1

onde SN+1 = S1 é a condição periódica de contorno necessária para solucionar o problema[27]. 

Além disto, devemos encontrar a função de partição Z para podermos determinar as relações 
termodinâmicas que este modelo descreve. Sendo assim, considerando somente a interação



Capítulo 5. Modelos que descrevem sistemas magnéticos 43

entre primeiros vizinhos, i.e. {Si} = {s1s2, s2s3, s3s4, . . ., sN-1sN, sNs1}, obtemos que

Z S S ^-Sexp (-

s1 s2 s3 s N

1 
kBT

w 'i=1

... exp -

I
s1 s2 s3 s N

ESS ••• Sexp
s1 s2 s3 s N

NN

-J S SiSi+1 - B S Si

i=1 i=1

B
X JSiSi+1 + 2 (Si + S+1)

(5.29)

(5.30)

(5.31)
N

N

Visto que o sistema é infinito, entre as equações (5.30) e (5.31) usamos que 2Si = (Si + Si+1), 

para que o Hamiltoniano H seja escrito em termos de elementos de matrizes. Com isso, devido 
às possibilidades de configuração de spin, definimos uma matriz 2x2 chamada T, tal que seus 

elementos são definidos pela relação <Si|T|Si+1). Assim,

t = <+1|T | + 1) <+1|T |- 1) \ = íew+h e-w
\<-1|T | + 1) <-1|T |- 1J e-w ew-h

onde w = J/kBT e h = B/kBT. Esta matriz T também é conhecida como matriz de 

transferência[27, 16] e podemos calcular o seu autovalor associado solucionando a equação ca

racterística det(T - 21) = 0, onde I é a matriz identidade. Por meio desta equação, obtemos o 
polinômio característico e os seus autovalores 2± respectivamente,

(5.32)

1
22 - 22ew cos h + 2 sinh(2w) = 0, onde 2± = ew cosh(h) ± (sinh2(h) + e-4w) 2 . (5.33)

Utilizando uma matriz A tal que A-1 = At, realizamos a operação de transformação de 
similaridade ATA-1 de forma que T torne-se uma matriz diagonal. Como esta transformação 
não elimina a característica do traço (Tr) da matriz diagonal T, dizemos que o traço da matriz

T diagonalizada é,

Tr (T) = 2+

0

0
= 2+ + 2 . 2- = 2+ + 2-. (5.34)

Após todas estas definições, reescrevemos a função de partição de maneira à representar o 
traço encontrado na Eq. (5.34). Assim,

Z = 22 2 ... 2<S1 |T(|S2XS21)T|S3)...<Sn|T|S1). (5.35)
s1 s2 s3 s N

Utilizando a relação de complete/a ESi = |Si)<Si| = 1 temos,

Z = S<S1 |TN | S1) = Tr (Tn ) = 2N + 2N. (5.36)
s1
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Note que devido à definição da Eq. (5.33), À+ > 2_. Com isto, por meio de manipulações, 
algébricas o logaritmo1 da função de partição (por spin) torna-se

-1logZ = log(2+) + -1log 1+ (5.37)

Para um conjunto de spins extremamente grande (i.e. N to), a Eq.(5.37) assume valor À+ 

no limite termodinâmico. Assim, usando a identidade e-2w = [cosh(2w) - sinh(2w)]/2 na Eq. 

(5.33), temos
logZ = w + N |cosh(h) + [cosh1 2(h) - 2 sinh(2k)] 2|. (5.38)

1 Como na maioria dos problemas em mecânica estatística, tanto os potenciais quanto as grandezas termodinâ
micas estão definidas por meio do logaritmo, decidimos calcular explicitamente esta expressão para função de 
partição.

ApartirdestaEq. (5.38) afunção de partição, obtém-se as diversas propriedades termodinâmicas 
associadasaosistema,taiscomoenergiainternaU,calorespecíficomagnéticoCm,magnetização 

M e susceptibilidade magnética %•

5.2.1.1 Solução exata unidimensional na ausência de campo externo

Na ausência de campo magnético externo (B = 0), a Eq.(5.31) é reescrita como

Z= EE-E exp[w(S1S2 + S2S3+ ... + SN-1SN + SNS1]. (5.39)
S1 S2 SN

Por simplicidade, nesta dedução consideramos que o spin no sítio N seja oposto ao seus 
adjacentes N - 1e N + 1. Assim, por meio da condição de contorno SN = SN+1 = ±1, a última 
somatória torna-se

E ewSNS1 = e-w + ew = 2 cosh w. (5.40)
SN

Feito isto, entende-se que as interações entre os spins nos sítios (N,N - 1),(N - 1,N - 2)... 
apresentam a mesma mecânica de resolução. Sendo assim, substituindo os valores da Eq.(5.40) 

na Eq.(5.39), quando N to, temos que a função de partição é

Z = 2N(coshw)N, (5.41)

onde o termo 2N refere-se às o número de possíveis configurações (dada pelos spin up ou down) 
que cada sítio apresenta.

5.2.2 Modelo de Ising bidimensional (rede quadrada)

A análise do modelo de Ising em 2d é bastante similar ao 1d. No entanto, para este caso, 
consideramos uma rede quadrada (ou plano) de N = n2 spins constituídas de n linhas e n 

colunas[27]. A condição de contorno nesta geometria exige que a (n + 1)-ésima linha e coluna 

sejam idênticas à primeira linha e coluna respectivamente. Feito isto, a topologia do sistema 
altera-se, como ilustra a Fig.(10).



Capítulo 5. Modelos que descrevem sistemas magnéticos 45

Figura 10 - Topologias para a solução da rede bidimensional de Ising

Fonte: HUANG, K. Introduction to statistical physics

Neste sistema, define-se Pa como o conjunto da coleção de spins na a-ésima linha, ou 

seja, Pa = {S1, S2, S3,..., SN}a-ésimalinha. Assume-se também que a interação existente entre os 
conjuntos {p1, p2,..., Pn} é de primeiros vizinhos e por isto, esta deve ocorrer somente entre as 
linhas (a - 1) e (a + 1). Com estas definições, a condição de contorno citada anteriormente 

requer que

Pn+1 = P1, o que implica em, Si+1 = S1. (5.42)

Assim, podemos escrever o hamiltoniano deste sistema bidimensional da seguinte maneira

n
H{P1,P2, P3 ...,PN} = Z[E( P a, Pa+1) + E(Pa)], onde (5.43)

a=1
nn

E( p, /T) = -J X SiS'i E( p) = X [-J SiSi+1 - BSi ]. (5.44)
i=1 i=1

O termo E(p, Pi) indicado na Eq.(5.44) representa a energia entre as linhas das redes dos 

conjuntos p = pa e pi = pa+1 devido à interação spin-spin; O termo E(p) representa a energia 
do conjunto pa devido ao campo externo B em cada linha da rede. Com o Hamiltoniano da 
Eq.(5.43), a função de partição do sistema fica,

Z= XX... X pa+1) + E(pa)] .
p1 p2 pn B a=1

(5.45)

A matriz de transferência T definida para este caso será de tamanho 2nx2n. Seus elementos são 

obtidos por meio da equação 

<P|T 1 p'> = exp
1

kBT [E(pa, pa+1), +E(pa)]
a=1

(5.46)

dessa maneira, aplicando conceitos análogos aos definidos na seção anterior, a Eq.(5.45) é 
reescrita como

Z = SE <P1 |TIp2><P2|T|p'3>...(Pn|T|P1) = (P1 |Tn|P1) = Tr(Tn), (5.47)
p1 p2 pn
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onde T é a matriz

Por fim, a função de partição torna-se

T=

'21 ° ° ... °'
° 22 ° ... °
° ° 23 ... °

° ° ° ... °
° ° ° ... 2.2n

.

2n

Z= E *a.
a=1

(5.48)

(5.49)

Note que ao encontrar a expressão para a função de partição, basta solucionar as Eqs. na 
(2.20) para encontrar a energia livre de Helmholtz F, a energia totalU e a entropia S. Isto é, 

d F d F
F = -kBT ln Z, U = -T2- - , S = -—. (5.50)

Feito isto, torna-se um processo fácil encontrar os valores de calor específico Cm, mag- 

netização M e a susceptibilidade x para o sistema por meio das Eqs (2.9), (2.10), (2.11) e 
(2.22).

5.2.3 Modelo de Ising bidimensional (rede triangular)

Considere uma rede triangular com N spins que interagem com seus primeiros vizinhos (note 
que cada sítio apresenta interação com 6 primeiros vizinhos - Fig.(11)). Essa configuração é 

composta por n linhas horizontais e m colunas inclinadas (N = n x m), onde interação spin-spin 
e spin-campo magnético é semelhante àaquela considerada na solução do Ising unidimensional 
(i.e B iN=1 Si). Iremos supor que nesta rede os spins assumam valores +1 (spin "up") ou -1 

(spin "up").

Figura 11 - Rede triangular de Ising com interação com 6 primeiros vizinhos

Assim como nas soluções para as redes anteriores, o objetivo aqui é encontrar a função de 
partição Z que descreve a configuração do sistema. Para isto, inciaremos escolhendo n = 3 
linhas e m = N/3 colunas, pois a função de partição para n, m w é complicada[28].
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Figura 12 - Esta rede é uma aproximação para o modelo triangular considerado

Fonte: Investigation of two-dimensional triangular Ising lattice in the absence and presence of 
a magnetic field, Chinese Journal of Physics 41, 383-398 (2003).

Essa escolha baseia-se na seguinte explicação. Note que da relação N = n x m, o valor de 
N representa o número de spins presente na rede [Fig.(12)], portanto,

1. Se N = 9 , m = 3 ,
2. Se N = 6, m = 2,
3. Se N = 3, m = 1,

pois 9 = N = 3 x 3, 
pois 6 = N = 3 x 2, 
pois 1 = N = 3 x 1.

Assim, torna-se conveniente definir n = 3em= N/3. Perceba que esta escolha faz com que 
cada spin não tenha seis primeiros vizinhos, comoilustraaFig.(11). É necessária uma condição 
de contorno que resgate esta configuração. Para isto, basta considerar que cada spin da primeira 
linha da i-ésima coluna (inclinada) seja conectada com o spin da terceira na linha i+1 da j-ésima 
coluna [Fig.(13)].

Figura 13 - Esta rede é uma aproximação para o modelo triangular considerado

Fonte: Investigation of two-dimensional triangular Ising lattice in the absence and presence of 
a magnetic field, Chinese Journal of Physics 41, 383-398 (2003).

Como cada spin só assume dois valores distintos, temos 8 diferentes configurações de estado 
para a rede triangular, como mostra a Fig.(14).

Dessa maneira, a função de partição do modelo considerado (na presença de campo magné
tico B) é,
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Figura 14 - Todas as possíveis configurações para uma única camada da rede triangular.

Z N
3

ZZZ... 2 exp (-
S1 S2 S3 s N '

3

... exp
S1 S2 S3 s N

3

NNN ■■ 2exp{

S1 S2 S3 S N
3

1 N N
-j£ SiSi+1 -

i=1 i=1

J N 

k*T =1

B
y SiSi+1 + 2 (Si + Si+1)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

Note que a soma é sobre as configurações das redes na Fig.(14) que compõem o conjunto 
{S1,S2,S3}. Entre as equações (5.52)e (5.53)usamos novamente a transformação Si+Si+1 = 2Si 

para que o Hamiltoniano H seja escrito em termos de elementos de matrizes. Com isso, 
devido às possibilidades de configuração de spin ("up"ou "down"), definimos uma matriz 8x8 

chamada Ta, tal que seus elementos são definidos pela relação (Si|Ta|Si+1). Após solucionar 
esta matriz[29], a função de partição torna-se,

ZN = 2<S1 |Ta’ IS1> = Tr(TÃ) = AN. (5.54)
3 S1 3

Assim como a matriz na Eq. (5.32), Ta é a matriz de transferência. Portanto, similarmente 
ao cálculo já realizado na Eq.(5.33), por meio da equação det(Ta - AI) = 0, encontramos que

Z N = A N
3 3

2 f3(x)ew cosh(2w), onde f3(x) =
1 - 3x + Ví - 6x - 3x2

2 ,(5.55)

x
m4 1

(m4 + 1)2
(5.56)

A Eq. (5.56) representa a função de partição para o modelo n = 3 e m = N/3. Por meio 
desta equação, obtém-se as propriedades termodinâmicas utilizando as Eqs (5.50),(2.11), (2.10) 
e (2.9). Se acrescentarmos mais linhas ao modelo considerado, i.e. n = 4, 5, 6, ...N , a condição 
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de contorno do sistema muda e a solução da função de partição torna-se cada vez mais difícil, 
visto que a dimensão da matriz Ta aumenta. Para as demais soluções ver referência 28.

5.3 Teoria do campo médio

A teoria do campo médio é uma técnica de aproximação para solucionar o modelo Ising em 
qualquer dimensão[30]. Esta aproximação não é muito precisa e depende da dimensionalidade 

do sistema considerado, i.e. se é Ising unidimensional (1d), bidimensional (2d), tridimensional 

(3d) e assim por diante.
Para compreender o conceito por trás da teoria do campo médio, considere o Hamiltoniano

H = -J E SiSj. (5.57)
{i,j }

Seja Si um spin qualquer na rede de spins de Ising. Assuma n como o número de primeiros 
vizinhos ao redor deste spin. Considere que por um dado instante, os spins ao redor de Si estão 
congelados (ou estáticos), enquanto que o próprio spin Si é livre para apontar para cima (spin 
"up") ou para baixo (spin "down")[Fig.(15)]. Se Si for "up", então a energia de interação H+ 

entre os spins vizinhos é

H+ = J Svizinhos = J n(Svizinhos) = J n^A, (5.58)
vizinhos

onde {Svizinhos) = M é a magnetização devido a média dos alinhamento dos spins vizinhos à Si. 
Entretanto, Se Si for "down", então a energia de interação H+ será

H = J Svizinhos = Jn(Svizinhos) = +Jn-M.
vizinhos

(5.59)

A função de partição para este spin Si será, portanto

Zi = exp
J nM 

kBT
+ exp

J nM 

kBT
= 2 cosh

J nM\

kBT
(5.60)
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Pela aproximação do campo médio, a magnetização Mi do spin de Si deve corresponder ao 
valor médio das somas dos spins ao seu redor, portanto, pela definição da Eq.(2.22), temos que

Mi — {Svizinhos) =
(1 )ex p JnMkBT + (-1 )ex p JnM- kBT

exp ' J nM kBT + ex p J nM ’- kBT

sinh JkBT 

cosh TBT

= tanh
J nM\ 

kB
—M.

(5.61)

Note que a ideia central proposta pela teoria do campo médio, é afirmar que

Mi — {Svizinhos) = ^M. (5.62)

Como consequência desta teoria, a Eq. (5.61) torna-se uma equação transcendente, isto é, 
em ambos os lados da Eq.(5.61) aparece o fator magnetização M. Uma maneira conveniente 
de solucionar este tipo de equação é plotando ambos os lados da equação [Fig.(16)].

Figura 16-Os gráficos acima representam a solução da Eq.(5.61). O primeiro gráfico (à 
esquerda) representa o comportamento da magnetização quando J nM/kBT < 1. 
Enquanto que o segundo gráfico trata o caso onde J nM/kBT > 1.

Perceba que há dois comportamentos distintos no gráficos da Fig.(16). Quando J nM/kBT < 

1 (ou kBT > nJ ) a única solução é em M = 0. Isto significa que a temperatura é alta o sufi

ciente para causar desordem em todo o sistema, e que consequentemente a magnetização deve 

ser nula. Usualmente afirma-se que, esta temperatura está acima da temperatura crítica 0c. Por 
outro lado, quando a temperatura do sistema está abaixo de 0c, tem-se que JnM/kBT > 1 (ou 
kBT < nJ ), e a Eq. (5.61) apresenta três soluções, as quais são: M = 0 (região instável) e 

M + 0 (duas regiões simetricamente localizadas acima e abaixo do eixo de magnetização).
Na região instável [Gráfico à esquerda na Fig.(16)], qualquer flutuação na magnetização leva 

o sistema a escolher alguma região onde M + 0. Em particular, essa região onde M + 0 é 
simétrica devido o sistema não apresentar preferência à algum tipo de magnetização. Assim, 
quando houver uma magnetização não nula, este sistema apresentará a mesma probabilidade de 

ter M = +M ou M = -M.
O ponto onde ocorre a transição de fase é T = 0c, à vista disso, temos que

kBT = kB0c = nJ. (5.63)

A Eq.(5.63) mostra que a temperatura crítica 0c do sistema é proporcional ao número de 

vizinhos que o spin Si apresenta. Note que desta proporcionalidade, quando o número de 
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vizinhos é n = 2 (caso unidimensional), a equação sugere que o sistema apresente magnetização 

abaixo de 6c = 2 J/kB. Entretanto, para Ising 1d não há magnetização espontânea. Isso nos 
faz inferir que a teoria do campo médio é falho para sistemas com baixa dimensionalidade. No 
entanto, quando n > 1, esta teoria tem maior eficácia e nos conduz à uma boa aproximação para 

o cálculo da magnetização espontânea do sistema.
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6 Métodos numéricos aplicados e resultados 
obtidos

6.1 Compreensão do método de Monte Carlo e de Metropolis

O método de Monte Carlo é um algoritmo que permite realizar aproximações. Este método 
é uma boa ferramenta numérica para realizar simulações. Em particular, estas simulações estão 
intimamente ligadas análises de situações em que a mudança de um determinado sistema, ocorre 
de maneira estocástica. Isto é, de maneira aleatória. Esta aleatoriedade recorre de diferentes 
sequências numéricas aleatórias que são geradas no momento da simulação.

Uma ampla categoria de distintos problemas são resolvidos por meio do método de Monte 

Carlo (e.g. percolação1, Agregação por difusão limitada2). Considerando problemas em me
cânica estatística, o método de Monte Carlo também mostra-se muito eficiente. Neste âmbito, 
esta técnica é muito usada para solucionar médias térmicas de sistemas com muitas partículas 

interagentes.

6.2 Solucionando o Modelo de Ising

Para compreender a técnica de Monte Carlo aplicada ao modelo de Ising, considere uma 
rede quadrada com N spins. O método consiste, primeiramente, em gerar redes aleatórias 
que simulam os possíveis estados do sistema, e em seguida, calcula o fator de Boltzmann 
exp(-H/kBT) para cada um destes estados. Com este fator garante-se que o estado fundamental 
do sistema é o que tem menor energia. Feito isto, extrai-se informações dessas redes aleatórias 

para calcular a média da energia, da magnetização, e outras grandezas termodinâmicas.

Método de Metrópolis

Considere uma rede aleatória de spins Si = ±1, onde i = 1,2, ...N. Escolha qualquer spin 
desta rede (por exemplo, i = 43, onde S43 = +1) e leve em conta sua probabilidade de girar, isto 

é, passar de +1 para -1. Calcule a diferença de energia AE como se este spin de fato girasse. 
Se AE < 0 então a energia do sistema permanece igual ou diminui, caso contrário AE > 0 e a 
energia do sistema aumenta. Na ocorrência deste segundo caso, deve-se escolher um outro valor

1 A percolação é um fenômeno que estuda a extração de componentes solúveis quando estes atravessam solventes
por meio de materiais porosos. Um exemplo simples deste fenômeno é a percolação do café. Neste caso, a água 
quente é o solvente, e a borra de café é o "composto poroso". Quando a água atravessa este café, os compostos 
químicos na borra desprende-se, dando aroma, sabor e cor à água. Para mais detalhes, ver Ref. 31.

2 DLA, do inglês Diffusion-limited aggregation. Neste fenômeno, partículas estão submetidas a um processo 
pelo qual, por meio de passeios aleatórios no espaço, geram aglomerados. Um exemplo simples deste processo 
é a deposição de metal num eletrodo por meio do processo de redução. Para mais detalhes, ver Ref. 32. 
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aleatório x que determine, por meio da probabilidade exp(-H /kBT), se o spin deve girar ou 

não. Se ele não girar, o estado a ser analisado continua sendo o mesmo da sequência anterior; e 
novamente um spin qualquer será selecionado para a análise. Este processo deve ser realizado 
tantas vezes quanto necessária para que todos os spins tenham muitas chances de serem girados.

O esquema a seguir sumariza o algoritmo de Metrópolis.

1. Escolha um estado inicial
2. Escolha um sítio i
3. Calcule AE caso o spin do sítio i gire
4. Gere um número x aleatório tal que 0 < x < 15. Se x < exp(-H /kBT), gire o spin do sítio i

6. Escolha outro sítio e retorne em 3.

As propriedades termodinâmicas do sistema são determinadas por médias estatísticas [rea
lizadas por meio da Eq.(2.22)] após um número excessivo de spins passarem por este processo.

6.3 Resultados numéricos

Os resultados a seguir referem-se ao modelo de Ising aplicado às redes ferromagnéticas 
e antiferromagnéticas, onde cada spin desta rede assume somente dois valores: ±1. Abaixo 
também estão definidas a maneira com que foi implementado no código o cálculo das grandezas 
termodinâmicas envolvidas neste sistema.

6.3.1 Cálculo dos observáveis

Neste trabalho, as grandezas termodinâmicas de interesse são a energia <E) e a magnetização 
<M). Para calculá-los iremos utilizar a média, por spin, de cada uma das propriedades. Para 
isto, basta utilizar as seguintes relações,

<E) = <-J S SiSj), e <M) = N <S S )• (6.1)

<i,j) i

onde a escolha do Hamiltoniano indicado na Eq.(6.1) já foi justificado diversas vezes ao longo 
deste trabalho. Como próximo à temperatura de transição existem flutuações que perturbam 

o estado de equilíbrio do sistema, todos os cálculos realizados levarão em conta a equação de 
variância

(AX)2 = <X2) - <X2)2. (6.2)

Portanto, da Eq.(2.11) e da Eq.(2.1) temos que

e = dU = 
m dT

<E2) - <E2)2 

kBT •
(6.3)

d M <M2) - <M2)2

X = dT ~ kBT .
(6.4)
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6.3.2 Rede quadrada ferromagnética

A seguir são discutidos os resultados encontrados neste trabalho para a energia total, calor 
específico, magnetização e susceptibilidade magnética para uma rede quadrada ferromagnética 
de tamanhos distintos.

Energia Total

Figura 17 - Este gráfico refere-se à energia total da rede quadrada ferromagnética analisada para 
o modelo de Ising.

O gráfico da Fig.17 mostra a energia total, por spin, de distintas redes NxN (i.e. N=2,6,10,14). 
Para cada tamanho de rede, o código implementado considerou n =100000passos parao método 
de Monte Carlo. Esse valor n considerado apresentou bons resultados para o cálculo da energia 
apesar das pequenas flutuações encontradas na região próximas à T= 0 (pontos flutantes nas 
regiões de baixas temperaturas). Em geral, essas flutuações indicam que o número de passos de 
Monte Carlo é insuficiente (ou pequeno) se comparado ao tamanho da rede.

Neste gráfico da Fig.17 observa-se que a medida que a temperatura aumenta, a energia por 
spin se intensifica; enquanto que em regimes de baixas temperaturas essa energia é menor. Esse 
comportamento já era esperado pois em altas temperaturas há maior grau de liberdade e os 
spins estão desordenados. Em baixas temperaturas a energia é mínima devido ao ordenamento 
(paralelo) dos spins. Estes resultados são esperados e compatíveis com a literatura [33, 34, 35].
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Calor específico

Figura 18 - Este gráfico refere-se ao calor específico da rede quadrada ferromagnética analisada 
para o modelo de Ising.

O gráfico da Fig.18 indica o calor específico como função da temperatura para quatro 
valores distintos de rede. Note que em baixas temperaturas, o calor específico para as redes 
N = 2, 6, 10, 14 é constante (como o previsto na teoria de Landau para sistemas físicos cuja 
transição é de segunda ordem). O fato do calor específico ser nulo nestas regiões de baixas 
temperaturas, deriva da forte interação entre os spins que desejam manterem-se alinhados 
paralelamente. No entanto, a medida que a temperatura aumenta, surge um pico no gráfico. 
Perceba que este pico característico do calor específico, se acentua entre as regiões T = 2KBT e 
T = 3KBT a medida que o tamanho da rede aumenta. O ponto em que há um máximo global é 
o ponto crítico do sistema[34], que caracteriza o momento em que ocorre a transição de fase do 

sistema. Este ponto, que está destacado pela reta rosa no gráfico, marca a temperatura crítica 
desse sistema. Note que para valores acima da temperatura crítica, o calor específico tende a 
zero, como previsto pela teoria de Landau.

Cabe ressaltar que o máximo global representa uma divergência no calor específico do 
sistema, quando este se encontra na transição de fase. Esse resultado nos leva a compreender 
que devido às limitações impostas pelo tamanho finito do Modelo de Ising implementado, não 
é possível observar perfeitamente (pelo gráfico) o comportamento não analítico desta grandeza.
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Magnetização

Figura 19-Este gráfico refere-se à magnetização da rede quadrada ferromagnética analisada 
para o modelo de Ising.

Por meio do gráfico da Fig.19 observa-se que o material ferromagnético apresenta mag- 
netização em regiões de baixas temperaturas. Este comportamento é esperado e deve-se ao 
alinhamento paralelo de todos os spins da rede. As flutuações encontradas região de baixa 
temperatura (T < 1) para os tamanhos de rede N =6,10,14nosfazinferirqueénecessárioum 
maior número de passos para o cálculo de Monte Carlo.

Também observa-se neste gráfico que a magnetização é destruída ao passo que a temperatura 
aumenta (início da desmagnetização: entre T = 1KBT e T = 2KBT). Isto ocorre pois, devido 
a energia térmica aumentar os graus de liberdade dos spins, o ordenamento do sistema é 
gradualmente desfeito. Quando todo o sistema atravessar a temperatura crítica[33] (neste caso 

chamado de temperatura de Curie), a magnetização média, que é obtida por meio da soma da 
contribuição de cada spin, torna-se nula.

Como o esperado, gráfico da magnetização não é caracterizado por uma divergência - ou 
pico - ao passo que a temperatura aumenta[36]. Isto ocorre devido à sistemas ferromagnéticos 

apresentarem transição de fase de segunda ordem.
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Susceptibilidade

Figura 20 - Este gráfico refere-se à susceptibilidade da rede quadrada ferromagnética analisada 
para o modelo de Ising.

A susceptibilidade magnética é uma propriedade que denota o quanto o sistema está sensível 
à magnetização quando exposto à um campo magnético externo. Note que no gráfico da Fig.20, 
a susceptibilidade é nula em regiões à baixas e altas temperaturas. Isto nos faz inferir que na 
região abaixo da temperatura crítica, a interação entre os spins é tão intensa, que impede o 
sistema de ser facilmente magnetizado em qualquer outra direção que seja diferente daquela 
disposta inicialmente[36]. Note também, que assim como o calor específico, a susceptibilidade é 

caracterizada por uma função que possui um máximo global (marcada no gráfico por um traço 
rosa). Este é o ponto de transição de fase e diverge quando o tamanho do sistema tende a infinito.
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6.3.3 Rede quadrada antiferromagnética

A Fig.21 mostra os resultados da energia total, calor específico, magnetização e susceptibi
lidade magnética para uma rede quadrada antiferromagnética de tamanhos distintos.

Figura 21 - Estes gráficos obtidos refere-se à rede quadrada antiferromagnética analisada para 
o modelo de Ising. Estas imagens mostram a energia total E , calor específico 
magnético Cm, magnetização M e susceptibilidade x para diferentes tamanhos de 
rede N x N

Os resultados analisados por meio da Fig.21, mostram que a rede quadrada antiferromag- 
nética é idêntica à rede quadrada ferromagnética. Isto acontece pois a rede quadrada apresenta 

um número par de ligações entre spins e mesmo que a interação entre os spins seja antiferro- 
magnética (i.e. ligação antiparalela), todas as interações entre spins vizinhos são satisfeitas (ver 

Sec.5.1). Para que haja alguma divergência entre os resultados apontados pelas redes quadrada 
ferromagnética e quadrada antiferromagnética é necessário que as interações de troca J = Ji, j 

entre cada spin seja diferente (i.e J J2). Em particular, o Hamiltoniano da Eq.(5.27) para o 

caso onde J J2 é:

NN

H = -J1 S(S,zS*) - J S (S,zSz)• (6.5)
<i,j > <<i,j))

onde <i, j) representa a soma entre primeiros vizinhos e <<i, j)) a de segundo vizinhos. Feita 
esta consideração, a rede quadrada antiferromagnética apresentará efeito de frustração[37].
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6.3.4 Rede triangular antiferromagnética

A seguir são discutidos os resultados encontrados neste trabalho para a energia total, calor 
específico, magnetização e susceptibilidade magnética para uma rede triangular antiferromag- 
nética de tamanhos distintos..

Energia Total

Figura 22 - Este gráfico refere-se à energia total da rede triangular antiferromagnética analisada 
para o modelo de Ising.

A rede triangular antiferromagnética apresenta o fenômeno de frustração[ver sec.22]. Este 
efeito leva o estado fundamental a ser instável e possuir alta degenerescência[38, 39]. Devido 

a isto, observa-se que energia total do sistema em função da temperatura sofre um rápido e 
crescente aumento da energia. Como no estado fundamental já existe instabilidade devido à 
frustração, este rápido crescimento é favorecido pela aumento da temperatura no sistema[40].
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Calor específico

Figura 23 - Este gráfico refere-se ao calor específico da rede triangular antiferromagnética ana
lisada para o modelo de Ising.

Diferentemente das duas redes analisadas anteriormente, i.e. rede quadrada ferromagnética 
e antiferromagnética, o gráfico do calor específico para a rede triangular antiferromagnética tem 
seu pico deslocado para a esquerda. Este deslocamento é devido ao grande número de estados 
degenerados no estado fundamental causado pelo efeito de frustração. Portanto, concluímos 
deste gráfico do calor específico, que a transição de fase na rede triangular antiferromagnética 
ocorre em temperaturas mais baixas do que nas demais redes analisadas. Note que no gráfico 
da Fig.23, a reta auxiliar de cor rosa indica uma menor valor no eixo da temperatura, quando 
comparada a Fig.18, por exemplo.



Capítulo 6. Métodos numéricos aplicados e resultados obtidos 61

Magnetização

Figura 24 - Estegráfico refere-se à magnetização escalonada da rede triangular antiferromagné- 
tica analisada para o modelo deIsing. Este gráfico remete-se à Eq.(3.32) em relação 
à temperatura do sistema.

Em materiais antiferromagnéticos cuja interação é de primeiros vizinhos, é esperado que 
a contribuição magnética de cada spin anule-se para qualquer par SiSj interagente, exceto 
quando considerado à magnetização escalonada [41] como mostra a Fig.24. Em geral, esta 

magnetização escalonada é finita e diferente de zero, como observou-se na análise para rede 
quadrada antiferromagnética (não frustrada) na Fig.21. Nesta rede triangular antiferromagnética 
analisada, sua magnetização quase nula deve-se ao efeito de frustração encontrado no sistema. A 
instabilidade gerada na rede devido a este fenômeno impossibilita a orientação dos spins em uma 
direção preferencial, e mesmo em baixas temperaturas, o impede de magnetizar-se espontâneae 
completamente. Note que o campo magnético escalonado gerado é fraco tanto para altas quanto 
para baixas temperaturas.
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6.3.4.1 Susceptibilidade

Figura 25 - Este gráficos refere-se à susceptibilidade magnética da rede triangular antiferro- 
magnética analisada para o modelo de Ising.

A consequência da frustração também influencia à susceptibilidade do sistema. Note no 
gráfico da Fig.25, a susceptibilidade diminui ao passo que a temperatura do sistema aumenta. 
Isso significa dizer que a capacidade desta rede triangular antiferromagnética magnetizar-se, 
diminui rapidamente devido ao aumento da aleatoriedade do sistema causado pelo acréscimo da 
temperatura. Note que este efeito da aleatoriedade é agravado devido ao fenômeno de frustração 
presente na rede, que aumenta significativamente a desordem do sistema. Isto leva o sistema a 
tornar-se resistente à magnetização. Cabe ressaltar que, assim como no calor específico, este 
gráfico evidencia (reta rosa indicada na Fig.25) que a transição de fase do sistema ocorre nas 
regiões entre 0 e 1KBT , região de baixas temperaturas se comparadas com as redes quadradas 
(ferromagnética e antiferromagnética) anteriormente analisadas[42].
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7 Considerações finais

O principal objetivo desse trabalho foi estudar as transições de fases que ocorrem em ma
teriais antiferromagnéticos e compará-las com ferromagnéticos. Para isso, consideramos uma 
rede de spin com interações isotrópicas entre primeiros vizinhos e compreendemos como as 
transições de segunda ordem ocorrem segundo formalismo de Landau. Além disso, utiliza
mos técnicas computacionais como Metrópolis e método de Monte Carlo para simular duas 
redes distintas, a triangular e a quadrada. Percebemos que a característica que se destaca nas 
propriedades termodinâmicas referente à rede triangular antiferromagnética é a frustração. A 
presença deste fenômeno faz com que a rede possua estado fundamental altamente degenerado, 
o que altera significativamente suas propriedades termodinâmicas quando comparadas à rede 
quadrada ferromagnética e antiferromagnética.

Durante a realização deste trabalho, houve algumas sugestões de futuros estudos:

1. Trabalhar com redes mais complexas, como a de kagomé, que no caso antiferromagnético 
também é frustrada.

2. Considerar a presença de campo magnético externo nas redes.

3. Aprimorar o código implementado e calcular valor da entropia, temperatura crítica e 
expoentes críticos associados à transição de fase de cada rede.
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A Apêndice

Derivando a Função de Brillouin

Segundo o modelo de camadas, para descrever um elétron no interior de um átomo é 
necessário especificar o número quântico principal n, o número quântico magnético m e o 
número quântico orbital ( momento angular quantizado) l. O valor n indica o número de 
camadas que o átomo possui. O momento l depende do valor n. Essa dependência exige que 
0 < l < (n - 1). Jáo número quântico magnético ml relaciona-se com o momento angular l de 
maneira que ml = 2l + 1 num intervalo entre -l e l .

Quando o átomo tem mais do que um elétron, é necessário que o principio de Pauli seja 
obedecido. Devido a isto, o estado quântico do elétron passa a ser descrito por mais um 
parâmetro: o número quântico magnético ms devido ao spin. O momento angular orbital e o 
momento de spin são definidos da seguinte maneira

L = ml, e S = ms . (A.1)
i

A soma do momento angular total é definida portanto,

J = L + S . (A.2)

Após ter determinado momento angular total J, retornaremos a atenção para a atuação do 
campo magnético B em materiais paramagnéticos. Ao aplicarmos um campo magnético externo 
B num material paramagnético, os momentos m dos átomos tendem a se alinharem. Isto gera a 
energia H destes momentos magnéticos em relação ao campo B. Além disso, levando em conta 
que a presença do campo magnético externo B gera o efeito Zeeman, temos que o Hamiltoniano 
referente aos spins é

H = — /io mB, (A.3)

onde m é o momento magnético definido pela equação

m = —g(JLS)iBJz. (A.4)

O campo magnético na Eq.A.3 separa estados degenerados do sistemaem (2J +1) estados. 
Sabendo disto, considere que esse sistema submetido a um campo magnético externo, esteja em 
presença de uma temperatura finita T . Sob estas condições os níveis energéticos deste sistema 
tornam-se populosos, e por isto torna-se conveniente analisar a energia livre do sistema por meio 
da mecânica estatística. Para obter a energia livre do sistema, basta primeiramente calcular a 
função de partição Z,

_ H
e kBT. (A.5) 

{todos os estados}
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Para obter a energia livre (de Helmholtz) a partir da Eq.(A.5), devemos calcular a seguinte 
expressão

F = -kBT lnZ. (A.6)

Substituindo a Eq.A.3 na Eq.A.5 temos,

Z

J
exp

Jz=-J

g( JLS) po ///J; .
kBT

J
exp

Jz=-J

/gJLSnohbB\ j 
\ kBT / z

J
exp [-nJz]

Jz=-J
[onde a = (g JLS ^o ^bB/IíbT )]

1 - e-aJ

e-aJ _ ea(J+1)

e-a(J) ea(J+1)

1 - e-aJ
e-a(J+1/2) - ea(J+1/2) sinh[(J+ 1/2)a]

e-aJ/2 - eaJ/2 sinh[a/2]

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

Com este resultado, podemos calcular a magnetização (por spin) do sistema utilizando a expres
são,

M=
-1 dF

N^Õ dB = mo
2J+1
—-—coth a - -1 coth

- 2J
(J) = mo BJ(a) (A.14)

JI

onde m0 = g J[tB, a = Jg^BB/kBT e Bj(a) é a função de Brillouin,

BJ(a) =
J+1
3J

a-
[(J + 1)2 + J 2]( J + 1)

9ÕJ3
a3 + ... (A.15)
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