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Resumo

Neste trabalho estudamos a termodindmica de materiais ferromagnéticos e antiferromagnéticos
descritos pelo modelo de Ising bidimensional isotrépico de spin 1/2. Consideramos duas redes
de spin (i.e triangular e quadrada) segundo o modelo de Ising com interagdo de primeiros vi-
zinhos. Para a solu¢do analitica, encontramos as propriedades termodindmicas do sistema por
meio da funcio de particdo. Para solugdes numéricas, aplicamos a teoria do campo médio jun-
tamente com o método de Metrépolis e Monte Carlo. Observamos que para distintas topologias
de rede, materiais ferromagnéticos apresentam as mesmas propriedades termodindmicas em
ambas as redes. Enquanto que para materiais antiferromagnéticos, os resultados para diferentes
redes diferem devido ao fendmeno de frustracdo. Este fendmeno € caracteristico de materiais
antiferromagnéticos. Este efeito tem origem quando o spin ndo consegue minimizar a energia
de intera¢do com todos os seus vizinhos. Em geral, esse aspecto surge quando a conectividade
da rede é impar (e.g. triangular). As propriedades termodindmicas extraidas para cada uma
das redes foram: energia total do sistema, calor especifico, magnetizacdo e susceptibilidade

magnética.

Palavras-Chave: Modelo de Heisenberg, Modelo de Ising, Ferromangetismo, Antiferro-
magnetismo, rede triangular, rede quadrada.



Abstract

In this work, we study the thermodynamics of ferromagnetic and antiferromagnetic materials
described by the Hamiltonian of the two-dimensional isotropic spin Heisenberg model. We
consider the Ising model with two spin lattices (i.e. triangular and square), assuming first neigh-
bors interactions only. We solve both lattices analytically and numerically. For the analytical
solution, we find the thermodynamic properties of the system identifying the partition function.
For the numerical solutions, we apply the mean field theory with the Metropolis and Monte
Carlo methods. We have observed that, for different topologies, ferromagnetic materials show
the same behaviour of their thermodynamic properties in both lattices. Whereas antiferromag-
netic materials are quite different, due to the frustration phenomenon. This phenomenon is
characteristic of antiferromagnetic materials. It occurs when the spin can not be oriented to
minimize the interaction energy with all neighbors. In general, this occurs when the lattice site
connectivity is odd (e.g. triangular). The thermodynamic properties extracted for those lattices

were: total system energy, specific heat, magnetization and magnetic susceptibility.

Keywords: Heisenberg model, Ising model, ferromagnetism, antiferromagnetism, trian-

gular lattice, square lattice
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1 Introducao

Neste capitulo apresento uma breve histéria da origem do magnetismo. Aqui também
abordo as diversas (e importantes) aplicacdes de materiais magnéticos como uma motivacao

para o estudo nesta drea.

1.1 Breve histéria do magnetismo

O estudo do magnetismo desenvolveu-se a partir da descoberta de objetos que eram capazes
de atrair ou repelir tanto pequenos pedagos de ferro, quanto a si mesmos. Este fendmeno foi
primeiramente observado na Grécia antiga (século VI a.C.) por Tales de Mileto, que nomeou
estes objetos como magnetita (pedras ricas em 6xido de ferro - FezO4). Logo apds esta desco-
berta, criou-se o primeiro dispositivo que apresentava propriedades magnéticas, o antecessor da
bussola. Este dispositivo possuia uma colher feita de magnetita que quando apoiada sobre um
ponto central, movia-se de maneira a se alinhar com o campo magnético da Terra. Devido a

isto, essa invengdo ficou conhecida na época como a "colher que aponta para o sul- Fig.(1).

Pﬁrﬁ:ﬂ tham] v
B —

N

Figura 1 — A esquerda: dispositivo antecessor da biissola. Sua colher era feita de magnetita. A
direita: pedra de magnetita.

Anos depois, em 1064, o chinés Zheng Gongliang“], percebeu que o ferro apresentava
magnetizagdo apos ser resfriado. Com esta descoberta deu-se origem o primeiro ima artificial
permanente. Com o passar do tempo, as técnicas com imas aperfeicoaram-se ¢ logo inventaram
a bissola de navegagao (registrada por Shen Kua em torno de 1088). Mais tarde, em 1269, um
estudioso francés chamado de Pierre Pelerin de Maricourt propds uma variedade de experimentos
sobre o magnetismo. Em sua série de experimentos, Pierre definiu que as extremidades de um
ima eram polos e as denominou como "Norte"e "Sul". Ele os identificou desta forma, pois notou
que a bussola, ja antes inventada, sempre alinhava-se ao norte geogréfico da Terra.

Na tentativa de compreender o alinhamento do ifmd em relagdo a Terra, William Gilbert
em 1600, inferiu que este planeta era um grande magneto, um conceito diferente do abordado
na época, pois acreditava-se que a influéncia magnética sobre a agulha era devido as estrelas.
Assim os estudos sobre 0 magnetismo ganharam forca e cada vez mais desenvolviam-se teoria

para seu entendimento.
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O 4pice do estudo do magnetismo surgiu séculos depois quando notou-se as semelhangas
entre os fendmenos de repulsdo e atracao apresentadas entre cargas elétricas e Imas. Investigando
este fato, em 1820, Hans-Christian Oersted, descobriu uma conexdo entre a eletricidade e o
magnetismo acidentalmente. Ele demonstrou que o comportamento da agulha de uma bussola
era influenciado se estivesse proxima a um fio que estivesse passando corrente elétrica. Logo
mais, André-Marie Ampéere mostrou que uma bobina enrolada com fio ¢é equivalente a um ima
e isto foi crucial para Michael Faraday descobrir sobre a inducdo eletromagnética anos depois.
Cabe ressaltar que ambos também contribuiram matematicamente para o desenvolvimento da
teoria do eletromagnetismo.

Seguindo esta linha do tempo, posteriormente em 1864, o fisico e matemético James Clerk
Maxwell unificou toda a teoria que havia sido desenvolvida anteriormente por Gauss, Ampere
e Faraday para a eletricidade e magnetismo. Particularmente Maxwell ficou famoso por isto, €

até hoje as quatro principais equagdes do eletromagnetismo recebem seu nome:

V-B = 0, equacao de Gauss, (1.1)
&V - E = p, equagdo de Gauss, (1.2)
> OF
VXB = uj+ /J()E()E, equacao de Ampere-Maxwell, (1.3)
B, OB _
VXE = ~ equacdo de Faraday. (1.4)

Apesar de toda estas contribui¢des ao longo da histdria, hoje ainda existem diversos materiais
cujas propriedades fisicas ndo sdo bem compreendidas. Estas propriedades estdo associadas aos
materiais antiferromagnéticos (que apresentam anti-alinhamento de seus polos! magnéticos) e

ferromagnéticos (que apresentam alinhamento de seus polos magnéticos), como ilustra a Fig.(2).

VLRI AHE, gt tatae et thy)
h'd
(a) Configuragéo antiferromagnética (b) Configuragdo ferromagnética

Figura 2 — Configuracdo dos momentos magnéticos de um material (a) antiferromagnético e (b)
ferromagnético

Na tentativa de explicar o fendmeno do (anti-) ferromagnetismo, Pierre Weiss! > (século
XX), propds uma teoria conhecida como teoria do campo molecular. Em sua teoria, ele
considerou a existéncia de um campo interno, pertencente ao proprio material, que favorecia o
alinhamento paralelo (ou anti-alinhamento) dos momentos magnéticos encontrado nos materiais.

Além disso, por meio de sua teoria, ele também explicou a ocorréncia da mudanga de fase de

I Aqui defino a propriedade de alinhamento ou anti-alinhamento como polos magnéticos para ser diddtico. No

entanto, nos capitulos a seguir abordarei tal alinhamento referindo aos "verdadeiros"causadores deste efeito: o
Spin
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um material quando atingisse uma temperatura critica. Ponto onde o fendmeno de (anti-)
ferromagnetismo deixava de existir.

Por meio da teoria de Weiss, Werner Heisenberg, em 1929, estudou estes dois fend6menos
e analisou suas interacdes por meio de consideracdes quanticas. Em seu argumento, levou
em conta o principio de Pauli e o spin do eletron. Com isso, propds que as interacdes nestes

materiais podem ser descritas pelo Hamiltoniano

H=-3J ) 85, (1.5)
(i.j)
onde nesta equacdo ele afirmou que as interagdes devem ocorrer somente entre 0s primeiros
vizinhos, e que J determina o tipo de material estudado. Isto é, quando J < 0 trata-se de
um sistema antiferromagnético e quando J > 0, ferromagnético. De forma geral, a diferenca
sistemdtica representada por este termo, caracteriza o alinhamento dos spins encontrado em
cada tipo de sistema.

131 De maneira

A tentativa de explicar materiais antiferromagnéticos veio de Louis Née
andloga a Weiss, Néel estudou o antiferromagnetismo e as suas transi¢des de fase associadas.
Ele afirmou que, semelhantemente aos materiais ferromagnéticos, o antiferromagnetismo era
desfeito apds ser aquecido até certa temperatura. Em sua homenagem, esta temperatura recebeu
seu nome: temperatura de Néel.

Mesmo de longa data, 0o magnetismo teve muita importincia num ambito social: os primeiros
fmas criados, a bussula!! desenvolvida para navegacdo sao as primeiras marcas disto. No
entanto, até os dias de hoje o fendmeno de magnetismo apresenta grande destaque. Devido a
isto, muitas teorias sobre esta drea da fisica tem se desenvolvido. Mas antes de continuar e
prosseguir para as teorias, na secdo a seguir, abordarei uma das mais atuais aplicagdes deste tipo

de material: 0 armazenamento de informacao.

1.2 Armazenamento de informacg&o em materiais magnéticos

Hoje o mundo usufrui de inovagdes tecnoldgicas que tem como principio a teoria do mag-
netismo (e.g. gravagdes em midia, leitores e sensores). Dessa forma, torna-se importante
apresentar a0 menos um breve conceito sobre uma das maiores aplicagOes vistas atualmente: o
armazenamento de informagdo via materiais magnéticos.

Sabe-se que um dispositivo capaz de armazenar informacdes (dados), permite usudrios
consultar ou usar a gravacdo de seus dados a qualquer instante. Em particular, os dispositivos
de armazenamento por meio magnético sdo os mais utilizados devido a grande densidade de
informacgdes que este artefato sustenta.

Nestes dispositivos, a gravacdo de dados deve-se a uma cabeg¢a magnética, como ilustra a
Fig.(3). Esta cabeca é¢ composta de um solenoide, de um material ferromagnético e de um gap

("buraco") onde ha outro material cuja permeabilidade magnética ¢ extremamente baixa.
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Figura 3 — Cabega magnética utilizada em armazenamento de informagdes

tensdo de
entrada/
salda

condytor
magnético eoibine

Fonte: Wikipédia

A origem do funcionamento desta cabeca se d4 quando esta recebe um sinal elétrico em seu
solenoide. A corrente no solenoide [bobina indicada na Fig.(3)] gera um campo eletromagnético
através do material ferromagnético (condutor magnético), que por sua vez, induz linhas de forca
magnética onde h4 o gap. Neste gap, estas linhas espalham-se por todo o espaco. Nisto,
quando um outro elemento magnético estd proximo a esta cabega, seu momento magnético ¢
reorientado permanentemente segundo as linhas de campo que foram geradas naquele local.
Desse modo, estas novas orientagdes magnéticas constituirdo a informagao armazenada. Um
exemplo de dispositivo que realiza este tipo de armazenamento ¢ o Disco Rigido (Hard Disk -
HD) encontrado em computadores.

Um outro exemplo de dispositivo também utilizado para armazenar informagdes, e que tem
sido alvo de estudo atualmente ¢ a vavula de spin. A valvula de spin consiste de duas duas
camadas magnéticas separadas por uma ndo magnética. Uma das camadas magnéticas tem sua
magnetizagdo fixa enquanto a outra ndo. Esta que ndo tem magnetizacgio fixa orienta-se de acordo
com a aplica¢do de um campo magnético externo. O alinhamento relativo da magnetizag¢do entre
as duas acamadas gera o fendmeno da magnetoresisténcia gigante (MRG)[4’ 51 A descoberta
deste fendmeno de MRG possibilitou a fabrica¢do de cabegas leitoras de HD com altissima
sensibilidade.

Em geral, percebe-se que hd uma vasta aplicacdo de materiais magnéticos no cotidiano.
Destes materiais os ferromagnéticos tem maior aplicabilidade do que os antiferromagnéticos.
No entanto, materiais antiferromagnéticos t€m despertado interesse ¢ atualmente mostra-se

6,71 Frente a isto, neste

alvo de estudo devido suas possiveis aplicacdes em spintrénica
trabalho iremos investigar as propriedades de ambos materiais ¢ exploraremos suas propriedades

termodinamicas.



14

2 Nocoes basicas de magnetismo, termodi-

namica e mecanica estatistica

Este capitulo aborda conceitos bdsicos de magnetostitica, termodindmica e mecanica esta-
tistica. A formulacio desenvolvida aqui trata, primeiramente, da teoria cldssica do magnetismo
em sOlidos. Basicamente retratada pelas equagdes de Maxwell. Em seguida, discutimos um
pouco sobre orbitais ¢ momentos de spin magnéticos, dando inicio a teoria quantica do mag-
netismo. Sequencialmente, tratamos da teoria de potenciais termodindmicos e a funcdo de

parti¢cdo. Todos os conceitos a seguir serdo abordados de forma resumida.

Magnetostatica

2.1 Momento magnético e magnetizacao

Ao longo da histéria muitos cientistas contribuiram para o entendimento do fendmeno do
magnetismo. No entanto, por meio da teoria de Ampere, é possivel compreender a definicao
de momento magnético. Em seu estudo, ele estabeleceu uma relagdo entre um im3 e uma
espira circular eletricamente carregada. Afirmou que ambos apresentavam propriedades fisicas

semelhantes, pois geravam campos magnéticos de forma equivalente, como ilustra a Fig.(4).

(@) (b)

Figura 4 — (a) Representa um ima com campo magnético apontando do pdlo sul para o pélo
norte. (b) Espira produzindo vetor campo magnético. Essa imagem faz uma analogia
entre o vetor campo magnético produzido pelo ima e pela espira.

O campo magnético produzido é devido aos momentos magnéticos, que por sua vez estao
associados a magnetizacao do sistema. Esta magnetizacio representa, em materiais magnéticos,
o ordenamento dos momentos magnéticos distribuidos ao longo da matéria. Dessa maneira,
o campo ¢ gerado caso haja alinhamento dos momentos, por outro lado, se a disposi¢do dos
momentos for aleatdria, a magnetizacdo (em média) € nula e consequentemente o campo também
serd.

Para controlar a orientacdo dos momentos de dipolo magnético na matéria, usa-se um campo

magnético externo. Quando este campo ¢ aplicado, os momentos de dipolo tendem a uma
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direcdo preferencial. No entanto, a maneira como ocorrerd o alinhamento desses momentos,
dependerd do material magnético considerado (e.g. material paramagnético, diamagnético,
ferrimagnético). Além disto, em resposta ao campo externo, hd materiais que apresentam
o fendmeno da magnetizacdo espontianea. Este evento garante o ordenamento dos dipolos
magnéticos mesmo se o campo externo for removido. Outra caracteristica importante do vetor

momento magnético € que este € invariante por inversio temporal (t — —f).

2.1.1 Orbitais e momentos de spin

Em 1921, os fisicos alemaes Otto Stern e Walther Gerlach suporam que o elétron apresen-
tava dois movimentos de rotacdo. Para comprovar tal evidéncia, eles desenvolveram diversos
experimentos que consistiam em atravessar feixes de dtomos metélicos numa regido de campo
magnético nao uniforme. Em suas andlises, observaram que dentre os metais utilizados os que
apresentavam elétrons completamente emparelhados ndo desviavam-se, enquanto os desempa-
relhados mudavam de dire¢io. Ambos tentaram, inicialmente, explicar este fendmeno de forma

cldssica; afirmaram que o elétron possuia rotacdo em torno do seu proprio eixo, isto €, spin
[Fig.(5)]".

Spin “up”  Spin “down”

Figura 5 — Possiveis orientacdes para o spin do elétron.

Em mecénica quantica o termo spin define uma das propriedades intrinsecas (e.g. massa,
carga) que as particulas fundamentais possuem[ U Esta propriedade relaciona-se com a quantiza-
¢do do momento angular, que por sua vez estd intimamente ligada ao fendmeno de magnetismo.
Destas particulas fundamentais, o elétron € a principal fonte do momento magnético gerado
pelos dtomos num sélido. Seu momento angular estd associado ao movimento orbital em torno
do ntcleo e 0 momento de spin.

Convencionalmente, o spin assume valores S = +7/i/2 para indicar em que direcio estd
orientado. Isto é, “up” ou “down”. A teoria do spin € muito usada para descrever estatisticas
relacionadas as diversas particulas fisicas ja identificadas. Por exemplo, estatistica de Fermi-
Dirac (particulas com spin semi-inteiro ou férmions), estatistica de Bose-Einstein para bosons
(particulas com spin inteiro ou bosonicas). Estuda-se também como as interacdes entre os spins
ocorrem em sistemas magnéticos, pois estas explicam diversos fendmenos que sdo observados
macroscopicamente. O modelo teérico que simula estas interacdes € o modelo de Heisenberg.
Casos particulares desta abordagem tedrica sao os modelos de Ising, "XY", "XYZ",sendo Ising

o modelo mais simples de todos.
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Parametro de ordem magnética

Para descrever o ordenamento dos momentos magnéticos (ou spins) no interior de uma rede
cristalinal, como mostra a Fig.(6), define-se um parimetro de ordem. Esse pardmetro mede
o grau de ordenamento dos spins bem como a simetria apresentada por ele num sistema. Em

geral, este conceito ¢ muito bem aplicado a estudos que envolvem transi¢oes de fase.

Rede (periddica) cristalina Rede Antiferromagnética
qualguer
Rede cristalina desordenada Rede Ferromagnetica

Figura 6 — As imagens acima mostram diversos tipos de rede. Duas destas representam redes
ferromagnéticas e antiferromagnética. Em ambas redes hd o ordenamento de spins;
spins alinhados para ferromagnética e anti-alinhados para antiferromagnética.

Exemplos de parAmetro de ordem que envolvem sistemas magnéticos s3o: a magnetizacao,
em sistemas ferromagnéticos, e a magnetizacdo escalonada, em antiferromagnéticos. Esse
parametro indica a dire¢do escolhida espontaneamente pelos spins que levam o sistema a ficar
ordenado quando abaixo de uma certa temperatura critica. No caso de ferromagnéticos, essa
temperatura ¢ denominada temperatura de Curie (7¢). Em antiferromagnéticos, temperatura de
Néel (Ty).

2.1.2 Susceptibilidade e permeabilidade magnética

A melhor forma de distinguir os diferentes tipos de materiais magnéticos existentes ¢ por
meio da temperatura[l]. No entanto, para facilitar os critérios desta classificacdo € necessdrio
introduzir duas novas varidveis: a susceptibilidade y e a permeabilidade magnética u. A
susceptibilidade magnética indica a taxa com que um material ¢ atraido ou repelido quando em

presenca de um campo magnético. Além disto, sua medida promove compreensdo das ligacoes,

I Uma rede cristalina é caracterizada pelo ordenamento periddico de 4tomos nos sélidos, caracterizando uma

geometria especifica no espago
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dos niveis de energia e da estrutura relacionadas ao material. Em geral, a susceptibilidade ¢

definida em termos da magnetizacdo M e o campo externo B por meio da relacio,

oM
Y= (—) ) (2.1)
dB B—0
A permeabilidade magnética indica a relacio entre 0 campo magnético gerado pelo préprio

material e o campo magnetizante[& 2l

. Este mensura o grau de magnetizacdo que o material
obtém em resposta de um campo magnético externo. A permeabilidade magnética (no caso de

materiais lineares) € definida pela seguinte expressio

H= (2.2)

Em geral, u e y ndo sio constantes ¢ variam de acordo com a temperatura e a intensidade
do campo externo aplicado. Dessa maneira, analisando-se tais grandezas em materiais magné-
ticos, determina-se quatro classes distintas: diamagnéticos, paramagnéticos, ferromagnéticos e
antiferromagnéticos.

Os detalhes de cada uma destas classes e as propriedades que envolvem estes materiais, sao

discutidas nos capitulos seguinte.

2.2 Conceitos de termodinamica e mecéanica estatistica

A partir daqui iremos abordar conceitos bdsicos de termodindmica e mecanica estatistica

aplicados ao fendmeno de magnetismo.

2.2.1 Potenciais termodinamicos magnéticos

Potenciais termodindmicos representam quantitativamente as energias disponiveis (ou ener-
gias livres) em um determinado sistema. Quando este sistema estiver em equilibrio, tal potencial
corresponderd a um minimo global?. Estes potenciais sdo determinados por meio das varidveis
que descrevem o estado de um sistema. Os exemplos mais comuns de potenciais sdo: a energia
interna U(S, M), a energia livre de Gibbs G(T, B), a energia livre de Helmholtz F(T, M).
Onde o termo § representa a entropia, B o campo magnético externo, M a magnetizacdo e T
a temperatura do sistema. Cabe ressaltar que S ¢ M sdo chamadas de grandezas extensivas,
enquanto que 7" e B sdo intensivas. A diferenca entre estas grandezas ¢ que a extensiva depende
do tamanho do sistema, enquanto que a intensiva ndo.

As propriedades fundamentais dos potenciais termodindmicos s3o: continuidade, extensivi-
dade e convexidade. A primeira propriedade afirma que o potencial ¢ uma fun¢do continua de
suas varidveis de estado e portanto, ¢ diferencidvel. A segunda estabelece que o potencial é uma

funcdo extensiva de suas varidveis termodindmicas. A Ultima propriedade refere-se ao principio

2 Para compreender esta definicdo, considere uma fungfio f(x) definida num intervalo finito fechado [a, b]. O

valor minimo global é o valor em c tal que f(c) corresponde o menor valor da funcdo f(x) nesse intervalo.
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de minima energia, que € o critério de estabilidade do sistema. Para encontrar esta estabilidade,
basta minimizar a energia em relagdo as suas varidveis extensivas, enquanto que maximizar em
relacdo as intensivas.

Para compreender estes conceitos citados acima, considere uma variacio infinitesimal na
energia interna U(S, M) definida para um sistema magnético. Em fungfo de suas varidveis
extensivas S e M temos,

ou ou

== == . 2.
dU = 25| S+ o dAM (2.3)

Como a primeira lei da termodinimica afirma que dU € descrito pela relagao,
dU =dQ —dW =TdS + BdM, (2.4)

onde B € o campo magnético externo, Q = TdS representa o calor introduzido, e dW = —BdM,
o trabalho magnético realizado sobre o sistema. Percebemos por comparacio das Egs. (2.3) e
(2.4), que a temperatura 7 e o campo B também sdo descritas como

U U
S aSIM T aMlIr
onde estas estas equacdes [Eqgs. (2.5)] representam coeficientes termodinidmicos segundo a

(2.5)

representacdo da energia interna U(S, M).
Note que por meio da Eq. (2.3) encontramos o entropia infinitesimal dS de um sistema
como
ds = la’U - Ea,’/\/(, (2.6)
T T

onde dS§, assim como dU na Eq. (2.4), ¢ uma equacdo fundamental que se refere ao comporta-
mento termodindmico segundo a representacdo da entropia.

Existem diversas formas de representar a termodindmica de um sistema. Para encontré-las,
basta aplicar a ferramenta matemética conhecida como transformada de Legendre nas Eqs. (2.4)
e (2.6). Em particular, para as representacdes termodinidmicas segundo as energias livres de
Helmholtz F(T, M) e Gibbs G(T, B) temos as seguintes expressoes:

dF = =SdT + Bd M, (2.7)
dG = =SdT — MdB. (2.8)

A partir destas Eqgs. na (2.8), obtemos os seguintes coeficientes a temperatura constante:

oF oG
=23l B = Ml (2.9)
Como j4 mencionado, as grandezas 7T, B sdo intensivas. Por isto, ao que se refere a esta-
bilidade do sistema magnético, o principio de minima energia exige que das Egs na (2.9), a
relacdo G /0B seja maximizada em relacdo ao campo externo B. Enquanto que 0F /O M seja

minimizada em relacdo a magnetiza¢ao M.
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Outros coeficientes termodindmicos importantes que sdo obtidos das relagdes apresentadas
acima, sdo a susceptibilidade magnética y;, e capacidade térmica 2 magnetizacio constante Cy,.

Reescrevendo a Eq. (2.1) como y~! = dB/d M e relacionando com a (2.9), temos

1 B F ’F
0 0 (a ):a 2.10)

Y oM aM\omM) ~ ame

Para a capacidade térmica, quando a magnetizacdo M € constante, reescrevemos as Eqgs.
(2.3)e (2.8) como sendo dU =TdS e S = —0F /0dT. Assim, sabendo que C,, € a relacdo entre

a quantidade de calor fornecido e a variagdo de temperatura do sistema, temos que

_dQ  dU-BdM _9U

=== " - _— 2.11
Cn=ar dT oT ‘m’ (1D
logo, em termo do potencial termodindmico de Helmholtz temos que
U 1948 19 (0F 1 9*F
Cpy = _‘ = __‘ - —— = ‘ = (2.12)
OTIm ToTlm  TOT\OT|Im T oT?Im

2.2.2 Teoria estatistica da termodinamica

Microestados e macroestados

A termodindmica descreve sistemas macroscopicos por meio de varidveis como tempera-
tura, magnetizacao, pressdo, etc. Tais sistemas sdo compostos de dtomos que estabelecem o
microestado (i.e. arranjo microscopico) do sistema; e consequentemente determinam o feno-
meno macroscopico que ¢ observado. Esse fato sugere que o comportamento macroscopico
observado ¢ devido a média sobre seus microestados correspondentes.

Caso o sistema esteja isolado de qualquer interacdo, (e.g. mantém seu nimero de particulas,
energia ¢ volume constantes) considera-se que todos os microestados apresentam a mesma
probabilidade para existir. Entdo, se € define o nimero de microestados, a probabilidade do

sistema se encontrar em algum destes estados é

1
pi = o onde Zi:pi =1. (2.13)

Portanto, a conexao entre as propriedades microscdpicas e as macroscépicas fica determinada

pela média dos ensembles da seguinte maneira:
(X) =" piXs (2.14)
i

onde X representa o valor médio para microestado na configuragdo X;, e p; a probabilidade de

encontrar o sistema neste microestado.
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O fator de Boltzmann

O fator da Boltzmann ¢é uma expressdo que descreve a probabilidade de se encontrar um
microestado, com energia H, quando banhado por um reservatério térmico a uma temperatura

T. Matematicamente este termo ¢ expresso pela relagdo,

! H ) (2.15)

pi = —exp (_kBT :
onde Z ¢ a constante de normalizagdo ¢ kp a constante de Boltzmann. Esta constante ¢
determinada se considerarmos que a probabilidade de um sistema estar em algum microestado
éum,i.e. ); p; = 1. Dessa maneira, temos que

Z =exp (— H, (2.16)

]
Funcé&o de particao

As propriedades de um sistema termodindmico em equilibrio, s3o descritas pela funcao de
particdo. Esta funcdo, por defini¢do, contém toda informacdo relevante que sdo consideradas
sobre um sistema. A forma geral desta fungdo para um sistema cldssico ¢

H

zZ= > e (2.17)
{todos os estados}

onde H é o Hamiltoniano (energia total) do sistema, 7 a temperatura ¢ kp a constante de
Boltzmann. Nota-se que, por meio do Hamiltoniano, a fun¢do de particdo depende do tamanho
do sistema e do nimero de graus de liberdade para cada particula. Além disso, nesta equagdo,
o somatério da Eq.(2.17) indica a soma sobre todos os possiveis estados que o sistema assume.
Vale ressaltar que a maioria das propriedades termodindmicas associada ao sistema (e.g. energia
livre de Helmholtz F', energia total U, entropia S), sdo obtidas por meio fun¢io de particdo. A
conexdo entre a funcdo de particdo e alguns destes potenciais termodindmicos sdo conhecidos

matematicamente pelas relagoes:

= —kgTInZ, (2.18)
o (F
= T’—|= 2.1
aT(T)’ (2.19)
OF
= = 22
S oT (2.20)

Valores médios

Suponha que desejamos saber o valor médio da energia de um dtomo que possui trés estados
de energia ¢ distintos: g = 0eV, e = 2¢V, e = 4eV. Considere 8 dtomos dos quais somente

dois correspondem a energia gy, cinco a € ¢ somente um a . O valor médio da energia (¢)
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deste dtomo ¢ calculado da seguinte maneira,

2

_2:0eV)+5-QeV)+1-(EeV) ;. (—) +2eV- (5) + 46V (1) = 1.75¢V. (2.21)

8

(@ 8 8 8

Nesta Eq.(2.21) cada estado de energia ¢ multiplicada por sua probabilidade de ocorréncia.
As probabilidades que correspondem aos estados €, €] ¢ & sdo respectivamente 2/8, 5/8 ¢
1/8. O valor médio de qualquer outra grandeza de interesse pode ser calculada de maneira
similar a Eq.(2.21). Particularmente em mecinica estatistica, o valor médio de alguma grandeza
¢ calculado considerando-se a probabilidade indicada na Eq.(2.15). Dessa maneira, a expressao

geral para o cdlculo do valor médio torna-se

1 H;
X =~ Z Xiexp (—kB—T) , (2.22)

onde X representa qualquer grandeza termodindmica, tal como a magnetizagdo M.

Os conceitos abordados neste capitulo sdo necessdrio para a compreensdo do fendmeno de
magnetismo gerado pelos diversos tipos de materiais, os quais serdo abordados no capitulo a
seguir. Além disso, as defini¢des realizadas neste capitulo, bem como as grandezas termodina-
micas, fator de Boltzmann e cdlculo do valor médio, serdo empregados nos cdlculos numéricos
realizados para cada tipo de rede avaliada neste trabalho.

Neste trabalho, aimportancia dos conceitos abordados neste capitulo, bem como as grandezas
termodindmicas, fator de Boltzmann e cdlculo do valor médio, sdo justificadas nos métodos
numéricos implementados introduzidos no capitulo 6.

Os capitulos a seguir tratam brevemente das propriedades associadas a materiais magnéticos.
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3 Visao geral dos comportamentos dos ma-

teriais magnéticos

Estudamos até aqui o conceito de momento magnético, bem como sua relacio com o
movimento orbital e o spin do elétron. Neste capitulo, vamos investigar 0 momento magnético
em presencga da aplicacdo de um campo magnético externo. Observaremos que a alteragdo do
movimento orbital do elétron, devido a presenca do campo externo, dd origem aos efeito de
diamagnetismo e paramagnetismo. Além destes fendmenos, também estudaremos os casos em
que ocorrem ferromagnetismo e antiferromagnetismo.

Em sintese, neste capitulo abordamos conceitos gerais sobre os comportamentos dos diversos
tipos de materiais magnéticos. No entanto, com um maior enfoque em materiais ferromagnéticos

e antiferromagnéticos.

3.1 Diamagnetismo

O fendmeno do diamagnetismo ocorre em 4tomos, ou em compostos, cujas camadas eletdni-
cas estdo completamente preenchidas (e.g. gases nobres, solidos idnicos, semicondutores com
fortes ligagdes covalentes) e portanto, ndo hd momento magnético efetivo> 1. O diamagnetismo
¢ um fend6meno em que nao hd predominancia do magnetismo.

Um exemplo pratico para a observacdo deste efeito pode ser realizado com um cilindro de
bismuto (Bi) imerso num campo magnético[l]. Por ser um material diamagnético, o fluxo do
campo magnético externo € repelido e o cilindro tende a fugir para regido onde o campo for menos
intenso. Embora o bismuto represente o material que mais destaca o efeito do diamagnetismo,
o desvio realizado por ele neste experimento ¢ pequeno, pois como dito anteriormente o efeito
causado por este fendmeno ¢ muito fraco.

A fisica por trds deste evento ¢ a lei da inducdo eletromagnética. Mais precisamente, a lei
de Lenz. Esta lei diz que, em resposta a um campo magnético externo, uma corrente elétrica é
criada de maneira a gerar um campo magnético contrdrio ao externo. Isto €, ao longo do material
diamagnético sao induzidos momentos de dipolos magnéticos que se dispdem opostamente ao
campo aplicado. E ainda que a direcdo do campo externo seja alterada, os momentos magnéticos
alteram-se novamente a fim estarem opostos a esta nova dire¢ao. Além disso, nestes materiais a
carga elétrica tende a blindar o 4&tomo do campo magnético levando a sua susceptibilidade a ser

pequena e negativa no sinal.
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3.2 Paramagnetismo

No fendmeno de paramagnetismo a interagcdo entre os momentos magnéticos ¢ fraca e pode
ser ignorada. Estes momentos apontam em direcOes arbitrdrias e a temperatura ambiente ja &
suficiente para garantir sua aleatoriedadel®!. Com isto, tem-se nestes materiais a magnetizacio
M (em média) nula,

M=0. (3.1)

Entretanto, quando um campo magnético externo ¢ aplicado, alguns poucos momentos
magnéticos se alinham com sua direcdo, ¢ a medida que sua intensidade aumenta maior € o
numero desses que se alinham.

Normalmente, sistemas paramagnéticos sdo compostos por sais de transicio, sais de me-
tais de transicdo e sais de terras-raras. Em particular, sais de metais de transicdo apresentam
momentos magnéticos resultantes devido a sua camada eletrdnica “d” ser parcialmente preen-
chida. Por outro lado, os de terras-raras apresentam este fenomeno devido aos elétrons que estao

localizados na camada “f” de sua estrutura.

3.2.1 Derivando a expresséo da susceptibilidade

Ao aplicarmos um campo magnético externo B num material paramagnético, os momentos

m dos dtomos tendem a se alinharem. Isto gera a energia U destes momentos magnéticos, que
¢ definida como

U=—if-B=-mBcos(@), (3.2)

onde a contribuicdo média de cada momento de dipolo é m cos(6). Assim, a magnetizacio
total do sistema torna-se
M = Nm{cos(6)). (3.3)

Neste tipo de sistema, a probabilidade #(#) do momento magnético estar num angulo 6 é
definida por meio da estatistica de Boltzman, que ¢ conhecida pela relagio

exp (%) =exp (mB%O;(G)), (3.4)

onde kp € a constante de Boltzman e T a temperatura em que se encontra o sistema.

Sendo assim, a probabilidade do momento magnético estar entre os intervalos € ¢ 6 + d6 ¢

PO exp (%"TS(O)) sin(6)do
foﬂ exp (%"TS(O)) sin(@)dG'

(3.5)
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Com isso, reescrevemos a magnetizacdo - Eq.(3.3)- de forma que a magnetizacdo total

torna-se
M = Nm/ cos 8P (6)do (3.6)
0
foﬂ exp (%) cos(6) sin(6)do
Nm e mBcos(@®\ . (3.7
/0 exp\ =1 sin(6)d6o
mB kBT

- /= X)) = 3.8
Nm [cotg (kBT o )] NmL(x) (3.8)

onde L(«a) é a funcdo de Langevin, e a = ,?;—l}.

Se a funcdo de Langevin for expandida em série de Taylor em termos de « considerarmos
somente a aproximacao de primeira ordem, obteremos que

@’ Nma

M:NmL(a):Nm(%——+...)_ —_— =

Nm?\ B
45 3

— ] =. 3.9
3kp | T (3.9)
O termo em parénteses na Eq.(3.9) ¢ a constante de Curie (C = Nm?a/3kp). Desta mesma
equagio, temos entio que

B
M=C= 1
CT, (3.10)

onde a equacgdo indicadana (3.10) é a Lei de Curie. Estalei afirma que materiais paramagnéticos
tornam-se cada vez mais magnéticos a medida que o campo magnético externo ¢ intensificado

enquanto apresentam-se menos magnéticos ao passo que temperatura aumenta.

Substituindo a Eq.(3.10) no termo da susceptibilidade, definida pela relagio %, encontramos

que

C

x== (3.11)

Se na expressdo da magnetizacao total adicionarmos a quantizacdo!, obtemos

2J+1 2J+1 1 a
R — || = = B T
7 )G’ 2]60th<2])] mij(a/), a=Jgup ext/kB s
(3.12)

onde B;(«a) € a fungido de Brilouin, J é 0o momento angular total2, mo = NgJup. Note que essa
(1]

M =my

coth (

funcdo € igual a de Langevin' "' no limite termodindmico, i.e. J — oo0. Se também expandirmos

essa funcio, obtemos
J+1  [(J+12+ T +1) 4
o — a’ + ...
3J 90.J°3

Pegando somente o primeiro termo, podemos reescrever a susceptibilidade de maneira que

B(a) = (3.13)

C Ng U+ )3

X=T7 7 3kgT

Para dedugdo completa da fun¢do de Brillouin, ver apéndice.
Em mecinica quantica 0 momento angular total J € a soma do momento angular orbital L e do momento de
spin § da particula. Em outras palavras, J =L + §

(3.14)

2
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3.2.2 A lei de Curie-Weiss

Em geral, materiais paramagnéticos nao obedecem a lei de Curie [Eq.(3.10)], mas seguem
uma mais geral, a lei de Curie-Weiss!> %,

Diferentemente das consideracoes feitas para a dedugao da lei de Curie ( que assumia que os
momentos magnéticos eram localizados e ndo interagiam entre si e somente se reorientavam de
acordo com um campo magnético externo ), Weiss considerou a interagdo entre 0s momentos
magnéticos localizados e os chamou de "campo molecular".

Weiss assume que a intensidade do campo magnético molecular (B?) ¢ diretamente propor-

cional a magnetizacio, onde n,, ¢ a constante de Weiss, isto é

B =n, M. (3.15)

Dessa forma, o campo total torna-se Byyrq = B! + B, onde B representa 0 campo externo
aplicado. Com estas consideragdes, reescrevemos as expressoes das equagdes (2.1) e (3.11).
Assim, obtemos uma forma alternativa para a susceptibilidade

C M
Co, MM _ , (3.16)
T Bioral B'+B I’le + B
E ficil verificar que se a magnetizacio for isolada na equacio (3.16), encontramos
BC
M= —— 3.17
T -n,C ( )
Portanto, reordenando o termo B na Eq. (3.17) temos,
M
? =X = m, onde 96 = I’lWC. (318)

A equagdo (3.18) representa a lei de Curie-Weiss'?! ¢ descreve o comportamento da suscep-
tibilidade magnética em dependéncia da temperatura critica 6.. Além disso, diferentemente da
lei de Curie, esta equagdo caracteriza a transi¢do de fase do sistema paramagnético, que ¢ a

divergéncia que ocorre quando 7" = 6..

3.3 Ferromagnetismo

Em materiais ferromagnéticos existem regides onde seus momentos magnéticos (ou mo-
mentos de spins) estdo dispostos uniformemente. Este fato ¢ devido aos momentos magnéticos
dos dtomos vizinhos interagirem fortemente entre si, levando ao seu alinhamento espontaneo
(paralelo) em todo material. Em geral, estas regidoes, denominadas dominios magnéticos, estdo
aleatoriamente distribuidas no material e sdo responsdveis por designar a intensidade de sua
magnetizacao.

Tratando-se de um material ferromagnético, quando um campo externo ¢ aplicado, a aleato-

riedade destes dominios ¢ facilmente desfeita. Com isso, estas regides reorientam-se de maneira
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que todos os seus spins apontem na dire¢do do campo aplicado, levando a forte magnetizacao
do material. Nisto, um campo magnético extremamente forte ¢ gerado e a Unica maneira de
destrui-lo é submetendo o material a altas temperaturas.

Na presenca de altas temperaturas, materiais ferromagnéticos desalinham gradualmente a
orientacdo de todos os seus spins. A vista disto, quando sdo suficientemente aquecidos (até a
temperatura de Curie - 6.), ocorre uma transicao de fase e tanto a magnetiza¢do quanto o campo
magnético de todo sistema vao a zero. Essa transicdo decorre da competi¢do existente entre
o alinhamento dos spins e a desordem causada pela energia térmica. Dessa forma, acima da

temperatura dc, ¢ dito que materiais ferromagnéticos tornam-se paramagnéticos.

3.3.1 Teoria molecular de Weiss para o ferromagnetismo

Magnetizac&o espontanea

De forma andloga ao estudo proposto em sistemas paramagnéticos, Weiss analisou materiais
ferromagnéticos supondo a existéncia de um campo molecular interno. Dessa maneira, define-se

0 campo molecular (B%) como

B =n,M+B, onde M= MyBsa) (3.19)

sendo n,, a constante de proporcionalidade referente ao campo interno, M a magnetizacio, B o
campo externo, My = nmy, sendo n o nimero de d4tomos magnetizados por unidade de volume,
e Bj(a) a fungéo de Brillouin - Eq.(3.13).

Sabendo que o = pomB'/kgT = pom(n, M + B)/kgT ¢ que para um campo externo B = 0
tem-se a magnetizacdo espontanea M = M; em termos da funcio de Brillouin é

Mo = ) ag = By(ao) (3.20)

Lo, M3
onde ag = a(B = 0).
Reescrevendo toda esta equacgdo (3.20) em termos da constante de Curie, por meio da Eq.
(3.14), obtemos

ay = Bylap). (3.21)

Ms [T +1)
Mo 3JCny,

A Eq.(3.21) contempla a teoria de campo molecular de Weiss, que foi a primeira teoria de

campo médio para transicdo de fase. Nesta equagdo, nota-se que para uma aproximacdo, onde
a € pequeno, a fungio de Brillouin 87 = [(J + 1)/3J]a - eq. (3.13) - tem uma relacio direta
com a temperatura de Curie, como previsto na Eq.(3.18):

fc = nyC. (3.22)
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Transicao de fase ferromagnética

A andlise da transicdo de fase de sistemas ferromagnéticos € realizada por meio da equagio
(3.18). Quando sistemas ferromagnéticos encontram-se abaixo da temperatura de Curie o
sistema estd com seus momentos magnéticos completamente alinhados (fase ferromagnética).
Quando T = 6., o sistema indica uma divergéncia em sua susceptibilidade e ¢ dito que ponto
indica transi¢do de fase do sistema. Quando a temperatura 7" supera a temperatura de Curie, seu
alinhamento ¢ completamente destruido (fase paramagnética)

3.3.2 Parametro de ordem

Quando materiais ferromagnéticos estdo abaixo de uma certa temperatura critica ( denomi-
nada temperatura de Curie), estes apresentam magnetizacdo. Essa magnetizacdo ¢ consequéncia
do alinhamento dos spins no material. Dessa maneira, considera-se que sua magnetizagao fica

definida pela relacio,

M={>"8)#0, (3.23)

i
onde a soma contabiliza a contribuicio magnética devido ao alinhamento de cada spin §;
no material. Este ordenamento ¢ desfeito quando o sistema atinge temperaturas acima da

temperatura de Curie. Consequentemente sua magnetizagao M torna-se nula,

M =0. (3.24)

Conclui-se portanto, que na fase ordenada de materiais ferromagnéticos o pardmetro de

ordem que descreve o sistema ¢ a magnetizagao.

3.4 Antiferromagnetismo

Materiais (cristais) antiferromagnéticos sdo compostos por 4&tomos que possuem momentos
de spins permanentesm. Esses momentos sdo caracterizados por interagirem negativamente e
fortemente entre si. Em outras palavras, os spins tendem a se alinharem antiparalelamente. Além
disso, esses materiais consistem de duas redes que sdo transpostas uma a outra. Dessa maneira,
h4 uma distribui¢do igual de spins “up” e “down” ao longo de todo cristal e consequentemente
nio hd momento efetivo ou magnetizacdo espontanea no sistema.

Estes cristais exibem um comportamento paramagnético quando submetidos a temperatura
acima de sua temperatura critica 7y (Temperatura de Néel)B’ 21 Nisto, sua susceptibilidade (que
é pequena e positiva) também comporta-se como a de um sistema paramagnético. Entretanto,
abaixo de Ty esse comportamento tende a dissipar-se. Além disso, a susceptibilidade nestes
materiais ¢ sinalizada por um pequeno pico, onde caracteriza a transicdo do ordenamento

antiferromagnético para o paramagnético (ordenamento aleatorio).
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A primeira medida direta da magnetizaco destas redes neste material, foi por meio da técnica

211 Em sistemas antiferromagnéticos, o parametro de ordem ¢é

de espalhamento de neutrons
devida a magnetizagao de suas subredes!!. Portanto, como s&o opostas entre si 0 campo gerado
¢ conhecido por ser um campo escalonado. Ou seja, cada 4tomo alterna sua dire¢do em relago

a0 sitio do 4tomo vizinho [Fig.(7)].

Spin “up” Spin “down” Spin “up” Spin “down”
p p p p p p

Primeiros vizinhos

Segundos vizinhos

Figura 7 — Orientacio antiparalela dos spins devido ao fendmeno de antiferromagnetismo. Note
que contribui¢do da magnetizacao de cada spin, se anula com seu vizinho. Logo a
magnetizacdo total deste sistema € nula

Para melhor compreender o fendmeno do antiferromagnetismo, novamente iremos iniciar a

se¢do com a teoria de Weiss.

3.4.1 Teoria de Weiss para o antiferromagnetismo

Como j4 foi dito, o fendmeno do antiferromagnetismo ¢ caracterizado por duas redes iguais
que possuem momentos com magnitudes opostas. Matematicamente, se definimos as subredes
como A e B, entdo a magnetiza¢io de cada uma torna-se Mg = —Mg.

Na teoria de Weiss, consideram-se os seguintes coeficientes: nag, nap, npg. Os dois primei-
ros coeficientes repreentam, respectivamente, constantes dos campos moleculares pertencentes
asredes “A” ¢ “B”. O terceiro termo reflete o acoplamento entre os campos destas sub-redes!!.

Dessa maneira, o campo atuando em cada subrede serd dada pela expresao

Bi‘ = naaMa +napMp + B, (3.25)
Bg = ngaMa+ngpMp+ B, (3.26)

onde B € a contribuicio do campo magnético externo aplicado. Se este campo for zero, (i.e
B = 0), a magnetizagdo total do sistema também serd M = My + Mp = 0.
A magnetiza¢do de cada subrede tende a zero acima da temperatura de Néel e a magnetizagao

espontinea de cada uma delas ¢ dada pela funcio de Brillouin:

Ma,[)’ = Mo Bi(xa), (3.27)
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onde, o termo « definido na Eq.(3.12) deve representar ambas as redes, e portanto o = A, B,
Xo = pomB /kpT Visto que a definicio da magnetizacio ja foi abordada anteriormente, é
facil compreender que aqui, Mao = Mpo = (n/2)gupJ = (n/2)m, sendo n o nimero de ions
magnéticos por volume, com n/2 ions em cada subrede.

Na regido paramagnética (i.e T > Ty) a magnetizacio é M, = yB',. portanto ambas

subredes sdao descritas como

M, = (%) B - (%) [masMa + nas M + B, (328)
o\ (C
My = (7) B = (7)[nBAMA+nBBMB+B], (329)

onde C’ = C/2 e C é conhecida pela expressdo da equacio (3.14).
A solucdo destas equagdes, para o campo externo nulo (B = (), garante a magnetizacio
espontdnea de cada subrede. Para encontrd-la basta solucionar as Eqs lembrando que M, =

— M. Fazendo isto, obtem-se a expressao para a temperatura de Néel:
Ty = C'(naa — nap). (3.30)

Com esta equacdo, podemos calcular a susceptibilidade acima da temperatura de Néel (T).
Sendo a susceptibilidade de um sistema antiferromagnético como y = (M4 + Mp)/ B, por meio

da equacio (3.4.1) e (3.30) temos que

C
T+ TN’
Portanto, por meio das equagdes acima, analisam-se os valores dos coeficientes ng4 € nap €

onde C =2C, (3.31)

X =
da temperaturas Ty .

3.4.2 Parametro de ordem e magnetizag&o escalonada

Em redes de sistemas antiferromagnéticos, o pardmetro de ordem ¢ a magnetizacio escalo-

nada; e este parAmetro ¢ representado pela equacio,
M, = Z(—nisi. (3.32)
i

A Eq.(3.32) nos leva a concluir que, apesar dos spins estarem ordenados abaixo de uma
certa temperatura critica (denominada temperatura de Néel Ty), redes antiferromagnéticas tem

magnetizacdo nula.

3.4.3 Efeito de frustragao

O fendmeno de frustracido descreve situagdes onde numa rede cristalina os spins ndo en-
contram estabilidade entre as interacdes com seus vizinhos. Por exemplo, considere somente

dois spins, §; e §; com interagdo de troca J. Pela defini¢do do Hamiltoniano na Eq.(1.5), se
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J > 0 (interagdo ferromagnética) o minimo de energia ¢ H = —J e o alinhamento dos spins ¢é
paralelo. Se J < 0 (interagdo antiferromagnética) o minimo de energia ¢ H = J e o minimo
corresponde quando produto §;S; € antiparalelo. Se numa rede cristalina de spins o estado
fundamental corresponde a configuragdo paralela, a interacdo entre cada par S;§; ¢ satisfeita
para qualquer tipo de rede (e.g triangular, quadrada, kagomé). Entretanto, se a configuracio
¢ antiparalela, o estado fundamental depende da estrutura da rede e em geral, a energia ndo
corresponde ao minimo (local) da interagao entre cada par S;S;. Quando isto ocorre, € dito que
a rede € um sistema frustrado.

Exemplos de redes cristalinas onde suas interagdes naturalmente apresentam efeitos de
frustracdo, sdo redes antiferromagnéticas cujas estruturas possuem um ndmero impar de sitios.

Note na Fig.(8) que em redes como estas, as interagOes antiferromagnéticas nio podem ser

\Y
X K

Rede triangular Frustrada Rede de Kagomé Frustrada

simultaneamente satisfeitas.

?

Figura 8 — Rede triangular e de Kagom¢é apresentando fendmeno de frustracio. Estas ilustragdes
representam as configuracdes do estado fundamental para cada rede.

O fendmeno de frustragdo causa alguns efeitos na rede. Um destes ¢ a alta (quase infinita)
degenerescéncia do estado fundamental. Este fato ¢ facilmente observado na Fig.(8). A rede
triangular representada nesta figura ilustra somente uma das trés possiveis degenerescéncias do
sistema. Se, no entanto, considerarmos uma rede triangular infinita seu estado fundamental
apresentard infinitas degenerescéncias. Outro fendmeno devido a frustracao é a coexisténcia de
ordenamento e desordenamento de spins mesmo para regides abaixo da temperatura critica. Este
fendmeno gera um nimero grande de spins desordenados mesmo na fase ordenada do sistema.

Outros eventos observados causados pelo fendmeno de frustracdo, sdo: modelo de campo
aleatdrio, transi¢do de fase sucessiva, desordem parcial e reentrada. Para o estudo mais completo

de cada um destes efeitos consulte a referéncial”,
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3.4.4 Parametro de ordem frustrado

Num sistema antiferromagnético frustrado, existe competi¢do entre as interagdes spin-spin do
sistema. Essa competicdo leva o sistema a apresentar desordem mesmo em baixas temperaturas
(temperaturas abaixo de Ty ). Isto sugere que, mesmo que o sistema esteja abaixo da temperatura

critica, ndo hd um pardmetro de ordem bem definido no caso frustrado.
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4 TransigcOes de fase e Teoria de Landau

4.1 TransicOes de fase

4.1.1 Transi¢cOes de primeira ordem

Em geral, a transi¢do de fase de primeira ordem ¢ caracterizada pelo equilibrio entre os po-
tenciais termodinamicos de suas fases!?!. Além disso, sua principal caracteristica ¢ a existéncia
do calor latente.

Para melhor compreensdo desta definicdo, suponha que dois sistemas em contato entre si
apresente duas fases distintas, por exemplo, 4gua liquida e gelo. A cada uma destas fases (em
equilibrio) estd associado um potencial em fun¢do de suas grandezas termodindmicas, i.e. 77
para a dgua liquida e ¥, para o gelo. Na regido em que ambos os potenciais sdo iguais (7 = %),

[10]

o sistema sofre uma transi¢ao de fase de primeira ordem Nesta etapa hd a liberacdo de

energia via calor latente de maneira que temperatura do sistema ¢ mantida constante.

4.1.2 Transi¢cOes de segunda ordem

As transi¢Oes de fase de segunda ordem também sdo chamadas por transi¢des de fase conti-
nua. Esse nome se deve as primeiras derivadas, associadas aos seus potenciais termodindmicos,
serem continuas!'® ', Nessas transicoes ndo hd presenca de calor latente e o sistema apresenta
uma mudanga continua em sua simetria ao longo da passagem pelo ponto de transicdo.

Sistemas caracterizados pela transi¢oes de segunda ordem exibem, ao menos, duas fases de
diferentes simetrias; onde uma destas ¢ maior que a outra. Por exemplo, sistemas ferromagnéticos
apresentam alinhamento de seus spins quando abaixo do ponto de transicdo. Este fato gera uma
fase de alta simetria (ou fase ordenada) no sistema. Entretanto, acima deste ponto, a orientacao
de seus spins ¢ aleatdria e consequentemente a sua fase torna-se completamente desordenada e

sem simetria.

4.2 Teoria de Landau

A teoria de Landau € uma teoria que descreve fendmenos que ocorrem ao redor de um ponto
criticot'?. Em particular esta teoria estuda transi¢des de fase de segunda ordem, e sua definicao
¢ baseada em um parimetro de ordem 1 que melhor descreve a simetria de um dado sistema.
Para sistemas ferromagnéticos, por exemplo, este pardmetro € a magnetizacao (i.e. n = M).

Para desenvolver a teoria de Landau para sistemas ferromagnéticos, definiremos generica-
mente o potencial termodindmico F = ¥ (B, T,n), chamado de funcional de energia livre (ou

energia livre de Landau)!'?. As grandezas termodindmicas B (campo magnético) e T (tempera-
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tura) deste funcional, possuem valores arbitrarios. Entretanto, os possiveis valores do parimetro
1 s6 sdo determinados pela minimizacio deste funcional para um dado Be 7.

Durante o processo de transi¢do de fase de segunda ordem, r assume valores pequenos
quando o sistema encontra-se préximo do ponto de transicdo. Por isto, expandimos F(B, T, n)
em série de Taylor em poténcias de 7 em torno da vizinhanca deste ponto:
¢ 4

a 2 3 b
a ¢ Z 4.1
KRR 4.1)

onde «, a, b, ¢ sdo fungdes de B e T'. Considere que o funcional F(B, T, ) represente a energia

F=Fo+an+

livre de um material magnético. Sendo o campo externo B = 0, o pardmetro de ordem 7 = M,

seu Hamiltoniano € descrito pela expressao

H=-3J ) 85 (4.2)

(i.j)
em que J € o termo de troca e S;3; a interacdo entre spins (somente entre primeiros vizinhos).
A simetria deste sistema, descrita no Hamiltoniano da Eq.(4.2), implica que a Eq. (4.1) seja
invaridvel sob simetria de reversdo temporal (i.e M — —M). Consequentemente, todos os
termos impares na expansdo da equacdo Eq.(4.2) devem ser nulos e portanto « = 0 e ¢ = 0.

Assim,

b
2
Para que este funcional represente uma transicao de fase de segunda ordem, a constante a

F = Fo+ gMZ + 2 M, (4.3)
deve ser nula no ponto de transi¢ao (i.e. a = (). Para que isto ocorra, é necessdrio que a < 0
na fase de mais alta simetria e que a > 0 na fase desordenada'?. Garantir isto ¢ 0 mesmo que
minimizar a energia e verificar que antes do ponto de transicdo M # 0 e que depois M = 0.
Além disto, para um bom condicionamento do funcional de energia, dltimo termo da ex-
pansao deve sempre ser maior que zero (i.e b > 0). Com isto, a concavidade do funcional
F(B,T, M) assegura a convergéncia do sistema para um valor finito num minimo de energia.
Portanto, minimizamos o funcional de energia representado na Eq. (4.3) encontramos que a

magnetizacao ¢ expressa por,

(ST

m=EEH (4.4)

0.

Como na teoria de Landau assume-se que o valor da constante a pode ser expandida préxima

ao ponto de transi¢do de fase por meio da relacio,
a=d(T-6.). 4.5)

Assim, a expressiao para a magnetizacdo em funcio da temperatura do sistema ¢

Mo +4(%£) (0. -T2, (T < 6,) w6
0. (T > 6,) |



Capitulo 4. Transigdes de fase e Teoria de Landau 34

Note que a Eq.(4.6) para (T < 6.) a magnetizacado M = =M, onde M; é a magnetizacdo
espontanea do sistema, faz com que ¢’ > 0. No caso contrdrio, (T > 6.) onde M = 0, faz com

que a’ < 0.

Considerando o campo magnético externo

Ao considerar a presen¢a de um campo magnético externo, o funcional da Eq. (4.3) recebe
a contribui¢do do termo de energia Zeeman, i.e. H, = Zi(gygg . 8;)/2 = —=BM. Note que este
termo ¢ linear em relacdo a magnetizac@o e portanto, sua considera¢do implica na quebra de
simetria de reversdo temporal do sistema. Vale ressaltar que este termo nao € devido a expansao
de Taylor. Dessa maneira, reescrevemos a Eq.(4.3) como sendo
/
MMZ + §M4 - BM. (4.7)

T =%+

Novamente, para analisar o ponto de transi¢ao de fase devemos minimizar a Eq. (4.7). Fazendo

isto, encontramos a expressao,

B=d (T -0)M +2bM>. (4.8)

Note que esta expressdo da Eq. (4.8) permite avaliar o sistema no ponto de transicdo. Quando

T = 6., tem-se que a magnetizacao do sistema devido ao campo magnético externo ¢
M= ( — . 4.9
5] “9)
Resumindo, os pontos onde 7' < 0, ¢ T > 6. correspondem as fases do sistema, enquanto
que T = 6. € ponto de transicao de fase. Esta andlise é facilmente observada [Fig.(9)] quando

plotamos o grafico da energia livre em funcdo da magnetiza¢do ( que neste caso € o parametro
de ordem).

T </6,
M

Figura 9 — Este gréfico representa a energia livre em funcdo da magnetizagdo. Note que em
T < 8. existem dois minimos que correspondem a magnetizagdo do sistema. Quando
T > 6., o tnico ponto de equilibrio corresponde a magnetizacao nula. ParaT = 6. o
sistema ¢ instdvel e qualquer flutuacdo causa alteragdo na configuracdao do sistema.
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Susceptibilidade magnética

Além da magnetizacdo M, a susceptibilidade y também pode ser calculada utilizando a

teoria de Landau por meio da expressdo obtida na Eq. (2.10). Assim, quando B = () temos

1 ‘ OrF ‘ a' (T -6.) >0,
x1B=0 OM2IB=0 |24/, —T), T < 6.

(4.10)

Calor especifico

Analogamente aos cdlculos de magnetizacio e susceptibilidade, o calor especifico magnético
(Cn) € obtido via teoria de Landau por meio da Eq. (2.12), isto &,
O*F
Cn=-T——7| . 4.11
" aT? Im (1)
Para encontrar os valores de Cy,, basta substituir a Eq. (4.6) na expressao da Eq. (4.3) de

maneira que o funcional F seja reescrito como

F=Fo+ 20 -Ta+a@:.-T)] (T <6 (4.12)
F = Fy = constante (T > 6,) (4.13)

Assim, o calor especifico C,, assume dois valores distintos,

a')?/b, T <6
Cp = @y/ ¢ (4.14)
0, T>8,.

Para a regidio em torno do ponto critico, verifica-se que quando T’ < 6., o valor G, = (a’)?/b,
estd no limite T — 6;. ParaT > 6., o calor especifico estd no limite 7 — 6 ¢ assume valor
Cr=0.

4.2.1 Expoentes criticos e classe de universalidade

Por meio da teoria de Landau, obtivemos os valores da magnetizacdo, susceptibilidade e
calor especifico para sistemas ferromagnéticos que apresentam transicdo de fase de segunda
ordem. Entretanto, independentemente da maneira como esses parimetros se relacionam, a
lei de poténcia que descreve suas variagdes em T (i.e. T, T'/2 ¢ T! para calor especifico,
magnetizacdo e susceptibilidade respectivamente) em torno de 6. sdo exatamente as mesmas
para quaisquer sistemas fisicos que também sofrem transi¢des de fase de segunda ordem!'?.

Os valores associados a estas poténcias, sdo denominadas expoentes criticos (o = 0, 8 = 1/2,
v = 1), e ndo dependem dos detalhes fisicos que envolvem o sistema. Estes expoentes,
encontrados nos cdlculos envolvendo o calor especifico Cy,, magnetizacdo M e susceptibilidade

X, estdo sumarizadas de acordo com suas propriedades fisicas na tabela a seguir[l]:
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1. Calor especifico Cp « |T -6, a=0
2. Magnetizagio Ms o |T-6.F p=1/2
3. Susceptibilidade y « [T -6, y=1

Em mecénica estatistica, estes expoentes definem uma classe de universalidade. Essa classe
define um conjunto de sistemas que apresentam propriedades fisicas similares durante o processo
de transicdo de fase. Um exemplo pritico que mostra essa similaridade ¢ encontrado na teoria

de Ginzburg-Landau para supercondutores[13’ 4,
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5 Modelos que descrevem sistemas magneé-
ticos

Para descrever as propriedades magnéticas de um sistema, ¢ necessdrio compreender a
origem das suas interacOes e de suas propriedades termodindmicas. Em geral, esta origem
deve-se aos constituintes da matéria que possuem momentos magnéticos que interagem entre si.

Para compreender quantitativamente os fendbmenos magnéticos observados em metais, Hei-
senberg (em 1926), propds um modelo onde tais efeitos dependiam da interagdo spin-spin dos
clétrons!!!. Em sua teoria, ele considera N spins que estdo localizados individualmente sobre
os sitios de uma rede cristalina onde a intera¢do recorrente ¢ de origem eletrostatical'> 161,
Com isto, tratando o problema quanticamente via teoria de pertubacio, Heisenberg descreveu a
energia necessdria para que os elétrons de cada sitio trocasse de lugar.

Neste capitulo iremos estudar modelos que serviram de base para o estudo neste trabalho.
Serd apresentado primeiramente o modelo de Heisenberg, em seguida, o modelo de Ising, e
também serd abordada a técnica de matriz de transferéncia em modelos exatamente soluciond-

veis.

5.1 O Hamiltoniano de Heisenberg

Considere um caso onde o sistema sélido com N spins nas posi¢des {r;} ¢ N nucleos,

comumente centrados numa rede periddica nas posi¢des {R;} sdo descritos pelo hamiltoniano

H =H(r),

1A Ze? 1 e
7_{ - _ P + — _— 51
Zi: 2m, IZI: Ameplr; — Ry 2 IZJ: dreglr; — 1l (5.1)

O primeiro termo deste Hamiltoniano descreve a energia cinética dos elétrons na rede; o

segundo, a interacio ndcleo-elétron e o terceiro a interagdo elétron-elétron. Esta equacdo define
a equagio de Schrodinger HY = ¢V, onde ¥ = Y({R;}, {ri}) ¢ a funcdo de onda total que

descreve este sistema. Uma maneira simplificada de reescrever este Hamiltoniano ¢,
H=Hy+U, ondeHy=T+V, (5.2)

onde os termos 7', V correspondem a energia cinética e potencial elétron-nucleo, e U a interacao
somente entre os elétrons. Em geral, esta consideragcdo ¢ suficiente para descrever a ideia de
interagdo entre os spins eletronicos.

A construcdo da fungdo de onda total ¥ para férmions, deve estar condicionada ao principio
de exclusdo de Pauli. Este principio afirma que esta funcdo ndo pode representar 0 mesmo

conjunto de nimeros quanticos (e.g. orbital), e por isto € necessdrio que seja antissimétrica.
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Esta anti-ssimetria ¢ satisfeita quando utilizamos o determinante de Slater!!!, que ¢ definida pela

relacdo

¢(ri)n drie ... dr)N

1 | ¢(r)n )i ... ¢(r)n

Y(r,r. .. = — , (5.3)

() SN ... v
onde os indices n,/,...N indicam os orbitais atbmico que estdo relacionados as posig¢oes
r1, ra, ...ry dos elétrons.

Como o objetivo € entender como ocorre a interacdo eletrdnica, consideramos por simplici-
dade, somente a interacao entre dois elétrons. Dessa maneira, reescrevemos a Eq.(5.3) de forma

que

L fp(ri)n ¢(ron) _ 1
— = — ¥ -yl 5.4
V2 (¢(l”2)n o)) V2 Wil oY

sendo 1 = ¢(r)ud(n); e Yy = ¢(r2),¢d(r1);. Devido ao principio de Pauli, também & neces-

¥(ri, ) =

sario que Y¥(r,r) = 0 quando ¢(ry) = ¢(r2), onde Y(r,r) = =V (r2,r1). Sendo assim, ao

considerarmos a presenca de spin, temos que a fung¢ao de onda total ¢ escrita como

¥ = 0:(L2xa(L2).  ¢:(1.2) = 0 + ) (5.5)
Wi = a(L20xs(12). ¢a(1.2) = W1 = ¥2). (5.6)

As fungdes (spinores) y;(1,2) e y4(1,2), indicadas na Eq.(5.6), representam respectivamente
os possiveis estados dos spins quando estdo paralelamente ou antiparalelamente dispostos. Em
particular, o spinor y;(1,2) caracteriza o estado de tripleto (i.e. quando a soma do momento
de spin total € S = 1); enquanto que y,(1,2) representa o estado de singleto[l’ 151 S =0).
Matematicamente estes spinores sdo representados como

Xa = {%(T\L 1T, ondem=0 (5.7)
17, onde m = 1

Xs = %(T\L +1T), ondem=0
U, onde m = —1

onde o termo m representa o nimero quantico magnético. Este nimero associa a orientacdo
espacial de certo momento magnético, gerado por um elétron.
DaEq.(5.2), exclui-se o termo da energia potencial V elétron-nicleo, visto que consideramos

1161 Devido a isto, o Hamiltoniano Hy torna-se somente o

somente interacOes entre elétrons
termo de energia cinética 7. Com isso, o Hamiltoniano total H passa a ter um termo perturbativo

devido a interacdo U = 2 [4mep|r1 — ra|. Portanto, equagdo de autovalores,

HY 1 = e (5.8)
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onde g7 corresponde, respectivamente, as energias dos estados de singleto e tripleto, tem sua
solu¢do ¢ obtida por meio da teoria de pertubacdo. Assim, basta primeiramente solucionar

det(H — &) = 0. Considerando que Howl,z = 8?2%,2’ obtemos que,

dot (Hoiw (e _0, (5.9)
(H)1 (H)x
onde,
(Hh1z = (H)1 = Jus = /¢(l”1)1¢(l”2)2U¢(’”1)2¢("1)1d1”1d1”2 (5.10)
Fn1 = Pz = K = [ 16001 PUI8G):Par s, (5.11)

Percebe-se que a integral ;s possui o termo U, que € a expressdo do potencial de interagdo
que relaciona ambos os elétrons. Isto significa que J, s representa a energia correspondente a
regido que as fungdes de onda de ambos os elétrons superpdem-se. Ao encontrar os autovalores
da matriz Eq.(5.1), obtém-se dois distintos valores para a energia total do sistema. Isto ¢,
g1 = €% + K — g, para a parte antissimétrica (referente ao singleto), ¢ €77 = ¢° + K + J; para
a simétrica (referente ao tripleto). Consequentemente, manipulando relagdes das energias €y,

com a defini¢cdo encontrada anteriormente para J na Eq. (5.11), temos

J =len—ell=1Ja+ sl (5.12)

Quando a energia do estado de tripleto ¢ maior que a de singleto, ou seja €77 > €7, 0 termo
de troca torna-se J = Js > 0. Com isso, hd formacgao do estado tripleto em toda rede e portanto

171 Se a energia g7 > gy, entdo J = J, < 0 ¢ hd formacao

o0 sistema torna-se ferromagnético
do estado de singleto, consequentemente a rede torna-se antiferromagnética. Dessa forma, ;¢
¢ denominada como integral de troca (ou exchange).

Além disto, nota-se que ao encontrar os autovalores da matriz Eq.(5.1), obtém-se dois

[17]

distintos valores para a energia total do sistema Isto é, & = & + K + J; para a parte

simétrica e g7 = €° + K — 9, para a antissimétrica. Consequentemente, nota-se que além da

defini¢do da Eq. (5.11) encontrada para J este também € definido como

1 1
J =3ler—enl =519 = Tl (5.13)
Ainda considerando o sistema formado por dois elétrons, cuja autofuncio esta representada
naEq. (5.6), temos que o spin total é dado por § = 1 + 55, onde o operador $? satisfaz a relagio,
S?W 1 = S(S + DR*¥ g, (5.14)

€ assim segue que,

Wi o= (57485 +2815)¥ (5.15)
[S1(S1 + 1) + S1(Sy + D] F2¥1 17 + 2518:¥1 1. (5.16)
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Portanto, isolando o termo de interacdo entre os spins, sabendo que 87 = $2 = 1/2 e que

fi = 1, obtemos

SlSz = %[S(S + 1) - Sl(Sl + 1) - Sz(Sz + 1)] = 1/2

S(S+1)— %] : (5.17)

NaEq. (5.17), quando § = 0 (estado de singleto), S15> = —3/4, porém quando S = 1 (estado
de tripleto), $152 = 1/4. Ao multiplicar J em ambos os casos, encontramos a dependéncia

direta entre o termo de troca e a interacio entre os spins, isto &,

1
Ja = ZJ—jSlsz, para § =0 (5.18)
Is = %j+ JS818, para$=1. (5.19)

Ao unir estes resultados - Eq. (5.19) e (5.19) - 4 energia total referente ao Hamiltoniano do

sistema, temos

by
Il

el + & =2(g°+1<) + (T =T (5.20)

2(80+K)+

1
%J . jslsz] _ [ZJ _ jslsz] (5.21)

250+(K+%j)

+ 2jSlSz (5.22)

Como o termo entre colchetes ¢ constante,pode ser redefinido para o seu ponto zero de
energia[17’ 151 Além disso, devido as defini¢cdes consideradas neste trabalho, onde J < O indica
o fendmeno de antiferromagnetismo ¢ J > 0 o ferromagnetismo, define-se que J = - 9/2.
Portanto a Eq.(5.22) torna-se

H=-9515%. (5.23)

Toda deducido do Hamiltoniano realizada anteriormente considerou somente a interagdo
entre dois elétrons. Além disso, deve-se ter em vista que o termo de spin §; indicado na Eq.

(5.23) é um vetor tridimensional. Portanto,
S; =S8+ + 52 (5.24)

Logo, para a generalizacdo expressao da Eq.(5.23), que considera a interac@o entre spin-spin

numa rede cristalina de N spins localizados ¢é

N N
H = - Z FiiSiSj = - Z Jij(S}S + 88T + 8759, (5.25)
i,j i,j

onde o somatério desta equacdo indica a interacdo entre os pares de spin i,j (i.e. primeiro,
segundo, terceiro,...vizinhos). Este Hamiltoniano ¢ conhecido na literatura como modelo de
Dirac-Heisenberg. Neste modelo, quando J;; > 0 o Hamiltoniano ¢ dito ferromagnético,

enquanto que se J;; < 0 é chamado de antiferromagnético.
j
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Quando o sistema ¢ ferromagnético, seu estado fundamental indicado pelo Hamiltoniano
da Eq. (5.25), corresponde ao alinhamento de todos os spins. Por outro lado, quando trata-
se de antiferromagnético, o estado fundamental do Hamiltoniano corresponde a disposi¢io
antiparalela dos spins (estado de Néel).

Quando o sistema ¢ ferromagnético (FE), seu estado fundamental indicado pelo Hamiltoni-
ano da Eq. (5.25) corresponde ao alinhamento de todos os spins. Por outro lado, quando trata-se
de antiferromagnético (AF), o estado fundamental do Hamiltoniano corresponde a disposicao
antiparalela dos spins. Particularmente, para este caso, o estado fundamental ndo representa
um auto-estado da Eq. (5.25). Isto ocorre pois € necessdrio que todos os spins de sua rede
combinem-se a fim de resultar num spin efetivo nulo. Na verdade, estabelecer este estado ¢ uma
das maiores dificuldades no estudo de materiais antiferromagnéticos por meio do modelo de
Heisenberg.

O problema unidimensional de um sistema AF foi solucionado por Beth Ansatz!!8 1% 20!
para o Hamiltoniano da Eq.(5.25). Ele mostrou que o estado fundamental desse sistema AF é
nio-degenerado, desordenado e apresenta somente interagdes de curto-alcance. No caso em que
o spin seja semi-inteiro (e.g. § = 1/2), a diferenca entre a energia do primeiro estado excitado e
o estado fundamental € nula. Por outro lado, para spins inteiros (e.g. S = 1) existe um gap entre
essas energias.

A existéncia (ou auséncia) deste gap na energia, influencia diretamente as propriedades
termodindmicas do sistema (seja FE ou AF). Por exemplo, em ambos os sistemas, para spin semi-
inteiro no limite de baixas temperaturas, as grandezas termodinidmicas como calor especifico e
susceptibilidade comportam-se segundo a lei de poténcias. No entanto, em sistemas AF para
spins inteiros, essas propriedades termodindmicas sdo qualitativamente diferentes, conforme foi
proposto pela conjectura de Haldane!?! 22!

Dependendo das intensidades das interagdes apresentada pelo termo de troca ., obtemos
dois casos particulares para o Hamiltoniano de Heisenberg. Sdo estes, o modelo xy ¢ o modelo
de Ising.

5.1.1 Modelo xy

O modelo XY corresponde a redes onde as interacdes num dnico eixo é muito menor do
que nos demais. Em outras palavras, este modelo representa sistemas onde jli << (jl.);., jli)

e, portanto, o0 Hamiltoniano fica

N
- - Y QY
H==) Jy(S;s;+5!S). (5.26)
L
Os pioneiros no estudo deste modelo foram Matsubara e Matsudal®* >¥. Eles solucionaram,
de forma exata, o caso unidimensional deste Hamiltoniano para spin 1/2. No caso bidimen-

sional (2d), o sistema sofre uma transicao do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless (criacao de
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)[25, 26]

vortices , que nao estd envolvido com quebra espontdnea de simetria, mas ainda assim

separa o sistema em fases ordenadas e desordenadas.

5.1.2 Modelo de Ising

O modelo de Ising corresponde fisicamente ao limite no qual jli >> (jl.);., jli) e, portanto,

temos o seguinte Hamiltoniano

N
H = Z Tij(S5S3). (5.27)
LJ

Para este modelo, existem solugdes exatas para os casos unidimensionais (1d) e bidimensio-
nais (2d) sem campo magnético externo. O caso 1d na presenga de campo externo também apre-
senta solucdo analitica exata. Entretanto, as solu¢des para os modelos 2d e 3d que consideram
campo magnético externo, ainda estdo em aberto. Somente por meio de técnicas computacionais
(e.g. expansdo em série, simulacdo de Monte Carlo) tais modelos sdo soluciondveis.

Na secdo a seguir, abordaremos a teoria do magnetismo segundo o modelo de Ising, bem

como 0s casos que sao analiticamente soluciondveis.

5.2 Solugdes exatas de sistemas magnéticos

Para encontrar a solucdo exata de algumas redes magnéticas, consideraremos o modelo
proposto por Ernst Ising (introduzido na se¢do anterior). Neste modelo, considera-se uma rede
(ou cadeia) linear contendo N sitios equidistantes ocupados por um unico spin. Cada spin
pode representar somente dois valores distintos, sendo estes +1 (up - T) ou —1 (down - |). O
Hamiltoniano € definido em termos do conjunto {S; = +£1} que determina a configuracido do
microestado de todo sistema, onde i = 1,2, 3...N representa a ocupagdo deste spin na rede.

Durante todo o tratamento analitico a seguir, consideraremos o termo de troca [f;; = J

constante, pois em todo nosso estudo consideramos somente redes com ligacdes isotrépicas.

5.2.1 Modelo de Ising unidimensional (cadeia linear)

Na presenga de um campo magnético externo B, o Hamiltoniano que descreve o modelo de

Ising unidimensional é

N N
H=-F ) SiS-B) S (5.28)

i=1 i=1
onde Sy+1 = §1 € a condiclo periddica de contorno necessdria para solucionar o problemam].
Além disto, devemos encontrar a funcio de particdo Z para podermos determinar as relagdes

termodindmicas que este modelo descreve. Sendo assim, considerando somente a interacao
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entre primeiros vizinhos, i.e. {S;} = {5152, 5253, $354, ..., SN_1 SN, SN S1 }, Obtemos que

YYD Z exp ( kBT) (5.29)

S1 852 83

Z

= > 3> Zexp _LT( jiSiSm—BiSi) (5.30)
s1 82 83 i=1 i=1
N
= ;;; ZexP{kB%; jSiSi+1+§(S,~+S,~+1)]}, (5.31)

Visto que o sistema ¢ infinito, entre as equagdes (5.30) e (5.31) usamos que 2S; = (S; + Si+1),
para que o Hamiltoniano H seja escrito em termos de elementos de matrizes. Com isso, devido
as possibilidades de configuragdo de spin, definimos uma matriz 2x2 chamada 7, tal que seus

elementos sdo definidos pela relagdo (S;|7|Si;1). Assim,

- (5.32)

_ T+ 1) (+1T|-1) _ Wth oW
\=ur+y -y -n) o

onde w = J/kgT e h = B/kgT. Esta matriz T também ¢é conhecida como matriz de

transferéncial?’ 1¢

e podemos calcular o seu autovalor associado solucionando a equagao ca-
racteristica det(T" — Al) = 0, onde I é a matriz identidade. Por meio desta equagio, obtemos o

polindmio caracteristico e os seus autovalores A, respectivamente,
A2 —22e¥cosh+2sinhCw) =0, onde A =e” [cosh(h) (51nh2(h) + e_4w)] (5.33)

Utilizando uma matriz A tal que A™' = A’, realizamos a operagdo de transformacio de
similaridade ATA~! de forma que T torne-se uma matriz diagonal. Como esta transformagio
ndo elimina a caracteristica do trago (7r) da matriz diagonal 7', dizemos que o trago da matriz

T diagonalizada é,

0
A ) =A; + A_. (5.34)

Tr(T) = (A(;

ApOs todas estas definicoOes, reescrevemos a fungdo de particdo de maneira a representar o

traco encontrado na Eq. (5.34). Assim,

Z-= ZZZ Z<Sl|T 1$)(S21)T185)-- (SN ITIS1). (5.35)

5253

Utilizando a relagdo de completeza g, = [5;)(S;i| = 1 temos,

Z = Y (SITNI$1) = Tr(rN) = 27 + Y. (5.36)
51
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Note que devido a defini¢do da Eq. (5.33), 4, > A_. Com isto, por meio de manipulagdes,

algébricas o logaritmo! da funcio de particao (por spin) torna-se

N
1+ (k) .
At

Para um conjunto de spins extremamente grande (i.e. N — o0), a Eq.(5.37) assume valor A,

1 1
—logZ =log(A,) + Nlog (5.37)

N

no limite termodinimico. Assim, usando a identidade e = [cosh(2w) — sinh(2w)]/2 na Eq.
(5.33), temos

locZ=w+N {cosh(h) + [cosh?(h) — 2 sinh(2k)] %} . (5.38)

A partir desta Eq. (5.38) a func¢do de particdo, obtém-se as diversas propriedades termodinamicas
associadas ao sistema, tais como energia interna U , calor especifico magnético C,,, magnetizacao

M e susceptibilidade magnética y.

5.2.1.1 Solugéo exata unidimensional na auséncia de campo externo

Na auséncia de campo magnético externo (B = 0), a Eq.(5.31) ¢ reescrita como

Z= ; ; SZ exp [W(S1Ss + 5283 + ... + Sn_1Sn + SnSi]. (5.39)
1 2 N

Por simplicidade, nesta deducdo consideramos que o spin no sitio N seja oposto ao seus
adjacentes N — 1 e N + 1. Assim, por meio da condicdo de contorno Sy = Sy,1 = 1, a dltima

somatoria torna-se

Z eVSNSL = oW L oW = D coshw. (5.40)
Sy

Feito isto, entende-se que as intera¢des entre os spins nos sitios (N,N — 1),(N — I, N — 2)...
apresentam a mesma mecanica de resolugdo. Sendo assim, substituindo os valores da Eq.(5.40)
na Eq.(5.39), quando N — oo, temos que a fun¢do de particdo ¢

Z =2N(coshw)", (5.41)

onde o termo 2" refere-se as o nimero de possiveis configuracdes (dada pelos spin up ou down)

que cada sitio apresenta.

5.2.2 Modelo de Ising bidimensional (rede quadrada)

A andlise do modelo de Ising em 2d ¢ bastante similar ao 1d. No entanto, para este caso,
consideramos uma rede quadrada (ou plano) de N = n? spins constituidas de n linhas e n

colunas!?’!

. A condi¢do de contorno nesta geometria exige que a (n + 1)-ésima linha e coluna
sejam idénticas a primeira linha e coluna respectivamente. Feito isto, a topologia do sistema

altera-se, como ilustra a Fig.(10).
1

Como na maioria dos problemas em mecanica estatistica, tanto os potenciais quanto as grandezas termodina-
micas estdo definidas por meio do logaritmo, decidimos calcular explicitamente esta expressao para fun¢ao de
particdo.
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Figura 10 — Topologias para a solu¢do da rede bidimensional de Ising

Columns —
1 2 3eeen n+l=1
10

n columns

2 q

3

<«— Rows

n

n rows

n + 1 =1 0——-O——O———0

Fonte: HUANG. K. Introduction to statistical physics

Neste sistema, define-se u, como o conjunto da cole¢do de spins na a-ésima linha, ou
seja, o = {81,582, 53, ..., SN }o-ésima linha. Assume-se também que a interacdo existente entre oS
conjuntos { u1, 42, ..., un} € de primeiros vizinhos e por isto, esta deve ocorrer somente entre as
linhas (@ — 1) e (@ + 1). Com estas defini¢des, a condi¢do de contorno citada anteriormente
requer que

Un+l = (1, O queimplica em, S;.1 = 81. (5.42)

Assim, podemos escrever o hamiltoniano deste sistema bidimensional da seguinte maneira

H{p. p2, 43, .o IN} = Z [E(Has ta+1) + E(ue)],  onde (5.43)
a=1
Eup)==-T Y88, 8w = [~T S - BSi. (5.44)
i=1 i=1

O termo &(u, 1) indicado na Eq.(5.44) representa a energia entre as linhas das redes dos
conjuntos y = py € 4’ = pe+1 devido a interacio spin-spin: O termo E(u) representa a energia
do conjunto u, devido ao campo externo B em cada linha da rede. Com o Hamiltoniano da
Eq.(5.43). a fun¢do de parti¢do do sistema fica,

Z = Z Z Z exp {—ﬁ 2[5{,“”. o) + E(la)] } . (5.45)

H1 2 Hn X a=

A matriz de transferéncia 7 dcefinida para ceste caso scrd de tamanho 2”x2". Scus clementos sdo
obtidos por meio da equagio

kpT &

, 1 n
(UT|') = exp {—— 1S (tas Hat1)s +8(/Ja)]} (5.46)
a=1

dessa maneira, aplicando conceitos andlogos aos definidos na secdo anterior, a Eq.(5.45) ¢

reescrita como

Z=3 3 D Tl gl Tl gl TVth) = G| T ) = Tr(T™, (5.47)

H1 K2 Hn
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onde T é a matriz

‘200 0 0
0 A2 O 0
0 0 43 0
T = (5.48)
0 0
0 0 O Aon
\ !
Por fim, a funcio de parti¢do torna-se
2n
Z=>) . (5.49)
a=1

Note que ao encontrar a expressao para a fungdo de particdo, basta solucionar as Egs. na
(2.20) para encontrar a energia livre de Helmholtz F, a energia total U e a entropia §. Isto &,
F=—ksThZ, U=-1"21 (f) s=- (5.50)
ar \1 or
Feito isto, torna-se um processo ficil encontrar os valores de calor especifico Cy,, mag-
netizacdo M e a susceptibilidade y para o sistema por meio das Eqs (2.9), (2.10), (2.11) e
(2.22).

5.2.3 Modelo de Ising bidimensional (rede triangular)

Considere uma rede triangular com N spins que interagem com seus primeiros vizinhos (note
que cada sitio apresenta interagdo com 6 primeiros vizinhos - Fig.(11)). Essa configuracdo ¢
composta por n linhas horizontais e m colunas inclinadas (N = n X m), onde interagdo spin-spin
e spin-campo magnético ¢ semelhante a aquela considerada na solucio do Ising unidimensional

(ie B Zf\i 1 8i). Iremos supor que nesta rede os spins assumam valores +1 (spin "up") ou —1

(spin "up").

Figura 11 — Rede triangular de Ising com interagdo com 6 primeiros vizinhos

Assim como nas solugdes para as redes anteriores, o objetivo aqui ¢ encontrar a funcio de

particdo Z que descreve a configuragcdo do sistema. Para isto, inciaremos escolhendo n = 3

linhas e m = N /3 colunas, pois a fun¢do de particdo paran,m — oo € complicada[zg].
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Figura 12 — Esta rede ¢ uma aproximagdo para o modelo triangular considerado

1 2 3 4 N/3

3

Fonte: Investigation of two-dimensional triangular Ising lattice in the absence and presence of
a magnetic field, Chinese Journal of Physics 41, 383-398 (2003).

Essa escolha baseia-se na seguinte explicagdo. Note que da relacdo N = n X m, o valor de

N representa o numero de spins presente na rede [Fig.(12)], portanto,

I.SeN=9, m=3, pois9=N=3xX3,
2.SeN=6, m=2, pois6=N=3X2,
3.SeN=3, m=1, poisl=N=3x1.

Assim, torna-se conveniente definir n = 3 e m = N /3. Perceba que esta escolha faz com que
cada spin nfio tenha seis primeiros vizinhos, como ilustra a Fig.(11). E necessdria uma condicio
de contorno que resgate esta configuracdo. Para isto, basta considerar que cada spin da primeira
linha da i-ésima coluna (inclinada) seja conectada com o spin da terceira na linha i+1 da j-ésima
coluna [Fig.(13)].

Figura 13 — Esta rede ¢ uma aproximacgdo para o modelo triangular considerado

Fonte: Investigation of two-dimensional triangular Ising lattice in the absence and presence of
a magnetic field, Chinese Journal of Physics 41, 383-398 (2003).

Como cada spin sé assume dois valores distintos, temos 8 diferentes configuragdes de estado
para a rede triangular, como mostra a Fig.(14).

Dessa maneira, a funcio de particio do modelo considerado (na presenca de campo magné-
tico B) é,
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Figura 14 — Todas as possiveis configuracOes para uma Unica camada da rede triangular.

Zn = > 33D exp _!:{T) (5.51)
518 83 S%(
/ N N
- ZZZ...Zexp —ﬁ(—jZSiS,-H—BZs{-) (5.52)
ST 8§28 s_g ) \ =1 =1
N
= ;;;%}eﬁ){%; S,'Si+1+§(S,'+S,‘+1) ] (5.53)

Note que a soma ¢ sobre as configuracdes das redes na Fig.(14) que compdem o conjunto
{s1, 52, 53}. Entre as equacdes (5.52) e (5.53) usamos novamente a transformacio S; + S;.| = 235;
para que o Hamiltoniano H seja escrito em termos de elementos de matrizes. Com isso,
devido as possibilidades de configuragdo de spin ("up"ou "down"), definimos uma matriz 8x8

chamada T, tal que seus elementos sdo definidos pela relacdo (S;|7a|Si+1). Apds solucionar

esta matriz[zg], a func¢do de particdo torna-se,
N N
Z% = Z<51|TA3 Sy =Tr(Ty ) = /IM (5.54)
N

Assim como a matriz na Eq. (5.32), T ¢ a matriz dc transfcréncia. Portanto, similarmentc

ao cdlculo ja realizado na Eq.(5.33), por meio da equacio det(Tp — A1) = 0, encontramos que

1

1-3x+VI-6x-3x2|"
Zu=dy = 240" cosh@w), onde  fi(x) = 3”\/2 X =3X 1" (555
m*—1
y = 21 5.56
§ (m* + 1)? (5.36)

A Eq. (5.56) representa a funcdo de particdo para o modelo n = 3 e m = N /3. Por meio
desta equacdo, obtém-se as propriedades termodinamicas utilizando as Eqgs (5.50),(2.11), (2.10)

e (2.9). Se acrescentarmos mais linhas a0 modelo considerado, i.e. n = 4,5, 6, ...N, a condicdo
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de contorno do sistema muda ¢ a solu¢io da fun¢do de particao torna-se cada vez mais dificil,

visto que a dimensdo da matriz 74 aumenta. Para as demais solugdes ver referéncia 28.

5.3 Teoria do campo médio

A teoria do campo médio € uma técnica de aproximagdo para solucionar o modelo Ising em
qualquer dimensdol®”. Esta aproximacao nio ¢ muito precisa e depende da dimensionalidade
do sistema considerado, i.e. se ¢ Ising unidimensional (1d), bidimensional (2d), tridimensional
(3d) e assim por diante.

Para compreender o conceito por trds da teoria do campo médio, considere 0 Hamiltoniano

H=-3J ) SS;. (5.57)
i)

¢
XX
¢4

Figura 15 — Nesta figura somente o spin central ¢ capaz de mover-se; 0os demais spins estao fixos

Seja §; um spin qualquer na rede de spins de Ising. Assuma n como o nimero de primeiros
vizinhos ao redor deste spin. Considere que por um dado instante, os spins ao redor de §; estdo
congelados (ou estdticos), enquanto que o préprio spin §; ¢ livre para apontar para cima (spin
"up") ou para baixo (spin "down")[Fig.(15)]. Se §; for "up", entdo a energia de interacio H,

entre os spins vizinhos é

Ho==3 ) Suizinhos = =T n(Svizinos) = =T nM, (5.58)

vizinhos
onde (Syizinhos) = M € a magnetizacdo devido a média dos alinhamento dos spins vizinhos a S;.
Entretanto, Se §; for "down", entdo a energia de interagdo H, serd

H =-9 Z Svizinhos = =T WSvizinhos) = + T nM. (5.59)
vizinhos
A fungdo de particdo para este spin S; serd, portanto
JnM InM\
. — —_ = 2 cosh . .
Zi=exp e + exp il cos ( e } (5.60)
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Pela aproximacgdo do campo médio, a magnetizacdo M, do spin de S; deve corresponder ao

valor médio das somas dos spins ao seu redor, portanto, pela defini¢do da Eq.(2.22), temos que

JnM _ _InM ¥ S nM
M= S = (1)69517‘ ksT | +( 1)€XP| b7 | smh( kT ) S TnM = w1
i = \Vvizinhos/ — TaM oM X TaM = kBT = .
exp |7 | +exp | -7 cosh (==
(5.61)
Note que a ideia central proposta pela teoria do campo médio, é afirmar que
M = (Svizinhos) = M. (5.62)

Como consequéncia desta teoria, a Eq. (5.61) torna-se uma equacgéo transcendente, isto &,
em ambos os lados da Eq.(5.61) aparece o fator magnetizacdo M. Uma maneira conveniente

de solucionar este tipo de equagdo € plotando ambos os lados da equagdo [Fig.(16)].

Jnm
tanh( T

) tanh(%)

Figura 16 — Os graficos acima representam a solu¢do da Eq.(5.61). O primeiro grafico (a
esquerda) representa o comportamento da magnetizacdo quando JnuM kT < 1.
Enquanto que o segundo grifico trata o caso onde JTnM/kgT > 1.

Perceba que hd dois comportamentos distintos no graficos daFig.(16). Quando JnM/kgT <
1 (ou kgT > nJ) a Gnica solucdo € em M = 0. Isto significa que a temperatura € alta o sufi-
ciente para causar desordem em todo o sistema, e que consequentemente a magnetizacio deve
ser nula. Usualmente afirma-se que, esta temperatura estd acima da temperatura critica 6.. Por
outro lado, quando a temperatura do sistema estd abaixo de 6., tem-se que S nM/kgT > 1 (ou
kpT < nJ), e a Eq. (5.61) apresenta trés solucdes, as quais sdo: M = O (regido instdvel) e
M # 0 (duas regides simetricamente localizadas acima e abaixo do eixo de magnetizacao).

Na regiao instavel [Gréfico a esquerda na Fig.(16)], qualquer flutuacao na magnetizacdo leva
o sistema a escolher alguma regido onde M # 0. Em particular, essa regido onde M # 0 ¢é
simétrica devido o sistema nfo apresentar preferéncia a algum tipo de magnetizacdo. Assim,
quando houver uma magnetiza¢ao ndo nula, este sistema apresentard a mesma probabilidade de
ter M =+MouM=-M.

O ponto onde ocorre a transi¢do de fase € T = 6., a vista disso, temos que

kBT = kBQC = I’lj (563)

A Eq.(5.63) mostra que a temperatura critica ¢, do sistema € proporcional ao nimero de

vizinhos que o spin S; apresenta. Note que desta proporcionalidade, quando o ndmero de
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vizinhos é n = 2 (caso unidimensional), a equacao sugere que o sistema apresente magnetizacao
abaixo de 6. = 29 /kp. Entretanto, para Ising 1d ndo hd magnetizacdo espontinea. Isso nos
faz inferir que a teoria do campo médio € falho para sistemas com baixa dimensionalidade. No
entanto, quando n > 1, esta teoria tem maior eficdcia e nos conduz a uma boa aproximacao para

o célculo da magnetizacdo espontinea do sistema.
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6 Métodos numericos aplicados e resultados
obtidos

6.1 Compreenséo do método de Monte Carlo e de Metropolis

O método de Monte Carlo ¢ um algoritmo que permite realizar aproximagdes. Este método
¢ uma boa ferramenta numérica para realizar simula¢des. Em particular, estas simulacdes estao
intimamente ligadas anélises de situa¢des em que a mudanga de um determinado sistema, ocorre
de maneira estocdstica. Isto €, de maneira aleatéria. Esta aleatoriedade recorre de diferentes
sequéncias numéricas aleatdrias que sdo geradas no momento da simulacio.

Uma ampla categoria de distintos problemas sao resolvidos por meio do método de Monte
Carlo (e.g. percolacio!, Agregacao por difusio limitada?). Considerando problemas em me-
canica estatistica, o método de Monte Carlo também mostra-se muito eficiente. Neste Ambito,
esta técnica é muito usada para solucionar médias térmicas de sistemas com muitas particulas

interagentes.

6.2 Solucionando o Modelo de Ising

Para compreender a técnica de Monte Carlo aplicada ao modelo de Ising, considere uma
rede quadrada com N spins. O método consiste, primeiramente, em gerar redes aleatérias
que simulam os possiveis estados do sistema, ¢ em seguida, calcula o fator de Boltzmann
exp(—H [ kpT) para cada um destes estados. Com este fator garante-se que o estado fundamental
do sistema ¢ o que tem menor energia. Feito isto, extrai-se informacdes dessas redes aleatérias

para calcular a média da energia, da magnetizacdo, e outras grandezas termodinamicas.

Método de Metrdpolis

Considere uma rede aleatéria de spins §; = £1, onde i = 1,2,...N. Escolha qualquer spin
desta rede (por exemplo, i = 43, onde S43 = +1) e leve em conta sua probabilidade de girar, isto
¢, passar de +1 para —1. Calcule a diferenca de energia AE como se este spin de fato girasse.
Se AE < () entdo a energia do sistema permanece igual ou diminui, caso contrdrio AE > O e a

energia do sistema aumenta. Na ocorréncia deste segundo caso, deve-se escolher um outro valor

I Apercolagio é um fendmeno que estuda a extracdo de componentes soliiveis quando estes atravessam solventes

por meio de materiais porosos. Um exemplo simples deste fendmeno € a percolagdo do café. Neste caso, a 4gua
quente € o solvente, e a borra de caté € o "composto poroso”. Quando a dgua atravessa este café, os compostos
quimicos na borra desprende-se, dando aroma, sabor e cor a 4gua. Para mais detalhes, ver Ref. 31.

DLA, do inglés Diffusion-limited aggregation. Neste fendmeno, particulas estdo submetidas a um processo
pelo qual, por meio de passeios aleatorios no espago, geram aglomerados. Um exemplo simples deste processo
é a deposi¢do de metal num eletrodo por meio do processo de redugdo. Para mais detalhes, ver Ref. 32.
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aleatério x que determine, por meio da probabilidade exp(—H /kgT), se o spin deve girar ou
ndo. Se ele ndo girar, o estado a ser analisado continua sendo 0 mesmo da sequéncia anterior; ¢
novamente um spin qualquer serd selecionado para a andlise. Este processo deve ser realizado
tantas vezes quanto necessdria para que todos os spins tenham muitas chances de serem girados.

O esquema a seguir sumariza o algoritmo de Metrépolis.

. Escolha um estado inicial

. Escolha um sitio i

. Calcule AFE caso o spin do sitio i gire

. Gere um nimero x aleatério talque 0 < x < 1
. Se x < exp(—H /kpT), gire o spin do sitio i

. Escolha outro sitio e retorne em 3.

N s W N

As propriedades termodinamicas do sistema sdo determinadas por médias estatisticas [rea-

lizadas por meio da Eq.(2.22)] apés um nimero excessivo de spins passarem por este processo.

6.3 Resultados numéricos

Os resultados a seguir referem-se ao modelo de Ising aplicado as redes ferromagnéticas
e antiferromagnéticas, onde cada spin desta rede assume somente dois valores: +1. Abaixo
também estdo definidas a maneira com que foi implementado no cédigo o cdlculo das grandezas

termodinamicas envolvidas neste sistema.

6.3.1 Calculo dos observaveis

Neste trabalho, as grandezas termodindmicas de interesse s3o a energia (£) e a magnetizagdo
(M). Para calculd-los iremos utilizar a média, por spin, de cada uma das propriedades. Para

isto, basta utilizar as seguintes relagdes,

1
()= (=T ) S8, e (M=) 8. (6.1)
<lx]> 4
onde a escolha do Hamiltoniano indicado na Eq.(6.1) ja foi justificado diversas vezes ao longo
deste trabalho. Como préximo a temperatura de transicdo existem flutuagdes que perturbam
o estado de equilibrio do sistema, todos os cdlculos realizados levardao em conta a equagio de
variancia
(AX)? = (X?) = (X*)%. (6.2)
Portanto, da Eq.(2.11) e da Eq.(2.1) temos que

oU _ (E?) — (E?)?
aT kgT
IM (M) — (M?)?
oT kgT '

Cn = (6.3)

(6.4)
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6.3.2 Rede quadrada ferromagnética

A seguir sdo discutidos os resultados encontrados neste trabalho para a energia total, calor
especifico, magnetizagdo e susceptibilidade magnética para uma rede quadrada ferromagnética
de tamanhos distintos.

Energia Total

0.4
—0.6 "
-0.8] * .
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-1.4; .u‘“’f’,d"
~1.60 - S
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—20, 1 2 3 4 5
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= &£ £ £
nnn
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Figura 17 — Este grafico refere-se a energia total da rede quadrada ferromagnética analisada para
o modelo de Ising.

O gréfico daFig.17 mostra a energia total, por spin, de distintas redes NXN (i.e. N=2,6,10,14).
Para cada tamanho de rede, o cddigo implementado considerou n =100000 passos para o método
de Monte Carlo. Esse valor n considerado apresentou bons resultados para o cdlculo da energia
apesar das pequenas flutuacdes encontradas na regido préximas a T= 0 (pontos flutantes nas
regides de baixas temperaturas). Em geral, essas flutuagdes indicam que o nimero de passos de
Monte Carlo € insuficiente (ou pequeno) se comparado ao tamanho da rede.

Neste grafico da Fig.17 observa-se que a medida que a temperatura aumenta, a energia por
spin se intensifica; enquanto que em regimes de baixas temperaturas essa energia ¢ menor. Esse
comportamento ji era esperado pois em altas temperaturas hd maior grau de liberdade ¢ os
spins estdo desordenados. Em baixas temperaturas a energia ¢ minima devido ao ordenamento

(paralelo) dos spins. Estes resultados sdo esperados e compativeis com a literatura [33.34.35]
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Calor especifico
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Figura 18 — Este grafico refere-se ao calor especifico da rede quadrada ferromagnética analisada
para o modelo de Ising.

O gréfico da Fig.18 indica o calor especifico como fungdo da temperatura para quatro
valores distintos de rede. Note que em baixas temperaturas, o calor especifico para as redes
N = 2,6,10, 14 ¢ constante (como o previsto na teoria de Landau para sistemas fisicos cuja
transicdo ¢ de segunda ordem). O fato do calor especifico ser nulo nestas regides de baixas
temperaturas, deriva da forte interacdo entre os spins que desejam manterem-se alinhados
paralelamente. No entanto, a medida que a temperatura aumenta, surge um pico no grafico.
Perceba que este pico caracteristico do calor especifico, se acentua entre as regides T = 2KgT ¢
T = 3KpT a medida que o tamanho da rede aumenta. O ponto em que hd um méximo global é

34 . .~
341 que caracteriza 0 momento em que ocorre a transi¢do de fase do

o ponto critico do sistema
sistema. Este ponto, que estd destacado pela reta rosa no grafico, marca a temperatura critica
desse sistema. Note que para valores acima da temperatura critica, o calor especifico tende a
zero, como previsto pela teoria de Landau.

Cabe ressaltar que o maximo global representa uma divergéncia no calor especifico do
sistema, quando este se encontra na transicao de fase. Esse resultado nos leva a compreender
que devido as limita¢des impostas pelo tamanho finito do Modelo de Ising implementado, ndo

¢é possivel observar perfeitamente (pelo grafico) o comportamento nio analitico desta grandeza.
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Magnetizagéo
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Figura 19 — Este gréfico refere-se a2 magnetizagdo da rede quadrada ferromagnética analisada
para o modelo de Ising.

Por meio do gréfico da Fig.19 observa-se que o material ferromagnético apresenta mag-
netizacdo em regides de baixas temperaturas. Este comportamento ¢ esperado e deve-se ao
alinhamento paralelo de todos os spins da rede. As flutuacdes encontradas regido de baixa
temperatura (7' < 1) para os tamanhos de rede N = 6, 10, 14 nos faz inferir que ¢ necessario um
maior nimero de passos para o cdlculo de Monte Carlo.

Também observa-se neste grafico que a magnetizacio ¢ destruida ao passo que a temperatura
aumenta (inicio da desmagnetizacdo: entre T = 1KpT e T = 2KgT). Isto ocorre pois, devido
a energia térmica aumentar os graus de liberdade dos spins, o ordenamento do sistema ¢
gradualmente desfeito. Quando todo o sistema atravessar a temperatura critical®™! (neste caso
chamado de temperatura de Curie), a magnetizacdao média, que ¢ obtida por meio da soma da
contribui¢cdo de cada spin, torna-se nula.

Como o esperado, grafico da magnetizagdo nao ¢ caracterizado por uma divergéncia - ou

[36]

pico - ao passo que a temperatura aumenta . Isto ocorre devido a sistemas ferromagnéticos

apresentarem transicao de fase de segunda ordem.
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Susceptibilidade
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Figura 20 — Este gréfico refere-se a susceptibilidade da rede quadrada ferromagnética analisada
para o modelo de Ising.

A susceptibilidade magnética ¢ uma propriedade que denota o quanto o sistema esté sensivel
a magnetiza¢ao quando exposto 2 um campo magnético externo. Note que no grafico da Fig.20,
a susceptibilidade ¢ nula em regides a baixas e altas temperaturas. Isto nos faz inferir que na
regido abaixo da temperatura critica, a interacdo entre os spins ¢ tdo intensa, que impede o
sistema de ser facilmente magnetizado em qualquer outra direcdo que seja diferente daquela
disposta inicialmente!®!. Note também, que assim como o calor especifico, a susceptibilidade ¢
caracterizada por uma fungdo que possui um maximo global (marcada no grafico por um traco

rosa). Este ¢ o ponto de transi¢do de fase e diverge quando o tamanho do sistema tende a infinito.
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6.3.3 Rede quadrada antiferromagnética

A Fig.21 mostra os resultados da energia total, calor especifico, magnetizaco e susceptibi-

lidade magnética para uma rede quadrada antiferromagnética de tamanhos distintos.
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Figura 21 — Estes graficos obtidos refere-se a rede quadrada antiferromagnética analisada para
0 modelo de Ising. Estas imagens mostram a energia total E, calor especifico
magnético C,,, magnetizacdo M e susceptibilidade y para diferentes tamanhos de
rede N X N

Os resultados analisados por meio da Fig.21, mostram que a rede quadrada antiferromag-
nética ¢ idéntica a rede quadrada ferromagnética. Isto acontece pois a rede quadrada apresenta
um numero par de ligacOes entre spins € mesmo que a interagdo entre 0s spins seja antiferro-
magnética (i.e. ligagdo antiparalela), todas as interagdes entre spins vizinhos sdo satisfeitas (ver
Sec.5.1). Para que haja alguma divergéncia entre os resultados apontados pelas redes quadrada
ferromagnética e quadrada antiferromagnética € necessario que as interagoes de troca J = . ;
entre cada spin seja diferente (i.e J; # J>). Em particular, o Hamiltoniano da Eq.(5.27) para o
caso onde J1 # &

N N
H=—-3Ji ) (SiS)—-F ), (5550, (6.5)
(i) (i
onde (i, j) representa a soma entre primeiros vizinhos e ({i, j)) a de segundo vizinhos. Feita

esta consideracdo, a rede quadrada antiferromagnética apresentard efeito de frustragﬁo[37].
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6.3.4 Rede triangular antiferromagnética

A seguir sdo discutidos os resultados encontrados neste trabalho para a energia total, calor
especifico, magnetizacio e susceptibilidade magnética para uma rede triangular antiferromag-
nética de tamanhos distintos..

Energia Total
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Figura 22 — Este grafico refere-se a energia total da rede triangular antiferromagnética analisada
para o modelo de Ising.

A rede triangular antiferromagnética apresenta o fendmeno de frustragdo[ver sec.22]. Este
efeito leva o estado fundamental a ser instdvel e possuir alta degenerescénciam’ 31 Devido
a isto, observa-se que energia total do sistema em funcdo da temperatura sofre um rédpido e
crescente aumento da energia. Como no estado fundamental ji existe instabilidade devido a

frustracdo, este rdpido crescimento € favorecido pela aumento da temperatura no sistemal*%!.
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Calor especifico
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Figura 23 — Este gréfico refere-se ao calor especifico da rede triangular antiferromagnética ana-
lisada para o modelo de Ising.

Diferentemente das duas redes analisadas anteriormente, i.e. rede quadrada ferromagnética
e antiferromagnética, o grafico do calor especifico para a rede triangular antiferromagnética tem
seu pico deslocado para a esquerda. Este deslocamento ¢ devido ao grande ndmero de estados
degenerados no estado fundamental causado pelo efeito de frustracdo. Portanto, concluimos
deste grafico do calor especifico, que a transicdo de fase na rede triangular antiferromagnética
ocorre em temperaturas mais baixas do que nas demais redes analisadas. Note que no gréfico
da Fig.23, a reta auxiliar de cor rosa indica uma menor valor no eixo da temperatura, quando

comparada a Fig.18, por exemplo.
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Magnetizagéo
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Figura 24 — Este grifico refere-se a magnetizacio escalonada da rede triangular antiferromagné-
tica analisada para o modelo de Ising. Este grafico remete-se a Eq.(3.32) em relagio
a temperatura do sistema.

Em materiais antiferromagnéticos cuja interagdo ¢ de primeiros vizinhos, é esperado que
a contribui¢do magnética de cada spin anule-se para qualquer par §;§; interagente, exceto

quando considerado a magnetiza¢do escalonada 411

como mostra a Fig.24. Em geral, esta
magnetizacdo escalonada € finita e diferente de zero, como observou-se na andlise para rede
quadrada antiferromagnética (ndo frustrada) na Fig.21. Nesta rede triangular antiferromagnética
analisada, sua magnetizacdo quase nula deve-se ao efeito de frustragido encontrado no sistema. A
instabilidade gerada na rede devido a este fendmeno impossibilita a orientagdo dos spins em uma
direcdo preferencial, e mesmo em baixas temperaturas, o impede de magnetizar-se espontinea ¢
completamente. Note que o campo magnético escalonado gerado € fraco tanto para altas quanto

para baixas temperaturas.
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6.3.4.1 Susceptibilidade
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Figura 25 — Este graficos refere-se a susceptibilidade magnética da rede triangular antiferro-
magnética analisada para o modelo de Ising.

A consequéncia da frustracdo também influencia a susceptibilidade do sistema. Note no
grifico da Fig.25, a susceptibilidade diminui ao passo que a temperatura do sistema aumenta.
Isso significa dizer que a capacidade desta rede triangular antiferromagnética magnetizar-se,
diminui rapidamente devido ao aumento da aleatoriedade do sistema causado pelo acréscimo da
temperatura. Note que este efeito da aleatoriedade € agravado devido ao fendmeno de frustracao
presente na rede, que aumenta significativamente a desordem do sistema. Isto leva o sistema a
tornar-se resistente a magnetizacdo. Cabe ressaltar que, assim como no calor especifico, este
gréfico evidencia (reta rosa indicada na Fig.25) que a transi¢do de fase do sistema ocorre nas
regides entre 0 e 1KpT, regido de baixas temperaturas se comparadas com as redes quadradas

" . » . . 42
(ferromagnética e antiferromagnética) anteriormente analisadas*?.
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7 Consideracodes finais

O principal objetivo desse trabalho foi estudar as transi¢des de fases que ocorrem em ma-
teriais antiferromagnéticos e compard-las com ferromagnéticos. Para isso, consideramos uma
rede de spin com interagOes isotrdpicas entre primeiros vizinhos e compreendemos como as
transi¢des de segunda ordem ocorrem segundo formalismo de Landau. Além disso, utiliza-
mos técnicas computacionais como Metrdpolis e método de Monte Carlo para simular duas
redes distintas, a triangular ¢ a quadrada. Percebemos que a caracteristica que se destaca nas
propriedades termodindmicas referente a rede triangular antiferromagnética ¢ a frustracdo. A
presenca deste fendmeno faz com que a rede possua estado fundamental altamente degenerado,
o0 que altera significativamente suas propriedades termodinimicas quando comparadas a rede
quadrada ferromagnética e antiferromagnética.

Durante a realizacdo deste trabalho, houve algumas sugestoes de futuros estudos:

1. Trabalhar com redes mais complexas, como a de kagomé, que no caso antiferromagnético

também ¢ frustrada.
2. Considerar a presenca de campo magnético externo nas redes.

3. Aprimorar o c6digo implementado e calcular valor da entropia, temperatura critica e

expoentes criticos associados a transicao de fase de cada rede.
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A Apéndice

Derivando a Funcgao de Brillouin

Segundo o modelo de camadas, para descrever um elétron no interior de um 4tomo ¢é
necessdrio especificar o ndmero quantico principal n, o nimero quintico magnético m ¢ o
nimero quantico orbital ( momento angular quantizado) /. O valor n indica o ndmero de
camadas que o 4tomo possui. O momento / depende do valor n. Essa dependéncia exige que
0 < < (n—-1). J4d o ndamero quintico magnético my relaciona-se com o momento angular / de
maneira que ny = 2/ + 1 num intervalo entre —/ e [.

Quando o dtomo tem mais do que um elétron, € necessdrio que o principio de Pauli seja
obedecido. Devido a isto, o estado quantico do elétron passa a ser descrito por mais um
parametro: o nimero quantico magnético mg devido ao spin. O momento angular orbital e o

momento de spin sdo definidos da seguinte maneira

L:Zml, e S:st. (A1)

A soma do momento angular total ¢ definida portanto,
J=L+S§. (A.2)

Ap6s ter determinado momento angular total J, retornaremos a atengdo para a atuacao do
campo magnético B em materiais paramagnéticos. Ao aplicarmos um campo magnético externo
B num material paramagnético, os momentos m dos dtomos tendem a se alinharem. Isto gera a
energia H destes momentos magnéticos em relagdo ao campo B. Além disso, levando em conta
que a presenca do campo magnético externo B gera o efeito Zeeman, temos que o Hamiltoniano
referente aos spins ¢

H = —ugmB, (A.3)

onde m ¢ o momento magnético definido pela equacao
m=—g(JLS)upJ-. (A4)

O campo magnético na Eq.A.3 separa estados degenerados do sistema em (2J + 1) estados.
Sabendo disto, considere que esse sistema submetido a um campo magnético externo, esteja em
presenca de uma temperatura finita 7. Sob estas condi¢cdes os niveis energéticos deste sistema
tornam-se populosos, e por isto torna-se conveniente analisar a energia livre do sistema por meio
da mecinica estatistica. Para obter a energia livre do sistema, basta primeiramente calcular a
funcdo de particdo Z,

H

Z= Z ¢ Tl (A.5)

{todos os estados}
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Para obter a energia livre (de Helmholtz) a partir da Eq.(A.5), devemos calcular a seguinte
expressao
F =—kpTInZ. (A.6)

Substituindo a Eq.A.3 na Eq.A.5 temos,

H;
zzzzmp%ﬂ (A7)
J
L
_ Z exp [ g(JLS)uoupJ;. ] (A$)
:— BT
J
JLSousB
- |- "
=t kgT
J
= 2; expl-nJ.] [onde a = (gJLSuousB/ksT)] (A.10)
J=—J
e—aJ _ ea(J+1) e’z—“
- " X All
1 - e—aJ (67"‘) ( )
—a(J)y _ ya(J+1) =
4 4 e 2
- x A12
1 - e—aJ (67"‘) ( )
_ ﬂuﬂm—%ﬂ“U):SmMU+lﬂMi (A13)
e=al/2 — pal/2 sinh[a/2]

Com este resultado, podemos calcular a magnetizacdo (por spin) do sistema utilizando a expres-

sao,

_ —10F
" NpgdB

2J + 1 (2]+1) 1
coth

- - (y—ijcmh(zj)]:nmgjgn (A.14)

onde mo = gJup, a = JgupB/kpT ¢ Bg(a) é a fungio de Brillouin,

J+1  [(J+12+ 5T +1) 4
o — a +.
3J 90.J3

By(a) = (A.15)
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