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Resumo

Nesta dissertação, vamos fazer um estudo de difeomorfismos sobre classes homoclínicas.

Introduziremos a propriedade de períodos grandes, como no artigo de Arbieto, Catalan

e Santiago [3], e nesta linha tiraremos propriedades robustas de classes homoclínicas

genéricas.
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Abstract

In this dissertation, we will study homoclinic classes of diffeomorphisms. We will introduce

the large periods property as in the paper of Arbieto, Catalan and Santiago [3], and thus

we will take robust properties of generic homoclinic classes.
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INTRODUÇÃO

O estudo de sistemas dinâmicos concerne em analisar o comportamento “assintótico"de

pontos ou conjuntos de pontos mediante a ação de uma lei (em nosso caso tal lei será um

difeomorfismo). Os conjuntos de pontos que estudaremos são conjuntos compactos e

invariantes pela lei de ação. Um exemplo de conjuntos invariantes muito bem estudados

na literatura são os chamados conjuntos hiperbólicos, que foram introduzidos por Anosov

([2]) e Smale ([12]) nos anos 60. Estes conjuntos possuem uma rica estrutura, em linhas

gerais este conjunto possui uma decomposição do seu espaço tangente em dois subfibrados

invariantes, onde em um se vê contração e em outro expansão, como acontece no caso

hiperbólico linear. Mais precisamente, se M é uma variedade compacta e f : M −→ M

é um difeomorfismo, dizemos que Λ ⊆ M é um conjunto hiperbólico, se é f−invariante,

isto é, f(Λ) = Λ e vale:

i) Existem subespaços Es
x, E

u
x ⊆ TxM , tais que TxM = Es

x⊕Eu
x , variando continuamente

para todo x ∈ Λ.

ii) Dfx(E
s
x) = Es

f(x) e Dfx(E
u
x) = Eu

f(x).

ii) Existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1 tais que:

‖Dfn
x (v

s)‖ ≤ Cλn‖vs‖, ∀vs ∈ Es
x, ∀n ≥ 0.

‖Df−n
x (vu)‖ ≤ Cλn‖vu‖, ∀vu ∈ Eu

x , ∀n ≥ 0.

Nosso interesse nesta dissertação é estudar as dinâmicas de difeomorfismos restrito a

uma classe especial de conjuntos, conhecidos como: Classes Homoclínicas. Em linhas

gerais estes conjuntos são definidos como sendo o fecho das interseções transversais

das variedades estáveis e instáveis da órbita de um ponto periódico hiperbólico do
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difeomorfismo em questão. Convém destacarmos que todo difemorfismo hiperbólico,

isto é, quando o conjunto não errante é hiperbólico, este se decompõe em finitas classes

homoclínicas disjuntas, resultado este conhecido por Decomposição Espectral de Smale.

Convém destacarmos que, genericamente, as classes homoclínicas admitem uma certa

decomposição também, veja Teorema 3.2.2.

O principal objetivo desta dissertação é estudar a propriedade de períodos grandes

e mostrar que certas classes homoclínicas possuem aquela propriedade, tomando como

base de estudo o artigo de Arbieto, Catalan e Santiago, [3]. Em palavras, um conjunto

invariante compacto possui a propriedade de períodos grandes se este conjunto possui

pontos periódicos de todos os períodos a partir de um específico, e além disto as

órbitas destes pontos periódicos são arbitrariamente Hausdorff densas. Veremos também

que tal propriedade implica uma importante propriedade dinâmica topológica, que é a

propriedade mixing na dinâmica. E assim, a partir de uma série de resultados, será

possível concluir os seguintes resultados gerais:

Teorema A Existe um conjunto residual R ⊂ Diff1(M), tal que se f ∈ R e se p ∈ M é um

ponto periódico hiperbólico de f tal que sua classe homoclínica, H(p), possui a propriedade

de períodos grandes homoclínica, então H(p(g)) possui a propriedade de períodos grandes

homoclínica para todo difeomorfismo g C1-próximo a f .

Teorema B Existe um conjunto residual R ⊂ Diff1(M), tal que se f ∈ R, e se p ∈ M

é um ponto periódico hiperbólico de f tal que sua classe homoclínica H(p) seja isolada,

então H(p) é topologicamente mixing se, e somente se, possui a propriedade de períodos

grandes homoclínica.

Estes resultados, em particular, vão implicar que a propriedade topologicamente

mixing genericamente é uma propriedade robusta sobre classes homoclínicas isoladas (veja

Corolario 3.3.14).

Esta dissertação está dividida da seguinte forma: no Capítulo 1 introduzimos

as definições e as propriedades usadas no desenvolvimento deste trabalho: espaço de

sequências de símbolos, a função shift, subshift do tipo finito e as noções básicas de

dinâmica topológica (transitividade topológica e topologicamente mixing). No Capítulo 2

estudamos alguns Sistemas Dinâmicos discretos de difeomorfismos. O objetivo principal

é demonstrar o Teorema 2.5.8 para o qual precisamos de definições e propriedades como:

conjuntos hiperbólicos, conjuntos invariantes maximal, e λ-lema. Também introduzimos

aqui a famosa Ferradura de Smale. No Capítulo 3 introduzimos a propriedade de períodos

grandes, e provamos alguns resultados antes de mostrarmos de fato os Teoremas A e B.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

1.1 A função shift

Nesta seção apresentaremos um conceito importante da teoria de Sistemas Dinâmicos,

a Dinâmica Simbólica, a qual possui um papel importante no estudo de Dinâmicas

Hiperbólicas.

1.1.1 Espaço de sequências de símbolos

Nesta subseção vamos introduzir o espaço da Dinâmica Simbólica.

Definição 1.1.1 Seja um conjunto A não vazio. Definimos o espaço de sequências

bilaterais em A como o conjunto ΣA = AZ = {(xn)n∈Z : xn ∈ A, ∀n ∈ Z}. O conjunto A

é chamado de alfabeto e seus elementos de símbolos.

Em geral, tem-se interesse quando nosso alfabeto é finito pois nesse caso o espaço

de sequências possui boas propriedades topológicas, como veremos nesta subseção. Assim

fixaremos o alfabeto do tipo Ad = {1, 2, . . . , d}, d ∈ N e denotaremos por ΣAd
ou Σd

o espaço de sequências de d símbolos. Consideremos em Ad = {1, 2, . . . , d} a topologia

discreta e em Σd a topologia produto.

Na sequência mostraremos que Σd é metrizável. Para tal vejamos as sequintes

definições:

Definição 1.1.2 Um bloco vazio em Σd é aquele subconjunto que não contém nenhuma

sequência e é denotado por W0. Um n-bloco W em Σd é uma sequência finita com n

símbolos, isto é: W = a1, . . . , an, onde ai ∈ Ad, para todo i = 1, . . . , n. n é chamado
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de comprimento de W e denotamos como |W | = n, no caso de W0, temos |W0| = 0.

Dado um n-Bloco W = a1, . . . , an definimos um subbloco de W como um bloco da forma

aiai+1, . . . , aj, onde 1 ≤ i, j ≤ n, por conveção o bloco vazio W0 é subbloco de todo bloco.

Observação 1.1.3 Dado um ponto x = (xk)k∈Z ∈ AZ, i, j ∈ Z, i ≤ j, denotamos o bloco

com coordenadas em x desde a posição i até a posição j por x[i,j] = xixi+1, . . . , xj e no

caso em que i < j define-se x[j,i] por o bloco vazio W0. Além disto, é conveniente definir

x[i,j) = xi, xi+1, . . . , xj−1, x(i,j] = xi+1, . . . , xj, x(i,j) = xi+1, . . . , xj−1. Por extensão usamos

x[i,∞) = xi, xi+1, . . . a sequência infinita à direita(a qual não é bloco pois tem comprimento

infinito) e do mesmo modo x(−∞,j] = . . . , xi−1, xi. O (2n + 1)-Bloco central de x é dado

por x[−n,n] = x−n, . . . , x−1, x0, x1, . . . , xn, às vezes escreve-se xi por x[i], e também dizemos

que os blocos x[i,j] e y[i,j] são iguais e denota-se por x[i,j] = y[i,j] se xk = yk, para todo

i ≤ k ≤ j.

Definição 1.1.4 Dados os blocos W = a1, . . . , an, W
′

= b1, . . . , bm, definimos a

concatenação deles como sendo o bloco W ∧W
′

= a1, . . . , an, b1, . . . , bm.

Note que |W ∧W
′

| = n+m = |W |+ |W
′

| e sendo que geralmente, W ∧W
′

não é

o mesmo que W
′

∧W , apesar deles passuirem o mesmo comprimento. Por conveção dado

um bloco W escrevemos W0 ∧W = W ∧W0 = W , onde W0 é o bloco vazio.

Dado um bloco W e n ∈ N, denotamos a concatenação de n-copias de W por W n

e W 0 = W0. Assim temos uma boa lei de expoentes, isto é:

W n ∧Wm = Wm ∧W n = Wm+n,

para todo n ∈ N0 = N ∪ {0}. Dado u ∈ Ad denotamos por u∞ a sequência . . . , u, . . ..

Agora definimos a seguinte função d 1
2
: Σd × Σd −→ R :

d 1
2
(x, y) =





(
1

2

)n

se x 6= y, x0 = y0, n = max{r ≥ 0 : x[−r,r] = y[−r,r]}

2 se x 6= y, x0 6= y0

0 se x = y

Quando escrevemos r ≥ 0 queremos dizer que r ∈ N0. Note que x = y, implica dizer que

xn = yn, para todo n ∈ Z. Por outro lado, x 6= y, quando existe n ∈ Z tal que xn 6= yn.

Agora daremos a seguinte proposição que vai nos permitir tornar Σd como um

espaço métrico.

Proposição 1.1.5 d 1
2

é uma métrica para Σd.
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Demonstração. Pela definição de d 1
2
, já temos a propriedade simétrica e também que

d 1
2
(x, y) = 0 se, e somente se, x = y em Σd. Assim, precisamos apenas provar que vale

também a desigualdade triangular. Para tal, consideremos x = (xn)n∈Z, y = (yn)n∈Z e

z = (zn)n∈Z ∈ Σd.

No caso de x = y, a desigualdade triangular vale por definição. Suponhamos

portanto x 6= y. Logo, existe algum n ∈ Z tal que xn 6= yn. Consideremos, em valor

absoluto, o menor valor possível de n tal que xn 6= yn. Desta forma, temos que vale o

seguinte:

xn 6= zn ou yn 6= zn.

Suponhamos que seja xn 6= zn. Portanto, por definição de d 1
2
, temos que

d 1
2
(x, y) ≤ d 1

2
(x, z).

Logo, d 1
2
(x, y) ≤ d 1

2
(x, z) + d 1

2
(y, z), como queríamos. �

Observação 1.1.6 Dados um ponto x = (xk)k∈Z em Σd, um número natural n ∈ N e um

número real r > 0 tal que r ≤
1

2n−1
temos que a bola aberta de centro x e raio r :

Br(x) := B(x, r) = {y ∈ Σd : d 1
2
(y, x) < r}, escreve-se como:

Br(x) := B(x, r) = {y ∈ Σd : y[−n,n] = x[−n,n]}.

Passamos a definir alguns conjuntos conhecidos em Dinâmica Simbólica como

Cilindros os quais têm relação com a topologia do espaço de sequências de símbolos,

como iremos ver daqui a pouco.

Definição 1.1.7 Dado um bloco W = w1, . . . , w|W | em Σd e k ∈ Z definimos um cilindro

da seguinte maneira: Ck(W ) = {x ∈ Σd : x[k,k+|W |−1] = W}, onde x[k,k+|W |−1] = W

significa que xi = wi−k+1, para todo i = k, . . . , k + |W | − 1.

Note que, dado n ∈ N0 e um (2n + 1)-bloco central x[−n,n] =

x−n, ..., x−1, x0, x1, ..., xn associado a x = (xk)k∈Z, temos que o cilindro C−n(x[−n,n]) =

B 1
2n−1

(x). De fato, tomando o ponto y ∈ C−n(x[−n,n]) tem-se y[−n,n] = x[−n,n], logo

d 1
2
(y, x) ≤

1

2n
<

1

2n−1
e assim y ∈ B1/2n−1(x). Por outro lado, se z ∈ B 1

2n−1
(x),

então d 1
2
(z, x) <

1

2n−1
, segue que d 1

2
(z, x) 6

1

2n
logo z[−m,m] = x[−m,m], para algum

m ∈ N,m > n, em particular z[−n,n] = x[−n,n] e assim obtemos que z ∈ C−n(x[−n,n]).

Agora, mostraremos umas propriedades básicas de topologia para os cilindros.

Proposição 1.1.8 Todo cilindro é aberto e fechado.
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Demonstração. Dados um bloco W , |W | > 1 e k ∈ Z. Consideremos o cilindro

Ck(W ) = {x ∈ Σd : x[k,k+|W |−1] = W}.

Afirmação 1. Ck(W ) é aberto.

Seja x ∈ Ck(W ) então x[k,k+|W |−1] = W . Tomando n = max{|k|, |k + |W | − 1|} temos

que:

B1/2n−1(x) = C−n(x[−n,n]) ⊆ Ck(W ).

Afirmação 2. Ck(W ) é fechado ou equivalentemente (Ck(W ))c é aberto.

Suponhamos por absurdo que exista y ∈ (Ck(W ))c de tal maneira que para todo

ǫ > 0 tem-se Bǫ(y) * (Ck(W ))c, isto é, Bǫ(y) ∩ (Ck(W )) 6= 0. Como y 6∈ Ck(W ) tem-se

y[k,k+|W |−1] 6= W , existindo assim um j ∈ {k, k + 1, ..., k + |W | − 1} tal que yj 6= Wj.

Tomando ǫ0 =
1

2|j|−1
temos que Bǫ0(y) ∩ (Ck(W )) 6= ∅, logo vai existir um ponto

z ∈ Bǫ0(y) ∩ Ck(W )

Assim, temos d 1
2
(z, y) <

1

2|j|−1
, ou seja d 1

2
(z, y) ≤

1

2|j|
, e como consequência z[−|j|,|j|] =

y[−|j|,|j|] e assim zj = yj. Também tem-se z[k,k+|W |−1] = W e logo zj = Wj. Obtendo

yj = Wj, o qual é absurdo. Portanto para cada y ∈ (Ck(W ))c existe ǫ > 0 tal que

Bǫ(y) ⊆ (Ck(W ))c, logo (Ck(W ))c é aberto e assim concluimos que Ck(W ) é fechado. �

Observação 1.1.9 Pela Observação feita acima e a Proposição 1.1.8, a coleção de

cilindros resulta ser uma base para a topologia do espaço de sequências de símbolos,

isto é, todo aberto pode-se expressar como uma união finita de cilindros. Disto, segue que

dada uma sequência (xn = (xn
k)k∈Z)n∈N e um ponto x ∈ Σd, dizer que xn coverge para x

quando n −→ +∞, é equivalente a dizer que para cada n ∈ N, existe k0 ∈ N tal que para

cada k ∈ N com k > k0, tem-se xk
[−n,n] = x[−n,n].

Agora, mostraremos mais uma propriedade básica em topologia para nosso espaço

de sequências de d símbolos, propriedade importante considerada em nosso trabalho.

Teorema 1.1.10 O espaço métrico (Σd, d 1
2
) é compacto.

Demonstração. Seja a sequência (xn = (xn
k)k∈Z)

∞
n=1 em Σd. Para k

′

= 1, pelo fato da

sequência (xn
0 )

∞
n=1 tomar valores em {1, 2, . . . , d}, vai existir uma subsequência (x

n1
k

0 )∞k=1

tal que todos seus termos assumem o mesmo valor, o qual vamos denotar por x0. Assim,

a subsequência (xn1
k

= (x
n1
k

r )r∈Z)
∞
k=1 de (xn = (xn

k)k∈Z)
∞
k=1 satisfaz: x

n1
k

0 = x0, para
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todo k ∈ N. Tomemos o ponto xn1 = xn1
1
= (xn1

1
r )r∈Z o qual satisfaz: x

n1
1

0 = x0.

Novamente temos que a sequência (x
n1
k

1 )∞k=1 toma valores em {1, 2, . . . , d}. Logo existe

uma subsequência (x
m2

k

1 )∞k=1 de (x
n1
k

1 )∞k=1 para a qual todos seus termos assumem o mesmo

valor, denotamos esse valor por x1 e assim a nossa subsequência (xm2
k
= (x

m2
k

r )r∈Z)
∞
k=1 de

(xn1
k
= (x

n1
k

r )r∈Z)
∞
k=1 satisfaz:

x
m2

k

0 = x0 e x
m2

k

1 = x1, para todo k ∈ N.

Novamente temos que a sequência (x
m2

k

−1 )
∞
k=1 toma valores em {1, 2, . . . , d}. Existe portanto,

uma subsequência (x
n2
k

−1)
∞
k=1 de (x

m2
k

−1 )
∞
k=1 tal que assume o mesmo valor, denotamos esse

valor por x−1 e assim a subsequência (xn2
k
= (x

n2
k

r )r∈Z)
∞
k=1 de (xm2

k
= (x

m2
k

r )r∈Z)
∞
k=1 satisfaz:

x
n2
k

−1 = x−1, x
n2
k

0 = x0 e x
n2
k

1 = x1, para todo k ∈ N.

Dessa maneira tomamos n2 = min{n2
k ∈ N : n2

k > n1} e temos o ponto xn2 = (xn2
r )r∈Z o

qual satisfaz: xn2
−1 = x−1, x

n2
0 = x0 e xn2

1 = x1. Continuando o processo, para k
′

= i > 1

temos uma subsequência (xni
k
= (x

ni
k

r )r∈Z)
∞
k=1 de (xn = (xn

k)k∈Z)
∞
k=1 e xi ∈ {1, 2, ..., d} tal

que:

x
ni
k

j = xj, para j = −i,−i+ 1, . . . , 0, . . . , i− 1, i, para todo k ∈ N. (1.1)

Logo, tomando ni = min{ni
k ∈ N : ni

k > ni−1} temos o ponto xni
= (xni

r )r∈Z para

o qual satisfaz xni

j = xj. Obtendo assim para cada i ∈ N uma sequência finita

x−i, x−i+1, ..., x−1, x0, x1, ..., xi−1, xi em {1, 2, ..., d} satisfazendo (1.1). Tomando o ponto

x = (xr)r∈Z o qual está em Σd, a subsequência (xni
= (xni

r )r∈Z)
∞
i=1 de (xn = (xn

k)k∈Z)
∞
k=1

converge para x, já que para cada i ∈ N tem-se xnk

[−i,i] = x[−i,i], para todo k > i. Portanto

xni
converge para x, quando i → +∞. Concluimos assim que o espaço métrico (Σd, d 1

2
) é

compacto. �

Observação 1.1.11 Quando nosso alfabeto A não é finito, (ΣA, d 1
2
) não é compacto. Por

exemplo para A = N consideremos a sequência (xn = (xn
r )n∈Z)

∞
n=1 em ΣA tal que para

cada n ∈ N tem-se xn
0 = n e xn

r = 1, para todo r ∈ Z − {0}. Assim essa sequência não

possui uma subsequência convergente, uma vez que d 1
2
(xn, xm) = 2. É por isso que nosso

alfabeto será finito para assim ter a propriedade de compacidade, propriedade que terá

importância em nosso trabalho.

1.1.2 A Função Shift

Agora vamos definir uma função sobre Σd, a qual é de grande importância dentro da

teoria de Sistemas Dinâmicos.
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Definição 1.1.12 Dado o espaço Σd = {(xk)k∈Z : xk ∈ {1, ..., d}, ∀k ∈ Z}, definimos a

função Shift Bilateral (ou simplesmente Shift) σ : Σd → Σd, dada por:

σ((xn)n∈Z) = (yn)n∈Z, yn = xn+1, para todo n ∈ Z.

Tentamos ilustrar um pouco mais a função shift.
σ((xn)n∈Z)[−r] = x−r+1

...

x =
σ
��

σ(x) =

. . . x−2 x−1

||

x0

��

x1

��

x2 . . .

��

. . . x−1 x0 x1 x2 x3 . . .

σ((xn)n∈Z)[−1] = x0

σ((xn)n∈Z)[0] = x1

σ((xn)n∈Z)[1] = x2

...

σ((xn)n∈Z)[r] = xr+1

.

Observamos que σ faz um deslocamento das coordenadas para a esquerda, isto é,

a função σ é como um tic-tac do relógio movendo-se um passo no futuro.

Uma boa propriedade da função shift é que ela é bijetiva sendo sua inversa a função

σ−1 : Σd → Σd dada por:

σ−1((yn)n∈Z) = (xn)n∈Z, xn = yn−1, para todo n ∈ Z.

Ou seja:
σ−1((yn)n∈Z)[−r] = x−r−1

...

x =

σ−1
��

σ−1(x) =

. . . y−2

""

y−1

��

y0

��

y1

��

y2 . . .

. . . y−3 y−2 y−1 y0 y1 . . .

σ−1({yn}n∈Z)[−1] = y−2

σ−1((yn)n∈Z)[0] = y−1

σ−1((yn)n∈Z)[1] = y0
...

σ−1((yn)n∈Z)[r] = yr−1

.

A composição de σ n-vezes (n ∈ N), isto é, σn = σ ◦ σ ◦ ... ◦ σ︸ ︷︷ ︸
n−vezes

desloca cada

sequência n-lugares para a esquerda. Enquanto para σ−n desloca cada sequência n-lugares

para a direita.

Em Topologia temos os chamados invariantes topológicos nos quais se utiliza um

certo tipo especial de funções: homeomorfismos. Na seguinte proposição veremos que

nossa função shift é um homeomorfismo.

Proposição 1.1.13 A função shift σ : Σd −→ Σd é um homeomorfismo.
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Demonstração. Observe que já temos que σ é bijetiva. Assim, basta provarmos que σ é

contínua. O que implica que σ é um homeomorfismo, dado que uma bijeção contínua em

um compacto (pelo Teorema 1.1.10 temos que Σd é compacto) é um homeomorfismo.

Então, seja x ∈ Σd e ǫ > 0 dado arbitrariamente, existe n ∈ N tal que
1

2n
< ǫ.

Logo, tomando r =
1

2n
, temos que para cada y ∈ Br(x) tem-se d 1

2
(y, x) <

1

2n
, isto é,

d 1
2
(y, x) ≤ 1/2n+1. Segue que y[−n−1,n+1] = x[−n−1,n+1]. Logo, tem-se:

σ(y)[−n,n] = y−n+1, . . . , y0, . . . , yn+1 = x−n+1, . . . , x0, . . . , xn+1 = σ(x)[−n,n].

Portanto d(σ(y), σ(x)) ≤
1

2n
< ǫ. Provando desta maneira que σ é contínua em x e sendo

x arbitrário, concluímos que σ é contínua em Σd. �

Definição 1.1.14 Dada uma função f : X −→ X e um ponto p ∈ X, dizemos que p é

um ponto fixo de f se f(p) = p. Dizemos que que p é um ponto periódico de f de período

τ(p) se f τ(p)(p) = p. Denotamos o conjunto Fix(f) = {x ∈ X : f(x) = x} dos pontos

fixos de f e o conjunto Pern(f) = {x ∈ X : x é um ponto periódico de período n}. Mais

geral temos o conjunto Per(f) =
∞⋃

n=1

Pn(f) dos pontos periódicos de f .

Agora, mostraremos que os pontos periódicos da função shift são densos em Σd.

Isto de certa maneira, implica o quão complexa é a função shift.

Proposição 1.1.15 Per(σ) é um conjunto denso em Σd.

Demonstração. Para mostrar a densidade, mostraremos que cl(Per(σ)) = Σd. Seja

y = (yk)k∈Z um ponto qualquer em Σd. Dado ǫ > 0 existe n ∈ N tal que
1

2n
< ǫ.

Desta maneira tomamos o seguinte ponto em Σd, x = (xk)k∈Z tal que para cada

i ∈ {−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n} definimos xj(2n+1)+i = yi, para todo j ∈ Z. Isto é,

x = . . . yn . . . y−1y0y1 . . . yny−n . . . y−1y0y1 . . . yny−n . . . y−1y0y1 . . . yn . . .

Portanto, por definição, σ2n+1(x) = x o que implica x ∈ Per2n+1(σ) ⊂ Per(σ). Além disso

x[−n,n] = y[−n,n], logo d 1
2
(x, y) =

1

2n
< ǫ. Assim, x ∈ Bǫ(y) e portanto y ∈ cl(Per(σ)).

Provando que Σd = cl(Per(σ)) e assim a densidade. �

O tipo de funções que vamos definir na sequência, têm como propriedade

característica o aumento da distância entre iterados de pontos próximos.

Definição 1.1.16 Dado um homeomorfismo f : (M, d) −→ (M, d), onde (M,d) é um

espaço métrico, dizemos que f é expansivo se existe uma constante α > 0 tal que: se
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d(fn(x), fn(y)) ≤ α, ∀n ∈ Z, então x = y. Segue que para cada par de pontos x, y ∈ M

com x 6= y, existe n0 ∈ Z tal que d(fn0(x), fn0(y)) > α. A constante α é chamada de

constante de expansividade do homeomorfismo expansivo f .

Outra propriedade importante da função shift é a expansividade.

Proposição 1.1.17 A função Shift σ : (Σd, d 1
2
) −→ (Σd, d 1

2
) é expansiva.

Demonstração. Consideremos α < 1.

Sejam os pontos x = (xr)r∈Z e y = (yr)r∈Z ∈ Σd satisfazendo d(σn(x), σn(y)) ≤

α, para todo n ∈ Z.

Afirmação x = y.

Suponhamos por absurdo x 6= y. Logo existe um m ∈ Z tal que xm 6= ym e portanto

σm(x) 6= σm(y), pois σm(x)[0] = xm 6= ym = σm(y)[0]. Disto, segue que

d 1
2
(σm(x), σm(y)) = 2 > 1 > α.

Contradizendo a hipotese que d(σn(x), σn(y)) ≤ α, para todo n ∈ Z. O que prova a

afirmação. �

Definição 1.1.18 Dada uma função f : X −→ X, onde X é um espaço topológico,

dizemos que f é transitiva ou topologicamente transitiva se para cada par de abertos U e

V em X existe n0 ∈ N de modo que U ∩ f−n0(V ) 6= ∅, ou equivalentemente existe n0 ∈ N,

existe x ∈ U , tal que fn0(x) ∈ V , ou seja fn0(U) ∩ V 6= ∅.

Figura 1.1: Função topologicamente transitiva

Assim, uma função topologicamente transitiva, garante a existência de pontos

cuja órbita viaja de uma parte arbitrária do espaço a outra parte também arbitrária.

Uma função topologicamente transitiva quer dizer que a órbita de um aberto qualquer

do espaço “visita” em algum tempo outro aberto arbitrário, mas sem saber que para os

tempos consecutivos continua “visitando”. É assim que, damos a seguinte definição que

nos fala sobre isso.
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Definição 1.1.19 Dada uma função f : X −→ X, onde X é um espaço topológico,

dizemos que f é mixing ou topologicamente mixing se para cada par de abertos U ,V em X

existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0, tem-se U∩f−n(V ) 6= ∅ ou equivalentemente

existe n0 ∈ N, tal que para todo n ∈ N com n > n0, existe x ∈ U de modo que fn(x) ∈ V ,

ou seja fn(U) ∩ V 6= ∅.

Figura 1.2: Função topologicamente mixing

Proposição 1.1.20 A função shift σ : Σd −→ Σd é topológicamente mixing.

Demonstração. Da Observação 1.1.6, vamos mostrar que Σd é topologicamente mixing

utilizando cilindros em vez de abertos. Dados os blocos U e V com comprimentos |U |,

|V | maiores que 0, e números inteiros n,m ∈ Z temos os cilindros:

Cn(U) = {x ∈ σd : x[n,n+|U |−1] = U}.

Cm(V ) = {x ∈ σd : x[m,m+|V |−1] = V }.

caso : n 6 m.

Tomando r0 = |U |, para cada r > r0 definimos a seguinte sequência (xk)k∈Z tal que

xn+j−1 = uj, 1 ≤ j ≤ |U | e xm+r−1+j = vj, 1 ≤ j ≤ |V |, onde os uj, vj são os termos

dos blocos U e V respectivamente. Assim, (xk)k∈Z ∈ Cn(U) e σr((xk)k∈Z)[m,m+|V |−1] = V .

Logo, σr((xk)k∈Z) ∈ Cm(V ) e portanto (xk)k∈Z ∈ Cn(U) ∩ σ−r(Cm(V )). O caso n > m é

analógo. E assim, provamos que σ é topologicamente mixing. �

1.2 Subshift do tipo finito

Nesta seção iremos definir um tipo especial de subconjunto no espaço das sequências

de símbolos, mediante uma matriz com entradas 0 ou 1. Este subconjunto será invariante
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pela função shift, o que nos levará a estudarmos sua dinâmica. A saber, esta dinâmica

terá boas propriedades, principalmente quando a matriz for irredutível.

Seja Ad×d = (aij)1≤i,j≤n uma matriz tal que aij = 0 ou 1. Um ponto x = (xn)n∈Z

em Σd é dito admissível com respeito a matriz A, quando axnxn+1 = 1, para todo n ∈ Z.

Assim, definimos o conjunto

ΣAd×d
= {(xn)n∈Z = x ∈ Σd : x é admissível com respeito a matriz Ad×d}.

O conjunto ΣAd×d
também é chamado de Subshift de tipo finito associado à matriz

A. Mostraremos que o conjunto ΣAd×d
é σ-invariante. Logo, podemos estudar a função

shift restrita a este subconjunto Ad×d = (aij)1≤i,j≤d. De fato, dado x = (xn)n∈Z em ΣAd×d

temos que aσ(x)[i]σ(x)[i+1]
= axi+1xi+2

= 1, para todo i ∈ Z. Segue que σ(x) ∈ ΣAd×d
e

portanto

σ(ΣAd×d
) ⊆ ΣAd×d

.

De fato, vale σ(ΣAd×d
) = ΣAd×d

, pois dado z = (zn)n∈Z em ΣAd×d
temos aσ−1(z)[i]σ

−1(z)[i+1]
=

azi−1zi = 1, para todo i ∈ Z. Isto, implica que z ∈ σ(ΣAd×d
). Também temos que ΣAd×d

é fechado, pois dado y = (yn)n∈Z em ΣAd×d
e ǫ > 0 temos:

Bǫ(y) ∩ ΣAd×d
6= ∅. (1.2)

Disso, temos y ∈ ΣAd×d
e portanto ΣAd×d

= ΣAd×d
. Se fosse o caso em que y 6∈ ΣAd×d

,

existiria um n0 ∈ Z tal que:

ayn0yn0+1 = 0. (1.3)

Tomamos o número real positivo r =
1

2|n0|
e por (1.2) temos Br(y) ∩ ΣAd×d

6= ∅. Assim,

vai existir um ponto z = (zn)n∈Z ∈ Σd tal que z ∈ Br(y) ∩ ΣAd×d
. Segue que d 1

2
(z, y) < r

e aznzn+1 = 1, para todo n ∈ Z. Logo tem-se

d 1
2
(z, y) ≤

1

2|n0|+1
e azn0zn0+1 = 1. (1.4)

Disso, obtemos z[−|n0|−1,|n0|+1] = y[−|n0|−1,|n0|+1], o que implica que zn0 = yn0 e zn0+1 =

yn0+1. Por (1.3) temos que azn0zn0+1 = 0, contradizendo (1.4).

Definição 1.2.1 Dada uma matriz Ad×d = (aij)1≤i,j≤d com aij = 0 ou 1, dizemos que

Ad×d é irredutível se existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 tem-se que para cada

i, j ∈ {1, . . . , d}, anij > 0. Sendo anij > 0 o termo da matriz An
d×d na i-ésima fila e

j-ésima coluna.
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Definição 1.2.2 Dados i, j ∈ {1, . . . , d}, um bloco W := w0 = i, w1, . . . , wr = j em Σd e

uma matriz Ad×d = (aij)1≤i,j≤d com aij = 0 ou 1, irredutível. Dizemos que W é possível

em relação à matriz Ad×d se awkwk+1
= 1, para todo k ∈ {1, . . . , r− 1}. Isto é equivalente

a dizer que aiw1aw1w2 , . . . , awr−1j = 1 ou também equivale a dizer que existe um ponto

x = (xn)n∈Z em ΣAd×d
e m ∈ Z tal que xm = i e xm+r = j, x[m,m+r] = W .

Observação 1.2.3 Consideremos uma matriz Ad×d = (aij)1≤i,j≤d com aij = 0 ou 1.

Da Definição 1.2.1 é fácil ver que as seguintes afirmações são equivalentes:

1. Ad×d é irredutível.

2. Existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0 tem-se que para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , d},

anij > 0.

3. Existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0 tem-se que para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , d},

anij =
dn−1∑

s=1

asis1 . . . a
s
sn−1j

> 0.

4. Existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0 tem-se que para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , d},

existe um bloco W = is1 . . . sn−1j de comprimento n+1 que é possível em relação a Ad×d.

5. Existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0 tem-se que para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , d},

existe um ponto x = (xn)n∈Z em ΣAd×d
e m ∈ Z tal que xm = i e xm+n = j.

Teorema 1.2.4 Seja a matriz Ad×d = (aij)1≤i,j≤d com aij = 0 ou 1. Adxd é irredutível

se, e somente se, σ|ΣAd×d
: ΣAd×d

−→ ΣAd×d
é topologicamente mixing.

Demonstração. Suponhamos que Ad×d seja irredutível. Consideremos os cilindros Ck[U ]

e Ck[V ] com comprimentos |U | e |V | maiores que 0 e k, l ∈ Z tais que:

Ck[U ] ∩ ΣAd×d
6= ∅ e Cl[V ] ∩ ΣAd×d

6= ∅.

Existem pontos x = (xn)n∈Z e y = (yn)n∈Z em ΣAd×d
tais que x ∈ Ck[U ] e y ∈ Cl[V ].

Assim, temos:

axnxn+1 =1, para todo n ∈ Z e x[k,k+|U |−1] = U.

aynyn+1 =1, para todo n ∈ Z e y[l,l+|V |−1] = V.
(1.5)

Sem perda de generalidade podemos supor k 6 l.

Pelo Item 5 da Observação 1.2.3, existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0 tem-se

que para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , d}, existe um bloco W = w0w1 . . . wn−1wn (w0 = i e wn = j)

de comprimento n+ 1 que é possível em relação com Ad×d, isto é:

awrwr+1 = 1, para todo r = 0, 1, . . . , n− 1.
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Logo, para xk+|U |, yl ∈ {1, . . . , d} existe um bloco W
′

= xk+|U |s1 . . . sn−1yl possível, isto é:

axk+|U|s1 = 1, as1s2 = 1, . . . , asn−1yl = 1.

Definimos a seguinte sequência z = (zm)m∈Z ∈ Σd:

zm = xm, para todo m ∈ Z,m ≤ l + |U |,

zl+|U |+i = si, para i = 1, . . . , n− 1 e

zl+|U |+n+j−1 = yl+j−1, para todo j ∈ N.

Como z[k,k+|U |−1] = x[k,k+|U |−1] = U temos z ∈ Ck(U). Além disso, σn+|U |(z)[l,l+|V |−1] =

y[l,l+|V |−1] = V , logo σn+|U |(z) ∈ Cl(V ). Mais ainda, pela definição de z e por (1.5) temos

que z ∈ ΣAd×d
e portanto:

z ∈ Ck(U) ∩ ΣAd×d
∩ σ−(n+|U |)(Ck(V ) ∩ ΣAd×d

). (1.6)

Tomando r0 = n + |U | ∈ N, para todo r ∈ N, r > r0 de (1.6) tem-se que: z ∈

Ck(U) ∩ ΣAd×d
∩ σ−r(Ck(V ) ∩ ΣAd×d

).

Reciprocamente, suponhamos que σ|ΣAd×d
seja topologicamente mixing. Para cada

i, j ∈ {1, . . . , d} consideremos os cilindros:

C0(i) = {x ∈ Σd : x0 = i}.

C0(j) = {y ∈ Σd : y0 = j}.

Os quais são abertos (Proposição 1.1.8). E assim, temos que C0(i)∩ΣAd×d
e C0(j)∩ΣAd×d

são abertos em ΣAd×d
. Pelo fato de σ|Ad×d

ser topologicamente mixing existe um número

ri,j ∈ N tal que para cada r ∈ N, r > ri,j temos que:

C0(i) ∩ ΣAd×d
∩ σ−r

|Ad×d
(C0(j) ∩ ΣAd×d

) 6= ∅.

O que implica a existência de um ponto z = (zn)n∈Z ∈ C0(i)∩ΣAd×d
∩σ−r

|Ad×d
(C0(j)∩ΣAd×d

).

Segue que z ∈ C0(i) e assim z0 = i. Como z ∈ ΣAd×d
, logo aznzn+1 = 1, para todo n ∈ Z.

Assim, como σr(z) ∈ C0(j) temos σr(z)[0] = j, isto é, zr = j. Dessa maneira obtemos o

bloco W = z0 = iz1 . . . zr−1zr = j o qual é possível em relação à matriz Ad×d e portanto:

arij =
dr−1∑

s=1

asim . . . asnj︸ ︷︷ ︸
r-termos
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= aiz1 . . . azr−1j +
dr−1−1∑

s

asim . . . asnj︸ ︷︷ ︸
r-termos

= 1 +
dr−1−1∑

s

asim . . . asnj︸ ︷︷ ︸
r-termos

> 0.

Então arij > 0. Desta maneira, tomamos r0 = max
1≤i,j≤n

{ri,j} > 0. Logo, para cada

1 ≤ i, j ≤ n tem-se: arij > 0, para todo r ≥ r0. Portanto An×n é irredutível.

�

Proposição 1.2.5 Dado ΣAn×n
o Subshift do tipo finito. Se para cada i, j ∈ {1, . . . , n}

existe n0 ∈ N tal que em An0 é tal que an0
i,j > 0, então σ|ΣAn×n

é topologicamente transitivo.

Demonstração. Dados k ∈ Z, n e m ∈ N. Sejam Ck(ak1 , . . . , akn) e Ck(bl1 , . . . , blm)

cilindros tais que intersectam ΣA
n×n

. Isto é, ak1 , . . . , akn e bl1 , . . . , blm são sequências

permissíveis para An×n. Por hipótese, existe n0 ∈ N e elementos c1, . . . cn0−1 ∈ {1, . . . , n}

tal que

aknc1 . . . cn0−1bl1 .

seja um pedaço de sequência permissível para An×n. Dados os pontos x = (xr)r∈Z e

y = (yr)r∈Z em ΣAn×n
tais que x ∈ Ck(ak1 , . . . , akn) e y ∈ Ck(bl1 , . . . , blm), tomemos o

seguinte ponto: z = (zr)r∈Z ∈ ΣAn×n
:

zr = xr, para todo r ∈ Z,m ≤ k + kn − 1,

zk+kn−1+i = ci, para i = 1, . . . , n0 − 1 e

zk+kn−1+n0−1+j = yk−1+j, para todo j ∈ N.

Isto é:

z : . . . ak1 . . . aknc1 . . . cn0−1bl1 . . . blm . . .

Logo, z ∈ Ck(ak1 , . . . , akn) e σn0+kn(z) ∈ Ck(bl1 , . . . , blm). Portanto

σn0+kn(Ck(ak1 , . . . , akn)) ∩ Ck(bl1 , . . . , blm) 6= ∅.

�
Na seguinte proposição mostraremos que sob uma certa condição da matriz é

possível ter densidade dos pontos periódicos.

Proposição 1.2.6 Seja a matriz Ad×d = (aij)1≤i,j≤d, com aij = 0 ou 1. Se para cada

i, j ∈ {1, . . . , n} exite n0 ∈ N tal que em An0 é tal que an0
i,j > 0, então Per(σ|Ad×d

) é denso

em ΣAdxd
.
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Demonstração. Da hipótese, temos que para cada i, j ∈ {1, . . . , d} existe um n0 ∈ N
tal que an0

ij > 0, e assim, vai existir um bloco possível W = iw1 . . . wn0−1j. Dado ǫ > 0,

existe k ∈ N tal que
1

2k
< ǫ. Tomando um ponto y = (yn)n∈Z ∈ ΣAd×d

, temos que:

aynayn+1 = 1, para todo n ∈ Z. (1.7)

Logo, para yk, y−k ∈ {1, . . . , d} existe um número k0 ∈ N e um bloco possível U =

yks1 . . . sk0−1y−k. Isto é:

ayks1 = 1, as1s2 = 1, . . . , ask0−1y−k
= 1. (1.8)

Agora, definimos o seguinte ponto:

z = . . . y−k . . . y0 . . . yks1 . . . sk0−1y−k . . . y−1y0y1 . . . yks1 . . . sk0−1 . . . .

Por definição d 1
2
(z, y) ≤

1

2k
< ǫ, logo z ∈ Bǫ(y). Por (1.7), (1.8) tem-se que

z ∈ ΣAd×d
e assim z ∈ Bǫ(y) ∩ ΣAd×d

. Além disso, pela definição de z temos que

σ2k+k0(z) = z o que implica z ∈ Per2k+K0(σ|ΣAd×d
) ⊆ Per(σ|ΣAd×d

). Disto, temos que

z ∈ (Bǫ(y) ∩ ΣAd×d
) ∩ Per(σ|ΣAd×d

). Mostrando dessa maneira que

(Bǫ(y) ∩ ΣAd×d
) ∩ Per(σ|ΣAd×d

) 6= ∅, para todo ǫ > 0.

Isto é, y ∈ Per(σ|ΣAd×d
) e sendo y arbitrário concluímos Ad×d = Per(σ|ΣAd×d

).

�

1.3 Dinâmica topológica

Sejam X um espaço topólogico, f : X −→ X uma aplicação contínua, e x ∈ X.

Chamamos a órbita futura de x ao conjunto O+(x) = {fn(x) : n ∈ Z+
0 }. No caso de f ser

um homeomorfismo, definimos a órbita passada de x como o conjunto O−(x) = {fn(x) :

n ∈ Z−
0 }. Neste caso dizemos que o conjunto O(x) = {fn(x) : n ∈ Z} = O+(x)∪O−(x) é

a órbita de x. Estamos considerando Z+
0 como o conjunto dos números inteiros positivos

junto com o zero, analogamente para Z−
0 o conjunto dos números inteiros negativo junto

com o zero.

Seja A ⊂ X. Dizemos que A é positivamente f -invariante se f(A) ⊂ A e o

caso de ser negativamente f -invariante quando A ⊂ f(A). Assim A é f -invariante se

é positivamente e negativamente f -invariante, isto é, f(A) = A.

Daremos na seguinte definição os conjuntos dos pontos de acumulação da órbita de
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pontos do espaço.

Definição 1.3.1 Sejam X um espaço métrico compacto, f : X −→ X uma função

contínua. Dado x ∈ X, definimos

ω(x, f) = {y ∈ M : ∃ nk → +∞ tal que fnk(x) → y}.

que é o conjunto ω-limite de x (para f). No caso de f ser um homeomorfismo, definimos

α(x, f) = {z ∈ M : ∃ mk → +∞ tal que f−mk(x) → z}.

é o conjunto α-limite de x (para f).

Intuitivamente o conjunto α(x, f) é onde a órbita de x “nasce” e ω(x, f) onde ela

“morre”.

Observação 1.3.2 Note que α(x, f) = ω(x, f−1) e ω(x, f) 6= ∅ pelo fato de X ser um

espaço métrico compacto. De fato, a sequência (fn(x))n∈N possui uma subsequência

convergente para um ponto em X. Analogamente, α(x, f) 6= ∅. Neste texto vamos

denotar ω(x, f) por ω(x) e α(x, f) por α(x), se não houver dúvida com respeito a função

que estamos trabalhando. No caso de f ser um homeomorfismo e p ∈ M um ponto

periódico tem-se ω(p) = α(p) = O(p). Os conjuntos ω(x, f) e α(x, f) são conjuntos

fechados e f -invariantes, para ver os detalhes da demostração veja [5], página 29.

Definição 1.3.3 Sejam X um espaço métrico compacto, f : X −→ X um

homeomorfismo e x ∈ X um ponto. O ponto x ∈ X é dito recorrente no futuro

(resp. no passado) se x ∈ ω(x) (resp. x ∈ α(x)) . Isto, é equivalente a dizer x é recorrente

no futuro (resp. no passado) se para qualquer vizinhança V de x existe n ∈ N tal que

fn(x) ∈ V (resp. existe m ∈ N tal que f−m(x) ∈ V ). Se x é recorrente no futuro e no

passado, dizemos que x é recorrente, isto é, para toda vizinhança V de x existem n,m ∈ N
tal que

fn(x), f−m(x) ∈ V.

Denotamos o conjunto dos pontos recorrentes por R(f).

Note que, um ponto periódico p ∈ X é recorrente, pois p ∈ O(p) = ω(p) = α(p),

pela Observação 1.3.2.

Definição 1.3.4 Sejam X um espaço métrico compacto e f : X −→ X uma aplicação

contínua. Dizemos que x ∈ X é um ponto não-errante se para cada vizinhança U contendo
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x, existe n ∈ N tal que fn(U)∩U 6= ∅, caso contrário dizemos que x é um ponto errante.

Denotamos ao conjunto dos pontos não errantes para f como:

Ω = Ω(f) = {x ∈ M : x é não errante }.

Observação 1.3.5 Observe que todo ponto recorrente é não-errante. Na verdade o fecho

do conjunto dos pontos recorrentes está contido no conjuntos dos pontos não-errantes.

Além disso, Ω(f) é positivamente f -invariante e ω(x, f) ⊂ Ω(f), no caso de f ser um

homeomorfismo tem-se que Ω(f) é f -invariante e α(x, f) ⊂ Ω(f), veja [5] página 29.

Definição 1.3.6 Sejam X um espaço métrico compacto e f : X −→ X um

homeomorfismo. Definimos o conjunto limite de f como:

L(f) = L+(f) ∪ L−(f), onde L+(f) =
⋃

x∈X

ω(x) e L−(f) =
⋃

x∈X

α(x).

Observemos que L(f) é compacto e f -invariante. Damos a seguinte proposição cuja

demostração pode ser vista em [5], página 31.

Proposição 1.3.7 Seja X um espaço métrico compacto, f : X −→ X um

homeomorfismo. Tem-se cl(Per(f)) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f).

Assim como na topologia a equivalência entre espaços topológicos é dada pelos

homeomorfismos, em sistemas dinâmicos é dada por um tipo especial de funções chamadas

de conjugações.

Definição 1.3.8 Sejam X e Y espaços métricos compactos, f : X → X e g : Y −→ Y

homeomorfismos. Dizemos que uma função h : X −→ Y é uma conjugação de f e g se h

é um homeomorfismo e h ◦ f = g ◦ h.

Note que, na definição acima o fato de h ◦ f = g ◦ h implica que:

h ◦ fn = gn ◦ h, para todo n ∈ N.

fn ◦ h−1 = h−1 ◦ gn, para todo n ∈ N.

No próximo teorema mostraremos a importância das conjugações, mostrando que

as dinâmicas conjugadas possuem as mesmas propriedades.

Teorema 1.3.9 Sejam X e Y espaços métricos compactos e f : X −→ X, g : Y −→ Y

homeomorfismos, h : X −→ Y uma conjugação de f e g e x ∈ X um ponto. Então:

1. h(Per(f)) = Per(g).
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2. h(ω(x, f)) = ω(h(x), g).

3. h(α(x, f)) = α(h(x), g).

4. h(R(f)) = R(g).

5. h(Ω(f)) = Ω(g).

6. f é topologicamente mixing se, e somente se, g é topologicamente mixing.

7. f é expansivo se, e somente se, g é expansivo.

Demonstração. Item 1. De fato, seja x ∈ Per(f) um ponto periódico de f com período

n. Assim,

gn(h(x)) = h(fn(x)) = h(x).

Logo, h(x) ∈ Pern(g) ⊆ Per(g), o que nos permite concluir que h(Per(f)) ⊆ Per(g).

Por outro lado, seja z ∈ Per(g) um ponto periódico de g com periodo m. Escrevendo

x = h−1(z) temos que

fm(x) = fm(h−1(z)) = h−1(gm(z)) = h−1(z) = x.

Logo, x ∈ Perm(f) ⊂ Per(f) e assim z = h(x) ∈ h(Per(f)). Disto, seque que

Per(g) ⊆ h(Per(f)) e portanto h(Per(f)) = Per(g).

Item 2. Mostremos que h(ω(x, f)) = ω(h(x), g). Dado b ∈ h(ω(x, f)), existe um ponto

a ∈ ω(x, f) tal que b = h(a). Logo existe uma sequência de índices (nk)k∈N, nk −→ +∞,

tal que a = lim
k→+∞

fnk(x). Logo, teremos

b = h(a) = h( lim
k→+∞

fnk(x)) = lim
k→+∞

h(fnk(x)) = lim
k→+∞

gnk(h(x)) ∈ ω(h(x), g).

Isto nos permite mostrar a inclusão h(ω(x, f)) ⊆ ω(h(x), g). Agora, vamos mostrar a

outra inclusão ω(h(x), g) ⊆ h(ω(x, f)). Seja y ∈ ω(h(x), g), então existe uma sequência

de índices (mk)k∈N, mk −→ +∞ tal que

y = lim
k→+∞

gmk(h(x)) = lim
k→+∞

h(fmk(x)) = h( lim
k→+∞

fmk(x)) ∈ h(ω(x, f)).

Item 3. Dado que h é também uma conjugação de f−1 e g−1, pelo Item 2 temos que

h(α(x, f)) = h(ω(x, f−1)) = ω(h(x), g−1) = α(h(x), g).
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Como queriamos provar.

Item 4. Este item é uma implicação direta dos itens 2 e 3.

Item 5. Vejamos h(Ω(f)) = Ω(g). Para isto, dado y ∈ h(Ω(f)) existe um ponto x ∈ Ω(f)

tal que y = h(x). Logo, tomando uma vizinhança aberta V de y e pelo fato de h ser um

homeomorfismo temos que h−1(V ) é também uma vizinhança aberta do ponto x. Como

x é um ponto não errante para f , existe um número natural n0 ∈ N tal que

fn0(h−1(V )) ∩ h−1(V ) 6= ∅.

Assim, existe um ponto b ∈ X tal que b ∈ fn0(h−1(V )) e b ∈ h−1(V ). Logo, h(b) ∈ V e

existe um ponto (único) a ∈ V tal que b = fn0(h−1(a)) e portanto b = h−1(gn0(a)). Segue

que, h(b) = gn0(a) ∈ gn0(V ). Isto, mostra que gn0(V ) ∩ V ⊃ {h(b)} 6= ∅. Mostrando que

y ∈ ω(g) e portanto a inclusão h(Ω(f)) ⊆ Ω(g).

Por outro lado, seja z ∈ Ω(g). Devido à injetividade de h podemos tomar o ponto

x = h−1(z). Dado U uma vizinhança aberta qualquer de x, então h(U) é vizinhança

aberta de z e sendo este um ponto não errante para g existe um m0 ∈ N tal que

gm0(h(U)) ∩ h(U) 6= ∅.

Segue, que existe c ∈ X tal que c ∈ gm0(h(U)) ∩ h(U) 6= ∅. h ◦ fm0 = gm0 ◦ h. Isto é,

c ∈ h(fm0(U)) ∩ h(U) e assim h−1(c) ∈ fm0(U) ∩ U . Obtemos que x ∈ Ω(f) e portanto

z = h(x) ∈ h(Ω(f)). Daí Ω(g) ⊆ h(Ω(f)).

Item 6. Supondo f topologicamente mixing, acontece que dados dois abertos U e V

não vazios em Y , as imagens inversas h−1(U), h−1(V ), são abertos não vazios em X e

existe m ∈ N0 tal que para todo n ≥ m tem-se

fn(h−1(U)) ∩ h−1(V ) 6= ∅.

Assim, existe z ∈ X tal que z ∈ fn(h−1(U)) ∩ h−1(V ), logo h(z) ∈ V e existe um ponto

x ∈ U tal que z = (fn ◦ h−1)(x). Pelo fato de h ser uma conjugação de f e g temos que:

h(z) = (h ◦ fn)(h−1(x)) = (gn ◦ h)(h−1(x)) = gn(x) ∈ gn(U).

Logo, h(z) ∈ gn(U) ∩ V, para todo n ≥ m. Isto é, gn(U) ∩ V 6= ∅, para todo n ≥ m.

O que garante que g é topologicamente mixing. Reciprocamente, suponha que g é
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topologicamente mixing. Dado dois abertos Û e V̂ não vazios em X temos que h(Û), h(V̂ )

são abertos em Y e existe m0 ∈ N0 tal que para todo m ≥ m0 tem-se

gm(h−1(Û)) ∩ h−1(V̂ ) 6= ∅.

Então, existe z ∈ Y tal que z ∈ gm(h(Û)) ∩ h(V̂ ), logo z ∈ gm(h(Û)) e z ∈ h(V̂ ). Segue

que z ∈ h(fn(Û)) e assim temos que h−1(z) ∈ fn(Û) ∩ V̂ . Mostrando desta maneira que

fn(Û) ∩ V̂ 6= ∅, para todo n ≥ m0 e portanto f é topologicamente mixing.

Item 7. Suponhamos que f é expansivo. Seja α > 0 a constante de expansividade

de f . Como h−1 : Y −→ X é um homeomorfismo, em particular contínua, e sendo Y

compacto temos que h−1 é uniformemente contínua. Logo, existe β > 0 tal que para cada

par de pontos y1, y2 ∈ Y com dY (y1, y2) < β, implica que

dX(h
−1(y1), h

−1(y2)) < α. (1.9)

Sejam y, z ∈ Y tal que

dY (g
n(y), gn(z)) < β, para todo n ∈ Z. (1.10)

Afirmação: y = z

De (1.9) e (1.10) temos que dX(h
−1(gn(y)), h−1(gn(z))) < α, para todo n ∈ Z. Daí temos

que dX(f
n(h−1(y)), fn(h−1(z))) < α, para todo n ∈ Z (pois sendo h uma conjugação de

f e g tem-se h ◦ f = g ◦ h, logo fn ◦ h−1 = h−1 ◦ gn, para todo n ∈ Z). Como α é a

constante de expansividade de f temos que h−1(y) = h−1(z) e pela injetividade de h−1

concluimos que y = z. Portanto g é expansivo com constante de expasividade β.

Agora, suponhamos que g é expansivo. Pelo fato de h : X −→ Y ser a conjugação de

f e g temos que h é um homeomorfismo e h ◦ f = g ◦ h, logo h−1 : Y −→ X é um

homemorfismo e h−1 ◦ g = f ◦h−1 e portanto h−1 é uma conjugação de g e f. E assim que

pela afirmação feita acima já demostrada obtemos que f também é expansivo.

�
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CAPÍTULO 2

HIPERBOLICIDADE

2.1 Hiperbolicidade local

Nesta primeira seção estudaremos pontos periódicos hiperbólicos para um

difeomorfismo em uma variedade compacta M , n-dimensional, dotado de uma métrica

Riemmaniana de classe Cr. Estes tipos de pontos permitem relacionar localmente a

dinâmica de um difeomorfismo e sua parte linear. Isto será provado num teorema

conhecido como o Teorema de Hartman-Grobman.

A métrica Riemanniana no fibrado tangente TM induz uma métrica em M , definida

d(x, y) como o mínimo dos comprimentos de curvas diferenciáveis, por partes, ligando x a

y. Seja r > 1, Cr(M) = {g : M −→ M : g é uma função de classe Cr} dotada da norma

Cr ou Cr-norma, formando um espaço completo, e induzindo uma topologia em Cr(M),

chamada topologia Cr ou Cr-topologia. Observemos que pelo Teorema da Função Inversa

é possivel mostrar que o conjunto Diff r(M) = {f : M −→ M : f é Cr-difeomorfismo} é

aberto em Cr(M).

Definição 2.1.1 Sejam M uma variedade compacta, f : M −→ M um homeomorfismo e

Λ um subconjunto compacto f -invariante de M . Λ é dito isolado se existe uma vizinhança

U de Λ em M tal que Λ ⊂ int(U) e Λ =
⋂

n∈Z

fn(U).

Definição 2.1.2 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ Pern(f). Dizemos que p

é um ponto hiperbólico se a aplicação linear Dfn
p : TpM −→ TpM não possui autovalores

no círculo S1 ⊂ C.

Observação 2.1.3 Na definição acima denotamos o espectro de Dfn
p como o conjunto

spec(Dfn
p ) = {λ ∈ C : Dfn

p − λI não é um isomorfismo }. Logo, p ∈ Pern(f), será um
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ponto periódico hiperbólico de f se spec(Dfn
p ) ∩ {α ∈ C : |α| = 1} = ∅.

Por um resultado da Teoria Espectral existem subespaços Es
p, E

u
p , Dfn

p -invariantes,

e constantes 0 < µ < 1, λ > 1 tal que TpM = Es
p⊕Eu

p , spec(Dfn
p |Es

p

) ⊂ {α ∈ C : |α| < µ},

spec(Dfn
p |Eu

p

) ⊂ {α ∈ C : |α| > λ}. Temos também que Dfn
p |Es

p

e Dfn
p |Eu

p

são isomorfismos

em Es
pe Eu

p , respectivamente. Além disso, existe uma constante C > 0 tal que

‖Dfn
p |Es

p

‖ < Cµn e ‖Df−n
p |Es

p

‖ > Cλ−n.

Os subespaços Es
p e Eu

p são chamados de Subespaços Estável e Instável no ponto p,

respectivamente.

Definição 2.1.4 Uma transformação linear A : Rm −→ Rm é dita hiperbólica se

spec(A) ∩ {α ∈ C : |α| = 1} = ∅.

Definição 2.1.5 Sejam A : Rm −→ Rm uma transformação linear, F : Rm −→ Rm um

homeomorfismo e r > 0. Dizemos que A possui a propriedade de r-estabilidade se para

cada homeomorfismo G : Rm −→ Rm tal que sup
x∈Rm

{‖(G − A)(x)‖} < +∞ e G − A tem

constante de lipschitz menor que r, então G e A são conjugados. Dizemos que F tem

constante de expansividade infinita se sup
n∈Z

{‖F n(x)− F n(y)‖} = +∞, x 6= y.

Agora, enunciamos o seguinte resultado cuja demostração será omitida e pode ser

achada em [8].

Proposição 2.1.6 Se A : Rm −→ Rm é uma transformação linear hiperbólica, então

existe um ǫ > 0 tal que A possui a propriedade de ǫ-estabilidade. Além disso, aqueles

homeomorfismos G como na definição acima possuem constante de expansividade infinita.

Se p é um ponto periódico de período n para um difeomorfismo f , então

é um ponto fixo para fn, por isto consideramos para estudos locais, pontos fixos

hiperbólicos. Provaremos o Teorema de Hartman-Grobman, relacionando dinâmica de

um difeomorfismo, em uma vizinhança do ponto fixo hiperbólico, com a dinâmica da sua

parte linear, resultado que dá uma boa informação da dinâmica local.

Teorema 2.1.7 Seja f : M −→ M um difeomorfismo. Se p ∈ M é um ponto fixo

hiperbólico de f , então f e Dfp são localmente conjugados. Isto é, existem vizinhanças Up

de p em M e V0 de 0 em TpM , e um homeomorfismo h : Up −→ V0 tal que h◦f = Dfp ◦h.
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Figura 2.1: Conjugação local.

Demonstração. Pelo fato de f ser um difeomorfismo existe uma carta local (Ûp, ϕ) do

ponto p, isto é, Ûp é um aberto de p e ϕ : Ûp −→ Rn um homeomorfismo, com ϕ(p) = 0

tal que a expressão local fϕϕ = ϕfϕ−1 : Rn −→ Rn é um difeomorfismo, com

fϕϕ(0) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(0) = ϕ(f(p)) = ϕ(p) = 0.

Como p é um ponto fixo hiperbólico de f então Dfp é hiperbólica e desde que a matriz

associada a Dfp coincide com a matriz de D(fϕϕ)0, temos que D(fϕϕ)0 é hiperbólica, ou

seja 0 ∈ Rn é ponto fixo hiperbólico da expressão local fϕϕ.

Vamos denotar A = D(fϕϕ)0. Pela Proposição 2.1.6 existe um ǫ > 0 tal que

A possui a propiedade de ǫ-estabilidade. Pela diferenciabilidade de fϕϕ temos que

fϕϕ(x) = A(x) + r(x), onde r ∈ C1 ( pois Drx = D(fϕϕ)x − A é uma diferença de

duas funções contínuas ) e lim
x−→0

r(x)

‖x‖
= 0. Temos também

r(0) = fϕϕ(0)− A(0) = 0, e

Dr0 = D(fϕϕ)0 − A = A− A = 0.

Pela diferenciabilidade de fϕϕ e continuidade de Dr na origem, para ǫ > 0, existem δ1 > 0

e δ2 > 0 tais que para ‖x1‖ < δ1 e ‖x2‖ < δ2 tem-se
‖r(x1)‖

‖x‖
<

ǫ

16
e ‖Drx2‖ <

ǫ

4
. Logo,

tomando δ3 = min{δ1, δ2} > 0 temos que para x ∈ Rn, ‖x‖ < δ3 implica

‖r(x)‖ <
ǫ‖x‖

16
e ‖Drx‖ <

ǫ

4
.

Consideraremos um tipo especial de função ρ : Rn −→ Rn tal que 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, com

ρ(x) = 1, se ‖x‖ <
δ3
2

, ρ(x) = 0, se ‖x‖ > δ3 e ‖∇ρ(x)‖ ≤
4

δ3
. Definamos também a

função G : Rn −→ Rn, dada por G(x) = A(x) + ρ(x)r(x). Temos que G(x) = fϕϕ(x), se
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‖x‖ <
δ3
2

, G(x) = A(x), se ‖x‖ > δ3 e sup{‖G(x) − A(x)‖, x ∈ Rn} < +∞. Também,

temos que DGx = A + ρ(x)Drx + rt(x)∇ρ(x). Daí segue que para ‖x‖ > δ3 tem-se que

DGx − A é identicamente nula e para ‖x‖ < δ3, temos

‖DGx − A‖ = ‖ρ(x)Drx + rt(x)∇ρ(x)‖

≤ |ρ(x)|‖Drx‖‖+ |rt(x)|‖∇ρ(x)‖

<
ǫ

4
+

ǫ‖x‖

16

4

δ3

=
ǫ

4
+

ǫ

4

δ3
δ3

=
ǫ

2
.

Logo, ‖DGx −A‖ <
ǫ

2
e pela desigualdade do Teorema do Valor Médio temos que G−A

tem constante de lipschitz
ǫ

2
, ou seja, menor que ǫ em Bδ3(0). Pela ǫ-estabilidade de A,

existe um homeomorfismo H : Rn −→ Rn tal que H ◦G = A◦H. Desta maneira tomamos

δ =
δ3
2
, U0 = Bδ(0), V = H(Bδ(0)) e h1 = H|V .

Como G = fϕϕ em U0, então h1 ◦fϕϕ = (Dfϕϕ)0 ◦h1. Finalmente, tomando Up = ϕ−1(U0)

e V0 = ϕ−1(V ), onde ϕ : TpM −→ Rn é um isomorfismo dado por ϕ([α]) = (ϕ ◦ α)
′

(0)

( α : I −→ M um caminho diferenciável em M , I um intervalo aberto contendo 0

com α(0) = p e [α] = {β : I −→ M : β um caminho diferenciável em M com β(0) =

p e (ϕ ◦ β)
′

(0) = (ϕ ◦ α)
′

(0)}) e satisfaz Dfp = ϕ−1 ◦ (Dfϕϕ)0 ◦ ϕ. O que implica que,

para h = ϕ−1 ◦ h1 ◦ ϕ e dado x ∈ Up temos

(h ◦ f)(x) = (ϕ−1 ◦ h1 ◦ (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1))(ϕ(x))

= ϕ−1((h1 ◦ fϕϕ)(ϕ(x)))

= ϕ−1(((Dfϕϕ)0 ◦ h1)(ϕ(x)))

= ((ϕ−1 ◦ (Dfϕϕ)0 ◦ ϕ) ◦ (ϕ
−1 ◦ h1 ◦ ϕ))(x)

= (Dfp ◦ h)(x).

Assim, obtemos que h ◦ f = Dfp ◦ h. O que prova o resultado.

�

Observação 2.1.8 Note acima que G é expansivo em U0 com constante de expansividade

infinita, ou seja fϕϕ é expansivo em U0, o que quer dizer que, para x̂, ŷ ∈ U, x̂ 6= ŷ, temos

sup
n∈Z

{‖fn
ϕϕ(x̂)− fn

ϕϕ(ŷ)‖} = +∞.
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Agora, provaremos a não existência de órbitas inteiramente contidas numa

vizinhança pequena de um ponto fixo hiperbólico.

Corolário 2.1.9 Seja f : M −→ M um difeomorfismo. Se p ∈ M é um ponto fixo

hiperbólico de f , então existe uma vizinhança Up de p tal que se (fn(x))n∈Z ⊂ Up, x ∈ M ,

então x = p. Em particular, p é o único ponto fixo de f em Up.

Demonstração. Pelo Teorema 2.1.7 temos a vizinhança Up = ϕ−1(U0) = ϕ−1(Bδ(0)) do

ponto p tal que a expressão local fϕϕ em Bδ(0) é expansiva com constante de expansividade

infinita. Suponhamos que exista um ponto x ∈ M,x 6= p, tal que (fn(x))n∈Z ⊂ Up.

Dado que x 6= p temos x̂ = ϕ(x) 6= ϕ(p) = 0, seque que sup
n∈Z

{‖fn
ϕϕ(x̂) − fn

ϕϕ(0)‖} = +∞

e sendo 0 um ponto fixo de fϕϕ, temos que sup
n∈Z

{‖fn
ϕϕ(x̂)‖} = +∞. O que gera

uma contradição, pelo fato que fn(x) ∈ Up, para todo n ∈ Z. Temos, portanto, que

ϕ(fn(x)) ∈ Bδ(0), para todo n ∈ Z. Logo, fn
ϕϕ(x̂) ∈ Bδ(0), para todo n ∈ Z, isto é,

‖fn
ϕϕ(x̂)‖ < δ, para todo n ∈ Z. Assim, obtemos sup

n∈Z
{‖fn

ϕϕ(x̂)‖} ≤ δ. Portanto, para

cada x ∈ M,x 6= p temos que a órbita O(x) * Up. Isto é, existe um n0 ∈ Z tal que

fn0(x) 6∈ Up.

�

2.2 Variedades invariantes

Na seção anterior, o Teorema 2.1.7 além de nos permitir encontrar equivalência local

de dinâmicas, também nos fornece variedades topológicas estáveis e instáveis imersas na

variedade M , as quais iremos apresentar nesta seção. Na próxima seção mostraremos a

diferenciabilidade delas no Teorema da Variedade Estável e Instável.

Definição 2.2.1 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, p ∈ M e r > 0. Definimos os

seguintes conjuntos:

W s(p, f) = {y ∈ M : d(fn(y), fn(p)) −→ 0, quando n −→ +∞} e

W u(p, f) = {y ∈ M : d(f−n(y), f−n(p)) −→ 0, quando n −→ +∞}.

Os quais são chamados de conjuntos estável e instável do ponto p, respectivamente.

Agora, definimos os conjuntos estáveis e instáveis locais do ponto p, por:

W s
r (p, f) = {y ∈ M : d(fn(y), fn(p)) < r, ∀n ≥ 0} e

W u
r (p, f) = {y ∈ M : d(f−n(y), f−n(p)) < r, ∀n ≥ 0}.
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A definição dada dos conjuntos estáveis e intáveis podem também ser dada em

espaços métricos compactos. Notemos que W u(p, f) = W s(p, f−1). Quando não existir

dúvida a respeito da função que define o conjunto estável e instável denotamos apenas por

W s(p), W s(p), o mesmo para os conjunto estável local e instável local W s
r (p) e W u

r (p),

respectivamente.

Lembremos que, para uma função uniformente contínua f : X −→ Y definida entre

dois espaços métricos vale: se (xn)n∈N e (yn)n∈N são duas sequências de pontos de X tais

que: se dX(xn, yn) −→ 0, então dY (f(xn), f(yn)) −→ 0. A próxima proposição permite

relacionar as variedades estáveis e instáveis entre duas dinâmicas.

Proposição 2.2.2 Sejam f : X −→ X e g : Y −→ Y dois homeomorfismos definidos nos

espaços métricos compactos X e Y , e uma função h : X −→ Y . Se h é uma conjugação

entre f e g, então h(W s(x, f)) = W s(h(x), g) e h(W u(x, f)) = W u(h(x), g).

Demonstração. Dado y ∈ W s(x, f) temos que dX(f
n(y), fn(x)) −→ 0, quando

n −→ +∞. Como h é contínua e X é compacto, então h é uniformemente contínua

e portanto dY (h(f
n(y)), h(fn(x))) −→ 0, quando n −→ +∞. O que implica que:

dY (g
n(h(y)), gn(h(x))) −→ 0, quando n −→ +∞.

Isto é, h(y) ∈ W s(h(x), g), e logo h(W s(x, f)) ⊆ W s(h(x), g). Por outro lado, dado

z ∈ W s(h(x), g) temos dY (g
n(z), gn(h(x))) −→ 0, quando n −→ +∞. Novamente,

como h−1 é contínua no compacto Y então h−1 é uniformemente contínua. Portanto

dX(h
−1(gn(z)), h−1(gn(h(x)))) −→ 0, quando n −→ +∞. Isto, nos leva a concluir que:

dX(f
n(h−1(z)), fn(x)) −→ 0, quando n −→ +∞.

Isto é, h−1(z) ∈ W s(x, f) e portanto z ∈ h(W s(x, f)), provando assim a outra inclusão.

Agora, pelo fato que h é também uma conjugação de f−1 e g−1 temos h(W u(x, f)) =

h(W s(x, f−1)) = W s(h(x), g−1) = W u(h(x), g).

�

O próximo resultado mostra que os conjuntos estáveis e instáveis são densos

em Dinâmica Simbólica. Fato que também constataremos em conjuntos hiperbólicos

maximais mediante conjugação topológica com dinâmicas simbólicas.

Proposição 2.2.3 Seja (Σd, d 1
2
) o espaço das sequências de d símbolos. Então, para

cada ponto x = (xk)k∈Z em Σd, os conjuntos estável W s(x, σ) = {y = (yk)k∈Z ∈
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Σd : lim
n→+∞

d 1
2
(σn(y), σn(x)) = 0} e instável W s(x, σ) = {z = (zk)k∈Z ∈ Σd :

lim
n→+∞

d 1
2
(σ−n(y), σ−n(x)) = 0} são densos em Σd.

Demonstração. Dado um ponto x = (xk)k∈Z em Σd, tomemos o seguinte conjunto

Ax = {y = (yk)k∈Z ∈ Σd : yj = xj, para todo j ≥ j0, para algum j0 ∈ Z}.

Vejamos que W s(x, σ) = Ax. Dado y = (yk)k∈Z ∈ W s(x, σ) temos que

lim
n→+∞

d 1
2
(σn(y), σn(x)) = 0. Assim, pela definição de limite existe um n0 ∈ N tal que

d 1
2
(σn(y), σn(x)) < 1, para todo n ∈ N, n ≥ n0. (2.1)

Suponhamos por absurdo que y 6∈ Ax. Assim, para n0 existe um m0 ∈ N,m0 ≥ n0

tal que ym0 6= xm0 , logo σm0(y)[0] = ym0 6= xm0 6= σm0(x)[0]. Isso, implica que

d 1
2
(σm0(y), σm0(x)) = 2 > 1 contradizendo (2.1). Segue que, y ∈ Ax e portanto

W s(x, σ) ⊆ Ax. Por outro lado, dado a = (ak)k∈Z ∈ Ax existe j0 ∈ Z tal que

aj = xj, para todo j ≥ j0. Dado ǫ > 0, existe i0 ∈ N tal que
1

i0
< ǫ. Logo tomando

n0 = j0 + i0, tem-se

σn(a)[−n+j0,n−j0] = σn(x)[−n+j0,n−j0], para todo n ≥ n0.

Isto implica que, d 1
2
(σn(a), σn(x)) =

1

n− j0
≤

1

i0
< ǫ. Disso, temos provado que

a ∈ W s(x, σ) e portanto W s(x, σ) = Ax. Analogamente, temos que W u(x, σ) = {z =

(zk)k∈Z ∈ Σd : zj = xj, para todo j ≤ j0, para algum j0 ∈ Z}. Agora, vamos provar

a densidade dos conjuntos estáveis e instáveis em Σd. Seja c = (ck)k∈Z em Σd. Dado

ǫ > 0 existe r0 ∈ N tal que
1

r0
< ǫ. Assim, concatenando dois blocos infinitos e um finito

definimos o seguinte ponto a em Σd:

a := x(−∞,r0−1) ∧ c[−r0,r0] ∧ x[r0+1,+∞).

Segue que a[−r0,r0] = c[−r0,r0], logo d 1
2
(a, c) =

1

r0
< ǫ e portanto a ∈ Bǫ(c). Além disso,

pela definição de a temos que a ∈ W s(x, σ) e a ∈ W u(x, σ). Isto, mostra que

Bǫ(c) ∩W s(x, σ) 6= ∅ e Bǫ(c) ∩W u(x, σ) 6= ∅.

O que nos permite concluir que W s(x, σ) e W u(x, σ) são densos em Σd. �

Na próxima proposição veremos algumas das propriedades dos conjuntos estáveis

e instáveis.
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Proposição 2.2.4 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, p ∈ M e r > 0. As seguintes

afirmações são verdadeiras:

1. f(W s(p)) = W s(f(p)).

2. f(W s
r (p)) ⊆ W s

r (f(p)).

3. Se y ∈ W s(p), então W s(y) = W s(p).

4. Se y 6∈ W s(p), então W s(y) ∩W s(p) = ∅.

Demonstração. Item 1. Dado y ∈ f(W s(p)), existe x ∈ W s(p) tal que y = f(x). Daí

temos que lim
n→+∞

d(fn(x), fn(p)) = 0 e também

lim
n→∞

d(fn(y), fn(f(p))) = lim
n→∞

d(fn(f(x)), fn(f(p)))

= lim
n→∞

d(fn+1(x), fn+1(p)) = 0.

Logo y ∈ W s(f(p)), mostrando desta maneira que f(W s(p)) ⊆ W s(f(p)). Agora

provaremos a outra inclusão. Para isto, tomamos z ∈ W s(f(p)), logo tem-se

lim
n→+∞

d(fn(z), fn(f(p))) = 0 e pela bijetividade de f existe x ∈ M tal que z = f(x),

logo:

lim
n→+∞

d(fn(x), fn(p)) = lim
n→∞

d(fn(f−1(z)), fn−1(f(p)))

= lim
n→+∞

d(fn−1(z), fn−1(f(p)) = 0.

Assim, temos que z ∈ f(W s(p)) e portanto W s(f(p)) ⊆ f(W s(p)). Disso resulta que

f(W s(p)) = W s(f(p)).

Item 2. Dado y ∈ f(W s
r (p)), existe um único x ∈ W s

r (p) tal que y = f(x). Logo,

para cada n ≥ 0 tem-se d(fn(x), fn(p)) < r e

d(fn(y), fn(f(p))) = d(fn(f(x)), fn(f(p)))

= d(fn+1(x), fn+1(p) < r.

Segue que, y ∈ W s
r (f(p)) e tem-se: f(W s

r (p)) ⊆ W s
r (f(p)).

Item 3. Seja a ∈ W s(y), então lim
n→+∞

d(fn(a), fn(y)) = 0. Para cada n ∈ N tem-se

d(fn(a), fn(p)) ≤ d(fn(a), fn(y)) + d(fn(y), fn(p)).
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Fazendo n −→ +∞ obtemos lim
n→+∞

d(fn(a), fn(p)) = 0. Concluimos que a ∈

W s(p), provando a inclusão W s(y) ⊆ W s(p). Agora tomando b ∈ W s(p), temos

lim
n→+∞

d(fn(b), fn(p)) = 0 . Logo, para cada n ∈ N tem-se

d(fn(b), fn(y)) ≤ d(fn(b), fn(p)) + d(fn(p), fn(y)).

Fazendo n −→ +∞ obtemos lim
n→+∞

d(fn(b), fn(y)) = 0. Segue que b ∈ W s(y), logo temos

a outra inclusão e portanto W s(y) = W s(p).

Item 4. Sejam y ∈ M e y 6∈ W s(p). Vejamos que W s(y) ∩W s(p) = ∅. Suponhamos por

absurdo que W s(y) ∩W s(p) 6= ∅, e seja z ∈ W s(y) ∩W s(p). Logo, temos

lim
n→+∞

d(fn(z), fn(y)) = 0 e lim
n→+∞

d(fn(z), fn(p)) = 0.

Agora, para cada n ∈ N tem-se

0 ≤ d(fn(y), fn(p)) ≤ d(fn(y), fn(z)) + d(fn(z), fn(p)).

Fazendo n −→ +∞ obtemos lim
n→+∞

d(fn(y), fn(p) = 0 e portanto y ∈ W s(p), o que é um

absurdo.

�

Observação 2.2.5 Também podemos obter resultados análogos à proposição acima, para

o conjunto instável e conjunto instável local. Isto é:

1. f(W u(p)) = W u(f(p)).

2. f(W u
r (p)) ⊇ W u

r (f(p)).

3. Se y ∈ W u(p), então W u(y) = W u(p).

4. Se y 6∈ W u(p),então W u(y) ∩W u(p) = ∅.

Definição 2.2.6 Seja f : N −→ M uma função definida entre duas variedades N

e M . Dizemos que f é uma imersão topológica, se para cada x ∈ N , existe

uma vizinhança V de x em N tal que f|V é um homeomorfismo sobre sua imagem

(esta última dotada da topologia de sub-espaço). Neste caso dizemos que f(N) ⊆ M é

uma subvariedade topológica imersa com mesma dimensão de N .

O resultado seguinte, mostra que os conjuntos estáveis e instáveis locais são

subvariedades topológicas.
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Proposição 2.2.7 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico de f . Existe δ > 0 tal que:

1. W s
δ (p) ⊂ W s(p) (respectivamente W u

δ (p) ⊂ W u(p)).

2. W s
δ (p) (respectivamente W u

δ (p) é uma subvariedade topológica com a mesma

dimensão que o sub-espaço estável (respectivamente o sub-espaço instável).

3. W s(p) =
+∞⋃

n=0

f−n(W s
δ (p)) e W u(p) =

+∞⋃

n=0

fn(W u
δ (p)) são subvariedades topológicas

imersas em M .

Demonstração. Item 1. Pelo Teorema 2.1.7 existe δ > 0, uma vizinhança Vδ de 0 em

TpM e um homeomorfismo h : Bδ(p) → Vδ, onde Bδ(p) é uma bola aberta em M de centro

p e raio δ tal que conjuga f e Dfp, isto é h ◦ f = Dfp ◦ h. Observemos que Dfp é um

isomorfismo que satisfaz: se v ∈ Vδ e Dfn
p (v) ∈ Vδ, para todo n ≥ 0, então

v ∈ Es
p e lim

n→+∞
Dfn

p (v) = 0. (2.2)

Dado y ∈ W s
δ (p) temos que fn(y) ∈ Bδ(p), para todo n ≥ 0 . Segue que Dfn

p (h(y)) =

h(fn(y)) ∈ Vδ, então por (2.2) tem-se h(y) ∈ Es
p e lim

n→+∞
Dfn

p (h(y)) = 0, logo pela

continuidade de h−1 tem-se

lim
n→+∞

h−1(Dfn
p (h(y))) = h−1(0) = p.

Usando a conjugação h temos que fn(y) = h−1(Dfn
p (h(y))), para todo n ≥ 0, e portanto

lim
n→+∞

fn(y) = p, ou seja, lim
n→+∞

d(fn(y), p) = 0. O que garante que y ∈ W s(p), provando

assim que W s
δ (p) ⊆ W s(p).

Item 2. Como h−1(Es
p ∩ Vδ) = W s

δ (p), W
s
δ (p) é uma subvariedade imersa com a mesma

dimensão que Es
p, analogamente temos que h−1(Eu

p ∩ Vδ) = W u
δ (p).

Item 3. Dado que W s(p) é f -invariante e W s
δ (p) ⊂ W s(p), temos que

f−n(W s
δ (p)) ⊆ f−n(W s(p)) = W s(p), para todo n ≥ 0.

Daí, segue que
+∞⋃

n=0

f−n(W s(p)) ⊆ W s(p). Para mostrarmos a outra inclusão, tomamos um

ponto y ∈ W s(p). Então lim
n→+∞

d(fn(y), p) = 0, isto é, lim
n→+∞

fn(y) = p. Logo, existe um
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n0 ∈ N tal que para n > n0 tem-se fn(y) ∈ Bδ(p), ou equivalentemente

d(fn(y), p) < δ, para todo n > n0.

Isto, implica que fn0(y) ∈ W s
δ (p), logo y ∈ f−n0(W s

δ (p)) . Concluímos, assim que

y ∈
+∞⋃

n=0

f−n(W s
δ (p)) e portanto W s(p) ⊆

+∞⋃

n=0

f−n(W s
δ (p). Provando, portanto que,

W s(p) =
+∞⋃

n=0

f−n(W s
δ (p)). Analogamente, podemos mostrar que W u(p) =

+∞⋃

n=0

fn(W u
δ (p)).

Dado x ∈ Es
p, tomamos n0 = min{k ∈ N : Dfk

p (x) ∈ Vδ ∩ Es
p}. Logo,

h−1(Dfn0
p (x)) ∈ Bδ(p) ∩W s

δ (p) = W s
δ (p). Disto, definimos a seguinte função ϕs : E

s
p −→

M , dada por

ϕs(x) = f−n0(h−1(Dfn0
p (x))).

A qual é um homeomorfismo por ser uma composição de homeomorfismos, mais ainda
ϕs(E

s
p) = W s(p), mostrando desta maneira que W s

δ (p) é uma subvariedade imersa em

M com a mesma dimensão que Es
p. De forma analóga, dado o ponto x ∈ Eu

p tomamos

m0 = min{k ∈ N : Df−k
p (x) ∈ Vδ ∩ Eu

p }. Logo, h−1(Df−m0
p (x)) ∈ Bδ(p) ∩ W u

δ (p) =

W u
δ (p). Assim, temos a imersão topológica injetiva ϕu : E

u
p −→ M , dada por ϕs(x) =

fm0(h−1(Df−m0
p (x))), tendo ϕu(E

u
p ) = W u(p)

�

No caso de p ∈ M ser um ponto periódico hiperbólico de período τ := τ(p), temos

as variedades estáveis e instáveis de p, dadas por:

W s(p) =
+∞⋃

n=0

f−nτ (W s
δ (p)) = {x ∈ M : d(fnτ(p)(x), fnτ(p))(p) → 0, quando n → +∞},

W u(p) =
+∞⋃

n=0

fnτ (W u
δ (p)) = {x ∈ M : d(f−nτ(p)(x), f−nτ(p))(p) → 0, quando n → +∞}.

Neste caso, o índice de p, denotado por l(p), é a dimensão da variedade estável. Isto é

l(p) = dim(W s(p)).

Agora, enunciaremos o teorema conhecido na literatura como o Teorema da

Variedade estável e instável o qual mostra a diferenciabilidade das subvariedades estáveis

e instáveis locais de um ponto fixo hiperbólico para um difeomorfismo. Para ver uma

demonstração veja [10], página 187.

Teorema 2.2.8 Seja f : M −→ M um Cr-difeomorfismo. Se p é um ponto fixo
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hiperbólico de f , então para a decomposição TpM = Es
p ⊕ Eu

p existe δ > 0 tal que

W s
δ (p) e W u

δ (p) são subvariedades imersas de classe Cr em M tal que TpW
s
δ (p) = Es

p,

TpW
u
δ (p) = Eu

p e W s
δ (p) ⊆ W s(p), W u

δ (p) ⊆ W u(p).

Definição 2.2.9 Sejam S e S
′

duas Cr-subvariedades em M e ǫ > 0. Dizemos que S e

S
′

são ǫ Cr-próximas se existe um Cr-difeomorfismo h : S −→ S
′

⊆ M tal que i
′

◦ h é

ǫ-próximo de i na Cr-topologia, onde i : S −→ M e i
′

: S
′

−→ M denotam as inclusões.

O próximo resultado nos permite compreender o comportamento local dos pontos

fixos hiperbólicos mediante suas variedades invariantes, a sua demonstração pode ser vista

em [8].

Teorema 2.2.10 (λ-Lemma ou Lema de Inclinação) Seja f : M −→ M um

difeomorfismo, p ∈ M um ponto fixo hiperbólico e Du um disco compacto em W u(p).

Se D é um disco de mesma dimensão que W u(p) tal que D∩W s(p) 6= ∅ e sua intersecção

é transversal, então para todo ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n > n0, existe

um disco Dn ⊆ D tal que fn(Dn) está ǫ C1-próximo de Du.

Observemos que se p é um ponto fixo de f , então também o é para f−1 e pelo

fato de W u(p, f−1) = W s(p, f),W s(p, f−1) = W u(p, f), vale um resultado análogo Isto é,

dado um disco D̂s compacto em W s(p) e D̂ um disco de igual dimensão que W s(p) tal

que D̂∩W u(p) 6= ∅ e sua intersecção é transversal, tem-se para todo ǫ > 0, existe m0 ∈ N
tal que para todo m ∈ N,m > m0, existe um disco D̂m ⊆ D̂ tal que f−m(D̂m) está ǫ

C1-próximo de D̂s.
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2.3 Conjuntos hiperbólicos

Nesta Seção vamos definir e estudar um tipo especial de conjunto invariante para um

difeomorfismo, conhecido em dinâmica hiperbólica, como Conjunto hiperbólico.

Definição 2.3.1 Seja f : M −→ M um difeomorfismo, M uma variedade compacta e

Λ ⊆ M um subconjunto f -invariante. Dizemos que Λ é hiperbólico se, para cada x ∈ Λ

tem-se:

i) Existem subespaços Es
x, E

u
x ⊆ TxM tais que, TxM = Es

x ⊕ Eu
x e eles variam

continuamente para cada x ∈ Λ.

ii) Dfx(E
s
x) = Es

f(x) e Dfx(E
s
x) = Eu

f(x).

ii) Existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1 tal que:

‖Dfn
x (v

s)‖ ≤ Cλn‖vs‖, ∀vs ∈ Es
x, ∀n ≥ 0.

‖Df−n
x (vu)‖ ≤ Cλn‖vu‖, ∀vu ∈ Eu

x , ∀n ≥ 0.

Neste caso, dizemos também que o subconjunto invariante Λ tem estrutura

hiperbólica.

Observação 2.3.2 Na definição acima pode-se observar facilmente que os subespaços

estáveis e instáveis são caracterizados por:

Es
x = {v ∈ TxM : ‖Dfn

x (v)‖ −→ 0, quando n −→ +∞}

Eu
x = {v ∈ TxM : ‖Df−n

x (v)‖ −→ 0, quando n −→ +∞}

Mais ainda, para o conjunto hiperbólico Λ existe uma constante λ
′

∈ (0, 1) e uma norma

‖.‖∗ tal que para cada x ∈ Λ tem-se:

‖Dfn
x (v

s)‖∗ ≤ (λ
′

)n‖vs‖∗, ∀vs ∈ Es
x, ∀n ≥ 0.
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Figura 2.2: Conjunto Hiperbólico

‖Df−n
x (vu)‖

∗
≤ (λ

′

)n‖vu‖∗, ∀vu ∈ Eu
x , ∀n ≥ 0.

Assim, obtemos que Dfx|Es
x
, Df−1

x |Eu
x

são contrações.

Na seguinte proposição mostraremos a unicidade da decomposição Df -invariante

do espaço tangente em cada ponto de um conjunto hiperbólico.

Proposição 2.3.3 Seja Λ um conjunto hiperbólico para um difeomorfismo f em M . A

decomposição Es
x ⊕ Eu

x , x ∈ Λ, que torna Λ hiperbólico é única.

Demonstração. Seja TxM = Es
x ⊕ Eu

x = F s
x ⊕ F u

x , x ∈ Λ. Provaremos que Es
x ⊆ F s

x .

Suponhamos por absurdo que existe αs ∈ Es
x tal αs 6∈ F s

x . Pela decomposição de TxM

existem vs ∈ F s
x e wu ∈ F u

x , w
u 6= 0 tais que αs = vs + wu. Logo temos

0 < ‖Dfn
x (w

u)‖ = ‖Dfn
x (α

s)−Dfn
x (v

s)‖ ≤ ‖Dfn
x (α

s)‖+ ‖Dfn
x (v

s)‖.

Fazendo n −→ +∞, pela Observação 2.3.2 tem-se lim
n→+∞

‖Dfn
x (w

u)‖ = 0. Disto, segue que

wu ∈ F s
x∩F

u
x = {0}, logo wu = 0, absurdo. Portanto Es

x ⊆ F s
x e de maneira analóga prova-

se Eu
x ⊆ F u

x . Agora, pelos mesmos argumentos, desde que as descomposições possuem as

mesmas propriedades, podemos inverter os papéis de Es
x, F

s
x e mostrarmos que F s

x ⊆ Es
x.

Analogamente, concluir que F u
x ⊆ Eu

x . O que implica Es
x = F s

x e Eu
x = F u

x .

�

Agora, apresentaremos o enunciado do Teorema da Variedade Estável e Instável

para um conjunto hiperbólico.

Teorema 2.3.4 (Variedade Estável e Instável para um conjunto hiperbólico)

Seja f : M −→ M um C1-difeomorfismo e Λ ⊆ M subconjunto f -invariante. Se Λ é

hiperbólico, então para cada p ∈ Λ existe δ > 0 tal que W s
δ (p) e W u

δ (p) são subvariedades

imersas de classe C1 em M , para a decomposição TpM = Es
p⊕Eu

p , tem-se TpW
s
δ (p) = Es

p,
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TpW
u
δ (p) = Eu

p e W s
δ (p) ⊆ W s(p), W u

δ (p) ⊆ W u(p) e W s(p) =
+∞⋃

n=0

f−n(W s
δ (f

n(p)) e

W u(p) =
+∞⋃

n=0

fn(W s
δ (f

−n(p)) são subvariedades imersas em M de classe Cr que variam

continuamente com p.

No Teorema acima as subvariedades estáveis e instáveis locais são gráficos de funções

definidas em vizinhanças dos subespaços estável e instável.

Definição 2.3.5 Dado um espaço vetorial W com produto interno e C ⊆ W , dizemos

que C é um Cone em W se existe uma forma quadrática não degenerada B : W −→ R tal

que C = {v ∈ W : B(v) ≤ 0}.

No caso de W possuir uma decomposição, isto é, W = E ⊕ F então dada a forma

quadrática B : E⊕F −→ R definida como: B(vE, vF ) = −a2‖vE‖
2+a‖vF‖

2, a > 0, temos

o cone C = {(vE, vF ) : a‖vE‖ ≤ a‖vF‖}. Chamamos de dimensão do cone a dimensão do

maior subespaço contido nele.

O próximo resultado permite caracterizar os conjuntos hiperbólicos, via teoria de

cones.

Teorema 2.3.6 Seja f : M −→ M um difeomorfismo e Λ um conjunto compacto f -

invariante. As seguintes condições são equivalentes:

1. Λ é hiperbólico.

2. para cada x ∈ Λ existem cones Cs
x e Cu

x , e constantes n0 > 0 e µ > 1 tal que:

i) Dfx(C
u
x ) ⊆ Cs

f(x) e Df−1
x (Cs

x) ⊆ Cs
f−1(x).

ii) ‖Dfn0
x (v)‖ > µ‖v‖, se v ∈ Cu

x e ‖Df−n0
x (v)‖ > µ‖v‖,se v ∈ Cs

x.

iii) A dimensão dos cones são complementares (a soma das dimensões é a dimensão

do espaço tangente) e são constantes nas órbitas.

Vamos provar a existência de uma vizininhança para um conjunto hiperbólico de

tal maneira que o conjunto invariante maximal, também é um conjunto hipebólico.

Teorema 2.3.7 Seja f : M −→ M um Cr-difeomorfismo e Λ ⊆ M um subconjunto

f -invariante. Se Λ hiperbólico, então existe uma vizinhaça V de Λ de modo que, se

Λ ⊆ U ⊆ V então o conjunto invariante maximal ΛU =
⋂

i∈Z

f i(U) é um conjunto

hiperbólico.
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Demonstração. Em Λ tomamos uma métrica adaptada, implicando que para cada

x ∈ Λ, DfEs
x

é uma contração e DfEu
x

é uma expansão. Da nossa hipótese temos que Λ é

um conjunto hiperbólico e pela continuidade existe uma vizinhança V de Λ tal que:

Dfx(C
u
x ) ⊂ Cu

f(x), x, f(x) ∈ V,

Df−1
x (Cs

x) ⊂ Cs
f−1(x), x, f

−1(x) ∈ V,

‖Dfn0
x (vu)‖ > µ‖vu‖, vu ∈ Cu

x ,

‖Df−n0
x (vs)‖ > µ‖vs‖, vs ∈ Cs

x.

Onde µ > 1 e n0 é algum número natural. Seja U ⊆ V vizinhança arbitrária de Λ e

ΛU =
⋂

i∈Z

f i(U) ⊃ Λ. Logo, para a vizinhança U definimos os seguintes conjuntos.

Es
x =

+∞⋂

n=0

Df−n
fn(x)(C

s
fn(x)) e Eu

x =
+∞⋂

n=0

Dfn
f−n(x)(C

u
f−n(x)).

Assim, temos que Df(Es
x) = Es

x e Df(Eu
x) = Eu

x .

Afirmação: Existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1 tal que se v ∈ Es
x, então

‖Dfn
x (v)‖ ≤ Cλn, n ≥ 0.

Seja n ≥ 0, então n = kn0 + r, 0 ≤ r < n0. Tomando C1 = inf
x∈M

{min{‖Df−r
x w‖/‖w‖ : 0 ≤

r < n0}} temos que para v ∈ Es
x tem-se w = Dfn

x (v) ∈ Es
fn(x) e pela invariância dos cones

obtemos:

‖v‖ = ‖Df−n
fn(x)(w)‖ = ‖Df−r

fr(x)(Df−kn0

fn(x)(w))‖ ≥ C1‖Df−kn0

fn(x)(w)‖ ≥ C1µ
k‖w‖.

Logo, escrevendo C =
µ

r
n0

C1

e λ = µ
−1
n0 obtemos ‖Dfn

x (v)‖ ≤ Cλn‖v‖. Podemos mostrar

uma afirmação equivalente para Eu
x de manera análogo. Em particular, Es

x ∩ Cu
x = {0} e

Eu
x ∩ Cs

x = {0}.

Agora, para cada n ∈ N tomamos o subespaço En ⊂ Cs
fn(x) de dimensão máxima e

denotemos Sn = Df−n
x (En), analogamente tomamos Fn ⊂ Cu

f−n(x) de dimensão máxima e

denotamos Un = Dfn
x (Fn). Sejam S e U subespaços limites de Sn e Fn respectivamente.

Segue que S ⊂ Es U ⊂ Eu e S ∩ U = {0}, obtendo TxM = S ⊕ U . Portanto S = Es e

U = Eu, pois se não fosse assim, teríamos um elemento v ∈ Es \S. Escrevendo v = s+ u

temos que:

‖Dfn
x (v)‖ ≥ ‖Dfn

x (u)‖ − ‖Dfn
x (s)‖ −→ +∞, quando n −→ +∞.
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Contradizendo o fato de v ∈ Es. De forma analóga teríamos uma contradição se supormos

que U $ Eu. Disso concluímos que TxM = Es⊕Eu e temos assim que ΛV é um conjunto

invariante hiperbólico. �

2.4 Ferradura de Smale

Nesta seção vamos construir e estudar a chamada ferradura de Smale ou ferradura

geométrica em relação a hiperbolicidade e conjugação com o espaço de sequências de

dois símbolos. Recebe este nome, pois foi introduzida por Smale em 1965 no Rio

de Janeiro. Esta possui muitas características importantes e o principal exemplo que

apresenta dinâmica caótica sobre um conjunto invariante que é um conjunto de Cantor.

Para mais estudos veja [7].

2.4.1 Construção da ferradura

Vamos construir um difeomorfismo possuíndo um conjunto hiperbólico não trivial. A

saber a ferradura de Smale.

Dado I = [0, 1] temos o quadrado R = I × I. Consideremos um difeomorfismo f

definido numa vizinhança de R, como na Figura 2.3. Isto é, considerando os retângulos

horizontais H1 = I × [
1

9
,
4

9
] e H2 = I × [

5

9
,
8

9
] e os retângulos verticais V1 = [

1

4
,
4

9
] × I e

V2 = [
5

9
,
8

9
]× I, definimos a seguinte função:

g :H1 ∪H2−→ R2

(x, y) 7→ g(x, y) =

{
(x/3, 3y) + (1/9, − 1/3) se (x, y) ∈ H1

(− x/3,−3y) + (8/9, 8/3) se (x, y) ∈ H2

Observe que f|H1∪H2 = g e f(H1) = V1, f(H2) = V2.

Figura 2.3: Ferradura de Smale
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Vejamos imagens que mostram a evolução para frente(utilizando f) e sua evolução para

trás (utilizando f−1). Ver Figura 2.4.

Figura 2.4: Evolução Futura e Passada da Ferradura de Smale

Observamos também que
n⋂

j=0

f j(R) é formado por 2n faixas verticais contidas em

V1 ∪ V2 e
n⋂

j=0

f−j(R) é formado por 2n faixas horizontais contidas em H1 ∪H2. Obtemos

desta maneira que
+∞⋂

j=0

f j(R) = K1 × I e
+∞⋂

j=0

f−j(R) = I ×K2,

onde K1 e K2 são conjuntos de cantor em I. Portanto, Λ =
+∞⋂

−∞

f j(R) = K1 × K2

é um produto de conjuntos cantor. Assim, para cada n ≥ 0 definimos o conjunto

Rn =
n⋂

j=−n

f j(R) os quais tem 4n quadrados. Ver Figura 2.5:
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Figura 2.5: Gerando Λ

Notemos que Λ é f -invariante, pois f−1(Λ) = Λ e por ser f um difeomorfismo

tem-se f(Λ) = Λ, fazendo sentido considerar a dinâmica de f restrito a Λ.

2.4.2 Hiperbolicidade e dinâmica simbólica na ferradura

Nessa subseção, vamos ver que a ferradura construída na subseção anterior é um

conjunto hiperbólico e que a dinâmica do difeomorfismo f restrito a ela é equivalente

à dinâmica do shift no espaço de sequências de dois símbolos.

Proposição 2.4.1 A ferradura de smale Λ é um conjunto hiperbólico para o

difeomorfismo f .

Demonstração. Do fato f|H1∪H2 = g, obtemos que para cada x ∈ Λ tem-se

Dfx =





A , se x ∈ H1, onde A =




1

3
0

0 3


 .

−A , se x ∈ H2

Disto, resulta que Dfx é uma aplicação linear bijetora e consideramos a decomposição

TxR2 = Es
x ⊕ Eu

x , sendo Es
x, E

u
x os eixos horizontal e vertical, respectivamente, os quais

são Dfx-invariantes e ainda mais

‖Dfx(v)‖ =





1

3
‖v‖ , se v ∈ Es

x

3‖v‖ , se v ∈ Eu
x .

Portanto, todas as condições da definição de conjunto hiperbólico são satisfeitas. Provando

que Λ é um conjunto hiperbólico.
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Vamos relacionar as dinâmicas (Λ, f|Λ) e (Σ2, σ) mediante uma conjugação

topológica.

Proposição 2.4.2 f|Λ : Λ → Λ é conjugado ao shift de dois símbolos σ : Σ2 → Σ2.

Demonstração. Primeiramente, como a ferradura Λ é definida por Λ =
⋂

n∈Z

fn(R), onde

R é o retângulo inicial, observamos que se x, y ∈ Λ são dois pontos distintos, então

existe n0 ∈ N tal que eles pertencem a retângulos diferentes de Rn0 =

n0⋂

k=−n0

f j(R) pois os

diâmetros dos quadrados vão para zero. Portanto, se x, y ∈ Λ, x 6= y, existe um m ∈ Z
tal que fm(x) e fm(y) não estão no mesmo V i, i ∈ 0, 1. Assim, podemos definir:

h : Λ−→ Σ2

x 7→ h(x) = (xn)n∈Z, xn =

{
1 , se fn(x) ∈ V1.

2 , se fn(x) ∈ V2.

Como Λ ⊂ V1 ∪ V2 é f -invariante, h está bem definida e é injetiva pois dados dois pontos

x, y ∈ Λ, x 6= y, pela observação feita acima existe m ∈ Z tal que fm(x) e fm(y) não

estão no mesmo Vi, i ∈ {0, 1}, logo h(x)[m] = xm 6= ym = h(y)[m] e portanto h(x) 6= h(y).

Temos também que h é sobrejetiva, pois dado o ponto β = (βn)n∈Z em Σ2, considera-se

para cada n ∈ N0 a sequência encaixada de retângulos compactos Qm(β) =
n⋂

j=−n

f−j(Vβj
),

o que implica a existência de um único ponto x em Λ tal que

+∞⋂

−∞

f−j(Vβj
) = x.

Segue que, h(x) = β e portanto que h é bijetiva. Ainda mais, h é contínua. De fato, dado

s ∈ Σ2 e o cilindro N = {t ∈ Σ2 : ti = si para −n0 ≤ j ≤ n0} para n0 ∈ N arbitrário, pela

bijetividade de h existe um único x ∈ Λ tal que s = h(x). Como f é contínua, para cada

−n0 ≤ j ≤ n0, existe δj tal que para z ∈ Λ e ‖z − x‖ < δj implica f j ∈ Vδj . Tomamos

δ = min{δj : −n0 ≤ j ≤ n0} e temos que para z ∈ Λ,‖z − x‖ < δj tem-se:

f j(q) ∈ Vsj , para todo j ∈ {−n0 ≤ j ≤ n0}.

Segue que, para t = h(z) tem-se tj = sj, para todo j ∈ {−n0 ≤ j ≤ n0} e portanto

h(z) ∈ N . Pela compacidade de Λ (pois, é um subconjunto fechado do compacto R)

obtemos que a inversa de h é também contínua. Provando desta maneira que h é um
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homeomorfismo e cuja inversa é dada por

h−1((αn)n∈Z) =
+∞⋂

−∞

f−j(Vαj
).

Por fim, mostramos que de fato h conjuga f|V e σ|Σ2 :

σ(h(x)) = σ((xi)i∈Z), onde f i(x) ∈ Vxi
, ∀i ∈ Z.

= (yi)i∈Z, yi = xi+1, ∀i ∈ Z, f i(f(x)) = f i+1(x) ∈ Vxi+1
= Vyi .

= h(f(x)), ∀x ∈ Λ.

Portanto h ◦ f|Λ = σ ◦ h.

�

Note que, para cada m ∈ N, tem-se:

σm((αn)n∈Z) = (αn)n∈Z se, e somente se, fm
|V (h

−1((αn)n∈Z)) = h−1((αn)n∈Z)

2.5 Ponto homoclínico transversal de um ponto

periódico hiperbólico

Nesta seção estaremos interessados quando as variedades estáveis e instáveis de um

ponto periódico hiperbólico se intersectam, gerando conjuntos como a Ferradura de Smale.

Definição 2.5.1 Seja f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico de período τ ∈ N. Definimos as variedades estável e instável da órbita do

ponto p como:

W s(O(p)) =
τ−1⋃

j=0

W s(f j(p)) e W u(O(p)) =
τ−1⋃

j=0

W u(f j(p)).

Dizemos que q ∈ M é um ponto homoclínico do ponto p se q ∈ W s(O(p)) ∩W u(O(p)) e

q 6∈ O(p).

É bem conhecido que, se p é um ponto periódico hiperbólico de f , então para todo

difeomorfismo g, C1-próximo de f , possui um ponto periódico hiperbólico com o mesmo

período e índice. Este é chamado a continuação de p para g e é denotado por p(g).
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Proposição 2.5.2 Seja f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico de período n, isto é, fn(p) = p. Se q ∈ M é um ponto homoclínico para p,

então Λq = O(p) ∪ O(q) é f -invariante e fechado.

Demonstração. Pela definição de Λq é f -invariante. Como ω(q) ⊂ O(p) e α(q) ⊂

O(q) ⊂ Λq, pelo fato de q ∈ W s(O(p))∩W u(O(p)) temos que α(Λ) ⊂ Λ e ω(Λ) ⊂ Λ, logo

Λ = α(Λ) = ω(Λ) e portanto é fechado.

�

Definição 2.5.3 Dado um difeomorfismo f : M −→ M , p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico de período n, dizemos que q ∈ M é ponto de interseção transversal de

W s(O(p)) com W u(O(p)) se

q ∈ W s(f j(p)) ∩W u(fk(p)), para j, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} e

TqW
s(f j(p)) ∩ TqW

u(fk(p)) = {0}.

Denotamos o conjunto deses pontos por W s(O(p)) ⋔ W u(O(p)). Desta maneira definimos

o conjunto dos pontos homoclínicos transversais de p como sendo:

H(p) = W s(O(p)) ⋔ W u(O(p)) \ O(p).

Figura 2.6: Ponto Homoclínico Transversal.

A partir de agora todos os resultados serão mostrados, por simplicidade, para

pontos fixos hiperbólicos, mas ressaltamos que eles continuam sendo válidos para pontos

periódicos hiperbólicos.
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Proposição 2.5.4 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico. Se q ∈ M é um ponto homoclínico transversal para p, então todos os pontos

da órbita O(q) também o são.

Demonstração. Pela invariância de W s(p) e W u(p) temos direto que f j(q) ∈ W s(p) ∩

W u(p) e portanto também é um ponto homoclínico de p para todo j ∈ Z.

Agora, dado j ∈ Z tomemos v ∈ Tfj(q)W
s(p) ∩ Tfj(q)W

u(p). Como f é um

difeomorfismo e pela invariancia e diferenciabilidade de W σ(p), σ = s, u temos que:

Df−j
fj(p)

(v) ∈ TqW
s(p) ∩ TqW

u(p)

Como q é homoclínico transversal, temos TqW
s(p) ∩ TqW

u(p) = 0, o que implica que

Df−j
fj(p)

(v) = 0, e portanto, v = 0. Logo,

Tfj(q)W
s(p) ∩ Tfj(q)W

u(p) = {0}, para todo j ∈ Z.

Como queríamos demonstrar. �

Observação 2.5.5 Desta maneira, para o casso em que p ∈ M for um ponto periódico

hiperbólico temos que:

f(W s(O(p)) ⋔ W u(O(p))) = W s(O(p)) ⋔ W u(O(p)).

Proposição 2.5.6 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico. Se q ∈ M é um ponto homoclínico transversal para p, então Λq = {p} ∪O(q)

é um conjunto hiperbólico.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.2 sabemos que Λq é f -invariante (também

compacto, pois é um subconjunto fechado de M). Iremos mostrar cada uma das condições

da Definição 2.3.1 para Λq.

Afirmação 1. Para cada x ∈ Λq, existem subespaços
∼

Es
x,

∼

Eu
x ⊂ TqM tais que

TxM =
∼

Es
x ⊕

∼

Eu
x . Além disso, a decomposição é Df -invariante, isto é, Df(

∼

Es
x) =

∼

Es
x

e Df(
∼

Eu
x) =

∼

Eu
x , para todo x ∈ Λq

Pelo fato de ser q um ponto homoclínico transversal para p, temos pela Proposição

2.5.4 que todos os pontos da sua órbita são também homoclínicos transversais. Isto é,

fk(q) ∈ W s
p ∩W u

p e Tfk(q)M = Tfk(q)W
s
p ⊕ Tfk(q)W

u
p , ∀k ∈ Z. Logo, definimos

∼

Es
x =

{
Es

p = TpW
s
δ , se x = p

Tfk(q)W
s
p , se x = fk(q), k ∈ Z
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∼

Eu
x =

{
Eu

p = TpW
u
δ , se x = p

Tfk(q)W
u
p , se x = fk(q), k ∈ Z

temos que TxM =
∼

Es
x ⊕

∼

Eu
x , para todo x ∈ Λq.

Agora, verifiquemos que estes são Df -invariantes.

Se x = p, já sabemos pelo Teorema da Variedade Estável e Instável (2.2.8) que

Df(Es
p) = Es

p e Df(Eu
p ) = Eu

p . Agora, seja x = fk(q), para algum k ∈ Z. Consideremos

os vetores v ∈
∼

E
s

fk(q) = Tfk(q)W
s
p e w ∈

∼

E
u

fk(q) = Tfk(q)W
u
p . Logo, existem caminhos

diferenciáveis α : I −→ W s
p , β : I −→ W u

p , onde I ⊂ R é um intervalo contendo 0,

tais que α(0) = fk(q), β(0) = fk(q) e v = [α], w = [β]. Como fk(q) ∈ α(I) ⊂ W s
p ,

fk(q) ∈ β(I) ⊂ W u
p e f(W s

p ) = W s
p , f(W u

p ) = W u
p (pela Proposição 2.2.4) temos que

(f ◦ α)(I) ⊂ W s
p , (f ◦ β)(I) ⊂ W u

p e (f ◦ α)(0) = f(α(0)) = f(fk(q)) = fk+1(q) ∈ W s
p ,

(f ◦ β)(0) = f(β(0)) = f(fk(q)) = fk+1(q) ∈ W u
p . Dessa maneira, obtemos os caminhos

diferenciáveis (por ser composição de duas funções diferenciáveis) f ◦ α : I −→ W s
p ,

f ◦ β : I −→ W u
p tais que [f ◦ α] ∈ Tfk+1(q)W

s
p e [f ◦ β] ∈ Tfk+1(q)W

u
p . Disto, temos

Dffk(q)(v) = Dffk(q)([α]) = [f ◦ α] ∈ Tfk+1(p)W
s
p =

∼

E
s

fk+1(q) =
∼

E
s

f(fk(q)).

Dffk(q)(w) = Dffk(q)([β]) = [f ◦ β] ∈ Tfk+1(p)W
u
p =

∼

E
u

fk+1(q) =
∼

E
u

f(fk(q)).

Lembrando que Dffk(q) : Tfk(q)M −→ Tfk+1(q)M . Sendo v e w arbitrários temos que

Dfx(
∼

E
s

x) = Dffk(q)(
∼

E
s

fk(q)) ⊆
∼

E
s

f(fk(q)) =
∼

E
s

f(x)

Dfx(
∼

E
u

x) = Dffk(q)(
∼

E
u

fk(q)) ⊆
∼

E
u

f(fk(q)) =
∼

E
u

f(x).

O que prova uma das inclusões. Agora iremos provar as outras inclusões. Sejam

v1 =
∼

E
s

f(x) = Tfk+1(q)W
s
p , w1 =

∼

E
u

f(x) = Tfk+1(q)W
u
p . Então existem caminhos

α1 : J −→ W s
p , β1 : J −→ W u

p , onde J ⊂ R é um intervalo aberto contendo 0, tais que

α1(0) = fk+1(q), β1(0) = fk+1(q) e v1 = [α1], w1 = [β1]. Como fk+1(q) ∈ α1(I) ⊂ W s
p ,

fk+1(q) ∈ β1(I) ⊂ W u
p e f−1(W s

p ) = W s
p , f−1(W u

p ) = W u
p (pela Proposição 2.2.4) temos

que: fk(q) ∈ (f−1 ◦ α1)(I) ⊂ W s
p , fk(q) ∈ (f−1 ◦ β1)(I) ⊂ W u

p e (f−1 ◦ α1)(0) =

f−1(α1(0)) = f−1(fk+1(q)) = fk(q) ∈ W s
p , (f−1 ◦ β1)(0) = f−1(β1(0)) = f−1(fk+1(q)) =

fk(q) ∈ W u
p . Dessa maneira, obtemos os caminhos diferenciáveis (por ser composição

de duas funções diferenciáveis) f−1 ◦ α : J −→ W s
p , f−1 ◦ β : J −→ W u

p tais que

v2 = [f−1 ◦ α1] ∈ Tfk(q)W
s
p =

∼

E
s

x e w2 = [f−1 ◦ β1] ∈ Tfk(q)W
u
p =

∼

E
u

x, como

v1 = [α1] = [f(f−1 ◦ α1)] = Dffk(q)([f
−1 ◦ α1]) = Dfx(v2) ∈ Dfx(

∼

E
s

x).

w1 = [β1] = [f(f−1 ◦ β1)] = Dffk(q)([f
−1 ◦ β1]) = Dfx(w2) ∈ Dfx(

∼

E
u

x).
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Sendo v1 e w1 arbitrários temos que
∼

E
s

f(x) ⊆ Dfx(
∼

E
s

x) e
∼

E
u

f(x) ⊆ Dfx(
∼

E
u

x). Disto, temos

provado que Dfx(
∼

E
s

x) =
∼

E
s

f(x) e Dfx(
∼

E
u

x) =
∼

E
u

f(x), x = fk(q), k ∈ Z.

Afirmação 2. A decomposição TM =
∼

E
s

⊕
∼

E
u

é contínua em Λq.

Pelo fato de ser p o único ponto de acumulação de Λq, vamos mostrar a continuidade

da decomposição no ponto p. Tomemos o caso em que f j(q)
j→+∞
−→ p. Escrevendo

V = W s
δ (p) × W u

δ (p) como vizinhança de p (Teorema da variedade estável) temos que

para δ existe um j0 ∈ N tal que f j(q) ∈ W s
δ (p) ⊂ V, para todo j ≥ j0. Pelo λ-Lema

tem-se que Dfn(
∼

E
u

fj(q))
n→+∞
−→

∼

E
u

(p), isto é

∼

E
u

fj+n(q)
n→+∞
−→

∼

E
u

(p).

Além disso, Df
|
∼
E

u

fj(q)

é uma contração. O caso de
∼

E
s

fj(q)

j→+∞
−→

∼

E
s

(p) sai direto do Teorema

da Variedade Estável e Df∼
E

s

fj(q)

ser uma contração. Por último, vamos mostrar a existência

das constantes de hiperbolicidade para Λq.

Pela continuidade da decomposição, tomemos j0 ∈ N suficientemente grande tal

que f j(q) ∈ V = W s
δ (p) ×W u

δ (p), para todo j ≥ j0 e j ≤ −j0, e Eσ
fj(q) está próximo de

Eσ
p , σ = s, u. Assim, temos que, Df|Es

fj(q)
(resp. Df−1

|Eu

fj(q)

) está próximo de Df|Es
p

(resp.

Df−1
|Eu

p
). Portanto,

‖Dfn
|Es

fj(q)
‖ ≤ Cpλ

n, para todo n ∈ N, e

‖Df−n
|Eu

fj(q)

‖ ≤ Cpλ
n, para todo n ∈ N,

onde Cp > 0 e 0 < λ < 1 são as constantes de hiperbolicidade do ponto p. Para

cada i = 1, . . . , 2j0 − 1, definimos as constantes Cu
i = max

1≤k≤i
{‖Df−k

|Eu

f−(j0−i)(q)

‖}, Cs
i =

max
1≤k≤i

{‖Df−k
|Es

f−(j0−i)(q)

‖} e C = max
1≤i≤2j0−1

{Cp
Cu

i

λ2j0
,
Cu

i

λ2j0
, CpC

s
i ,

Cs
i

λ2j0
}. Dado i ∈ {1, . . . , 2j0 −

1} e n ∈ N temos que:

Se n > i, tem-se:

‖Df−n
|Eu

f−(j0−i)(q)

‖ = ‖Df
−(n−i)
|Eu

f−j0 (q)

◦Df−i
|Eu

f−(j0−i)(q)

‖

≤ ‖Df
−(n−i)
|Eu

f−j0 (q)

‖‖Df−i
|Eu

f−(j0−i)(q)

‖

≤ Cpλ
n−iCu

i

<
CpC

u
i

λ2j0
λn

≤ Cλn.
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‖Dfn
|Es

f−(j0−i)(q)

‖ = ‖Dfn+i
|Es

f−j0 (q)

◦Df−i
|Es

f−(j0−i)(q)

‖

≤ ‖Dfn+i
|Es

f−j0 (q)

‖‖Df−i
|Es

f−(j0−i)(q)

‖

≤ Cpλ
n+iCs

i

< Cpλ
nCs

i

≤ Cλn.

Se n ≤ i, tem-se:

‖Df−n
|Eu

f−(j0−i)(q)

‖ = λn

‖Df−n
|Eu

f−(j0−i)(q)

‖

λn

< λn

‖Df−n
|Eu

f−(j0−i)(q)

‖

λ2j0

≤ λn Cu
i

λ2j0

≤ Cλn.

‖Dfn
|Es

f−(j0−i)(q)

‖ = λn

‖Dfn
|Es

f−(j0−i)(q)

‖

λn

< λn

‖Dfn
|Es

f−(j0−i)(q)

‖

λ2j0

≤ λn Cs
i

λ2j0

≤ Cλn.

Assim, direto das afirmações concluímos a demostração. �

Corolário 2.5.7 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico. Se q é um ponto homoclínico transversal para p, então existe uma vizinhança

V de Λq, temos que o conjunto invariante maximal ΛV =
⋂

i∈Z

f i(V ) é um conjunto

hiperbólico.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.6 temos que Λq é hiperbólico, mais ainda pela

Proposição 2.3.7, existe uma vizinhança aberta V de Λq tal que o conjunto invariante

maximal ΛV =
⋂

i∈Z

f i(V ) é também hiperbólico. �

Provavelmente o conjunto ΛV não seja conjugado a um subshift do tipo finito.

Porém vamos construir no seguinte teorema: Teorema do Ponto Homoclínico Transversal,

uma vizinhança menor de Λq, U ⊂ V tal que U é uma união finita de caixas, onde

cada caixa está associada a um símbolo no subshift, e assim construir uma conjugação

topológica entre o conjunto hiperbólico e um subshift do tipo finito.
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Teorema 2.5.8 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, p ∈ M um ponto fixo hiperbólico

de f e q ∈ M um ponto homoclínico transversal para p. Então:

1. Para cada vizinhança aberta U
′

de p e q, existe uma vizinhança U ⊆ U
′

e um número

natural n ∈ N tal que o conjunto invariante maximal Λ =
⋂

i∈Z

fni(U) ⊂ U
′

de fn é

hiperbólico e fn
|Λ é topologicamente conjugado a função shift de dois símbolos, σ em

Σ2.

2. Para cada vizinhança U
′′

de Λq, existe uma vizinhaça pequena U =
n⋃

i=1

Ui de

Λq, n ≥ 2, U ⊂ U
′′

tal que ΛU =
⋂

i∈Z

f i(U) ⊂ U
′′

é um conjunto invariante hiperbólico

para f e f|ΛU
é topologicamente conjugado a função shift σ restrita ao subshift de

tipo finito de n símbolos, ΣAn
⊂ Σn.

Demonstração. (Construção das caixas no espaço ambiente) Seja U
′′

(respectivamente U
′

) uma vizinhança de Λq (respectivamente de {p, q}). Tomamos

coordenadas próximas a p induzidas pela decomposição hiperbólica. Primeiro vamos

identificar Es
p, E

u
p como subespaços de Es

p×Eu
p ⊂ TpM de tal maneira que uma vizinhança

de p pode ser considerada como um subconjunto de Es
p×Eu

p e as variedades locais estáveis

e instáveis são discos nos subespaços da seguinte forma:

W s
δ (p) ≡ Es

p(δ)× {0} ≡ Es
p(δ) e W u

δ (p) ≡ {0} × Es
p(δ) ≡ Eu

p (δ).

Como q ∈ W s
p ∩W u

p , então existem n1, n2 ∈ N tais que f−n1(q) ∈ W u
δ (p), f

n2(q) ∈ W s
δ (p)

e f−n1+1(q) 6∈ W u
δ (p), fn2−1(q) 6∈ W s

δ (p)(temos também que f−m(q) ∈ W u
δ (p) e

f r(q) ∈ W s
δ (p), para todo m ≥ n1 e r ≥ n2 ). Tomemos n0 = max{n1, n2}, logo

f−n0(q) ∈ W u
δ (p) e fn0(q) ∈ W s

δ (p) (novamente, temos também que f−n(q) ∈ W u
δ (p)

e fn(q) ∈ W s
δ (p), para todo n ≥ n0). Ver Figura 2.7.

Figura 2.7: Homoclínico 1.
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Sejam δs > 0 e δu > 0 tais que 0 ≤ δs, δu ≤ δ, fn0(q) ∈ W s
δs(p) e fn0−1(q) 6∈ W s

δs(p);

f−n0(q) ∈ W u
δu(p) e f−(n0−1)(q) 6∈ W u

δu(p). Além disto

q ∈ int(fn0(Du) \ fn0−1(Du)), onde Du = W u
δu(p), e

q ∈ int(f−n0(Ds) \ f−(n0−1)(Ds)), onde Ds = W s
δs(p).

Além disso, δs > 0 e δu > 0 são tomamos de tal maneira que Ds × Du ⊂ U
′′

∩

V (respectivamente U
′

∩ V ), onde V é a vizinhança de Λq dada pelo Corolário 2.5.7.

Ver Figura 2.8.

Figura 2.8: Homoclínico 2.

Onde Ds
rs(q) é um disco aberto em W s

p e raio rs > 0, contido em f−n0(Ds) \ f−(n0−1)(Ds)

e Du
ru(q) um disco aberto em W u

p com raio ru > 0, contido em fn0(Du) \ fn0−1(Du).

Tomando o disco compacto Ds em W s
p , os quais têm a mesma dimensão. Notemos

também que o disco Ds
rs(q) intersecta transversalmente a W u

p em q (pois q é um ponto

homoclínico transversal, os pontos da sua órbita também o são). Pelo Lema de inclinação

para δ0 = min{δu, ru}, existe j
′

1 ∈ N tal que para cada j
′

∈ N, j
′

≥ j
′

1 existe um disco

Dj′ ⊆ Ds
rs(q) tal que f−j

′

(Dj′ ) está δ0 C1-próximo de Ds. Como δ0 ≤ δu e ru, então

j
′

1 ≥ n0. Logo, j
′

1 = n0 + j1 para algum j1 ∈ N. Assim, f−j1(Ds × Du) ⊃ f−j
′

1(Dj
′
1
)

e f−j1(Du) ∋ f−j
′

1(q). Tomemos j > j1 suficientemente grande talque fn0(Du) cruza

a f−n0(Ds × f−j(Du)) transversalmente, isto é, fn0(Du) cruza transversalmente a fibra

horizontal f−n0(Ds × {y}) uma vez, para todo y ∈ f−j(Du). Ver Figura 2.9.
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Figura 2.9: Homoclínico 3.
Assim, próximo de q, fn0(Du) é um Disco Vertical, na realidade na vizinhança Du

δ0
(q)

do ponto q. Logo, tomamos n = n0 + j e o conjunto fn(f−n0(Ds × f−j(Du))) =

fn0+j(Ds × f−j(Du)) o qual é uma vizinhança de fn0(Du) pela escolha de n0. Portanto,

para j > j1 suficientemente grande fn0+j(Ds × f−j(Du)) cruza transversalmente as

componentes conexas de interseção Comp contendo p e Comq contendo q, definidas por:

V1 = Comp(D ∩ fn(D)) ⊂ U1

V2 = Comq(D ∩ fn(D)).

onde, D = f−n0(Ds × f−j(Du)) e U1 = Ds × f−j(Du), logo fn(D) = fn−n0(U1) =

fn0+j(U1). Ver Figura 2.10.

Figura 2.10: Homoclínico 4.

50



Em particular, cada fibra vertical fn0+j({x}×f−j(Du)) cruza a cada fibra horizontal

f−n0(Ds ×{y}) exatamente uma vez, para cada x ∈ Ds e y ∈ f−j(Du). Para acabar com

a construção, definimos a colecção finita de caixas: (Ui)
n
i=2, onde Ui = f i−1−n0−j(V2); Isto

é:
U2 = f−(n0+j−1)(V2)

...

Uj = f−(n0+1)(V2)
...

Uj+n0 = f−1(V2)

Uj+n0+1 = V2

...

Un = B2n0+j = fn0−1(V2)

Ver Figura 2.11.

Figura 2.11: Homoclínico 5.

Item 1. Seja U
′

uma vizinhança aberta de p e q, que intersecta com a vizinhança

V dado pelo Corolário 2.5.7. Sejam n0, j ∈ N, δs, δu como definidos acima. Tomemos

n = 2n0+ j. Das escolhas acima V1, V2 são dois conjuntos tais que V1∪V2 ⊂ U
′

∩V e suas

imagens por fn se estendem verticalmente em D. Tomemos a vizinhança U = V1 ∪ V2 de

p e q. Logo, para cada m ∈ N, definimos o conjunto:

S0,m−1 =
m−1⋂

i=0

f in(U) =
m⋂

i=0

f in(D),
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o qual possui 2m componentes e elas se estendem verticalmente em D. Analogamente,

seja o conjunto

S−m,−1 =
−1⋂

i=−m

f in(U) =
0⋂

i=−m

f in(D).

com 2m componentes, as quais se estendem horizontalmente, transversalmente as fibras

verticais em D.

Assim, obtemos o conjunto:

S−m,m−1 =
m−1⋂

i=−m

f in(U) =
m⋂

i=−m

f in(D) =
m⋂

i=−m

(fn)i(D).

o qual possui 22m componentes (o máximo dos diâmetros dessas componentes vão para

zero, quando m vai para o infinito.

Por argumentos análogos a demonstração da Proposição 2.4.2, segue-se que existe

uma função contínua h1 : Λ → Σ2, onde Λ =
+∞⋂

i=−∞

f in(U) ⊂ U
′

, sobrejetiva e

h1 ◦ fn
|Λ = σ ◦ h1. Pelo fato de fn ter uma estrutura hiperbólica em Λ implica que

para qualquer sequência de símbolos (si)i∈N, existe apenas um único ponto x ∈ Λ tal que

f in(x) está na caixa Vsi , para todo i ∈ N, isto é, h1 é injetiva.

Item 2. Seja U1, . . . , Un a colecção finita de caixas como definida acima. Assim, definimos

a vizinhança U =
n⋃

i=1

Ui de Λq. Pela construção temos que U ⊂ V , logo o conjunto

invariante maximal ΛU =
⋂

i∈Z

f i(U) de f tem estrutura hiperbólica, pois ΛU ⊂ ΛV ⊂ V .

Sejam n = 2n0 + j, com n0 e j como definidos acima.

Afirmação 1. Usando os indíces das caixas (não lineares) Ui, 1 ≤ i ≤ n como símbolos,

ΛU é conjugado a um subshift do tipo finito em Σn.

Devido a construção, f−n0(U1) e fn0+j(U1) = fn(D) cruzam V2 mas f l(U1) ∩ V2 = ∅,

para l = −n0 + 1, . . . , n0 + j − 1. Segue, portanto que:

i) f(U1) cruza U1 e f−n0−j+1(V2) = U2, porém não cruza Ui, i > 2.

ii) fn0(V2) = f(f 2n0+j−1−n0−j(V2)) = f(Un) passa por U1.

iii) f l(U1)∩U1 = ∅ para l = −n0− j+1, . . . , n0−1. Assim Ui∩U1 = ∅, para i = 2, . . . , n.

Obtendo caixas contidas em V . Logo, o primeiro simbolo vai para ele ou para o segundo

simbolo. Os outros símbolos só podem ir para o próximo, isto é, i vai par i + 1, onde

i ∈ {2, . . . , n− 1} e o último simbolo: n vai para o primeiro simbolo. Assim, definimos a
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matriz de transisão A = (aij)1≤i,j≤n para o subshift do tipo finito.

aij =

{
1 se i = 1 e j = 1, 2 ou j = i+ 1, 2 ≤ i < n ou i = n, j = 1.

0 outro caso.

An =




1 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

0 0 0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · 1

1 0 0 0 · · · 0




n×n

(2.3)

Lembrando que, pela construção das caixas cada uma delas pode ser atribuidas

coordenadas de modo que a imagem de un disco instável em Ui cruza Ui+1 na direcção

instável. Definamos a seguinte função:

h2 : ΛU −→ ΣAn

x 7→ h(x) = (si)i∈Z, si ∈ {1, . . . , n} tal que f i(x) ∈ Usi .

Por (i), (ii) e (iii), h2 está bem definida. Ainda mais, h2 é sobrejetiva, pois dado

s = (si)i∈Z ∈ ΣAn
temos que para cada m ≥ 0, pelo correto alinhamento topológico

das imagens das caixas,
m⋂

i=0

f i(Us−i
) é uma subcaixa não vazia de Us0 que se extende por

todo o caminho atráves da direção instável. Analogamente,
0⋂

i=−m

f i(Us−i
) é uma subcaixa

não-linear não vazia de Us0 que se extende por todo o caminho atráves da direção estável.

Portanto
m⋂

i=−m

f i(Us−i
) e

⋂

i∈Z

f i(Us−i
)

são não vazias. Donde, obtemos um ponto x ∈ M tal que x ∈
⋂

i∈Z

f i(Us−i
). Isto é, x ∈ ΛU

e h2(x) = s. Tendo também que h2 ◦ f|ΛU
= σ ◦ h2 e h2 é contínua. h é injetiva já

que pela estrutura hiperbólica de f em ΛU , a contracção e expansão implica que para

qualquer sequência de símbolos s = (si)i∈Z ∈ ΣAn
existe apenas um ponto na intersecção⋂

i∈Z

f i(Us−i
), obtendo desta maneira que h é uma conjugação. �

Corolário 2.5.9 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico de f . Se q ∈ M é um ponto homoclínico transversal de p, então para cada

x ∈ Λ as variedades estáveis e intáveis W s(x, fn) e W u(x, fn), respectivamente, são
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densas em Λ. Sendo n ∈ N e Λ como no Teorema 2.5.8.

Demonstração. Dados a conjugação h1 dada pelo Teorema 2.5.8 no Item 1 e x ∈ Λq,

pela Proposição 2.2.3 temos que W s(h1(x), σ) e W u(h1(x), σ) são densas em Σ2. Como

h−1
1 é uma conjugação, entre σ e fn tem-se:

Λ = h−1
1 (Σ2) = h−1

1 (W s(h1(x), σ)) = h−1
1 (W s(h1(x), σ)) = W s(x, fn), e

Λ = h−1
1 (Σ2) = h−1

1 (W u(h1(x), σ)) = h−1
1 (W u(h1(x), σ)) = W u(x, fn).

Provando assim o corolário. �

Corolário 2.5.10 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico de f . Se q ∈ M é um ponto homoclínico transversal de p, então para n ∈ N,

Λ e ΛU como no Teorema 2.5.8 tem-se:

1. fn
|Λ é expansiva.

2. fn
|Λ é topologicamente mixing.

3. f|ΛU
é topologicamente mixing.

Demonstração. Item 1. Pelo Teorema 2.5.8 temos que fn
|Λ é conjugado à a função

σ no espaço de dois símbolos, a qual é expansiva, pela Proposição 1.1.17. O que implica

que fn
|Λ é expansiva, pelo Item 7 do Teorema 1.3.9.

Item 2. Sabemos que fn
|Λ é conjugado à função shift σ no espaço de dois símbolos pelo

Teorema 2.5.8. Pela Proposição 1.1.20, temos que σ é topológicamente mixing. Logo,

pelo Item 6 do Teorema 1.3.9 concluimos fn
|Λ é topologicamente mixing.

Item 3. Pelo Teorema 2.5.8 temos que f|ΛB
é conjugado à função restrição σ|ΣAn

sobre

o subshift do tipo finito de n símbolos dado pela matriz An (Veja (2.3)). Matriz que

é irredutível e como consequência σ|ΣAn
é topologicamente mixing, pelo Teorema 1.2.4.

Segue, pelo Item 6 do Teorema 1.3.9 que f|ΛU
é topologicamente mixing. �

Teorema 2.5.11 Seja f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo hiperbólico

de f . Se q ∈ M é um ponto homoclínico transversal de p. Então:

1. Para cada vizinhança aberta U
′

de p e q, existe uma vizinhança U ⊆ U
′

de p e q

e um número natural n ∈ N tal que o conjunto maximal invariante em U mediante

fn possui pontos periódicos densos.

54



2. Para cada vizinhança U
′′

de Λq, existe uma vizinhança U ⊂ U
′′

de Λq tal que o

conjunto maximal invariante em U mediante f possui pontos periódicos densos.

Demonstração. Dado a vizinhança U
′

de p e q. Tomemos a vizinhança U ⊆ U
′

de p e q

e o número natural n ∈ N dados pelo Teorema 2.5.8. Assim, temos o conjunto maximal

invariante em U mediante fn, isto é, Λ =
⋂

i∈Z

f in(U). Pelo Teorema 2.5.8 temos que fn
|Λ é

conjugado a função shift de dois simbolos, ito é, σ em Σ2. Assim, tomando a conjugação

h1 dada pelo Teorema 2.5.8 no Item 1, a densidade dos pontos periódicos da função shift

dada pela Proposição 1.1.15 e usando o item 1 do Teorema 1.3.9 temos que:

Λ = h−1(Σ2) = h−1(Per(σ)) = h−1(Per(σ)) = Per(fn
|Λ). (2.4)

Como consequência, temos que próximo aos pontos de Λ existem pontos periódicos

em nosso conjunto maximal com um período multiplo de n.

Item 2 Dado a vizinhança U
′′

de Λq. Tomemos a vizinhança U ⊆ U
′′

de Λq dada pelo

Teorema 2.5.8. Assim, temos o conjunto maximal invariante em U mediante f , isto é,

ΛU =
⋂

i∈Z

f i(U). Pelo Teorema 2.5.8 temos que f|ΛU
é conjugado a função shift restrita a

um subshift do tipo finito de n símbolos ΣAn
⊂ Σn. Sendo An a matriz quadrada dada em

(2.3), a qual é irredutível. Segue que, o conjunto dos pontos periódicos de σ|ΣAn
é denso

em ΣAn
, pela Proposição 1.2.6. Assim, tomando a conjugação h2 dada pelo Teorema 2.5.8

no Item 2 e pelo Item 1 do Teorema 1.3.9 temos que:

ΛU = h−1
2 (ΣAn

) = h−1
2 (Per(σ|ΣAn

)) = h−1
2 (Per(σ|ΣAn

)) = Per(f|ΛU
). (2.5)

Como consequência, temos que próximo aos pontos de ΛU existem pontos periódicos

em nosso conjunto maximal. �

Corolário 2.5.12 Seja f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto fixo

hiperbólico de f . Se q ∈ M é um ponto homoclínico transversal de p. Então:

1. Λ ⊂ Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f). Em particular, para p e q existem sequências de pontos

periódicos de f que covergem para p e q respectivamente.

2. ΛU ⊂ Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f) Em particular, para p e os pontos da órbita O(q)

existem sequências de pontos periódicos de f que covergem para p e os pontos de

O(q) respectivamente.

Demonstração. Por (2.4) e (2.5) e pela Proposição 1.3.7 temos que

Λ = Per(fn
|Λ) ⊂ Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f).
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ΛU = Per(f|ΛB
) ⊂ Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f).

Provando assim o corolário. �
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CAPÍTULO 3

CLASSES HOMOCLÍNICAS E A

PROPRIEDADE DE PERÍODOS

GRANDES

Neste capítulo trabalharemos em variedades Riemanianas compactas n-dimensionais,

que denotaremos por M . Estudaremos dinâmicas em M com respeito a conjuntos

invariantes maximais, mostrando que neles existe de certa forma caos usando para isto a

existência da Propriedade de Períodos Grandes. Mais precisamente, mostraremos que

certas classes homoclínicas possuem essa propriedade, o que implicará a propriedade

topologicamente mixing.

3.1 Classes homoclínicas

Nesta subseção, vamos definir classes homoclínicas para um difeomorfismo e mostraremos

dois resultados, usando como referência [11].

Definição 3.1.1 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico. Definimos a classe homoclínica de p com respeito a f , como sendo o conjunto

H(p) = H(p) = W s(O(p)) ⋔ W u(O(p)) \ O(p).

Observemos que H(p) é um conjunto compacto e f -invariante.

Proposição 3.1.2 Se f : M −→ M é um difeomorfismo e p ∈ M é um ponto periódico
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hiperbólico de período τ para f , então H(p) é topologicamente transitivo. Em particular,

H(p) ⊂ Ω(f).

Demonstração. Sejam V1 e V2 dois abertos não vazios em H(p) = H(p). Logo, existem

dois abertos U1 e U2 em M e pontos q1, q2 ∈ H(p) tais que

q1 ∈ V1 = U1 ∩H(p) e q2 ∈ V2 = U2 ∩H(p).

Portanto, existem 0 ≤ ik, jk ≤ τ − 1, k = 1, 2, tais que

q1 ∈ W s(f i1(p)) ∩W u(f j1(p)) e q2 ∈ W s(f i2(p)) ∩W u(f j2(p)).

Tome um disco aberto Du
1 em W u(f j1(p)) contendo f j1(p) e q1 em seu interior, e Du

2

um disco aberto em W u(f j2(p)) ∩ U2 de mesma dimensão, contendo q2 em seu interior.

Agora, como Du
2 intersecta W s(f i2(p)) ⊂ W s(O(p)) transversalmente, o λ-lemma diz

que
+∞⋃

n=0

fn(Du
2 ) contém discos arbitrariamente C1-próximos de Du

1 . E assim, tais discos

intersectam a variedade estável de O(p) arbitrariamente próximo a q1, ou seja,
+∞⋃

n=0

fn(Du
2 )

contém pontos em H(p) arbitrariamente próximos de q1. Em particular existe um ponto

homoclínico q de p em Du
2 ⊂ V2 e um número natural n tal que fn(q) está em V1. O que

portanto mostra a transitividade da classe homoclínica.

�

Definição 3.1.3 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico, dizemos que um ponto periódico hiperbólico q é homoclínicamente relacionado

a p ou h-relacionado a p se:

W u(O(q)) ⋔ W s(O(p)) 6= ∅ e W u(O(p)) ⋔ W s(O(q)) 6= ∅.

O que segue é um resultado que permite dar outra definição, ou caracterização, para

uma classe homoclínica.

Proposição 3.1.4 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico. Então, vale o seguinte:

H(p) = {q ∈ Per(f)/ q é h-relacionado a p}.

Demonstração. Vejamos primeiro que {q ∈ Per(f)/ q é h-relacionado a p} ⊆ H(p) =

H(p). Dado p1 h-relacionado a p tal que p1 6∈ O(p), consideremos os pontos
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x ∈ W u(O(p)) ⋔ W s(O(p1)) e

y ∈ W u(O(p1)) ⋔ W s(O(p)).

Asssim, usando λ−lema, temos que tanto a variedade estável quanto a variedade instável

da O(p) possuem discos aproximando de maneira C1, respectivamente, as variedades

estáveis e instáveis local da O(p1), e assim, O(p1) é aproximada por pontos homoclínicos

de p, e portanto p1 pertence a classe homoclínica de p.

Por outro lado, seja q ∈ H(p). Pelo Item 2 do Teorema 2.5.8 (para o caso em que

p é um ponto periódico hiperbólico) e por (2.5) temos que q ∈ ΛU = Per(f|ΛU
). Logo,

vão existir pontos periódicos de f em ΛU arbitrariamente próximo de p e pelo fato de ΛB

ser um conjunto hiperbólico, estes pontos são h-relacionados a p. O que prova a outra

inclusão, concluindo a demonstração. �

Desta maneira, definimos o período de uma classe homoclínica H(p) como sendo o

maior divisor comum dos períodos dos pontos periódicos hiperbólicos relacionados a p e

é denotado por l(O(p)).

3.2 Teorema da Decomposição de Smale

Sabemos que o espaço Diff1(M) dos difeomorfismo de classe C1 sobre M , é munido

da topologia C1, e desta forma, sabemos que o mesmo é um espaço de baire. Portanto,

todo subconjunto residual, isto é, a interseção enumerável de conjuntos abertos e densos

é denso.

Lembremos agora algumas terminologias conhecidas na área de Sistemas Dinâmicos

e que usaremos bastante nesta seção. Dado um difeomorfismo f ∈ Diff1(M) e U uma

vizinhança de f na topologia C1, chamaremos aos difeomorfismos g que estejam em U

como difeomorfismos C1-próximos a f . Ao dizermos que um difeomorfismo é genérico

estaremos nos referindo a difeomorfismos em conjuntos residuais. Quando uma propiedade

P vale para todo difeomorfismo num conjunto residual dizemos que P vale genericamente

ou que os difeomorfismos genéricos exibem a propriedade P . Uma classe homoclínica

H(p) é robustamente topologicamente mixing se existe uma vizinhança U de f tal que

para todo difeomorfismo g ∈ U a classe homoclínica H(p(g)), para continuação p(g), é

também topologicamente mixing. Isto é, para todo par de abertos U e V em H(p(g))

existe N0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n ≥ N0, tem-se gn(U) ∩ V 6= ∅.

Definição 3.2.1 Seja f : M −→ M um difeomorfismo e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico, dizemos que a classe homoclínica H(p) é isolada se existe uma vizinhaça U

de H(p) tal que

H(p) =
⋂

n∈Z

fn(U).
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O próximo resultado é conhecido como o Teorema da Descomposição de Smale

generalizado, dado por Abdenur e Crovisier([1]), o qual mostra a existência de uma

decomposição de qualquer conjunto genérico isolado transitivo numa união finita de

compactos nos quais está presente a propriedade topologicamente mixing. Como estamos

interessados apenas no estudo de classes homoclínicas isoladas, citamos o resultado

somente para classes homoclínicas.

Teorema 3.2.2 Existe um conjunto residual R ⊂ Diff1(M) tal que para todo f ∈ R,

toda classe homoclínica isolada H(p, f) de um ponto periódico hiperbólico de f admite

uma decomposição única como uma união finita de compactos, H(p, f) = Λ1 ∪ . . . ∪ Λl,

onde f l é topologicamente mixing, restrito a cada um destes compactos. Mais ainda, l é o

menor inteiro positivo tal que W s(p) tem interseção transversal não vazia com W u(f l(p)).

O inteiro positivo l do Teorema da Decomposição de Smale, é igual ao período da

classe homoclínica H(p, f) denotado aqui por l(O(p)).

Outro resultado que precisaremos neste texto é o seguinte (para maiores detalhes veja

[1]):

Proposição 3.2.3 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, p1 e p2 dois pontos periódicos

hiperbólicos homoclinicamente relacionados a p tais que W u(p1) ⋔ W s(p2) 6= ∅. Então,

W u(fn(p1)) ⋔ W s(p2) 6= ∅ se, e somente se, n está no grupo l(O(p))Z.

Observação 3.2.4 Em particular, para um ponto periódico hiperbólico p̃ que é

homoclinicamente relacionado a p temos que W u(fn(p̃)) ⋔ W s(p̃) 6= ∅ se, e somente

se, n está no grupo l(O(p))Z.

3.3 Propriedade de períodos grandes

Nesta seção introduziremos a Propriedade de Períodos Grandes e usaremos como principal

referencia [3].

Definição 3.3.1 Sejam X um espaço métrico e f : X −→ X um homeomorfismo,

dizemos que f possui a propriedade de períodos grandes, se para cada ǫ > 0, existir

n0 ∈ N tal que para cada número natural n ≥ n0, exista pn ∈ Fix(fn), cuja órbita para f

é ǫ-densa em X.

A propriedade de períodos grandes pode ser usada como um critério para assegurar

a propriedade mixing, como mostra o próximo resultado devido a Arbieto, Catalan e

Santiago em [3].
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Lema 3.3.2 Sejam X um espaço métrico e f : X −→ X um homeomorfismo. Se f tem

a propriedade de períodos grandes, então f é topologicamente mixing.

Demonstração. Vejamos primeiro que f é topologicamente transitivo. Para

tal, consideremos B1 e B2 duas bolas abertas disjuntas em X. Para ǫ <

min

{
diam(B1)

2
,
diam(B2)

2

}
, pela propriedade de períodos grandes existe pn0 ∈ Fix(fn0)

cuja órbita sobre f é ǫ-densa em X. Sejam B̂1, B̂2 bolas abertas de raio ǫ contida em B1

e B2, respectivamente. Segue que, existem n1, n2 ∈ N, 0 ≤ n1, n2 < n0 tais que

fn1(pn0) ∈ B̂1 e fn2(pn0) ∈ B̂2.

Como B1 e B2 são disjuntas, então n1 6= n2, isto é, n1 < n2 ou n2 < n1. Supondo n1 < n2

e tomando r = n2 − n1 > 0, para x = fn1(pn0) ∈ B̂1 temos que

f r(x) = f r(fn1(pn0)) = f r+n1(pn0) = fn2(pn0) ∈ B̂2.

Isto, mostra que f r(B1) ∩ B2 6= ∅. Agora, dados os abertos U e V não vazios, tomamos

duas bolas abertas disjuntas contidas em U e V , e assim, pelo mostrado acima alguma

iteração de U intersecta V . Provando o que queríamos.

Agora, provaremos que f é topologicamente mixing. Dados U e V dois abertos não

vazios e disjuntos, pela transitividade de f , já mostrada acima, existe m1 ∈ N tal que

fm1(U) ∩ V 6= ∅. Tomando m1 o menor possível, temos que f j(U) ∩ V = ∅ para todo

j = 0, 1, . . . ,m1 − 1. Agora, tomemos uma bola aberta B em f−m1(fm1(U) ∩ V ) que é

um aberto não vazio em X (pois fm1(U) ∩ V é aberto). Assim,

fm1(B) ⊂ fm1(U) ∩ V e B ⊂ U.

Tomemos agora ǫ =
diam(B)

2
> 0 e seja m0 = m0(ǫ) ∈ N dado pela propriedade de

períodos grandes. Logo, para cada n 6= 0, existe um ponto

pτ ∈ Fix(f τ ), onde τ = n+m0 +m1,

cuja órbita é ǫ-densa em X. Pela escolha de ǫ, B contém algum iterado de pτ . Isto é,

existe 0 ≤ i < τ tal que f i(pτ ) ∈ B ⊂ U o que implica que fm1(f i(pτ )) ∈ V . Disto, segue

que:

fn+m0(fm1(f i(pτ ))) = f i(f τ (pτ )) = f i(pτ ) ∈ U.

Isto, mostra que fn+m0(V ) ∩ U 6= ∅, para todo n ≥ 0 e portanto f é topologicamente

mixing. �
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É uma questão natural se o inverso desse resultado for verdadeiro. No entanto,

Carvalho e Kwietniak [6] deram um exemplo de um homeomorfismo de um espaço métrico

compacto com a propriedade de sombreamento de limite de dois lados, mas sem pontos

periódicos. O Teorema B em [6] estabelece que a propriedade de sombreamento de limite

de dois lado, implica tologicamente mixing. Portanto, o inverso do Lema 4.2 não é

verdadeiro em geral.

No o Teorema B do nosso trabalho a equivalencia entre a propriedade de periodos

grandes homoclinica e topologicamente mixing acontece num mundo mais restrito.

Definição 3.3.3 Seja f : X −→ X um homeomorfismo num espaço métrico X. Dado

δ > 0, dizemos que uma sequência (xn)n∈Z é uma δ-pseudo órbita se d(f(xn), xn+1) < δ,

para todo n ∈ Z. Dizemos que uma δ-pseudo órbita é ǫ-sombreada por um ponto z ∈ X

com ǫ > 0, se d(fn(z), xn) < ǫ, para todo n ∈ Z. Uma δ-pseudo órbita é chamada

periódica se existe um mínimo número τ tal que xn+τ = xn, para todo n ∈ Z. O número

τ é chamado o período da δ-pseudo órbita.

Note que, a órbita de todo ponto é uma δ-pseudo órbita, para todo δ > 0.

Figura 3.1: δ-pseudo órbita periódica de período τ .

Para mostramos a existência da propriedade de períodos grandes em certos conjuntos
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será fortemente usado um resultado conhecido na teoria de Sistemas Dinâmicos por Lema

de Sombreamento. Na sequência vamos enunciar tal resultado no caso periódico. Para

maiores detalhes e versões mais gerais, além das demonstrações dos mesmos veja [10].

Lema 3.3.4 (Lema de Sombreamento) Seja Λ um conjunto hiperbólico localmente

maximal. Para todo ǫ > 0, existe δ > 0 tal que toda δ-pseudo órbita periódica pode

ser ǫ sombreada por uma órbita periódica. Mais ainda, se τ é o período da δ-pseudo

órbita, então o ponto periódico é um ponto fixo de f τ .

Antes de usar o Lema de Sombreamento para conseguirmos encontrar pontos

periódicos com períodos grandes, vamos estudar alguns resultados que são consequências

da hiperbolicidade de certos conjuntos.

Proposição 3.3.5 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e Λ ⊆ M um conjunto f -

invariante. Se Λ é um conjunto hiperbólico compacto para f , então existe δ0 > 0 tal que

W σ
loc(x) ⊇ W σ

δ0
(x), para todo x ∈ Λ, σ = s, u.

Demonstração. Pelo Teorema da Variedade Estável em Λ, para cada x ∈ Λ, existe

δx > 0 tal que W σ
δx(x) ⊆ W σ

loc(x), σ = s, u. Pela continuidade das W σ, σ = s, u em Λ,

para cada x ∈ Λ, existe ǫx > 0 tal que para todo y ∈ B(x, ǫx), tem-se W σ
δx(y) ⊆ W σ

loc(y).

Assim, obtemos a cobertura aberta Λ = ∪
x∈Λ

(B(x, ǫx)∩Λ). Pela compacidade de Λ, existe

uma subcobertura finita, isto é, existem x1, . . . , xn ∈ Λ tais que Λ =
n
∪
i=1

(B(xi, ǫxi
) ∩ Λ).

Ou seja,

Λ ⊆ B(x1, ǫ1) ∪ . . . ∪B(xn, ǫxn
)

Agora, tome δ0 = min{δx1 , . . . , δxn
} > 0. Dado y ∈ Λ, existe xiy ∈ Λ, iy ∈ {1, . . . , n} tal

que y ∈ B(xiy , ǫxiy
). Logo, W σ

δ0
(y) ⊂ W σ

δxiy
(y) ⊆ W σ

loc(y), σ = s, u. �

Proposição 3.3.6 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo e Λ ⊆ M um conjunto f -

invariante. Se Λ é um conjunto hiperbólico compacto para f , então existem δ0 > 0 e ǫ0 > 0

tal que: Se d(x, y) < ǫ0, x, y ∈ Λ, então W s
δ0
(x) ⋔ W u

δ0
(y) 6= ∅ e W u

δ0
(x) ⋔ W s

δ0
(y) 6= ∅.

Demonstração. Pela Proposição 3.3.5 existe δ0 > 0 tal que W σ
δ0
(a) ⊆ W σ

loc(a), para

todo a ∈ Λ. Agora, pela continuidade das W σ, σ = s, u temos que, para cada a ∈ Λ,

existe ǫa > 0 tal que para b, c ∈ Λ, d(b, a) < ǫa e d(c, a) < ǫa tem-se:

W s
δ0
(b) ⋔ W u

δ0
(c) 6= ∅ e W u

δ0
(b) ⋔ W s

δ0
(c) 6= ∅.

Assim, obtemos a cobertura aberta Λ =
⋃

x∈Λ

(B(a, ǫa) ∩ Λ). Pela compacidade de Λ,

obtemos o número de lebesgue para a cobertura aberta. Isto é, para todo subconjunto
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com diametro menor que ǫ0, está contido em algum aberto da cobertura. Segue que, para

x, y ∈ Λ com d(x, y) < ǫ0, existe ax,y ∈ Λ tal que d(x, ax,y) < ǫax,y e d(y, ax,y) < ǫax,y .

Assim, temos

W s
δ0
(x) ⋔ W u

δ0
(y) 6= ∅ e W u

δ0
(x) ⋔ W s

δ0
(y) 6= ∅.

�

Agora, vamos usar o Lema de Sombreamento e a Proposição 3.3.6 para construir

órbitas de períodos grandes e além disso, h-relacionadas ([3]).

Lema 3.3.7 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico tal que existe um ponto de interseção transversal q ∈ W s(p) ⋔ W u(f(p)).

Então, dado uma vizinhança U
′′

de O(p) ∪ O(q) existe uma vizinhança U ⊂ U
′′

de

O(p) ∪ O(q) tal que para ǫ > 0 arbitrários, existe N0 ∈ N de tal maneira que para

todo n ≥ N0 existe pn ∈ Pern(f) ∩ ΛU h-relacionado a p e d(pn, p) < ǫ.

Demonstração. Seja τ := τ(p) o período de p. Dada uma vizinhança U
′′

de O(p)∪O(q).

Tomemos a vizinhança U ⊂ U
′′

de O(p) ∪ O(q) dado pelo Teorema 2.5.8 (para o caso

em que o ponto p ∈ M seja periódico hiperbólico). Assim, por esse mesmo teorema, o

conjunto invariante maximal ΛU =
⋂

n∈Z

fn(U) é não vazio e é um conjunto hiperbólico

compacto. Sejam δ0 > 0 e ǫ0 > 0 dados pela Proprosição 3.3.6 para ΛU . Assim, dado

ǫ > 0, seja δ1 > 0 dado pelo Lemma 3.3.4 para ǫ1/2, onde ǫ1 = min{ǫ0, ǫ}. Tomemos

δ = min{δ0, δ1, ǫ1/2} > 0. Note que toda δ-pseudo órbita é também δ1-pseudo órbita e

portanto existirá órbita ǫ1/2−sombreando.

Como q ∈ W s(p) ⋔ W u(f(p)), para N ∈ N grande o suficiente, tomamos x = fNτ (q)

tal que f−rτ (x) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
) para todo r = 1, . . . , τ . Isto é,

f (N−r)τ (q) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
) para todo r = 1, . . . , τ, N > τ.

Pelo fato de q ∈ W u(f(p)) temos que x = fNτ (q) ∈ W u(f(p)) e assim f−1(x) ∈ W u(p).

Portanto, podemos tomar l ∈ N suficientemente grande, e y = f−lτ (f−1(x)) ∈ W u
δ
2

⊂

B(p,
δ

2
), l > τ. Para cada r = 1, . . . , τ definimos kr = rl e assim L =

τ∏

r=1

kr. Desta maneira,

tomamos N0 = Lτ . O objetivo de todo este cuidado com os índices, é exatamente para

que todo n > N0 possa ser decomposto da seguinte maneira:

n = (a+ L)τ + r = (a+ L− kr)τ + krτ + r, a ≥ 0 e r = 1, . . . , τ.

Agora, utilizando as decomposições acima, vamos construir δ-pseudo órbitas de qualquer

tamanho suficientemente grande. Para tal, vamos usar vários pedaços de órbitas. Mais
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precisamente:

• Primeira corda: x0 = f−rτ (y) ∈ W u
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
), xj = f j(x0), para j = 1, . . . , lτ .

Note que f(xlτ ) = f−rτ (x) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
).

• Segunda corda: xlτ+1 = f−(r−1)τ (y) ∈ W u
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
), logo temos que

d(f(xlτ ), xlτ+1) < δ. xlτ+1+j = f j(xlτ+1), para j = 1, . . . , lτ . Note que, f(x2lτ+1) =

f−(r−1)τ (x) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
).

• Terceira corda: x2lτ+2 = f−(r−2)τ (y) ∈ W u
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
), logo temos que

d(f(x2lτ+1), x2lτ+2) < δ. x2lτ+2+j = f j(x2lτ+2), para j = 1, . . . , lτ . Note que

f(x3lτ+2) = f−(r−2)τ (x) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
).

Assim, definindo indutivamente:

xklτ+k = f−(r−k)τ (y) ∈ W u
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
), 0 ≤ k < r.

xklτ+k+j = f j(xklτ+k), para j = 1, . . . , lτ.

Logo, na r-ésima corda, isto é, para k = r − 1, o índice do último termo é rlτ +

r − 1 = krτ + r − 1 e f(xkrτ+r−1) = f−τ (x) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
). Agora, vamos

definir xkrτ+r = x e xkrτ+r+j = f j(x), j = 1, . . . , (a + L − kr)τ − 1. Note que

f(xn−1) = f(xrlτ+r+(a+L−kr)τ−1) = f (a+L−kr)τ (x) ∈ W s
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
). Por último

definimos xn = xkrτ+r+(a+L−kr)τ = x0 ∈ W u
δ
2

(p) ⊂ B(p,
δ

2
), isto é, xn = x0 e temos

que

d(f(xn−1), xn) = d(f (a+L−kr)τ (x), x0) < δ.

Assim, obtemos a δ-pseudo órbita (xi)
n
i=0 ⊂ O(q) ⊂ O(p) ∪ O(q) periódica de período n.

Portanto, pelo Lema do Sombreamento, esta δ− pseudo órbita é
ǫ1
2

-sombreada por um

ponto periódico de período n em ΛU . Isto é, existe pn ∈ Pern(f) ∩ ΛU tal que

d(f i(pn), xi) <
ǫ

2
, para todo i = 0, 1, . . . , n.

Mais ainda, tem-se que: d(pn, p) ≤ d(pn, x0)+ d(x0, p) < d(pn, x0)+
δ

2
≤ d(pn, x0)+

ǫ1
2

<
ǫ1
2
+

ǫ1
2

= ǫ1 < ǫ. E pela escolha de ǫ1 temos que d(pn, p) < ǫ0, o que implica que:

W s
δ0
(pn) ⋔ W u

δ0
(p) 6= ∅ e W u

δ0
(pn) ⋔ W s

δ0
(p) 6= ∅.

Isto é, pn é h-relacionado a p. �
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Figura 3.2: δ-pseudo órbita

No caso de classes homoclínicas podemos pedir um pouco mais na propriedade de

grandes períodos.

Definição 3.3.8 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, H(p) uma classe homoclínica

de um ponto periódico hiperbólico p e Λ ⊆ H(p) um subconjunto invariante, dizemos

que Λ possui a propiedade de períodos grandes homoclínica se para todo ǫ > 0 existe um

n0 ∈ N tal que para todo n ∈ N, n ≥ n0 existe um ponto pn ∈ Fix(fn) em Λ, sendo

homoclinicamente relacionado a p e cuja órbita por f é ǫ-densa em Λ.

E assim, o objetivo nosso agora será provarmos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.9 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico. Se existe um ponto de interseção homoclínica transversal q ∈ W s(p) ⋔

W u(f(p)), então para toda vizinhança U
′′

de O(p)∪O(q) existe uma vizinhança U ⊆ U
′′

de O(p)∪O(q) a restrição de f ao conjunto invariante maximal ΛU =
⋂

n∈Z

fn(U) possui a

propriedade de períodos grandes homoclínica.

Demonstração. Será feita depois de uns certos resultados. �

Observemos que o Lema 3.3.7 já nos dá a possibilidade de construirmos órbitas de

períodos grandes e ainda mas, h-relacionadas. Assim, para provarmos o teorema acima,

precisamos conseguir a densidade destas órbitas. Para tal, apresentaremos e provaremos

os seguintes lemas.
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Vamos enunciar e dar um esboço da demonstração do seguinte lema.

Lema 3.3.10 Seja f : M −→ M um difeomorfismo, p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico tal que existe um ponto de interseção transversal q ∈ W s(O(p)) ⋔ W u(O(p)).

Então, para toda vizinhança pequena o suficiente U de O(p) ∪ O(q), o conjunto maximal

ΛU é transitivo.

Demonstração. Pelo Teorema do ponto homoclínico transversal(para o caso em que o

ponto p ∈ M seja periódico hiperbólico), ΛU é conjugado com um subshift de tipo finito,

o qual desde já sabemos que é definido á partir de uma matriz(ver [10], página 293), a

qual satisfaz a hipotése da Proposição 1.2.5 e portanto ΛU é transitivo. �

Lema 3.3.11 Seja f : M −→ M um difeomorfismo, p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico tal que existe um ponto de interseção transversal q ∈ W s(p) ⋔ W u(f(p)).

Então, para toda vizinhança pequena o suficiente U de O(p) ∪ O(q) o conjunto maximal

ΛU é aproximado com a distância de Hausdorff por órbitas periódicas .

Demonstração. Pelo Lemma 3.3.10 temos que ΛU é transitivo, o que implica que existe

y ∈ ΛU tal que ΛU = O(y). Dado ǫ > 0, seja δ > 0 dado pelo Lema de Sombreamento

em ΛU para
ǫ

2
. Sem perda de generalidade podemos supor que δ <

ǫ

2
. Sabemos que f|ΛU

é conjugado com σ|ΣAn
e que ΣAn

é compacto. Segue que ΛU é compacto. Para cada

x ∈ ΛU , seja a bola aberta B(x,
δ

2
) e obtemos a cobertura aberta

ΛU =
⋃

x∈ΛU

B(x,
δ

2
) ∩ ΛU .

Logo, pela compacidade de ΛU , existem a1, . . . , an ∈ ΛU tais que ΛU =
n⋃

i=1

B(ai,
δ

2
) ∩ ΛU .

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe ni ≥ 0 tal que fni(y) ∈ B(ai,
δ

2
). Dado n0 = max

1≤i≤n
{ni}

e tomamos N1 > n0 tal que d(y, fN1(y)) < δ. Assim obtemos a δ-pseudo órbita

Y = {y, f(y), . . . , fN1(y)} e portanto existe um ponto pN1 ∈ PerN1(f) ∩ ΛU tal que

d(fm(pN1), f
m(y)) <

ǫ

2
, para todo 0 ≤ m ≤ N1 − 1.

Segue que a órbita O(pN1) é ǫ-densa. Pois dado x ∈ ΛU existe 1 ≤ ix ≤ n tal que

x ∈ B(aix ,
δ

2
), logo

d(x, fnix (pN1)) ≤ d(x, aix) + d(aix , f
nix (y)) + d(fnix (y), fnix (pN1)) <

ǫ

4
+

ǫ

4
+

ǫ

2
= ǫ.

Portanto dH(O(pN1),ΛU) < ǫ, onde dH é a distância de Hausdorff. Provando assim o que

queríamos. �
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Munido destes resultados acima podemos finalmente provar o Teorema 3.3.9 :

Demonstração. Dada uma vizinhança U
′′

de O(p) ∪ O(p), tomemos a vizinhança

U ⊂ U
′′

de O(p)∪O(p) dada pelo Teorema (no caso de p ∈ M ser periódico hiperbólico).

Seja ǫ > 0 dado arbitrário. Tome
∼

δ dado pelo Lema de Sombreamento em ΛU para
ǫ1
2

, onde ǫ1 < min{ǫ0, ǫ}, sendo ǫ0 dado pela Proposição 3.3.6 (pois ΛU é um conjunto

hiperbolico compacto). Tomemos δ = min{
∼

δ,
ǫ1
2
}. Pelo Lema 3.3.11 existe x ∈ Per(f)

tal que O(x) cuja órbita é δ-densa em ΛU . Pelo Lema 3.3.7 existe
∼

N tal que para todo

n >
∼

N existe um ponto periódico de período n, h-relacionado a p e que está δ-próximo

de p. Tomemos N = τ(x) +
∼

N (τ(x) é o péríodo de x). Tomemos n > N , para tal vamos

construir uma δ-pseudo órbita periódica de período n. Mais precisamente, considere:

{y, . . . , f τ(y)−1(y), f j(x), . . . , f j+τ(x)−1(x)},

onde d(f j(x), y) < δ e y ∈ Per(f) h-relacionado a p com τ(y) = n − τ(x) e d(y, p) < δ

que existe pelo Lema 3.3.7. Pelo Lema de Sombreamento, existe um z ∈ ΛU periódico

de período n que
ǫ1
2

-sombreia a δ-pseudo órbita. Como a O(z)
ǫ1
2

-sombreia O(x) que é

δ-densa, então O(z) é ǫ1-densa em ΛU , por escolha de δ. Em particular, O(z) é ǫ-densa

em ΛU , pois ǫ1 < ǫ. Como d(z, y) <
ǫ1
2

<
ǫ0
2

e d(y, p) < δ ≤
ǫ0
2

, então d(z, p) < ǫ0 e

portanto temos que e z está homoclínicamente relacionado a p. �

Uma consequência imediata deste teorema é o seguinte corolário:

Corolário 3.3.12 Seja f : M −→ M um difeomorfismo, p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico tal que existe um ponto de interseção transverversal q ∈ W s(p) ⋔ W u(f(p)),

então para toda vizinhança pequena o suficiente U de O(p)∪O(q), o conjunto invariante

maximal ΛU =
⋃

n∈Z

fn(U) é topologicamente mixing.

Demonstração. Pela Proposição 3.3.9 temos que f|ΛU
possui a propriedade de períodos

grandes homoclínica, logo pelo Lema 3.3.2 temos que f|ΛU
é topologicamente mixing e

portanto ΛU é um conjunto hiperbólico topologicamente mixing.

�

Daremos um último resultado preliminar, antes de provarmos os resultados

principais.

Teorema 3.3.13 Sejam f : M −→ M um difeomorfismo, e p ∈ M um ponto periódico

hiperbólico. Se H(p) é tal que l(O(p)) = 1, então H(p) possui a propriedade de períodos

grandes homoclínica.
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Demonstração. Pela caracterização de classe homoclínica os pontos períodicos h-

relacionados a p são densos em H(p). Assim, pela continuidade e transitividade de H(p),

dado ǫ > 0, existe um ponto periódico p̃ h-relacionado a p tal que O(p̃) é
ǫ

2
-densa em H(p).

Pela continuidade de f , existe δ > 0 tal que se d(x, p̃) < δ, então d(f j(x), f j(p̃)) <
ǫ

2
,

para j = 0, 1, . . . , τ(p̃). Em particular, O(x) é ǫ-densa em H(p). Pela Observação 1,

l(O(p)) = 1 vale W s(p̃) ⋔ W u(f(p̃) 6= ∅. Pelo Lema 3.3.7 existe N0 para δ > 0 tal que

para todo n > N0 existe pn ∈ Fix(fn) h-relacionado a p e d(pn, p̃) < δ. O que implica por

escolha de δ que O(pn) é ǫ-densa em H(p). Concluimos que H(p) possui a propriedade

de períodos grandes homoclínica. �

Finalmente, encerraremos esta seção provando os dois teoremas principais do

trabalho, enunciados na introdução:

Teorema A Existe um conjunto residual R ⊂ Diff1(M), tal que se f ∈ R e se p ∈ M é um

ponto periódico hiperbólico de f tal que sua classe homoclinica, H(p), possui a propriedade

de períodos grandes homoclínica, então H(p(g)) possui a propriedade de períodos grandes

homoclínica para todo difeomorfismo g C1-próximo a f .

Demonstração. Para tal vamos considerar o conjunto residual R do Teorema 3.2.2.

Suponhamos H(p) possui a propriedade de períodos grandes. O que implica que, o período

da classe homoclínica l(O(p)) = 1. Assim, temos que W s(p) ⋔ W u(f(p)) 6= ∅. Agora,

como esta interseção é transversal, e portanto, robusta então temos que W s(p(g)) ⋔

W u(g(p(g))) 6= ∅, para toda continuação p(g) do ponto periódico hiperbólico p, para

todo difeomorfismo g C1-próximo de f . Portanto, l(O(p(g)) = 1 para toda continuação

p(g) do ponto periódico hiperbólico p, para todo difeomorfismo g C1-próximo de f . Pelo

Teorema 3.3.13 concluimos que, a classe homoclínica H(p(g)) da continuação p(g) do

ponto periódico hiperbólico p possui a propriedades de períodos grandes homoclínica,

para todo difeomorfismo g C1-próximo de f . �

Teorema B Existe um conjunto residual R ⊂ Diff1(M), tal que se f ∈ R, e se p ∈ M

é um ponto periódico hiperbólico de f tal que sua classe homoclínica H(p) seja isolada,

então H(p) é topologicamente mixing se, e somente se, possui a propriedade de períodos

grandes homoclínica.

Demonstração. Para tal vamos considerar o conjunto residual R do Teorema 3.2.2.

Suponhamos que a classes homoclínica isolada H(p) seja topologicamente mixing. Pelo

Teorema da Descomposição de smale temos que o período da classe é l(O(p)) = 1. O

que implica pelo Teorema 3.3.13 que a classe homoclínica H(p) possui a propriedade

de períodos grandes homoclínica. Reciprocamente, suponhamos que H(p) possui a
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propriedade de períodos grandes homoclínica, então pelo Lema 3.3.2 temos que H(p)

é topologicamente mixing. �

Para finalizar o trabalho, provamos que genericamente a propriedade

topologicamente mixing sobre classes homoclínicas isoladas é robusta.

Corolário 3.3.14 Existe um conjunto residual R ⊂ Diff1(M), tal que se f ∈ R, e se

p ∈ M é um ponto periódico hiperbólico de f tal que sua classe homoclínica H(p) seja

isolada, então H(p) ser topologicamente mixing, implica que H(p(g)) é topologicamente

mixing, para todo difeomorfismo g C1−próximo de f .

Demonstração. Pela Hipotese, H(p) é uma classe homoclínica topologicamente mixing,

então pelo Teorema B, H(p) possui a propriedade de períodos grandes homoclínica.

Agora, pelo Teorema A H(p(g)) possui a propriedade de períodos grandes, para todo

difeomorfismo g C1−próximo de f . Segue, do Lema 3.3.2 H(p(g)) é topologicamente

mixing, para todo difeomorfismo g C1−próximo de f . �
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