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MINOPE, L.A.M.G. Classes Homoclinicas. 2019. - 7lp. Dissertacio de Mestrado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Nesta dissertagao, vamos fazer um estudo de difeomorfismos sobre classes homoclinicas.
Introduziremos a propriedade de periodos grandes, como no artigo de Arbieto, Catalan
e Santiago [3|, e nesta linha tiraremos propriedades robustas de classes homoclinicas

genéricas.

Palavras-chave: (Hiperbolicidade, Topologicamente mixing, Propriedade de periodos

grandes, Classes homoclinicas, A\-Lemma ou Lema de inclina¢ao, Lema de Sombreamento).



MINOPE, L.A.M.G. Homoclinic Classes 2019. - 71p. M. Sc. Dissertation, Federal
University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this dissertation, we will study homoclinic classes of diffeomorphisms. We will introduce
the large periods property as in the paper of Arbieto, Catalan and Santiago [3], and thus

we will take robust properties of generic homoclinic classes.

Keywords: (Hyperbolicity, Topologically mixing, large periods property, Homoclinic

classes, A-Lemma or Inclination Lemma, Shadowing lemma).
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INTRODUCAO

O estudo de sistemas dindmicos concerne em analisar o comportamento “assintético"de
pontos ou conjuntos de pontos mediante a agdo de uma lei (em nosso caso tal lei serd um
difeomorfismo). Os conjuntos de pontos que estudaremos sdo conjuntos compactos e
invariantes pela lei de acao. Um exemplo de conjuntos invariantes muito bem estudados
na literatura sao os chamados conjuntos hiperbdlicos, que foram introduzidos por Anosov
(]2]) e Smale ([12]) nos anos 60. Estes conjuntos possuem uma rica estrutura, em linhas
gerais este conjunto possui uma decomposicao do seu espago tangente em dois subfibrados
invariantes, onde em um se vé contracao e em outro expansao, como acontece no caso
hiperbodlico linear. Mais precisamente, se M é uma variedade compacta e f: M — M
é¢ um difeomorfismo, dizemos que A C M é um conjunto hiperbélico, se é f—invariante,
isto é, f(A) = A e vale:

i) Existem subespagos E;, E C T, M, tais que T, M = E; @ E}, variando continuamente
para todo = € A.

ii) Df.(E;) = Ej,y e Dfo(Ey) = Ej ).
ii) Existem constantes C'>0e 0 < A < 1 tais que:

D) < CXY[v*]|,vo® € EZ, ¥n > 0.

D" < CA"[[o"|,Vo* € Ef,¥n = 0.
Nosso interesse nesta dissertacao é estudar as dinamicas de difeomorfismos restrito a
uma classe especial de conjuntos, conhecidos como: Classes Homoclinicas. Em linhas
gerais estes conjuntos sao definidos como sendo o fecho das intersecoes transversais

das wvariedades estdaveis e instdvers da oOrbita de um ponto periddico hiperbélico do



difeomorfismo em questao. Convém destacarmos que todo difemorfismo hiperbolico,
isto é, quando o conjunto nao errante é hiperbélico, este se decompoe em finitas classes
homoclinicas disjuntas, resultado este conhecido por Decomposicao Espectral de Smale.
Convém destacarmos que, genericamente, as classes homoclinicas admitem uma certa
decomposi¢ao também, veja Teorema 3.2.2.

O principal objetivo desta dissertacao é estudar a propriedade de periodos grandes
e mostrar que certas classes homoclinicas possuem aquela propriedade, tomando como
base de estudo o artigo de Arbieto, Catalan e Santiago, [3]. Em palavras, um conjunto
invariante compacto possui a propriedade de periodos grandes se este conjunto possui
pontos periddicos de todos os periodos a partir de um especifico, e além disto as
orbitas destes pontos periddicos sao arbitrariamente Hausdorff densas. Veremos também
que tal propriedade implica uma importante propriedade dinamica topologica, que é a
propriedade mixing na dindmica. E assim, a partir de uma série de resultados, sera

possivel concluir os seguintes resultados gerais:

Teorema A Eziste um conjunto residual R C Diff* (M), tal que se f € R esep € M é um
ponto periddico hiperbdlico de f tal que sua classe homoclinica, H(p), possui a propriedade
de periodos grandes homoclinica, entao H(p(g)) possui a propriedade de periodos grandes

homoclinica para todo difeomorfismo g C*-prézimo a f.

Teorema B Existe um conjunto residual R C Diﬁd(M), tal que se f € R, esep e M
¢ um ponto periddico hiperbdlico de f tal que sua classe homoclinica H(p) seja isolada,
entao H(p) € topologicamente mixing se, e somente se, possui a propriedade de periodos

grandes homoclinica.

Estes resultados, em particular, vao implicar que a propriedade topologicamente
mixing genericamente é uma propriedade robusta sobre classes homoclinicas isoladas (veja
Corolario 3.3.14).

Esta dissertagao estda dividida da seguinte forma: no Capitulo 1 introduzimos
as defini¢oes e as propriedades usadas no desenvolvimento deste trabalho: espaco de
sequéncias de simbolos, a funcao shift, subshift do tipo finito e as nogoes basicas de
dindmica topologica (transitividade topolégica e topologicamente mixing). No Capitulo 2
estudamos alguns Sistemas Dinamicos discretos de difeomorfismos. O objetivo principal
¢ demonstrar o Teorema 2.5.8 para o qual precisamos de defini¢oes e propriedades como:
conjuntos hiperbolicos, conjuntos invariantes maximal, e A-lema. Também introduzimos
aqui a famosa Ferradura de Smale. No Capitulo 3 introduzimos a propriedade de periodos

grandes, e provamos alguns resultados antes de mostrarmos de fato os Teoremas A e B.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 A funcao shift

Nesta segao apresentaremos um conceito importante da teoria de Sistemas Dinamicos,
a Dinamica Simbolica, a qual possui um papel importante no estudo de Dindmicas
Hiperbolicas.

1.1.1 Espacgo de sequéncias de simbolos

Nesta subsec¢ao vamos introduzir o espaco da Dindmica Simbolica.

Definicao 1.1.1 Seja um conjunto A nao vazio. Definimos o espaco de sequéncias
bilaterais em A como o conjunto Y4 = A? = {(2)nez : 20 € A,¥n € Z}. O conjunto A

€ chamado de alfabeto e seus elementos de simbolos.

Em geral, tem-se interesse quando nosso alfabeto é finito pois nesse caso o espago
de sequéncias possui boas propriedades topologicas, como veremos nesta subsecao. Assim
fixaremos o alfabeto do tipo A; = {1,2,...,d}, d € N e denotaremos por ¥4, ou ¥y
o espaco de sequéncias de d simbolos. Consideremos em Ay = {1,2,...,d} a topologia
discreta e em Y, a topologia produto.

Na sequéncia mostraremos que X; é metrizavel. Para tal vejamos as sequintes
definigoes:

Definicao 1.1.2 Um bloco vazio em ¥, € aquele subconjunto que nao contém nenhuma
sequéncia e € denotado por Wy. Um n-bloco W em ¥, € uma sequéncia finita com n

simbolos, isto é: W = aq,...,a,, onde a; € Aq, para todo i = 1,...,n. n € chamado

3



de comprimento de W e denotamos como |W| = n, no caso de Wy, temos |Wy| = 0.
Dado um n-Bloco W = ay,...,a, definimos um subbloco de W como um bloco da forma

aiQit1,--.,a;, onde 1 <i,7 <n, por convegao o bloco vazio Wy € subbloco de todo bloco.

Observacgao 1.1.3 Dado um ponto = = (z3)rez € A%, i,j € Z,i < j, denotamos o bloco
com coordenadas em x desde a posi¢ao ¢ até a posi¢ao j por xy; ;) = TiTit1,...,T; € NO

caso em que ¢ < j define-se x[;; por o bloco vazio Wy. Além disto, é conveniente definir

x[i,j) = Tiy Lit1y-- -5, Lj—1, l'(z"j} = Ti41,---,Lj, .CC(i’j) = Tit1y---,Lj-1- Por extensao usamos
Tfio0) = T, Tig1, - - - & sequéncia infinita & direita(a qual nao é bloco pois tem comprimento
infinito) e do mesmo modo x(_s0 ;) = ..., %i—1, ;. O (2n + 1)-Bloco central de x é dado
POT Z|_ppn] = T—p, ..., T_1,T0, L1, .., Ty, AS VEZES escreve-se x; por ry), ¢ também dizemos

que os blocos x;; e yp; sao iguais e denota-se por [ j = Y] S€ Tx = Y, para todo
i<k<j.

Definicao 1.1.4 Dados os blocos W = aq,...,a,, W = by,...,b,, definimos a

~ /
concatenacgao deles como sendo o bloco W AW =aq,...,a,,b1,...,by.

Note que |[WAW'| =n+m = |[W|+|W'| e sendo que geralmente, W A W' nao é
o mesmo que W' AT, apesar deles passuirem o mesmo comprimento. Por convecao dado
um bloco W escrevemos Wy AW =W AWy =W, onde Wy é o bloco vazio.

Dado um bloco W e n € N, denotamos a concatenacgao de n-copias de W por W"

e W% = W,. Assim temos uma boa lei de expoentes, isto é:
WPrEAW™ = WM AW" = Wm+n’

para todo n € Ny = NU {0}. Dado u € A; denotamos por u™ a sequéncia ..., u,.. ..

Agora definimos a seguinte funcao d% Xy X Xy — R

2

1 n
<—) se & # Y, Lo = Yo,n = max{r > 0: T, = Y—rs|}
('Ia y) = 2

d
se T # Y, To # Yo

0 se r =1y

1
2

Quando escrevemos r > 0 queremos dizer que r € Ny. Note que x = y, implica dizer que
Tn = Yn, para todo n € Z. Por outro lado, = # y, quando existe n € Z tal que x,, # y,.
Agora daremos a seguinte proposi¢ao que vai nos permitir tornar >; como um

espaco métrico.
Proposicao 1.1.5 d% € uma métrica para 3.

4



Demonstragao. Pela definicao de d 1 j& temos a propriedade simétrica e também que
d% (z,y) = 0 se, e somente se, x = y em Yy. Assim, precisamos apenas provar que vale
também a desigualdade triangular. Para tal, consideremos = = (,)nez, ¥ = (Yn)nez €
2 = (Zn)nez € La.

No caso de x = y, a desigualdade triangular vale por definicao. Suponhamos
portanto = # y. Logo, existe algum n € Z tal que z,, # y,. Consideremos, em valor
absoluto, o menor valor possivel de n tal que x, # y,. Desta forma, temos que vale o
seguinte:

Tp F Zp OU Yp F Zn.

Suponhamos que seja x,, # z,. Portanto, por defini¢do de d 1, temos que

di(z,y) < d%(Lz).

1
2

Logo, dy (r,y) < d%(x, z) + d%(y, z), como queriamos. [ |

Observagao 1.1.6 Dados um ponto x = (xy)rez em X4, um ntumero natural n € N e um

numero real » > 0 tal que r < temos que a bola aberta de centro x e raio r :

n—1

B,(z) := B(z,r) ={y € X4 : di(y,z) < r}, escreve-se como:
BT(:E) = B(ZL’,T’) = {y € Xqg: Yl—n,n] = x[—mn]}-

Passamos a definir alguns conjuntos conhecidos em Dinamica Simbdlica como
Cilindros os quais tém relagao com a topologia do espaco de sequéncias de simbolos,

como iremos ver daqui a pouco.

Definigao 1.1.7 Dado um bloco W = wy, ..., ww| em X4 e k € Z definimos um cilindro
da seguinte maneira: Cp(W) = {zr € X4 : opppwi-1) = W}, onde pppwi-1 = W
significa que z; = w;_g41, para todo i =k,... k+ |W|— 1.

Note que, dado n € Ny e um (2n + 1)-bloco central x|,
T_py .y T, L0, T1, ..., Ty associado a & = (2 )rez, temos que o cilindro C_,(z|_y ) =
B%(:C) De fato, tomando o ponto y € C_,(Z|—ny)) tem-se y_nn = T[—pny), logo
on—
1 1
d%(y,x) < o < a1 © assim y € Bip-i(z). Por outro lado, se z € B_1 (x),
n n— on—

1
segue que d%(z,x) < on 1080 Z[_mm] = T[—mm], Para algum

entao d%(z,x) < o,
m € Nym > n, em particular 2[_, ) = Z|_, 5] € assim obtemos que z € C_,(T[_p 1))

Agora, mostraremos umas propriedades bésicas de topologia para os cilindros.

Proposigao 1.1.8 Todo cilindro é aberto e fechado.



Demonstragao. Dados um bloco W, |W| > 1 e k € Z. Consideremos o cilindro
Ck(W) = {CL’ € Xy Tlk e+ |W|—1] = W}

Afirmacao 1. Ci(W) ¢é aberto.

Seja x € Cp(W) entao xp ki jwi—1) = W. Tomando n = maz{|k|, |k + [W]| — 1|} temos
que:
B1/2n—1(x) = C_n(x[_n,n}) Q Ck(W>

Afirmagao 2. Cy (W) é fechado ou equivalentemente (Cx(W))¢ é aberto.

Suponhamos por absurdo que exista y € (Cyx(WW))° de tal maneira que para todo
e > 0 tem-se B.(y) € (Cr(W))¢, isto &, Bc(y) N (Cr(W)) # 0. Como y & Cy(W) tem-se
Yk et wi-1)] 7 W, existindo assim um j € {k,k+ 1,....k + |[W]| — 1} tal que y; # W,.

Tomando €y = temos que B, (y) N (Cx(W)) # 0, logo vai existir um ponto

2lil—1

2 € Be,(y) N Cr(W)

. 1 o
o1 O seja d%(z,y) < gy © como consequéncia 2|y =

Y—|j,5) € assim z; = y;. Também tem-se zj i wi—1) = W e logo z; = W;. Obtendo

Assim, temos dy(z,y) <

y; = Wj, o qual é absurdo. Portanto para cada y € (Cy(W))° existe € > 0 tal que
B.(y) C (Cr(W)), logo (Cx(W))¢ é aberto e assim concluimos que Cy(W) é fechado. W

Observacao 1.1.9 Pela Observacao feita acima e a Proposicao 1.1.8, a colecao de
cilindros resulta ser uma base para a topologia do espago de sequéncias de simbolos,
isto é, todo aberto pode-se expressar como uma uniao finita de cilindros. Disto, segue que
dada uma sequéncia (x, = (2} )rez)neny € um ponto z € %, dizer que x, coverge para x
quando n — +00, é equivalente a dizer que para cada n € N, existe ky € N tal que para

cada k € N com k > kg, tem-se xfﬂnm] = T[—pn]-

Agora, mostraremos mais uma propriedade béasica em topologia para nosso espaco
de sequéncias de d simbolos, propriedade importante considerada em nosso trabalho.

Teorema 1.1.10 O espaco métrico (Zd,d%) € compacto.

Demonstragao. Seja a sequéncia (z, = (#7)rez)>, em Xq. Para k' = 1, pelo fato da

o0

1
A . . o . ~ . n
sequéncia (zg)s", tomar valores em {1,2,...,d}, vai existir uma subsequéncia (zy*);,
tal que todos seus termos assumem o mesmo valor, o qual vamos denotar por xg. Assim,

a subsequéncia (z,1 = (x?’l“)TGZ)zo:l de (x, = (2})kez)re; satisfaz: xg’l" = xp, para

6



1 . nl
todo k € N. Tomemos o ponto z,, = z,1 = (2;1),ez 0 qual satisfaz: x,' = 0.
1
N . n .
Novamente temos que a sequéncia (x,)72; toma valores em {1,2 ..., d}. Logo existe
N . m n
uma subsequéncia (x; *)72, de (z1")2, para a qual todos seus termos assumem o mesmo

2
. N m
valor, denotamos esse valor por z1 e assim a nossa subsequéncia (z,,2 = (zr *)rez)i2; de

1
(T = (205 rez), satisfaz:

my my
Ty " =x9 e x, " =2, para todo k € N.
2
A . m .

Novamente temos que a sequéncia (z_1 )y, toma valores em {1, 2, ..., d}. Existe portanto,
2
N . n m

uma subsequéncia (z %), de (z_1)32; tal que assume o mesmo valor, denotamos esse

2
. . n m .
valor por x_; e assim a subsequéncia (2,2 = (2" )rez)p2; de (T2 = (2r *)rez)pe; satisfaz:
n% 2 2

n n
r X =z, 4" =29 e x;* =1, para todo k € N.

Dessa maneira tomamos ny = min{n> € N: n? > n;} e temos o ponto ,, = (27),cz 0
k k 2 r S
. . ! .
qual satisfaz: "% = x_q, 13> = z9 e 2] = 1. Continuando o processo, para k =i > 1

temos uma subsequéncia (z,,; = (xf}c)Tez)zozl de (x, = (x})kez)iey € @ € {1,2,...,d} tal

que:

x;ﬁ“ =ux;, paraj = —i,—i+1,...,0,...,i — 1,4, para todo k € N. (1.1)
Logo, tomando n; = min{n, € N : n. > n, ;} temos o ponto z,, = (2"),cz para
o qual satisfaz z" = x;. Obtendo assim para cada ¢ € N uma sequéncia finita
Ty T iy1y ey T 1, L0, L1, ey Ti1, T; em {1,2, ..., d} satisfazendo (1.1). Tomando o ponto
r = (2,)rez 0 qual estd em X4, a subsequéncia (z,, = (2]),ez)ic; de (v, = (2} )kez)pey

s

converge para x, ja que para cada ¢ € N tem-se Tt = T, para todo k£ > 1. Portanto

x,, converge para x, quando ¢ — +oo. Concluimos assim que o espago métrico (X, d%) é
compacto. |
Observacao 1.1.11 Quando nosso alfabeto A nao é finito, (X4, d%) nao é compacto. Por
exemplo para A = N consideremos a sequéncia (x, = (2] )nez)ney em X4 tal que para
cada n € N tem-se z; = n e 2 = 1, para todo r € Z — {0}. Assim essa sequéncia nao
possui uma subsequéncia convergente, uma vez que d 1 (T, Trm) = 2. E por isso que nosso
alfabeto serd finito para assim ter a propriedade de compacidade, propriedade que teréa

importancia em nosso trabalho.

1.1.2 A Funcgao Shift

Agora vamos definir uma funcgao sobre ¥,, a qual é de grande importancia dentro da

teoria de Sistemas Dinamicos.



Defini¢ao 1.1.12 Dado o espago g = {(x)rez : xx € {1,...,d},\Vk € Z}, definimos a
funcao Shift Bilateral (ou simplesmente Shift) o: ¥q — X4, dada por:

0(xn)nez) = Wn)nez, Yn = Tni1, para todo n € Z.

Tentamos ilustrar um pouco mais a fungao shift.
U((xn)n€Z>[—r] = T—rt1

T = Xy Ty Tg T1 Ta...  0((Tp)nez)-1] = To -
la / / / / o((Tn)nez)o] = T1
olr)= ...x_1 Tog T1 Ty T3...

U(@n)nez)[l] = T3

0((xn)nEZ)[r] = Tr41
Observamos que o faz um deslocamento das coordenadas para a esquerda, isto é,

a fungao o é como um tic-tac do relégio movendo-se um passo no futuro.

Uma boa propriedade da funcao shift é que ela é bijetiva sendo sua inversa a funcao
ot ¥y — ¥, dada por:

0_1((yn)nez) = (Tn)nez, Tn = Yn_1, para todo n € Z.

Ou seja:
g 1<<yn)n€Z)[—r} =T_,_1
r = Y=o Y1 Yo Y1 Yoo 0 ({Untnez) iy = Y2
1 lail \ \ \ \ 0 ((Yn)nez) o) = Y-1
oM )= ..Y-3 Y2 Y1 Yo Yi--.

o ((Yn)nez) ) = Yo

o' ((yn)nEZ)[r] =Yr

A composigao de 0 n-vezes (n € N), isto é, 0" = gooo...og desloca cada
—_————
n—vezes

sequéncia n-lugares para a esquerda. Enquanto para 0~ " desloca cada sequéncia n-lugares
para a direita.

Em Topologia temos os chamados invariantes topoldgicos nos quais se utiliza um
certo tipo especial de func¢oes: homeomorfismos. Na seguinte proposicao veremos que

nossa func¢ao shift ¢ um homeomorfismo.

Proposicao 1.1.13 A funcao shift 0: ¥y — ¥4 € um homeomorfismo.
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Demonstragao. Observe que ja temos que o é bijetiva. Assim, basta provarmos que o é
continua. O que implica que o é um homeomorfismo, dado que uma bije¢ao continua em

um compacto (pelo Teorema 1.1.10 temos que ¥; é compacto) é um homeomorfismo.

Entao, seja x € ¥; e € > 0 dado arbitrariamente, existe n € N tal que on < €.
1 1

Logo, tomando r = —, temos que para cada y € B,(z) tem-se d%(y,x) < o isto €,

d%(y,x) < 1pn+t. Segue que Y-n-1,n+1 = T[—n-1,nt1]- LOGO, tem-se:

U(y)[*n,n] =Y-nt+iy--5Y05 -5 Yntl = Tontls - -5 L05 -+ -y Tl = U(x)[fn,n]-

1
Portanto d(o(y),o(x)) < on <€ Provando desta maneira que o é continua em z e sendo

x arbitrario, concluimos que o é continua em X,. |

Definicao 1.1.14 Dada uma fungao f: X — X e um ponto p € X, dizemos que p é
um ponto fizo de f se f(p) = p. Dizemos que que p é um ponto periddico de f de periodo
7(p) se f7P(p) = p. Denotamos o conjunto Fiz(f) = {x € X : f(z) = 2} dos pontos

fixos de f e o conjunto Per,(f) ={x € X : x é um ponto periddico de periodo n}. Mais

geral temos o conjunto Per(f) = U P,(f) dos pontos periddicos de f.
n=1

Agora, mostraremos que os pontos periédicos da funcao shift sao densos em X,.

Isto de certa maneira, implica o quao complexa é a funcao shift.
Proposigao 1.1.15 Per(o) € um conjunto denso em .

Demonstragao. Para mostrar a densidade, mostraremos que cl(Per(c)) = ¥4 Seja

Yy = (Yx)rez um ponto qualquer em ¥, Dado € > 0 existe n € N tal que 7 < €.

Desta maneira tomamos o seguinte ponto em Y, = = (xy)rez tal que para cada
i€ {-n,...,—1,0,1,...,n} definimos x;241)+: = ¥i, para todo j € Z. Isto ¢,
T= Yo Y 1YoYr - YnYon - Y 1Y0YL - YnYm - Y1YoY1 - - Yn -

Portanto, por definicio, 0" (z) = z o que implica x € Pery,,1(c) C Per(c). Além disso

1
T[—nn] = Y-nn); logo di (z,y) = 5~ < e Assim, z € B(y) e portanto y € cl(Per(0)).
Provando que ¥, = cl(Per(o)) e assim a densidade. [ |

O tipo de fungbes que vamos definir na sequéncia, tém como propriedade
caracteristica o aumento da distancia entre iterados de pontos proximos.

Defini¢ao 1.1.16 Dado um homeomorfismo f: (M,d) — (M,d), onde (M,d) é um

s

espaco métrico, dizemos que f € expansivo se existe uma constante o > 0 tal que: se
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d(f"(z), f"(y)) < a,Vn € Z, entao x = y. Segue que para cada par de pontos x,y € M
com x # vy, existe ng € Z tal que d(f™(z), f*°(y)) > a. A constante « € chamada de

constante de expansividade do homeomorfismo expansivo f.

Outra propriedade importante da fungao shift é a expansividade.

Proposicao 1.1.17 A func¢ao Shift o: (Zd,d%) — (Ed,d%) € expansiva.
Demonstragao. Consideremos o < 1.
Sejam os pontos * = (,)rez € Y = (Yr)rez € Xq4 satisfazendo d(o"(x),0"(y)) <

«, para todo n € Z.
Afirmacao z = y.

Suponhamos por absurdo = # y. Logo existe um m € Z tal que x,, # y,, e portanto

o™ (x) # o™ (y), pois 0" (X)) = Tm # Ym = 0" (y)[0). Disto, segue que

di(c™(z),c™(y) =2>1>a.

1
2
Contradizendo a hipotese que d(¢"(x),0"(y)) < «, paratodon € Z. O que prova a

afirmacao. |

Definicao 1.1.18 Dada uma funcao f: X — X, onde X € um espaco topologico,
dizemos que f € transitiva ou topologicamente transitiva se para cada par de abertos U e
V em X existe ng € N de modo que UN f7"(V) # 0, ou equivalentemente existe ng € N,
existe v € U, tal que f™(x) € V, ou seja f*(U) NV £ .

Figura 1.1: Funcao topologicamente transitiva

Assim, uma funcao topologicamente transitiva, garante a existéncia de pontos
cuja orbita viaja de uma parte arbitraria do espaco a outra parte também arbitraria.
Uma fungao topologicamente transitiva quer dizer que a 6rbita de um aberto qualquer
do espaco “visita” em algum tempo outro aberto arbitrario, mas sem saber que para os
tempos consecutivos continua “visitando”. E assim que, damos a seguinte definicdo que

nos fala sobre isso.
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Definicao 1.1.19 Dada uma funcao f: X — X, onde X € um espago topologico,
dizemos que f € mizing ou topologicamente mizring se para cada par de abertos U,V em X
existe ng € N tal que para todon € N, n = ng, tem-se UNf~" (V) # 0 ou equivalentemente
existe ng € N, tal que para todo n € N com n = ng, existe v € U de modo que f"(z) € V,
ou seja fH(U)NV #£ 0.

Figura 1.2: Fungao topologicamente mixing

Proposicao 1.1.20 A funcao shift o: Xq —> ¥4 € topoldgicamente mizing.

Demonstragao. Da Observacao 1.1.6, vamos mostrar que Y, é topologicamente mixing
utilizando cilindros em vez de abertos. Dados os blocos U e V' com comprimentos |U|,

|V| maiores que 0, e nimeros inteiros n,m € Z temos os cilindros:
Cn(U> = {$ € 0q: Tinn+U|-1] = U}

Cm(V) = {$ € 04 Tpmm+|V|-1] = V}

caso:n < m.

Tomando ry = |U|, para cada r > ry definimos a seguinte sequéncia (x)rez tal que
Tpijo1 = U, 1 < j < |U| e Tpgro14; = v5,1 < j < |V], onde os uj,v; sdo os termos
dos blocos U e V respectivamente. Assim, (23)rez € Cn(U) € 0" ((#k)kez) mmtvi—1] = V-
Logo, 0" ((zx)kez) € Cin(V) e portanto (zx)rez € Cn(U) N o " (Crp(V)). O cason > m é

anal6go. E assim, provamos que o é topologicamente mixing. [ |

1.2 Subshift do tipo finito

Nesta secao iremos definir um tipo especial de subconjunto no espaco das sequéncias

de simbolos, mediante uma matriz com entradas 0 ou 1. Este subconjunto sera invariante
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pela funcao shift, o que nos levara a estudarmos sua dindmica. A saber, esta dindmica

tera boas propriedades, principalmente quando a matriz for irredutivel.

Seja Agxa = (aij)1<ij<n uma matriz tal que a;; = 0 ou 1. Um ponto = = (2)nez
em Yq ¢ dito admissivel com respeito a matriz A, quando a,,,,,, = 1, para todo n € Z.

Assim, definimos o conjunto
Yag = {(@p)nez = x € By : © € admissivel com respeito a matriz Agxa}-

O conjunto ¥ 4,,, também é chamado de Subshift de tipo finito associado a matriz
A. Mostraremos que o conjunto X4, , ¢ o-invariante. Logo, podemos estudar a fungao
shift restrita a este subconjunto Agxq = (ai;)1<ij<a- De fato, dado x = (2,,)nez em X4, _,

temos que dy(z); o) = Qg, 12, = 1, paratodoi € Z. Segue que o(z) € ¥y, , €

[i+1]
portanto

U(ZAdxd) - EAdxd'

De fato, vale 0(X4,,,) = X4,,,, pois dado z = (2,)nez em X4, , temos Uo=1(2) o1 (2) sy =
a. .. = 1, para todo i € Z. Isto, implica que z € 0(X4,,,). Também temos que ¥4, ,

¢ fechado, pois dado y = (Yn)nez em X4, , € € > 0 temos:

Bé(y) N ZAdxd # 0. (1'2)

Disso, temos y € X4, , € portanto X4, , = X4, ,. Se¢ fosse o caso em que y € X4, ,,

existiria um ny € Z tal que:

aynoyn0+1 - O (13)
) o 1 .
Tomamos o niimero real positivo r = ol e por (1.2) temos B, (y) N X4, , # 0. Assim,

val existir um ponto z = (2, )nez € X4 tal que 2z € B,(y) N X4, ,. Segue que d%(z, y)<r
e a,.,,, = 1, para todo n € Z. Logo tem-se

1
<Z7y) S W € a2n02n0+1

d =1. (1.4)
Disso, obtemos z[_jng|—1,jno|+1] = Y[—|no|—1,jnol+1]> © que implica que 2,, = Yn, € Zpg41 =

Yng+1- Por (1.3) temos que a., = 0, contradizendo (1.4).

Zng+1
Definig¢ao 1.2.1 Dada uma matriz Agxqg = (aij)1<ij<a com a;; = 0 ou 1, dizemos que
Agxaq € trredutivel se existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se que para cada
i,j € {1,...,d}, aj; > 0. Sendo aj; > 0 o termo da matriz Aj,, na i-ésima fila e
J-ésima coluna.
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Defini¢ao 1.2.2 Dados i,j € {1,...,d}, um bloco W := wyg =i, wy,...,w, =J em 3y e
uma matriz Agxa = (aij)1<ij<a com a;; = 0 ou 1, irredutivel. Dizemos que W € possivel
em relagao a matriz Agxa S€ Guyuw,, = 1, para todo k € {1,...,r—=1}. Isto é equivalente
a dizer que Qiw, Quiwsys - - - Gw,_1j = 1 ou também equivale a dizer que existe um ponto

T = (Tn)nez em Xa,,, em € Z tal que T =1 € Ty = J, Timmir] = W

Observagao 1.2.3 Consideremos uma matriz Agxq = (ai;)1<ij<a com a;; = 0 ou 1.

Da Definicao 1.2.1 é facil ver que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1. Agxg € irredutivel.

2. Existe ng € N tal que para todon € N,n > ng tem-se que para cada i,j € {1,2,...,d},
ay; > 0.

3. Existe ng € N tal que para todon € N,n > ng tem-se que para cada i,j € {1,2,...,d},
dnfl

n __ S s
a;; = g Wiy -+ Qg5 > 0.
s=1

4. Existe ng € N tal que para todon € N, n > ng tem-se que para cada i,j € {1,2,...,d},
existe um bloco W =is; ...s,_1j de comprimento n+ 1 que é possivel em relacao a Agyxq.
5. Existe ng € N tal que para todon € N, n > ng tem-se que para cada i,j € {1,2,...,d},

existe um ponto & = (2, )nez em X4, , € m € Z tal que z,, =i € Tpyin = J.

Teorema 1.2.4 Seja a matriz Agxa = (aij)1<ij<a com a;; = 0 ou 1. Agyq € wrredutivel

se, e somente se, Ojy, = XAy, — LAy, € topologicamente mizing.

Demonstragao. Suponhamos que Agyq seja irredutivel. Consideremos os cilindros Cy[U]

e Cx|V] com comprimentos |U| e |V| maiores que 0 e k,[ € Z tais que:
Ck[U] NXAgea 7 0 e Cl[v] NXdgea 7 0.

Existem pontos © = (Ty)nez € Y = (Yn)nez €m X4, , tais que z € Cy[U] e y € Ci[V].

Assim, temos:

Ugnany, =1, para todon € Z e xppqjv-1) = U.
(1.5)
Ay,yn1 =1, para todon € Z e yyqjvi-1y = V.

Sem perda de generalidade podemos supor k < [.
Pelo Item 5 da Observagao 1.2.3, existe ng € N tal que para todo n € N,n > ng tem-se
que para cadai,j € {1,2,...,d}, existe um bloco W = wowy . .. wy,_ 1w, (wo =i e w, = j)

de comprimento n + 1 que é possivel em relacao com Agyq, isto é:
Ay, w,; = 1, para todo r=0,1,...,n— 1.
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Logo, para 4|, 41 € {1,...,d} existe um bloco W = Tkt |U|S1 - - - Sn—1Y1 possivel, isto é:

Ay 51 = 1, a6, =1,..., a5, 4y, = 1.

Definimos a seguinte sequéncia z = (2, )mez € La:

Zm = T, para todom € Z,m <[+ |U],
24U+ = Si, parat=1,....,.n—1e
Rl4+|U|+n+j—-1 = Yi+j-1, para todo j € N.
Como 2k jy|U|-1] = Tlhtjv]-1] = U temos z € Ci(U). Além disso, 0”+‘U|(z)[l,l+‘v‘,1] =

Yy =V, logo " Vl(2) € C)(V). Mais ainda, pela definigio de z e por (1.5) temos

que z € X4, , € portanto:
ZGCk(U)ﬂzAdxdﬂd_(nHUl)(Ck(V)ﬂZAdxd). (16)

Tomando ro = n + |U| € N, para todo r € N,r > rq de (1.6) tem-se que: z €
Ck(U) NE4gea N Uﬁr(ck(v) N EAdxd)‘

Reciprocamente, suponhamos que ox Ay, SEJA topologicamente mixing. Para cada

i,7 € {1,...,d} consideremos os cilindros:
C()(Z) = {ZL’ E g o= ’L}

Co(j) ={y €Sa:vo=j}

Os quais sao abertos (Proposi¢ao 1.1.8). E assim, temos que Cy(1)NX4,,, ¢ Co(j)NZ4,,,
sao abertos em X4, ,. Pelo fato de o4, , ser topologicamente mixing existe um nimero

ri; € N tal que para cada r € N,r > r; ; temos que:

CO(Z) N EAdxd N U‘jaxzxd(o()(j) N ZAdxd) 7& @

O que implica a existéncia de um ponto z = (2, )nez € Co(i)NEa,, N0y, (Co(1)NEa,,,)-
Segue que z € Cy(7) e assim zy = 4. Como z € ¥4, ,, logo a., ., , =1, para todo n € Z.
Assim, como o"(z) € Cy(j) temos o"(2)) = j, isto é, z, = j. Dessa maneira obtemos o

bloco W = zg =i21...2,_12, = j 0 qual é possivel em relacao a matriz Ayy4 e portanto:

r-termos
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dr—1-1

S S
Qizy ooy 15+ E Ay - -+ O
——
S

r-termos

r-termos

Entao a";; > 0. Desta maneira, tomamos 7y = max {r;;} > 0. Logo, para cada
1<ij<n = "

1 <14,5 <n tem-se: ag’j > 0, para todo r > ro. Portanto A, ., é irredutivel.

o Subshift do tipo finito. Se para cada i,j € {1,...,n}

existe ng € N tal que em A™ € tal que a?,? >0, entao oy, € topologicamente transitivo.

Proposicao 1.2.5 Dado X4

nxn

Demonstragao. Dados k € Z, n e m € N. Sejam Cy(ag,,...,ax,) € Cr(by,...,b,,)

cilindros tais que intersectam X4 . Isto &, ak,...,ak, € by,... b, sdo sequéncias
permissiveis para A, .,. Por hipotese, existe ng € N e elementos ¢y, ...cpy—1 € {1,...,n}
tal que

Ak, C1 - - - Cpg—1byy -

seja um pedago de sequéncia permissivel para A, .,. Dados os pontos * = (z,).cz €
Y = (Yr)rez em Xy, tais que x € Ci(ag,,...,ax,) e y € Cr(by,...,b,, ), tomemos o

seguinte ponto: z = (2,)rez € XA,

nxn'

Z, =%, paratodor e Z,m < k+k, — 1,
Zhtkn—1+i = Ci, parat=1,... ,ng—1le

Zktkn—14no—14j = Yk—1+j, Para todo j € N.

Isto é:

2. Qky .. O CL .. Cpg—10py . Dy

m

Logo, z € Ci(ag,,...,ax,) e 0™ (2) € Cyp(by, ..., b, ). Portanto
a”°+k"(0k(ak1, . ,akn)) N Ck(bl17 oy blm) 7& 0.

|
Na seguinte proposicao mostraremos que sob uma certa condicao da matriz é

possivel ter densidade dos pontos peridédicos.

Proposigao 1.2.6 Seja a matriz Agxa = (aij)1<ij<da, com a;; = 0 ou 1. Se para cada
i,j € {1,...,n} exite ng € N tal que em A™ € tal que a}§ > 0, entio Per(o|a,,,) € denso

em X4, ,-
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Demonstragao. Da hipotese, temos que para cada i,j € {1,...,d} existe um ny € N

tal que a; > 0, e assim, vai existir um bloco possivel W' = dw; ... wp,-1j. Dado € > 0,

1
existe k € N tal que o < €. Tomando um ponto y = (Y )nez € Xa,,,, temos que:

ay, Ay, ., = 1, para todo n € Z. (1.7)

Logo, para y,y—r € {1,...,d} existe um nimero kg € N e um bloco possivel U =
YS1 - - - Sko—1Y—k- Isto é:

Ayes; = 10515, = 1,000 yag, = 1. (1.8)

Agora, definimos o seguinte ponto:
Z=...Yk---Yo-- - YS1 -+ -Sko—1Y—k ---Y-1YolY1---YkS1---Skog—1-- -

1
Por defini¢ao d%(z,y) < % <& logo z € B y). Por (1.7), (1.8) tem-se que
z € ¥a,, €assim z € B(y) N X4, ,. Além disso, pela definicdo de z temos que
o tko(2) = 2 o que implica z € Perapiky(012,, ) © Per(oys, ). Disto, temos que

z € (Be(y) N X4,,,) N Per(oys,, ). Mostrando dessa maneira que
(Be(y) N Xa,,,) N Per(os,, ) # 0, para todo € > 0.

Isto &, y € PeT(0|gAd d) e sendo y arbitrario concluimos Agyq = PGT(UIEAd d).
X X

1.3 Dinamica topolégica

Sejam X um espaco topologico, f: X — X uma aplicacao continua, e x € X.
Chamamos a drbita futura de x ao conjunto OF (z) = {f™"(x) : n € Z§}. No caso de f ser
um homeomorfismo, definimos a drbita passada de x como o conjunto O~ (z) = {f"(z) :
n € Zy }. Neste caso dizemos que o conjunto O(z) = {f"(z) :n € Z} = O (z) UO ™ (x) é
a drbita de z. Estamos considerando Z; como o conjunto dos ntimeros inteiros positivos
junto com o zero, analogamente para Z, o conjunto dos ntimeros inteiros negativo junto
com o Zzero.

Seja A C X. Dizemos que A é positivamente f-invariante se f(A) C A e o
caso de ser negativamente f-invariante quando A C f(A). Assim A é f-invariante se
¢ positivamente e negativamente f-invariante, isto é, f(A) = A.

Daremos na seguinte defini¢ao os conjuntos dos pontos de acumulagao da o6rbita de
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pontos do espaco.

Definicao 1.3.1 Sejam X um espago métrico compacto, f: X — X wuma funcao
continua. Dado v € X, definimos

w(z, f)={y e M:3 n, — +oo tal que f™(x) — y}.
que € o congunto w-limite de x (para f). No caso de f ser um homeomorfismo, definimos
alx, f)={z€ M :3 my — +oo tal que " (z) — z}.
¢ o conjunto a-limite de x (para f).

Intuitivamente o conjunto a(x, f) é onde a orbita de x “nasce” e w(z, f) onde ela

“morre”.

Observagao 1.3.2 Note que a(z, f) = w(z, f7) e w(z, f) # 0 pelo fato de X ser um
espago métrico compacto. De fato, a sequéncia (f"(z))nen possui uma subsequéncia
convergente para um ponto em X. Analogamente, a(x, f) # 0. Neste texto vamos
denotar w(z, f) por w(z) e a(z, f) por a(z), se ndo houver diavida com respeito a fungao
que estamos trabalhando. No caso de f ser um homeomorfismo e p € M um ponto
periodico tem-se w(p) = a(p) = O(p). Os conjuntos w(z, f) e a(x, f) sd@o conjuntos

fechados e f-invariantes, para ver os detalhes da demostragao veja [5], pagina 29.

Definigao 1.3.3 Sejam X wum espago métrico compacto, f: X — X um
homeomorfismo e x € X wm ponto. O ponto x € X € dito recorrente no futuro
(resp. mo passado) se x € w(x) (resp. x € a(x)) . Isto, € equivalente a dizer x € recorrente
no futuro (resp. no passado) se para qualquer vizinhanga V' de x existe n € N tal que
fM(x) € V (resp. existe m € N tal que f~™(x) € V). Se x € recorrente no futuro e no
passado, dizemos que x € recorrente, isto €, para toda vizinhanca V' de x existem n,m € N

tal que
@), [ (@) e V.

Denotamos o conjunto dos pontos recorrentes por R(f).

Note que, um ponto perioédico p € X é recorrente, pois p € O(p) = w(p) = a(p),
pela Observagao 1.3.2.

Definicao 1.3.4 Sejam X um espaco métrico compacto e f: X — X uma aplicagcao

continua. Dizemos que x € X € um ponto nao-errante se para cada vizinhanca U contendo
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x, existe n € N tal que f"(U)NU # 0, caso contrdrio dizemos que x € um ponto errante.

Denotamos ao conjunto dos pontos nao errantes para f como:
Q=Q(f) ={z € M :x € nao errante }.

Observacao 1.3.5 Observe que todo ponto recorrente é nao-errante. Na verdade o fecho
do conjunto dos pontos recorrentes esta contido no conjuntos dos pontos nao-errantes.
Além disso, Q(f) é positivamente f-invariante e w(x, f) C Q(f), no caso de f ser um

homeomorfismo tem-se que Q(f) é f-invariante e a(x, f) C Q(f), veja [5| pagina 29.

Definicao 1.3.6 Sejam X wm espaco métrico compacto e f: X — X um

homeomorfismo. Definimos o conjunto limite de f como:

L(f) = Li(f) U L_(f), onde Li(f) = |Jw(x) e L_(f) = Jalz).

rzeX zeX

Observemos que L(f) é compacto e f-invariante. Damos a seguinte proposi¢ao cuja

demostragao pode ser vista em [5], pagina 31.

Proposicao 1.3.7 Seja X wum espagco métrico compacto, f: X — X um
homeomorfismo. Tem-se cl(Per(f)) C L(f) C Q(f).

Assim como na topologia a equivaléncia entre espagos topologicos é dada pelos
homeomorfismos, em sistemas dindmicos é dada por um tipo especial de fung¢oes chamadas

de conjugagoes.

Definicao 1.3.8 Sejam X e Y espagos métricos compactos, f: X - X eg: Y — Y
homeomorfismos. Dizemos que uma fungao h: X — 'Y € uma conjugacao de f e g se h

€ um homeomorfismo e ho f = go h.
Note que, na defini¢cao acima o fato de ho f = g o h implica que:

ho f*=g" oh, para todo n € N.
ffoh ' =h"'og", paratodon € N.

No préximo teorema mostraremos a importancia das conjugacoes, mostrando que

as dinamicas conjugadas possuem as mesmas propriedades.

Teorema 1.3.9 Sejam X e Y espacos métricos compactos e f: X — X, g: Y — Y
homeomorfismos, h: X — Y wuma conjugacao de f e g e x € X um ponto. Entdo:

1. h(Per(f)) = Per(g).
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(=

. [ € topologicamente mixing se, e somente se, g € topologicamente mixing.

7. [ € expansivo se, e somente se, g € expansivo.

Demonstragao. Item 1. De fato, seja x € Per(f) um ponto peridédico de f com periodo

n. Assim,
9" (h(x)) = h(f"(x)) = h(x).
Logo, h(x) € Per,(g) C Per(g), o que nos permite concluir que h(Per(f)) C Per(g).

Por outro lado, seja z € Per(g) um ponto peridédico de g com periodo m. Escrevendo

r = h™!(2) temos que
(@) = fr(h ' (2) = h Hg™(2) = h'(2) = =

Logo, ¥ € Per,(f) C Per(f) e assim z = h(x) € h(Per(f)). Disto, seque que
Per(g) C h(Per(f)) e portanto h(Per(f)) = Per(g).

Item 2. Mostremos que h(w(zx, f)) = w(h(x),g). Dado b € h(w(z, f)), existe um ponto
a € w(zx, f) tal que b = h(a). Logo existe uma sequéncia de indices (n)ken, nx —> +00,

tal que a = lim f™(x). Logo, teremos
k—4o0

b=h(a) =h( lim f™(x)) = lim A(f™(z)) = lim ¢"*(h(z)) € w(h(x),g).

k——+o0 k——+o0 k——+o0

Isto nos permite mostrar a inclusao h(w(z, f)) € w(h(x),g). Agora, vamos mostrar a
w )

outra inclusao w(h(x),g) C h(w(x, f)). Seja y € w(h(z),g), entdo existe uma sequéncia

de indices (mg)ren, mr —> +00 tal que

y = lim g™ (h(x)) = lim h(f™(x)) = h( lim f™(z)) € h(w(z, f)).

k—+o00 k—+o0 k—400

Item 3. Dado que h é também uma conjugacao de f~' e g7', pelo Item 2 temos que

h(a(z, f)) = hw(z, f71) = w(h(z),g7") = a(h(z), g).
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Como queriamos provar.
Item 4. Este item é uma implicacao direta dos itens 2 e 3.

Item 5. Vejamos h(Q(f)) = Q(g). Paraisto, dado y € h(Q(f)) existe um ponto z € Q(f)
tal que y = h(x). Logo, tomando uma vizinhanga aberta V' de y e pelo fato de h ser um
homeomorfismo temos que h~ (V) é também uma vizinhanca aberta do ponto z. Como

x é um ponto nao errante para f, existe um ntmero natural ng € N tal que
R V) NRTHV) # 0.

Assim, existe um ponto b € X tal que b € f"(h™'(V)) eb € h™' (V). Logo, h(b) € V e
existe um ponto (tinico) a € V tal que b = f™(h™'(a)) e portanto b = h™* (g™ (a)). Segue
que, h(b) = g™ (a) € g™ (V). Isto, mostra que g™ (V) NV D {h(b)} # 0. Mostrando que
y € w(g) e portanto a inclusdo h(2(f)) C Q(g).

Por outro lado, seja z € Q(g). Devido a injetividade de h podemos tomar o ponto
x = h™'(z). Dado U uma vizinhanca aberta qualquer de z, entdo h(U) é vizinhanca

aberta de z e sendo este um ponto nao errante para g existe um mg € N tal que
g™ (A(U)) N A(U) # 0.

Segue, que existe ¢ € X tal que ¢ € g™ (h(U)) NA(U) # 0. ho f = g™ o h. Isto é,
c € h(f™(U))Nh(U) e assim h™'(c) € f™(U)NU. Obtemos que = € Q(f) e portanto
z = h(z) € h(Q(f)). Dai Q(g) € h(2(f)).

Item 6. Supondo f topologicamente mixing, acontece que dados dois abertos U e V
nio vazios em Y, as imagens inversas h~'(U),h™'(V), sdo abertos ndo vazios em X e

existe m € Ny tal que para todo n > m tem-se
fHATHU)) VhTH(V) # 0.

Assim, existe z € X tal que z € f*(h""(U)) N h~(V), logo h(z) € V e existe um ponto
x € U tal que z = (f" o h™')(x). Pelo fato de h ser uma conjugacio de f e g temos que:

h(z) = (ho f") (A (x)) = (¢" o h)(h™}(x)) = g" () € g"(V).

Logo, h(z) € ¢"(U) NV, para todon > m. Isto é, ¢"(U) NV # 0, para todo n > m.

O que garante que g é topologicamente mixing. Reciprocamente, suponha que g é
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topologicamente mixing. Dado dois abertos U e V nio vazios em X temos que h(U), h(V)

sao abertos em Y e existe my € Ny tal que para todo m > mg tem-se

g (B D) N V) £ 0.
Entdo, existe z € Y tal que z € ¢"(h(U)) N h(V), logo z € g™(h(U)) e z € h(V). Segue
que z € h(f"((?)) e assim temos que h™'(z) € f™(U)N V. Mostrando desta maneira que
fYU)NV 0, para todo n > myg e portanto f é topologicamente mixing.

Item 7. Suponhamos que f é expansivo. Seja a > 0 a constante de expansividade
de f. Como h™': Y — X é um homeomorfismo, em particular continua, e sendo Y
compacto temos que h~! é uniformemente continua. Logo, existe 5 > 0 tal que para cada

par de pontos y1,y2 € Y com dy (y1,y2) < [, implica que

dx(h™"(y1), h (1)) < cv. (1.9)

Sejam y, z € Y tal que
dy (9" (y), 9" (2)) < 8, para todo n € Z. (1.10)

Afirmagao: y =z

De (1.9) e (1.10) temos que dx(h™'(g"(y)),h ' (¢g"(2))) < @, para todo n € Z. Dai temos
que dx(f"(h ' (y)), f"(h"'(2))) < a, para todo n € Z (pois sendo h uma conjugacio de
fegtem-se hof = goh,logo f"oh™* = h'og" paratodon € Z). Como a é a
constante de expansividade de f temos que h™'(y) = h~'(z) e pela injetividade de h~"

concluimos que y = z. Portanto g é expansivo com constante de expasividade f3.

Agora, suponhamos que g é expansivo. Pelo fato de h: X — Y ser a conjugagao de
f e g temos que h é um homeomorfismo e ho f = goh, logo h': Y — X é um
homemorfismo e h ' og = foh™! e portanto h~! é uma conjugacio de g e f. E assim que
pela afirmacao feita acima ja demostrada obtemos que f também é expansivo.
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CAPITULO 2

HIPERBOLICIDADE

2.1 Hiperbolicidade local

Nesta primeira secao estudaremos pontos periddicos hiperboélicos para um
difeomorfismo em uma variedade compacta M, n-dimensional, dotado de uma métrica
Riemmaniana de classe C". Estes tipos de pontos permitem relacionar localmente a
dindmica de um difeomorfismo e sua parte linear. Isto serd provado num teorema
conhecido como o Teorema de Hartman-Grobman.

A métrica Riemanniana no fibrado tangente 7'M induz uma métrica em M, definida
d(x,y) como o minimo dos comprimentos de curvas diferenciaveis, por partes, ligando = a
y. Sejar > 1, C"(M) ={g: M — M : g ¢ uma funcado de classe C"} dotada da norma
C" ou C"-norma, formando um espago completo, e induzindo uma topologia em C" (M),
chamada topologia C" ou C"-topologia. Observemos que pelo Teorema da Funcao Inversa
é possivel mostrar que o conjunto Dif f" (M) ={f: M — M : f é C"-difeomorfismo} é
aberto em C"(M).

Definicao 2.1.1 Sejam M wuma variedade compacta, f: M — M um homeomorfismo e

A um subconjunto compacto f-invariante de M. A € dito isolado se existe uma vizinhanca
U de A em M tal que A Cint(U) e A = ﬂf”(U)

neZ
Definigao 2.1.2 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € Per,(f). Dizemos que p
€ um ponto hiperbolico se a aplicagao linear D f;: T,M — T,M nao possui autovalores

no circulo S* c C.

Observagao 2.1.3 Na definigao acima denotamos o espectro de D f} como o conjunto
spec(Dfy) = {\ € C: Df} — Al ndo é um isomorfismo }. Logo, p € Per,(f), sera um
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ponto periddico hiperbolico de f se spec(Df)) N{a € C:|a| =1} = 0.

Por um resultado da Teoria Espectral existem subespagos E7, E, D f,'-invariantes,
e constantes 0 < p < 1, A > 1 tal que T,M = E; @ E, spec(Df]’;L'Eg) C{aeC:lo < pu},
spec(nglEg) C{a € C:|a| > A\}. Temos também que Df£|E; e Df;LIE;f sao isomorfismos
em Eje B, respectivamente. Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

> CA\ ",

<t e |Dfy"

1D, .

Os subespagos Ej e E sao chamados de Subespagos Estdvel e Instdvel no ponto p,

respectivamente.

Definicao 2.1.4 Uma transformacao linear A: R™ — R™ € dita hiperbdlica se
spec(A)N{a e C:|a| =1} = 0.

Definicao 2.1.5 Sejam A: R™ — R™ uma transformagao linear, F: R™ — R™ um

homeomorfismo e r > 0. Dizemos que A possui a propriedade de r-estabilidade se para

cada homeomorfismo G : R™ — R™ tal que sup {|[(G — A)(z)||} < +o00 e G — A tem
zeR™

constante de lipschitz menor que r, entao G e A sao conjugados. Dizemos que F tem

constante de expansividade infinita se sup{||F"(z) — F"(y)||} = +o0, = # v.
nez

Agora, enunciamos o seguinte resultado cuja demostracao sera omitida e pode ser

achada em [8].

Proposicao 2.1.6 Se A: R™ — R™ ¢ uma transformagao linear hiperbolica, entao
existe um € > 0 tal que A possui a propriedade de e-estabilidade. Além disso, aqueles

homeomorfismos G como na defini¢cao acima possuem constante de expansividade infinita.

Se p é um ponto periddico de periodo n para um difeomorfismo f, entao
¢ um ponto fixo para f", por isto consideramos para estudos locais, pontos fixos
hiperbélicos. Provaremos o Teorema de Hartman-Grobman, relacionando dinamica de
um difeomorfismo, em uma vizinhanga do ponto fixo hiperboélico, com a dinamica da sua

parte linear, resultado que d4 uma boa informacao da dinamica local.

Teorema 2.1.7 Seja f: M — M wum difeomorfismo. Se p € M ¢é um ponto fixo
hiperbolico de f, entao f e D f, sao localmente conjugados. Isto €, existem vizinhangas U,
dep em M eVy de O em T,M, e um homeomorfismo h: U, — Vj tal que ho f = D f,oh.
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Figura 2.1: Conjugagao local.

Demonstracao. Pelo fato de f ser um difeomorfismo existe uma carta local (ﬁp, ¢) do
ponto p, isto é, (/jp ¢ um aberto de p e ¢: ﬁp — R™ um homeomorfismo, com ¢(p) = 0

tal que a expressdo local f,, = ¢ fo~': R — R" é um difeomorfismo, com

foo(0) = (o fop™)(0) = o(f(p) = ¢(p) = 0.

Como p é um ponto fixo hiperbdlico de f entao Df, é hiperboélica e desde que a matriz
associada a D f, coincide com a matriz de D(f,,)o, temos que D(f,,)o é hiperbdlica, ou

seja 0 € R" ¢ ponto fixo hiperbdlico da expressao local fg,.

Vamos denotar A = D(f,,)o. Pela Proposi¢do 2.1.6 existe um € > 0 tal que

A possui a propiedade de e-estabilidade. Pela diferenciabilidade de f,, temos que

foo(®) = A(z) + r(z), onde r € C' ( pois Dr, = D(f,,)s — A é uma diferenca de
r(z)

duas fungoes continuas ) e lim —— = 0. Temos também
=0 ]

r(0) = foe(0) — A(0) =0, e
Dro=D(fso)o—A=A—A=0.

Pela diferenciabilidade de f,, e continuidade de Dr na origem, para e > 0, existem 51 >0

e dy > 0 tais que para |lz;]| < 01 e [|z2 < 2 tem-se ||7“|T ”)” 16 e || Dry, || <7 . Logo,
x

tomando d3 = min{dy, do} > 0 temos que para z € R", ||z|| < d5 implica

)l < DA e o < €

Consideraremos um tipo especial de fungao p: R" — R" tal que 0 < p(z) < 1, com
4
plx) =1, se [|z]] < 53, p(x) =0, se ||z|| = 93 e |Vp(x)] < 5 Definamos também a

fungao G: R" — R", dada por G(z) = A(x) + p(z)r(x). Temgs que G(z) = fyp(x), se

24



)
2l < 5. Glx) = A(@), se [|z]| > b5 e sup{||G(x) = A(x)]l,= € R"} < +oo. Também,
temos que DG, = A + p(z)Dr, + r'(z)Vp(x). Dai segue que para ||z|| = d5 tem-se que

DG, — A ¢ identicamente nula e para ||z|| < J3, temos

IDG, — Al = |lp(x)Dry +r'(z)Vp(2)]|
< !p( MIDre[[| + |7 (2) [V p(2)|
_ el
4 16 03
€ €03 €
T4 46, 2

Logo, | DG, — Al < % e pela desigualdade do Teorema do Valor Médio temos que G — A

€
tem constante de lipschitz —, ou seja, menor que € em By, (0). Pela e-estabilidade de A,

existe um homeomorfismo H: R" — R" tal que Ho G = Ao H. Desta maneira tomamos

J

§ = 53 Uy = Bs(0), V = H(Bs(0)) e hy = Hyy.
Como G = f,, em Uy, entao hy o f,, = (D fy,)00 hy. Finalmente, tomando U, = (Uo)

e Vo =% '(V), onde : T,M — R" ¢ um isomorfismo dado por @([a]) = (gp o a) (0)
(a: I — M um caminho diferenciavel em M, I um intervalo aberto contendo 0

com a(0) = pefa] = {f: 1 — M :  um caminho diferenciavel em M com [(0) =

pe(poB)(0)=(poa)(0)}) esatisfaz Df, = 7' o (Df,,)0 0. O que implica que,
para h = ' o hy o e dado x € U, temos

(_‘1 ohio(po fop™))(e(x))
(P o fep)(p(@)))
=7 (((wa)o o h1)(p(2)))
(@ o (Dfpp)oo®) o (T 0 hioy))(z)
Df, o h)().

(ho f)(z)

= (
= (
Assim, obtemos que ho f = Df, oh. O que prova o resultado.
Observacao 2.1.8 Note acima que G é expansivo em Uy com constante de expansividade

infinita, ou seja f,, é expansivo em Uy, o que quer dizer que, para z,y € U,Z # ¥, temos

SU{[|f (%) = Lo (D)1} = +oo.
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Agora, provaremos a nao existéncia de oOrbitas inteiramente contidas numa

vizinhanca pequena de um ponto fixo hiperbolico.

Corolario 2.1.9 Seja f: M — M um difeomorfismo. Se p € M €é um ponto fixo
hiperbolico de f, entio existe uma vizinhanga U, de p tal que se (f"(x))nez C Uy, x € M,

entao x = p. Em particular, p € o unico ponto fixo de f em U,.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.1.7 temos a vizinhanca U, = ¢~ (Uy) = ¢~ (B;(0)) do
ponto p tal que a expressao local f,, em Bs(0) é expansiva com constante de expansividade
infinita. Suponhamos que exista um ponto x € M,z # p, tal que (f"(2))nez C U,.

Dado que = # p temos T = ¢(x) # ¢(p) = 0, seque que sug{” oo (@) = f2,(0)|I} = 400
ne
e sendo 0 um ponto fixo de f,,, temos que sup{[|f7, (Z)[|]} = +oo. O que gera
nez

uma contradi¢do, pelo fato que f"(z) € U,, para todon € Z. Temos, portanto, que

o(f"(x)) € Bs(0), para todon € Z. Logo, f,,(Z) € B;(0), para todon € Z, isto &,

| fo,(T)|| < 6, para todo n € Z. Assim, obtemos sup{||f, (7)[|} < d. Portanto, para
neZ

cada x € M,z # p temos que a orbita O(xz) € U,. Isto é, existe um ny € Z tal que
f*(z) € Up.
|

2.2 Variedades invariantes

Na se¢ao anterior, o Teorema 2.1.7 além de nos permitir encontrar equivaléncia local
de dinamicas, também nos fornece variedades topologicas estaveis e instaveis imersas na
variedade M, as quais iremos apresentar nesta secao. Na proxima se¢ao mostraremos a

diferenciabilidade delas no Teorema da Variedade Estdvel e Instdvel.

Definicao 2.2.1 Sejam f: M — M um difeomorfismo, p € M e r > 0. Definimos os

sequintes conjuntos:
W?(p, f) ={y € M - d(f"(y), ["(p)) — 0, quando n — +oo} €

W(p, f)={y e M :d(f"(y), f"(p)) — 0, quando n — +o0}.

Os quais sao chamados de conjuntos estavel e instdvel do ponto p, respectivamente.

Agora, definimos os conjuntos estdveis e instdveis locais do ponto p, por:
Wip, ) ={y € M - d(f"(y), f"(p)) <r,¥Vn =0} e
Wi (p, [) ={y € M = d(f"(y), [ "(p)) <r,¥n = 0}.
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A definicao dada dos conjuntos estaveis e intéaveis podem também ser dada em
espacos métricos compactos. Notemos que W*%(p, f) = W*(p, f~'). Quando néo existir
divida a respeito da funcao que define o conjunto estéavel e instavel denotamos apenas por
W#(p), W?*(p), o mesmo para os conjunto estéavel local e instavel local W?(p) e W (p),

respectivamente.

Lembremos que, para uma fun¢ao uniformente continua f: X — Y definida entre
dois espagos métricos vale: se (2,)nen € (Un)nen s@0 duas sequéncias de pontos de X tais
que: se dx(x,,y,) — 0, entdo dy(f(x,), f(y,)) —> 0. A proxima proposi¢do permite

relacionar as variedades estaveis e instaveis entre duas dindmicas.

Proposigao 2.2.2 Sejam f: X — X eg: Y — Y dois homeomorfismos definidos nos

espacos métricos compactos X eY, e uma fungao h: X — Y. Se h é uma conjugacao

entre f e g, entao h(W?*(z, f)) = W*(h(z),g) e h((W"(x, f)) = W*(h(x),g).

Demonstragao. Dado y € W¥(x, f) temos que dx(f"(y), f"(z)) — 0, quando
n — 4o0o. Como h é continua e X é compacto, entao h é uniformemente continua
e portanto dy (h(f"(y)), h(f"(x))) — 0, quando n — 4o00. O que implica que:

dy(g"(h(y)),g"(h(x))) — 0, quando n — +o0.

Isto &, h(y) € W?*(h(x),g), e logo h(W?*(x, f)) € W?*(h(z),g). Por outro lado, dado
z € W?9(h(z),g) temos dy(g"(2),9"(h(z))) — 0, quando n — +o0. Novamente,
como h~! é continua no compacto Y entdo h~! é uniformemente continua. Portanto

dx(h~*(g"(2)), " (g"(h(x)))) — 0, quando n — +o0. Isto, nos leva a concluir que:
dx (f"(h"'(2)), f"(x)) — 0, quando n — +oo.

Isto ¢, h™'(2) € W*(x, f) e portanto z € h(W*(z, f)), provando assim a outra inclusdo.
Agora, pelo fato que h é também uma conjugacdo de f~' e g~! temos h(W*(x, f)) =
BOW*(z, 1)) = W*(h(z),g7") = W*(h(z), g).

[ |

O proximo resultado mostra que os conjuntos estaveis e instéveis sao densos
em Dinamica Simboélica. Fato que também constataremos em conjuntos hiperboélicos

maximais mediante conjugagao topoldgica com dinamicas simbdlicas.

Proposicao 2.2.3 Seja (Ed,d%) o espaco das sequéncias de d simbolos. FEntao, para
cada ponto x = (xp)rez em Xq, o0s conjuntos estivel W*(x,0) = {y = (yr)rez €
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Yq ¢ lim di(o™(y),0™(x)) = 0} e instavel We(x,0) = {z = (2k)rkez € 24

1
n—+oo 2

lirf di(c7™(y),0 "(x)) = 0} sao densos em %.
n—+oo 2

Demonstragao. Dado um ponto z = (zx)rez em Xy, tomemos o seguinte conjunto
A, ={y = (Yr)rez € X4 : y; = x;, para todo j > jo, para algum j, € Z}.

Vejamos que Wf(z,0) = A,. Dado y = (Yk)rez € W?(x,0) temos que

lirf d%(a"(y), 0"(z)) = 0. Assim, pela defini¢ao de limite existe um ny € N tal que
n—-—+0oo

di(c"(y),0"(x)) < 1, para todo n € N,n > ny. (2.1)

1
2

Suponhamos por absurdo que y ¢ A,. Assim, para ng existe um my € N;my > ng
tal que Ymy # Tmg, 1080 0™ (V)] = Yme F Tme F# 0 °(x)j. Isso, implica que
d%(amo(y),amo(a:)) = 2 > 1 contradizendo (2.1). Segue que, y € A, e portanto
We(x,0) C A,. Por outro lado, dado a = (ap)rez € A, existe jo € Z tal que

a; = x;, para todo j > jo. Dado € > 0, existe igp € N tal que — < e. Logo tomando
(]
nNg = j() + io, tem-se

0" (@) [=n+jon—jo] = 0" (T)[=n-+jom—jo]» Para todo n > ng.

1 1

Isto implica que, d%(a”(a),an(:c)) = — < — < e Disso, temos provado que
= Jo 0

a € W¥(z,0) e portanto W*(x,0) = A,. Analogamente, temos que W*(z,0) = {z =

(2k)kez € X4 : z; = xj, para todo j < jo, para algum j, € Z}. Agora, vamos provar

a densidade dos conjuntos estaveis e instaveis em 4. Seja ¢ = (cx)rez em X4 Dado
1

e > 0 existe rp € N tal que — < e. Assim, concatenando dois blocos infinitos e um finito

T'o
definimos o seguinte ponto a em i :

4 1= T(—oo0,rg—1) N\ Cl=ro,ro] /\ Tlro+1,400)-

1
Segue que a[_pgro] = Cl-ro,ro]> 10O d%(a, ¢) = — < € e portanto a € B.(c). Além disso,
T

0
pela defini¢do de a temos que a € W*(x,0) e a € W*(x,0). Isto, mostra que
B(e)NW?(z,0) # 0 e B(c) N W"(z,0) # 0.

O que nos permite concluir que W?*(z,0) e W*(z,0) sdo densos em Y. [ |
Na proxima proposigao veremos algumas das propriedades dos conjuntos estaveis

e instaveis.
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Proposigao 2.2.4 Sejam f: M — M um difeomorfismo, p € M er > 0. As sequintes

afirmagées sio verdadeiras:
1. f(W*(p)) = W*(f(p))-
2. f(W:(p)) CW:(f(p))-
3. Sey € Wi(p), entio W*(y) = W*(p).

4. Sey & W?*(p), entio W*(y) N W?*(p) = 0.

Demonstracao. Item 1. Dado y € f(W?*(p)), existe x € W?*(p) tal que y = f(x). Dai
temos que ligl d(f™(z), f*(p)) = 0 e também
n—-+oo

S d(f (). £ (Fp) = im d(F(F(@). £ (F(0))
= Tim d(/ (&), £ ) = 0.
Logo y € W?(f(p)), mostrando desta maneira que f(W?(p)) € W?(f(p)). Agora
provaremos a outra inclusdo. Para isto, tomamos z € W?(f(p)), logo tem-se
ngrfoo d(f"(2), f"(f(p))) = 0 e pela bijetividade de f existe x € M tal que z = f(x),
logo:
i d(f"(@), () = T (). )
= lim d(f"(2), f"'(f(p) = 0.

n—-+00

Assim, temos que z € f(W?*(p)) e portanto W*(f(p)) C f(W?*(p)). Disso resulta que
FW2(p)) = W*(f(p)).

Item 2. Dado y € f(W?(p)), existe um tnico x € WS (p) tal que y = f(x). Logo,
para cada n > 0 tem-se d(f"(z), f"(p)) <re

d(f"(y), ["(f(p))) = d(f"(f (@), [*(f(p)))
=d(f"" (@), " p) <.

Segue que, y € W(f(p)) e tem-se: f(W7(p)) € Wi (f(p))-

Item 3. Seja a € W*(y), entdo lim d(f"(a), f"(y)) = 0. Para cada n € N tem-se

n—-+o0o

d(f"(a), f*(p)) < d(f"(a), f"(y)) + d(f"(y), /" (P))-
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Fazendo n — +oo obtemos lirf d(f"(a), f*(p)) = 0. Concluimos que a €
n—-+0oo

W#(p), provando a inclusao W?(y) C W?(p). Agora tomando b € W?(p), temos
lirf d(f™(), f*(p)) =0 . Logo, para cada n € N tem-se
n—-+0o0

d(f"(0), f"(y)) < d(f"(b), f"(p)) +d(f"(p), ["(v))-

Fazendo n — 400 obtemos lim d(f"(b), f"(y)) = 0. Segue que b € W?(y), logo temos

n—-+00

a outra inclusdo e portanto W*(y) = W?*(p).

Item 4. Sejam y € M e y & W?*(p). Vejamos que W?*(y) N W?*(p) = (. Suponhamos por
absurdo que W*(y) N W?(p) # 0, e seja z € W?*(y) N W?(p). Logo, temos

lim d(f"(z), /"(y)) =0 lim d(f"(=), f*(p)) = 0.

n—+400 n—-4o00

Agora, para cada n € N tem-se

0 <d(f"(y), f*(p)) < d(f"(y), f"(2)) +d(f"(2), f"(p))-

Fazendo n — +o00 obtemos lim d(f"(y), f"(p) = 0 e portanto y € W?*(p), o que é um

n—-4o0o
absurdo.

Observacao 2.2.5 Também podemos obter resultados analogos a proposi¢ao acima, para

o conjunto instavel e conjunto instavel local. Isto é:
L f(W(p)) = W*(f(p))-
2. f(Wi(p) 2 WiE(f(p)-
3. Se y € W*(p), entao W"(y) = W*(p).

4. Se y & W*(p),entao W"(y) N W*(p) = 0.

Definigao 2.2.6 Seja f: N — M wuma funcao definida entre duas variedades N
e M. Dizemos que f ¢ wma imersao topoldgica, se para cada x € N, emiste
uma vizinhanga V de x em N tal que fjy € um homeomorfismo sobre sua imagem
(esta ultima dotada da topologia de sub-espago). Neste caso dizemos que f(N) C M ¢é
uma subvariedade topoldgica imersa com mesma dimensao de N.

O resultado seguinte, mostra que os conjuntos estaveis e instaveis locais sao
subvariedades topologicas.
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Proposicao 2.2.7 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fizxo
hiperbolico de f. Existe 6 > 0 tal que:

1. W5(p) € W3(p) (respectivamente Wy'(p) C W*(p)).

2. Wi(p) (respectivamente W§'(p) € uma subvariedade topoldgica com a mesma

dimensdo que o sub-espago estdvel (respectivamente o sub-espago instdvel).

+o0 +o00
3. W(p) = Uf’”(W;(p)) e W p) = Uf”(W;(p)) sao subvariedades topoldgicas
n=0 n=0

imersas em M.

Demonstracgao. Item 1. Pelo Teorema 2.1.7 existe § > 0, uma vizinhanca Vs de 0 em
T,M e um homeomorfismo h : Bs(p) — V5, onde B;s(p) ¢ uma bola aberta em M de centro
p e raio d tal que conjuga f e Df,, isto é ho f = Df, oh. Observemos que Df, é um
isomorfismo que satisfaz: se v € Vs e Df;(v) € Vs, para todo n > 0, entao

ve kb e nginoo Df}(v) =0. (2.2)

Dado y € Wy(p) temos que f"(y) € Bs(p), para todon > 0. Segue que Df)'(h(y)) =
h(f"(y)) € Vs, entdo por (2.2) tem-se h(y) € E, e lirf Df(h(y)) = 0, logo pela
n—-+0oo

continuidade de h~! tem-se

lim 1~ (Df; (h(y))) = h~'(0) = p.

n—-+00
Usando a conjugagao h temos que f"(y) = h='(Df;(h(y))), para todo n > 0, e portanto

lim f"(y) = p, ou seja, liI_"I_l d(f"(y),p) = 0. O que garante que y € W?(p), provando
n——+0oo

n——+o00

assim que W (p) € W?*(p).

Item 2. Como h_l(E; NVs) = Wi(p), W5 (p) é uma subvariedade imersa com a mesma

dimensdo que Ej, analogamente temos que h_l(E;j NVs) = Wi(p).

Item 3. Dado que W*(p) é f-invariante e Wy (p) C W?*(p), temos que

f"(W5(p)) € £ (W*(p)) = W*(p), para todo n > 0.

“+o0o
Dali, segue que U " (W?(p)) € W?*(p). Para mostrarmos a outra inclusao, tomamos um
n=0
ponto y € W*(p). Entao 1ir+n d(f"(y),p) = 0, isto ¢, lirf f™(y) = p. Logo, existe um
n—-+00 n——+0oo
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no € N tal que para n > ng tem-se f"(y) € Bs(p), ou equivalentemente
d(f"(y),p) < 0, para todo n = ny.

Isto, implica que f"(y) € Wj(p), logo y E f_"O(WS( )) . Concluimos, assim que

y € Uf_”(Wf(p) e portanto W?(p Uf . Provando, portanto que,
U e ). Analogamente, podemos mostrar que W*(p U fr(Wit(p

Dado » € E;, tomamos ny = min{k € N : Df;(.il?) € Vsn By} Logo,
“H(Dfro(x)) € Bs(p) N W5 (p) = W5 (p). Disto, definimos a seguinte fun¢io ¢,: ES —
M, dada por
ps(x) = fTO(RH(D 0 (2))).

A qual é um homeomorfismo por ser uma composicao de homeomorfismos, mais ainda

¢s(Ey) = W?(p), mostrando desta maneira que Wy (p) é uma subvariedade imersa em

M com a mesma dimensao que E;. De forma analoga, dado o ponto x € E} tomamos

mo = min{k € N : Df *(z) € Vs N E;}. Logo, h™'(Df,™(x)) € Bs(p) N Wy(p) =

Wi'(p). Assim, temos a imersdo topologica injetiva ¢, : E) — M, dada por p,(r) =
f™(h™H(Df, ™ (x))), tendo ¢, (Ej) = W*(p)

[ |

No caso de p € M ser um ponto periddico hiperbolico de periodo 7 := 7(p), temos

as variedades estéveis e instaveis de p, dadas por:

= U wim) = {z € M d(f"7"(2), f*77)(p) = 0, quando n — +o0},

W(p) = | (Wi(p) = {x € M - d(f P (@), f"7@)(p) = 0, quando n = +oc}.

n=0

Neste caso, o indice de p, denotado por I(p), ¢ a dimensdo da variedade estavel. Isto é
l(p) = dim(W*(p)).

Agora, enunciaremos o teorema conhecido na literatura como o Teorema da
Variedade estdvel e instdvel o qual mostra a diferenciabilidade das subvariedades estaveis
e instéveis locais de um ponto fixo hiperbélico para um difeomorfismo. Para ver uma

demonstragao veja [10], pagina 187.

Teorema 2.2.8 Seja f: M — M um C"-difeomorfismo. Se p € um ponto fixo
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hiperbolico de f, entao para a decomposicio T,M = E5 & E; existe 6 > 0 tal que
Wi(p) e Ws'(p) sao subvariedades imersas de classe C" em M tal que T, W5 (p) = B,
T,Wi'(p) = E; e Wi(p) € W*(p), Wi'(p) € W"(p).

Definicdo 2.2.9 Sejam S e S duas C"-subvariedades em M e € > 0. Dizemos que S e
S sdo € C"-prozimas se existe um C"-difeomorfismo h: S —> S C M tal que i oh é

e-prozimo de i na C"-topologia, onde i: S — M ei : S — M denotam as inclusdes.

O proximo resultado nos permite compreender o comportamento local dos pontos

fixos hiperbolicos mediante suas variedades invariantes, a sua demonstracao pode ser vista
em |[8].

Teorema 2.2.10 (\-Lemma ou Lema de Inclina¢ao) Seja f: M — M um
difeomorfismo, p € M wm ponto fizo hiperbdlico e D" um disco compacto em W*(p).
Se D € um disco de mesma dimensao que W"(p) tal que DNW?*(p) # () e sua intersecgao
€ transversal, entao para todo € > 0, existe ng € N tal que para todon € N,n > nyg, existe
um disco D,, C D tal que f™(D,,) estd ¢ C*-prézimo de D"

Wl(lp)

W%p)

Observemos que se p é um ponto fixo de f, entdo também o é para f~' e pelo
fato de W (p, f~1) = W(p, f), W*(p, f 1) = W*(p, f), vale um resultado anélogo Isto &,
dado um disco D* compacto em W#(p) e D um disco de igual dimensdo que W#(p) tal
que lA)ﬂW“(p) # () e sua interseccao ¢ transversal, tem-se para todo € > 0, existe mg € N
tal que para todo m € N,m > my, existe um disco ZA?m - D tal que f’m(ﬁm) esta €

C'-proximo de D
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2.3 Conjuntos hiperbélicos

Nesta Secao vamos definir e estudar um tipo especial de conjunto invariante para um

difeomorfismo, conhecido em dindmica hiperboélica, como Conjunto hiperbdlico.

Definicao 2.3.1 Seja f: M — M um difeomorfismo, M uma variedade compacta e
A C M um subconjunto f-invariante. Dizemos que A € hiperbdlico se, para cada x € A

tem-se:

i) FEzistem subespacos E5 Er C T,M tais que, T,M = E. ® E. e eles variam

continuamente para cada x € A.
ii) Df.(E;) = E;(az) e Df.(E;) = E}L(x)'
ii) Ewzistem constantes C >0 e 0 < X <1 tal que:

IDfr (@) < CX'[|v°|l,¥v® € E},¥n > 0.
IDf;" (") < CA*||[v*||,Vo* € E¥,¥n > 0.

Neste caso, dizemos também que o subconjunto invariante A tem estrutura

hiperbdlica.

Observacao 2.3.2 Na definicao acima pode-se observar facilmente que os subespacos

estaveis e instaveis sao caracterizados por:

B = {veT.M: D) — 0, quando n — +oo}
Er = {veT,M:||Df"(v)| — 0, quando n — 400}

Mais ainda, para o conjunto hiperbolico A existe uma constante N e (0,1) e uma norma

|l.|I" tal que para cada z € A tem-se:
DA < (A)"o*|)", Vo € B2,V > 0.
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Figura 2.2: Conjunto Hiperbolico

IDf @I < )l Yot € By, ¥n > 0.
Assim, obtemos que D fyp:, Df, 1| e S80 contragoes.

Na seguinte proposi¢ao mostraremos a unicidade da decomposicao D f-invariante

do espacgo tangente em cada ponto de um conjunto hiperbélico.

Proposicao 2.3.3 Seja A um conjunto hiperbolico para um difeomorfismo f em M. A

decomposicao E; @ E), x € A, que torna A hiperbdlico € inica.

Demonstracao. Seja T, M = E; & E = F; @ F,', v € A. Provaremos que E; C F.
Suponhamos por absurdo que existe a® € E; tal o® € F;. Pela decomposicao de T, M

existem v*® € F, e w" € F',w" # 0 tais que o = v* + w". Logo temos
0 < [DfHw) = [IDf(e®) = Dfy () < [IDF ()| + [ DfH ()]

Fazendo n — +o00, pela Observagao 2.3.2 tem-se nl_l)I_{loo |Dfr(w")|| = 0. Disto, segue que

w" € F;NE} = {0}, logo w" = 0, absurdo. Portanto E; C F; e de maneira anal6ga prova-

se B C F}'. Agora, pelos mesmos argumentos, desde que as descomposi¢oes possuem as

mesmas propriedades, podemos inverter os papéis de E;, F, e mostrarmos que F,; C E’.
Analogamente, concluir que F C E7. O que implica E} = F, e £} = F'.

[ |

Agora, apresentaremos o enunciado do Teorema da Variedade Estavel e Instéavel

para um conjunto hiperbdlico.

Teorema 2.3.4 (Variedade Estavel e Instavel para um conjunto hiperbélico)

Seja f: M — M um C'-difeomorfismo e A C M subconjunto f-invariante. Se A é
hiperbélico, entao para cada p € A existe 6 > 0 tal que Wy (p) e Wyi'(p) sao subvariedades
imersas de classe C* em M, para a decomposi¢ao T,M = ES OB, tem-se T,W;(p) = E,,
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T,Wi(p) = EY e Wi(p) € W(p), Wi(p) € W"(p) e W*(p Uf (Wi (f™(p)) e

Uf" W35 (f"(p)) sao subvariedades imersas em M de classe C" que variam

contmuamente com p.

No Teorema acima as subvariedades estaveis e instaveis locais sao graficos de fungoes

definidas em vizinhancas dos subespacos estavel e instavel.

Definicao 2.3.5 Dado um espago vetorial W com produto interno e C' C W, dizemos
que C € um Cone em W se existe uma forma quadrdtica nao degenerada B: W — R tal
que C ={v e W : B(v) < 0}.

No caso de W possuir uma decomposicao, isto ¢, W = E' @ F entao dada a forma
quadrética B : E®F — R definida como: B(vg,vp) = —a?||vg||*+allvp|®, @ > 0, temos
o cone C' = {(vg,vr) : aljvg|| < allvp||}. Chamamos de dimensao do cone a dimensao do
maior subespacgo contido nele.

O préximo resultado permite caracterizar os conjuntos hiperbolicos, via teoria de

cones.

Teorema 2.3.6 Seja f: M — M um difeomorfismo e A um conjunto compacto f-
invariante. As sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. A € hiperbdlico.
2. para cada v € A existem cones C; e C, e constantes ng > 0 e pu > 1 tal que:
i) Df(Cy) C Chy e DfHCE) S Chorgy-
i) [[Df ()| > plloll, se v e CF e [DE ()] > pllvll,se v e C.
iii) A dimensao dos cones sao complementares (a soma das dimensoes € a dimensao

do espago tangente) e sao constantes nas orbitas.

Vamos provar a existéncia de uma vizininhanga para um conjunto hiperbélico de

tal maneira que o conjunto invariante maximal, também é um conjunto hipebdlico.

Teorema 2.3.7 Seja f: M — M um C"-difeomorfismo e A C M um subconjunto
f-invariante. Se A hiperbdlico, entao existe uma vizinhaca V de A de modo que, se

AN C U C V entao o conjunto invariante maximal Ay = ﬂfZ(U) € um conjunto
i€z
hiperbolico.
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Demonstracao. Em A tomamos uma métrica adaptada, implicando que para cada
r € A, Dfgs é¢ uma contracao e D fr« ¢ uma expansao. Da nossa hipotese temos que A é

um conjunto hiperbélico e pela continuidade existe uma vizinhanga V' de A tal que:

Df;H(C}) C Chaayow, [N (@) €V
DS @) > pllv]l, 0" € CF,
DS @) > pllo*]l, v* € C3.

Onde 4 > 1 e ng é algum ntimero natural. Seja U C V vizinhanga arbitraria de A e

Ay = ﬂ fY(U) D A. Logo, para a vizinhanca U definimos os seguintes conjuntos.
i€z

ﬂfon (Cnipy) € B = ﬂfo )
Assim, temos que Df(E:) = E e Df(EY) = EY.

Afirmacao: Existem constantes C > 0 e 0 < A < 1 tal que se v € EJ, entao
IDf ()| < CA",n > 0.

Sejan > 0, entao n = kng + 1,0 < r < ng. Tomando C; = ggﬂ{min{llDf;Tw\\/||w|| 0 <
r < ng}} temos que para v € Ej tem-se w = Df;'(v) € E}n, e pela invariancia dos cones
obtemos:

ol = D5y ()l = IDS5 oy (DG )l = CHID SRS (W) = Cuppfllw]]-

s
Ch
uma afirmagao equivalente para E de manera anadlogo. Em particular, E; N Cy = {0} e

ExncC; ={0}.

Logo, escrevendo C' = eN= M% obtemos ||Df"(v)|| < CA"||lv]|. Podemos mostrar

Agora, para cada n € N tomamos o subespago F,, C Cfcn(x) de dimensao maxima e
denotemos S, = Df,"(E,), analogamente tomamos F;, C C}_.,, de dimensao maxima e
denotamos U,, = Df(F,). Sejam S e U subespagos limites de S,, e F,, respectivamente.
Segue que S C E° U C E* e SNU = {0}, obtendo T, M = S & U. Portanto S = E° e
U = E*, pois se nao fosse assim, teriamos um elemento v € E°\ S. Escrevendo v = s+ u
temos que:

DL @) = D)l = IDf(s)| — 400, quando n — +oc.
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Contradizendo o fato de v € E*. De forma analoga teriamos uma contradigao se supormos
que U ; E*. Disso concluimos que T, M = E°® E* e temos assim que Ay é um conjunto

invariante hiperbolico. |

2.4 Ferradura de Smale

Nesta secao vamos construir e estudar a chamada ferradura de Smale ou ferradura
geométrica em relacao a hiperbolicidade e conjugacao com o espaco de sequéncias de
dois simbolos. Recebe este nome, pois foi introduzida por Smale em 1965 no Rio
de Janeiro. Esta possui muitas caracteristicas importantes e o principal exemplo que
apresenta dindmica cadtica sobre um conjunto invariante que é um conjunto de Cantor.

Para mais estudos veja [7].

2.4.1 Construgao da ferradura

Vamos construir um difeomorfismo possuindo um conjunto hiperbélico nao trivial. A
saber a ferradura de Smale.
Dado I = [0, 1] temos o quadrado R = I x I. Consideremos um difeomorfismo f

definido numa vizinhanga de R, como na Figura 2.3. Isto é, considerando os retangulos

5 8 1 4
horizozta;s Hy=1x [5, 5] e Hy =1 x [5, 5] e os retangulos verticais V] = [Z_L’ 5] xIe
Vo = [5, §] x I, definimos a seguinte funcao:

g:H,UH,— R?

(z,y) — glz,y) = { (2/3,3y) + (Yo, =1/3) se (z,y) € Hy

(%3, =3y) + (%/9,%/3) se (2,y) € Hy

Observe que figum, =g e f(Hi) = Vi, f(Hs) = Va.

.............
______
. L
. * .

Figura 2.3: Ferradura de Smale
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Vejamos imagens que mostram a evolugao para frente(utilizando f) e sua evolugao para
tras (utilizando f~1). Ver Figura 2.4.

FAR)

H;

H

H

Figura 2.4: Evolugao Futura e Passada da Ferradura de Smale

Observamos também que ﬂ f/(R) & formado por 2" faixas verticais contidas em
=0

Viuv, e ﬂ f (R) é formado por 2" faixas horizontais contidas em H; U Hy. Obtemos
j=0
desta maneira que

+oo +00
NF(R) =Ky x Le (Vf(R) =1 x K,
7=0

=0

+o00
onde K7 e Ky sao conjuntos de cantor em [I. Portanto, A = ﬂfj(R) = K| x K,

o0
¢ um produto de conjuntos cantor. Assim, para cada n > 0 definimos o conjunto

R, = J(R) os quais tem 4" quadrados. Ver Figura 2.5:
g

j=—n
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Figura 2.5: Gerando A

Notemos que A é f-invariante, pois f~*(A) = A e por ser f um difeomorfismo

tem-se f(A) = A, fazendo sentido considerar a dindmica de f restrito a A.

2.4.2 Hiperbolicidade e dinamica simbélica na ferradura

Nessa subsecao, vamos ver que a ferradura construida na subsecao anterior é um
conjunto hiperbdlico e que a dindmica do difeomorfismo f restrito a ela é equivalente

a dinamica do shift no espaco de sequéncias de dois simbolos.

Proposicao 2.4.1 A ferradura de smale A € um conjunto hiperbdlico para o

difeomorfismo f.

Demonstragao. Do fato fig,un, = g, obtemos que para cada x € A tem-se

A ,sex € Hy, onde A=

O Wl
w o

Dfm:
—A ,sex € H,

Disto, resulta que Df, é uma aplicacao linear bijetora e consideramos a decomposi¢ao
T,R? = E5 ® E", sendo Ef, E* os eixos horizontal e vertical, respectivamente, os quais

sao D f,-invariantes e ainda mais

L
D) =4 3

Portanto, todas as condi¢oes da definicao de conjunto hiperbélico sao satisfeitas. Provando

que A é um conjunto hiperbélico.
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Vamos relacionar as dindmicas (A, fijx) e (X2,0) mediante uma conjugacao

topologica.
Proposicao 2.4.2 fj5 : A — A € conjugado ao shift de dois simbolos o : ¥y — Xs.

Demonstracao. Primeiramente, como a ferradura A ¢é definida por A = ﬂ f™(R), onde

neEZ
R ¢é o retangulo inicial, observamos que se x,y € A sao dois pontos distintos, entao

no
existe ng € N tal que eles pertencem a retangulos diferentes de R,,, = ﬂ f7(R) pois os

k=—ng
diametros dos quadrados vao para zero. Portanto, se x,y € A,x # y, existe um m € Z

tal que f™(z) e f™(y) ndo estdo no mesmo V', i € 0,1. Assim, podemos definir:
h:A— 22

1 " V1.

xr = h(x) = (wn)nEZa Ty = e f (17) cn

2 ,se f'(z) € Vs

Como A C V3 U V4 é f-invariante, h estd bem definida e é injetiva pois dados dois pontos
x,y € A,z # y, pela observagao feita acima existe m € Z tal que f™(x) e f™(y) nao
estao no mesmo V;,i € {0, 1}, logo A(2)pm] = Tm # Ym = h(Y)pm € portanto h(z) # h(y).
Temos também que h é sobrejetiva, pois dado o ponto 8 = (8,)nez em 3, considera-se

n
para cada n € Ny a sequéncia encaixada de retangulos compactos @,,(8) = ﬂ f (Vs,),
j=-n
o que implica a existéncia de um tnico ponto x em A tal que

+o0 '
ﬂf_](vﬁj) = .

Segue que, h(x) = [ e portanto que h é bijetiva. Ainda mais, h é continua. De fato, dado
s € Yyeocilindro N ={t € ¥y : t; = s; para —ng < j < ng} parang € N arbitrario, pela
bijetividade de h existe um tunico x € A tal que s = h(z). Como f é continua, para cada
—ng < j < ng, existe 0; tal que para z € A e ||z — z|| < §; implica f? € V;,. Tomamos

d =min{d; : —ny < j < ny} e temos que para z € A, ||z — z|| < J; tem-se:
fj(CI) € V,,, para todo j € {—no <7 < mnp}.

Segue que, para t = h(z) tem-se t; = s;, para todo j € {—ny < j < ng} e portanto
h(z) € N. Pela compacidade de A (pois, ¢ um subconjunto fechado do compacto R)

obtemos que a inversa de h é também continua. Provando desta maneira que h é um
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homeomorfismo e cuja inversa é dada por

h an nGZ ﬂ f

Por fim, mostramos que de fato h conjuga fy e ox,:

o(h(2)) = o((2:)icz), onde fi(z) € Vi, Vi € Z.

( ) icZy Yi = Ii+17Vi € Z? fl(f(x)) = fi—H(x) S V;UH—l = ‘/yz
= h(f(z)),Vx € A.

Portanto ho fjy = oo h.

Note que, para cada m € N, tem-se:

Um((an)nez) = (an)neZ se, e somente se, f\n\}(h_l((an)nez)) = h_l((an)nez)

2.5 Ponto homoclinico transversal de wum ponto

periédico hiperbdlico

Nesta secao estaremos interessados quando as variedades estaveis e instaveis de um

ponto periddico hiperbdlico se intersectam, gerando conjuntos como a Ferradura de Smale.

Definigao 2.5.1 Seja f: M — M wum difeomorfismo e p € M um ponto periddico
hiperbolico de periodo T € N. Definimos as variedades estdvel e instdvel da orbita do

ponto p como:
T—1
= UW*(F(p)) e WH(O( UWF
j=0

Dizemos que ¢ € M € um ponto homoclinico do ponto p se g € W*(O(p)) N W*(O(p)) e
q & O(p)-

E bem conhecido que, se p é um ponto periédico hiperboélico de f, entdo para todo
difeomorfismo g, C*-proximo de f, possui um ponto periédico hiperbélico com o mesmo

periodo e indice. Este é chamado a continuac@o de p para g e é denotado por p(g).

42



Proposicao 2.5.2 Seja f: M — M wum difeomorfismo e p € M wum ponto periddico
hiperbdlico de periodo n, isto €, f"(p) = p. Se g € M é um ponto homoclinico para p,
entio Ay = O(p) UO(q) € f-invariante e fechado.

Demonstracgao. Pela definicdo de A, ¢ f-invariante. Como w(q) C O(p) e a(q) C
O(q) C Ay, pelo fato de g € W*(O(p)) "W*(O(p)) temos que a(A) C A e w(A) C A, logo
A = a(A) = w(A) e portanto é fechado.

]

Definicao 2.5.3 Dado um difeomorfismo f: M — M, p € M um ponto periddico

hiperbolico de periodo n, dizemos que q € M € ponto de intersecao transversal de

W*(O(p)) com W*(O(p)) se
q € W (p)) nW*(f*(p)), para j,k € {0,1,...,n—1} ¢
qus(fj<p)) n Tun(fk(p>> = {0}

Denotamos o conjunto deses pontos por W*(O(p)) h W*(O(p)). Desta maneira definimos

o conjunto dos pontos homoclinicos transversais de p como sendo:

H(p) = W*(O(p)) m W*(O(p)) \ O(p).

W'l(l/ l((pl )

s b W\(.r‘l(‘p)) .
Wirto) a (Ja
. ®; r=
P . A

W'(Q/'(im) ."@ ,/"(Tqb

Figura 2.6: Ponto Homoclinico Transversal.

A partir de agora todos os resultados serao mostrados, por simplicidade, para
pontos fixos hiperbélicos, mas ressaltamos que eles continuam sendo validos para pontos
periddicos hiperbodlicos.
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Proposicao 2.5.4 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fizo
hiperbolico. Se q € M é um ponto homoclinico transversal para p, entao todos os pontos

da orbita O(q) também o sao.

Demonstragao. Pela invariancia de W*(p) e W*(p) temos direto que f7(q) € W*(p) N
W*(p) e portanto também é um ponto homoclinico de p para todo j € Z.
Agora, dado j € Z tomemos v € Ty yW?*(p) N TpiyW"(p). Como f & um

difeomorfismo e pela invariancia e diferenciabilidade de W7(p), o = s, u temos que:
Df];ip) (v) € T,W*(p) NT,W*(p)

Como ¢ ¢ homoclinico transversal, temos T,W?*(p) N T,W"(p) = 0, o que implica que

fo_j{p) (v) =0, e portanto, v = 0. Logo,
Ty @W*(p) N TpiyW"(p) = {0}, para todo j € Z.

Como queriamos demonstrar. [ |

Observacao 2.5.5 Desta maneira, para o casso em que p € M for um ponto periodico

hiperbélico temos que:
FW(O(p)) d W*(O(p))) = W*(O(p)) h W*(O(p)).

Proposigao 2.5.6 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fixo
hiperbélico. Se ¢ € M é um ponto homoclinico transversal para p, entio A, = {p} U O(q)

€ um conjunto hiperbolico.

Demonstracao. Pela Proposigao 2.5.2 sabemos que A, ¢ f-invariante (também
compacto, pois € um subconjunto fechado de M). Iremos mostrar cada uma das condigoes
da Definigao 2.3.1 para A,.
Afirmacao 1. Para cada x € A, existem subespacos Ej, Zif C TyM tais que
T.M = 5; ® ﬁm“ Além disso, a decomposi¢ao é D f-invariante, isto é, Df(ﬁs;) = Ej
e Df(ﬁg) = ﬁ;, para todo z € A,

Pelo fato de ser ¢ um ponto homoclinico transversal para p, temos pela Proposi¢ao

2.5.4 que todos os pontos da sua orbita sao também homoclinicos transversais. Isto é,
@) e WIN WY e ThyM = TpeyWy & TpryWy,Vk € Z. Logo, definimos

T

[ou E;=T,Ws ,sex=p
TogW,  ,sex = fq), ke
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x

pu_ By =T,Ws ,sex=p
TegW,  ,sex = fq),keZ

temos que T, M = E; @ £}, para todo z € A,,.

Agora, verifiquemos que estes sao D f-invariantes.

Se x = p, ja sabemos pelo Teorema da Variedade Estavel e Instavel (2.2.8) que
Df(E;) = E, e Df(E)) = E,. Agora, seja x = f¥(q), para algum k € Z. Consideremos
os vetores v € E?;k(q) = TppW, e w € Z?;k(q) = TpegW,. Logo, existem caminhos
diferencidveis a: I — W), B: 1 — W, onde I C R é um intervalo contendo 0,
tais que a(0) = f*(q), B(0) = f*(g) e v = [a], w = [f]. Como f*(q) € a(l) C W},
f*(q) € BI) C Wie f(W)) =W, f(W)) = W, (pela Proposicao 2.2.4) temos que
(foa)(I) € WS, (FoB)I) C Wie (foa)0) = F(a(0) = F(f*(a) = F*+(a) € W,
(foB)(0) = f(B(0) = f(f*(q)) = f*(q) € W}. Dessa maneira, obtemos os caminhos
diferencidveis (por ser composi¢ao de duas fungdes diferenciaveis) f o a: [ — W],
fopB: I — W tais que [f oa] € Tp W, e [f o B] € Tyerr(yyW,. Disto, temos

fok-(q) (U) = fok(q)([a]) = [f o Oé] < Tfk+1(p)W; = E];k+1(q) = Ej;(fk(q))
Dfprq(w) = Dfpuq([8]) = [f 0 B] € TyprinWy' = Epraggy = Eppr(qy)-

Lembrando que D frg): Tyrq)M — Tyri1(qyM. Sendo v e w arbitrérios temos que

~ S

Dfo(E,) = Dfpr)(Eprg) € Egprigy = E)

Dfe(Ey) = Dfrw)(Eprg) € Eppr) = Epia:
O que prova uma das inclusoes. Agora iremos provar as outras inclusoes. Sejam
v = By = TpngWy, w1 = Eypy = TpgW,. Entao existem caminhos
ar: S — Wy, B J — W, onde J C R & um intervalo aberto contendo 0, tais que
a1 (0) = f**(q), 61(0) = [ (q) e v1 =[], wy = [A1]. Como f**'(q) € au(I) C W,
[ q) € D) c Wre fTHWS) = Ws, fH(WY) = W (pela Proposigao 2.2.4) temos
ques [(q) € (foan)(I) € Wi, f5(g) € (f o B)T) € W e (f o ar)(0) =
FHaa(0) = f7HH9) = fH@) € Wy, (F71 e B)(0) = fH(5i1(0) = 1" (q) =
*(q) € W,'. Dessa maneira, obtemos os caminhos diferenciaveis (por ser composicao
de duas fungoes diferenciaveis) f'o a: J — Wy, flop:d — W, tais que

Vg = [f_l o 011] € Tfk(q)W; = Eac € Wy = [f_l o 61] € Tfk(q)W; = Em’ como

S

o =[] = [f(f " o an)] = Dfjegqy ([f 0 au]) = Df(vs) € DS.(E,).

wy = [B1] [f(f_l o) = fok(q)([f_l o 31]) = Df(ws) € Dfx(EZ)
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~ S ~ S ~U

Sendo v e wy arbitrarios temos que Ef C Dfx( E,) e Ef C Df.(E,). Disto, temos

~ S

provado que Df,(E,) = Ef e Df.(F ) Ef(x), = f*q),k € Z.
Afirmagao 2. A decomposicao TM = E &) E é continua em A,.

Pelo fato de ser p o tnico ponto de acumulagao de A,, vamos mostrar a continuidade
da decomposicdo no ponto p. Tomemos o caso em que f’(q) 72 p. Escrevendo
V = W5(p) x Wg'(p) como vizinhanga de p (Teorema da variedade estavel) temos que
para 0 existe um j(] € N tal que f/(q) € Wi(p) C V,paratodo j > jo. Pelo A-Lema

tem-se que D f" (Ef] @) mare LN? (p), isto é

~U ~U

Efing =5 E (p).

Além disso, D f ~u € uma contragao. O casode Ey;, guatay) (p) sai direto do Teorema
Eri

da Variedade Estavel e Df~s  ser uma contragao. Por ultimo, vamos mostrar a existéncia
()
das constantes de hiperbolicidade para A,.

Pela continuidade da decomposi¢ao, tomemos j, € N suficientemente grande tal
que fi(q) € V.= Wg(p) x W{(p), para todo j > jo e j < —jo, € EY;(, estd proximo de
EY, 0 = s,u. Assim, temos que, Df|E;j( ) (resp. Df‘;_ ) esta proximo de D figs (resp.

a £ (a)
Df.). Portanto,
By

HDfﬁ;;j(q) | < C,\", paratodon €N, e

||Df|E’§j( )|| < C A", para todo n € N,
q

onde C, > 0 e 0 < A < 1 sao as constantes de hiperbolicidade do ponto p. Para

cada i = 1,...,2jp — 1, definimos as constantes C}' = {E,?E{“wa“ oo, H}, C; =
cr c o8 Cs ,
1H<11?§{”Df|ES .7o—i>(q>H} eC= |<ighn_ { P \2j0" \2jo’  CoCY \2do }- Dado i € {1 2 2Jo =

1}eneN temos que:

Se n > i, tem-se:

IDSg I =IPAgY o D

=U0—=9(q) £=90(q) = Go=(g)

<IDft ) DS, |

< C g
Cpclu n
A\2Jo A

< C\".
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IDfles  I=IDfEE  oDfy
F=l0=9(q) £790(q) F=l0=9(q)
<[DfE  MDfg |
f790(a) =0 (g)
S Cp)\nJrzCZs
< CA"CY
< C\".
Se n < 17, tem-se: _
’ DAz, |
Df =\" .
H f|Ef—(j0—i)(q)H A"
IDfz ]
n q
<A 2o
G
- A\2jo
< O\
DA |
D fl =\" -
IDf | =
108, |
n q
<A 2o
e
- A\2jo
< O\
Assim, direto das afirmacoes concluimos a demostragao. |

Corolario 2.5.7 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fixo
hiperbolico. Se q € um ponto homoclinico transversal para p, entdo existe uma vizinhanca
V de A,, temos que o conjunto invariante mazimal Ay = ﬂf’(V) € um conjunto
€7
hiperbaolico.
Demonstracao. Pela Proposi¢ao 2.5.6 temos que A, é hiperbdlico, mais ainda pela
Proposicao 2.3.7, existe uma vizinhanca aberta V' de A, tal que o conjunto invariante
maximal Ay = ﬂfl(V) ¢ também hiperbolico. |
i€z

Provavelmente o conjunto Ay nao seja conjugado a um subshift do tipo finito.
Porém vamos construir no seguinte teorema: Teorema do Ponto Homoclinico Transversal,
uma vizinhanga menor de A,, U C V tal que U é uma uniao finita de caixas, onde
cada caixa esta associada a um simbolo no subshift, e assim construir uma conjugacao

topologica entre o conjunto hiperbélico e um subshift do tipo finito.
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Teorema 2.5.8 Sejam f: M — M um difeomorfismo, p € M um ponto fizo hiperbdlico

de f e q€ M um ponto homoclinico transversal para p. Entao:

1. Para cada vizinhanca aberta U’ de p e q, existe uma vizinhan¢a U C U’ e wm nimero

natural n € N tal que o conjunto invariante mazimal A = ﬂf”i(U) cU def"é

i€Z
hiperbdlico e [} € topologicamente conjugado a fungao shift de dois simbolos, o em
Y.
2. Para cada vizinhanca U~ de Ay, existe uma vizinhaga pequena U = UUi de
i=1

Ayyn>2,U C U tal que Ay = ﬂfi(U) c U" é um conjunto invariante hiperbdlico
i€z
para f e fla, € topologicamente conjugado a funcao shift o restrita ao subshift de

tipo finito de n simbolos, X4, C X,.

Demonstragao. (Construgao das caixas no espago ambiente) Seja U”
(respectivamente U l) uma vizinhanca de A, (respectivamente de {p,q}). Tomamos
coordenadas proximas a p induzidas pela decomposicao hiperbodlica. Primeiro vamos
identificar £, E como subespagos de £ x £ C T, M de tal maneira que uma vizinhanca
de p pode ser considerada como um subconjunto de E; x £ e as variedades locais estaveis

e instaveis sao discos nos subespacos da seguinte forma:

Wi(p) = E;(0) x {0} = E;(6) e W§'(p) = {0} x E;(6) = E;(9).

Como ¢ € W, "W, entao existem ny,ny € N tais que f~"(q) € Wy'(p), f™(q) € W5 (p)
e [T q) & Wilp), [ H(q) & Wi(p)(temos também que f~™"(q) € Wi(p) e
f"(q) € Wi(p), para todo m > nyer > ny ). Tomemos ny = max{ni,ny}, logo
f™(q) € Wi(p) e f*(q) € Wi5(p) (novamente, temos também que f~"(q) € Wy'(p)
e f"(q) € Wi (p), para todo n > ng). Ver Figura 2.7.

S
YV5( P)

Fltar f ")

i)

Figura 2.7: Homoclinico 1.
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Sejam &5 > 0 e 6, > 0 tais que 0 < 45,0, < 8, f*(q) € Wi (p) e [ (q) & Wy (p);
£ (q) € W (p) e f-™ D (q) ¢ Wi (p). Além disto

q € int(f(D")\ frH (D)), onde D = Wy (p), e
g € int(f~™(D*)\ f~™=(D*)), onde D* = W; (p).

Além disso, 0, > 0ed, > 0 sao tomamos de tal maneira que D° x D" C U’ n
V (respectivamente U N V), onde V é a vizinhanga de A, dada pelo Corolario 2.5.7.
Ver Figura 2.8.

u ~(ngt2)
%‘ (D) f'(zq) /z )
Ang | =5 {2ng1
{a) y D
>f o ngtd)

2y, f-( s
¥ OV o S (a)

ng-1
7 S0

2N, 9
...4\ (D) cc e L
DS f- \ f'nﬂs

n, ny-1 '_ i_1 q is (D)
i e Tl gy 7| PR
2N, T
£

£l
Figura 2.8: Homoclinico 2.

Onde D; (q) é¢ um disco aberto em W' e raio r, > 0, contido em f~"°(D*) \ frm=b(p2)
e D} (q) um disco aberto em W com raio r, > 0, contido em f"(D")\ f™~'(D").
Tomando o disco compacto D em W, os quais tém a mesma dimensdo. Notemos
também que o disco D; (¢) intersecta transversalmente a W) em ¢ (pois ¢ ¢ um ponto
homoclinico transversal, os pontos da sua érbita também o sao). Pelo Lema de inclinagao
para d, = min{d,,r,}, existe j; € N tal que para cada jeN,j > j, existe um disco
D, C D; (q) tal que f_j/(Djr) esta &y C'-proximo de Ds. Como &y < 6, e 1, entao
jy > ng. Logo, j; = no + ji para algum j; € N. Assim, f~(D* x D) D f*ji(Dji)
e fU(D") 3 f_ji(q). Tomemos j > j; suficientemente grande talque f"°(D") cruza
a f7"(D® x f7(D")) transversalmente, isto é, f"(D") cruza transversalmente a fibra
horizontal f~"°(D* x {y}) uma vez, para todo y € f~7(D"). Ver Figura 2.9.

49



i S gns) DS \
Pl ee- ngtj n 9_1 -} -1} } 3
S %@ S P f(q)Tf(n?D)s)

: . . s
Figura 2.9: Homoclinico 3.
Assim, proximo de ¢, f"°(D") ¢ um Disco Vertical, na realidade na vizinhanca Dj (q)

do ponto ¢q. Logo, tomamos n = ng + j e o conjunto f"(f " (D* x fI(D%))) =
frot(Ds x f79(D")) o qual é uma vizinhanca de f"(D") pela escolha de ng. Portanto,
para j > j; suficientemente grande f™%7(D* x f77(D")) cruza transversalmente as

componentes conexas de intersecao C'om,, contendo p e C'om, contendo ¢, definidas por:
Vi =Com,(Dn f*(D)) C Uy
Vo = Comy,(D N f*(D)).

onde, D = f7(D* x f9(D") ¢ Uy = D* x (DY), logo [(D) = f*5(1) =
ot (Uy). Ver Figura 2.10.

L
L St
Wiy

Figura 2.10: Homoclinico 4.
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Em particular, cada fibra vertical f™7({z}x f~(D")) cruza a cada fibra horizontal
f™(D* x {y}) exatamente uma vez, para cada v € D* e y € f7(D"). Para acabar com
a construcao, definimos a colecgdo finita de caixas: (U;),, onde U; = f*~17"077(1;); Isto
é:

Uy = [~ 70(Vy)

Uj = f~"r (V)

Uj+n0 = f_l(‘/?)
Uj+no+1 = ‘/2

Un - BZno+j - fn0_1<‘/2)

Ver Figura 2.11.

o
T I Vo
: f

B i -
| e
: |

-(ngti-1

[ e/t |

Bn“—l-_i

(1)
TPs8a

BTN FEA
-2n,+))

| /(D

11 e ol o v ° il

| S o PRCY) 4 I

e — B, -

Rl || = S B|1O+j+l

| —'D__f-lzqu)
)

=1l

~

Figura 2.11: Homoclinico 5.

Item 1. Seja U " uma vizinhanga aberta de p e ¢, que intersecta com a vizinhanca
V' dado pelo Corolario 2.5.7. Sejam ng,j € N, 4, J, como definidos acima. Tomemos
n = 2ng+j. Das escolhas acima Vi, V5 sao dois conjuntos tais que V; UV, C U'NV e suas
imagens por f" se estendem verticalmente em D. Tomemos a vizinhanga U = V; UV, de
p e q. Logo, para cada m € N, definimos o conjunto:

m—1 m
SO,m—l = ﬂ fm(U) - nfm(D>7
1=0 =0

ol



o qual possui 2™ componentes e elas se estendem verticalmente em D. Analogamente,

seja o conjunto

-1 0
S = ()10 = [ F7(D).

com 2™ componentes, as quais se estendem horizontalmente, transversalmente as fibras
verticais em D.

Assim, obtemos o conjunto:

m

S = () 570 = () £70)= () (YD)

i=—m i=—m i=—m

22m

o qual possui componentes (0 maximo dos didmetros dessas componentes vao para

zero, quando m vai para o infinito.

Por argumentos analogos a demonstracao da Proposicao 2.4.2, segue-se que existe
+o0

uma funcao continua h; : A — X,, onde A = ﬂ f™U) c U, sobrejetiva e

1=—00

hio fi; = oo hy. Pelo fato de f" ter uma estrutura hiperbolica em A implica que

para qualquer sequéncia de simbolos (s;);en, existe apenas um tnico ponto = € A tal que

f™(z) esta na caixa V;,, para todo i € N, isto é, hy é injetiva.

Item 2. Seja Uy, ..., U, a coleccao finita de caixas como definida acima. Assim, definimos
n

a vizinhanca U = UUi de A;. Pela construgao temos que U C V, logo o conjunto
i=1

invariante maximal Ay = ﬂ fY(U) de f tem estrutura hiperbdlica, pois Ay C Ay C V.

i€Z

Sejam n = 2ng + 7, com ng e j como definidos acima.
Afirmacgao 1. Usando os indices das caixas (nao lineares) U;, 1 < i < n como simbolos,

Ay é conjugado a um subshift do tipo finito em X2,,.

Devido a construgdo, f~™(Uy) e f™™(U,) = f*(D) cruzam V, mas f'(U;) NV = 0,
paral = —ng+1,...,n9+ 7 — 1. Segue, portanto que:

i) f(U,) cruza Uy e f~™ 7t (V,) = Us,, porém ndo cruza U;, i > 2.

i) f70(Vo) = f(f?ro7717m7(Vp)) = f(Uy) passa por Uy

iii) f{(U)NU, =0 paral = —ng—j+1,...,n9—1. Assim U;NU, = ), parai=2,...,n.
Obtendo caixas contidas em V. Logo, o primeiro simbolo vai para ele ou para o segundo
simbolo. Os outros simbolos s6 podem ir para o proximo, isto é, ¢ vai par ¢ + 1, onde

i €{2,...,n— 1} e o ultimo simbolo: n vai para o primeiro simbolo. Assim, definimos a
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matriz de transisao A = (a;j)1<ij<n para o subshift do tipo finito.

1 sei=1lej=120uj=14+1,2<i1<noui=n,j=1
Q;5 =
/ 0 outro caso.

110
0010
000 1 0

A, = (2.3)
0000
1000 - 0

nxn
Lembrando que, pela construcao das caixas cada uma delas pode ser atribuidas
coordenadas de modo que a imagem de un disco instavel em U; cruza U,;;; na direcgao

instavel. Definamos a seguinte funcao:

hQZ AU — EAn
v = h(z) = (8)iez, 5 € {1,...,n} tal que f'(x) € U,,.

Por (i), (ii) e (i1i), hy estd bem definida. Ainda mais, hy é sobrejetiva, pois dado

s = (8;)iecz € Xa, temos que para cada m > 0, pelo correto alinhamento topologico
m

das imagens das caixas, ﬂ f'(Us_,) € uma subcaixa nao vazia de U, que se extende por

=0
0

todo o caminho atraves da diregao instavel. Analogamente, ﬂ f“(Us_,) é uma subcaixa

i=—m

nao-linear nao vazia de U, que se extende por todo o caminho atraves da direcao estavel.
Portanto

() FU) e ((U:)

i=—m €L

sao nao vazias. Donde, obtemos um ponto x € M tal que x € mfi(Usﬂ.). Isto é, z € Ay
i€Z
e ha(zr) = s. Tendo também que hy o fiag = 00 hy e hy & continua. h € injetiva ja

que pela estrutura hiperbolica de f em Ay, a contraccao e expansao implica que para
qualquer sequéncia de simbolos s = (s;);ez € X4, existe apenas um ponto na intersecgao
m f“(U,_,), obtendo desta maneira que h é uma conjugacio. |
i€z

Corolario 2.5.9 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fixo
hiperbolico de f. Se g € M € um ponto homoclinico transversal de p, entdao para cada

x € N as variedades estdveis e intdveis W*(z, f*) e W*(x, f"), respectivamente, sao
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densas em A. Sendon € N e A como no Teorema 2.5.8.

Demonstracao. Dados a conjugacao hy; dada pelo Teorema 2.5.8 no Item 1 e z € A,
pela Proposicao 2.2.3 temos que W?*(hy(z),0) e W*(hy(z),0) sdo densas em 5. Como

hi' é uma conjugacdo, entre o e f" tem-se:

A =hit(3Be) = hi'(We(hi(x),0)) = b (We(ha(2), 0)) = We(z, f7), e
A =hit(Be) = hi'(We(ha(x),0)) = hy ' (We(hi(x),0)) = Wu(x, f7).
Provando assim o corolério. [ |

Corolario 2.5.10 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M wum ponto fixo
hiperbolico de f. Se g € M € um ponto homoclinico transversal de p, entao para n € N,

A e Ay como no Teorema 2.5.8 tem-se:
1. fi\ € expansiva.
2. [lx € topologicamente mizing.

3. fiay € topologicamente mixing.

Demonstragao. Item 1. Pelo Teorema 2.5.8 temos que fj} é conjugado a a fungao
o no espago de dois simbolos, a qual é expansiva, pela Proposicao 1.1.17. O que implica

que f[} € expansiva, pelo Item 7 do Teorema 1.3.9.

Item 2. Sabemos que f} ¢ conjugado a fungao shift o no espago de dois simbolos pelo
Teorema 2.5.8. Pela Proposigao 1.1.20, temos que o é topologicamente mixing. Logo,

pelo Item 6 do Teorema 1.3.9 concluimos f|} € topologicamente mixing.

Item 3. Pelo Teorema 2.5.8 temos que fz, ¢ conjugado a fungao restri¢ao oyx, sobre
o subshift do tipo finito de n simbolos dado pela matriz A, (Veja (2.3)). Matriz que
¢ irredutivel e como consequéncia o)z, € topologicamente mixing, pelo Teorema 1.2.4.

Segue, pelo Item 6 do Teorema 1.3.9 que f|5, é topologicamente mixing. |

Teorema 2.5.11 Seja f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fixo hiperbdlico

de f. Se q € M € um ponto homoclinico transversal de p. Entao:

1. Para cada vizinhanca aberta U de p e q, existe uma vizinhanca U C U de p e q
e um numero natural n € N tal que o conjunto maximal invariante em U mediante

f" possui pontos periddicos densos.
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2. Para cada vizinhanca U de Ay, existe uma vizinhangca U C U" de A, tal que o

conjunto maximal invariante em U mediante f possui pontos periodicos densos.

Demonstragao. Dado a vizinhanca U " de p e q. Tomemos a vizinhanca U C U " de peq
e o numero natural n € N dados pelo Teorema 2.5.8. Assim, temos o conjunto maximal

invariante em U mediante f", isto é, A = ﬂfm(U). Pelo Teorema 2.5.8 temos que f} ¢
1€Z
conjugado a funcao shift de dois simbolos, ito é, o em Y,. Assim, tomando a conjugacao

h, dada pelo Teorema 2.5.8 no Item 1, a densidade dos pontos peridédicos da fungao shift

dada pela Proposicao 1.1.15 e usando o item 1 do Teorema 1.3.9 temos que:

A =h"1(2y) = h 1 (Per(o)) = h=1(Per(o)) = Per(f})- (2.4)

Como consequéncia, temos que proximo aos pontos de A existem pontos periddicos
em nosso conjunto maximal com um periodo multiplo de n.
Item 2 Dado a vizinhanca U de A,. Tomemos a vizinhanga U C U " de A, dada pelo
Teorema 2.5.8. Assim, temos o conjunto maximal invariante em U mediante f, isto é,

Ay = ﬂ fY(U). Pelo Teorema 2.5.8 temos que fia, € conjugado a funcao shift restrita a
i€Z
um subshift do tipo finito de n simbolos ¥4, C ¥,,. Sendo A,, a matriz quadrada dada em

(2.3), a qual é irredutivel. Segue que, o conjunto dos pontos periddicos de o5, ¢ denso
em X4, , pela Proposigao 1.2.6. Assim, tomando a conjugacao hy dada pelo Teorema 2.5.8

no Item 2 e pelo Item 1 do Teorema 1.3.9 temos que:

Ay = hy ' (Ba,) = hy' (Per(oyz,,)) = hy ' (Per(o1z,,)) = Per(fia, )- (2.5)

Como consequéncia, temos que proximo aos pontos de Ay existem pontos periddicos

em nosso conjunto maximal. |

Corolario 2.5.12 Seja f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fixo

hiperbolico de f. Se g € M é um ponto homoclinico transversal de p. Entao:

1. A C Per(f) C L(f) C Q(f). Em particular, para p e q existem sequéncias de pontos

periodicos de f que covergem para p e q respectivamente.

2. Ay C Per(f) C L(f) C Qf) Em particular, para p e os pontos da orbita O(q)
existem sequéncias de pontos periddicos de f que covergem para p e 0s pontos de

O(q) respectivamente.

Demonstragao. Por (2.4) e (2.5) e pela Proposigao 1.3.7 temos que

A = Per(f) € Per(f) € L(f) € Qf).
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Ay = Per(fiag) C Per(f) € L(f) € Q(f).

Provando assim o coroléario.
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CAPITULO 3

CLASSES HOMOCLINICAS E A
PROPRIEDADE DE PERIODOS
GRANDES

Neste capitulo trabalharemos em variedades Riemanianas compactas n-dimensionais,
que denotaremos por M. Estudaremos dindmicas em M com respeito a conjuntos
invariantes maximais, mostrando que neles existe de certa forma caos usando para isto a
existéncia da Propriedade de Periodos Grandes. Mais precisamente, mostraremos que
certas classes homoclinicas possuem essa propriedade, o que implicarda a propriedade

topologicamente mixing.

3.1 Classes homoclinicas

Nesta subsec¢ao, vamos definir classes homoclinicas para um difeomorfismo e mostraremos

dois resultados, usando como referéncia [11].

Definicao 3.1.1 Sejam f: M — M wum difeomorfismo e p € M um ponto periddico

hiperbolico. Definimos a classe homoclinica de p com respeito a f, como sendo o conjunto

H(p) = H(p) = W=(O(p)) h W=(O(p)) \ O(p).
Observemos que H(p) é um conjunto compacto e f-invariante.

Proposigao 3.1.2 Se f: M — M € um difeomorfismo e p € M € um ponto periddico
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hiperbélico de periodo T para f, entao H(p) € topologicamente transitivo. Em particular,

H(p) < Qf)-

Demonstracao. Sejam V) e V5 dois abertos nao vazios em H(p) = H(p). Logo, existem

dois abertos Uy e Uy em M e pontos q1, g2 € H(p) tais que
qeVi=UNH({p)eqg € Va=UsNH(p).
Portanto, existem 0 <, 5, <7 — 1, k = 1,2, tais que
@ € W*(f"(p) N W (" (p) e a2 € W*(f*(p)) "W (f(p)).

Tome um disco aberto DY em W"“(f%*(p)) contendo f’'(p) e ¢ em seu interior, e DY
um disco aberto em W"(f%(p)) N U, de mesma dimensdo, contendo g, em seu interior.
Agora, como DY intersecta W*(f(p)) C W*(O(p)) transversalmente, o A-lemma diz

+oo
que U (DY) contém discos arbitrariamente C'-préximos de DY. E assim, tais discos
n=0
+oo
intersectam a variedade estavel de O(p) arbitrariamente proximo a gy, ou seja, U fH(Dy)
n=0

contém pontos em H(p) arbitrariamente proximos de ¢;. Em particular existe um ponto
homoclinico ¢ de p em Dy C V5 e um namero natural n tal que f"(q) estd em V3. O que

portanto mostra a transitividade da classe homoclinica.

Definigao 3.1.3 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto periodico
hiperbolico, dizemos que um ponto periodico hiperbolico g é homoclinicamente relacionado

a p ou h-relacionado a p se:
W (O(q)) M W*(O(p)) # 0 e W*(O(p)) h W*(O(q)) # 0.

O que segue é um resultado que permite dar outra defini¢ao, ou caracterizagao, para

uma classe homoclinica.

Proposicao 3.1.4 Sejam f: M — M um difeomorfismo e p € M wm ponto periddico

hiperbolico. Entao, vale o sequinte:

H(p) = {q € Per(f)/ q é h-relacionado a p}.

Demonstragao. Vejamos primeiro que {q € Per(f)/ q é h-relacionado a p} C H(p) =
H(p). Dado p; h-relacionado a p tal que p; & O(p), consideremos os pontos
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x € W'(O(p)) h W*(O(p1)) e
y € WH(O(pr)) h W*(O(p))-

Asssim, usando A—lema, temos que tanto a variedade estavel quanto a variedade instével
da O(p) possuem discos aproximando de maneira C', respectivamente, as variedades
estéaveis e instaveis local da O(p;), e assim, O(p;) é aproximada por pontos homoclinicos
de p, e portanto p; pertence a classe homoclinica de p.

Por outro lado, seja ¢ € H(p). Pelo Item 2 do Teorema 2.5.8 (para o caso em que
p € um ponto periédico hiperboélico) e por (2.5) temos que ¢ € Ay = m. Logo,
vao existir pontos periddicos de f em Ay arbitrariamente préoximo de p e pelo fato de Ag
ser um conjunto hiperbodlico, estes pontos sao h-relacionados a p. O que prova a outra

inclusao, concluindo a demonstragao. |

Desta maneira, definimos o periodo de uma classe homoclinica H(p) como sendo o
maior divisor comum dos periodos dos pontos periddicos hiperbolicos relacionados a p e
¢ denotado por I(O(p)).

3.2 Teorema da Decomposicao de Smale

Sabemos que o espaco Diff' (A1) dos difeomorfismo de classe C' sobre M, ¢ munido
da topologia C', e desta forma, sabemos que o mesmo é um espaco de baire. Portanto,
todo subconjunto residual, isto é, a intersecao enumeravel de conjuntos abertos e densos
¢ denso.

Lembremos agora algumas terminologias conhecidas na area de Sistemas Dindmicos
e que usaremos bastante nesta secdo. Dado um difeomorfismo f € Diff'(M) e U uma
vizinhanca de f na topologia C', chamaremos aos difeomorfismos g que estejam em U
como difeomorfismos C'-préximos a f. Ao dizermos que um difeomorfismo é genérico
estaremos nos referindo a difeomorfismos em conjuntos residuais. Quando uma propiedade
P vale para todo difeomorfismo num conjunto residual dizemos que P vale genericamente
ou que os difeomorfismos genéricos exibem a propriedade P. Uma classe homoclinica
H(p) é robustamente topologicamente mixing se existe uma vizinhanca U de f tal que
para todo difeomorfismo g € U a classe homoclinica H(p(g)), para continuacao p(g), é
também topologicamente mixing. Isto é, para todo par de abertos U e V em H(p(g))
existe Ny € N tal que para todo n € N,n > Ny, tem-se g"(U) NV # (.

Definigao 3.2.1 Seja f: M — M um difeomorfismo e p € M um ponto periddico

hiperbdlico, dizemos que a classe homoclinica H(p) € isolada se existe uma vizinhag¢a U
de H(p) tal que

H(p) = (/™).

neL
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O proximo resultado é conhecido como o Teorema da Descomposicao de Smale
generalizado, dado por Abdenur e Crovisier([1]), o qual mostra a existéncia de uma
decomposicao de qualquer conjunto genérico isolado transitivo numa uniao finita de
compactos nos quais esta presente a propriedade topologicamente mixing. Como estamos
interessados apenas no estudo de classes homoclinicas isoladas, citamos o resultado

somente para classes homoclinicas.

Teorema 3.2.2 Eriste um conjunto residual R C Diff*(M) tal que para todo f € R,
toda classe homoclinica isolada H(p, f) de um ponto periddico hiperbolico de f admite
uma decomposi¢ao unica como uma unido finita de compactos, H(p, f) = Ay U ... UA,,
onde f' é topologicamente mixing, restrito a cada um destes compactos. Mais ainda, | € o

menor inteiro positivo tal que W*(p) tem intersegdo transversal nao vazia com W*(f'(p)).

O inteiro positivo | do Teorema da Decomposi¢cao de Smale, é igual ao periodo da
classe homoclinica H(p, f) denotado aqui por [(O(p)).

Outro resultado que precisaremos neste texto é o seguinte (para maiores detalhes veja

[1]):

Proposicao 3.2.3 Sejam f: M — M um difeomorfismo, p1 e py dois pontos periodicos
hiperbolicos homoclinicamente relacionados a p tais que W*(py) h W*(py) # 0. Entao,
W (f™(p1)) h W?(pg) # 0 se, e somente se, n estd no grupo 1(O(p))Z.

Observacao 3.2.4 Em particular, para um ponto peridédico hiperbdlico p que ¢é
homoclinicamente relacionado a p temos que W*(f"(p)) m W?*(p) # 0 se, e somente

se, n esta no grupo [(O(p))Z.

3.3 Propriedade de periodos grandes

Nesta secao introduziremos a Propriedade de Periodos Grandes e usaremos como principal
referencia [3].

Definicao 3.3.1 Sejam X wum espaco métrico e f: X — X um homeomorfismo,
dizemos que f possui a propriedade de periodos grandes, se para cada € > 0, existir
ng € N tal que para cada nimero natural n > ny, exista p, € Fiz(f"), cuja drbita para f

é e-densa em X.

A propriedade de periodos grandes pode ser usada como um critério para assegurar
a propriedade mixing, como mostra o préoximo resultado devido a Arbieto, Catalan e
Santiago em [3].
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Lema 3.3.2 Sejam X um espago métrico e f: X — X um homeomorfismo. Se [ tem

a propriedade de periodos grandes, entao f € topologicamente mizing.

Demonstracgao. Vejamos primeiro que f é topologicamente transitivo. Para

tal, consideremos B; e By duas bolas abertas disjuntas em X. Para ¢ <
. [diam(B;) diam(Bs)
min ,
2 2
cuja oOrbita sobre f é e-densa em X. Sejam Bj, B, bolas abertas de raio € contida em B,

}, pela propriedade de periodos grandes existe p,, € Fiz(f™)

e By, respectivamente. Segue que, existem ni,ny € N, 0 < ny,ny < ng tais que

fnl (pn0> € Bl € fTLQ(pnO) € BQ'

Como B; e B; sao disjuntas, entao ny # ne, isto é, ny < ng ou ny < ny. Supondo n; < ngy

e tomando r = ny —ny > 0, para x = " (p,,) € B, temos que

(@) = 7™ (0n) = £ (Pn) = 7 (pny) € Bo.

Isto, mostra que f"(B;) N By # (. Agora, dados os abertos U e V nao vazios, tomamos
duas bolas abertas disjuntas contidas em U e V, e assim, pelo mostrado acima alguma

iteracao de U intersecta V. Provando o que queriamos.

Agora, provaremos que f é topologicamente mixing. Dados U e V' dois abertos nao
vazios e disjuntos, pela transitividade de f, j4 mostrada acima, existe m; € N tal que
f™(U) NV # (). Tomando m; o menor possivel, temos que f/(U) NV = () para todo
j=0,1,...,m; — 1. Agora, tomemos uma bola aberta B em f~™(f™(U)NV) que é

um aberto nao vazio em X (pois f™(U) NV ¢é aberto). Assim,

f™(B)C f™(U)NnVeBcCU.

diam(DB)

Tomemos agora € = > 0 e seja mg = mo(e) € N dado pela propriedade de

periodos grandes. Logo, para cada n # 0, existe um ponto
pr € Fiz(f7), onde 7 = n + my + my,

cuja oOrbita é e-densa em X. Pela escolha de ¢, B contém algum iterado de p,. Isto é,
existe 0 < i < 7 tal que f'(p,) € B C U o que implica que f™ (f*(p,)) € V. Disto, segue
que:

e (fien) = f1(F 7)) = f(pr) € U

Isto, mostra que f"*" (V)N U # @, para todo n > 0 e portanto f é topologicamente

mixing. ]
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E uma questdo natural se o inverso desse resultado for verdadeiro. No entanto,
Carvalho e Kwietniak [6] deram um exemplo de um homeomorfismo de um espago métrico
compacto com a propriedade de sombreamento de limite de dois lados, mas sem pontos
periodicos. O Teorema B em [6] estabelece que a propriedade de sombreamento de limite
de dois lado, implica tologicamente mixing. Portanto, o inverso do Lema 4.2 nao ¢é
verdadeiro em geral.

No o Teorema B do nosso trabalho a equivalencia entre a propriedade de periodos

grandes homoclinica e topologicamente mixing acontece num mundo mais restrito.

Definigao 3.3.3 Seja f: X — X um homeomorfismo num espago métrico X. Dado
d > 0, dizemos que uma sequéncia (,)nez € uma d-pseudo orbita se d(f(xy), Tpni1) <9,
para todo n € Z. Dizemos que uma §-pseudo orbita é e-sombreada por um ponto z € X
com € > 0, se d(f"(z),x,) < €, para todo n € Z. Uma §-pseudo dorbita é chamada
periodica se existe um minimo numero T tal que T, = x,, para todo n € Z. O nimero

T € chamado o periodo da d-pseudo drbita.

Note que, a orbita de todo ponto é uma d-pseudo 6rbita, para todo § > 0.

- ~
RO EERN
{ \
/ \
| | —
\%’0 / /// \\\
& () "
s N < Pa \
/ f(xl'—Z) % ~ ~ | \

BiGs)
Figura 3.1: d-pseudo orbita periddica de periodo 7.

Para mostramos a existéncia da propriedade de periodos grandes em certos conjuntos
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sera fortemente usado um resultado conhecido na teoria de Sistemas Dinamicos por Lema
de Sombreamento. Na sequéncia vamos enunciar tal resultado no caso periédico. Para

maiores detalhes e versdes mais gerais, além das demonstragoes dos mesmos veja [10].

Lema 3.3.4 (Lema de Sombreamento) Seja A um conjunto hiperbdlico localmente
mazimal. Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que toda 0-pseudo drbita periddica pode
ser € sombreada por uma orbita periddica. Mais ainda, se T € o periodo da d-pseudo

orbita, entao o ponto periddico é um ponto fixo de f7.

Antes de usar o Lema de Sombreamento para conseguirmos encontrar pontos
periddicos com periodos grandes, vamos estudar alguns resultados que sao consequéncias

da hiperbolicidade de certos conjuntos.

Proposigao 3.3.5 Sejam f: M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto f-
invariante. Se A € um conjunto hiperbdlico compacto para f, entao existe &g > 0 tal que
Wige(x) 2 W§ (x), para todo x € A, 0 = s,u.

Demonstragao. Pelo Teorema da Variedade Estavel em A, para cada x € A, existe
0, > 0 tal que Wy (z) € Wy .(z), 0 = s,u. Pela continuidade das W7, 0 = s,u em A,
para cada = € A, existe ¢, > 0 tal que para todo y € B(z,¢,), tem-se Wy (y) € W (y).

Assim, obtemos a cobertura aberta A = UA(B (z,€e;) NA). Pela compacidade de A, existe
xre

uma subcobertura finita, isto é, existem x1,...,2z, € A tais que A = 61(3(:1:1, €z,) NA).
1=
Ou seja,
A C B(z1,61)U...UB(xy,€,,)

Agora, tome ¢y = min{d,,,..., 0, } > 0. Dado y € A, existe z;, € A, i, € {1,...,n} tal
que y € B(z;,, €z, ). Logo, Wi (y) C W7 (y) € Wie(y), o = s,u. ]

Proposicao 3.3.6 Sejam f: M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto f-
invariante. Se A é um conjunto hiperbolico compacto para f, entdo existem dg > 0 eeg > 0
tal que: Se d(z,y) < €o,x,y € A, entdo Wy (x) h Wy (y) # 0 e Wyt (x) h W5 (y) # 0.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.3.5 existe dy > 0 tal que Wy (a) € Wy .(a), para
todo a € A. Agora, pela continuidade das W7, o = s,u temos que, para cada a € A,

existe €, > 0 tal que para b,c € A, d(b,a) < ¢, e d(c,a) < €, tem-se:
Wy (b) th Wit (c) # 0 e Wi (b) h W (c) # 0.

Assim, obtemos a cobertura aberta A = U(B(a,ea) N A). Pela compacidade de A,

zEA
obtemos o nimero de lebesgue para a cobertura aberta. Isto é, para todo subconjunto
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com diametro menor que €, esta contido em algum aberto da cobertura. Segue que, para
r,y € A com d(z,y) < €, existe a,, € A tal que d(z,a,y) < €, € d(y,asy) < €q,,-
Assim, temos

Wi, (@) h Wi (y) # 0 e Wi (x) b W5 (y) # 0.
m

Agora, vamos usar o Lema de Sombreamento e a Proposicao 3.3.6 para construir

oOrbitas de periodos grandes e além disso, h-relacionadas ([3]).

Lema 3.3.7 Sejam f: M — M um difeomorfismo, e p € M wm ponto periddico
hiperbolico tal que eziste um ponto de intersecao transversal ¢ € W?(p) t W*(f(p)).
Entio, dado uma vizinhan¢a U de O(p) U O(q) existe uma vizinhanga U C U" de
O(p) U O(q) tal que para € > 0 arbitrdrios, existe Ny € N de tal maneira que para
todo n > Ny eziste p, € Per,(f) N Ay h-relacionado a p e d(p,,p) < e.

Demonstragio. Seja 7 := 7(p) o periodo de p. Dada uma vizinhanca U de O(p)UO(q).
Tomemos a vizinhanca U C U~ de O(p) U O(q) dado pelo Teorema 2.5.8 (para o caso
em que o ponto p € M seja periddico hiperbolico). Assim, por esse mesmo teorema, o

conjunto invariante maximal Ay = ﬂ f"(U) é nao vazio e é um conjunto hiperbolico

nez
compacto. Sejam g > 0 e ¢ > 0 dados pela Proprosicao 3.3.6 para Ay. Assim, dado

e > 0, seja 0; > 0 dado pelo Lemma 3.3.4 para €;/2, onde ¢; = min{eg, €}. Tomemos
0 = min{dy, 01, €,/2} > 0. Note que toda d-pseudo Orbita é também d&;-pseudo orbita e
portanto existira 6rbita e; /2—sombreando.

Como q € W*(p) h W*(f(p)), para N € N grande o suficiente, tomamos = = f"7(q)

tal que f~""(z) € W3(p) C B(p, 5) para todor =1,...,7. Isto &,
2

o
fU7(q) € Wi(p) € B(p, ) paratodor =1,...,7, N > 7.

Pelo fato de ¢ € W*(f(p)) temos que x = fV"(q) € W*(f(p)) e assim f~*(z) € W*(p).
Portanto, podemos tomar | € N suficientemente grande, e y = f~'"(f'(z)) € W¥ C
2

T

)
B(p, 5),l > 7. Paracadar =1,...,7 definimos k,, = rl e assim L = H k,. Desta maneira,
r=1

tomamos Ny = L7. O objetivo de todo este cuidado com os indices, é exatamente para

que todo n > Ny possa ser decomposto da seguinte maneira:
n=(a+L)r+r=(@+L—k)r+kt+r,a>0er=1,...,7.

Agora, utilizando as decomposi¢oes acima, vamos construir d-pseudo 6rbitas de qualquer

tamanho suficientemente grande. Para tal, vamos usar varios pedagos de orbitas. Mais
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precisamente:

1) .
e Primeira corda: zo = [~ (y) € Wi(p) C B(p, 5),:@' = f/(xy), para j = 1,...,1T.
2

0
Note que f(air) = /7 (x) € W}(p) © By, 3).

e Segunda corda: x4 = fUYV(y) € Wip) C B(p,g), logo temos que
d(f(1r), Tirt1) < 0. Tirt145 = f(¥ir41), para j2 =1,...,1r. Note que, f(zar41) =
F7 @) € W) € Blp. )

e Terceira corda: Tyrys = f U 7(y) € Wé‘(p) C B(p,g), logo temos que
d(f(%orrs1), Taprt2) < 0. Torior; = f/(Targe), para j = 1,...,I7. Note que
Flsrss) = 17077 () € W(0) € B(p, 3)

Assim, definindo indutivamente:

)
Thlrik = f_(r_k)T(y) € Wé‘(p) C B(p, 5), 0<k<r.

Tklr4k+j = fj(ﬂﬁleJrk)a para j =1,...,1IT.
Logo, na r-ésima corda, isto é, para k = r — 1, o indice do ultimo termo é rit +
)
r—1=kr+r—1e f(xgrrira) = f7(x) € Wilp) C B(p,i). Agora, vamos
2

definir op rr = T € Tporiry; = fi(x),5 = 1,...,(a + L — k)T — 1. Note que
—kr)T s 0 2143
f@n1) = f@rirt@innyr) = fOEF (@) € Wg(p) - B(p;§)~ Por ltimo

)
definimos x, = Tp riri(ati—k)r = To € Wi(p) C B(p,i)7 isto &, x, = 79 e temos
2
que
d(f({L‘n_1>, xn) - d(f(a+L_kr)T(x)7$0) < 0.

Assim, obtemos a J-pseudo orbita (x;)i, C O(q) C O(p) U O(q) periddica de periodo n.
€
Portanto, pelo Lema do Sombreamento, esta d— pseudo 6rbita é —L_sombreada por um

ponto periddico de periodo n em Ay. Isto é, existe p,, € Per,(f) N Ay tal que

d(f(pn), 1) < g, para todo i = 0,1,...,n.

)
Mais ainda, tem-se que: d(pp,p) < d(pn, o) + d(xo,p) < d(pn,xo) + 3 < d(pn, 7o) +%1 <
%1 + % = ¢; < €. E pela escolha de ¢ temos que d(p,,p) < €y, 0 que implica que:

Wi (pn) M Wit (p) # 0 e Wit (pn) h W5 (p) # 0.

Isto é, p, é h-relacionado a p. |
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Figura 3.2: é-pseudo orbita

No caso de classes homoclinicas podemos pedir um pouco mais na propriedade de

grandes periodos.

Defini¢ao 3.3.8 Sejam f: M — M um difeomorfismo, H(p) uma classe homoclinica
de um ponto periodico hiperbolico p e A C H(p) wm subconjunto invariante, dizemos
que A possui a propiedade de periodos grandes homoclinica se para todo € > 0 existe um
no € N tal que para todo n € Nyn > ngy existe um ponto p, € Fiz(f") em A, sendo

homoclinicamente relacionado a p e cuja orbita por f € e-densa em A.
E assim, o objetivo nosso agora seré provarmos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.9 Sejam f: M — M um difeomorfismo, e p € M um ponto periddico
hiperbdlico. Se existe um ponto de intersegao homoclinica transversal ¢ € W?*(p) M
WU (f(p)), entio para toda vizinhanga U de O(p) U O(q) existe uma vizinhang¢a U C U

de O(p)UO(q) a restrigao de f ao conjunto invariante mazimal Ay = ﬂf"(U) POSSUL a

nez
propriedade de periodos grandes homoclinica.

Demonstracgao. Sera feita depois de uns certos resultados. [ |
Observemos que o Lema 3.3.7 ja nos da a possibilidade de construirmos érbitas de
periodos grandes e ainda mas, h-relacionadas. Assim, para provarmos o teorema acima,

precisamos conseguir a densidade destas 6rbitas. Para tal, apresentaremos e provaremos

os seguintes lemas.
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Vamos enunciar e dar um esbogo da demonstracao do seguinte lema.

Lema 3.3.10 Seja f: M — M wum difeomorfismo, p € M um ponto periddico
hiperbdlico tal que existe um ponto de interse¢ao transversal g € W*(O(p)) h W*(O(p)).
Entao, para toda vizinhanga pequena o suficiente U de O(p) U O(q), o conjunto mazximal

Ay € transitivo.

Demonstragao. Pelo Teorema do ponto homoclinico transversal(para o caso em que o
ponto p € M seja periodico hiperbolico), Ay é conjugado com um subshift de tipo finito,
o qual desde ja sabemos que é definido & partir de uma matriz(ver [10], pagina 293), a

qual satisfaz a hipotése da Proposicao 1.2.5 e portanto Ay é transitivo. |

Lema 3.3.11 Seja f: M — M um difeomorfismo, p € M wum ponto periddico
hiperbolico tal que existe um ponto de intersegao transversal g € W?(p) t W*(f(p)).
Entao, para toda vizinhanga pequena o suficiente U de O(p) U O(q) o conjunto mazimal

Ay € aprozimado com a distdncia de Hausdorff por orbitas periodicas .

Demonstragao. Pelo Lemma 3.3.10 temos que Ay é transitivo, o que implica que existe
y € Ay tal que Ay = O(y). Dado € > 0, seja 6 > 0 dado pelo Lema de Sombreamento
em Ay para g Sem perda de generalidade podemos supor que § < % Sabemos que fja,,

¢ conjugado com o}s, e que X, é compacto. Segue que Ay é compacto. Para cada

)
x € Ay, seja a bola aberta B(z, 5) e obtemos a cobertura aberta

o
AU = U B(lL‘7 5) ﬂAU

ZUEAU

" )
Logo, pela compacidade de Ay, existem aq,...,a, € Ay tais que Ay = UB(ai, 5) NAy.
i=1
)
Para cada i € {1,...,n}, existe n; > 0 tal que f"(y) € B(a,, 5) Dado ng = max {ni}
e tomamos N; > ng tal que d(y, f’(y)) < . Assim obtemos a 5—pseud8 orbita

Y ={y, f(y),..., N (y)} e portanto existe um ponto py, € Pery,(f) N Ay tal que
A(f"(pw). £(y)) < 5, para todo 0 < m < Ny — 1.

Segue que a orbita O(py,) € e-densa. Pois dado x € Ay existe 1 < i, < n tal que
o
x € B(ai,, 5), logo

Ao, £ (o)) < d(w,a) + dlas,, £ () + d(f (), 7 (o)) < 5+ S+ 5 =

Portanto dy (O(pn, ), Av) < €, onde dy ¢é a distancia de Hausdorff. Provando assim o que

queriamos. [
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Munido destes resultados acima podemos finalmente provar o Teorema 3.3.9 :

Demonstragdo.  Dada uma vizinhanca U  de O(p) U O(p), tomemos a vizinhanca

UcU" de O(p)UO(p) dada pelo Teorema (no caso de p € M ser periddico hiperbolico).
Seja € > 0 dado arbitrario. Tome 6 dado pelo Lema de Sombreamento em Ay para

€
51, onde €; < min{eg, €}, sendo ¢y dado pela Proposigdo 3.3.6 (pois Ay é um conjunto

hiperbolico compacto). Tomemos 6 = min{g, %1} Pelo Lema 3.3.11 existe x € Per(f)

tal que O(x) cuja orbita é d-densa em Ay. Pelo Lema 3.3.7 existe N tal que para todo
n > N existe um ponto periédico de periodo n, h-relacionado a p e que esta d-proximo
de p. Tomemos N = 7(z) + N (7(x) é o périodo de x). Tomemos n > N, para tal vamos

construir uma J-pseudo orbita periddica de periodo n. Mais precisamente, considere:

oo 77N y) P @), PO @)

onde d(f’(z),y) < 6 e y € Per(f) h-relacionado a p com 7(y) = n — 7(x) e d(y,p) < §
que existe pelo Lema 3.3.7. Pelo Lema de Sombreamento, existe um z € Ay periddico
de periodo n que 2 _sombreia a d-pseudo orbita. Como a O(z) 2 _sombreia O(x) que é
d-densa, entao O(z) é €;-densa em Ay, por escolha de §. Em particular, O(z) é e-densa
em Ay, pois ¢ < e. Como d(z,y) < % < %0 edy,p <od< %0, entdao d(z,p) < ¢ e
portanto temos que e z estd homoclinicamente relacionado a p. |

Uma consequéncia imediata deste teorema é o seguinte corolario:

Corolario 3.3.12 Seja f: M — M um difeomorfismo, p € M um ponto periddico
hiperbdlico tal que existe um ponto de interse¢ao transverversal ¢ € W*(p) d W"(f(p)),
entao para toda vizinhanga pequena o suficiente U de O(p) UO(q), o conjunto invariante
mazimal Ny = Uf”(U) é topologicamente mizing.

nez

Demonstragao. Pela Proposicao 3.3.9 temos que fj5,, possui a propriedade de periodos

grandes homoclinica, logo pelo Lema 3.3.2 temos que f|5,, ¢ topologicamente mixing e
portanto Ay é um conjunto hiperbélico topologicamente mixing.

[ ]

Daremos um tltimo resultado preliminar, antes de provarmos os resultados

principais.

Teorema 3.3.13 Sejam f: M — M um difeomorfismo, e p € M um ponto periodico
hiperbolico. Se H(p) € tal que I(O(p)) = 1, entdo H(p) possui a propriedade de periodos

grandes homoclinica.
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Demonstragao. Pela caracterizagao de classe homoclinica os pontos periodicos h-
relacionados a p sdo densos em H(p). Assim, pela continuidade e transitividade de #H(p),

dado € > 0, existe um ponto periddico p h-relacionado a p tal que O(p) é g—densa em H(p).

Pela continuidade de f, existe § > 0 tal que se d(z,p) < 6, entdo d(f’(z), f/(p)) < %’
para j = 0,1,...,7(p). Em particular, O(z) é e-densa em #H(p). Pela Observagao 1,
[(O(p)) = 1 vale W*(p) d W*(f(p) # 0. Pelo Lema 3.3.7 existe Ny para 6 > 0 tal que
para todo n > N existe p,, € Fiz(f") h-relacionado a p e d(p,,p) < 6. O que implica por
escolha de 6 que O(p,) é e-densa em H(p). Concluimos que H(p) possui a propriedade
de periodos grandes homoclinica. |

Finalmente, encerraremos esta secao provando os dois teoremas principais do

trabalho, enunciados na introducao:

Teorema A Existe um conjunto residual R C Diff* (M), tal que se f € R e sep € M é um
ponto periddico hiperbolico de f tal que sua classe homoclinica, H(p), possui a propriedade
de periodos grandes homoclinica, entao H(p(g)) possui a propriedade de periodos grandes

homoclinica para todo difeomorfismo g C*-prézimo a f.

Demonstragao. Para tal vamos considerar o conjunto residual R do Teorema 3.2.2.
Suponhamos H(p) possui a propriedade de periodos grandes. O que implica que, o periodo
da classe homoclinica I(O(p)) = 1. Assim, temos que W?*(p) h W*(f(p)) # 0. Agora,
como esta intersegdo é transversal, e portanto, robusta entao temos que W?(p(g))
W"(g(p(g))) # 0, para toda continuagao p(g) do ponto periddico hiperbolico p, para
todo difeomorfismo g C'-préximo de f. Portanto, I(O(p(g)) = 1 para toda continuacio
p(g) do ponto periédico hiperbolico p, para todo difeomorfismo g C*-préximo de f. Pelo
Teorema 3.3.13 concluimos que, a classe homoclinica H(p(g)) da continuagao p(g) do
ponto periddico hiperbolico p possui a propriedades de periodos grandes homoclinica,

para todo difeomorfismo g C'-préximo de f. [ |

Teorema B FEuxiste um conjunto residual R C Dz’ﬁd(M), tal que se f € R, esep e M
€ um ponto periddico hiperbdlico de f tal que sua classe homoclinica H(p) seja isolada,
entao H(p) € topologicamente mixing se, e somente se, possui a propriedade de periodos

grandes homoclinica.

Demonstragao. Para tal vamos considerar o conjunto residual R do Teorema 3.2.2.
Suponhamos que a classes homoclinica isolada H(p) seja topologicamente mixing. Pelo
Teorema da Descomposi¢ao de smale temos que o periodo da classe é [(O(p)) = 1. O
que implica pelo Teorema 3.3.13 que a classe homoclinica H(p) possui a propriedade

de periodos grandes homoclinica. Reciprocamente, suponhamos que H(p) possui a
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propriedade de periodos grandes homoclinica, entao pelo Lema 3.3.2 temos que H(p)
é topologicamente mixing. |
Para finalizar o trabalho, provamos que genericamente a propriedade

topologicamente mixing sobre classes homoclinicas isoladas é robusta.

Corolario 3.3.14 Euiste um conjunto residual R C Diff (M), tal que se f € R, e se
p € M ¢é um ponto periddico hiperbdlico de f tal que sua classe homoclinica H(p) seja
isolada, entao H(p) ser topologicamente mizing, implica que H(p(g)) € topologicamente

mixing, para todo difeomorfismo g C*—prézimo de f.

Demonstragao. Pela Hipotese, H(p) é uma classe homoclinica topologicamente mixing,
entdo pelo Teorema B, H(p) possui a propriedade de periodos grandes homoclinica.
Agora, pelo Teorema A H(p(g)) possui a propriedade de periodos grandes, para todo
difeomorfismo g C'—proximo de f. Segue, do Lema 3.3.2 H(p(g)) é topologicamente

mixing, para todo difeomorfismo g C*—préximo de f. ]
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