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Resumo

A partir de uma matriz A com determinadas caracteristicas, é possivel definir o chamado ideal
torico I4, que por sua vez dd origem a uma variedade térica V(I4). As colunas desta matriz
A, fornecem uma parametrizacdo de um subconjunto da variedade toérica, que é denominado
conjunto torico. O objetivo desta dissertacao é apresentar um resultado que relaciona estes dois
conjuntos. Mais precisamente, é mostrado um resultado que fornece duas condicoes suficientes
e necessarias para determinar quando um conjunto térico determinado por uma dada matriz
A, é igual a variedade térica determinada pela mesma matriz. Sao mostradas ainda, algumas
aplicagoes deste resultado. O trabalho ainda aborda alguns conceitos como Base de Grobner e
modulos finitamente gerados. Utilizando a teoria de bases de Grobner se pode provar alguns
resultados a respeito do conjunto de geradores de um ideal torico. Ja a teoria de Modulos
fornece ferramentas para que se prove o resultado principal que compée o objetivo do trabalho.

Palavras-chave: Variedade Térica. Ideal Térico. Conjunto Toérico.
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CALIXTO, R. A. Conditions for Characterization of a Toric Set as an Affine Toric Variety.
2019. 54p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

From a matrix A with certain characteristics, it is possible to define the toric ideal I 4, which
in turn gives rise to a toric variety V' (I4). The columns of this matrix A, provide a parame-
terization of a subset of the toric variety, which is called the toric set. The purpose of this
dissertation is to present a result that relates these two sets. More precisely, a result is shown
which provides two sufficient and necessary conditions to determine when a toric set determined
by a given matrix A, is equal to the toric variety determined by the same matrix. Besides,
some aplications of this result are showen. The work still addresses some concepts like Grobner
Base and Finitely Generated Modules. Using the theory of Grobner Bases one can prove some
results regarding the set of generators of a toric ideal. The Modules theory, however, provides
tools for proving the main result that makes up the purpose of the work.

Keywords: Toric Variety. Toric Ideal. Toric Set.
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INTRODUCAO

A matemadtica é dividida em véarias dreas. Dentre estas, se encontra a geometria algébrica, que
faz uso de métodos algébricos para estudar propriedades geométricas de conjuntos de solucoes
de sistemas de equacoes polinomiais. No presente trabalho estes conjuntos de solucoes sao
denominados variedades afins. Pode-se definir variedades afins a partir de um ideal polinomial.
Esta caracterizacao é possivel através da teoria das Bases de Grébner.

Nos tltimos quarenta e oito anos, um tipo de variedade afim vem ganhando espago nas
pesquisas em geometria algébrica. Flas sao chamadas variedades téricas. De acordo com Cox,
Little e Schenck [1], esta classe de variedades foram definidas formalmente em 1970, em um
artigo de Demezure [2| intitulado “Sous-groupes algébriques de rang mazimum du groupe de
Cremona”. Um fato interessante que os autores mencionam é que o termo “variedade térica”
veio a surgir somente depois de 1977, quando Miles Reidv escolheu o titulo “Geometry of toric
varieties” ao traduzir para o inglés o artigo de Danilov’s [3], cujo titulo em russo era “Teomerpus
topudeckux Muoroobpasuii’. O trabalho de Danilov’s foi um dos mais importantes da época
sobre o tema. E depois dele muitos outros trabalhos foram publicados, apresentando vérios
resultados significativos para as dreas de combinatoria, politopos convexos, teoria de cédigos,
fisica, dentre outras.

E importante mencionar que é possivel pensar em variedades téricas de diversas maneiras.
Duas defini¢oes distintas podem ser encontradas, por exemplo, em [1] e [4]. No presente trabalho
é utilizada uma outra defini¢ao, que difere das duas encontradas nos livros citados acima. Aqui,
tem-se como variedade afim térica & variedade de um ideal térico.

Utilizando esta caracterizacdo de variedade térica e alguns resultados sobre A-mdédulos,
este trabalho visa apresentar condicoes necessdrias e suficientes para um conjunto torico ser
caracterizado como variedade afim térica. Este resultado é apresentado por Reyes, Villarreal
e Zarate em [5] e de acordo com Katsabekis e Thoma [6], foi neste trabalho que a relacao
entre conjunto torico e variedade térica foi considerada pela primeira vez. Em particular,
dizer que um conjunto torico é uma variedade torica, é o mesmo que dizer que esta variedade é
parametrizada por monémios. Segundo Katsabekis e Thoma [7] parametrizar variedades téricas
é importante tanto por motivos teéricos como para aplicacoes, dando como exemplo, projeto
geométrico assistido por computador.

Diante das importancias apresentadas, é valido mencionar que existem trabalhos posteriores
ao de Reyes, Villarreal e Zdarate, que tratam do assunto em questao e que nao foram abordados
aqui. Caso o autor tenha interesse, pode consultar [6] e |7], jd citados acima. Em [6], os
autores provam que qualquer variedade torica sobre um corpo algebricamente fechado, pode
ser expressa como um conjunto térico, para uma matriz apropriada. Ja em [7]| sdo apresentadas
condicoes sob as quais um conjunto térico é uma variedade torica, a partir da combinacao das
técnicas mostradas em [5] e [6]. Além disso, os autores provam que qualquer variedade térica



normal sobre qualquer corpo, é igual a um conjunto térico dado por uma matriz apropriada.

Antes do resultado principal (Teorema 5.2.3) desta dissertacdo ser mostrado, sdo apresen-
tados quatro capitulos; o Capitulo 1 trata dos conceitos preliminares a respeito de polinémios,
variedade afim e ideal polinomial.

No Capitulo 2 é estudada a teoria de bases de Grobner. E definida ordem monomial e
sao apresentados resultados importantes para o desenvolvimento deste trabalho, tais como o
Teorema das bases de Hilbert e o Algoritmo de Buchberger’s.

O capitulo 3 é composto pelo estudo de A-mdédulos. Um dos resultados mostrados neste
capitulo é de fundamental importancia para a demonstracao do Teorema 5.2.3.

O capitulo 4 é dedicado ao ideal torico, contendo a definicao deste ideal e resultados a
respeito de seu conjunto de geradores. Por meio da teoria das bases de Grobner, é mostrado
também como ¢é possivel calcular geradores para um ideal torico.

Por fim, no Capitulo 5 sdo definidos conjunto térico e variedade afim térica. E demonstrado o
Teorema 5.2.3, que fornece as condicoes para a caracterizacao do conjunto térico como variedade
afim térica e além disso sao apresentadas algumas aplicacoes deste resultado.

Rejiane Aparecida Calixto
Uberlandia-MG, 14 de Fevereiro de 2019.



CAPITULO 1
CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 Polinbmios

Um monémio nas varidveis 1, ..., x, é um produto da forma
a1 «
Ty ... x,”
cujos expoentes ag,...,q, sao inteiros nao negativos. O grau total deste monoémio é dado
pela soma aq + - - - + a,. Uma combinacao linear finita de monoémios com coeficientes em um
corpo K é chamada de polinbmio f nas varidveis xy, ..., z,.
A fim de simplificar notagoes, considere o« = (o, . .., @) uma n-upla de inteiros ndo nega-

tivos. Podemos entao escrever um mondmio como

«

=t

-
Note que quando o = (0,...,0), 2* = 1. Denotando um mondémio como acima, podemos
denotar seu grau total por |a] = a; + - -+ a,. Com essa nova notacao escrevemos o polinomio
f como

f= Zaama, a, € K,
(0%

com a soma dada sobre um nimero finito de n-uplas o = (v, ..., ;). O conjunto de todos
os polindmios nas varidveis zi,...,x, com coeficientes em K é denotado por Klzi,...,x,].
Chamamos este conjunto de anel de polinémios em n varidveis.

Seja f = ) a,r® um polinémio em Klzy,...,z,]. Chamamos a, de coeficiente do
mono6mio z%. Se a, # 0, entdo a,z® é chamado termo de f e o grau total de f # 0 é definido
por

deg(f) = max {|a|; a, # 0}.

Exemplo 1.1.1. Considere o polinémio f = 2x3y?z + %y?’z3 —3zyz+y? em Qlz,y, z]. Observe
que f tem quatro termos e grau total igual a seis. Note ainda que diferentemente dos polinémios
em uma varidvel, f possui dois termos de grau total mdzrimo.

Consideremos agora, o produto cartesiano de n fatores iguais a K:

Ay =K"=K x--- x K.

Chamamos A’ de espago afim n-dimensional sobre um corpo K.

3



Como um exemplo de espaco afim, pode-se considerar o conhecido espaco euclidiano R",
sendo neste caso K = R.

Podemos ver um polinomio f = )" b,z € K[z1,...,2,] como uma fungdo f : A — K,
definida da seguinte maneira: dado a = (ay,...,a,) € A%, substitui-se cada z; por a; na
expressao que determina f. Mais precisamente, f(ai,...,a,) = >, bsa® € K, com a* =
a?l . . aan

Se recorde que um polinémio nulo é aquele que tem todos os seus coeficientes iguais a zero,
. - ) e - "
e dizer que uma dada fun¢do f é nula em A’ significa que f(a) = 0, para todo a € A.. Com
isto em mente, vejamos o préximo resultado.

Proposi¢cdo 1.1.2. Sejam K um corpo infinito e f € Klxy,...,x,]. FEntio f = 0 em
Klxy,...,x,) se, e somente se, f: A} — K € a fun¢io nula.

Demonstracao. Se f = 0, entao obviamente a funcao f : A%, — K é nula. Para provar o
contrario, precisamos mostrar que se f(aq,...,a,) = 0 para todos (ay,...,a,) € A%, entdo f é
o polinébmio zero. No6s usaremos inducao sobre o niimero de varidveis n.

Seja n = 1. Sabemos que um polindémio nao nulo, de uma variavel, com grau m, possui no
maximo m raizes distintas. Assim, se f € K[z] e f(a) = 0 para todo a € K, como K ¢ infinito,
significa que f tem infinitas raizes. Portanto f é o polinomio zero.

Agora suponhamos que para todo polinémio h € Klzy,...,x,_1], que se anula em todo
a € A} temos h igual ao polinomio zero. Seja f € K[zy,...,x,] um polinémio que se anula
em todos os pontos de A%.. Podemos escrever f da seguinte forma,

N
F=Y g, ... an1)al, (1.1)
i=0
sendo ¢g; € Kz, ..., 2,-1].

Se fixamos (ai,...,a, 1) € A% ', temos que f(ay,...,a, 1,7,) € K[x,]. Por hipdtese, f
deve se anular em cada a, € K. Segue do caso n = 1 que f(ai,...,a,_1,%,) é 0 polinémio
zero em K[z,]. Usando a expressdo de f dada em (1.1), vemos que os coeficientes de f sdo
gi(ai,...,a,_1), e portanto, g;(ay,...,a,—1) = 0 para todo i. Como (ay,...,a,_1) foi escolhido
de maneira arbitriria em A’,;"l, segue que g; € K[xq,..., 2, 1] fornece a fungdo nula em A”K’1.
Por hipétese de inducao, temos que g; é o polinémio zero em Klzy,...,x, 1]. Isso implica que
f é o polinémio zero em K|[zy,...,x,] e conclui a prova da proposi¢ao. ]

Antes de passarmos para o proximo resultado, vejamos um exemplo de um caso especifico, de
como funciona escrever f € K[xq,...,x,], na varavel z,, e com coeficientes em Klxy, ..., z, 1].

Exemplo 1.1.3. Considere o polindmio
f(z,y, 2) = 2%z — 2y +° +2%2 —*2 + 2y + 20 — 52 + 3.
FEscrevendo f como um polindmio na varidvel x e coeficiente em Ky, z], temos
f=W2)2’ —yPa' +z22* + (y+ 2)z + (v° — y’2 — 52 + 3).

Coroldrio 1.1.4. Seja K um corpo infinito, e sejam f,g € Klxy,...,x,]. Entdo f = g se, e
somente se, f : A%, — K e g: A% — K sao a mesma fungao.

Demonstra¢ao. Suponha que f,g € K[xy,...,x,], fornecem a mesma fun¢ao em A%. Entdo
f —g é afuncao nula em A’. Pela Proposicao 1.1, segue que o polinémio f — g = 0. Isto prova
que f =g € Klxy,...,z,]. A reciproca é trivial. ]



1.2 Variedades Afins e Ideais

Sejam K um corpo e fi,..., fs polinémios em K|[zy,...,x,], chamamos de variedade afim
definida por fi,..., fs, ao conjunto

V(fi,.-oy fs) ={(a1,...,a,) € A; fi(ar, ... ,a,) = 0 para todo 1 <7 < s}.

Em outras palavras, uma variedade afim V(fi,..., f;) C A% é o conjunto de todas as solugdes
do sistema de equagdes fi(z1,...,2x,) = ... = fs(z1,...,2,) = 0.

Exemplo 1.2.1. Dado f = 2* +y* — 1 € Rz, y], temos que a variedade afim V(2* + y* — 1)
definida por f € o circulo de raio um centrado na origem:

A

Lema 1.2.2. Se V,W C A% sao variedades afins, entao VUW eV NW também o sado.

Demonstragao. Suponha que V =V (f1,...,fs) e W =V(g1,...,9). Afirmamos que

VnWw = V(fl;-"vfsagla"'agt)7
VUW = V(figi] 1<i<1<j5<t).

A primeira igualdade é trivial, pois se a = (ay,...,a,) € VN W entdao a anula fi,..., fs e
J1i,---, 9, que é o mesmo que anular f,, ..., fs, 91,...,9. E claramente, se a anula f, ..., f,
gi,---, g, entdo a € VNW. Para provar a segunda igualdade tome a = (a4, ...,a,) € V, entdo

todos os f;’s se anulam em a, o implica que todos os f;g;’s também se anulam em a. Portanto,
V C V(fig;) e de modo andlogo vemos que W C V( f;g;), provando assim que VUW C V(fig;).
Agora vejamos que V (fig;) C VUW. De fato, se a = (a1, ..., a,) € V(fig;), entdo todos f;g;’s
se anulam em a. Se a € V, nao temos mais nada o que provar. Suponhamos entao que

existe igp em {1,...,s} tal que f; (a) é diferente de zero. Como (f;,¢g;) se anula em a para
todo j, segue que os g;’s devem se anular em a, o que mostra que a € W, concluindo assim a
demonstragao. O

Além das variedades afins, outro objeto importante estudado neste trabalho, é o chamado
ideal. Chamamos de ideal, um conjunto I C K|[xq,...,z,] que satisfaz as seguintes condigoes:

1.0el

2. Se f,gel,entao f+gel



3.Se felehe K[xy,...,x,], entdo hf € I.

Como um exemplo de ideal em K|z1,...,x,], temos o seguinte conjunto:
S
<f17“'7fs> = {Zhlfl‘hb?hs € K[x17“'7xn]}7
i=1
com fi,...,fs € Klxy,...,z,]. Vejamos que esse conjunto assim definido é, de fato, um ideal.

Lema 1.2.3. Se fi,...,fs € Klx1,...,x,], entao (f1,...,fs) € um ideal de Klz1,..., x,].
Chamaremos (f1, ..., fs) de ideal gerado por fi,..., fs.

Demonstragdo. Note que 0 € (f1,...,fs), pois 0 = > 7 0 fi. Agora, tome f,g € [ e h €

Klzy,...,x,] . Digamos que
I= sz‘fi e ZQifi-
i=1 i=1

Assim,
f+yg = i(pi%)fh
i=1
wo= S )
i=1
Portanto, (f1,..., fs) ¢ um ideal. a

Quando existem fi,..., fs € K[z1,...,x,] tais que I = (f1,..., fs), para um dado ideal I,
dizemos que [ é finitamente gerado. Neste caso, dizemos que fi,..., fs é uma base de I.
Note que um ideal pode ter diferentes bases.

Exemplo 1.2.4. Nao ¢ dificil provar que (22* + 3y* — 11,2% —y* — 3) = (2® — 4,9 — 1).

Proposicao 1.2.5. Se fi,..., fs € g1,...,; sao bases de um mesmo ideal em Klz,..., x,],
ou seja, (fi,..., fs) = (g1, -, q1), entao V(fi,.... fs) =V(g,. ., gt)-
Demonstracao. Seja (ay,...,a,) € V(f1,...,fs). Entdo, para cada ¢ = 1,...,s temos que

fila1,...,a,) = 0. Observe que g; estd em (fy,..., fs), para todo j. Assim, para cada j =
...t

gj = Zh{fi, h € K[zy, ..., x,],para todo i.
i=1

Logo, g;(a1,...,a,) = 0 para todo j. Logo, V(fi,.... fs) CV(g1,...,q).
De maneira ansloga, prova-se que V(g1,...,9:) C V(f1,...,fs). E assim concluimos que

V(fla"'va):V(gla'”agt)' O
Considere uma variedade V' € A’ e defina o conjunto
L(V)={f € Kl[z1,...,2,]| f(ai,...,a,) =0 para todo (a4, ...,a,) € V}.

E facil ver que I(V) é um ideal. Com esta definicao podemos estabelecer uma correspondéncia
entre variedade e ideal.

Lema 1.2.6. Se fi,...,f. € K[xy,...,z,]. Entdo (fi,...,f) CIV(fi,...,f)). A igualdade
pode nao ocorrer.



Demonstragdo. Seja f € (fi,..., fs). Assim, f =37, h;f; para alguns
hl,...,hs S K[.I'l,...,l'n].

Como f1,..., fsse anulam em V(f1,..., f5), o mesmo ocorre com f. Assim, f € I(V(f1,..., fs)).
Portanto, (fi1,...,fs) € I(V(fi,...,fs)). Para mostrar que a igualdade nem sempre ocorre,

considere o seguinte exemplo:
Seja I = (22, y?) C K[z1,...,2,]. Entao a variedade V(22 y?) = {(0,0)}. Assim,

I(V(z%y%) = I({(0,0)}),
ou seja, ¢ o ideal formado por todos os polinémios que se anulam em (0,0). Afirmamos que

I({(0,0)}) = (z,9).

Uma das inclusées é trivial, pois qualquer polinémio A(x,y)z + B(x,y)y obviamente se anula
em (0,0). Assim, (z,y) C I({(0,0)}). Agora, suponha que f =37, - a;x'y’ se anula em (0,0).
Entao, ago = f(0,0) = 0 e consequentemente,

f =ago + Z aija:iyj

i£0
70
=0+ (Z az’jwilyj)”f - (Z aojyjl)y € (z,y).
'i,jo J>0
1>

Provamos assim nossa afirmacao.

Sabemos que (z%,y%) C I({(0,0)}). Vejamos que I({(0,0)}) é estritamente maior que
(x2,y?). Para isso, note que z ¢ (z%,y?), pois em polinomios da forma hy(z,y)x? + he(z, y)y?
0s monomios possuem sempre grau maior ou igual a dois. O



CAPITULO 2
BASES DE GROBNER

2.1 Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisao

Veremos a seguir que é possivel estabelecer uma relacao de ordem sobre os mondémios em
K[xq,...,z,]. Para isso, observe que para cada n-upla a = (aq,...,q,) em N" temos um
monoémio x® =z -. . .- z% em Klz1,...,x,]. Esta observacao estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre os mondémios em K[zi,...,x,] e N*. Além disso, dada uma ordem > em
N”, diremos que z% = z” se a = (. Dessa forma, definimos uma ordem monomial >
em K[zy,...,x,] como sendo uma relacdo > em N"  ou equivalentemente, uma relagdo > no
conjunto dos mondémios =%, a € N", que satisfaz:

(i) = é uma ordem total (ou linear) em N". Isso significa que dados os monoémios z%, 2 e 27
apenas uma das seguintes condices é verdadeira: z® = z°, 2* = 2 ou 2% < 2°. Além
disso vale a transitividade, isto é, 2% = 2° e 2 = 27, sempre implica que 2 = 7.

(ii) Sea > feye N entao o+~ > S+ 7.

(iii) > é uma boa ordem em N" ou seja, todo subconjunto nao vazio de N™ possui um menor
elemento com relacao a >.

Proposigao 2.1.1. Uma relagao de ordem = sobre N € uma boa ordem se, e somente se, toda
sequéncia estritamente decrescente em N"

a(l) = a(2) = a(3)...
estaciona em algum momento.

Demonstragao. Vamos provar a proposicao por contraposicao: > nao é uma boa ordenacao se,
e somente se, existe uma sequéncia em N" infinita e estritamente decrescente.

Suponha que > ndo é uma boa ordenacgao, entdao algum subconjunto S C N” nao vazio, nao
tem um menor elemento. Escolha «(1) € S. Como «a(1) nao é o menor elemento, podemos
encontrar «(2) € S tal que a(1) > @(2). Como «(2) também nado é o menor elemento, existe
a(3) € S de tal forma que (1) > «(2) > a(3) em S. Prosseguindo desta maneira, conseguimos
uma sequéncia infinita estritamente decrescente

a(l) = a(2) = a(3)....
Reciprocamente, dada uma sequéncia infinita estritamente decrescente, segue que

{a(1),a(2),a(3),...}

8



é um subconjunto nao vazio de N" que nao tem menor elemento. Assim, > ndao é uma boa
ordenacao. O

Apresentaremos a seguir trés exemplos que assumiremos a principio, sem prova, serem ordens
monomiais. Na Secao 2.2 faremos a prova de que a ordem lex é ordem monomial. Nos dois
outros casos, basta prosseguir de maneira andloga.

Sejam a = (aq,...,a,) e B = (b1,...,0,) € N*. Recordemos que

af = Zai e [B]= Zﬁi-
i=1 i=1

Definimos:

1. Ordem Lexicogrdfica(ou ordem lex): Dizemos que « >, 5 se no vetor diferenca
a — 3 € N" a primeira coordenada nao nula, da esquerda para a direita, é positiva.
Escrevemos % >, ©° se o > .

2. Ordem Lexicografica Graduada(ou ordem grlex): Dizemos que o >y, 0 € escre-
Vemos % > griex 2, se

|Oé|>|ﬁ| ou |O'/|:|/8|ea/>'lex B
3. Ordem Lexicografica Graduada Reversa(ou ordem grevlex): Diremos que

« >'grevlegg 6
e escrevemos x¢ >'grevle:]c SL’ﬁ, se

la| > |B| ou |a] = |5] e a primeira coordenada nao nula em o — g,

da direita para a esquerda, é negativa.

Vejamos um exemplo pra ilustrar a ordenagao dos termos de um polindémio em Kz, ..., x,].

Exemplo 2.1.2. Seja f = 4dxy’z + 422 — 52° + T222% € Klx,y,2]. Entdo os termos de f
reordenados de maneira decrescente ficam da sequinte forma:

e Ordem lezicogrdfica: f = —bx3 + Tx?y? + 4wy’z + 42>
e Ordem lezicogrdfica graduada: f = 7T2%2% + 4axy?z — 53 + 422
e Ordem lexicogrdfica graduada reversa: f = 4wy?z + Ta?z? — bad + 422

Seja f = >, aqx® um polinémio nao nulo em Klz1,...,2,] e seja > a ordem monomial.
O multigrau de f, denotado por multg(f) é o méximo do conjunto {a € N" : a, # 0}.
O coeficiente lider de f ¢ CL(f) = ayyjg ;) € K. Chamamos O — ATL(F) de

monoémio lider de f e TL(f)=CL(f)ML(f), ¢ dito ser o termo lider de f. Por exemplo,
considere f = dxy?z + 42% — 5x® + 72°2? e seja = a ordem lex. Entdo:

multg(f) =(3,0,0);
CL(f) = = 5;
ML(f) =z
TL(f) = — 52°.
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Com a defini¢do de ordem monomial em Klzy,...,x,], é possivel exibir um algoritmo da
divisdo em K|z1, ..., x,] que possibilita dividir um polinémio f € Kz, ..., x,] por fi,..., fn €
K|z, ..., x,], com respeito a uma ordem monomial pré determinada. Isto significa que podemos
expressar f na forma

f=ah+ - +aqfs+r

sendo qq,...,qs e T pertencentes a K[xq,...,x,].
Apresentaremos a seguir o teorema que trata deste algoritmo.

Teorema 2.1.3 (Algoritmo da divisao em K[xy,...,x,]). Seja = uma ordem monomial
em N" e seja F' = (f1,...,fs) uma s-upla ordenada de polinémios em K[xq,...,x,]. Entdo
todo polinomio f € Klxy,...,x,] pode ser escrito como

f=af+-+aqfs+r

sendo q,...,qs,7 € K[z1,...,2,] e our =0 our € uma combinagdo linear, com coeficientes
em K, de mondémios tais que nenhum deles é divisivel por algum dos TL(f;), para todo i.
Chamaremos r de resto da divisdo de f por F. Além disso, se q;f; # 0, entao

multg(f) = multg(q: f;)-
Demonstragao. Ver (8], p.64). O

O Algoritmo:

Entrada: fi,..., fs, f
Saida: q,...,qs,7
g :=0,...,¢9s:=0,7r:=0
p:=17f
Enquanto p # 0 faca
1:=1
divisao sucedida:=falso
Enquanto ¢ < s e divisao sucedida = falso Faca
Se T'L(fi)divideT L(p) Entao
qi == qi+ TL(p)/TL(f:)
p:=p— (T'L(p)/TL(f))f:
divisao sucedida = falso

Senao
1:=1+1
Se divisao sucedida = false Entao
r:=r+TL(p)
p:=p—TL(p)
Retorne ¢, ..., qs,r Vejamos alguns exemplos de como esse algoritmo funciona na prética:

Exemplo 2.1.4. Vamos dividir f = zy?>+1 por fi =xy+1 e fo = y+ 1, usando a ordem lez,

comx > Y.
+1
2 1 Ty
xy” + y+1

q1:
g2 :

Observe que tanto TL(f1) = xy como TL(fs) =y dividem TL(f). Comegaremos a divisdo
com o primeiro da lista, no caso, fi. Assim, temos
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9 Ty +1
ry° +1 o+ 1
—1y’ —y @y

—y+1 ¢

Repetimos o mesmo processo com —y + 1. Agora usando fy. Dai,

9 rzy +1
xy© +1 y+1
—ry* —y quiy
—y+1 q:—1
y+1
2

Como 2 ndo € divisivel por TL(f1) nem por TL(f3), seque que o resto € 2. Portanto,
vy 1 =ylzy + 1)+ (=1)(y+1) +2.

Exemplo 2.1.5. Vamos agora dividir f = 2?y+xy*>+y? por fi =xy—1 e fo = y*>—1, usando
também a ordem lex com x > y. Procedendo como no exemplo anterior, temos

2 2 2 |2y —1
vyt tyt ey
—xy2+x qr:r+y
Ty’ g
—ry’ +y

T+t +y

Note que nem TL(f1) nem TL(f2) dividem o TL(x + y*> +y) = x. Portanto x vai para o resto

v’y + xy® + g zg_ll
—zy’ + QiT+y
vyt + oty g

—ry’ +y
x+y2+y — T
y:+y

resto

Continuando a divisao, temos
—1
22y + xy? + o2 zg 1 resto
—zy’ + 1Tty
i+ r+y? gl
—zy* +y

Tty
r+y+1

]

Logo, o resto é v +y + 1 e temos,

Pyt +yi =@ +y)(ey-1)+1y° - +a+y+1
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Uma observacao importante a ser feita sobre o algoritmo da divisdo em K|z, ..., xz,]| é que
os quocientes e o resto, podem variar de acordo com a ordem que os polinémios f/s sao listados.
Por exemplo, para f = xy? — x temos:

vy’ —x = yley—1)+ 0> = 1)+ (—z+y)
= z(y* = 1)+ 0(zy — 1) + 0.

2.2 Ideais Monomiais e Lema de Dickson

Seja A C N". Chamamos o ideal I = (z*|a € A) C K|[z4,...,z,] de ideal monomial.
Exemplo 2.2.1. [ = (2*2, 2 3y* 2%¢y°) C K|x,y] € um ideal monomial.

Lema 2.2.2. Seja [ = (%]« € A) um ideal monomial. Entio um monémio x° pertence a I
se, e somente se, ° ¢ divisivel por ® para algum o € A.

Demonstracdo. Se z° é um muiiltiplo de 2 para algum « € A, entdo 2® € I por definicio de
ideal.
Reciprocamente, se 2 € I, entdo

— Zhixo‘(i), hi € Klxy,...,z,) e afi) € A.
i=1

Podemos escrever cada h;, como h; = ci;joP09) com ¢;; € K. Assim,

S S
2P = Z hixa(i) = Z (Z Ci,jxﬂi‘j> 200 = Z Ci,jxﬁi‘jxa(i).
i=1 i=1 \ j i
Como o lado esquerdo da igualdade ¢ um monoémio, o lado direito também deverd ser. Logo,

alguns termos da soma a direita irao se cancelar. Observe que cada termo da soma do lado
direito da igualdade ¢ divisivel por algum z%(i). Sendo assim, ” tem a mesma propriedade. [

Lema 2.2.3. Sejam [ = (%« € A) um ideal monomial e f € Klxy,...,x,]. Entdo as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) fel

(i) Todo termo de f estd em I

(11i) f é uma combinacdo K—linear de mondmios de I.

Demonstragao. As implicagoes (iii) = (it) = (i) e (i) = (i4i) sdo triviais. Falta entdo
mostrarmos que (i) = (4ii). Para isto, seja f € I. Da mesma forma com a qual escrevemos z”
no Lema 2.2.2, podemos escrever f, ou seja,

f= Zcmxﬁi’fxa(i) = Zcm (xﬂifﬁa(i)) , ¢ij € K.
2% 1,3
Como cada z%720) ¢ I concluimos que f é uma combinacdo K —linear de mondémios de [. [

Corolario 2.2.4. Dois ideats monomiais I e I sao os mesmos se, e somente se, eles contém
08 MESMOS MOoNoMLOS.
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Demonstragao. Obviamente, dois ideais iguais possuem os mesmos monémios. Por outro lado,
pelo Lema 2.2.3 segue que

f €l & f é uma combinagao K — linear de monomios de
& f é uma combinacio K — linear de monoémios de T

sfel
Portanto, [ = I. ]

Teorema 2.2.5 (Lema de Dickson). Sejam A C N" e [ = (z%|a € A) C Klxy,...,x,].
Entao I pode ser escrito na forma (20, ... %)) sendo a(1),...,a(s) € A. Em particular,
I tem uma base finita.

Demonstragcao. Vamos provar o resultado por indugao sobre o nimero de varidveis n. Sen =1,
entao
I={({allae ACN").
Seja o menor elemento em A C N". Entao f < « para todo a € A. Sendo assim, xf divide
todos os outros geradores 2, implicando que I = (z).
Vamos assumir agora que n > 1 e que o teorema seja verdadeiro para n — 1. Escrevemos as

varidveis como x1, ..., T, 1,y, de forma que os monémios em K[xq,...,x,] possam ser escritos
como z%y™, com o = (aq,...,0,-1) € N*em € N.
Suponhamos que I C K{[z1,...,2,_1,y] seja um ideal monomial. Considere o ideal

J = (2% x%y™ € I para algum m > 0).

Note que J é um ideal monomial em K[xy,...,z, 1] e por hipdtese de indugdo segue que
J = <xa(1)7 ’xa(s)>
Sendo assim, por definicao de J, para cada i = 1,...,s existe m; > 0 tal que 2*@y™ € I. Seja
M = mazx {my,...,mg}

e considere o ideal
Jp = <xﬁ\x5yk e,

para 0 < k < M — 1. Novamente por hipétese de inducao segue que
Ji = <xa’“(1), . ,:L‘O"“(S’“)>.
AFIRMACAO: I é gerado pelo seguinte conjunto de monémios:

W:{:Ba(j)yMHSjgs}u{a:a’“(i)yﬂOSkSM—le1§i§sk}.

Por construcao de J e cada Ji, temos que todos os elementos de W pertencem a I. Pelo
Lema 2.2.2 obtemos que todo monoémio de (W) também estd em [. Para vermos a outra
inclusao, tome 27y? € I. Se ¢ > M, entao por definicao de J temos que x7 € J. Logo, existe
r*0) € J, tal que 29)|27. Consequentemente, W) yM|27y9. Se por outro lado, 0 < ¢ < M —1,
entao 27 € J,. O que implica que existe ) ¢ J, de tal forma que 2|27, donde segue que
xaq(i)yqlﬁxq. Novamente do Lema 2.2.2, temos que cada monémio de I estd em (W). Portanto,
pelo Corolério 2.2.4 I = (W).

Para completar a prova, devemos mostrar que o conjunto finito de geradores pode ser obtido
a partir de um determinado conjunto de geradores do ideal. Voltando a escrever as varidveis
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como i, ...,T,, nosso ideal monomial serd I = (z*| o € A) C K[xy,...,x,]. Precisamos
mostrar que I é gerado por finitos z%’s, tais que a € A. Vimos no pardgrafo anterior que
I = (W . 2°6)) sendo 2°¢) monomios em I. Como 2%V € I = (2%|a € A), existe

a(i) € A, de tal forma que 2°®|2%®, Isso implica que
IC (z2M . @),
Claramente (z°1), ... 2%®)) C I. Portanto, I = (x°W), ... z%0)), O

Corolério 2.2.6. Seja > uma relacao em N" satisfazendo:

(i) = é uma ordenagao total sobre N".
(ii)) Se = 5 ey eN", entdo a4+~ > [+ 7.
Entao > é uma boa ordenacao se, e somente se, o > 0, para todo o € N™.

Demonstracdo. Supondo que > é uma boa ordenacao, chamemos de «g o menor elemento de
N”. E suficiente mostrar que o = 0. Observe que se oy < 0, entdo pela hipétese (ii) temos
que ap = 2ap. O que é impossivel, pois ag é o menor elemento de N”.

Para provar a reciproca, suponhamos que a > 0 para todo N” e seja A C N", nao vazio.
Precisamos mostrar que A tem um menor elemento. Se I = (z*|a € A) é um ideal monomial,
pelo Lema de Dickson existem a(1),...,a(s) € A tais que I = («(1),...,a(s)). Sem perda
de generalidade, podemos assumir que a(l) > ... > a(s). Afirmamos que a(l) é o menor
elemento de A. Para provar isto, tome o« € A. Entao a € I = (x"‘(l), ce ,xa(s)) e pelo Lema
2.2.2 2% é divisivel por algum ). Tsso significa que o = (i) + ~ para algum v € N". Entdo,
v = 0 e pela hipétese (ii) implica que

a=a(i)+v>=a(i)+0 > al).
Portanto, (1) é o menor elemento de A. O

Com o resultado deste corolario fica bastante simples verificarmos que a ordem lex, definida
na Secao 2.1 é de fato uma ordem monomial.

Proposicao 2.2.7. A ordem lex em N" é uma ordem monomial.

Demonstragao. Devemos verificar que a ordem lex satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Coroldrio
2.2.6 e que « =, 0 para todo a € N,

(i) Que >, 6 uma ordem total segue diretamente da defini¢ao e do fato que a ordem numérica
usual sobre N” ¢ total.

(ii) Se a >er B, entdo a primeira coordenada ndo nula, da esquerda para a direita, de o — 3,
digamos «; — f3;, é positiva. Note que

(a+7)—(B+7)=a—-0.

Assim, a coordenada nao nula mais & esquerda de (a++) — (S ++), continua sendo «; — f3;.
Portanto, a + v >z B+ 7.

Por fim, seja a = (a,...,a,) € N". Se todas as entradas de « sdo nulas, entdo a —0 =0 e
estd provado o resultado. Caso contrério, temos o — 0 = . Como todas as entradas nao nulas
de « estao em N, segue o resultado. O]



15

2.3 Base Finita de um Ideal em K|zy,...,z,]

Sabemos que se I C K[z] é um ideal, entao existe f € I tal que I = (f), ou seja, todo ideal
no anel polinomial de uma varidvel é finitamente gerado. Este resultado decorre do algoritmo
da divisao em Klz| que foi generalizado no Teorema 2.1.3 para o caso de um anel polinomial
com vdrias varidveis. Veremos a seguir que com este resultado, podemos garantir para um ideal

I C K[xq,...,z,], a existéncia de polinomios fi,..., fs tais que I = (f1,..., fs).
Fixada uma ordem monomial, podemos determinar o T'L( f), para qualquer f € K[xq,. .., z,]
nao nulo. Consideremos um ideal I C K|z, ...,x,] e o conjunto dado por

TL(I) = {cz®|3f € I\{0} com TL(f) = cax®}.

Seja (T'L(I)) o ideal gerado pelos elementos de T'L(I). Note que (T'L(I)) é igual ao ideal
monomial (ML(f)| f € I\{0}), e portanto ¢ também um ideal monomial. Ainda, pelo Lema
de Dickson podemos obter g1, ..., g; € I tais que (T'L(I)) = (T'L(¢1),...,TL(g;)). Observe que
(TL(g1), ... TL(90)) = (ML{g1), ... ML(q)).

Uma pergunta que poderiamos fazer é: Se um ideal [ possui um conjunto finito de ge-
radores, digamos I = (fi,...,fs), entdo (T'L(f1),...,TL(fs)) = (T'L(I))? A resposta ¢é
ndo. Por defini¢do, temos que TL(f;) € TL(I) C (TL(I)) e isso implica que a inclusdo
(T'L(f1),...,TL(fs)) € (T'L(I)) sempre ocorre. No entanto, (I'L(I)) pode ser estritamente
maior. Considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.1. Seja I = (2® — 2xy, 2%y — 2y*> + x) e a ordem monomial griex em K|z, y].
Dar,

1 = 2(2%y — 22y + 1) — y(2® — 22y)
de modo que x* € I. Dessa forma TL(x?) € (TL(I)), mas x* ¢ (23, 2%y), pois * nao € divisivel
por 3 = TL(f1) nem por x®y = TL(fs) (Lema 2.2.2).

Dizemos que um subconjunto G = {g,...,¢;} de um ideal I C K]xy,...,z,| nao nulo, é
uma base de Grdébner de I, quando temos (T'L(¢1), ..., TL(¢g)) = (TL(I)).

Proposigao 2.3.2. Seja I um ideal polinomial em Klzy,...,x,]. Dizer que G = {g1,...,9:}
¢ uma base de Grobner para I € equivalente a dizer que para todo f € I, TL(f) é multiplo de
algum TL(g;).

Demonstrag¢ao. Se dado f € I, TL(f) é miiltiplo de T'L(g;) para algum g; € G, pelo Lema 2.2.2
TL(f) € (TL(g1),...,TL(gs)). Logo, (TL(I)) C{(TL(g1),...,TL(gs)) e como a outra inclusdo
é trivial, concluimos que G é base de Groébner para 1.

Agora, suponha que G = {g1,...,9:} seja base de Grobner para I. Dado f € I, temos
que TL(f) = CL(f)ML(f) € (TL(g1),...,TL(gs)) = (ML(¢1),..., ML(gs)). Novamente
pelo Lema 2.2.2; temos que M L(f) é divisivel por algum M L(g;) e consequentemente T'L(f) é
divisivel por T'L(g;). O

Teorema 2.3.3 (Teorema das bases de Hilbert). Todo ideal I C K[xq,...,x,] tem um
conjunto finito de geradores, isto é, I = (f1,..., fs) para certos fi,..., fs € I.

Demonstragao. Se I = {0} entao tomamos {0} como conjunto gerador. Se I contém algum
polindmio nao nulo, entdao podemos construir um conjunto de geradores fi, ..., fs como segue.
Primeiro fixamos um ordem monomial para usar no algoritmo da divisdo e determinar os
termos lideres dos polinémios em I. Consideremos agora, o ideal (T'L(I)), que por ser um

ideal monomial, pelo Lema de Dickson possui um conjunto finito de geradores, isto é, existem
fi,.-., fs € I tais que (T'L(I)) = (ML(f1),..., ML(fs)). Vejamos que I = (f1,..., fs)-
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Como f; € I paratodoi=1,...,s, temos claramente que (fy,... fs) C I. Reciprocamente,
seja f € I um polinémio qualquer. Dividindo f por fi,..., fs temos a seguinte expressao

f=afi+ -+ fasfs+r

com 7 = 0 ou nenhum termo de r ¢é divisivel por T'L(f;) para todo i.
Suponha que r # 0. Entao,

r=f-qfi+ -+ fofs €l

Segue dai que TL(r) € (TL(I)) = (ML(fy),..., ML(fs)). Pela Proposi¢ao 2.3.2, concluimos
que T'L(r) é multiplo de algum TL(f;). O que contradiz a defini¢ao de resto da divisao.
Portanto, r =0e f = q1f1 + -+ ¢sfs. Mostrando que I C (fy,..., fs). H

Coroldrio 2.3.4. Fizada uma ordem monomial, temos que cada ideal I C Klxq,...,x,] tem
uma base de Gréibner. Além disso, cada base de Grébner de um ideal I € uma base de I.

Demonstracao. Consequéncia imediata da demonstragao do Teorema 2.3.3. O

Observacao 2.3.5. Uma outra consequéncia do Teorema 2.3.3 € a respeito de variedade afim,
que agora pode ser definida por um ideal e nao somente por um conjunto finito de polindémios.
Denotamos por V(I) o conjunto

V(I)={(a,...,a,) € A%| f(ai,...,a,) =0 para todo f € I}.

Mesmo que um ideal I diferente de zero, contenha infinitos polinémios diferentes, o conjunto
V(I) ainda pode ser definido por um conjunto finito de equagoes polinomiais.

Proposi¢ao 2.3.6. Seja I C Klzy,...,x,] um ideal. Entdo V(I) € uma variedade afim. Em
particular, se I = (f1,..., fs), temos V( Y=V (f1,. ., fs)

Demonstragao. Pelo Teorema das Bases de Hilbert 2.3.3, I = (f1,..., fs) para um conjunto
finito de geradores. Basta provarmos que V(I) = V(fi,..., fs). De fato, se (a an,) € V(I),
entdo f(ai,...,a,) = 0 para todo f € I. Segue dai que fi(ai,...,a,) para todo 1.

ar,
= O

Consequentemente V(I) C V(f1,..., fs). Por outro lado, tome (bl, o ,b Y EV(fi,..o fs) e

seja f € I. Como I = (f1,..., fs), segue que f =57 hif; com h; € K[x,...,,]. Entao,

f(by,....b Zh by, ... by)fi(by, ..., b Zh bi,....,by)-0=0.

Portanto, V(fi,..., fs) € V(I) e assim concluimos que V(I) = V(fi,..., fs), provando que
V(I) é uma variedade afim. O

Sendo assim, podemos estabelecer uma relacao entre ideais e variedades como mostra o
préximo teorema.

Teorema 2.3.7. Considere as aplicagoes:

Variedades afins L Ideais

Ideais —Y— Variedades afins

(i) Se Iy C Iy, entao V(1) 2 V(Iy). Do mesmo modo se Vi C Vi sdo variedades, entdo
I(V) 2 I(Va).
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(i) Para qualquer variedade V,
V(I(V))=V.

Consequentemente, temos que I é injetora.

Demonstragao. (i) Suponha que I; C I e tome a = (ay,...,a,) € V(I2). Entdo para todo
f € I, f(a) = 0. Como, I; C I, segue que g(a) = 0, para todo g € I, ou seja, a € V(I;).
Portanto, V' (I3) C V(I;). Suponha agora que Vi C V5 e tome f € I(V3). Por defini¢ao,
f(a) =0, para todo a € V5. Como V; C V5, segue que f(a) = 0, para todo b € Vi. Logo,
fel(Vh) e I(Va) € I(VA).

(ii) Dado b € V, temos que f(b) = 0, para cada f € I(V). Como b é qualquer, segue que
Vav(V))

]

Abaixo segue outra consequéncia bastante importante do Teorema das Bases de Hilbert.
Vimos anteriormente que o algoritmo da divisao em K[z, ..., x,] ndo nos garante unicidade
do resto. Veremos a seguir que ao dividirmos por uma base de Grébner esta situacao muda.

Proposicao 2.3.8. Sejam I C K|zy,...,x,] um ideal e G = {g1, ..., gs} uma base de Griobner
para I. Entdo dado f € K|xy,...,x,)], existe um dnico r € K|xy,...,x,| com as duas proprie-
dades a sequir:

a) Our =0 ou nenhum termo de r € divisivel por qualquer dos TL(g;), para cada i.

b) Existe g € I tal que f =g+ r.

Em particular, r € o resto da divisao de f pelos elementos de G, nao importando a maneira
como os elementos de G estao listados no algoritmo da divisdo.

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao podemos escrever f = ¢191 + ...+ qs9s + 7, com 1
satisfazendo a condic¢ao a). Para satisfazer a condi¢ao b), basta tomarmos g = ¢1g1+. . . +¢sgs €
I. Temos assim, provada a existéncia de r. Para mostramos a unicidade, suponha que

f =g +r = h + 1o
com g, h,ry e ry satisfazendo a) e b). isso implica que 1y —ro = h — g € I. Logo, 11 —ry = 0.
Caso contrario, terfamos T'L(ry — re) € (T'L(I)) = (T'L(¢1),...,TL(gs)), ou seja T'L(ry — 13)
seria divisivel por algum T'L(g;). Mas isso ndo pode ocorrer, uma vez que nenhum dos termos
de r1 e ry sdo divisiveis por nenhum dos T'L(g,), ..., TL(gs). Portanto r; = rs. ]

Observacao 2.3.9. A Proposicao 2.53.8 nos garante somente a unicidade do resto da divisao.
Note que os quocientes q¢.s ainda podem variar de acordo com a ordem que os elementos de G
sao listados no algoritmo da divisao.

Com este resultado podemos agora determinar quando um dado polinémio f pertence ou
nao a um ideal [.

Corolario 2.3.10. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grébner para o ideal I C Klxy, ..., x,]
e seja f € K[zy,...,x,]. Entao f € I se, e somente se, o resto da divisio de f por G € zero.

Demonstrag¢ao. Claramente se o resto é zero, temos f € K|xy,...,x,]. Reciprocamente, supo-
nha que f € I. Entao,

=g com g € K[zy,... 2,

i=1
por definicao de ideal gerado. Desta forma, r = 0 ¢ tal que f =Y., ¢;g; + 0. Satisfazendo as
duas propriedades da Proposicao 2.3.8. Portanto o resto da de divisao de f por G é zero. [
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2.4 Algoritmo de Buchberger

Vimos que todo ideal em K|xy,...,z,| possui uma base de Grébner. O teorema seguinte,
apresenta um algoritmo para a construcao de uma base de Grébner para um ideal, a partir
de um conjunto finito de geradores. Sejam f,g € Klz1,...,x,] polindmios nao nulos e bz®
e cx?, os termos lideres de f e g, respectivamente. Para cada i € {1,...,n}, consideremos
vi = max(a;, 5;) e v = (71,-..,7) € N*. O S-polindémio de f e g é a combinagio

x7 x7
S(f,g9) = —f——g.
(f9) =3 of~ 359
Denotaremos por TF o resto da divisao de f por uma s—upla ordenada F' = (f1,..., fs).

Teorema 2.4.1. Seja I = (f1,..., fs) # {0} um ideal polinomial. Entdo uma base de Gribner
de I pode ser construida em um nidmero finito de passos pelo algoritmo a sequir:

Entrada: F=(f1,..., fs)
Saida: uma base de Grébner G : (¢, ...,¢;) para I, com F C G

G =F
Repita
G =G
Para cada par {p,q}, p # Q em G’ Faga
G
r:=5(p,q)
Se r # 0 Entao G := G U {r}
Até G =G
Retorne G
Demonstragao. Ver (8], p.91). O

Exemplo 2.4.2. Considere o anel Qlx,y] com a ordem grlez e
I={f,f) = <m3 — 2y, 22y — 2y% + a:> ,
entio F = {x® — 2zy, 2%y — 2y? + x}. Calculando o S-polinémio de fi e fo temos:
S(f1, fo) = y(a® — 22y) — 2(2®y — 29> + 2) = —2°
S(hifo) = a2 #0.
Entio f3:= —x* e F :={f1, fo, f3} = {2® — 22y, 2%y — 2y + x, —2*} Agora,

S(fi, f2)=1fs
S(ho f2) =0

S(f1, f3) = 2° — 2zy + 2(—2%) = —2xy
S(fi fs) = —2ay #0.

Entao f4 = _QIy e = {fla f?y f37f4} = {I3 - 2[Ey,$2y - 2y2 + z, —$27 —QI'y}
Seque que,

S(fi ) =S(h, fs) =0
S(fh f4> - 2y(x3 - Qxy) = $2(—2Iy) = —21;y2 = —yf4.
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Assim,

S f), =0

Prosseguindo com o algoritmo, temos

S(fa f3) = 2y = 20"+ +y(—a®) = ~2° + 2
S(far fa) =22 + 3 £0.

DGZ’, f5 = —2y2+$ el = {fh f27 f3a f47 f5} - {xS - 21’y, ny - 2y2 + x, _$27 _21‘y7 _2y2 + CC}
Conferindo os restos dos S-polinémios, obtemos:

S(fi, f5) = v*(z® — 2zy) + %x3(—2y2 +1x)= %x4 — 2y
= Jeh+ W - 50
S(fo, f3) = fs

S(fo, f1) = 2%y — 2>+ + %:c(—Qxy) =2 +x=f;

S(fa, f5) = y(ay — 2° +2) + %:EQ(—Qy2 +x)= %xS —2y° + 2y
= —%xf:s +yfs

Sfs, f2) = (=) + 5a(~22y) = 0

S(fs. f5) = —y*(=2%) + l511’2(—2y2 + 1) = %x3

2
1
= —§$f3
1 1 ) 1,
S(fa, f5) = —§y(—2xy) + 5(—2?; +1) = 5%
1
= —§f3.

Logo,

S(f1, f5)F = S(f27f3)F = S(f2,f4)F = S(fz,fs)F = S(fs, f4)F = S(fs, f5)F = S(fa, f5)F = 0.
Portanto, F = {f1, f2, f3, [1, [5s} € base de Grébner para I.

Lema 2.4.3. Seja G uma base de Gréibner de [ C Klxy,...,x,]. Sejap € G um polindmio tal
que TL(p) € (TL(G\{p})). Entdo, G\{p} € também uma base de Grébner para I.

Demonstra¢ao. Sabemos que (TL(G)) = (TL(I)). Se TL(p) € (T'L(\{p})), entdo temos
(TL(GQ)) = (TL(g\{p})). Logo, G\{p} também é uma base de Grébner de /. O

Sejam G e I como no Lema 2.4.3. Removendo de G qualquer polinémio p tal que T'L(p) €
(TL(G\{p})), obtemos uma nova base de Grébner G’ para I. Fazendo um ajuste nos coeficientes
lideres do elementos dessa base, de forma a deixa-los todos iguais a um, obtemos uma base que
denominamos base de Grdbner minimal.

Se G ¢é uma base de Gribner para o ideal I, tal que para todo p € G, CL(p) = 1 e nenhum
monomio de p pertence a (T'L(G\{p})), chamamos G de base de Grébner reduzida para I.
E possivel, a partir de uma base de Grobner qualquer de um ideal, construirmos uma base de
Grobner reduzida. Este é o resultado do préximo teorema.
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Teorema 2.4.4. Seja I # {0} um ideal polinomial. Entéo, para uma dada ordenagdo mono-
mial, I possui uma iunica base de Gribner reduzida.

Demonstracao. Seja G = {gi,...,gs} uma base minimal para o ideal polinomial I. Se g € G
é tal que nenhum de seus monomios pertencem a (T'L(G\{g}), dizemos que g é reduzido
em (G. Observe que se G’ é outra base de Grobner minimal para I, com g € G’', entao
(TL(G")) = (TL(Q)) e consequentemente (I'L(G'\{g})) = (TL(G\{g})). Isso significa que
se g é reduzido em G, entdo também o é em G’. Com esta observacdo em mente, vamos
seguir com a demonstracao do teorema, reduzindo todos os elementos nao reduzidos de G.
Suponhamos que ¢; € GG nao seja reduzido em G.

AFIRMACAO: Fazendo hy = g7M9t} e considerando Gy = (G\{g1}) U {h1}, temos que Gy é
uma base de Grébner minimal para [ e hy é reduzido em G;.

Com efeito, por definicdo de base de Grébner minimal, temos que T'L(g;) nao é divisivel por
qualquer elemento de G\{¢1}, e dai T'L(g,) vai para o resto, implicando que T'L(hy) = T'L(g1).
Como Gy = {hy,92,...,9s}, segue que G; C I e TL(G,) = TL(G). Portanto, G; é uma base
de Grobner minima para I. Agora, hy é reduzido em Gy, pois é o resto da divisao de g; pelos
elementos de G\{¢1 }.

Realizando o mesmo processo com g, obtemos Gy = {hy,hs,93,...,9s} que é base de
Grobner minimal para I. Pela observagao feita no inicio da demonstracao, segue que h; é
reduzido em (.

Prosseguindo desta maneira com todos os elementos de G, conseguimos uma base de Grobner
reduzida para I como queriamos.

Para provar a unicidade, suponha que G = {g1,...,9s} ¢ H = {h1,...,h} sejam bases
de Grobner reduzidas para I. Em particular, essas bases sao de Grobner minimas e ainda
(TL(G)) = (TL(1)) = (TL(H)).

AFIRMACAO: TL(G) = TL(H).

De fato, dado TL(g;) € TL(G), segue que TL(g1) € (T'L(H)), e pela Proposi¢ao 2.3.2
TL(h;)|TL(g1) para algum j. Do mesmo modo, TL(h;) € (T'L(G)) e TL(g;)|TL(h;) para
algum 4. Logo, T'L(g;)|TL(g1), o que pela minimalidade de G implica que i = 1 e TL(g1) =
TL(h;). Continuando dessa forma, concluimos que TL(G) C TL(H). Fazendo o mesmo com os
elementos de T'L(H), obtemos a outra inclusdo. Provando a igualdade desejada. Da igualdade
provada na tltima afirmacao e do fato de G e H serem bases minimais, temos que G e H
possuem o mesmo numeros de elementos. Com isso, dado g € G. Entao existe h € H tal que
TL(g) = TL(h). Mostraremos que g = h. Para isso, considere ¢ — h € I. Como g é base de

Grobner de I, segue do Coroldrio 2.3.10 que g — R = 0. Como TL(g) = TL(h), este termos se
cancelam e os termos restantes nao sdo divisiveis por nenhum elemento de TL(G) = TL(H),

pois G e H sao reduzidas. Assim, g — R = g — h e portanto ¢ — h = 0, completando a
demonstracao. O]



CAPITULO 3

MODULOS FINITAMENTE GERADOS E
ALGUMAS PROPRIEDADES

Neste capitulo apresentaremos um pouco da teoria de A—mddulos. Em especial, na segunda
secao serd mostrado um resultado sobre matrizes que serda de fundamental importancia na
conclusao dos resultados do tltimo capitulo deste trabalho. Aqui serao apresentados somente
alguns resultados sobre o assunto. Caso o leitor tenha interesse em saber mais, pode consultar
a principal referéncia utilizada neste capitulo que foi [9].

3.1 A-moédulos

Seja A um anel comutativo com unidade. Um grupo abeliano aditivo (M, +) dotado de multi-
plicacao escalar

AxM — M
(a,m) — am

é dito um A-médulo se satisfaz os seguintes axiomas para todos a;,as € A e todos my, ms €

Sea € Aem € M, escrevemos também am para denotar o elemento a - m. Considerando
o A-médulo M, dizemos que um subgrupo N de M é um A-submédulo se a multiplicacao
escalar de M preserva N, ou seja, se an € N, para todo a € A e para todo n € N. Observe
que se A é um corpo entao a nocao de A-mdédulo coincide com a de A-espaco vetorial. Veremos
a seguir que muitos dos objetos definidos dentro do estudo de A-médulo sao andlogos aos que
conhecemos de algebra linear.

Sejam M um A-médulo e ¢t € N. Sejam myq, ..., m; elementos de M. O subconjunto N de
M definido por

N=Ami+ -+ Amy = {aymy + - - - + aymy| a; € A}

21
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é claramente um A-moédulo de M e é chamado de submédulo gerado por mq,...,m;. O
modulo M é dito finitamente gerado quando existe um niimero finito de elementos mq, - -+, my
de M tais que

M = Amy + -+ Am,.

Neste caso dizemos que {my,--- ,m;} é um conjunto de geradores de M.

O médulo M é dito ciclico se pode ser gerado por um elemento, isto ¢, se M = Am, para
algum m € M.

Se para todo 1 < j <t

t
Zajmj:Oéaj:(), com a; € A
j=1

entdo, {my,---,m;} é dito A-linearmente independente. No caso em que M é finitamente
gerado por um conjunto de geradores A-linearmente independentes, ou equivalentemente, se
o médulo M é isomorfo a A!, dizemos que M ¢ livre. Esta é equivaléncia, pode ser vista,
considerando o homomorfismo

g: At — M

(a1,...,a;) — Z(aimi).

O conjunto {my,--- ,m;} satisfazendo estas condigbes é dita uma base para o mddulo livre
M. Observe que M = Amy @ --- ® Am,. Esta notacao significa que cada elemento m € M é
escrito de forma unica como uma combinacao A-linear de mq, ..., m;.

Exemplo 3.1.1. Seja t um inteiro positivo e considere o sequinte conjunto

At:{(al,...,at)|a,~ EA}

Definindo a operacao de adicdo coordenada a coordenada:

(ay,...,a;) + (dy,...,a}) :== (a1 +dl,...,a; + a}),

e a multiplicagao escalar da sequinte maneira

a(ay,...,a;) = (aay,...,aaq;),
temos que A é um A-mddulo. Mais que isso, considerando e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...0,1),
podemos ver que {ei1,...,e;} formam uma base para o A-mddulo A', chamada comumente de

base candnica de A,
Exemplo 3.1.2. Seja M um A—mddulo e seja I um ideal do anel A. Entdo
IM = {Zajgj|n eNa;€1, g9, € M, para todoj}
j=1
€ um A—submddulo de M.

Proposicao 3.1.3. Seja A um anel com unidade e seja M um A-mddulo livre finitamente
gerado. Entao, todas as bases de M possuem o mesmo nimero de elementos.
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Demonstracao. Seja {my,...,m;} uma base de A-mddulo M. Seja I um ideal maximal de A e
considere a aplicacao

o: M —(A/I) x ... x (A/I])
(aymy + ...+ aymy) —(ay, ..., ar)

 é um homomorfismo sobrejetor de grupos aditivos, pois

e((aymy + ...+ agmy) + (bymy + ...+ bymy)) =p((a1 + by)mq + ... + (ag + by)my)
(a1 + by, .., a + by)
=(@,....a) + (bi,...,b;)
=p(aymy + ...+ agmy) + @(bymy + ... + bymy).

Logo ¢ é um homomorfismo. A sobrejetividade é 6bvia.

AFIRMACAO: ker(p) = IM = {22:1 ajgiln € Nya; € I,g9; € M, para todo j}. De fato,

dado m € ker(y), entdo existem ay,...,a; € A tais que
m=am;+...aomy e @©(m)=(0,...,0)
Assim,
a;=0,...,a;, =0= a; € I, para todoj = 1,...,1
Logo, m € IM.

Por outro lado, seja Z?Zl a;g; € IM. Entao, para cada j, temos

gj = a;imi + ...+ ajmy, com aj; € A.

() (B ) A2 )

Como [ é um ideal, segue que jaj; € I, para todo i e para todo j. Logo, a;a;; = 0, para todo
1 e para todo j. Portanto,

Assim,

Z a;g; € keryp,

j=1
completando assim a prova da afirmacao.
Pela afirmacao, sabemos que

M/IM =~ (A/I) x ... x (A]I). (3.1)

-

TV
t vezes

Sendo A/I um corpo, M/IM tem uma estrutura de A/I-esp.vetorial dada por

(a+I)(m+IM):=am+ IM.



24

E assim, é imediato que o isomorfismo em (3.1) é um isomorfismo de espacos vetoriais.
Portanto, M/IM ¢é um A/I—esp. vetorial de dimensdo ¢.
Se M possui outra base com n elementos, argumentando da mesma forma concluimos que
M /IM tem dimensao n como A/I-esp. vetorial. Pela propriedade de bases de espagos vetoriais
segue que t = n.
O]

3.2 Homomorfismo entre Mddulos

Nesta secdo, A sempre estard representando um anel. Nos casos em que isso ndo ocorrer
especificaremos.

Sejam M e M’ dois A-médulos. Uma aplicacao f : M — M’ é um homomorfismo de A-
médulos ou um A-homomorfismo se para todo a € A e para todo m € M, f(am) = af(m),
e além disso f é um homomorfismo de grupos aditivos, isto é,

f(my +mg) = f(m1) + f(m2), para quaisquer m;,mo € M.

Podemos também dizer que f é A-linear, ou que f é um operador A-linear. Se um homo-
morfismo de A-médulos é bijetivo, entao o chamamos de isomorfismo de A-médulos.

Observe que a defini¢ao de homomorfismo de A-mdédulos é andloga a definicao de trans-
formacao linear entre espagos vetoriais. E como em dlgebra linear, podemos representar uma
aplicacao A-linear entre modulos finitamente gerados por uma matriz.

Sejam N um A-médulo finitamente gerado, M um A-mdédulo livre finitamente gerado e
f: N — M uma aplicacdo A-linear. Considere 8 = {v1,...,v,} o conjunto ordenado de
geradores de N e v = {wy, ..., w,,} uma base ordenada de M. Podemos representar f por uma
matriz m X n da seguinte maneira: escrevemos para cada j € {1,...,n}

m
f(v;) = Z a;;w;, com a;; € A.
i=1
Dizemos que a matriz M = (a;;) representa a aplicacao f em relagdo a J e 7. Note que a
matriz da aplicacao f depende do conjunto de geradores de N e da base de M.
A seguir faremos algumas consideracoes a respeito de operacoes elementares sobre linhas
e colunas de uma matriz. Veremos que se f, M, N,3,v e M sao como acima, entao realizar
operacoes elementares sobre as linhas e colunas da matriz M corresponde a mudancas em [ e
.
Chamamos operagdes elementares sobre as linhas (ou colunas) de M as seguintes opera-
¢oes:

1. Permutacao de duas linhas (respectivamente de duas colunas);

2. Substitui¢do de uma linha (respectivamente de uma coluna) pela soma desta linha com um
miultiplo de uma outra linha (respectivamente pela soma desta coluna com um muiiltiplo
de uma outra coluna);

3. Multiplicacao de uma linha ou coluna por um elemento invertivel.

Se A é uma matriz nxn que foi obtida da matriz identidade I,, aplicando-se uma, e somente uma,
operacao elementar, entao A é dita matriz elementar. Toda matriz elementar é invertivel e
sua inversa também é uma matriz elementar.

Vejamos através de alguns exemplos que se B é uma matriz obtida da matriz M por meio
de um operacao elementar sobre suas colunas ou linhas, entao B = MFE ou B = EM, sendo E
a matriz elementar n X n ou m X m, obtida aplicando-se & matriz identidade a mesma operacao
que deu origem a B.
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Exemplo 3.2.1. 1. Permutagao de linhas ou colunas.
Vamos denotar por Ej ;11 € EbI s matrizes elementares obtidas trocando-se a linha k

com a linha k + 1 de I, e respectivamente a coluna [ com a coluna | + 1 de I,,. Dessa

forma,

1 0 07
01
1
Eijer = 0 1 — k
1 0 — k+1
S
L0 0 1|
e
[ 1+1
i1
1 0 . 0]
0 1
EhiA — - .
0 1
1 0
0
0 0 1

Assim, tomando M = (a;;), temos que B = (b;;) = B aM e C = (¢;j) = ME"! sio
dadas, respectivamente, por

ag+1y; sei =k aij+1) sej=1
bl] = a(i_l)j sei=k +1 € Cij = ai(j_l) se j =1 +1
ai;  caso contrdrio aj;  caso contrdario

2. Substituicao de linha ou coluna.
Substituindo a k-ésima linha da matriz I,,, pela soma da linha k com « vezes a linha
k+1, obtemos a matriz elementar que serd denotada por Ej j41(a). Realizando a mesma
operacio elementar nas colunas da matriz I, obtemos a matriz, denotada por EVF ().
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Temos que
(1 0 0]
01
Ek,k+1: 1 « — k
0
| 0 0 1
e
[ 1+1
U
1 0 . 0]
0 1
El,lJrl:
1 0
a 1
0
10 0 1]

Seque que F' = (fi;) = Eppr1(@)M e G = (g;;) = ME; ;11 sao, respectivamente, como

f" . Q5 -+ Qa+1); Se€ 1=k e gij = Qg5 + Ah;(j41) Se ] =
“J oy caso contrdrio * a;j caso contrdrio

3. Multiplicagao de uma linha ou coluna por um elemento invertivel.
Ao multiplicarmos a linha k da matriz I,,, e a coluna | da matriz I,,, obtemos as matrizes
elementares que serdo denotadas, respectivamente, por Ey(a) e E'(a). Desta forma,

100 . . . . 0]
0
1
Ey(o) = a — k
1
-
L0 0 1]
e
l
!
10 : 0]
0
E'(a) = !
(0]
1
-
0 0 1
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e assim H = (hij) = Ex()M e N = (n;;) = ME'(«a) sdo, respectivamente, da sequinte
forma

aa;; set =k aa;; sej =1
hij = € nl-j =

a;j  caso contrdrio a;;  caso contrdrio

A partir dos exemplos acima, podemos observar que dada uma matriz M, m X n, com
entradas em A, ao realizarmos sobre suas linhas e colunas uma sucessao finita de operacoes
elementares, estamos transformando M numa matriz B = QMP. Quando obtemos uma
matriz B dessa maneira, dizemos que B e M sdo matrizes equivalentes e denotamos B ~ M.
Observe que () e P sao matrizes invertiveis, pois sao resultado de uma sequéncia finita de
produtos de matrizes elementares, que sao invertiveis. Portanto, se duas matrizes N' e M sao
tais que N/ ~ M, entdo existem matrizes invertiveis Q e P de forma que N' = QMP. Com
essa igualdade nao ¢é dificil provar que a relacdo ~ é uma relagao de equivaléncia, ou seja, as
afirmacoes

o M~ M
e NaM=N~M

e NaMeM~P=>N=P

sao satisfeitas.

Sejam f : N — M uma aplicacao A-linear entre os A-moédulos N e M, sendo N fi-
nitamente gerado pelo conjunto ordenado f = {vy,...,v,} e M livre, com base ordenada
v =Awy,...,wy}. Seja M a matriz correspondente a f em relagdo a e . Se permutamos a
19-ésima linha de M com a 7;-ésima linha obtemos uma nova matriz que representa a mesma
aplicagdo f, mas com relagdo a e 7. = {wy,...,w},...,w} ..., Wy}, sendo w) = w; e
w;, = wi,. Da mesma forma, permutando a coluna j, de M com a coluna j;, a matriz obtida

representa f com relacao a f§; = {vl, N ,vn} ey, com v = vj e v; = Vj,.

Se substituimos a ig-ésima linha de M por

(linha i) + A(linha 1) com \ € A,

. . - - ,
a matriz obtida representa f em relacdo a [ e Y., = {wl, ey Wigy e W,

w;, — Aw;,. De modo semelhante, se substituimos a coluna j, de M por

A
...,wm}7 com w; =

(coluna jo) + A(coluna j;) com A € A,

: X _ /
obtemos uma nova matriz representando f em relacao a [, = {vl, ey Uy e

/ f— . .
Vi = Vg, + AV

Uiy e ,vn} com
Com todas essas consideragoes, podemos continuar com o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2. Sejam m > 1 en > 1 dois inteiros. Seja (D, ) um dominio euclidiano e
seja M = (ajj)mxn, uma matriz com entradas em D. Entdo, através de uma sucessio finita
de operagoes elementares em suas linhas e colunas, a matriz M = (a;;) pode ser transformada
numa matriz diagonal da forma



28

0 0

com 0 < r < min{m,n}, A1, Aa, ..., A\ pertencentes a D\{0} e \; dividindo \j+1, para cada
j=12,...,r—=1. Em particular, para toda matriz M com entradas num dominio euclidiano
existem matrizes U = (u;;) e Q = (gi;) invertiveis de ordens m e n respectivamente, tais que

B =UMQ.

Demonstragdo. Se M = (a;j) ou M é nula, ndo temos nada o que fazer. Dessa forma, consi-
deremos uma matriz M = (a;;), com m > 1 ou n > 1. Definimos

p(M) = min {p(ai;)| ai; # 0}
e t o inteiro ¢ := t(M) dado por
t:=min{eWN)|N ~ M}.

A demonstracao para o caso geral é algoritmica. Sendo assim, mostraremos inicialmente como
obter uma matriz N' &~ M tal que ¢(N) = t. Primeiro, permutamos as linhas e colunas de M
de forma a colocar a entrada a;,j, tal que ¢(a;;) = ¢(M), na posicao (1,1). Obtendo assim,
a matriz My = (b;;) tal que

My = M e p(bin) = p(M).

Depois consideramos os seguintes conjuntos:

Ji=1{j = 2|by; # 0},
Jy ={j = 2[bi; = 0},
I = {i > 2| by # 0},
I = {i > 2| b — 0}

Pra cada j € Ji, fazemos a divisao euclidiana de b,; por bi;:
bi; = qjbir +1; com r; =0 ou (1) < ¢(b11),
e substituimos a j-ésima coluna de M por
(j-ésima coluna) — ¢; - (primeira coluna).

Para cada j € J,, deixamos a j—ésima coluna inalterada. Note que a primeira coluna de M;
nao foi alterada. Assim, de maneira andloga a feita com as colunas de M, para cada ¢ € I;
fazemos a divisao euclidiana de b;; por byy:

bir = ¢iby1 + 7l com 7, = 0 ou (1)) < p(b11),
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e substituimos a i-ésima linha da matriz obtida no passo anterior por
(i-ésima linha) — ¢; - (primeira linha).

Chamaremos a matriz obtida apés essas duas etapas de N7 = (¢;;). Observe que MV; = M e
©(N7) < p(M). Realizando essas duas etapas, agora com N7, obtemos um matriz Ny ~ N; com
©(N3) < o(N7). Prosseguindo desta maneira, conseguimos uma sequéncia de matrizes N; ~ M
tais que a sequéncia de nimeros naturais p(/N;) seja decrescente. Como sequéncias decrescentes
de niimeros naturais sao estaciondrias, depois de um nimero finito de passos conseguimos uma
matriz N = M tal que p(N) = t(M).

Consideremos N como determinada acima. Permutando linhas e colunas em N, podemos
colocar a entrada de menor p—valor na posigao (1,1), ou seja obtemos uma matriz N’y = (d;;)
tal que

Ny =N e p(din) = pN).

AFTRMACAO 1. Existe uma matriz £ = (e;;) tal que
L %./\/’/1, €11 = du e ey = 07 para tOdOj Z 2.

DEMONSTRACAO DA AFIRMACAO 1: Sejam J1 e J} definidos, respectivamente, de maneira
andloga a feita para .J; e Jo, mas agora com os elementos de N’;. Realizando em N’ a primeira
etapa do processo mostrado acima para obten¢io de N, conseguimos L := (e;;) ~ N’} tal que
as unicas possiveis entradas ndo nulas de sua primeira linha sdo e;; = dy; e os r;’s com j € Jj.
Observamos, no entanto, que r; = 0 para cada j € J{. De fato, se existir j € J] com r; # 0,
entdo terfamos £~ M e o(L) < ¢(r;) < p(di1) =t, o que é absurdo pela defini¢ao de t.

AFIRMACAO 2. Existe uma matriz C = (fi;) tal que C = L, f11 = e,

fir 0 ... 0

A (3.2)
—| et _

0
sendo A uma matriz (m — 1) X (n — 1) e fi; divide cada entrada da submatriz A.

DEMONSTRACAO DA AFIRMACAO 2: Sejam I e I, definidos, respectivamente, andlogos
a I; e I, mas com os elementos de L. Realizando em £ a segunda etapa do processo mostrado
acima para obten¢ao da matriz N, obtemos uma matriz C := (f;;) ~ L tal que sua primeira
linha é igual a primeira linha de £ e tal que as tnicas possiveis entradas nao nulas de sua
primeira coluna sao fi; = ej; e os r.’s com ¢ € I{. De novo, em virtude da defini¢do de ¢,
podemos garantir que r; = 0 para cada ¢ € I{. Assim, nossa matriz C satisfaz a condigao 3.2.

Vamos agora verificar que f1; divide cada entrada da submatriz A. Suponhamos por absurdo
que existam k > 2 e [ > 2 tais que f1; nao divida f;;. Fazemos a divisao euclidiana de f;; por
f 11+

fru=qfi1+mr, comr#£0epr)<e(fii),

e substituimos a primeira linha de C por
(primeira linha de C)+(k-ésima linha de C).

Nesta nova matriz C obtida depois da substituicdo da primeira linha de C descrita acima,
substituimos a sua [—ésima coluna por
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(I-ésima coluna de C) — ¢-(primeira coluna de C).

Desta maneira, obtemos uma matriz N/ ~ C ~ M cuja entrada da primeira linha e [—ésima
coluna é igual a r, logo uma matriz tal que p(N’) < ¢(r) < ¢(f11) < t, 0 que é impossivel pela
definicao de t. Isto termina a prova da Afirmacao 2.

Agora podemos terminar a demonstra¢ao do teorema aplicando indugao sobre min{m,n}.
Faca p := min{m,n}. Se p =m = 1, entao usando a Afirmacao 1 o teorema fica provado. Se
p = n = 1 utilizamos a Afirmacao 2, e temos também neste caso o resultado desejado. Suponha
por indu¢do que o teorema vale pra uma matriz (m — 1) x (n — 1). Entdo pela Afirmagdo 2 e
pela hipétese de inducao, existe uma matriz A’ =~ A, sendo A obtida em 3.2 e A" da forma:

A2

com Ag, ..., A\ € D\{0} e \; dividindo A;14, para cada j.

Evidentemente temos

fir 0 ... 0 fiu 0 ... 0
0 0

C= ~ )

A : A’
0 0
e logo,
fin
A2

0 0

Como f1; divide cada entrada de A, entao fi; divide cada entrada de A’, pois as entradas de A’
sao multiplos somas de multiplos de entradas de A. Portanto fi; divide Ay e a demonstracao
estd completa tomando A\ := fi;. O

Corolério 3.2.3. Seja D um dominio euclidiano. Sejam M, N dois D-mddulos livres finita-
mente gerados e f: N — M um D-homomorfismo. Entdo, existe uma base f = {vy,...,v,}
de N e uma base v = {wy, ..., wy,} de M tais que a matriz que representa f em relagdo a estas
bases € da forma
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0 0

com 0 < r < min{m,n}, \1, Ag, ..., A\ pertencentes a D\{0} e \; dividindo \j+1, para cada
j=1,2,. .. ,r—1.

Demonstracao. Sejam ' e 4" as bases ordenadas de NV e M, respectivamente. Se M = (a;;) é
a matriz que representa f em relacdo a 3’ e 7/, entao pelo Teorema 3.2.2 podemos transformar
M = (a;;) numa matriz da forma

A1
A2

com 0 < r < min{m,n}, A1, Ag,..., A, pertencentes a D\{0} e \; dividindo A1, para cada

7=12,...,r—1. E como vimos nas consideracoes feitas antes do Teorema 3.2.2, essa sequéncia
finita de operacgoes elementares vao transformar ' e 7/, respectivamente, em [ e v como
m

desejado.



CAPITULO 4
IDEAL TORICO

Neste capitulo estudaremos algumas caracteristicas dos ideais toricos. Veremos, com o auxilio
da teoria de dlgebra linear e bases de Grobner que esses ideais, sao ideais primos e também
binomiais. A escrita deste capitulo foi baseada nas referéncias [10] e [5], exceto as duas primeiras
defini¢oes, que podem ser encontradas em [11].

4.1 Geradores do Ideal Térico e o niicleo de um
Z-homomorfismo

Seja A um anel comutativo com unidade. Um anel R é dito ser uma A-&dlgebra (ou dlgebra
sobre A), se satisfaz o seguinte:

a) (R,+) ¢ um A—modulo
b) a(rirs) = (ary)ry = ri(arz) para todo a € A e ry,rs € R;

Um homomorfismo de A-dlgebras, f : R — R’ é um homomorfismo de anéis que é
também um homomorfismo de A—mddulos.

Fixe uma matriz A = (a;;)mxn, com entradas inteiras nao negativas a;; e colunas nao nulas.
Considere o homomorfismo de grupos ¢ : Z™ — Z™ determinado pela matriz A. Ou seja, dado

v=(v1,...,0,) € Z", temos Y(v) = viay+- - -+ vpa, € Z™, sendo a; = (aj, ..., any;) a j-ésima
o . A . . aq Am i

coluna da matriz A. Identificamos cada coluna a; de A com um monémio t% = ;"7 - ... -y,
Sejam Klzy,...,x,] e K[t1,...,t,] dois anéis polinomiais sobre K, e ¢ o homomorfismo

graduado de K-édlgebras,

Klzy,...,z,) — Klt1,...,ty], induzido por ¢(x;) = t%.

Os anéis polinomiais sdo graduados por deg(t;) = 1 para todo i e deg(x;) = deg(t%) = ay; +
-+ + apm;, para todo j. Para simplificar nota¢ao, denotaremos esta graduagao pelo vetor 7 =

(71,...,7T,), ou seja, cada entrada 7; = deg(x;) = ai; + -+ + ay;. Observe que com esta
graduacao, se & = (aq, ..., ;) € N” e consideramos o seu monémio correspondente x®, temos
que

deg(z®) = (T, a).

Sendo (-, -) o produto interno usual em R".
O nicleo de ¢ é denotado por I4 é chamado de ideal térico associado a A. Note que [ 4 é
um ideal primo, pois K[z, ..., x,]/I4 ~ Im(¢), que é um dominio de integridade.

32
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Lema 4.1.1. Os homomorfismos ¢ e 1 estao intimamente ligados, ou seja, dado
a=(ag,...,a,) €N

e considerando seu mondmio correspondente & = - ... - 1%, temos que ¢(x®) = t¥(@),

n ’

Consequentemente, g = 2 — x” pertence a 14 = ker(¢) se, e somente se, a — 3 pertence ao

ker(1).

Demonstracao. Temos que

¢(z?) = oatt ... ay)
= @)™ .- ()

= (t")* . (g0)
_ tlz?=1 ey %?:1 &) Amy (4.1)
Por outro lado,
@Z)(Oé) = a0 4. A Gy, = (Z O{jaljv cee Z Oé]am]) (42)
j=1 J=1

Por definicdo de mondmios e pelas equagdes (4.1) e (4.2), temos ¢(z%) = t¥().
Por outro lado,

=2 el & ¢a*—2")=0
(

to et
<

Os polinémios da forma z® — z? sdo chamados de binémios.

Lema 4.1.2. Seja K um corpo. O ideal térico 14 € gerado como um K-espaco vetorial pelo
conjunto de bindémios

W = {2 — 2%| 0, B € N com v(a) = $(8)}.

Demonstracao. Pelo Lema 4.1.1, temos claramente que W C I4. Assim, basta provarmos
que cada polinémio em /4 é uma combinacao K-linear de binémios pertencentes a W. Fixe
uma ordem monomial < em Klz1,...,z,]. Seja [W] o K-espago vetorial gerado por W. Se
I4 # [W], escolhemos f € I4\[W], tal que CL(f) =1e TL(f) = z seja minimo em relacao a
ordem monomial <. Como f € I4, segue que ¢(f) = 0. Em particular, o termo ¢(z*) = ¥
deve se cancelar. Isso significa que existe outro monoémio em f, tal que 2° < 2 e () = ¥(B),
ou seja, 2% — z” € I4. Note, f' := f — 2% + 27 € I4 tem termo lider menor que TL(f) e pela
minimalidade do TL(f), segue que f’ deve pertencer a [W]. Mas isso implica que f € [W],
gerando uma contradi¢do. Portanto, I4 = [W]. O

Antes de apresentarmos o préximo resultado, considere a € Z e defina a* = maxz{a,0} e

a- = mazx{—a,0}. Observe que dado um vetor u = (uy,...,u,) € Z" podemos escrevé-lo de
maneira dinica como u = u* —u~, sendo ut = (u},...,uf) e u” = (uy,...,u,). Por exemplo,

(4, —5,6) = (4,0,6) — (0,5,0).
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Lema 4.1.3. Sejam, a,f € N" eu = o — € Z". Existe z = (21,...,2,) € N, tal que
a=ut+zefB=u +z.

Demonstra¢ao. Temos que u = (o; — f1,...,a, — 5,). Vamos mostrar que z = (z1,...,2,),
com z; = min{a, §;} satisfaz a condi¢ao desejada. Com efeito, para cada i = 1,...,n temos,

uf + z; = maz{a; — Bi, 0} + min{ay, B}

u;, +z; = maas{ﬁi — Oy, 0} + min{ai, 51'}

Se a; > f3;, entao a; — B; > 0. Consequentemente,

uf + 2z = (o — Bi) + B = o

u; + 2z =0+ = ;.

Portanto a =ut +ze S =u" + 2. O

Corolério 4.1.4. Seja I4 um ideal torico. Entao,
Iy= (" — 2% |u € ker(y)).

Demonstracdo. Pelo Lema 4.1.2, temos que I4 = [W], com W = {2°—2"| o, 3 € N* com ¢(a) =
#(B)}. Dessa forma, basta mostramos que J = (2% — 2% |u € ker(v)) = [W].

Seja 2% — 27 € W. Entdo u = a — 3 € ker(y)). Pelo Lema 4.1.3 existe 2 € N” tal que
a=ut+zef=u +z Assim,

+ — —

+
g — 2f =2 —2fa =2 (2" — "),

com 7% € K|xy,...,x,]. Logo, 2% — 2° € J e consequentemente [W] C J.
Por outro lado, seja f € J. Entao,

Zhu(x“+ — 2" ) com h, € K[xy,...,2,) e u € ker(¢).

Note que z*" — 2% € I4 e como [W] = I4 é um ideal, segue que h,(z*" — 2% ) € [W] para
todo u € ker(v). Portanto, 14 = (2% — 2% |u € ker(v)). O

Teorema 4.1.5. Para cada ordem monomial < existe um conjunto de vetores G4 C ker (i)
tal que a base de Grébner reduzida de 14 com respeito < € igual a {z*" — z Y u € G.}.

Demonstragao. Seja_W = {2 — 2" |uc ker(y)}. Pelo Coroldrio 4.1.4, I 4 = (W). Note que
W C Iy Dai, TL(W) C TL(Ls). Logo, (TL(W)) C (TL(L4)).
Por outro lado, seja T'L(g) € TL(I,), para algum g € 4. Entdo, pelo Lema 4.1.2

S

g= Zai(xai — xﬁi) com a; € K e (a;) = ().

=1

O Lema 4.1.3 nos garante que para cada i, existe z; € N" tal que 2% — 2% = g% (QE"i+ —a' ),
com w; =u; —u; € ker(y). Logo,

S
g= Z a;x* (m“i+ — ).
i=1
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Dessa forma, segue que M L(g) é igual a ¥zt ou xig¥ | para algum i € {1,...,s}. Supo-
nhamos sem perda de generalidade que ML(g) = z¥iz |, Isso implica que 2% = 2% , ou seja,
2% =TL(z"% —x% ). Como 2% —z* €W, temos

TL(g) € (TL(W)) = TL(La) € (TL(W)).
Portanto, (T'L(14) C (TL(W)) e temos a igualdade (T'L(14)) = (TL(W)).

Pelo Lema de Dickson (Teorema 2.2.5), existem uy,...,u; € ker(v), tais que (T'L(I4)) =
(TL(z — z),..., TL(z* — 2% )). Pela construcio feita na demostracio do Teorema das
Bases de Hilbert (Teorema 2.3.3) temos que G = {z* — %1 ... 2% —z" } formam uma base
de Grobner para 4. S6 falta mostrarmos que as operacoes para reduzir esta base preservam a
estrutura dos binomios.

Podemos eliminar alguns elementos de G a fim de obtermos uma base de Grobner minimal
para [ 4. Digamos que G' = {35“’;r — V.. ,.%wﬁ_ — 2% } seja essa base minimal. Podemos
supor que o termo lider de 2 — 2% € G é ij, para cada j.

Tome %1 —z*1 € G. Como G é minima, sabemos que 2% ndo é divisivel por nenhum ol
para j # 1. Entao, 27 vai para o resto da divisdo. Agora, suponha sem perda de generalidade
que %1 seja divisivel por 23 . Tsto significa que existe um monoémio z* tal que x*“1 = TP avs
Segue que,

+ - + — + —
¥ — g = —xF (a2 — "2 ) 42 — xfae .
Seja v = wy —(2+w; ). Pelo Lema 4.1.3, existe v' € N" tal que w” = v" +v' e z+w, = v~ +v.
Logo,

+ - + — + - ’
W W — —ZEZ(ZL‘w2 —[Ew2>—|—ZL’U +v — v +v

+ —

= —xz(x“’gr — a2 ) 42V (2 — 2 ).

Observe que 2" — 2 € I4 e assim v € ker(¢)). Ainda,

- + - - + - +
2 "2 <" = "2 <22 =2"1r <™
/ — / +
= z2'z" <z"2"
- +
= ¥ <z’ (4.3)

Logo, z¥" € (T'L(I4)), ou seja, ‘75“’;'r|:1:”+ para algum j. Como x“+|x”+x”/ = m“’f, segue que
7 = w; .Obtemos dessa forma,
que z%7 |27 e 27 |2 2 = 21| Isso significa que v = 0, isto ¢, wj = vt e z4+w; =v~. Em
outras palavras,

1t L ) .
2% |z*1. Pela minimalidade de G’, concluimos que j = 1 e w

+ + ~ + -
z =g e a™t =t - P =gt (4.4)

v w; _ w;"

7':E w2

Pelas equacoes (4.1) e (4.4) temos que {2z —z %2 ... 2" —x" } ainda é uma base
de Grobner minimal para 4. Continuando com esse processo, obtemos uma sequéncia P ,
com 2% = 2% e g%+ < 2. Pela boa ordenacao monomial sabemos que em algum momento
esta sequéncia estaciona e assim, depois de um nimero finito de passos obtemos z*" —z% | com
2" = 7" e " ndo divisivel por nenhum elemento de TL(G/)\{z*1 }. Portanto, 2" — 2"
6 reduzido em H = {z"" — 2% 2% — %2 ... 2% — " }. Procedendo da mesma forma,
conseguimos reduzir todos os elementos o — 3 € G',com j = 2,...,r. E portanto, obtemos

uma base de Grobner reduzida para I 4 composta por bindmios z% — 2% , com u = ut —u~ €
G< C ker(v). O

Com o resultado do Teorema 5.2.3, podemos dizer que o ideal térico I 4 é um ideal bino-
mial, isto é, um ideal gerado por binémios.
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4.2 O cdlculo de geradores para [4

Vimos anteriormente que este ideal possui uma base de Grébner reduzida formada por binémios,
mas nao sabemos até o momento como calcular efetivamente esta base. Este é o objetivo dessa
secao: apresentar dois resultados que nos fornecem ferramentas para calcular uma base de
Grobner para um ideal torico.

Seja f um polinémio em Klxy,...,z,] e [ C Klzy,...,z,| um ideal.

i) Dizemos que f é homogéneo de grau total d, se cada termo de f tem grau total d.
Se I é gerado por polindmios homogéneos, dizemos que [ é um ideal homogéneo.

ii) Chamamos de ideal quociente o conjunto (I : f) = {g € K[z1,...,x,]| fg € I}.

iii) Chamamos o conjunto (I : f*) = {g € K[z1,...,z,]| fNg € I para algum N € N} de
saturacao de I.

Proposicao 4.2.1. Sejam f € Klxy,...,2,| e I um ideal de Klz1,...,x,]. Entao, (I : f) e
(I: f) sao ideais.

Demonstragao. i) 0€ (I : f)e0e (I: f>), pois 0 € I.

ii) Sejam g1,92 € (I : f) e p1,p2 € (I : f>°). Entao,

af€legfel

Assim,
(1 +g)f=af+gfel
Logo, ¢1 + g2 € (I : f). Por outro lado,

p1fN e pof¥2 € I, para alguns Ny, N, € N.

Tomando N = maxNy, No, segue que
(p1 +po) fN =pifN +pof™ € L

Portanto, p; +pa2 € (1 : ).

iii) Sejamge (I: f),pe (I: f*®)ehe€ K[zy,...,z,). Entao,

gf € I epfY eI, para algum N € N.

Como I é ideal, segue que gfh e phfY estdo em I. Portanto gf € (I : f) e ph e (I: f>).
O

Proposicao 4.2.2. Fize a ordem monomial grevler com x1 = ... = x,. Seja G a base de
Grobner reduzida de um ideal homogéneo I C K|y, ..., x,]. Entdo, o conjunto

G ={f € G|z, nio divide f} U{f/x,| [ € G e x, divide f}

é uma base de Grobner de (I : x,) e o conjunto

G" = {f/mm f€Gexl ¢amaior poténcia de x, que divide f}

¢ uma base de Grobner de (I : x0°).
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar que G’ é base de Grobner para (I : x,). A prova para G” é
andloga.
Note que G’ C (I : z,,). Isso implica que

(TL(G")) S (TL((I : zn))) -

Para obtermos a outra inclusdo, tome g € (I : z,). Por definicdo de (I : x,), temos que
xng € I. Como G é base de Grébner de I, segue que para algum f € G, TL(f) divide
TL(gx,) = x,TL(g).

A ordem monomial escolhida nos garante que x,, divide f se, e somente se, x,, divide T'L(f).
Assim, se x, ndo divide f, entdo f estd em G' e TL(f) divide T'L(g) Se x,, divide T'L(f), entdo
x, divide f e neste caso f/z, estd em G’ e TL(f/x,) = TL(f)/x, divide TL(g). Em ambos os
casos T'L(g) estd no ideal gerado pelos termos lideres de G'. ]

Observacao 4.2.3. A ordem monomial usada na Proposicdo 4.2.2 faz sentido sempre que o
ideal I é homogéneo com respeito a alguma graduacdo positiva deg(z;) = d; > 0.

Aplicando a Proposicao 4.2.2, considerando uma varidvel de cada vez, podemos calcular o
ideal saturacao

(I:(zyeeo zn)®)=((.. (L) x) o) rad). (4.5)
Observe que este ideal consiste dos polinomios f € K[z, ...,x,] tais que fz* € I, para algum
mondmio z® € K|xy,...,2,)].

Observacao 4.2.4. Considere um ideal torico 14 associado a uma matriz A = (Qij)mxn, COM
entradas inteiras nao negativas a;; e colunas ndao nulas. Na definicdo de ideal torico, vimos
que 14 tem graduagdo positiva deg(x;) = ay; + -+ + amj. Se 7 = (71,...,7T,) € o vetor que
representa esta graduacdo, entdo a ordem lexicogrdfica graduada reversa, neste caso, € dada da
sequinte forma: o = grepier 3 € €SCrEvVEmos % = grevier T°, s€

(o, ) > (B, T) ou {a,T) = (B, T) e a primeira coordenada nao nula em o — 3,

da direita para a esquerda, € negativa.

Note que com esta graduacao, 14 € um ideal homogéneo.

Assim, se ¢ : Z" — Z™ é o homomorfismo determinado pela matriz A e C = {vy,...,v.}
é um subconjunto do ker(v), definimos

Ie = <x”+ -z |ve C> : (4.6)

Claramente este ideal é dotado com a mesma graduagao que I 4. Ainda, I- é homogéneo
com respeito a esta graduacao. Dessa forma, podemos aplicar a proposi¢ao em I¢.

Lema 4.2.5. Dados um ndmero natural r e vetores v, ...,v, € Z", considere > ;_, A\jv;, com
\i € Z. Definimos,

A={1<i<r|\>0}
B={1<i<r|\ <0}
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Se i € B denotamos p; == —X\; > 0. Temos que,
F .= x(ZiEA /\iU;r+Z¢eB ﬂiU;) _ x(zieA Aiv; +2 e “i”j)

estd em

‘]{m,..-,vr} = <{x>\zvf — M| € A} U {xuw; — Iuiv’? 1 E B}> .

Demonstra¢ao. Suponha que a afirmacao é falsa, ou seja, existe um natural r tal que F ¢
..... v} Tome r como sendo o menor possivel. Podemos supor que 1 € A. Entao, I pode ser
escrito como

_ Sic A Niv +X e p vy
F ( Aoy A1v1> i#1
=z - T

i i ANV e g Hiv; SicANiv; + X iep pivi
+ x/\wl T i#1 —r 1#£1

<Zi€A v+ e Ni”i) (ZzeA A +3 e NW?)
Fazendo G :=z \ #! —x\ i#l , temos que G € Jy, 1. Logo,
F € J,,..0- O que é um contradigao. Portanto F' € Jy,,.. 0, }- O

Observacao 4.2.6. Dado um vetor v € Z e A € N, veja que

A
x)\v"’ _ x)\v_ _ (.va+ _ QZU—) Z(:L_(jfl)v*'x(/\fj)v_).

1

<

Lema 4.2.7. Sejam o e 8 em N*. Se 2% — 27 € I (4.6), entdo a — 3 pertence ao Z-mddulo
gerado por C, que denotaremos por [C].

Demonstracdo. Se x* — z” € I,. Entdo,
z® — 2 = Zf(ac)(az;”+ —zv).

Como f(x) pode ser escrito como uma soma cujos termos sao da forma z® ou —x®, existe s € N
tal que

ST @) —a) =) et @ — 2, (4.7)

veC i=1

com w; ou —w; pertencentes a C. Em outras palavras, os termos da soma do lado direito em
- + - + - .

(4.7) sao da forma z*(z"" — 2" ) ou —z%(z”" — 2z ). No primeiro caso w; = v e no segundo

w; = —v. Dessa forma,

S
e -
g — 2P = g (¥ — %), w; ou —w; €C.
i=1

Provemos que o — 3 € [C] por indugdo em s.
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Ses=1,

v — 2P = xal(x“’;r — ).

Implicando que o = o +w, B = a;+w; e consequentemente temos que a— 3 = wi —w; € [C].
Suponhamos por inducao que a afirmacao seja certa para s — 1 termos na soma. Seja

v — 2P = Zxai (ij — ). (4.8)
i=1

Em vista da igualdade acima, sabemos que deve existir 1 < i < s tal que —2” = 2% (—a% ).
Reorganizando os indices, podemos supor ¢ = s. Assim,

—af = g% (—a™). (4.9)

Donde segue que 5 = a, + w;, . Logo, podemos reescrever (4.8) como

s—1
z® — b = Zyco‘i(y[:“’:r — i) 4 (35“**+ — ).
i=1
Por (4.9), temos

s—1
7 — gt = Zxo‘i (xw;r — ).
i=1
Por hipétese de indugao o — (a5 + w7) € [C]. Dessa forma,

a—B=a—(a;+w;)
—a — (o + w7) + (g 4+ w?) — (as +w])

=a — (as +w!) + w,.
Como o — (a5 + w ), w, € [C], entdo o — 3 € [C]. O
Teorema 4.2.8. Seja C = {vy,...,v.} C ker(y). Entao, C gera o ker(¢) se, e somente se,

(Ic(xlsvn)oo):IA

Demonstrag¢ao. [<| Suponha que C = {vy,...,v,.} gera o ker(¢). Se f € Io: (x1 ... x,)),
entdo fx® € Io para algum mondémio em Klzy,...,x,]. Assim,

« - v.+ v,
fer =) gla —at),
i=1
com g € K|xy,...,x,]. Segue dai que

a - v v
o(f)o(x) = D dlg)g(a™ —a") =0,
i=1
pois I C I4. Consequentemente, devemos ter ¢(f) = 0. Logo, f € 14, isto ¢,

(le:(xy - x)™) C 1y
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Para a outra inclusdo, tome u € ker(¢). Entdo podemos escrever u = Y . | \jv;, com
\; € Z. Isto implica na seguinte igualdade:

Z+—1:f1<x:>i—1 (4.10)

v
i=1 \ 1"

Como \; € Z, podemos escrever (4.10) como segue

ut v i v, A
T €T €T

Considerando os seguintes conjuntos:

A={1<i<r|\ >0}
B={1<i<r|\ <0}

e fazendo p; := —\; > 0, se i € B. Temos,
Ai —\ Mi
+ +
xu x’l)i x’l)i
€A i€B

Eliminando os denominadores, obtemos

() T ()" (o o) = (H () TG ) T ) T (e )) -

1€ 1€ 1€A 1€B 1€A i€B

Fazendo

i€B 1€EA i€B

FIL ) T T ) L)

devemos mostrar que F' € I.. Vejamos que isto, de fato ocorre. Note que

F = w(zieA)‘iU;r"'zieB Hi“i_) _ x(zieA )‘ivi_"'ZieB'“‘iU:_)'

ie B}>.
v

~ = T T ~ .
Agora, pela Observagao 4.2.6 temos que 7% —x*i% e xt% —xH% estao em I¢, parai € AUB.
Portanto, F' € I e assim fica provada a outra inclusao.
Vamos agora, provar a reciproca do Teorema. Para isso, suponhamos que

(Ie: (zq-... xp)®) = 14

Tome u € ker(v)). Entdo ¥ — 2% € I4. Por hipétese existe v € N” tal que

Pelo Lema 4.2.5, segue que

Fe J{vl,...,fur} = <{:L‘)‘”)z‘+ _ x/\wi

1€ A} U {x"“’; — ghivl

A,

(" — ") e I,

+ut

ou seja, ¢ — 2%t ¢ I;. Pelo Lema 4.2.7, concluimos que

(a+u™)—(a+u”)=uelC].

Como u é arbitrario, temos a reciproca do Teorema provada. O
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Com o resultado da Proposicao 4.2.2 e do Teorema 4.2.8, podemos calcular uma base de
Grobner para um dado ideal térico: iniciamos calculando um conjunto de geradores C para
ker(v). Pelo Teorema 4.2.8 temos que (I¢ : (xy - ... x,)>) = I4. Assim, basta usarmos a
Proposic¢ao 4.2.2 para calcular uma base de Grobner para (I¢ : (z1 - ... 2,)%).

A seguir, apresentaremos dois exemplos de como pode ser feito o cdlculo da base de Grébner
para um ideal térico. No primeiro exemplo, usaremos a graduacao usual e no segundo uma
graduagao positiva deg(x;) = d; > 0.

Exemplo 4.2.9. Considere a matriz

1315
A:[1232}

Sabemos que neste caso a graduagdo do ideal torico € dada pelo vetor T = (2,5,4,7). E fdcil
ver que ker(¢) € gerado pelo conjunto C = {(—7,2,1,0),(4,—-3,0,1)}. Entdo,

_ /2 7 4 3
I = <$2x3 — T, X1T4 — x2>.

Agora vamos calcular uma base de Grébner para o ideal saturagdo (Ic : (x1-...-x,)®). Faremos
1880 utilizando a Proposicao 4.2.2, considerando uma varidvel de cada vez. Para evitar confusao
em cada passo dos cdlculos, comecemos fazendo Iy := Io = (x3x3 — z], xixy — 23). Vamos agora
calcular uma base de Gribner reduzida para Iy, com respeito a ordem grevlex com x1 < T4 <
xr3 < To.

Reordenando os os termos dos polindmios com esta ordem, temos:

1° Passo: go = {flg, fg()} = {I%xg — II,[L‘% — 117111.134} e IO = <f10, f20> = <J]%ZL‘3 — ZEI, l’% — IL‘ZILI4>
Aplicando o Algoritmo de Buchberger, obtemos

2 7.3 _ 4 4 7
Go = {x2x3 — T, TH — T{Tq, T]T3T4 — :rlxg}

como base de Grobner reduzida para Iy. Dividindo xixsxzy — xixy por x] temos que

/ 2 7 .3 4 3
Go= {x23:3 — Ty, Ty — T Ty, T3Ty — 3:1332}
é uma base de Grébner para I = (I : 29°).
2° Passo: Agora realizamos o mesmo processo com I, usando a ordem monomial grevlex
com xo < x4 < T3 < x1. Reordenando os termos do bindmios, temos:

G = {f11, for, far1} = {fci - x%%ﬂ%ﬂ - $§7$31’4 - f;)xz}

Depois da aplicagao do Algoritmo de Buchberger, concluimos que Gy = { f11, fo1, fs1} € a propria
base de Grébner reduzida de I;. Como nenhum bindmio desta base é dividido por nenhuma
poténcia de x4, obtemos G'1 = Gy, como base de Grébner para Iy = (I : x3°).

3° Passo: Reordenamos os termos dos binémios em G’y de acordo com a ordem monomial
grevlex, com 13 < T4 < Ty < T1, temos Gy = { f12, foz, 3o} = {x] — 23x3, 23 — 2wy, 229 — 2324}
Aplicando o Algoritmo de Buchberger em G, ndo temos nenhuma alteracdo, ou seja, Gy =
{f12, faa, f32} € base de Gribner reduzida para I. Novamente, nenhum binomio em Gy € di-
vistvel por nenhuma poténcia de x3. Logo G'y = Gy € uma base de Gribner para I3 = (15 : 25°).

4° Passo: A ordem monomial agora serd a grevler com x4 < x3 < Ty < x1. Fazendo a
reordenagao em G' com respeito a essa ordem, obtemos

Gz = { f13, f23, fs3} = {:L"I - 1’3563,:1:3 - xi‘m,x?m - $3$4} .
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Apds a aplicagdo do Algoritmo de Buchberger em Gs, concluimos que Gs = { f13, fa3, fa3} € base
de Grébner reduzida de I3. Ainda, Gs = { fi3, fo3, f33} € base de Grébner de Iy = (I3 : x3°).
Note que por (4.5), temos que Iy = (I¢ : (xy - ... x,)>). Portanto,

7 2 3 4 3

14 = <:v1 — T5%3,TH — T1Tq, TITy — x3x4> .
Observe que a partir desta base pode-se calcular uma base de Grébner para 14 com respeito a
qualquer ordem monomial desejada.

Exemplo 4.2.10. Consideremos agora a matriz A como abaizo:

0123
321 0|

Observe que cada coluna de A tem a mesma soma, a saber 3. Isto implica que o ideal torico 4 é
homogéneo com a graduagdao usual. O ker(y) € gerado pelo conjunto C = {(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}.
Assim,

|

2 2 3
I = <x1x3 — T5, 1Ty — 932> )
Agora denotaremos Ie por Iy e consideraremos a ordem grevlex com x1 < x4 < T3 < Ts.

1° Passo: Reordenando os termos dos binémios geradores de Iy, de acordo com a ordem
monomial em questdo, obtemos

2 3 2
Go = {f10, foo} = {25 — w123, 25 — xiwa} .
Pelo Algoritmo de Buchberger encontramos o sequinte conjunto como base de Gribner para Iy:
O 3 2 2 2,2 2
go = {1'2 — T1X3, Ty — XLy, T1X2X3 — LTy, —T1T3 + 513'13}233'4} .

Note que esta base nao € reduzida. Para utilizarmos a Proposigao 4.2.2 devemos ter uma base
de Grobner reduzida. Observe que para obtermos essa base, basta, neste caso, retirarmos o

polinémio x3 — x3x, de Gy, e assim obtemos

Go = {x% — T1T3, T\ ToT3 — T1Ty, —T 1T + x%@u} ,
como base de Gribner reduzida para Iy. Dividindo x1xox3 — aﬁm por Ty e —x%m% + ziwoxy por
x%, temos que
G'o = {23 — 2123, Tows — w24, T — Tow4 )
é base de Gribner para I = (Iy : 5°).
2° Passo: Agora vamos considerar, a ordem grevlexr com xo < x4 < x3 < x1. Reordenando
0s termos do polindmios em G'y, obtemos

G = {fu1, a1, fs1} = {@15 — 23, w1204 — w23, 5 — a4 } .
Calculando uma base de Grobner reduzida para Iy, concluimos que G = {fi1, fo1, f31}, jd € a
base procurada. Ainda, G'v = Gy = {f11, fo1, f31} € a base de Grébner para Is = (I : x3°).
3° Passo:Agora consideramos a ordem grevlex com x3 < x4 < X9 < x1. Reordenando dos
polindomios de G'1, obtemos

Go - { fi2, fo2, f32} = {953 — T3, T1T4 — T3, LTy — $;2:,} .

Através do Algoritmo de Bughberger, vemos que Gy : { fi2, fao, f32} = G'2 € uma base de Gribner
para Iy e Is = (I : °).

4° Passo: Aplicando o mesmo processo em I3, com relagao a ordem grevlexr com x4 < x3 <
Ty < X1, temos que

Gs = {fi3, fo3, f33} = {x% — 173, ToT3 — T1T4, T3 — $2$4}

é base de Grobner para I3 e para Iy = (I3 : x3°).
Portanto, pelo Teorema 4.2.8 seque que

2 2
I,= <x2 — T1T3, Tok3 — T1X4, T3 — :cga;4> )



CAPITULO 5
VARIEDADE AFIM TORICA

Seja A = (aij)mxn, com entradas inteiras ndo negativas a;; e colunas nao nulas. O conjunto
térico I' determinado por A é um subconjunto do espaco afim A% dado parametricamente por
z;=1t1" ... -ty para todo j = 1,...,n, isto 6,

D= {(¢gr .ttty € A | by, ..t € K}

Lembrando que a; = (ayj,...,ay;) € o vetor cujas entradas sao elementos da j—ésima coluna
da matriz A.

No capitulo anterior definimos o que é um ideal térico associado & matriz A. Chamamos de
variedade afim térica a variedade V(1) deste tipo de ideal. Utilizaremos varios dos resul-
tados apresentados até aqui para provar o resultado principal deste trabalho. Nosso objetivo
aqui é caracterizar quando um conjunto térico I' é uma variedade afim térica nos termos da
estrutura do corpo K e da condigao V(I4,x;) C I'. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram [8] e [5].

5.1 Fecho de Zariski

Seja S C A’k. O conjunto S sendo ou nao uma variedade afim, temos que

I(S) ={f € K[x1,...,2,]| f(a) =0 para todo a € S}

é um ideal em K{[z1,...,x,]. De fato, temos que 0 € I(.S), pois o polinémio zero se anula em
todos os pontos de A%. Agora suponha que f,g € I(S) e h € Klz1,...,z,]. Seja (c1,...,¢p)
um ponto arbitrario em S. Entao,

fler,..oyen) +glcr,. .., cn) =04+ 0=0,
fler,.ooyen) - hlery...yen) =0+ h(er, ... ¢) =0.

Logo, I(S) é um ideal.

Proposi¢ao 5.1.1. Seja S C A%. A variedade afim V(I(S)) é a menor variedade que contém
S, ou seja, se W C A € qualquer variedade afim contendo S, entao V(I(S)) C W.

Demonstragao. Seja W uma variedade afim tal que S C W. Entdo, I(W) C I(S) e assim,
V(I(S)) C V(I(W)). Como W ¢ uma variedade afim, do Teorema 2.3.7 temos que V(I(W)) =
W e assim o resultado segue. O]

43
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Em vista da proposi¢ao acima, se S C A%, chamamos de fecho de Zarisk de S, a menor
variedade algébrica contendo S, isto é, V(I(S)). O fecho de Zarisk de S é denotado por S.

Proposicao 5.1.2. Seja S e T subconjuntos de A%.. Entao:
(a) I(S) = I(S)
(b) Se SCT, entio SCT
(¢) SUT=SUT

Demonstragio. (a) S é o fecho de Zarisk de S, entdo S C S. Segue que I(S) C I(S). Por
outro, f € I(S), entdo f(a) = 0, para todo a € S. assim, S C V(f). Por defini¢ao de
fecho de Zarisk, segue que S C V(f). Logo, I(V(f)) C I(S), o que implica que f € I(S).

Portanto, I(S) C I(5).

(b) Suponha que S C T Por defini¢do T C T. Assim, S C T. Logo, segue da definicio de S
que S CT.

(¢) Sea e SUT, entao

aeSouaeT=acSouacT=acSUT.

S

Logo, SUT C SUT e consequentemente SUT C S U

Por outro lado,

SCSUTeTCSUT=SCSUTeTCSUT=SUTCSUT.

Portanto, SUT = SUT.
]

Proposicao 5.1.3 ([12], p.338). Sejam I' e 14, respectivamente, o conjunto tdrico e o ideal
torico correspondentes a matriz A. Se K € um corpo infinito, entdo

(a) Io=1I(T) e
(b) V(I4) € o fecho de Zarisk de T.

Demonstracao. (a) Vejamos que I' C V(I4). Para isso, tome ¢ = (¢1,...,¢,) € e f =
Za kox® € I 4.

i) Denotando por g5 = ¢(f) a imagem de f por ¢. Temos que g é o polinémio nulo
em Klty,...,tn], ou seja, gs(di,...,dy,) = 0 para todo dy,...,d, € K. Observe
ainda que gy = Y, kot

ii) Como ¢ = (ci,...,¢,) €T, existem dy, ..., d,, € K tais que ¢; = dy"” - ... -dy".
Fazendo ¢* = ¢ - ... - ¢», temos f(c1,...,¢,) = >, kac®. Denotando ¢; = d*, segue
que

f(Cl, . 7Cn) = Z kada1a1+---+anan
= i ko, d¥(e)

= gf(dl,...,dm)zo
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Como f € I4 é arbitrario concluimos que ¢ = (c¢q,...,¢,) € V(I4) e consequentemente,
I' C V(14). Entao, I(V(14)) C I(I'). Como, I4 C I(V(14)), concluimos que I4 C I(T').
Para provar a outra inclusdo, tome f = > _k,x* € I(I'). Sabemos que f € K[z1,...,x,]
se anula em todos os pontos ¢ € I'. Sejad = (dy, ..., d,,) € Aj}. Se a; é a j—ésima coluna
da matriz A correspondente ao ideal térico 14, entao para todo j = 1,...,n temos que
¢(z;) = t% avaliado em d, é igual a d% = dy"” -...-dy». Assim, d = (d™,...,d*) € T.
Fazendo g; = ¢(f), temos que

gr(d) = kad?®. (5.1)

Por outro lado, sabemos que f(d*,...,d") =0, ou seja,

D kod” =) kad?® =0, (5.2)

com (d)* = (d*)* -...-(d*)* . Logo, por (5.1) e (5.2) segue que ¢(f) se anula em todos
os pontos de A7*. Como K ¢ infinito, pela Proposi¢ao 1.1.2, segue que ¢(f) é o polindémio
nulo em Klty,...,ty,]. Portanto f € I4, ou seja, I(I') C I 4.

(b) Sabemos que
I'=V(I)).

Pelo item (a), temos que 4 = I(I"). Portanto,

5.2 Z-moédulos e Variedade Afim Térica

Sabemos pelo Teorema 3.2.2 que existem matrizes invertiveis, U = (u;;) e Q = (¢;;) de ordens
m e n respectivamente, tais que D = UAQ), sendo D da seguinte forma:

A
A

0 0

com 0 < r < min{m,n}, A1, Ag, ..., A\ pertencentes a Z\{0} e \; dividindo A;;;, para cada
j=12,....,r—1. Como U e @) sao invertiveis, denotaremos suas inversas, respectivamente,
por U™t = (fi;) e @' = (bi;). Considere ainda e; como sendo o vetor unitdrio em Z" que tem
a 1—ésima coordenada igual a um e todas as outras nulas. A partir daqui todas estas notacoes
serao fixas e utilizaremos também as mesmas notacoes utilizadas no Capitulo 4.

Lema 5.2.1. Se ¢ : Z" — Z™ € o homomorfismo determinado por A, entao ker(y) =
2qQsi1 B ... D 2q,, em que q; corresponde a i-ésima coluna de Q).
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Demonstragdo. Seja x € Z" e facamos y = Q~'z. Como D = UAQ segue que
Ar =0 U 'DQ v =0 U'Dy=0« Dy =0. (5.3)

Vejamos que ¢; € ker(¢) para i > s+ 1. De fato, Aq; = U"'DQ'q; = U™ De;, sendo e;
o vetor em Z" que tem 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais. Mas para ¢ > s + 1, tem-se
De; = 0. Logo Ag; =0 e q; € ker(¢) parai > s+ 1.
Por outro lado, se x € ker(vy), entao Ax = 0 e por (5.3), Dy = 0. Assim, escrevendo
y = (y1,..-,Yn), temos para ¢ = 1,...,s que \;y; = 0 e consequentemente y; = 0. Portanto,
r=Qy = Z?:sﬂ v;q;. Além disso, o fato de @) ser invertivel, implica que suas colunas sao
linearmente independentes, o que completa a demonstracao.
m

S

Proposicao 5.2.2. Seja 1) : Z" — Z™ a aplicagdo linear determinada por A e v; =Y ., biq;,
sendo g; a i-ésima coluna de Q. Se {e1,...,e,} € a base candnica de Z", entdo {v; —e;}j_, €
um conjunto gerador de ker(1).

Demonstragio. Observe inicialmente que e; = > b;;q; para todo 1 < j < n, pois QQ ™' é
igual a matriz identidade. Dessa forma, podemos escrever

vj:Zbijqi:ej— Z bijqiévj—ej:— Z bngz (]IL,H) (54)
i=1 i=s+1 i=stl

e pelo Lema 5.2.1, concluimos que v; —e; € kery para todo j = 1,...,n. Observe que podemos
escrever a matriz identidade da seguinte forma, ;y = (;), com d; = 1 se i = k e d; = 0 caso
contrario (o simbolo ¢;; é chamado delta de Kronecker). Da igualdade (5.4) segue que,

Zij<ej —v;) = Zij ( Z bijQi)
j=1 j=1

1=s+1
= Z 4 (Z biijk)
i=s+1 j=1

Agora, Z?Zl ¢jibi; = ik, pois é o produto da i-ésima linha de Q™! pela k-ésima coluna de Q.
Logo,

n

n
qu'k(ej — ;) = Z Gi0ik = qk
j=1

i=s+1

para k > s + 1. Consequentemente, g; estd no subgrupo de Z™ gerado por {e; — vj}?zl para
todo k > s+ 1, provando o que queriamos.
m

Teorema 5.2.3. Sejam K um corpo, I' o conjunto torico determinado por A e I4 o seu ideal
torico. Entao I' =V (I 4) se, e somente se, as duas sequintes condigoes sao satisfeitas:

(a) Se (by,...,b,) € V(I4) e b;j # 0 para todo j, entdo bi" ...b% tem raiz \i-ésima em K
para i =1,...,8.

(b) V(Ig,x;) CT parai=1,... n.

Demonstragao. [<]: Suponhamos que sejam vélidas as condicoes (a) e (b). Pela demonstragao
da Proposicao 5.1.3, temos que I' C V(1 y).
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Para provar a outra inclusdo, tome um ponto ¢ = (¢q,...,¢,) € V(I4). Pela condi¢do (b),
se algum c¢; = 0, temos imediatamente V' (I4) C I'. Assim, podemos supor que ¢; # 0 para todo
j. Pela condigao (a) temos que existem t/, ..., t, € K, tais que

(t{))\i :C‘{li — 'C(r]zm =ct (’i: 1,...,8) (55)

7

Por conveniéncia de nota¢ao estendemos a defini¢ao de t, fazendo t; = 1 parai =s+1,...,m
et =(t),...,t,). Faga,

tp= )" ()™ e K, (j=1,...,m), (5.6)
com U = (UZJ>
AFIRMACAOQ: to = ty - t8mk = ¢ para k = 1,...,n. Para provar essa afirmacao,

precisaremos de véarias igualdades que serao apresentas a seguir.
Fazendo U~ = (f;) e comparando as colunas na igualdade U~'D = AQ, tem-se

)\zfz :ZjSaj (Z: 17"'73)7 (57)
j=1
com f; = (fiiy-- -, fmi) € aj = (a1, . .., am;) denotando a i—ésima e a j—ésima colunas de U~}

e A, respectivamente. Em seguida, comparando as colunas da igualdade A = (U~!DQ™1),
obtemos:

R :Z)‘jbjkfj (k=1,...,n), (5.8)
j=1
com Q! = (b;;). Da equagao (5.6) e do fato de UU ! = [, segue que
the =gl . fme
()" () )P e () (8 ) ) (5.9)
—(¢h) Tt () ) v
=) () =t (k=1 m)

sendo d;, o delta de Kronecker, para i = 1,...,m. Na Proposicao 5.2.2, foi definido

v = Z bijqi = (Z qubij, - - -, Z%l%) , (G=1,...,n). (5.10)
i=1 =1 =1

Vimos que v; — e; € ker(¢). Escrevendo v; = v — v}, segue que v — vy —e; € ker(1)). Isto
ej—&—vj_

o + - + :
implica que 2% — 2%7% € I4. Como ¢ € V(I4), segue que ¢ = ¢ , Ou seja,

c"=c=¢, (j=1,...,n). (5.11)
Com todas essas igualdades temos que,

pon (B8) 3 b

(tfl)hbuc Co (tfs))\sbsk
R AR (AR
(52) (Clh)bm . (CQS)bk

s porgs (5:10 5.11
= g1t (510 c’* (LY Cks
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para k =1,...,n. Portanto, ¢ € I', como queriamos.

[=|: Suponhamos que I' = V(14). Como V (I4,z;) C V(I4), para todo i = ..., n, obtemos
facilmente a condi¢ao (b). Para provar a condi¢do (a), tome ¢ = (c1,...,¢,) € V(I4), com
ci # 0 para todo i. Por definigio de T, existem dy,...,d,, € K tais que ¢; = d}" - ... - dy",
com j =1,...,n. Pela equacao (5.7), obtemos

c‘llli .. a;llm‘ — (dal)q“ . (dan)qm‘

—  JXi=199

(5;7) difi
parai=1,...,s. Logo,

et = (df")’\i.
O

Coroldrio 5.2.4. Se K ¢ algebricamente fechado, entao V(I4) CT UV (xy-... x,).
Demonstracao. Seja ¢ = (cq,...,¢,) € V(I4). Suponhamos que ¢ ¢ V(xy-...-z,). Entao,
¢; # 0 para todo ©. Como K é algebricamente fechado, segue que para cada i = 1,...,n,
existem raizes em K para o polinomio da forma z* — c%, com ¢% = cf . ... . ¢l € K. A
partir daqui podemos proceder como na primeira parte da demonstragao do Teoremab5.2.3, para
concluirmos que ¢ € T'. O

Corolario 5.2.5. Se K € algebricamente fechado, entao V (I4) =T se, e somente se, V (14, x;) C
I' para todo i.

Demonstragao. Se K é algebricamente fechado entao a condi¢do (a) do Teorema 5.2.3 é satis-
feita e dai segue que V(I4) =T se, e somente se, V(I4,z;) C I' para todo i. ]

Observagao 5.2.6. Se nos coroldrios acima, assumirmos verdadeira a condi¢ao (a) do Teorema
5.2.3, em vez de K algebricamente fechado, os coroldrios continuam vdlidos.

Veremos a seguir uma aplicacao mais concreta destes resultados.
Proposicao 5.2.7. Seja d um inteiro positivo e
A={(a,...,am) e N"la; + -+ a, =d}.

Se K é um corpo algebricamente fechado e A € a matriz cujas colunas sao vetores em A, entao
o conjunto torico I' determinado por A é uma variedade afim torica.

Demonstrac¢ao. Denotando por A; = (ay, - . ., am;), cada vetor em A, definimos o conjunto

B:{tAilAieA}:{f17"'afmafm+17"'7f8}7

( d+m—1 >
s = )
m—1
Seja A a matriz cujas colunas sdo os A}s € A. Pode-se ordenar essas colunas modo que f; = t¢

para i = 1,...,m e #supp(f;) > 2 para i > m, sendo supp(t*) = {t;| a; > 0}. Dessa maneira,
¢: Klry,...,xs] — Klt1,...,t,] é dada da seguinte forma:

sendo
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t‘j, set=1,...,m
¢($i)_{ t3 et se i >m

m

O conjunto térico I' de A pode ser escrito como

T = {(filtrs e ti)seees foltrae et ) st € K} (5.12)

Fixe um inteiro 1 < ¢ < s. Pelo Corolario 5.2.5 é suficiente provar que

V(I 2) CT, (5.13)

sendo I 4 o ideal térico associado a matriz A. Vamos usar inducdo em m. Se m = 1, entao
A={d}, A=1d], f =1t € K[t], com ¢(x) = t?. Assim, dado a € V(I4,z) segue que a = 0,

que obviamente pertence a I'. Note que se i > m, entao x¢ — ' - ... . 2% € ] 4. De fato,
oo —af - ap) =) — Pl - P,
d d i d mi
=(fi) = (@)™ - (1) (5.14)
d i mi d —
=(fi)" =@ -t =0,
Consequentemente, tomando ¢ = (cy,...,¢s) € V(I4,x;), entdao ¢; = 0 e ainda,
() =0 = m =0,
ou seja, ¢; = 0 para algum 1 < 57 < m. Podemos entao assumir que 1 <7 < m. Por simplicidade
de notagao, vamos considerar i = 1, ou seja, ¢ € V(I4,21) e assim ¢ = (0, ¢, ...,¢,). Observe
que para cada f; = 7" - ... - ty, com aj; > 0, tem-se ¢; = 0. De fato, j& vimos que
zd — iV am € Iy, como ¢ € V(14 1), segue que
¢f— 0" mT = 0= ¢; = 0.

Suponhamos por inducao que para toda matriz com m—1 linhas, tal que a soma das entradas
das colunas seja igual a d, (5.13) seja verdadeira. Removendo de A, a primeira linha e todas
as colunas A; tais que a;; > 0, obtemos uma submatriz de A, que chamaremos de A’. Dessa
forma, A’ tem m — 1 linhas e a soma das entradas de suas colunas continua sendo igual a d. Por
hipdtese de indugdo, segue que IV = V(I'y), sendo I e I';, respectivamente, o conjunto térico e
o ideal térico de A’. O homomorfismo ¢’ correspondente a A’ é a restricao do homomorfismo
¢ a K[z;| a;; = 0]. Assim, podemos ver que

I C 1y (5.15)

Logo,

V(Ly) C V(). (5.16)

O conjunto térico I, pode ser visto como um “subconjunto” de I'. Podemos escrevé-lo como

I = {(fl(o,tg, . ,tm)‘ a1 = O)’tg, o tm € K} (517)

Da forma como I foi descrito em (5.17), podemos enxergar cada ponto b de I como um
ponto de I', completando b colocando zero nas j-ésimas entradas, tal que ay; > 0. Consideremos
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entdo o vetor ¢ = (¢;|ay; = 0). Segue de (5.16) que ¢ € V(I'y). Agora, pelo Corolario 5.2.4,
temos que

V() cT'UV(zy ... xis,),
com i; tal que ay;; = 0. Assim,

I. Jel”

ou
IL. ¢ € V(xy ... -7,), 0o que implica
e V(I)NV(z,) =V (I xy,), paraalgum1l<j<s/'

Por hipétese de inducao ¢ € IV. Nos dois casos temos ¢ € [V, Enxergando ¢ como um
ponto em I', temos exatamente o ponto c. Portanto c € I.

Vejamos um exemplo para ilustrar a demonstracao da Proposicao 5.2.7.

Exemplo 5.2.8. Considere a matriz

A=

S O N
o NN O
N OO
= = O
O~
—_ o

sobre o corpo K = C. Entdo, fi =13, fo = 13, f3 = t2, f1 = tats, f5 = tita, f6 = tit3 €

U = {(t], 63,13, tats, tita, tt3)| t1, o, t5 € K } .

Tomando ¢ = (¢1,...,c6) € V(I4,1), temos que ¢ = (0, ¢, c3,¢4,0,0). Assim,
2 01
A= [O 2 1 ] eF/:{(t§7t37t2t3)‘t27753€K}.

Supomos que V(I'y) = I'. Veja que se b = (t3,t3,tat3) € ', entdo b = (0,3, t3,t2t3,0,0) €
I, (t1 =0). Temos que ¢ = (ca,c3,c4) € V(1) e completando-o, obtemos (0, ca, 3, ¢4,0,0) = c.
Logo, c € T.

A seguir, apresentamos outra consequéncia do Teorema 5.2.3, que pode ser usada para
provar que as curvas monomiais sobre corpos arbitrarios sao variedades afins téricas.

Coroldrio 5.2.9. Se as colunas de A geram Z™ como Z—mddulo, entdo I' = V(I4) se, e
somente se, V(I 4,x;) C I para todo i.

Demonstracdo. Sabemos que A determina um homomorfismo entre Z" e Z"™. Como as colunas
de A geram Z™, temos que esse homomorfismo é sobrejetor. Pelo Corolédrio 3.2.3 podemos obter
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uma base § de Z" e uma base 5’ de Z™ tais que a matriz que representa este homomorfismo é
da forma

A1
A2
M= Ar
com 0 < 7 < min{m,n}, A1, Ag, ..., A\, pertencentes a Z\{0} e A; dividindo \;;, para cada
j=1,2,...,r — 1. Observe que as colunas da matriz M formam um conjunto Z—linearmente

independente e continuam gerando Z™. Logo, as colunas de M formam uma base para Z™.
Pela Proposicao 3.1.3 segue que m = r. Assim,

At
A :
M = ? 0
Com \; € Z\{0} e \j|\iz1, parai =1,...,m — 1. Vejamos que )\; = 1, para todo i. Como M
determina o mesmo homomorfismo que A, segue que dado ¢; € Z™, existe x = (x1,...,x,) € Z"
tal que Mz = e;. Isso implica que My = ... = N1 = Ap1%is1 = ... = ApZy, = 0 €

Aix; = 1. Assim, x; é o inverso multiplicativo de \; e como as tnicas unidades em Z sao 1 ou
—1e )\ >0, concluimos que A\; = 1 para todo i. Temos assim a condi¢ao (a) do Teorema 5.2.3
satisfeita. Portanto I' = V' (14) se, e somente se, a condi¢ao (b) acontece. ]

Um conjunto térico I' no espago afim A% é chamado curva monomial, se a matriz A
correspondente a I', tem apenas uma linha, ou seja, A = [a;...a,] € ay,...,a, sdo inteiros
positivos relativamente primos [13].

Proposicao 5.2.10. Seja K um corpo arbitrdrio e I' uma curva monomial. Entao T' =V (I4).

Demonstra¢ao. Como ay,...,a, sao primos entre si, segue que Z = Zay, + ... + Za, e pelo
Corolario 5.2.9 é suficiente mostrar que V(I4,z;) C I, para todo i. Assim, seja ¢ € V (14, z;).
Note que todo binémio da forma z}’ — x}“ € I, e consequentemente se anulam em c. Isso

implica que ¢ = 0 e portanto pertence a I'. Logo, V(I 4,z;) CT. O

Proposicao 5.2.11. Se K é um corpo algebricamente fechado, e A= [a; ...a,], com
mdc(ay, ..., a,) =d.

Entao, T' =V (14).

Demonstragcao. Como o corpo K é algebricamente fechado, pelo Coroldrio 5.2.5 basta provarmos
que V(I 4, x;) C T, para todo i. Observe que os binémios da forma zy’ — m? estao em [ 4. Isto
independe do fato de a4, ..., a, ndo serem primos. Podemos entao concluir a demonstracao da
mesma forma que foi feito na Proposi¢ao 5.2.10.

m
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Proposicao 5.2.12. Se K € um corpo infinito e I' = V(I) para algum ideal I C Kz, ..., x,)],
entdo I' = V(I 4).

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 5.1.3, temos que I(T') = I 4 e V(I(I')) = V(I4). Como I' é uma
variedade, segue que I' = V(I 4). O

Em vista da Proposicao 5.2.12 poderiamos nos perguntar se I' pode ser uma variedade, mas
nao uma variedade afim torica. Para mostrar que isso é possivel, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.2.13. Seja K =73 e A= (2,4). Entao,

['={(0,0),(1,1)} =V(z; — 29,25 —x5) , P = {xy—1?).

1
0
(2,1) € V(P), logo V(P) # I'. Pensando no ezemplo em termos do Teorema 5.2.3, observe
que nao existe a € Zs tal que a®> = 2'.1° = 2, isto €, a condicdo (a) do Teorema 5.2.3 ndo é
satisfeita.

E fdcil verificar que neste caso D = (2,0), Q = { _12 ], ou seja, \1 = 2. Note que

Variedade afins toricas sao completamente parametrizadas por monoémios quando K é alge-
bricamente fechado ou quando a variedade é normal (ver [6] e [7]).
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