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Resumo

A partir de uma matriz A com determinadas caracter��sticas, �e poss��vel de�nir o chamado ideal
t�orico IA, que por sua vez d�a origem �a uma variedade t�orica V (IA). As colunas desta matriz
A, fornecem uma parametriza�c�ao de um subconjunto da variedade t�orica, que �e denominado
conjunto t�orico. O objetivo desta disserta�c�ao �e apresentar um resultado que relaciona estes dois
conjuntos. Mais precisamente, �e mostrado um resultado que fornece duas condi�c�oes su�cientes
e necess�arias para determinar quando um conjunto t�orico determinado por uma dada matriz
A, �e igual �a variedade t�orica determinada pela mesma matriz. S�ao mostradas ainda, algumas
aplica�c�oes deste resultado. O trabalho ainda aborda alguns conceitos como Base de Gr�obner e
m�odulos �nitamente gerados. Utilizando a teoria de bases de Gr�obner se pode provar alguns
resultados a respeito do conjunto de geradores de um ideal t�orico. J�a a teoria de M�odulos
fornece ferramentas para que se prove o resultado principal que comp�oe o objetivo do trabalho.
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Abstract

From a matrix A with certain characteristics, it is possible to de�ne the toric ideal IA, which
in turn gives rise to a toric variety V (IA). The columns of this matrix A, provide a parame-
terization of a subset of the toric variety, which is called the toric set. The purpose of this
dissertation is to present a result that relates these two sets. More precisely, a result is shown
which provides two su�cient and necessary conditions to determine when a toric set determined
by a given matrix A, is equal to the toric variety determined by the same matrix. Besides,
some aplications of this result are showen. The work still addresses some concepts like Gr�obner
Base and Finitely Generated Modules. Using the theory of Gr�obner Bases one can prove some
results regarding the set of generators of a toric ideal. The Modules theory, however, provides
tools for proving the main result that makes up the purpose of the work.

Keywords : Toric Variety. Toric Ideal. Toric Set.
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INTRODU�C�AO

A matem�atica �e dividida em v�arias �areas. Dentre estas, se encontra a geometria alg�ebrica, que
faz uso de m�etodos alg�ebricos para estudar propriedades geom�etricas de conjuntos de solu�c�oes
de sistemas de equa�c�oes polinomiais. No presente trabalho estes conjuntos de solu�c�oes s�ao
denominados variedades a�ns. Pode-se de�nir variedades a�ns a partir de um ideal polinomial.
Esta caracteriza�c�ao �e poss��vel atrav�es da teoria das Bases de Gr�obner.

Nos �ultimos quarenta e oito anos, um tipo de variedade a�m vem ganhando espa�co nas
pesquisas em geometria alg�ebrica. Elas s�ao chamadas variedades t�oricas. De acordo com Cox,
Little e Schenck [1], esta classe de variedades foram de�nidas formalmente em 1970, em um
artigo de Demezure [2] intitulado �Sous-groupes alg�ebriques de rang maximum du groupe de
Cremona�. Um fato interessante que os autores mencionam �e que o termo �variedade t�orica�
veio a surgir somente depois de 1977, quando Miles Reidv escolheu o t��tulo �Geometry of toric
varieties� ao traduzir para o ingl�es o artigo de Danilov's [3], cujo t��tulo em russo era �Ãåîìåòðèÿ
òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé�. O trabalho de Danilov's foi um dos mais importantes da �epoca
sobre o tema. E depois dele muitos outros trabalhos foram publicados, apresentando v�arios
resultados signi�cativos para as �areas de combinat�oria, pol��topos convexos, teoria de c�odigos,
f��sica, dentre outras.

�E importante mencionar que �e poss��vel pensar em variedades t�oricas de diversas maneiras.
Duas de�ni�c�oes distintas podem ser encontradas, por exemplo, em [1] e [4]. No presente trabalho
�e utilizada uma outra de�ni�c�ao, que difere das duas encontradas nos livros citados acima. Aqui,
tem-se como variedade a�m t�orica �a variedade de um ideal t�orico.

Utilizando esta caracteriza�c�ao de variedade t�orica e alguns resultados sobre A-m�odulos,
este trabalho visa apresentar condi�c�oes necess�arias e su�cientes para um conjunto t�orico ser
caracterizado como variedade a�m t�orica. Este resultado �e apresentado por Reyes, Villarreal
e Z�arate em [5] e de acordo com Katsabekis e Thoma [6], foi neste trabalho que a rela�c�ao
entre conjunto t�orico e variedade t�orica foi considerada pela primeira vez. Em particular,
dizer que um conjunto t�orico �e uma variedade t�orica, �e o mesmo que dizer que esta variedade �e
parametrizada por mon�omios. Segundo Katsabekis e Thoma [7] parametrizar variedades t�oricas
�e importante tanto por motivos te�oricos como para aplica�c�oes, dando como exemplo, projeto
geom�etrico assistido por computador.

Diante das import�ancias apresentadas, �e v�alido mencionar que existem trabalhos posteriores
ao de Reyes, Villarreal e Z�arate, que tratam do assunto em quest�ao e que n�ao foram abordados
aqui. Caso o autor tenha interesse, pode consultar [6] e [7], j�a citados acima. Em [6], os
autores provam que qualquer variedade t�orica sobre um corpo algebricamente fechado, pode
ser expressa como um conjunto t�orico, para uma matriz apropriada. J�a em [7] s�ao apresentadas
condi�c�oes sob as quais um conjunto t�orico �e uma variedade t�orica, a partir da combina�c�ao das
t�ecnicas mostradas em [5] e [6]. Al�em disso, os autores provam que qualquer variedade t�orica
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normal sobre qualquer corpo, �e igual a um conjunto t�orico dado por uma matriz apropriada.
Antes do resultado principal (Teorema 5.2.3) desta disserta�c�ao ser mostrado, s�ao apresen-

tados quatro cap��tulos; o Cap��tulo 1 trata dos conceitos preliminares a respeito de polin�omios,
variedade a�m e ideal polinomial.

No Cap��tulo 2 �e estudada a teoria de bases de Gr�obner. �E de�nida ordem monomial e
s�ao apresentados resultados importantes para o desenvolvimento deste trabalho, tais como o
Teorema das bases de Hilbert e o Algoritmo de Buchberger's.

O cap��tulo 3 �e composto pelo estudo de A-m�odulos. Um dos resultados mostrados neste
cap��tulo �e de fundamental import�ancia para a demonstra�c�ao do Teorema 5.2.3.

O cap��tulo 4 �e dedicado ao ideal t�orico, contendo a de�ni�c�ao deste ideal e resultados a
respeito de seu conjunto de geradores. Por meio da teoria das bases de Gr�obner, �e mostrado
tamb�em como �e poss��vel calcular geradores para um ideal t�orico.

Por �m, no Cap��tulo 5 s�ao de�nidos conjunto t�orico e variedade a�m t�orica. �E demonstrado o
Teorema 5.2.3, que fornece as condi�c�oes para a caracteriza�c�ao do conjunto t�orico como variedade
a�m t�orica e al�em disso s�ao apresentadas algumas aplica�c�oes deste resultado.

Rejiane Aparecida Calixto
Uberl�andia-MG, 14 de Fevereiro de 2019.



CAP�ITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 Polin�omios

Um mon�omio nas vari�aveis x1, . . . , xn �e um produto da forma

xα1

1 · . . . · x
αn

n

cujos expoentes α1, . . . , αn s�ao inteiros n�ao negativos. O grau total deste mon�omio �e dado
pela soma α1 + · · · + αn. Uma combina�c�ao linear �nita de mon�omios com coe�cientes em um
corpo K �e chamada de polin�omio f nas vari�aveis x1, . . . , xn.

A �m de simpli�car nota�c�oes, considere α = (α1, . . . , αn) uma n-upla de inteiros n�ao nega-
tivos. Podemos ent�ao escrever um mon�omio como

xα = xα1

1 · . . . · x
αn

n .

Note que quando α = (0, . . . , 0), xα = 1. Denotando um mon�omio como acima, podemos
denotar seu grau total por |α| = α1+ · · ·+αn. Com essa nova nota�c�ao escrevemos o polin�omio
f como

f =
∑

α

aαx
α, aα ∈ K,

com a soma dada sobre um n�umero �nito de n-uplas α = (α1, . . . , αn). O conjunto de todos
os polin�omios nas vari�aveis x1, . . . , xn com coe�cientes em K �e denotado por K[x1, . . . , xn].
Chamamos este conjunto de anel de polin�omios em n vari�aveis.

Seja f =
∑

α aαx
α um polin�omio em K[x1, . . . , xn]. Chamamos aα de coe�ciente do

mon�omio xα. Se aα 6= 0, ent�ao aαx
α �e chamado termo de f e o grau total de f 6= 0 �e de�nido

por

deg(f) = max {|α|; aα 6= 0}.

Exemplo 1.1.1. Considere o polin�omio f = 2x3y2z+ 3
2
y3z3−3xyz+y2 em Q[x, y, z]. Observe

que f tem quatro termos e grau total igual a seis. Note ainda que diferentemente dos polin�omios
em uma vari�avel, f possui dois termos de grau total m�aximo.

Consideremos agora, o produto cartesiano de n fatores iguais a K:

An
K = Kn = K × · · · ×K.

Chamamos An
K de espa�co a�m n-dimensional sobre um corpo K.

3
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Como um exemplo de espa�co a�m, pode-se considerar o conhecido espa�co euclidiano Rn,
sendo neste caso K = R.

Podemos ver um polin�omio f =
∑

α bαx
α ∈ K[x1, . . . , xn] como uma fun�c�ao f : An

K → K,
de�nida da seguinte maneira: dado a = (a1, . . . , an) ∈ An

K , substitui-se cada xi por ai na
express�ao que determina f . Mais precisamente, f(a1, . . . , an) =

∑

α bαa
α ∈ K, com aα =

aα1

1 · . . . · a
αn .

Se recorde que um polin�omio nulo �e aquele que tem todos os seus coe�cientes iguais a zero,
e dizer que uma dada fun�c�ao f �e nula em An

K signi�ca que f(a) = 0, para todo a ∈ An
K . Com

isto em mente, vejamos o pr�oximo resultado.

Proposi�c�ao 1.1.2. Sejam K um corpo in�nito e f ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao f = 0 em
K[x1, . . . , xn] se, e somente se, f : An

K → K �e a fun�c�ao nula.

Demonstra�c�ao. Se f = 0, ent�ao obviamente a fun�c�ao f : An
K −→ K �e nula. Para provar o

contr�ario, precisamos mostrar que se f(a1, . . . , an) = 0 para todos (a1, . . . , an) ∈ An
K , ent�ao f �e

o polin�omio zero. N�os usaremos indu�c�ao sobre o n�umero de vari�aveis n.
Seja n = 1. Sabemos que um polin�omio n�ao nulo, de uma vari�avel, com grau m, possui no

m�aximo m ra��zes distintas. Assim, se f ∈ K[x] e f(a) = 0 para todo a ∈ K, como K �e in�nito,
signi�ca que f tem in�nitas ra��zes. Portanto f �e o polin�omio zero.

Agora suponhamos que para todo polin�omio h ∈ K[x1, . . . , xn−1], que se anula em todo
a ∈ An−1

k , temos h igual ao polin�omio zero. Seja f ∈ K[x1, . . . , xn] um polin�omio que se anula
em todos os pontos de An

K . Podemos escrever f da seguinte forma,

f =
N∑

i=0

gi(x1, . . . , xn−1)x
i
n, (1.1)

sendo gi ∈ K[x1, . . . , xn−1].
Se �xamos (a1, . . . , an−1) ∈ An−1

K , temos que f(a1, . . . , an−1, xn) ∈ K[xn]. Por hip�otese, f
deve se anular em cada an ∈ K. Segue do caso n = 1 que f(a1, . . . , an−1, xn) �e o polin�omio
zero em K[xn]. Usando a express�ao de f dada em (1.1), vemos que os coe�cientes de f s�ao
gi(a1, . . . , an−1), e portanto, gi(a1, . . . , an−1) = 0 para todo i. Como (a1, . . . , an−1) foi escolhido
de maneira arbitr�aria em An−1

k , segue que gi ∈ K[x1, . . . , xn−1] fornece a fun�c�ao nula em An−1
K .

Por hip�otese de indu�c�ao, temos que gi �e o polin�omio zero em K[x1, . . . , xn−1]. Isso implica que
f �e o polin�omio zero em K[x1, . . . , xn] e conclui a prova da proposi�c�ao.

Antes de passarmos para o pr�oximo resultado, vejamos um exemplo de um caso espec���co, de
como funciona escrever f ∈ K[x1, . . . , xn], na var�avel xn e com coe�cientes em K[x1, . . . , xn−1].

Exemplo 1.1.3. Considere o polin�omio

f(x, y, z) = x5y2z − x4y3 + y5 + x2z − y3z + xy + 2x− 5z + 3.

Escrevendo f como um polin�omio na vari�avel x e coe�ciente em K[y, z], temos

f = (y2z)x5 − y3x4 + zx2 + (y + 2)x+ (y5 − y3z − 5z + 3).

Corol�ario 1.1.4. Seja K um corpo in�nito, e sejam f, g ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao f = g se, e
somente se, f : An

K → K e g : An
K → K s�ao a mesma fun�c�ao.

Demonstra�c�ao. Suponha que f, g ∈ K[x1, . . . , xn], fornecem a mesma fun�c�ao em An
K . Ent�ao

f − g �e a fun�c�ao nula em An
K . Pela Proposi�c�ao 1.1, segue que o polin�omio f − g = 0. Isto prova

que f = g ∈ K[x1, . . . , xn]. A rec��proca �e trivial.
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3. Se f ∈ I e h ∈ K[x1, . . . , xn], ent�ao hf ∈ I.

Como um exemplo de ideal em K[x1, . . . , xn], temos o seguinte conjunto:

〈f1, . . . , fs〉 =

{
s∑

i=1

hifi
∣
∣h1, . . . , hs ∈ K[x1, . . . , xn]

}

,

com f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]. Vejamos que esse conjunto assim de�nido �e, de fato, um ideal.

Lema 1.2.3. Se f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn], ent�ao 〈f1, . . . , fs〉 �e um ideal de K[x1, . . . , xn].
Chamaremos 〈f1, . . . , fs〉 de ideal gerado por f1, . . . , fs.

Demonstra�c�ao. Note que 0 ∈ 〈f1, . . . , fs〉, pois 0 =
∑s

i=1 0 · fi. Agora, tome f, g ∈ I e h ∈
K[x1, . . . , xn] . Digamos que

f =
s∑

i=1

pifi e
s∑

i=1

qifi.

Assim,

f + g =
s∑

i=1

(piqi)fi,

hf =
s∑

i=1

(hpi)fi.

Portanto, 〈f1, . . . , fs〉 �e um ideal.

Quando existem f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] tais que I = 〈f1, . . . , fs〉, para um dado ideal I,
dizemos que I �e �nitamente gerado. Neste caso, dizemos que f1, . . . , fs �e uma base de I.
Note que um ideal pode ter diferentes bases.

Exemplo 1.2.4. N�ao �e dif��cil provar que 〈2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3〉 = 〈x2 − 4, y2 − 1〉 .

Proposi�c�ao 1.2.5. Se f1, . . . , fs e g1, . . . , gt s�ao bases de um mesmo ideal em K[x1, . . . , xn],
ou seja, 〈f1, . . . , fs〉 = 〈g1, . . . , gt〉, ent�ao V (f1, . . . , fs) = V (g1, . . . , gt).

Demonstra�c�ao. Seja (a1, . . . , an) ∈ V (f1, . . . , fs). Ent�ao, para cada i = 1, . . . , s temos que
fi(a1, . . . , an) = 0. Observe que gj est�a em 〈f1, . . . , fs〉, para todo j. Assim, para cada j =
1, . . . , t,

gj =
s∑

i=1

hjifi, hji ∈ K[x1, . . . , xn], para todo i.

Logo, gj(a1, . . . , an) = 0 para todo j. Logo, V (f1, . . . , fs) ⊂ V (g1, . . . , gt).
De maneira an�aloga, prova-se que V (g1, . . . , gt) ⊂ V (f1, . . . , fs). E assim conclu��mos que

V (f1, . . . , fs) = V (g1, . . . , gt).

Considere uma variedade V ∈ An
K e de�na o conjunto

I(V ) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] | f(a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) ∈ V } .

�E f�acil ver que I(V ) �e um ideal. Com esta de�ni�c�ao podemos estabelecer uma correspond�encia
entre variedade e ideal.

Lema 1.2.6. Se f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ I(V(f1, . . . , fs)). A igualdade
pode n�ao ocorrer.
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Demonstra�c�ao. Seja f ∈ 〈f1, . . . , fs〉. Assim, f =
∑s

i=1 hifi para alguns

h1, . . . , hs ∈ K[x1, . . . , xn].

Como f1, . . . , fs se anulam em V (f1, . . . , fs), o mesmo ocorre com f . Assim, f ∈ I(V(f1, . . . , fs)).
Portanto, 〈f1, . . . , fs〉 ⊆ I(V(f1, . . . , fs)). Para mostrar que a igualdade nem sempre ocorre,
considere o seguinte exemplo:

Seja I = 〈x2, y2〉 ⊂ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao a variedade V (x2, y2) = {(0, 0)}. Assim,

I(V(x2, y2)) = I({(0, 0)}),

ou seja, �e o ideal formado por todos os polin�omios que se anulam em (0, 0). A�rmamos que

I({(0, 0)}) = 〈x, y〉.

Uma das inclus�oes �e trivial, pois qualquer polin�omio A(x, y)x + B(x, y)y obviamente se anula
em (0, 0). Assim, 〈x, y〉 ⊂ I({(0, 0)}). Agora, suponha que f =

∑

i,j aijx
iyj se anula em (0, 0).

Ent�ao, a00 = f(0, 0) = 0 e consequentemente,

f =a00 +
∑

i 6=0
ou
j 6=0

aijx
iyj

=0 +

(
∑

i,j
i>0

aijx
i−1yj

)

x+

(
∑

j>0

a0jy
j−1

)

y ∈ 〈x, y〉.

Provamos assim nossa a�rma�c�ao.
Sabemos que 〈x2, y2〉 ⊆ I({(0, 0)}). Vejamos que I({(0, 0)}) �e estritamente maior que

〈x2, y2〉. Para isso, note que x /∈ 〈x2, y2〉, pois em polin�omios da forma h1(x, y)x
2 + h2(x, y)y

2

os mon�omios possuem sempre grau maior ou igual a dois.



CAP�ITULO 2

BASES DE GR�OBNER

2.1 Ordem Monomial e o Algoritmo da Divis�ao

Veremos a seguir que �e poss��vel estabelecer uma rela�c�ao de ordem sobre os mon�omios em
K[x1, . . . , xn]. Para isso, observe que para cada n-upla α = (α1, . . . , αn) em Nn temos um
mon�omio xα = xα1

1 · . . . ·x
αn
n em K[x1, . . . , xn]. Esta observa�c�ao estabelece uma correspond�encia

biun��voca entre os mon�omios em K[x1, . . . , xn] e Nn. Al�em disso, dada uma ordem � em
Nn, diremos que xα � xβ se α � β. Dessa forma, de�nimos uma ordem monomial �
em K[x1, . . . , xn] como sendo uma rela�c�ao � em Nn, ou equivalentemente, uma rela�c�ao � no
conjunto dos mon�omios xα, α ∈ Nn, que satisfaz:

(i) � �e uma ordem total (ou linear) em Nn. Isso signi�ca que dados os mon�omios xα, xβ e xγ

apenas uma das seguintes condi�c�oes �e verdadeira: xα � xβ, xα = xβ ou xα ≺ xβ. Al�em
disso vale a transitividade, isto �e, xα � xβ e xβ � xγ, sempre implica que xα � xγ.

(ii) Se α � β e γ ∈ Nn, ent�ao α + γ � β + γ.

(iii) � �e uma boa ordem em Nn, ou seja, todo subconjunto n�ao vazio de Nn possui um menor
elemento com rela�c�ao a �.

Proposi�c�ao 2.1.1. Uma rela�c�ao de ordem � sobre Nn �e uma boa ordem se, e somente se, toda
sequ�encia estritamente decrescente em Nn

α(1) � α(2) � α(3) . . .

estaciona em algum momento.

Demonstra�c�ao. Vamos provar a proposi�c�ao por contraposi�c�ao: � n�ao �e uma boa ordena�c�ao se,
e somente se, existe uma sequ�encia em Nn in�nita e estritamente decrescente.

Suponha que � n�ao �e uma boa ordena�c�ao, ent�ao algum subconjunto S ⊂ Nn n�ao vazio, n�ao
tem um menor elemento. Escolha α(1) ∈ S. Como α(1) n�ao �e o menor elemento, podemos
encontrar α(2) ∈ S tal que α(1) � α(2). Como α(2) tamb�em n�ao �e o menor elemento, existe
α(3) ∈ S de tal forma que α(1) � α(2) � α(3) em S. Prosseguindo desta maneira, conseguimos
uma sequ�encia in�nita estritamente decrescente

α(1) � α(2) � α(3) . . . .

Reciprocamente, dada uma sequ�encia in�nita estritamente decrescente, segue que

{α(1), α(2), α(3), . . .}

8
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�e um subconjunto n�ao vazio de Nn que n�ao tem menor elemento. Assim, � n�ao �e uma boa
ordena�c�ao.

Apresentaremos a seguir tr�es exemplos que assumiremos a princ��pio, sem prova, serem ordens
monomiais. Na Se�c�ao 2.2 faremos a prova de que a ordem lex �e ordem monomial. Nos dois
outros casos, basta prosseguir de maneira an�aloga.

Sejam α = (α1, . . . , αn) e β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn. Recordemos que

|α| =
n∑

i=1

αi e |β| =
n∑

i=1

βi.

De�nimos:

1. Ordem Lexicogr�a�ca(ou ordem lex): Dizemos que α �lex β se no vetor diferen�ca
α − β ∈ Nn a primeira coordenada n�ao nula, da esquerda para a direita, �e positiva.
Escrevemos xα �lex x

β se α � β.

2. Ordem Lexicogr�a�ca Graduada(ou ordem grlex): Dizemos que α �grlex β e escre-
vemos xα �grlex x

β, se

|α| > |β| ou |α| = |β| e α �lex β.

3. Ordem Lexicogr�a�ca Graduada Reversa(ou ordem grevlex): Diremos que

α �grevlex β

e escrevemos xα �grevlex x
β, se

|α| > |β| ou |α| = |β| e a primeira coordenada n�ao nula em α− β,

da direita para a esquerda, �e negativa.

Vejamos um exemplo pra ilustrar a ordena�c�ao dos termos de um polin�omio emK[x1, . . . , xn].

Exemplo 2.1.2. Seja f = 4xy2z + 4z2 − 5x3 + 7x2z2 ∈ K[x, y, z]. Ent�ao os termos de f
reordenados de maneira decrescente �cam da seguinte forma:

• Ordem lexicogr�a�ca: f = −5x3 + 7x2y2 + 4xy2z + 4z2

• Ordem lexicogr�a�ca graduada: f = 7x2z2 + 4xy2z − 5x3 + 4z2

• Ordem lexicogr�a�ca graduada reversa: f = 4xy2z + 7x2z2 − 5x3 + 4z2

Seja f =
∑

α aαx
α um polin�omio n�ao nulo em K[x1, . . . , xn] e seja � a ordem monomial.

O multigrau de f , denotado por multg(f) �e o m�aximo do conjunto {α ∈ Nn : aα 6= 0}.

O coe�ciente l��der de f �e CL(f) = amultg(f) ∈ K. Chamamos xmultg(f) = ML(f) de

mon�omio l��der de f e TL(f)=CL(f)ML(f), �e dito ser o termo l��der de f . Por exemplo,
considere f = 4xy2z + 4z2 − 5x3 + 7x2z2 e seja � a ordem lex. Ent�ao:

multg(f) =(3, 0, 0);

CL(f) =− 5;

ML(f) =x3;

TL(f) =− 5x3.
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Com a de�ni�c�ao de ordem monomial em K[x1, . . . , xn], �e poss��vel exibir um algoritmo da
divis�ao emK[x1, . . . , xn] que possibilita dividir um polin�omio f ∈ K[x1, . . . , xn] por f1, . . . , fn ∈
K[x1, . . . , xn], com respeito a uma ordem monomial pr�e determinada. Isto signi�ca que podemos
expressar f na forma

f = q1f1 + · · ·+ qsfs + r

sendo q1, . . . , qs e r pertencentes a K[x1, . . . , xn].
Apresentaremos a seguir o teorema que trata deste algoritmo.

Teorema 2.1.3 (Algoritmo da divis�ao em K[x1, . . . , xn]). Seja � uma ordem monomial
em Nn e seja F = (f1, . . . , fs) uma s-upla ordenada de polin�omios em K[x1, . . . , xn]. Ent�ao
todo polin�omio f ∈ K[x1, . . . , xn] pode ser escrito como

f = q1f1 + · · ·+ qsfs + r

sendo q1, . . . , qs, r ∈ K[x1, . . . , xn] e ou r = 0 ou r �e uma combina�c�ao linear, com coe�cientes
em K, de mon�omios tais que nenhum deles �e divis��vel por algum dos TL(fi), para todo i.
Chamaremos r de resto da divis�ao de f por F . Al�em disso, se qifi 6= 0, ent�ao

multg(f) � multg(qifi).

Demonstra�c�ao. Ver ([8], p.64).

O Algoritmo:

Entrada: f1, . . . , fs, f
Sa��da: q1, . . . , qs, r
q1 := 0, . . . , qs := 0, r := 0
p := f
Enquanto p 6= 0 fa�ca

i := 1
divis�ao sucedida:=falso
Enquanto i ≤ s e divis�ao sucedida = falso Fa�ca

Se TL(fi)divideTL(p) Ent�ao
qi := qi+ TL(p)/TL(fi)
p := p− (TL(p)/TL(fi))fi
divis�ao sucedida = falso

Sen�ao

i := i+ 1
Se divis�ao sucedida = false Ent�ao

r := r + TL(p)
p := p− TL(p)

Retorne q1, . . . , qs, r Vejamos alguns exemplos de como esse algoritmo funciona na pr�atica:

Exemplo 2.1.4. Vamos dividir f = xy2 +1 por f1 = xy+1 e f2 = y+1, usando a ordem lex,
com x � y.

xy2 + 1
xy + 1
y + 1

q1 :
q2 :

Observe que tanto TL(f1) = xy como TL(f2) = y dividem TL(f). Come�caremos a divis�ao
com o primeiro da lista, no caso, f1. Assim, temos
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xy2 + 1
xy + 1
y + 1

−xy2 − y q1 : y
−y + 1 q2 :

Repetimos o mesmo processo com −y + 1. Agora usando f2. Da��,

xy2 + 1
xy + 1
y + 1

−xy2 − y q1 : y
−y + 1 q2 : −1
y + 1

2

Como 2 n�ao �e divis��vel por TL(f1) nem por TL(f2), segue que o resto �e 2. Portanto,

xy2 + 1 = y(xy + 1) + (−1)(y + 1) + 2.

Exemplo 2.1.5. Vamos agora dividir f = x2y+xy2+y2 por f1 = xy−1 e f2 = y2−1, usando
tamb�em a ordem lex com x � y. Procedendo como no exemplo anterior, temos

x2y + xy2 + y2
xy − 1
y2 − 1

−xy2 + x q1 : x+ y
xy2 + x+ y2 q2 :
−xy2 + y

x+ y2 + y

Note que nem TL(f1) nem TL(f2) dividem o TL(x+ y2 + y) = x. Portanto x vai para o resto

x2y + xy2 + y2
xy − 1
y2 − 1

resto

−xy2 + x q1 : x+ y
xy2 + x+ y2 q2 :
−xy2 + y

x+ y2 + y −→ x
y2 + y

Continuando a divis�ao, temos

x2y + xy2 + y2
xy − 1
y2 − 1

resto

−xy2 + x q1 : x+ y
xy2 + x+ y2 q2 : 1
−xy2 + y

x+ y2 + y −→ x
y2 + y
−y2 + 1
y + 1 −→ x+ y

1 −→ x+ y + 1
0

Logo, o resto �e x+ y + 1 e temos,

x2y + xy2 + y2 = (x+ y)(xy − 1) + 1(y2 − 1) + x+ y + 1.
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Uma observa�c�ao importante a ser feita sobre o algoritmo da divis�ao em K[x1, . . . , xn] �e que
os quocientes e o resto, podem variar de acordo com a ordem que os polin�omios f ′

is s�ao listados.
Por exemplo, para f = xy2 − x temos:

xy2 − x = y(xy − 1) + 0(y2 − 1) + (−x+ y)

= x(y2 − 1) + 0(xy − 1) + 0.

2.2 Ideais Monomiais e Lema de Dickson

Seja A ⊂ Nn. Chamamos o ideal I = 〈xα|α ∈ A〉 ⊆ K[x1, . . . , xn] de ideal monomial.

Exemplo 2.2.1. I = 〈x42, x 3y4, x2y5〉 ⊆ K[x, y] �e um ideal monomial.

Lema 2.2.2. Seja I = 〈xα|α ∈ A〉 um ideal monomial. Ent�ao um mon�omio xβ pertence a I
se, e somente se, xβ �e divis��vel por xα para algum α ∈ A.

Demonstra�c�ao. Se xβ �e um m�ultiplo de xα para algum α ∈ A, ent�ao xβ ∈ I por de�ni�c�ao de
ideal.

Reciprocamente, se xβ ∈ I, ent�ao

xβ =
s∑

i=1

hix
α(i), hi ∈ K[x1, . . . , xn] e α(i) ∈ A.

Podemos escrever cada hi, como hi =
∑

j ci,jx
β(i,j), com ci,j ∈ K. Assim,

xβ =
s∑

i=1

hix
α(i) =

s∑

i=1

(
∑

j

ci,jx
βi,j

)

xα(i) =
∑

i,j

ci,jx
βi,jxα(i).

Como o lado esquerdo da igualdade �e um mon�omio, o lado direito tamb�em dever�a ser. Logo,
alguns termos da soma �a direita ir�ao se cancelar. Observe que cada termo da soma do lado
direito da igualdade �e divis��vel por algum xα(i). Sendo assim, xβ tem a mesma propriedade.

Lema 2.2.3. Sejam I = 〈xα|α ∈ A〉 um ideal monomial e f ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao as
seguintes a�rma�c�oes s�ao equivalentes:

(i) f ∈ I

(ii) Todo termo de f est�a em I

(iii) f �e uma combina�c�ao K−linear de mon�omios de I.

Demonstra�c�ao. As implica�c�oes (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) e (ii) ⇒ (iii) s�ao triviais. Falta ent�ao
mostrarmos que (i)⇒ (iii). Para isto, seja f ∈ I. Da mesma forma com a qual escrevemos xβ

no Lema 2.2.2, podemos escrever f , ou seja,

f =
∑

i,j

ci,jx
βi,jxα(i) =

∑

i,j

ci,j
(
xβi,j+α(i)

)
, ci,j ∈ K.

Como cada xβi,j+α(i) ∈ I, conclu��mos que f �e uma combina�c�ao K−linear de mon�omios de I.

Corol�ario 2.2.4. Dois ideais monomiais I e Ĩ s�ao os mesmos se, e somente se, eles cont�em
os mesmos mon�omios.
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Demonstra�c�ao. Obviamente, dois ideais iguais possuem os mesmos mon�omios. Por outro lado,
pelo Lema 2.2.3 segue que

f ∈ I ⇔f �e uma combina�c�ao K − linear de mon�omios de I

⇔f �e uma combina�c�ao K − linear de mon�omios de Ĩ

⇔f ∈ Ĩ .

Portanto, I = Ĩ.

Teorema 2.2.5 (Lema de Dickson). Sejam A ⊂ Nn e I = 〈xα|α ∈ A〉 ⊂ K[x1, . . . , xn].
Ent�ao I pode ser escrito na forma 〈xα(1), . . . , xα(s)〉, sendo α(1), . . . , α(s) ∈ A. Em particular,
I tem uma base �nita.

Demonstra�c�ao. Vamos provar o resultado por indu�c�ao sobre o n�umero de vari�aveis n. Se n = 1,
ent�ao

I = 〈xα1 |α ∈ A ⊆ Nn〉.

Seja β o menor elemento em A ⊆ Nn. Ent�ao β � α para todo α ∈ A. Sendo assim, xβ1 divide
todos os outros geradores xα1 , implicando que I = 〈xβ1 〉.

Vamos assumir agora que n > 1 e que o teorema seja verdadeiro para n− 1. Escrevemos as
vari�aveis como x1, . . . , xn−1, y, de forma que os mon�omios em K[x1, . . . , xn] possam ser escritos
como xαym, com α = (α1, . . . , αn−1) ∈ Nn e m ∈ N.

Suponhamos que I ⊆ K[x1, . . . , xn−1, y] seja um ideal monomial. Considere o ideal

J = 〈xα| xαym ∈ I para algum m ≥ 0〉.

Note que J �e um ideal monomial em K[x1, . . . , xn−1] e por hip�otese de indu�c�ao segue que

J = 〈xα(1), . . . , xα(s)〉.

Sendo assim, por de�ni�c�ao de J , para cada i = 1, . . . , s existe mi ≥ 0 tal que xα(i)ymi ∈ I. Seja

M = max {m1, . . . ,ms}

e considere o ideal
Jk = 〈x

β| xβyk ∈ I〉,

para 0 ≤ k ≤M − 1. Novamente por hip�otese de indu�c�ao segue que

Jk = 〈x
αk(1), . . . , xαk(sk)〉.

AFIRMA�C�AO: I �e gerado pelo seguinte conjunto de mon�omios:

W =
{
xα(j)yM | 1 ≤ j ≤ s

}
∪
{
xαk(i)yk| 0 ≤ k ≤M − 1 e 1 ≤ i ≤ sk

}
.

Por constru�c�ao de J e cada Jk, temos que todos os elementos de W pertencem a I. Pelo
Lema 2.2.2 obtemos que todo mon�omio de 〈W 〉 tamb�em est�a em I. Para vermos a outra
inclus�ao, tome xγyq ∈ I. Se q ≥ M , ent�ao por de�ni�c�ao de J temos que xγ ∈ J . Logo, existe
xα(j) ∈ J , tal que xα(j)|xγ. Consequentemente, xα(j)yM |xγyq. Se por outro lado, 0 ≤ q ≤M−1,
ent�ao xγ ∈ Jq. O que implica que existe xαq(i) ∈ Jq de tal forma que xαq(i)|xγ, donde segue que
xαq(i)yq|xγxq. Novamente do Lema 2.2.2, temos que cada mon�omio de I est�a em 〈W 〉. Portanto,
pelo Corol�ario 2.2.4 I = 〈W 〉.

Para completar a prova, devemos mostrar que o conjunto �nito de geradores pode ser obtido
a partir de um determinado conjunto de geradores do ideal. Voltando a escrever as vari�aveis
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como x1, . . . , xn, nosso ideal monomial ser�a I = 〈xα|α ∈ A〉 ⊆ K[x1, . . . , xn]. Precisamos
mostrar que I �e gerado por �nitos xα's, tais que α ∈ A. Vimos no par�agrafo anterior que
I = 〈xβ(1), . . . , xβ(s)〉, sendo xβ(i) mon�omios em I. Como xβ(i) ∈ I = 〈xα|α ∈ A〉, existe
α(i) ∈ A, de tal forma que xα(i)|xβ(i). Isso implica que

I ⊆ 〈xα(1), . . . , xα(s)〉.

Claramente 〈xα(1), . . . , xα(s)〉 ⊆ I. Portanto, I = 〈xα(1), . . . , xα(s)〉.

Corol�ario 2.2.6. Seja � uma rela�c�ao em Nn satisfazendo:

(i) � �e uma ordena�c�ao total sobre Nn.

(ii) Se α � β e γ ∈ Nn, ent�ao α + γ � β + γ.

Ent�ao � �e uma boa ordena�c�ao se, e somente se, α � 0, para todo α ∈ Nn.

Demonstra�c�ao. Supondo que � �e uma boa ordena�c�ao, chamemos de α0 o menor elemento de
Nn. �E su�ciente mostrar que α0 � 0. Observe que se α0 ≺ 0, ent�ao pela hip�otese (ii) temos
que α0 � 2α0. O que �e imposs��vel, pois α0 �e o menor elemento de Nn.

Para provar a rec��proca, suponhamos que α � 0 para todo Nn e seja A ⊆ Nn, n�ao vazio.
Precisamos mostrar que A tem um menor elemento. Se I = 〈xα|α ∈ A〉 �e um ideal monomial,
pelo Lema de Dickson existem α(1), . . . , α(s) ∈ A tais que I = 〈α(1), . . . , α(s)〉. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que α(1) � . . . � α(s). A�rmamos que α(1) �e o menor
elemento de A. Para provar isto, tome α ∈ A. Ent�ao α ∈ I = 〈xα(1), . . . , xα(s)〉 e pelo Lema
2.2.2 xα �e divis��vel por algum xα(i). Isso signi�ca que α = α(i) + γ para algum γ ∈ Nn. Ent�ao,
γ � 0 e pela hip�otese (ii) implica que

α = α(i) + γ � α(i) + 0 � α(1).

Portanto, α(1) �e o menor elemento de A.

Com o resultado deste corol�ario �ca bastante simples veri�carmos que a ordem lex, de�nida
na Se�c�ao 2.1 �e de fato uma ordem monomial.

Proposi�c�ao 2.2.7. A ordem lex em Nn �e uma ordem monomial.

Demonstra�c�ao. Devemos veri�car que a ordem lex satisfaz as condi�c�oes (i) e (ii) do Corol�ario
2.2.6 e que α �lex 0 para todo α ∈ Nn.

(i) Que�lex �e uma ordem total segue diretamente da de�ni�c�ao e do fato que a ordem num�erica
usual sobre Nn �e total.

(ii) Se α �lex β, ent�ao a primeira coordenada n�ao nula, da esquerda para a direita, de α− β,
digamos αi − βi, �e positiva. Note que

(α + γ)− (β + γ) = α− β.

Assim, a coordenada n�ao nula mais �a esquerda de (α+γ)−(β+γ), continua sendo αi−βi.
Portanto, α + γ �lex β + γ.

Por �m, seja α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Se todas as entradas de α s�ao nulas, ent�ao α − 0 = 0 e
est�a provado o resultado. Caso contr�ario, temos α− 0 = α. Como todas as entradas n�ao nulas
de α est�ao em N, segue o resultado.
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2.3 Base Finita de um Ideal em K[x1, . . . , xn]

Sabemos que se I ⊆ K[x] �e um ideal, ent�ao existe f ∈ I tal que I = 〈f〉, ou seja, todo ideal
no anel polinomial de uma vari�avel �e �nitamente gerado. Este resultado decorre do algoritmo
da divis�ao em K[x] que foi generalizado no Teorema 2.1.3 para o caso de um anel polinomial
com v�arias vari�aveis. Veremos a seguir que com este resultado, podemos garantir para um ideal
I ⊆ K[x1, . . . , xn], a exist�encia de polin�omios f1, . . . , fs tais que I = 〈f1, . . . , fs〉.

Fixada uma ordemmonomial, podemos determinar o TL(f), para qualquer f ∈ K[x1, . . . , xn]
n�ao nulo. Consideremos um ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn] e o conjunto dado por

TL(I) = {cxα| ∃ f ∈ I\{0} com TL(f) = cxα} .

Seja 〈TL(I)〉 o ideal gerado pelos elementos de TL(I). Note que 〈TL(I)〉 �e igual ao ideal
monomial 〈ML(f)| f ∈ I\{0}〉, e portanto �e tamb�em um ideal monomial. Ainda, pelo Lema
de Dickson podemos obter g1, . . . , gt ∈ I tais que 〈TL(I)〉 = 〈TL(g1), . . . , TL(gt)〉. Observe que
〈TL(g1), . . . , TL(gt)〉 = 〈ML(g1), . . . ,ML(gt)〉.

Uma pergunta que poder��amos fazer �e: Se um ideal I possui um conjunto �nito de ge-
radores, digamos I = 〈f1, . . . , fs〉, ent�ao 〈TL(f1), . . . , TL(fs)〉 = 〈TL(I)〉? A resposta �e
n�ao. Por de�ni�c�ao, temos que TL(fi) ∈ TL(I) ⊆ 〈TL(I)〉 e isso implica que a inclus�ao
〈TL(f1), . . . , TL(fs)〉 ⊆ 〈TL(I)〉 sempre ocorre. No entanto, 〈TL(I)〉 pode ser estritamente
maior. Considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.1. Seja I = 〈x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x〉 e a ordem monomial grlex em K[x, y].
Da��,

x2 = x(x2y − 2xy + x)− y(x3 − 2xy)

de modo que x2 ∈ I. Dessa forma TL(x2) ∈ 〈TL(I)〉, mas x2 /∈ 〈x3, x2y〉, pois x2 n�ao �e divis��vel
por x3 = TL(f1) nem por x2y = TL(f2) (Lema 2.2.2).

Dizemos que um subconjunto G = {g1, . . . , gt} de um ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn] n�ao nulo, �e
uma base de Gr�obner de I, quando temos 〈TL(g1), . . . , TL(gt)〉 = 〈TL(I)〉.

Proposi�c�ao 2.3.2. Seja I um ideal polinomial em K[x1, . . . , xn]. Dizer que G = {g1, . . . , gt}
�e uma base de Gr�obner para I �e equivalente a dizer que para todo f ∈ I, TL(f) �e m�ultiplo de
algum TL(gi).

Demonstra�c�ao. Se dado f ∈ I, TL(f) �e m�ultiplo de TL(gi) para algum gi ∈ G, pelo Lema 2.2.2
TL(f) ∈ 〈TL(g1), . . . , TL(gs)〉. Logo, 〈TL(I)〉 ⊆ 〈TL(g1), . . . , TL(gs)〉 e como a outra inclus�ao
�e trivial, conclu��mos que G �e base de Gr�obner para I.

Agora, suponha que G = {g1, . . . , gt} seja base de Gr�obner para I. Dado f ∈ I, temos
que TL(f) = CL(f)ML(f) ∈ 〈TL(g1), . . . , TL(gs)〉 = 〈ML(g1), . . . ,ML(gs)〉. Novamente
pelo Lema 2.2.2, temos que ML(f) �e divis��vel por algum ML(gi) e consequentemente TL(f) �e
divis��vel por TL(gi).

Teorema 2.3.3 (Teorema das bases de Hilbert). Todo ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn] tem um
conjunto �nito de geradores, isto �e, I = 〈f1, . . . , fs〉 para certos f1, . . . , fs ∈ I.

Demonstra�c�ao. Se I = {0} ent�ao tomamos {0} como conjunto gerador. Se I cont�em algum
polin�omio n�ao nulo, ent�ao podemos construir um conjunto de geradores f1, . . . , fs como segue.
Primeiro �xamos um ordem monomial para usar no algoritmo da divis�ao e determinar os
termos l��deres dos polin�omios em I. Consideremos agora, o ideal 〈TL(I)〉, que por ser um
ideal monomial, pelo Lema de Dickson possui um conjunto �nito de geradores, isto �e, existem
f1, . . . , fs ∈ I tais que 〈TL(I)〉 = 〈ML(f1), . . . ,ML(fs)〉. Vejamos que I = 〈f1, . . . , fs〉.



16

Como fi ∈ I para todo i = 1, . . . , s, temos claramente que 〈f1, . . . fs〉 ⊆ I. Reciprocamente,
seja f ∈ I um polin�omio qualquer. Dividindo f por f1, . . . , fs temos a seguinte express�ao

f = q1f1 + · · ·+ fqsfs + r

com r = 0 ou nenhum termo de r �e divis��vel por TL(fi) para todo i.
Suponha que r 6= 0. Ent�ao,

r = f − q1f1 + · · ·+ fqsfs ∈ I.

Segue da�� que TL(r) ∈ 〈TL(I)〉 = 〈ML(f1), . . . ,ML(fs)〉. Pela Proposi�c�ao 2.3.2, conclu��mos
que TL(r) �e m�ultiplo de algum TL(fi). O que contradiz a de�ni�c�ao de resto da divis�ao.

Portanto, r = 0 e f = q1f1 + · · ·+ qsfs. Mostrando que I ⊆ 〈f1, . . . , fs〉.

Corol�ario 2.3.4. Fixada uma ordem monomial, temos que cada ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn] tem
uma base de Gr�obner. Al�em disso, cada base de Gr�obner de um ideal I �e uma base de I.

Demonstra�c�ao. Consequ�encia imediata da demonstra�c�ao do Teorema 2.3.3.

Observa�c�ao 2.3.5. Uma outra consequ�encia do Teorema 2.3.3 �e a respeito de variedade a�m,
que agora pode ser de�nida por um ideal e n�ao somente por um conjunto �nito de polin�omios.
Denotamos por V(I) o conjunto

V(I) = {(a1, . . . , an) ∈ An
K | f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I} .

Mesmo que um ideal I diferente de zero, contenha in�nitos polin�omios diferentes, o conjunto
V(I) ainda pode ser de�nido por um conjunto �nito de equa�c�oes polinomiais.

Proposi�c�ao 2.3.6. Seja I ⊆ K[x1, . . . , xn] um ideal. Ent�ao V (I) �e uma variedade a�m. Em
particular, se I = 〈f1, . . . , fs〉, temos V(I) = V (f1, . . . , fs).

Demonstra�c�ao. Pelo Teorema das Bases de Hilbert 2.3.3, I = 〈f1, . . . , fs〉 para um conjunto
�nito de geradores. Basta provarmos queV(I) = V (f1, . . . , fs). De fato, se (a1, . . . , an) ∈ V(I),
ent�ao f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I. Segue da�� que fi(a1, . . . , an) = 0 para todo i.
Consequentemente V(I) ⊆ V (f1, . . . , fs). Por outro lado, tome (b1, . . . , bn) ∈ V (f1, . . . , fs) e
seja f ∈ I. Como I = 〈f1, . . . , fs〉, segue que f =

∑s

i=1 hifi com hi ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao,

f(b1, . . . , bn) =
s∑

i=1

hi(b1, . . . , bn)fi(b1, . . . , bn) =
s∑

i=1

hi(b1, . . . , bn) · 0 = 0.

Portanto, V (f1, . . . , fs) ⊆ V(I) e assim conclu��mos que V(I) = V (f1, . . . , fs), provando que
V(I) �e uma variedade a�m.

Sendo assim, podemos estabelecer uma rela�c�ao entre ideais e variedades como mostra o
pr�oximo teorema.

Teorema 2.3.7. Considere as aplica�c�oes:

Variedades a�ns I
// Ideais

e
Ideais V

// Variedades a�ns

(i) Se I1 ⊆ I2, ent�ao V(I1) ⊇ V(I2). Do mesmo modo se V1 ⊆ V2 s�ao variedades, ent�ao
I(V1) ⊇ I(V2).
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(ii) Para qualquer variedade V ,
V(I(V )) = V.

Consequentemente, temos que I �e injetora.

Demonstra�c�ao. (i) Suponha que I1 ⊂ I2 e tome a = (a1, . . . , an) ∈ V(I2). Ent�ao para todo
f ∈ I2, f(a) = 0. Como, I1 ⊂ I2, segue que g(a) = 0, para todo g ∈ I1, ou seja, a ∈ V(I1).
Portanto, V (I2) ⊆ V(I1). Suponha agora que V1 ⊆ V2 e tome f ∈ I(V2). Por de�ni�c�ao,
f(a) = 0, para todo a ∈ V2. Como V1 ⊆ V2, segue que f(a) = 0, para todo b ∈ V1. Logo,
f ∈ I(V1) e I(V2) ⊆ I(V1).

(ii) Dado b ∈ V , temos que f(b) = 0, para cada f ∈ I(V ). Como b �e qualquer, segue que
V ⊆ V(I(V ))

Abaixo segue outra consequ�encia bastante importante do Teorema das Bases de Hilbert.
Vimos anteriormente que o algoritmo da divis�ao emK[x1, . . . , xn] n�ao nos garante unicidade

do resto. Veremos a seguir que ao dividirmos por uma base de Gr�obner esta situa�c�ao muda.

Proposi�c�ao 2.3.8. Sejam I ⊆ K[x1, . . . , xn] um ideal e G = {g1, . . . , gs} uma base de Gr�obner
para I. Ent�ao dado f ∈ K[x1, . . . , xn], existe um �unico r ∈ K[x1, . . . , xn] com as duas proprie-
dades a seguir:

a) Ou r = 0 ou nenhum termo de r �e divis��vel por qualquer dos TL(gi), para cada i.

b) Existe g ∈ I tal que f = g + r.

Em particular, r �e o resto da divis�ao de f pelos elementos de G, n�ao importando a maneira
como os elementos de G est�ao listados no algoritmo da divis�ao.

Demonstra�c�ao. Pelo algoritmo da divis�ao podemos escrever f = q1g1 + . . . + qsgs + r, com r
satisfazendo a condi�c�ao a). Para satisfazer a condi�c�ao b), basta tomarmos g = q1g1+. . .+qsgs ∈
I. Temos assim, provada a exist�encia de r. Para mostramos a unicidade, suponha que

f = g + r1 = h+ r2

com g, h, r1 e r2 satisfazendo a) e b). isso implica que r1 − r2 = h− g ∈ I. Logo, r1 − r2 = 0.
Caso contr�ario, ter��amos TL(r1 − r2) ∈ 〈TL(I)〉 = 〈TL(g1), . . . , TL(gs)〉, ou seja TL(r1 − r2)
seria divis��vel por algum TL(gi). Mas isso n�ao pode ocorrer, uma vez que nenhum dos termos
de r1 e r2 s�ao divis��veis por nenhum dos TL(g1), . . . , TL(gs). Portanto r1 = r2.

Observa�c�ao 2.3.9. A Proposi�c�ao 2.3.8 nos garante somente a unicidade do resto da divis�ao.
Note que os quocientes q′is ainda podem variar de acordo com a ordem que os elementos de G
s�ao listados no algoritmo da divis�ao.

Com este resultado podemos agora determinar quando um dado polin�omio f pertence ou
n�ao a um ideal I.

Corol�ario 2.3.10. Seja G = {g1, . . . , gs} uma base de Gr�obner para o ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn]
e seja f ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao f ∈ I se, e somente se, o resto da divis�ao de f por G �e zero.

Demonstra�c�ao. Claramente se o resto �e zero, temos f ∈ K[x1, . . . , xn]. Reciprocamente, supo-
nha que f ∈ I. Ent�ao,

f =
s∑

i=1

qigi, com qi ∈ K[x1, . . . , xn]

por de�ni�c�ao de ideal gerado. Desta forma, r = 0 �e tal que f =
∑s

i=1 qigi + 0. Satisfazendo as
duas propriedades da Proposi�c�ao 2.3.8. Portanto o resto da de divis�ao de f por G �e zero.
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2.4 Algoritmo de Buchberger

Vimos que todo ideal em K[x1, . . . , xn] possui uma base de Gr�obner. O teorema seguinte,
apresenta um algoritmo para a constru�c�ao de uma base de Gr�obner para um ideal, a partir
de um conjunto �nito de geradores. Sejam f, g ∈ K[x1, . . . , xn] polin�omios n�ao nulos e bxα

e cxβ, os termos l��deres de f e g, respectivamente. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, consideremos
γi = max(αi, βi) e γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn. O S-polin�omio de f e g �e a combina�c�ao

S(f, g) =
xγ

bxα
f −

xγ

cxβ
g.

Denotaremos por f
F
o resto da divis�ao de f por uma s−upla ordenada F = (f1, . . . , fs).

Teorema 2.4.1. Seja I = 〈f1, . . . , fs〉 6= {0} um ideal polinomial. Ent�ao uma base de Gr�obner
de I pode ser constru��da em um n�umero �nito de passos pelo algoritmo a seguir:

Entrada: F=(f1, . . . , fs)
Sa��da: uma base de Gr�obner G : (g1, . . . , gt) para I, com F ⊆ G
G := F
Repita

G′ := G
Para cada par {p, q}, p 6= Q em G′ Fa�ca

r := S(p, q)
G′

Se r 6= 0 Ent�ao G := G ∪ {r}
At�e G = G′

Retorne G

Demonstra�c�ao. Ver ([8], p.91).

Exemplo 2.4.2. Considere o anel Q[x, y] com a ordem grlex e

I = 〈f1, f2〉 =
〈
x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x

〉
,

ent�ao F := {x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x}. Calculando o S-polin�omio de f1 e f2 temos:

S(f1, f2) = y(x3 − 2xy)− x(x2y − 2y2 + x) = −x2

S(f1, f2)
F
= −x2 6= 0.

Ent�ao f3 := −x
2 e F := {f1, f2, f3} = {x

3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2} Agora,

S(f1, f2) = f3

S(f1, f2)
F
= 0

S(f1, f3) = x3 − 2xy + x(−x2) = −2xy

S(f1, f3)
F
= −2xy 6= 0.

Ent�ao f4 := −2xy e F := {f1, f2, f3, f4} = {x
3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2,−2xy}.

Segue que,

S(f1, f2)
F
= S(f1, f3)

F
= 0

S(f1, f4) = 2y(x3 − 2xy) = x2(−2xy) = −2xy2 = −yf4.
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Assim,

S(f1, f4)
F
= 0.

Prosseguindo com o algoritmo, temos

S(f2, f3) = x2y − 2y2 + x+ y(−x2) = −2y2 + x

S(f2, f3)
F
= −2y2 + x 6= 0.

Da��, f5 := −2y
2+x e F := {f1, f2, f3, f4, f5} = {x

3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2,−2xy,−2y2 + x}.
Conferindo os restos dos S-polin�omios, obtemos:

S(f1, f5) = y2(x3 − 2xy) +
1

2
x3(−2y2 + x) =

1

2
x4 − 2xy3

=
1

2
xf1 + (y2 −

1

2
x)f4

S(f2, f3) = f5

S(f2, f4) = x2y − 2y2 + x+
1

2
x(−2xy) = −2y2 + x = f5

S(f2, f5) = y(x2y − 2y2 + x) +
1

2
x2(−2y2 + x) =

1

2
x3 − 2y3 + xy

= −
1

2
xf3 + yf5

S(f3, f4) = −y(−x
2) +

1

2
x(−2xy) = 0

S(f3, f5) = −y
2(−x2) +

1

2
x2(−2y2 + x) =

1

2
x3

= −
1

2
xf3

S(f4, f5) = −
1

2
y(−2xy) +

1

2
(−2y2 + x) =

1

2
x2

= −
1

2
f3.

Logo,

S(f1, f5)
F
= S(f2, f3)

F
= S(f2, f4)

F
= S(f2, f5)

F
= S(f3, f4)

F
= S(f3, f5)

F
= S(f4, f5)

F
= 0.

Portanto, F := {f1, f2, f3, f4, f5} �e base de Gr�obner para I.

Lema 2.4.3. Seja G uma base de Gr�obner de I ⊆ K[x1, . . . , xn]. Seja p ∈ G um polin�omio tal
que TL(p) ∈ 〈TL(G\{p})〉. Ent�ao, G\{p} �e tamb�em uma base de Gr�obner para I.

Demonstra�c�ao. Sabemos que 〈TL(G)〉 = 〈TL(I)〉. Se TL(p) ∈ 〈TL(\{p})〉, ent�ao temos
〈TL(G)〉 = 〈TL(g\{p})〉. Logo, G\{p} tamb�em �e uma base de Gr�obner de I.

Sejam G e I como no Lema 2.4.3. Removendo de G qualquer polin�omio p tal que TL(p) ∈
〈TL(G\{p})〉, obtemos uma nova base de Gr�obnerG′ para I. Fazendo um ajuste nos coe�cientes
l��deres do elementos dessa base, de forma a deix�a-los todos iguais a um, obtemos uma base que
denominamos base de Gr�obner minimal.

Se G �e uma base de Gr�obner para o ideal I, tal que para todo p ∈ G, CL(p) = 1 e nenhum
mon�omio de p pertence a 〈TL(G\{p})〉, chamamos G de base de Gr�obner reduzida para I.
�E poss��vel, a partir de uma base de Gr�obner qualquer de um ideal, construirmos uma base de
Gr�obner reduzida. Este �e o resultado do pr�oximo teorema.
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Teorema 2.4.4. Seja I 6= {0} um ideal polinomial. Ent�ao, para uma dada ordena�c�ao mono-
mial, I possui uma �unica base de Gr�obner reduzida.

Demonstra�c�ao. Seja G = {g1, . . . , gs} uma base minimal para o ideal polinomial I. Se g ∈ G
�e tal que nenhum de seus mon�omios pertencem a 〈TL(G\{g}), dizemos que g �e reduzido

em G. Observe que se G′ �e outra base de Gr�obner minimal para I, com g ∈ G′, ent�ao
〈TL(G′)〉 = 〈TL(G)〉 e consequentemente 〈TL(G′\{g})〉 = 〈TL(G\{g})〉. Isso signi�ca que
se g �e reduzido em G, ent�ao tamb�em o �e em G′. Com esta observa�c�ao em mente, vamos
seguir com a demonstra�c�ao do teorema, reduzindo todos os elementos n�ao reduzidos de G.
Suponhamos que g1 ∈ G n�ao seja reduzido em G.

AFIRMA�C�AO: Fazendo h1 = g1
G\{g1} e considerando G1 = (G\{g1}) ∪ {h1}, temos que G1 �e

uma base de Gr�obner minimal para I e h1 �e reduzido em G1.
Com efeito, por de�ni�c�ao de base de Gr�obner minimal, temos que TL(g1) n�ao �e divis��vel por

qualquer elemento de G\{g1}, e da�� TL(g1) vai para o resto, implicando que TL(h1) = TL(g1).
Como G1 = {h1, g2, . . . , gs}, segue que G1 ⊂ I e TL(G1) = TL(G). Portanto, G1 �e uma base
de Gr�obner m��nima para I. Agora, h1 �e reduzido em G1, pois �e o resto da divis�ao de g1 pelos
elementos de G\{g1}.

Realizando o mesmo processo com g2, obtemos G2 = {h1, h2, g3, . . . , gs} que �e base de
Gr�obner minimal para I. Pela observa�c�ao feita no in��cio da demonstra�c�ao, segue que h1 �e
reduzido em G2.

Prosseguindo desta maneira com todos os elementos deG, conseguimos uma base de Gr�obner
reduzida para I como quer��amos.

Para provar a unicidade, suponha que G = {g1, . . . , gs} e H = {h1, . . . , ht} sejam bases
de Gr�obner reduzidas para I. Em particular, essas bases s�ao de Gr�obner m��nimas e ainda
〈TL(G)〉 = 〈TL(I)〉 = 〈TL(H)〉.

AFIRMA�C�AO: TL(G) = TL(H).
De fato, dado TL(g1) ∈ TL(G), segue que TL(g1) ∈ 〈TL(H)〉, e pela Proposi�c�ao 2.3.2

TL(hj)|TL(g1) para algum j. Do mesmo modo, TL(hj) ∈ 〈TL(G)〉 e TL(gi)|TL(hj) para
algum i. Logo, TL(gi)|TL(g1), o que pela minimalidade de G implica que i = 1 e TL(g1) =
TL(hj). Continuando dessa forma, conclu��mos que TL(G) ⊆ TL(H). Fazendo o mesmo com os
elementos de TL(H), obtemos a outra inclus�ao. Provando a igualdade desejada. Da igualdade
provada na �ultima a�rma�c�ao e do fato de G e H serem bases minimais, temos que G e H
possuem o mesmo n�umeros de elementos. Com isso, dado g ∈ G. Ent�ao existe h ∈ H tal que
TL(g) = TL(h). Mostraremos que g = h. Para isso, considere g − h ∈ I. Como g �e base de

Gr�obner de I, segue do Corol�ario 2.3.10 que g − h
G
= 0. Como TL(g) = TL(h), este termos se

cancelam e os termos restantes n�ao s�ao divis��veis por nenhum elemento de TL(G) = TL(H),

pois G e H s�ao reduzidas. Assim, g − h
G

= g − h e portanto g − h = 0, completando a
demonstra�c�ao.



CAP�ITULO 3

M�ODULOS FINITAMENTE GERADOS E

ALGUMAS PROPRIEDADES

Neste cap��tulo apresentaremos um pouco da teoria de A−m�odulos. Em especial, na segunda
se�c�ao ser�a mostrado um resultado sobre matrizes que ser�a de fundamental import�ancia na
conclus�ao dos resultados do �ultimo cap��tulo deste trabalho. Aqui ser�ao apresentados somente
alguns resultados sobre o assunto. Caso o leitor tenha interesse em saber mais, pode consultar
a principal refer�encia utilizada neste cap��tulo que foi [9].

3.1 A-m�odulos

Seja A um anel comutativo com unidade. Um grupo abeliano aditivo (M,+) dotado de multi-
plica�c�ao escalar

A×M −→ M

(a,m) 7−→ a.m

�e dito um A-m�odulo se satisfaz os seguintes axiomas para todos a1, a2 ∈ A e todosm1,m2 ∈
M :

a) 1 ·m1 = m1

b) (a1a2) ·m1 = a1 · (a1 ·m1)

c) (a1 + a2) ·m1 = a1 ·m1 + a2 ·m1

d) a1 · (m1 +m2) = a1 ·m1 + a1 ·m2.

Se a ∈ A e m ∈ M , escrevemos tamb�em am para denotar o elemento a · m. Considerando
o A-m�odulo M , dizemos que um subgrupo N de M �e um A-subm�odulo se a multiplica�c�ao
escalar de M preserva N , ou seja, se an ∈ N , para todo a ∈ A e para todo n ∈ N . Observe
que se A �e um corpo ent�ao a no�c�ao de A-m�odulo coincide com a de A-espa�co vetorial. Veremos
a seguir que muitos dos objetos de�nidos dentro do estudo de A-m�odulo s�ao an�alogos aos que
conhecemos de �algebra linear.

Sejam M um A-m�odulo e t ∈ N. Sejam m1, . . . ,mt elementos de M . O subconjunto N de
M de�nido por

N = Am1 + · · ·+ Amt = {a1m1 + · · ·+ atmt| ai ∈ A}
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�e claramente um A-m�odulo de M e �e chamado de subm�odulo gerado por m1, . . . ,mt. O
m�oduloM �e dito �nitamente gerado quando existe um n�umero �nito de elementosm1, · · · ,mt

de M tais que

M = Am1 + · · ·+ Amt.

Neste caso dizemos que {m1, · · · ,mt} �e um conjunto de geradores de M .
O m�odulo M �e dito c��clico se pode ser gerado por um elemento, isto �e, se M = Am, para

algum m ∈M .
Se para todo 1 ≤ j ≤ t

t∑

j=1

ajmj = 0⇒ aj = 0, com aj ∈ A

ent�ao, {m1, · · · ,mt} �e dito A-linearmente independente. No caso em que M �e �nitamente
gerado por um conjunto de geradores A-linearmente independentes, ou equivalentemente, se
o m�odulo M �e isomorfo a At, dizemos que M �e livre. Esta �e equival�encia, pode ser vista,
considerando o homomor�smo

g : At −→M

(a1, . . . , at) 7−→
t∑

i=1

(aimi).

O conjunto {m1, · · · ,mt} satisfazendo estas condi�c�oes �e dita uma base para o m�odulo livre
M . Observe que M = Am1 ⊕ · · · ⊕ Amt. Esta nota�c�ao signi�ca que cada elemento m ∈ M �e
escrito de forma �unica como uma combina�c�ao A-linear de m1, . . . ,mt.

Exemplo 3.1.1. Seja t um inteiro positivo e considere o seguinte conjunto

At = {(a1, . . . , at)| ai ∈ A} .

De�nindo a opera�c�ao de adi�c�ao coordenada a coordenada:

(a1, . . . , at) + (a′1, . . . , a
′
t) := (a1 + a′1, . . . , at + a′t),

e a multiplica�c�ao escalar da seguinte maneira

a(a1, . . . , at) := (aa1, . . . , aat),

temos que At �e um A-m�odulo. Mais que isso, considerando e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , et = (0, . . . 0, 1),
podemos ver que {e1, . . . , et} formam uma base para o A-m�odulo At, chamada comumente de
base can�onica de At.

Exemplo 3.1.2. Seja M um A−m�odulo e seja I um ideal do anel A. Ent�ao

IM :=

{
n∑

j=1

αjgj|n ∈ N, αj ∈ I, gj ∈M, para todo j

}

�e um A−subm�odulo de M .

Proposi�c�ao 3.1.3. Seja A um anel com unidade e seja M um A-m�odulo livre �nitamente
gerado. Ent�ao, todas as bases de M possuem o mesmo n�umero de elementos.
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Demonstra�c�ao. Seja {m1, . . . ,mt} uma base de A-m�odulo M . Seja I um ideal maximal de A e
considere a aplica�c�ao

ϕ :M −→ (A/I)× . . .× (A/I)

(a1m1 + . . .+ atmt) 7−→(a1, . . . , at)

ϕ �e um homomor�smo sobrejetor de grupos aditivos, pois

ϕ((a1m1 + . . .+ atmt) + (b1m1 + . . .+ btmt)) =ϕ((a1 + b1)m1 + . . .+ (at + bt)mt)

=(a1 + b1, . . . , at + bt)

=(a1, . . . , at) + (b1, . . . , bt)

=ϕ(a1m1 + . . .+ atmt) + ϕ(b1m1 + . . .+ btmt).

Logo ϕ �e um homomor�smo. A sobrejetividade �e �obvia.

AFIRMA�C�AO: ker(ϕ) = IM :=
{
∑n

j=1 αjgj|n ∈ N, αj ∈ I, gj ∈M, para todo j
}

. De fato,

dado m ∈ ker(ϕ), ent�ao existem a1, . . . , at ∈ A tais que

m = a1m1 + . . . atmt e ϕ(m) = (0, . . . , 0).

Assim,

a1 = 0, . . . , at = 0⇒ aj ∈ I, para todoj = 1, . . . , t

Logo, m ∈ IM .
Por outro lado, seja

∑n

j=1 αjgj ∈ IM . Ent�ao, para cada j, temos

gj = aj1m1 + . . .+ ajtmt, com aji ∈ A.

Assim,

ϕ

(
n∑

j=1

αjgj

)

= ϕ

(
n∑

j=1

(

αj

(
t∑

i=1

ajimi

)))

= ϕ

(
t∑

i=1

(

mi

(
n∑

j=1

αjaji

)))

.

Como I �e um ideal, segue que αjaji ∈ I, para todo i e para todo j. Logo, αjaji = 0, para todo
i e para todo j. Portanto,

n∑

j=1

αjgj ∈ kerϕ,

completando assim a prova da a�rma�c�ao.
Pela a�rma�c�ao, sabemos que

M/IM ' (A/I)× . . .× (A/I)
︸ ︷︷ ︸

t vezes

. (3.1)

Sendo A/I um corpo, M/IM tem uma estrutura de A/I-esp.vetorial dada por

(a+ I)(m+ IM) := am+ IM.
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E assim, �e imediato que o isomor�smo em (3.1) �e um isomor�smo de espa�cos vetoriais.
Portanto, M/IM �e um A/I−esp. vetorial de dimens�ao t.

Se M possui outra base com n elementos, argumentando da mesma forma conclu��mos que
M/IM tem dimens�ao n como A/I-esp. vetorial. Pela propriedade de bases de espa�cos vetoriais
segue que t = n.

3.2 Homomor�smo entre M�odulos

Nesta se�c�ao, A sempre estar�a representando um anel. Nos casos em que isso n�ao ocorrer
especi�caremos.

SejamM eM ′ dois A-m�odulos. Uma aplica�c�ao f :M −→M ′ �e um homomor�smo de A-

m�odulos ou um A-homomor�smo se para todo a ∈ A e para todo m ∈M , f(am) = af(m),
e al�em disso f �e um homomor�smo de grupos aditivos, isto �e,

f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2), para quaisquer m1,m2 ∈M.

Podemos tamb�em dizer que f �e A-linear, ou que f �e um operador A-linear. Se um homo-
mor�smo de A-m�odulos �e bijetivo, ent�ao o chamamos de isomor�smo de A-m�odulos.

Observe que a de�ni�c�ao de homomor�smo de A-m�odulos �e an�aloga �a de�ni�c�ao de trans-
forma�c�ao linear entre espa�cos vetoriais. E como em �algebra linear, podemos representar uma
aplica�c�ao A-linear entre m�odulos �nitamente gerados por uma matriz.

Sejam N um A-m�odulo �nitamente gerado, M um A-m�odulo livre �nitamente gerado e
f : N −→ M uma aplica�c�ao A-linear. Considere β = {v1, . . . , vn} o conjunto ordenado de
geradores de N e γ = {w1, . . . , wm} uma base ordenada deM . Podemos representar f por uma
matriz m× n da seguinte maneira: escrevemos para cada j ∈ {1, . . . , n}

f(vj) =
m∑

i=1

aijwi, com aij ∈ A.

Dizemos que a matrizM = (aij) representa a aplica�c�ao f em rela�c�ao a β e γ. Note que a
matriz da aplica�c�ao f depende do conjunto de geradores de N e da base de M .

A seguir faremos algumas considera�c�oes a respeito de opera�c�oes elementares sobre linhas
e colunas de uma matriz. Veremos que se f,M,N, β, γ e M s�ao como acima, ent�ao realizar
opera�c�oes elementares sobre as linhas e colunas da matrizM corresponde a mudan�cas em β e
γ.

Chamamos opera�c�oes elementares sobre as linhas (ou colunas) deM as seguintes opera-
�c�oes:

1. Permuta�c�ao de duas linhas (respectivamente de duas colunas);

2. Substitui�c�ao de uma linha (respectivamente de uma coluna) pela soma desta linha com um
m�ultiplo de uma outra linha (respectivamente pela soma desta coluna com um m�ultiplo
de uma outra coluna);

3. Multiplica�c�ao de uma linha ou coluna por um elemento invert��vel.

Se A �e uma matriz n×n que foi obtida da matriz identidade In aplicando-se uma, e somente uma,
opera�c�ao elementar, ent�ao A �e dita matriz elementar. Toda matriz elementar �e invert��vel e
sua inversa tamb�em �e uma matriz elementar.

Vejamos atrav�es de alguns exemplos que se B �e uma matriz obtida da matrizM por meio
de um opera�c�ao elementar sobre suas colunas ou linhas, ent�ao B =ME ou B = EM, sendo E
a matriz elementar n×n ou m×m, obtida aplicando-se �a matriz identidade a mesma opera�c�ao
que deu origem a B.
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Exemplo 3.2.1. 1. Permuta�c�ao de linhas ou colunas.

Vamos denotar por Ek,k+1 e El,l+j as matrizes elementares obtidas trocando-se a linha k
com a linha k + 1 de Im e respectivamente a coluna l com a coluna l + 1 de In. Dessa
forma,

Ek,k+1 =
















1 0 · · · · · 0
0 1 ·

·
. . . ·

· 1 ·
· 0 1 ·
· 1 0 ·

·
. . . 0

0 · · · · . . . 0 1
















← k
← k + 1

e

El,l+1 =

l l + 1
↓ ↓































1 0 · · · · · 0
0 1 ·

·
. . . ·

· 1 ·
· 0 1 ·
· 1 0 ·

·
. . . 0

0 · · · · . . . 0 1

Assim, tomandoM = (aij), temos que B = (bij) = Ek,k+1M e C = (cij) =MEl,l+1 s�ao
dadas, respectivamente, por

bij =







a(i+1)j se i = k
a(i−1)j se i = k + 1
aij caso contr�ario

e cij =







ai(j+1) se j = l
ai(j−1) se j = l + 1
aij caso contr�ario

.

2. Substitui�c�ao de linha ou coluna.

Substituindo a k-�esima linha da matriz Im, pela soma da linha k com α vezes a linha
k+1, obtemos a matriz elementar que ser�a denotada por Ek,k+1(α). Realizando a mesma
opera�c�ao elementar nas colunas da matriz In obtemos a matriz, denotada por El,l+1(α).
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Temos que

Ek,k+1 =














1 0 · · · · 0
0 1 ·

·
. . . ·

· 1 α ·
· 0 1 ·

·
. . . 0

0 · · · · 0 1














← k
← k + 1

e

El,l+1 =

l l + 1
↓ ↓



























1 0 · · · · 0
0 1 ·

·
. . . ·

· 1 0 ·
· α 1 ·

·
. . . 0

0 · · · · 0 1

Segue que F = (fij) = Ek,k+1(α)M e G = (gij) =MEl,l+1 s�ao, respectivamente, como

fij =

{
aij + αa(i+1)j se i = k

aij caso contr�ario
e gij =

{
aij + αai(j+1) se j = l

aij caso contr�ario

3. Multiplica�c�ao de uma linha ou coluna por um elemento invert��vel.

Ao multiplicarmos a linha k da matriz Im e a coluna l da matriz In, obtemos as matrizes
elementares que ser�ao denotadas, respectivamente, por Ek(α) e El(α). Desta forma,

Ek(α) =














1 0 . . . . 0

0
. . . .

. 1 .

. α .

. 1 .

.
. . . 0

0 . . . . 0 1














← k

e

El(α) =

l
↓



























1 0 · · · · 0

0
. . . ·

· 1 ·
· α ·
· 1 ·

·
. . . 0

0 · · · · 0 1
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e assim H = (hij) = Ek(α)M e N = (nij) =MEl(α) s�ao, respectivamente, da seguinte
forma

hij =

{
αaij se i = k
aij caso contr�ario

e nij =

{
αaij se j = l
aij caso contr�ario

A partir dos exemplos acima, podemos observar que dada uma matriz M, m × n, com
entradas em A, ao realizarmos sobre suas linhas e colunas uma sucess�ao �nita de opera�c�oes
elementares, estamos transformando M numa matriz B = QMP . Quando obtemos uma
matriz B dessa maneira, dizemos que B eM s�aomatrizes equivalentes e denotamos B ≈M.
Observe que Q e P s�ao matrizes invert��veis, pois s�ao resultado de uma sequ�encia �nita de
produtos de matrizes elementares, que s�ao invert��veis. Portanto, se duas matrizes N eM s�ao
tais que N ≈ M, ent�ao existem matrizes invert��veis Q e P de forma que N = QMP . Com
essa igualdade n�ao �e dif��cil provar que a rela�c�ao ≈ �e uma rela�c�ao de equival�encia, ou seja, as
a�rma�c�oes

• M ≈M

• N ≈M⇒ N ≈M

• N ≈M eM≈ P ⇒ N ≈ P

s�ao satisfeitas.

Sejam f : N −→ M uma aplica�c�ao A-linear entre os A-m�odulos N e M , sendo N �-
nitamente gerado pelo conjunto ordenado β = {v1, . . . , vn} e M livre, com base ordenada
γ = {w1, . . . , wm}. SejaM a matriz correspondente a f em rela�c�ao a β e γ. Se permutamos a
i0-�esima linha deM com a i1-�esima linha obtemos uma nova matriz que representa a mesma
aplica�c�ao f , mas com rela�c�ao a β e γc =

{
w1, . . . , w

′
i0
, . . . , w′

i1
, . . . , wm

}
, sendo w′

i0
= wi1 e

w′
i1
= wi0 . Da mesma forma, permutando a coluna j0 deM com a coluna j1, a matriz obtida

representa f com rela�c�ao a βl =
{
v1, . . . , v

′
j0
, . . . , v′j1 , . . . , vn

}
e γ, com v′j0 = vj1 e v′j1 = vj0 .

Se substitu��mos a i0-�esima linha deM por

(linha i0) + λ(linha i1) com λ ∈ A,

a matriz obtida representa f em rela�c�ao a β e γcλ =
{
w1, . . . , wi0 , . . . , w

′
i0
, . . . , wm

}
, com w′

i0
=

wi1 − λwi0 . De modo semelhante, se substitu��mos a coluna j0 deM por

(coluna j0) + λ(coluna j1) com λ ∈ A,

obtemos uma nova matriz representando f em rela�c�ao a βlλ =
{
v1, . . . , v

′
j0
, . . . , vi1 . . . , vn

}
com

v′j0 = vj0 + λvi1 .

Com todas essas considera�c�oes, podemos continuar com o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2. Sejam m ≥ 1 e n ≥ 1 dois inteiros. Seja (D,ϕ) um dom��nio euclidiano e
seja M = (aij)m×n, uma matriz com entradas em D. Ent�ao, atrav�es de uma sucess�ao �nita
de opera�c�oes elementares em suas linhas e colunas, a matrizM = (aij) pode ser transformada
numa matriz diagonal da forma
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B =




















λ1
...

λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...




















com 0 ≤ r ≤ min{m,n}, λ1, λ2, . . . , λr pertencentes a D\{0} e λj dividindo λj+1, para cada
j = 1, 2, . . . , r − 1. Em particular, para toda matrizM com entradas num dom��nio euclidiano
existem matrizes U = (uij) e Q = (qij) invert��veis de ordens m e n respectivamente, tais que
B = UMQ.

Demonstra�c�ao. SeM = (aij) ouM �e nula, n�ao temos nada o que fazer. Dessa forma, consi-
deremos uma matrizM = (aij), com m > 1 ou n > 1. De�nimos

ϕ(M) := min {ϕ(aij)| aij 6= 0}

e t o inteiro t := t(M) dado por

t := min {ϕ(N )| N ≈M} .

A demonstra�c�ao para o caso geral �e algor��tmica. Sendo assim, mostraremos inicialmente como
obter uma matriz N ≈M tal que ϕ(N ) = t. Primeiro, permutamos as linhas e colunas deM
de forma a colocar a entrada ai0j0 tal que ϕ(ai0j0) = ϕ(M), na posi�c�ao (1, 1). Obtendo assim,
a matrizM1 = (bij) tal que

M1 ≈M e ϕ(b11) = ϕ(M).

Depois consideramos os seguintes conjuntos:

J1 = {j ≥ 2| b1j 6= 0} ,

J2 = {j ≥ 2| b1j = 0} ,

I1 = {i ≥ 2| bi1 6= 0} ,

I2 = {i ≥ 2| bi1 = 0} .

Pra cada j ∈ J1, fazemos a divis�ao euclidiana de b1j por b11:

b1j = qjb11 + rj com rj = 0 ou ϕ(rj) < ϕ(b11),

e substitu��mos a j-�esima coluna deM1 por

(j-�esima coluna)− qj · (primeira coluna).

Para cada j ∈ J2, deixamos a j−�esima coluna inalterada. Note que a primeira coluna deM1

n�ao foi alterada. Assim, de maneira an�aloga �a feita com as colunas deM1, para cada i ∈ I1
fazemos a divis�ao euclidiana de bi1 por b11:

bi1 = q′ib11 + r′i com r′i = 0 ou ϕ(r′i) < ϕ(b11),
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e substitu��mos a i-�esima linha da matriz obtida no passo anterior por

(i-�esima linha)− q′j · (primeira linha).

Chamaremos a matriz obtida ap�os essas duas etapas de N1 = (cij). Observe que N1 ≈M e
ϕ(N1) ≤ ϕ(M). Realizando essas duas etapas, agora comN1, obtemos um matrizN2 ≈ N1 com
ϕ(N2) ≤ ϕ(N1). Prosseguindo desta maneira, conseguimos uma sequ�encia de matrizes Ni ≈M
tais que a sequ�encia de n�umeros naturais ϕ(Ni) seja decrescente. Como sequ�encias decrescentes
de n�umeros naturais s�ao estacion�arias, depois de um n�umero �nito de passos conseguimos uma
matriz N ≈M tal que ϕ(N ) = t(M).

Consideremos N como determinada acima. Permutando linhas e colunas em N , podemos
colocar a entrada de menor ϕ−valor na posi�c�ao (1, 1), ou seja obtemos uma matriz N ′

1 = (dij)
tal que

N ′
1 ≈ N e ϕ(d11) = ϕ(N ).

AFIRMA�C�AO 1. Existe uma matriz L = (eij) tal que

L ≈ N ′
1, e11 = d11 e e1j = 0, para todo j ≥ 2.

DEMONSTRA�C�AO DA AFIRMA�C�AO 1: Sejam J ′
1 e J

′
2 de�nidos, respectivamente, de maneira

an�aloga �a feita para J1 e J2, mas agora com os elementos de N ′
1. Realizando em N ′

1 a primeira
etapa do processo mostrado acima para obten�c�ao de N1, conseguimos L := (eij) ≈ N

′
1 tal que

as �unicas poss��veis entradas n�ao nulas de sua primeira linha s�ao e11 = d11 e os rj's com j ∈ J ′
1.

Observamos, no entanto, que rj = 0 para cada j ∈ J ′
1. De fato, se existir j ∈ J ′

1 com rj 6= 0,
ent�ao ter��amos L ≈M e ϕ(L) ≤ ϕ(rj) < ϕ(d11) = t, o que �e absurdo pela de�ni�c�ao de t.

AFIRMA�C�AO 2. Existe uma matriz C = (fij) tal que C ≈ L, f11 = e11,

C =








f11 0 . . . 0
0
... A
0







, (3.2)

sendo A uma matriz (m− 1)× (n− 1) e f11 divide cada entrada da submatriz A.

DEMONSTRA�C�AO DA AFIRMA�C�AO 2: Sejam I ′1 e I ′2 de�nidos, respectivamente, an�alogos
a I1 e I2, mas com os elementos de L. Realizando em L a segunda etapa do processo mostrado
acima para obten�c�ao da matriz N1, obtemos uma matriz C := (fij) ≈ L tal que sua primeira
linha �e igual a primeira linha de L e tal que as �unicas poss��veis entradas n�ao nulas de sua
primeira coluna s�ao f11 = e11 e os r′i's com i ∈ I ′1. De novo, em virtude da de�ni�c�ao de t,
podemos garantir que r′i = 0 para cada i ∈ I ′1. Assim, nossa matriz C satisfaz a condi�c�ao 3.2.

Vamos agora veri�car que f11 divide cada entrada da submatrizA. Suponhamos por absurdo
que existam k ≥ 2 e l ≥ 2 tais que f11 n�ao divida fkl. Fazemos a divis�ao euclidiana de fkl por
f11:

fkl = qf11 + r, com r 6= 0 e ϕ(r) < ϕ(f11),

e substitu��mos a primeira linha de C por

(primeira linha de C)+(k-�esima linha de C).

Nesta nova matriz C̃ obtida depois da substitui�c�ao da primeira linha de C descrita acima,
substitu��mos a sua l−�esima coluna por
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(l-�esima coluna de C̃)− q·(primeira coluna de C̃).

Desta maneira, obtemos uma matriz N ′ ≈ C ≈ M cuja entrada da primeira linha e l−�esima
coluna �e igual a r, logo uma matriz tal que ϕ(N ′) ≤ ϕ(r) < ϕ(f11) < t, o que �e imposs��vel pela
de�ni�c�ao de t. Isto termina a prova da A�rma�c�ao 2.

Agora podemos terminar a demonstra�c�ao do teorema aplicando indu�c�ao sobre min{m,n}.
Fa�ca p := min{m,n}. Se p = m = 1, ent�ao usando a A�rma�c�ao 1 o teorema �ca provado. Se
p = n = 1 utilizamos a A�rma�c�ao 2, e temos tamb�em neste caso o resultado desejado. Suponha
por indu�c�ao que o teorema vale pra uma matriz (m− 1)× (n− 1). Ent�ao pela A�rma�c�ao 2 e
pela hip�otese de indu�c�ao, existe uma matriz A′ ≈ A, sendo A obtida em 3.2 e A′ da forma:

A′ =

















λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...

















,

com λ2, . . . , λr ∈ D\{0} e λj dividindo λj+1, para cada j.

Evidentemente temos

C =








f11 0 . . . 0
0
... A
0







≈








f11 0 . . . 0
0
... A′

0








e logo,

C ≈




















f11
...

λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...




















.

Como f11 divide cada entrada de A, ent�ao f11 divide cada entrada de A′, pois as entradas de A′

s�ao m�ultiplos somas de m�ultiplos de entradas de A. Portanto f11 divide λ2 e a demonstra�c�ao
est�a completa tomando λ1 := f11.

Corol�ario 3.2.3. Seja D um dom��nio euclidiano. Sejam M,N dois D-m�odulos livres �nita-
mente gerados e f : N −→ M um D-homomor�smo. Ent�ao, existe uma base β = {v1, . . . , vn}
de N e uma base γ = {w1, . . . , wm} de M tais que a matriz que representa f em rela�c�ao a estas
bases �e da forma
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


















λ1
...

λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...




















com 0 ≤ r ≤ min{m,n}, λ1, λ2, . . . , λr pertencentes a D\{0} e λj dividindo λj+1, para cada
j = 1, 2, . . . , r − 1.

Demonstra�c�ao. Sejam β′ e γ′ as bases ordenadas de N e M , respectivamente. SeM = (aij) �e
a matriz que representa f em rela�c�ao a β′ e γ′, ent�ao pelo Teorema 3.2.2 podemos transformar
M = (aij) numa matriz da forma




















λ1
...

λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...




















com 0 ≤ r ≤ min{m,n}, λ1, λ2, . . . , λr pertencentes a D\{0} e λj dividindo λj+1, para cada
j = 1, 2, . . . , r−1. E como vimos nas considera�c�oes feitas antes do Teorema 3.2.2, essa sequ�encia
�nita de opera�c�oes elementares v�ao transformar β′ e γ′, respectivamente, em β e γ como
desejado.



CAP�ITULO 4

IDEAL T�ORICO

Neste cap��tulo estudaremos algumas caracter��sticas dos ideais t�oricos. Veremos, com o aux��lio
da teoria de �algebra linear e bases de Gr�obner que esses ideais, s�ao ideais primos e tamb�em
binomiais. A escrita deste cap��tulo foi baseada nas refer�encias [10] e [5], exceto as duas primeiras
de�ni�c�oes, que podem ser encontradas em [11].

4.1 Geradores do Ideal T�orico e o n�ucleo de um

Z-homomor�smo

Seja A um anel comutativo com unidade. Um anel R �e dito ser uma A-�algebra (ou �algebra

sobre A), se satisfaz o seguinte:

a) (R,+) �e um A−m�odulo

b) a(r1r2) = (ar1)r2 = r1(ar2) para todo a ∈ A e r1, r2 ∈ R;

Um homomor�smo de A-�algebras, f : R −→ R′ �e um homomor�smo de an�eis que �e
tamb�em um homomor�smo de A−m�odulos.

Fixe uma matriz A = (aij)m×n, com entradas inteiras n�ao negativas aij e colunas n�ao nulas.
Considere o homomor�smo de grupos ψ : Zn −→ Zm determinado pela matriz A. Ou seja, dado
v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn, temos ψ(v) = v1a1+ · · ·+vnan ∈ Zm, sendo aj = (a1j, . . . , amj) a j-�esima
coluna da matriz A. Identi�camos cada coluna aj de A com um mon�omio taj = t

a1j
1 · . . . · t

amj
m .

Sejam K[x1, . . . , xn] e K[t1, . . . , tm] dois an�eis polinomiais sobre K, e φ o homomor�smo
graduado de K-�algebras,

K[x1, . . . , xn] −→ K[t1, . . . , tm], induzido por φ(xj) = taj .

Os an�eis polinomiais s�ao graduados por deg(ti) = 1 para todo i e deg(xj) = deg(taj) = a1j +
· · · + amj, para todo j. Para simpli�car nota�c�ao, denotaremos esta gradua�c�ao pelo vetor τ =
(τ1, . . . , τn), ou seja, cada entrada τj = deg(xj) = a1j + · · · + amj. Observe que com esta
gradua�c�ao, se α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn e consideramos o seu mon�omio correspondente xα, temos
que

deg(xα) = 〈τ, α〉.

Sendo 〈·, ·〉 o produto interno usual em Rn.
O n�ucleo de φ �e denotado por IA �e chamado de ideal t�orico associado a A. Note que IA �e

um ideal primo, pois K[x1, . . . , xn]/IA ' Im(φ), que �e um dom��nio de integridade.
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Lema 4.1.1. Os homomor�smos φ e ψ est�ao intimamente ligados, ou seja, dado

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

e considerando seu mon�omio correspondente xα = xα1

1 · . . . · x
αn
n , temos que φ(xα) = tψ(α).

Consequentemente, g = xα − xβ pertence a IA = ker(φ) se, e somente se, α − β pertence ao
ker(ψ).

Demonstra�c�ao. Temos que

φ(xα) = φ(xα1

1 · . . . · x
αn

n )

= φ(x1)
α1 · . . . · φ(xn)

αn

= (ta1)α1 · . . . · (tan)αn

= t
∑n

j=1
αja1j

1 · . . . · t
∑n

j=1
αjamj

m (4.1)

Por outro lado,

ψ(α) = α1a1 + · · ·αnan = (
n∑

j=1

αja1j, . . . ,

n∑

j=1

αjamj) (4.2)

Por de�ni�c�ao de mon�omios e pelas equa�c�oes (4.1) e (4.2), temos φ(xα) = tψ(α).
Por outro lado,

xα − xβ ∈ IA ⇔ φ(xα − xβ) = 0

⇔ φ(xα)− φ(xβ) = 0

⇔ tψ(α) − tψ(β) = 0

⇔ ψ(α) = ψ(β)

⇔ ψ(α− β) = 0

⇔ α− β ∈ ker(ψ).

Os polin�omios da forma xα − xβ s�ao chamados de bin�omios.

Lema 4.1.2. Seja K um corpo. O ideal t�orico IA �e gerado como um K-espa�co vetorial pelo
conjunto de bin�omios

W = {xα − xβ|α, β ∈ Nn com ψ(α) = ψ(β)}.

Demonstra�c�ao. Pelo Lema 4.1.1, temos claramente que W ⊂ IA. Assim, basta provarmos
que cada polin�omio em IA �e uma combina�c�ao K-linear de bin�omios pertencentes a W . Fixe
uma ordem monomial ≺ em K[x1, . . . , xn]. Seja [W ] o K-espa�co vetorial gerado por W . Se
IA 6= [W ], escolhemos f ∈ IA\[W ], tal que CL(f) = 1 e TL(f) = xα seja m��nimo em rela�c�ao �a
ordem monomial ≺. Como f ∈ IA, segue que φ(f) = 0. Em particular, o termo φ(xα) = tψ(α)

deve se cancelar. Isso signi�ca que existe outro mon�omio em f , tal que xβ ≺ xα e ψ(α) = ψ(β),
ou seja, xα − xβ ∈ IA. Note, f

′ := f − xα + xβ ∈ IA tem termo l��der menor que TL(f) e pela
minimalidade do TL(f), segue que f ′ deve pertencer a [W ]. Mas isso implica que f ∈ [W ],
gerando uma contradi�c�ao. Portanto, IA = [W ].

Antes de apresentarmos o pr�oximo resultado, considere a ∈ Z e de�na a+ = max{a, 0} e
a− = max{−a, 0}. Observe que dado um vetor u = (u1, . . . , un) ∈ Zn podemos escrev�e-lo de
maneira �unica como u = u+ − u−, sendo u+ = (u+1 , . . . , u

+
n ) e u

− = (u−1 , . . . , u
−
n ). Por exemplo,

(4,−5, 6) = (4, 0, 6)− (0, 5, 0).
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Lema 4.1.3. Sejam, α, β ∈ Nn e u = α − β ∈ Zn. Existe z = (z1, . . . , zn) ∈ Nn, tal que
α = u+ + z e β = u− + z.

Demonstra�c�ao. Temos que u = (α1 − β1, . . . , αn − βn). Vamos mostrar que z = (z1, . . . , zn),
com zi = min{αi, βi} satisfaz a condi�c�ao desejada. Com efeito, para cada i = 1, . . . , n temos,

u+i + zi = max{αi − βi, 0}+min{αi, βi}

e
u−i + zi = max{βi − αi, 0}+min{αi, βi}

Se αi ≥ βi, ent�ao αi − βi ≥ 0. Consequentemente,

u+i + zi = (αi − βi) + βi = αi

e
u−i + zi = 0 + βi = βi.

Portanto α = u+ + z e β = u− + z.

Corol�ario 4.1.4. Seja IA um ideal t�orico. Ent�ao,

IA = 〈xu
+

− xu
−

| u ∈ ker(ψ)〉.

Demonstra�c�ao. Pelo Lema 4.1.2, temos que IA = [W ], comW = {xα−xβ|α, β ∈ Nn com φ(α) =
φ(β)}. Dessa forma, basta mostramos que J = 〈xu

+

− xu
−

| u ∈ ker(ψ)〉 = [W ].
Seja xα − xβ ∈ W . Ent�ao u = α − β ∈ ker(ψ). Pelo Lema 4.1.3 existe z ∈ Nn tal que

α = u+ + z e β = u− + z. Assim,

xα − xβ = xzxu
+

− xzxu
−

= xz(xu
+

− xu
−

),

com xz ∈ K[x1, . . . , xn]. Logo, x
α − xβ ∈ J e consequentemente [W ] ⊆ J .

Por outro lado, seja f ∈ J . Ent�ao,

∑

u

hu(x
u+ − xu

−

) com hu ∈ K[x1, . . . , xn] e u ∈ ker(ψ).

Note que xu
+

− xu
−

∈ IA e como [W ] = IA �e um ideal, segue que hu(x
u+ − xu

−

) ∈ [W ] para
todo u ∈ ker(ψ). Portanto, IA = 〈xu

+

− xu
−

| u ∈ ker(ψ)〉.

Teorema 4.1.5. Para cada ordem monomial ≺ existe um conjunto de vetores G≺ ⊂ ker(ψ)
tal que a base de Gr�obner reduzida de IA com respeito ≺ �e igual a {xu

+

− xu
−

}| u ∈ G≺}.

Demonstra�c�ao. Seja W = {xu
+

− xu
−

| u ∈ ker(ψ)}. Pelo Corol�ario 4.1.4, IA = 〈W 〉. Note que
W ⊂ IA. Da��, TL(W ) ⊆ TL(IA). Logo, 〈TL(W )〉 ⊆ 〈TL(IA)〉.

Por outro lado, seja TL(g) ∈ TL(IA), para algum g ∈ IA. Ent�ao, pelo Lema 4.1.2

g =
s∑

i=1

ai(x
αi − xβi) com ai ∈ K e ψ(αi) = ψ(βi).

O Lema 4.1.3 nos garante que para cada i, existe zi ∈ Nn tal que xαi−xβi = xzi(xu
+

i −xu
−

i ),
com ui = u+i − u

−
i ∈ ker(ψ). Logo,

g =
s∑

i=1

aix
zi(xu

+

i − xu
−

i ).
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Dessa forma, segue que ML(g) �e igual a xzixu
+

i ou xzixu
−

i , para algum i ∈ {1, . . . , s}. Supo-

nhamos sem perda de generalidade que ML(g) = xzixu
+

i . Isso implica que xu
+

i � xu
−

i , ou seja,

xu
+

i = TL(xu
+

i − xu
−

i ). Como xu
+

i − xu
−

i ∈ W , temos

TL(g) ∈ 〈TL(W )〉 ⇒ TL(IA) ⊆ 〈TL(W )〉.

Portanto, 〈TL(IA) ⊆ 〈TL(W )〉 e temos a igualdade 〈TL(IA)〉 = 〈TL(W )〉.
Pelo Lema de Dickson (Teorema 2.2.5), existem u1, . . . , ut ∈ ker(ψ), tais que 〈TL(IA)〉 =

〈TL(xu
+

1 − xu
−

1 ), . . . , TL(xu
+
t − xu

−

t )〉. Pela constru�c�ao feita na demostra�c�ao do Teorema das

Bases de Hilbert (Teorema 2.3.3) temos que G = {xu
+

1 −xu
−

1 , . . . , xu
+
t −xu

−

t } formam uma base
de Gr�obner para IA. S�o falta mostrarmos que as opera�c�oes para reduzir esta base preservam a
estrutura dos bin�omios.

Podemos eliminar alguns elementos de G a �m de obtermos uma base de Gr�obner minimal
para IA. Digamos que G′ = {xw

+

1 − xw
−

1 , . . . , xw
+
r − xw

−
r } seja essa base minimal. Podemos

supor que o termo l��der de xw
+

j − xw
−

j ∈ G′ �e xw
+

j , para cada j.

Tome xw
+

1 −xw
−

1 ∈ G′. Como G′ �e m��nima, sabemos que xw
+

1 n�ao �e divis��vel por nenhum xw
+

j

para j 6= 1. Ent�ao, xw
+

1 vai para o resto da divis�ao. Agora, suponha sem perda de generalidade
que xw

−

1 seja divis��vel por xw
+

2 . Isto signi�ca que existe um mon�omio xz tal que xw
−

1 = xzxw
+

2 .
Segue que,

xw
+

1 − xw
−

1 = −xz(xw
+

2 − xw
−

2 ) + xw
+

1 − xzxw
−

2 .

Seja v = w+
1 −(z+w

−
2 ). Pelo Lema 4.1.3, existe v′ ∈ Nn tal que w+

1 = v++v′ e z+w−
2 = v−+v′.

Logo,

xw
+

1 − xw
−

1 = −xz(xw
+

2 − xw
−

2 ) + xv
++v′ − xv

−+v′

= −xz(xw
+

2 − xw
−

2 ) + xv
′

(xv
+

− xv
−

).

Observe que xv
+

− xv
−

∈ IA e assim v ∈ ker(ψ). Ainda,

xw
−

2 ≺ xw
+

2 ≺ xw
−

1 ⇒ xw
−

2 xz ≺ xw
+

2 xz = xw
−

1 ≺ xw
+

1

⇒ xv
′

xv
−

≺ xv
′

xv
+

⇒ xv
−

≺ xv
+

(4.3)

Logo, xv
+

∈ 〈TL(IA)〉, ou seja, xw
+

j |xv
+

para algum j. Como xv
+

|xv
+

xv
′

= xw
+

1 , segue que

xw
+

j |xw
+

1 . Pela minimalidade de G′, conclu��mos que j = 1 e w+
j = w+

1 .Obtemos dessa forma,

que xw
+

1 |xv
+

e xv
+

|xv
+

xv
′

= xw
+

1 . Isso signi�ca que v = 0, isto �e, w+
1 = v+ e z + w−

2 = v−. Em
outras palavras,

xw
+

1 = xv
+

e xw
−

1 = xz+w
+

2 � xz+w
−

2 = xv
−

(4.4)

Pelas equa�c�oes (4.1) e (4.4) temos que {xv
+

−xv
−

, xw
+

2 −xw
−

2 , . . . , xw
+
r −xw

−
r } ainda �e uma base

de Gr�obner minimal para IA. Continuando com esse processo, obtemos uma sequ�encia xv
+
n−xv

−
n ,

com xv
+
n = xw

+

1 e xv
−

n+1 ≺ xv
−
n . Pela boa ordena�c�ao monomial sabemos que em algum momento

esta sequ�encia estaciona e assim, depois de um n�umero �nito de passos obtemos xu
+

−xu
−

, com
xu

+

= xw
+

1 e xu
−

n�ao divis��vel por nenhum elemento de TL(G′)\{xw
+

1 }. Portanto, xu
+

− xu
−

�e reduzido em H = {xu
+

− xu
−

, xw
+

2 − xw
−

2
,, . . . , xw

+
r − xw

−
r }. Procedendo da mesma forma,

conseguimos reduzir todos os elementos xw
+

j −xw
−

j ∈ G′, com j = 2, . . . , r. E portanto, obtemos
uma base de Gr�obner reduzida para IA composta por bin�omios xu

+

− xu
−

, com u = u+− u− ∈
G≺ ⊂ ker(ψ).

Com o resultado do Teorema 5.2.3, podemos dizer que o ideal t�orico IA �e um ideal bino-

mial, isto �e, um ideal gerado por bin�omios.
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4.2 O c�alculo de geradores para IA

Vimos anteriormente que este ideal possui uma base de Gr�obner reduzida formada por bin�omios,
mas n�ao sabemos at�e o momento como calcular efetivamente esta base. Este �e o objetivo dessa
se�c�ao: apresentar dois resultados que nos fornecem ferramentas para calcular uma base de
Gr�obner para um ideal t�orico.

Seja f um polin�omio em K[x1, . . . , xn] e I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal.

i) Dizemos que f �e homog�eneo de grau total d, se cada termo de f tem grau total d.
Se I �e gerado por polin�omios homog�eneos, dizemos que I �e um ideal homog�eneo.

ii) Chamamos de ideal quociente o conjunto (I : f) = {g ∈ K[x1, . . . , xn]| fg ∈ I} .

iii) Chamamos o conjunto (I : f∞) =
{
g ∈ K[x1, . . . , xn]| f

Ng ∈ I para algum N ∈ N
}

de
satura�c�ao de I.

Proposi�c�ao 4.2.1. Sejam f ∈ K[x1, . . . , xn] e I um ideal de K[x1, . . . , xn]. Ent�ao, (I : f) e
(I : f∞) s�ao ideais.

Demonstra�c�ao. i) 0 ∈ (I : f) e 0 ∈ (I : f∞), pois 0 ∈ I.

ii) Sejam g1, g2 ∈ (I : f) e p1, p2 ∈ (I : f∞). Ent�ao,

g1f ∈ I e g2f ∈ I.

Assim,
(g1 + g2)f = g1f + g2f ∈ I.

Logo, g1 + g2 ∈ (I : f). Por outro lado,

p1f
N1 e p2f

N2 ∈ I, para alguns N1, N2 ∈ N.

Tomando N = maxN1, N2, segue que

(p1 + p2)f
N = p1f

N + p2f
N ∈ I.

Portanto, p1 + p2 ∈ (I : f∞).

iii) Sejam g ∈ (I : f), p ∈ (I : f∞) e h ∈ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao,

gf ∈ I e pfN ∈ I, para algum N ∈ N.

Como I �e ideal, segue que gfh e phfN est�ao em I. Portanto gf ∈ (I : f) e ph ∈ (I : f∞).

Proposi�c�ao 4.2.2. Fixe a ordem monomial grevlex com x1 � . . . � xn. Seja G a base de
Gr�obner reduzida de um ideal homog�eneo I ⊆ K[x1, . . . , xn]. Ent�ao, o conjunto

G ′ = {f ∈ G| xn n�ao divide f} ∪ {f/xn| f ∈ G e xn divide f}

�e uma base de Gr�obner de (I : xn) e o conjunto

G ′′ =
{
f/xNn | f ∈ G e xNn �e a maior pot�encia de xn que divide f

}

�e uma base de Gr�obner de (I : x∞n ).
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Demonstra�c�ao. Vamos mostrar que G ′ �e base de Gr�obner para (I : xn). A prova para G ′′ �e
an�aloga.

Note que G ′ ⊆ (I : xn). Isso implica que

〈TL(G ′)〉 ⊆ 〈TL((I : xn))〉 .

Para obtermos a outra inclus�ao, tome g ∈ (I : xn). Por de�ni�c�ao de (I : xn), temos que
xng ∈ I. Como G �e base de Gr�obner de I, segue que para algum f ∈ G, TL(f) divide
TL(gxn) = xnTL(g).

A ordem monomial escolhida nos garante que xn divide f se, e somente se, xn divide TL(f).
Assim, se xn n�ao divide f , ent�ao f est�a em G ′ e TL(f) divide TL(g) Se xn divide TL(f), ent�ao
xn divide f e neste caso f/xn est�a em G ′ e TL(f/xn) = TL(f)/xn divide TL(g). Em ambos os
casos TL(g) est�a no ideal gerado pelos termos l��deres de G ′.

Observa�c�ao 4.2.3. A ordem monomial usada na Proposi�c�ao 4.2.2 faz sentido sempre que o
ideal I �e homog�eneo com respeito a alguma gradua�c�ao positiva deg(xi) = di > 0.

Aplicando a Proposi�c�ao 4.2.2, considerando uma vari�avel de cada vez, podemos calcular o
ideal satura�c�ao

(I : (x1 · . . . · xn)
∞) = ((. . . ((I : x∞1 ) : x∞2 ) : . . .) : x∞n ). (4.5)

Observe que este ideal consiste dos polin�omios f ∈ K[x1, . . . , xn] tais que fx
α ∈ I, para algum

mon�omio xα ∈ K[x1, . . . , xn].

Observa�c�ao 4.2.4. Considere um ideal t�orico IA associado a uma matriz A = (aij)m×n, com
entradas inteiras n�ao negativas aij e colunas n�ao nulas. Na de�ni�c�ao de ideal t�orico, vimos
que IA tem gradua�c�ao positiva deg(xj) = a1j + · · · + amj. Se τ = (τ1, . . . , τn) �e o vetor que
representa esta gradua�c�ao, ent�ao a ordem lexicogr�a�ca graduada reversa, neste caso, �e dada da
seguinte forma: α �grevlex β e escrevemos xα �grevlex x

β, se

〈α, τ〉 > 〈β, τ〉 ou 〈α, τ〉 = 〈β, τ〉 e a primeira coordenada n�ao nula em α− β,

da direita para a esquerda, �e negativa.

Note que com esta gradua�c�ao, IA �e um ideal homog�eneo.

Assim, se ψ : Zn −→ Zm �e o homomor�smo determinado pela matriz A e C = {v1, . . . , vr}
�e um subconjunto do ker(ψ), de�nimos

IC :=
〈

xv
+

− xv
−

| v ∈ C
〉

. (4.6)

Claramente este ideal �e dotado com a mesma gradua�c�ao que IA. Ainda, IC �e homog�eneo
com respeito a esta gradua�c�ao. Dessa forma, podemos aplicar a proposi�c�ao em IC.

Lema 4.2.5. Dados um n�umero natural r e vetores v1, . . . , vr ∈ Zn, considere
∑r

i=1 λivi, com
λi ∈ Z. De�nimos,

A ={1 ≤ i ≤ r|λi ≥ 0}

B ={1 ≤ i ≤ r|λi < 0}.
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Se i ∈ B denotamos µi := −λi > 0. Temos que,

F := x(
∑

i∈A λiv
+

i +
∑

i∈B µiv
−

i ) − x(
∑

i∈A λiv
−

i +
∑

i∈B µiv
+

i )

est�a em

J{v1,...,vr} =
〈{

xλiv
+

i − xλiv
−

i | i ∈ A
}

∪
{

xµiv
−

i − xµiv
+

i | i ∈ B
}〉

.

Demonstra�c�ao. Suponha que a a�rma�c�ao �e falsa, ou seja, existe um natural r tal que F /∈
J{v1,...,vr}. Tome r como sendo o menor poss��vel. Podemos supor que 1 ∈ A. Ent�ao, F pode ser
escrito como

F =
(

xλ1v
+

1 − xλ1v
−

1

)




x





∑

i∈A
i 6=1

λiv
+

i +
∑

i∈B µiv
−

i










+ xλ1v
−

1




x





∑

i∈A
i 6=1

λiv
+

i +
∑

i∈B µiv
−

i





− x





∑

i∈A
i 6=1

λiv
−

i +
∑

i∈B µiv
+

i








 .

Fazendo G := x





∑

i∈A
i 6=1

λiv
+

i +
∑

i∈B µiv
−

i





−x





∑

i∈A
i 6=1

λiv
−

i +
∑

i∈B µiv
+

i





, temos que G ∈ J{v2,...,vr}. Logo,
F ∈ J{v1,...,vr}. O que �e um contradi�c�ao. Portanto F ∈ J{v1,...,vr}.

Observa�c�ao 4.2.6. Dado um vetor v ∈ Zn e λ ∈ N, veja que

xλv
+

− xλv
−

= (xv
+

− xv
−

)
λ∑

j=1

(x(j−1)v+x(λ−j)v
−

).

Lema 4.2.7. Sejam α e β em Nn. Se xα − xβ ∈ IC (4.6), ent�ao α − β pertence ao Z-m�odulo
gerado por C, que denotaremos por [C].

Demonstra�c�ao. Se xα − xβ ∈ IC. Ent�ao,

xα − xβ =
∑

v∈C

f(x)(xv
+

− xv
−

).

Como f(x) pode ser escrito como uma soma cujos termos s�ao da forma xα ou −xα, existe s ∈ N

tal que

∑

v∈C

f(x)(xv
+

− xv
−

) =
s∑

i=1

xαi(xw
+

i − xw
−

i ), (4.7)

com wi ou −wi pertencentes a C. Em outras palavras, os termos da soma do lado direito em
(4.7) s�ao da forma xα(xv

+

− xv
−

) ou −xα(xv
+

− xv
−

). No primeiro caso wi = v e no segundo
wi = −v. Dessa forma,

xα − xβ =
s∑

i=1

xαi(xw
+

i − xw
−

i ), wi ou − wi ∈ C.

Provemos que α− β ∈ [C] por indu�c�ao em s.
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Se s = 1,

xα − xβ = xα1(xw
+

1 − xw
−

1 ).

Implicando que α = α1+w
+
1 , β = α1+w

−
1 e consequentemente temos que α−β = w+

1 −w
−
1 ∈ [C].

Suponhamos por indu�c�ao que a a�rma�c�ao seja certa para s− 1 termos na soma. Seja

xα − xβ =
s∑

i=1

xαi(xw
+

i − xw
−

i ). (4.8)

Em vista da igualdade acima, sabemos que deve existir 1 ≤ i ≤ s tal que −xβ = xαi(−xw
−

i ).
Reorganizando os ��ndices, podemos supor i = s. Assim,

−xβ = xαs(−xw
−
s ). (4.9)

Donde segue que β = αs + w−
s . Logo, podemos reescrever (4.8) como

xα − xβ =
s−1∑

i=1

xαi(xw
+

i − xw
−

i ) + xαs(xw
+
s − xw

−
s ).

Por (4.9), temos

xα − xαs+w
+
s =

s−1∑

i=1

xαi(xw
+

i − xw
−

i ).

Por hip�otese de indu�c�ao α− (αs + w+
s ) ∈ [C]. Dessa forma,

α− β =α− (αs + w−
s )

=α− (αs + w+
s ) + (αs + w+

s )− (αs + w−
s )

=α− (αs + w+
s ) + ws.

Como α− (αs + w+
s ), ws ∈ [C], ent�ao α− β ∈ [C].

Teorema 4.2.8. Seja C = {v1, . . . , vr} ⊂ ker(ψ). Ent�ao, C gera o ker(ψ) se, e somente se,

(IC : (x1 · . . . · xn)
∞) = IA.

Demonstra�c�ao. [⇐] Suponha que C = {v1, . . . , vr} gera o ker(ψ). Se f ∈ IC : (x1 · . . . · xn)
∞),

ent�ao fxα ∈ IC para algum mon�omio em K[x1, . . . , xn]. Assim,

fxα =
r∑

i=1

g(xv
+

i − xv
−

i ),

com g ∈ K[x1, . . . , xn]. Segue da�� que

φ(f)φ(xα) =
r∑

i=1

φ(g)φ(xv
+

i − xv
−

i ) = 0,

pois IC ⊆ IA. Consequentemente, devemos ter φ(f) = 0. Logo, f ∈ IA, isto �e,

(IC : (x1 · . . . · xn)
∞) ⊆ IA.
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Para a outra inclus�ao, tome u ∈ ker(ψ). Ent�ao podemos escrever u =
∑r

i=1 λivi, com
λi ∈ Z. Isto implica na seguinte igualdade:

xu
+

xu−
− 1 =

r∏

i=1

(

xv
+

i

xv
−

i

)λi

− 1 (4.10)

Como λi ∈ Z, podemos escrever (4.10) como segue

xu
+

xu−
− 1 =

∏

λi≥0

(

xv
+

i

xv
−

i

)λi
∏

λi<0

(

xv
−

i

xv
+

i

)−λi

− 1.

Considerando os seguintes conjuntos:

A ={1 ≤ i ≤ r|λi ≥ 0}

B ={1 ≤ i ≤ r|λi < 0}.

e fazendo µi := −λi > 0, se i ∈ B. Temos,

xu
+

xu−
− 1 =

∏

i∈A

(

xv
+

i

xv
−

i

)λi
∏

i∈B

(

xv
−

i

xv
+

i

)µi

− 1.

Eliminando os denominadores, obtemos

∏

i∈A

(

x
v−i

)λi ∏

i∈B

(

x
v+i

)µi
(

x
u+ − x

u−
)

= x
u−

(
∏

i∈A

(

x
v+i

)λi ∏

i∈B

(

x
v−i

)µi
−
∏

i∈A

(

x
v−i

)λi ∏

i∈B

(

x
v+i

)µi

)

.

Fazendo

F :=
∏

i∈A

(

xv
+

i

)λi∏

i∈B

(

xv
−

i

)µi
−
∏

i∈A

(

xv
−

i

)λi∏

i∈B

(

xv
+

i

)µi
,

devemos mostrar que F ∈ IC. Vejamos que isto, de fato ocorre. Note que

F = x(
∑

i∈A λiv
+

i +
∑

i∈B µiv
−

i ) − x(
∑

i∈A λiv
−

i +
∑

i∈B µiv
+

i ).

Pelo Lema 4.2.5, segue que

F ∈ J{v1,...,vr} =
〈{

xλiv
+

i − xλiv
−

i | i ∈ A
}

∪
{

xµiv
−

i − xµiv
+

i | i ∈ B
}〉

.

Agora, pela Observa�c�ao 4.2.6 temos que xλiv
+

i −xλiv
−

i e xµiv
−

i −xµiv
+

i est�ao em IC, para i ∈ A∪B.
Portanto, F ∈ IC e assim �ca provada a outra inclus�ao.

Vamos agora, provar a rec��proca do Teorema. Para isso, suponhamos que

(IC : (x1 · . . . · xn)
∞) = IA.

Tome u ∈ ker(ψ). Ent�ao xu
+

− xu
−

∈ IA. Por hip�otese existe α ∈ Nn tal que

xα(xu
+

− xu
−

) ∈ IC,

ou seja, xα+u
+

− xα+u
−

∈ IC. Pelo Lema 4.2.7, conclu��mos que

(α + u+)− (α + u−) = u ∈ [C].

Como u �e arbitr�ario, temos a rec��proca do Teorema provada.
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Com o resultado da Proposi�c�ao 4.2.2 e do Teorema 4.2.8, podemos calcular uma base de
Gr�obner para um dado ideal t�orico: iniciamos calculando um conjunto de geradores C para
ker(ψ). Pelo Teorema 4.2.8 temos que (IC : (x1 · . . . · xn)

∞) = IA. Assim, basta usarmos a
Proposi�c�ao 4.2.2 para calcular uma base de Gr�obner para (IC : (x1 · . . . · xn)

∞).
A seguir, apresentaremos dois exemplos de como pode ser feito o c�alculo da base de Gr�obner

para um ideal t�orico. No primeiro exemplo, usaremos a gradua�c�ao usual e no segundo uma
gradua�c�ao positiva deg(xi) = di > 0.

Exemplo 4.2.9. Considere a matriz

A =

[
1 3 1 5
1 2 3 2

]

.

Sabemos que neste caso a gradua�c�ao do ideal t�orico �e dada pelo vetor τ = (2, 5, 4, 7). �E f�acil
ver que ker(ψ) �e gerado pelo conjunto C = {(−7, 2, 1, 0), (4,−3, 0, 1)}. Ent�ao,

IC =
〈
x22x3 − x

7
1, x

4
1x4 − x

3
2

〉
.

Agora vamos calcular uma base de Gr�obner para o ideal satura�c�ao (IC : (x1 · . . . ·xn)
∞). Faremos

isso utilizando a Proposi�c�ao 4.2.2, considerando uma vari�avel de cada vez. Para evitar confus�ao
em cada passo dos c�alculos, comecemos fazendo I0 := IC = 〈x22x3 − x

7
1, x

4
1x4 − x

3
2〉. Vamos agora

calcular uma base de Gr�obner reduzida para I0, com respeito �a ordem grevlex com x1 ≺ x4 ≺
x3 ≺ x2.

Reordenando os os termos dos polin�omios com esta ordem, temos:
1o Passo: G0 = {f10, f20} = {x

2
2x3 − x

7
1, x

3
2 − x

4
1x4} e I0 = 〈f10, f20〉 = 〈x

2
2x3 − x

7
1, x

3
2 − x

4
1x4〉

Aplicando o Algoritmo de Buchberger, obtemos

G0 =
{
x22x3 − x

7
1, x

3
2 − x

4
1x4, x

4
1x3x4 − x

7
1x2
}

como base de Gr�obner reduzida para I0. Dividindo x
4
1x3x4 − x

7
1x2 por x41 temos que

G ′0 =
{
x22x3 − x

7
1, x

3
2 − x

4
1x4, x3x4 − x

3
1x2
}

�e uma base de Gr�obner para I1 = (I0 : x
∞
1 ).

2o Passo: Agora realizamos o mesmo processo com I1, usando a ordem monomial grevlex
com x2 ≺ x4 ≺ x3 ≺ x1. Reordenando os termos do bin�omios, temos:

G1 = {f11, f21, f31} =
{
x71 − x

2
2x3, x

4
1x4 − x

3
2, x3x4 − x

3
1x2
}

Depois da aplica�c�ao do Algoritmo de Buchberger, conclu��mos que G1 = {f11, f21, f31} �e a pr�opria
base de Gr�obner reduzida de I1. Como nenhum bin�omio desta base �e dividido por nenhuma
pot�encia de x2, obtemos G ′1 = G1, como base de Gr�obner para I2 = (I1 : x

∞
2 ).

3o Passo: Reordenamos os termos dos bin�omios em G ′1 de acordo com a ordem monomial
grevlex, com x3 ≺ x4 ≺ x2 ≺ x1, temos G2 = {f12, f22, f32} = {x

7
1 − x

2
2x3, x

3
2 − x

4
1x4, x

3
1x2 − x3x4}.

Aplicando o Algoritmo de Buchberger em G2, n�ao temos nenhuma altera�c�ao, ou seja, G2 =
{f12, f22, f32} �e base de Gr�obner reduzida para I2. Novamente, nenhum bin�omio em G2 �e di-
vis��vel por nenhuma pot�encia de x3. Logo G

′
2 = G2 �e uma base de Gr�obner para I3 = (I2 : x

∞
3 ).

4o Passo: A ordem monomial agora ser�a a grevlex com x4 ≺ x3 ≺ x2 ≺ x1. Fazendo a
reordena�c�ao em G ′ com respeito �a essa ordem, obtemos

G3 = {f13, f23, f33} =
{
x71 − x

2
2x3, x

3
2 − x

4
1x4, x

3
1x2 − x3x4

}
.
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Ap�os a aplica�c�ao do Algoritmo de Buchberger em G3, conclu��mos que G3 = {f13, f23, f33} �e base
de Gr�obner reduzida de I3. Ainda, G3 = {f13, f23, f33} �e base de Gr�obner de I4 = (I3 : x∞4 ).
Note que por (4.5), temos que I4 = (IC : (x1 · . . . · xn)

∞). Portanto,

IA =
〈
x71 − x

2
2x3, x

3
2 − x

4
1x4, x

3
1x2 − x3x4

〉
.

Observe que a partir desta base pode-se calcular uma base de Gr�obner para IA com respeito �a
qualquer ordem monomial desejada.

Exemplo 4.2.10. Consideremos agora a matriz A como abaixo:

A =

[
0 1 2 3
3 2 1 0

]

.

Observe que cada coluna de A tem a mesma soma, a saber 3. Isto implica que o ideal t�orico IA �e
homog�eneo com a gradua�c�ao usual. O ker(ψ) �e gerado pelo conjunto C = {(1,−2, 1, 0), (2,−3, 0, 1)}.
Assim,

IC =
〈
x1x3 − x

2
2, x

2
1x4 − x

3
2

〉
.

Agora denotaremos IC por I0 e consideraremos a ordem grevlex com x1 ≺ x4 ≺ x3 ≺ x2.
1o Passo: Reordenando os termos dos bin�omios geradores de I0, de acordo com a ordem

monomial em quest�ao, obtemos

G0 = {f10, f20} =
{
x22 − x1x3, x

3
2 − x

2
1x4
}
.

Pelo Algoritmo de Buchberger encontramos o seguinte conjunto como base de Gr�obner para I0:

G0 =
{
x22 − x1x3, x

3
2 − x

2
1x4, x1x2x3 − x

2
1x4,−x

2
1x

2
3 + x21x2x4

}
.

Note que esta base n�ao �e reduzida. Para utilizarmos a Proposi�c�ao 4.2.2 devemos ter uma base
de Gr�obner reduzida. Observe que para obtermos essa base, basta, neste caso, retirarmos o
polin�omio x32 − x

2
1x4 de G0, e assim obtemos

G0 =
{
x22 − x1x3, x1x2x3 − x

2
1x4,−x

2
1x

2
3 + x21x2x4

}
,

como base de Gr�obner reduzida para I0. Dividindo x1x2x3 − x
2
1x4 por x1 e −x21x

2
3 + x21x2x4 por

x21, temos que
G ′0 =

{
x22 − x1x3, x2x3 − x1x4, x

2
3 − x2x4

}

�e base de Gr�obner para I1 = (I0 : x
∞
1 ).

2o Passo: Agora vamos considerar, a ordem grevlex com x2 ≺ x4 ≺ x3 ≺ x1. Reordenando
os termos do polin�omios em G ′0, obtemos

G1 = {f11, f21, f31} =
{
x1x3 − x

2
2, x1x4 − x2x3, x

2
3 − x2x4

}
.

Calculando uma base de Gr�obner reduzida para I1, conclu��mos que G1 = {f11, f21, f31}, j�a �e a
base procurada. Ainda, G ′1 = G1 = {f11, f21, f31} �e a base de Gr�obner para I2 = (I1 : x

∞
2 ).

3o Passo:Agora consideramos a ordem grevlex com x3 ≺ x4 ≺ x2 ≺ x1. Reordenando dos
polin�omios de G ′1, obtemos

G2 : {f12, f22, f32} =
{
x22 − x1x3, x1x4 − x2x3, x2x4 − x

2
3

}
.

Atrav�es do Algoritmo de Bughberger, vemos que G2 : {f12, f22, f32} = G
′
2 �e uma base de Gr�obner

para I2 e I3 = (I2 : x
∞
3 ).

4o Passo: Aplicando o mesmo processo em I3, com rela�c�ao �a ordem grevlex com x4 ≺ x3 ≺
x2 ≺ x1, temos que

G3 = {f13, f23, f33} =
{
x22 − x1x3, x2x3 − x1x4, x

2
3 − x2x4

}

�e base de Gr�obner para I3 e para I4 = (I3 : x
∞
4 ).

Portanto, pelo Teorema 4.2.8 segue que

IA =
〈
x22 − x1x3, x2x3 − x1x4, x

2
3 − x2x4

〉
.



CAP�ITULO 5

VARIEDADE AFIM T�ORICA

Seja A = (aij)m×n, com entradas inteiras n�ao negativas aij e colunas n�ao nulas. O conjunto

t�orico Γ determinado por A �e um subconjunto do espa�co a�m An
K dado parametricamente por

xj = t
a1j
1 · . . . · t

amj
m , para todo j = 1, . . . , n, isto �e,

Γ =
{(
ta111 . . . tam1

m , . . . , ta1n1 . . . tamn

m

)
∈ An

K | t1, . . . , tm ∈ K
}
.

Lembrando que aj = (a1j, . . . , amj) �e o vetor cujas entradas s�ao elementos da j−�esima coluna
da matriz A.

No cap��tulo anterior de�nimos o que �e um ideal t�orico associado �a matriz A. Chamamos de
variedade a�m t�orica �a variedade V(IA) deste tipo de ideal. Utilizaremos v�arios dos resul-
tados apresentados at�e aqui para provar o resultado principal deste trabalho. Nosso objetivo
aqui �e caracterizar quando um conjunto t�orico Γ �e uma variedade a�m t�orica nos termos da
estrutura do corpo K e da condi�c�ao V (IA, xi) ⊂ Γ. As principais refer�encias utilizadas neste
cap��tulo foram [8] e [5].

5.1 Fecho de Zariski

Seja S ⊆ An
K . O conjunto S sendo ou n�ao uma variedade a�m, temos que

I(S) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] | f(a) = 0 para todo a ∈ S}

�e um ideal em K[x1, . . . , xn]. De fato, temos que 0 ∈ I(S), pois o polin�omio zero se anula em
todos os pontos de An

K . Agora suponha que f, g ∈ I(S) e h ∈ K[x1, . . . , xn]. Seja (c1, . . . , cn)
um ponto arbitr�ario em S. Ent�ao,

f(c1, . . . , cn) + g(c1, . . . , cn) =0 + 0 = 0,

f(c1, . . . , cn) · h(c1, . . . , cn) =0 · h(c1, . . . , cn) = 0.

Logo, I(S) �e um ideal.

Proposi�c�ao 5.1.1. Seja S ⊆ An
K. A variedade a�m V(I(S)) �e a menor variedade que cont�em

S, ou seja, se W ⊂ An
K �e qualquer variedade a�m contendo S, ent�ao V(I(S)) ⊆ W .

Demonstra�c�ao. Seja W uma variedade a�m tal que S ⊆ W . Ent�ao, I(W ) ⊆ I(S) e assim,
V(I(S)) ⊆ V(I(W )). Como W �e uma variedade a�m, do Teorema 2.3.7 temos que V(I(W )) =
W e assim o resultado segue.

43
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Em vista da proposi�c�ao acima, se S ⊆ An
K , chamamos de fecho de Zarisk de S, a menor

variedade alg�ebrica contendo S, isto �e, V(I(S)). O fecho de Zarisk de S �e denotado por S.

Proposi�c�ao 5.1.2. Seja S e T subconjuntos de An
K. Ent�ao:

(a) I(S) = I(S)

(b) Se S ⊆ T , ent�ao S ⊆ T

(c) S ∪ T = S ∪ T

Demonstra�c�ao. (a) S �e o fecho de Zarisk de S, ent�ao S ⊆ S. Segue que I(S) ⊆ I(S). Por
outro, f ∈ I(S), ent�ao f(a) = 0, para todo a ∈ S. assim, S ⊆ V (f). Por de�ni�c�ao de
fecho de Zarisk, segue que S ⊆ V (f). Logo, I(V(f)) ⊆ I(S), o que implica que f ∈ I(S).
Portanto, I(S) ⊆ I(S).

(b) Suponha que S ⊆ T . Por de�ni�c�ao T ⊆ T . Assim, S ⊂ T . Logo, segue da de�ni�c�ao de S
que S ⊆ T .

(c) Se a ∈ S ∪ T , ent�ao

a ∈ S ou a ∈ T ⇒ a ∈ S ou a ∈ T ⇒ a ∈ S ∪ T .

Logo, S ∪ T ⊆ S ∪ T e consequentemente S ∪ T ⊆ S ∪ T .

Por outro lado,

S ⊆ S ∪ T e T ⊆ S ∪ T ⇒ S ⊆ S ∪ T e T ⊆ S ∪ T ⇒ S ∪ T ⊆ S ∪ T .

Portanto, S ∪ T = S ∪ T .

Proposi�c�ao 5.1.3 ([12], p.338). Sejam Γ e IA, respectivamente, o conjunto t�orico e o ideal
t�orico correspondentes �a matriz A. Se K �e um corpo in�nito, ent�ao

(a) IA = I(Γ) e

(b) V (IA) �e o fecho de Zarisk de Γ.

Demonstra�c�ao. (a) Vejamos que Γ ⊂ V (IA). Para isso, tome c = (c1, . . . , cn) ∈ Γ e f =
∑

α kαx
α ∈ IA.

i) Denotando por gf = φ(f) a imagem de f por φ. Temos que gf �e o polin�omio nulo
em K[t1, . . . , tm], ou seja, gf (d1, . . . , dm) = 0 para todo d1, . . . , dm ∈ K. Observe
ainda que gf =

∑

α kαt
ψ(α).

ii) Como c = (c1, . . . , cn) ∈ Γ, existem d1, . . . , dm ∈ K tais que cj = d
a1j
1 · . . . · d

amj
m .

Fazendo cα = cα1

1 · . . . · c
αn
n , temos f(c1, . . . , cn) =

∑

α kαc
α. Denotando cj = daj , segue

que

f(c1, . . . , cn) =
∑

α

kαd
α1a1+···+αnan

=
∑

α

kαd
ψ(α)

= gf (d1, . . . , dm) = 0
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Como f ∈ IA �e arbitr�ario conclu��mos que c = (c1, . . . , cn) ∈ V (IA) e consequentemente,
Γ ⊂ V (IA). Ent�ao, I(V (IA)) ⊂ I(Γ). Como, IA ⊂ I(V (IA)), conclu��mos que IA ⊂ I(Γ).
Para provar a outra inclus�ao, tome f =

∑

α kαx
α ∈ I(Γ). Sabemos que f ∈ K[x1, . . . , xn]

se anula em todos os pontos c ∈ Γ. Seja d = (d1, . . . , dm) ∈ Am
K . Se aj �e a j−�esima coluna

da matriz A correspondente ao ideal t�orico IA, ent�ao para todo j = 1, . . . , n temos que
φ(xj) = taj avaliado em d, �e igual a daj = d

a1j
1 · . . . · d

amj
m . Assim, d = (da1 , . . . , dan) ∈ Γ.

Fazendo gf = φ(f), temos que

gf (d) =
∑

α

kαd
ψ(α). (5.1)

Por outro lado, sabemos que f(da1 , . . . , dan) = 0, ou seja,

∑

α

kαd
α
=
∑

α

kαd
ψ(α) = 0, (5.2)

com (d)α = (da1)α1 · . . . · (dan)αn . Logo, por (5.1) e (5.2) segue que φ(f) se anula em todos
os pontos de Am

k . Como K �e in�nito, pela Proposi�c�ao 1.1.2, segue que φ(f) �e o polin�omio
nulo em K[t1, . . . , tm]. Portanto f ∈ IA, ou seja, I(Γ) ⊂ IA.

(b) Sabemos que
Γ = V(I(Γ)).

Pelo item (a), temos que IA = I(Γ). Portanto,

Γ = V(I(Γ)) = V (IA).

5.2 Z-m�odulos e Variedade A�m T�orica

Sabemos pelo Teorema 3.2.2 que existem matrizes invert��veis, U = (uij) e Q = (qij) de ordens
m e n respectivamente, tais que D = UAQ, sendo D da seguinte forma:

D =




















λ1
...

λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...




















com 0 ≤ r ≤ min{m,n}, λ1, λ2, . . . , λr pertencentes a Z\{0} e λj dividindo λj+1, para cada
j = 1, 2, . . . , r − 1. Como U e Q s�ao invert��veis, denotaremos suas inversas, respectivamente,
por U−1 = (fij) e Q

−1 = (bij). Considere ainda ei como sendo o vetor unit�ario em Zn que tem
a i−�esima coordenada igual a um e todas as outras nulas. A partir daqui todas estas nota�c�oes
ser�ao �xas e utilizaremos tamb�em as mesmas nota�c�oes utilizadas no Cap��tulo 4.

Lema 5.2.1. Se ψ : Zn −→ Zm �e o homomor�smo determinado por A, ent�ao ker(ψ) =
Zqs+1 ⊕ . . .⊕ Zqn, em que qi corresponde a i-�esima coluna de Q.
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Demonstra�c�ao. Seja x ∈ Zn e fa�camos y = Q−1x. Como D = UAQ segue que

Ax = 0⇔ U−1DQ−1x = 0⇔ U−1Dy = 0⇔ Dy = 0. (5.3)

Vejamos que qi ∈ ker(ψ) para i ≥ s + 1. De fato, Aqi = U−1DQ−1qi = U−1Dei, sendo ei
o vetor em Zn que tem 1 na i-�esima coordenada e 0 nas demais. Mas para i ≥ s + 1, tem-se
Dei = 0. Logo Aqi = 0 e qi ∈ ker(ψ) para i ≥ s+ 1.

Por outro lado, se x ∈ ker(ψ), ent�ao Ax = 0 e por (5.3), Dy = 0. Assim, escrevendo
y = (y1, . . . , yn), temos para i = 1, . . . , s que λiyi = 0 e consequentemente yi = 0. Portanto,
x = Qy =

∑n

i=s+1 yiqi. Al�em disso, o fato de Q ser invert��vel, implica que suas colunas s�ao
linearmente independentes, o que completa a demonstra�c�ao.

Proposi�c�ao 5.2.2. Seja ψ : Zn −→ Zm a aplica�c�ao linear determinada por A e vj =
∑s

i=1 bijqi,
sendo qi a i-�esima coluna de Q. Se {e1, . . . , en} �e a base can�onica de Zn, ent�ao {vj − ej}

n
j=1 �e

um conjunto gerador de ker(ψ).

Demonstra�c�ao. Observe inicialmente que ej =
∑n

i=1 bijqi para todo 1 ≤ j ≤ n, pois QQ−1 �e
igual a matriz identidade. Dessa forma, podemos escrever

vj =
s∑

i=1

bijqi = ej −
n∑

i=s+1

bijqi ⇒ vj − ej = −
n∑

i=s+1

bijqi (j = 1, . . . , n) (5.4)

e pelo Lema 5.2.1, conclu��mos que vj−ej ∈ kerψ para todo j = 1, . . . , n. Observe que podemos
escrever a matriz identidade da seguinte forma, Iid = (δik), com δik = 1 se i = k e δik = 0 caso
contr�ario (o s��mbolo δik �e chamado delta de Kronecker). Da igualdade (5.4) segue que,

n∑

j=1

qjk(ej − vj) =
n∑

j=1

qjk

(
n∑

i=s+1

bijqi

)

=
n∑

i=s+1

qi

(
n∑

j=1

bijqjk

)

Agora,
∑n

j=1 qjkbij = δik, pois �e o produto da i-�esima linha de Q−1 pela k-�esima coluna de Q.
Logo,

n∑

j=1

qjk(ej − vj) =
n∑

i=s+1

qiδik = qk

para k ≥ s + 1. Consequentemente, qk est�a no subgrupo de Zn gerado por {ej − vj}
n
j=1 para

todo k ≥ s+ 1, provando o que quer��amos.

Teorema 5.2.3. Sejam K um corpo, Γ o conjunto t�orico determinado por A e IA o seu ideal
t�orico. Ent�ao Γ = V (IA) se, e somente se, as duas seguintes condi�c�oes s�ao satisfeitas:

(a) Se (b1, . . . , bn) ∈ V (IA) e bj 6= 0 para todo j, ent�ao bq1i1 . . . bqni
n tem raiz λi-�esima em K

para i = 1, . . . , s.

(b) V (IA, xi) ⊂ Γ para i = 1, . . . , n.

Demonstra�c�ao. [⇐]: Suponhamos que sejam v�alidas as condi�c�oes (a) e (b). Pela demonstra�c�ao
da Proposi�c�ao 5.1.3, temos que Γ ⊂ V (IA).
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Para provar a outra inclus�ao, tome um ponto c = (c1, . . . , cn) ∈ V (IA). Pela condi�c�ao (b),
se algum cj = 0, temos imediatamente V (IA) ⊂ Γ. Assim, podemos supor que cj 6= 0 para todo
j. Pela condi�c�ao (a) temos que existem t′1, . . . , t

′
s ∈ K, tais que

(t′i)
λi = cq1i1 · . . . · c

qni
n = cqi (i = 1, . . . , s) (5.5)

Por conveni�encia de nota�c�ao estendemos a de�ni�c�ao de t′i, fazendo t
′
i = 1 para i = s+ 1, . . . ,m

e t′ = (t′1, . . . , t
′
m). Fa�ca,

tj = (t′1)
u1j · . . . · (t′m)

umj ∈ K, (j = 1, . . . ,m), (5.6)

com U = (uij).

AFIRMA�C�AO: tak = ta1k1 · . . . · tamk
m = ck para k = 1, . . . , n. Para provar essa a�rma�c�ao,

precisaremos de v�arias igualdades que ser�ao apresentas a seguir.
Fazendo U−1 = (fij) e comparando as colunas na igualdade U−1D = AQ, tem-se

λifi =
n∑

j=1

qjiaj (i = 1, . . . , s), (5.7)

com fi = (f1i, . . . , fmi) e aj = (a1j, . . . , amj) denotando a i−�esima e a j−�esima colunas de U−1

e A, respectivamente. Em seguida, comparando as colunas da igualdade A = (U−1DQ−1),
obtemos:

ak =
s∑

j=1

λjbjkfj (k = 1, . . . , n), (5.8)

com Q−1 = (bij). Da equa�c�ao (5.6) e do fato de UU−1 = Iid segue que

tfk =tf1k1 · . . . · t
fmk
m

=((t′1)
u11 · . . . · (t′m)

um1)f1k · . . . · ((t′1)
u1m · . . . · (t′m)

umm)fmk

=(t′1)
∑m

j=1
u1jfjk · . . . · (t′m)

∑m
j=1

umjfjk

=(t′1)
δ1k · . . . · (t′m)

δmk = t′k (k = 1, . . . ,m)

(5.9)

sendo δik o delta de Kronecker, para i = 1, . . . ,m. Na Proposi�c�ao 5.2.2, foi de�nido

vj =
s∑

i=1

bijqi =

(
s∑

l=1

q1lblj, . . . ,

s∑

l=1

qnlblj

)

, (j = 1, . . . , n). (5.10)

Vimos que vj − ej ∈ ker(ψ). Escrevendo vj = v+j − v
−
j , segue que v

+
j − v

−
j − ej ∈ ker(ψ). Isto

implica que xv
+

j − xej+v
−

j ∈ IA. Como c ∈ V (IA), segue que c
v+j = cej+v

−

j , ou seja,

cvj = cej = cj, (j = 1, . . . , n). (5.11)

Com todas essas igualdades temos que,

tak
(5.8)
= t

∑s
j=1

λibjkfj

= (tf1)λ1b1k · . . . · (tfs)λsbsk

(5.9)
= (t′1)

λ1b1k · . . . · (t′s)
λsbsk

(5.5)
= (cq1)b1k · . . . · (cqs)bk

= a
∑s

j=1
bjkqj

(5.10)
= cvk

(5.11)
= ck,
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para k = 1, . . . , n. Portanto, c ∈ Γ, como quer��amos.
[⇒]: Suponhamos que Γ = V (IA). Como V (IA, xi) ⊂ V (IA), para todo i = . . . , n, obtemos

facilmente a condi�c�ao (b). Para provar a condi�c�ao (a), tome c = (c1, . . . , cn) ∈ V (IA), com
ci 6= 0 para todo i. Por de�ni�c�ao de Γ, existem d1, . . . , dm ∈ K tais que cj = d

a1j
1 · . . . · d

amj
m ,

com j = 1, . . . , n. Pela equa�c�ao (5.7), obtemos

cq1i1 · . . . · a
qni
n = (da1)q1i · . . . · (dan)qni

= d
∑n

j=1
qjiaj

(5.7)
= dλifi

para i = 1, . . . , s. Logo,

cq1i1 · . . . · c
qni
n = (dfi)λi .

Corol�ario 5.2.4. Se K �e algebricamente fechado, ent�ao V (IA) ⊂ Γ ∪ V (x1 · . . . · xn).

Demonstra�c�ao. Seja c = (c1, . . . , cn) ∈ V (IA). Suponhamos que c /∈ V (x1 · . . . · xn). Ent�ao,
ci 6= 0 para todo i. Como K �e algebricamente fechado, segue que para cada i = 1, . . . , n,
existem ra��zes em K para o polin�omio da forma xλi − cqi , com cqi = cq1i1 · . . . · c

qni
n ∈ K. A

partir daqui podemos proceder como na primeira parte da demonstra�c�ao do Teorema5.2.3, para
concluirmos que c ∈ Γ.

Corol�ario 5.2.5. SeK �e algebricamente fechado, ent�ao V (IA) = Γ se, e somente se, V (IA, xi) ⊂
Γ para todo i.

Demonstra�c�ao. Se K �e algebricamente fechado ent�ao a condi�c�ao (a) do Teorema 5.2.3 �e satis-
feita e da�� segue que V (IA) = Γ se, e somente se, V (IA, xi) ⊂ Γ para todo i.

Observa�c�ao 5.2.6. Se nos corol�arios acima, assumirmos verdadeira a condi�c�ao (a) do Teorema
5.2.3, em vez de K algebricamente fechado, os corol�arios continuam v�alidos.

Veremos a seguir uma aplica�c�ao mais concreta destes resultados.

Proposi�c�ao 5.2.7. Seja d um inteiro positivo e

A = {(a1, . . . , am) ∈ Nm| a1 + · · ·+ am = d} .

Se K �e um corpo algebricamente fechado e A �e a matriz cujas colunas s�ao vetores em A, ent�ao
o conjunto t�orico Γ determinado por A �e uma variedade a�m t�orica.

Demonstra�c�ao. Denotando por Ai = (a1i, . . . , ami), cada vetor em A, de�nimos o conjunto

B =
{
tAi |Ai ∈ A

}
= {f1, . . . , fm, fm+1, . . . , fs} ,

sendo

s =

(
d+m− 1
m− 1

)

.

Seja A a matriz cujas colunas s�ao os A′
is ∈ A. Pode-se ordenar essas colunas modo que fi = tdi

para i = 1, . . . ,m e #supp(fi) ≥ 2 para i > m, sendo supp(ta) = {ti| ai > 0}. Dessa maneira,
φ : K[x1, . . . , xs] −→ K[t1, . . . , tm] �e dada da seguinte forma:
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φ(xi) =

{
tdi , se i = 1, . . . ,m

ta1i1 · . . . · t
ami
m , se i > m

O conjunto t�orico Γ de A pode ser escrito como

Γ = {(f1(t1, . . . , tm), . . . , fs(t1, . . . , tm))| t1, . . . , tm ∈ K} . (5.12)

Fixe um inteiro 1 ≤ i ≤ s. Pelo Corol�ario 5.2.5 �e su�ciente provar que

V (IA, xi) ⊂ Γ, (5.13)

sendo IA o ideal t�orico associado a matriz A. Vamos usar indu�c�ao em m. Se m = 1, ent�ao
A = {d}, A = [d], f = td ∈ K[t], com φ(x) = td. Assim, dado a ∈ V (IA, x) segue que a = 0,
que obviamente pertence a Γ. Note que se i > m, ent�ao xdi − x

a1i
1 · . . . · x

ami
m ∈ IA. De fato,

φ(xdi − x
a1i
1 · . . . · x

ami
m ) =φ(xi)

d − φ(x1)
a1i · . . . · φ(xm)

ami

=(fi)
d − (td1)

a1i · . . . · (tdm)
ami

=(fi)
d − (ta1i1 · . . . · t

ami
m )d = 0.

(5.14)

Consequentemente, tomando c = (c1, . . . , cs) ∈ V (IA, xi), ent�ao ci = 0 e ainda,

cdi − (ca1i1 · . . . · c
ami
m ) = 0⇒ ca1i1 · . . . · c

ami
m = 0,

ou seja, cj = 0 para algum 1 ≤ j ≤ m. Podemos ent�ao assumir que 1 ≤ i ≤ m. Por simplicidade
de nota�c�ao, vamos considerar i = 1, ou seja, c ∈ V (IA, x1) e assim c = (0, c2, . . . , cn). Observe
que para cada fj = t

a1j
1 · . . . · t

amj
m , com a1j > 0, tem-se cj = 0. De fato, j�a vimos que

xdj − x
a1j
1 · . . . · x

amj
m ∈ IA, como c ∈ V (IA, x1), segue que

cdj − 0a1jca2j2 · . . . · c
amj
m = 0⇒ cj = 0.

Suponhamos por indu�c�ao que para toda matriz comm−1 linhas, tal que a soma das entradas
das colunas seja igual a d, (5.13) seja verdadeira. Removendo de A, a primeira linha e todas
as colunas Aj tais que a1j > 0, obtemos uma submatriz de A, que chamaremos de A′. Dessa
forma, A′ tem m−1 linhas e a soma das entradas de suas colunas continua sendo igual a d. Por
hip�otese de indu�c�ao, segue que Γ′ = V (I ′A), sendo Γ′ e I ′A, respectivamente, o conjunto t�orico e
o ideal t�orico de A′. O homomor�smo φ′ correspondente a A′ �e a restri�c�ao do homomor�smo
φ a K[xi| a1i = 0]. Assim, podemos ver que

I ′A ⊂ IA. (5.15)

Logo,

V (IA) ⊂ V (I ′A). (5.16)

O conjunto t�orico Γ′, pode ser visto como um �subconjunto� de Γ. Podemos escrev�e-lo como

Γ′ = {(fi(0, t2, . . . , tm)| a1i = 0)|t2, . . . , tm ∈ K} . (5.17)

Da forma como Γ′ foi descrito em (5.17), podemos enxergar cada ponto b de Γ′ como um
ponto de Γ, completando b colocando zero nas j-�esimas entradas, tal que a1i > 0. Consideremos
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ent�ao o vetor c′ = (ci| a1i = 0). Segue de (5.16) que c′ ∈ V (I ′A). Agora, pelo Corol�ario 5.2.4,
temos que

V (I ′A) ⊂ Γ′ ∪ V (xi1 · . . . · xis′ ),

com ij tal que a1ij = 0. Assim,

I. c′ ∈ Γ′

ou

II. c′ ∈ V (xi1 · . . . · xis′ ), o que implica

c′ ∈ V (I ′A) ∩ V (xij) = V (I ′A, xij), para algum 1 ≤ j ≤ s.′

Por hip�otese de indu�c�ao c′ ∈ Γ′. Nos dois casos temos c′ ∈ Γ′. Enxergando c′ como um
ponto em Γ, temos exatamente o ponto c. Portanto c ∈ Γ.

Vejamos um exemplo para ilustrar a demonstra�c�ao da Proposi�c�ao 5.2.7.

Exemplo 5.2.8. Considere a matriz

A =





2 0 0 0 1 1
0 2 0 1 1 0
0 0 2 1 0 1



 .

sobre o corpo K = C. Ent�ao, f1 = t21, f2 = t22, f3 = t23, f4 = t2t3, f5 = t1t2, f6 = t1t3 e

Γ =
{
(t21, t

2
2, t

2
3, t2t3, t1t2, t1t3)| t1, t2, t3 ∈ K

}
.

Tomando c = (c1, . . . , c6) ∈ V (IA, x1), temos que c = (0, c2, c3, c4, 0, 0). Assim,

A′ =

[
2 0 1
0 2 1

]

e Γ′ =
{
(t22, t3, t2t3)| t2, t3 ∈ K

}
.

Supomos que V (I ′A) = Γ′. Veja que se b = (t22, t3, t2t3) ∈ Γ′, ent�ao b = (0, t22, t3, t2t3, 0, 0) ∈
Γ, (t1 = 0). Temos que c′ = (c2, c3, c4) ∈ V (I ′A) e completando-o, obtemos (0, c2, c3, c4, 0, 0) = c.
Logo, c ∈ Γ.

A seguir, apresentamos outra consequ�encia do Teorema 5.2.3, que pode ser usada para
provar que as curvas monomiais sobre corpos arbitr�arios s�ao variedades a�ns t�oricas.

Corol�ario 5.2.9. Se as colunas de A geram Zm como Z−m�odulo, ent�ao Γ = V (IA) se, e
somente se, V (IA, xi) ⊂ Γ para todo i.

Demonstra�c�ao. Sabemos que A determina um homomor�smo entre Zn e Zm. Como as colunas
de A geram Zm, temos que esse homomor�smo �e sobrejetor. Pelo Corol�ario 3.2.3 podemos obter
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uma base β de Zn e uma base β′ de Zm tais que a matriz que representa este homomor�smo �e
da forma

M =




















λ1
...

λ2
...

. . . 0
λr

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 ... 0
...




















com 0 ≤ r ≤ min{m,n}, λ1, λ2, . . . , λr pertencentes a Z\{0} e λj dividindo λj+1, para cada
j = 1, 2, . . . , r − 1. Observe que as colunas da matrizM formam um conjunto Z−linearmente
independente e continuam gerando Zm. Logo, as colunas de M formam uma base para Zm.
Pela Proposi�c�ao 3.1.3 segue que m = r. Assim,

M =










λ1
...

λ2
...

. . . 0
λm

...










Com λi ∈ Z\{0} e λi|λi+1, para i = 1, . . . ,m− 1. Vejamos que λi = 1, para todo i. ComoM
determina o mesmo homomor�smo queA, segue que dado ei ∈ Zm, existe x = (x1, . . . , xm) ∈ Zn

tal que Mx = ei. Isso implica que λ1x1 = . . . = λi−1xi−1 = λi+1xi+1 = . . . = λmxm = 0 e
λixi = 1. Assim, xi �e o inverso multiplicativo de λi e como as �unicas unidades em Z s�ao 1 ou
−1 e λi > 0, conclu��mos que λi = 1 para todo i. Temos assim a condi�c�ao (a) do Teorema 5.2.3
satisfeita. Portanto Γ = V (IA) se, e somente se, a condi�c�ao (b) acontece.

Um conjunto t�orico Γ no espa�co a�m An
K �e chamado curva monomial, se a matriz A

correspondente a Γ, tem apenas uma linha, ou seja, A = [a1 . . . an] e a1, . . . , an s�ao inteiros
positivos relativamente primos [13].

Proposi�c�ao 5.2.10. Seja K um corpo arbitr�ario e Γ uma curva monomial. Ent�ao Γ = V (IA).

Demonstra�c�ao. Como a1, . . . , an s�ao primos entre si, segue que Z = Za1 + . . . + Zan e pelo
Corol�ario 5.2.9 �e su�ciente mostrar que V (IA, xi) ⊂ Γ, para todo i. Assim, seja c ∈ V (IA, xi).
Note que todo bin�omio da forma x

aj
i − xaij ∈ IA e consequentemente se anulam em c. Isso

implica que c = 0 e portanto pertence a Γ. Logo, V (IA, xi) ⊂ Γ.

Proposi�c�ao 5.2.11. Se K �e um corpo algebricamente fechado, e A = [a1 . . . an], com

mdc(a1, . . . , an) = d.

Ent�ao, Γ = V (IA).

Demonstra�c�ao. Como o corpoK �e algebricamente fechado, pelo Corol�ario 5.2.5 basta provarmos
que V (IA, xi) ⊂ Γ, para todo i. Observe que os bin�omios da forma x

aj
i − x

ai
j est�ao em IA. Isto

independe do fato de a1, . . . , an n�ao serem primos. Podemos ent�ao concluir a demonstra�c�ao da
mesma forma que foi feito na Proposi�c�ao 5.2.10.
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Proposi�c�ao 5.2.12. Se K �e um corpo in�nito e Γ = V (I) para algum ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn],
ent�ao Γ = V (IA).

Demonstra�c�ao. Pela Proposi�c�ao 5.1.3, temos que I(Γ) = IA e V (I(Γ)) = V (IA). Como Γ �e uma
variedade, segue que Γ = V (IA).

Em vista da Proposi�c�ao 5.2.12 poder��amos nos perguntar se Γ pode ser uma variedade, mas
n�ao uma variedade a�m t�orica. Para mostrar que isso �e poss��vel, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.2.13. Seja K = Z3 e A = (2, 4). Ent�ao,

Γ = {(0, 0), (1, 1)} = V (x1 − x2, x
2
2 − x2) , P = 〈x2 − x

2
1〉.

�E f�acil veri�car que neste caso D = (2, 0), Q =

[
1 −2
0 1

]

, ou seja, λ1 = 2. Note que

(2, 1) ∈ V (P ), logo V (P ) 6= Γ. Pensando no exemplo em termos do Teorema 5.2.3, observe
que n�ao existe a ∈ Z3 tal que a2 = 21.10 = 2, isto �e, a condi�c�ao (a) do Teorema 5.2.3 n�ao �e
satisfeita.

Variedade a�ns t�oricas s�ao completamente parametrizadas por mon�omios quando K �e alge-
bricamente fechado ou quando a variedade �e normal (ver [6] e [7]).
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