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L. G. SANTISTEBAN. Técnicas de Extensao de Operadores Multilineares em Espacos de
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar técnicas variadas de extensao de opera-
dores multilineares continuos entre espacos de Banach. O problema geral é o seguinte:
dados subespagos G, ..., G, dos espacos de Banach Fi, ..., E,, e um operador n-linear
continuo A: G1 X --- x G,, — F', existe um operador n-linear continuo de E; X --- X F,
em F' que estende A7 Existe uma tal extensao que preserva a norma de A? Se tal ex-
tensao existir, ela é tnica? O primeiro objetivo foi mostrar que em geral nao vale uma
versao multilinear do Teorema de Hahn-Banach. Motivados por este fato, mostramos que
operadores multilineares continuos podem ser estendidos (i) ao fecho de cada subespaco,
(i) quando os subespagos sao complementados, (iii) quando os subespagos sao subespagos
de um espaco de Hilbert. Um outro problema em que trabalhamos, mais delicado que os
anteriores, é sobre a extensao de operadores multilineares continuos ao bidual. Nesta dire-
¢ao estudamos em detalhes as chamadas extensoes de Aron-Berner, incluindo um estudo
completo de quando elas coincidem, de quando sao separadamente fraca-estrela-fraca-
estrela continuas e de quando tomam valores no espago de chegada original. Finalmente
concluimos este trabalho apresentando alguns exemplos de espacos Arens-regulares e de
outras situagoes em que todos os operadores lineares continuos sao fracamente compactos.

Palavras-chave: Espacos de Banach, operadores multilineares continuos, extensao de
operadores multilineares continuos, extensoes de Aron-Berner, operadores multilineares
separadamente w*- w*-continuos, espagos Arens-regular, operadores fracamente compac-
tos.
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L. G. SANTISTEBAN. Eztension Techniques for Multilinear Operators on Banach Spaces.
2019. —xi + 88p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this work is to study several techniques of extending continuous
multilinear operators between Banach spaces. The general problem is as follows: Given
subspaces Gy, . .., G, of the Banach spaces F, ..., E, and a continuous n-linear operator
A: Gy x---x G, — F, does there exist a continuous n-linear operator of E; X --- X F,
in ' which extends A? Is there a norm preserving extension? Is this extension, if any,
unique? The first aim it show that there is no multilinear version of the Hahn-Banach
Theorem. Motivated by this fact we show that continuous multilinear operators can be
extended to (i) the closure of each subspace, (ii) when the subspaces are complemented,
(iii) when the subspaces are subspaces of a Hilbert space. Another problem we deal
with, a more delicate one, concerns the extension of continuous multilinear operators to
the bidual. In this direction we provide a detailed study of the so-called Aron-Berner
extensions, including a complete study of when they coincide, of when they are separetely
weak-star-weak-star continuouos and of when they take values in the original target space.
Finally we conclude this work presenting some examples of Arens-regular spaces and other
situations where all continuous linear operators are weakly compact.

Keywords: Banach spaces, continuous multilinear operators, extension of continuous
multilinear operators, Aron-Berner extensions, separately w*- w*-continuous multilinear
operators, Arens-regular spaces, weakly compact operators.
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Introducao

A Anélise Funcional pode ser vista como o estudo dos operadores lineares continuos
definidos entre espacos normados, em particular entre espacos de Banach de dimensao
infinita. No caso de dimensao finita, muitos resultados sao encontrados na Algebra Linear,
e quando trata-se do estudo da continuidade dos operadores entra em cena a Topologia
Geral. Sendo assim, pode-se dizer, com um pouco de liberdade, que a Analise Funcional
¢ uma Algebra Linear em dimenséo infinita.

Um dos teoremas classicos da Analise Funcional é o Teorema de extensao de Hahn-
Banach. Este teorema deve o seu nome a Hans Hahn e Stefan Banach, que o provaram na
década de 1920. No artigo [3], Richard M. Aron e Paul D. Berner se dedicam ao estudo
do teorema de extensao de Hahn-Banach para fungoes analiticas. Um outro resultado de
extensao para um operador linear continuo trata extensdo ao fecho (veja [18]|) e também
em [8] podemos encontrar o Teorema de Phillips, que é um resultado sobre a extensao de
operadores lineares continuos tomando valores em /.

E bem sabido que alguns resultados para operadores lineares continuos na Analise
Funcional Linear nao seguem sendo validos para operadores multilineares continuos. Por
exemplo, por um lado operadores lineares continuos sao sempre uniformemente continuos,
e por outro lado, conforme provaremos neste trabalho, operadores multilineares continuos
nao-nulos nunca sao uniformemente continuos. Com isso em vista, um primeiro objetivo
desta dissertacao € verificar se resultados sobre extensao de operadores lineares continuos
ainda seguem sendo validos no caso multilinear.

Um outro tipo de extensao que é estudada é a extensao de operadores ao bidual. Para
o caso linear isso é bem conhecido, pois o biadjunto resolve totalmente o problema. Mas
para operadores multilineares isto ja nao acontece, pois ao contrario do caso linear, o
biadjunto de um operador multilinear ndao ajuda nesse sentido. Em 1951, no artigo [2],
Richard Arens foi uns dos primeiros a apresentar uma extensao de um operador bilinear
continuo ao bidual. Em [3] R. Aron e P. Berner fazem essa construcao para operadores
multilineares tomando valores no corpo K, construcao essa que pode ser adaptada para es-
tender operadores multilineares a valores vetoriais (veja [11], pag. 413). Um dos objetivos
principais deste trabalho é apresentar um estudo detalhado das extensoes de Aron-Berner
para o caso geral, isto é, nao apenas para o caso bilinear. Cabe ressaltar que a grande
maioria dos textos existentes faz as demonstracoes apenas no caso bilinear, dizendo que o
caso multilinear geral segue de forma analoga. O fato é que a notacao se complica muito
no caso geral, e neste trabalho enfrentamos o desafio de escrever as demonstracoes do caso
geral em detalhes, com todas as complicagoes de notacao envolvidas.

Em seguida descrevemos como o trabalho estd organizado. Para possibilitar uma
boa compreensao e leitura do texto, no primeiro capitulo apresentamos os conceitos e



resultados basicos da Analise Funcional Linear e Topologia Geral que serao usados no
decorrer do texto. A maior parte desses resultados sao enunciados com as demonstracoes
devidamente referenciadas. Neste ponto, as principais referéncias utilizadas foram [22] e

18].

Comecamos o segundo capitulo mostramos que em geral nao vale uma versao mul-
tilinear do Teorema de Hahn-Banach. A peca fundamental para mostrar este resultado
foi a consideracao de subespacos nao-complementados de espacos de Banach. Por outro
lado, quando consideramos subespagos complementados, o resultado muda repentina-
mente, pois neste caso todo operador multilinear continuo pode ser estendido. Mesmo
nao valendo um teorema de Hahn-Banach para o caso multilinear, passamos a investigar
a validade de tal tipo de extensao em alguns casos particulares. Para finalizar este capi-
tulo provamos que nem sempre operadores multilineares continuos tomando valores em
espacos injetivos podem ser estendidos. As principais referéncias utilizadas neste capitulo
foram [10] e [§].

No terceiro capitulo apresentamos duas demonstragoes do teorema de extensao mul-
tilinear ao fecho e algumas aplicagdes. A demonstragao do caso linear deste resultado
(veja [18]) se baseia no fato de que operadores lineares serem uniformemente continuos.
Como ja dissemos, esse argumento nao se adapta ao caso multilinear, pois operadores
multilineares nao-nulos nao sao uniformemente continuos. A primeira demonstragao que
apresentamos para este resultado baseia-se no fato de que operadores multilineares sao
sempre uniformemente continuos sobre conjuntos limitados. Ja a segunda demonstragao
serd feita usando o caso linear e procedendo por inducao sobre o grau de multilinearidade.
Como aplicagao do teorema de extensao multilinear ao fecho temos que operadores mul-
tilineares continuos definidos em subespacos de espacos de Hilbert podem ser estendidos
continuamente ao espaco todo.

No quarto e ultimo capitulo apresentamos um outro tipo de extensao multilinear, a
saber, a extensao de operadores multilineares continuos ao bidual. Comec¢amos estudando
o caso linear. Neste caso o biadjunto u” de um operador linear continuo u: £ — F pode
ser visto como uma extensao no sentido de que ©v” o Jp = Jpou, onde Jp: E — E" ¢ o
mergulho candnico. A pergunta natural que surge é se um resultado analogo vale para ope-
radores multilineares continuos. O mesmo procedimento nao pode ser adaptado, ja que o
biadjunto de um operador multilinear ¢ um operador linear e nao multilinear. O objetivo
deste capitulo é descrever a solucao deste problema fazendo a construcao de Aron-Berner
para estender um operador n-linear continuo A: E; x --- X E, — F obtendo n! extensoes
de Aron-Berner. A existéncia de varias extensoes de Aron-Berner nos levou a considerar
o problema de quando todas elas coincidem, pois em [4] encontramos um exemplo que nos
dizem que pode ocorrer o contrario. Em vista disto, procuramos estabelecer condig¢oes
sob as quais todas as extensoes de Aron-Berner coincidam. Lancando mao da teoria dos
operadores fracamente compactos, pois sao situagoes em que todos os operadores lineares
continuos sao fracamente compactos que resolvem o problema. Além disso, estudamos a
preservacao da norma pelas extensoes de Aron-Berner e também quando essas extensoes
sao separadamente w*- w*-continuas. Estudamos também quando essas extensoes sao ver-
dadeiras, ou genuinas, isto é, quando tomam valores no conjunto Jr(F'). Primeiro damos
um exemplo que deixa claro que isso nem sempre acontece. Em seguida estabelecemos
condicoes sobre os espagos envolvidos para que todas as extensoes de Aron-Berner tomem



valores em Jp(F'). De novo é a teoria dos operadores fracamente compactos que nos
ajuda a estabelecer este resultado. Para finalizar estudamos os espagos Arens-regulares,
que estao por definicao fortemente conectados com essa coincidéncia dos operadores fra-
camente compactos. Finalmente, para completar a teoria concluimos este capitulo dando
alguns exemplos de espacos Arens-regulares e de varias outras situagoes em que todos os
operadores lineares continuos sao fracamente compactos.

Luis Alberto Garcia Santisteban
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2019.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos e resultados que nos ajudarao no de-
correr da dissertagdo. As principais fontes desta capitulo foram [22] e [8].
Todos os espagos vetoriais sao definidos sobre o corpo K, onde K = R ou C.

1.1 Espacos normados e espacos de Banach
Definicao 1.1.1. Uma norma sobre um espaco vetorial £ é uma fungao
|-l BE— R, z— [[z]|g,

que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) ||z|]|g > 0 para todo x € E e ||z||g = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) ||\x||lg = |A| - ||z]| g para todos A € K e x € E;

(iii) ||z + yl|le < ||z]lg + ||yl g para todos z,y € E (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (F, || - ||g) é chamado de espaco vetorial normado, ou simplesmente
espago normado. Quando nao houver perigo de confusao, escreveremos || - || no lugar de
| - [|g. E facil ver que a fungao

d: ExE—R, dz,y) = ||z — vyl

é uma métrica em FE, chamada de métrica induzida pela norma. A menos de mengao
em contrario, um espago normado seréd visto como espago topologico, na verdade espaco
métrico, com a topologia induzida por esta métrica.

Denotamos a bola unitaria fechada em E por Bg :={zx € E : ||z|| < 1}.

Definicao 1.1.2. Um espac¢o normado E é chamado de espa¢o de Banach quando for
completo na métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.1.3. Por ¢y denotamos o conjunto de todas as sequéncias de escalares que
convergem para zero, ou seja, fixando K =R ou C,

co ={(an)y : a, € K para todon € Ne a, — 0}.

4



O conjunto ¢y é um espaco vetorial com as operagoes usuais de sequéncias e a expressao

[(@n)nZilloo = sup{fan| : n € N}

torna ¢y um espago normado. Mais ainda, a norma || - ||« € completa, assim ¢y é um
espago de Banach.

Exemplo 1.1.4. Para cada ntmero real p > 1, definimos

l, = {(an);";l a, € K paratodon € Ne Z la,|P < oo} :

n=1

O conjunto ¢, ¢ um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias e a expressao

[(an)nzslly = <Z|an|p>

torna ¢, um espago normado. Por outro lado a norma || - ||, é completa, assim o conjunto
¢, ¢ um espaco de Banach. Para p = oo, definimos o conjunto de todas as sequéncias
limitadas de escalares, isto €,

loo = {(an)le :a, € K para todon € Ne sup|a,| < oo} .
neN

O conjunto /,, é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias e a expressao
[(an)nzillec = sup{lan| : n € N}

torna fo, um espaco normado. Além disso, a norma || - [|» € completa, logo /o, é um
espaco de Banach.

Definigao 1.1.5. Sejam n € N e E,..., E, espagos normados. Para (z1,...,2,) €
Ey x -+ x E,, definimos

IGexs )l = [zl + - - 4 [lall;
Iy, -zl = (el + -+ flal )72
[G1s ) lloo = max{[[zl, . [leall}

Para a demonstragao do seguinte resultado veja [22, Proposic¢ao 2.3].

Proposicao 1.1.6. Sejam n € N e Fy,..., E, espagos normados sobre o mesmo corpo
K. Entao Ey x --- X E, € um espaco vetorial sobre K com as sequintes operacoes:
Dados (1, ...,2n), (Y1, Yn) € By X -+ X E, e X € K, definimos

(@1, ) + (Y, Un) = (@1 Y1, T+ Y
My, xn) = Az, .o, Axy,).

Além disso, as fungoes || - ||1, || - ||z € || - ||o SGO nOTMAS em Ey X --- X E,.



Asnormas || - |1, |- |2 e || - ||cc em E} X - -+ X E,, sdo chamadas norma da soma, norma
euclidiana e norma do méximo, respectivamente.

Definigao 1.1.7. Duas normas em um espaco vetorial E sao equivalentes se as métricas
induzidas por elas sao equivalentes, isto ¢, definem a mesma topologia em F.

Para as demonstragoes das seguinte proposigoes veja [17, Capitulo 2, Proposi¢ao 9] e
[22, Proposicao 2.6| respectivamente.

Proposicao 1.1.8. Duas normas || - || e || - ||" no espago vetorial E sdo equivalentes se, e
somente se, existem constantes ci,cy > 0 tais que

allz| < ||lzl|” < ellz|| para todo = € E.

Proposicao 1.1.9. Sejam Ei, ..., E, espacos normados. As normas || - |1, || ]l2 € || - |lco
em Ei1 X --- X E, sao equivalentes e completas se F, ..., E, sao espacos de Banach.

A partir de agora, a menos de mencao em contrario, dados espagos normados Ey, ..., E,,
o produto cartesiano E; X --- x E,, estarda munido de uma das trés normas equivalentes

s 1 2 ou [ - Jloo-

1.2 Operadores multilineares continuos

Definicao 1.2.1. Sejam n € N, X;,..., X,, e Y espagos vetoriais. Dizemos que uma
aplicacao A: X; x --- x X,, — Y é um operador n-linear se A é linear em cada uma de
suas variaveis separadamente, isto é,

Alxy, o Az + gy xn) = A2y, - gy x,) AT, T X)),
para quaisquer xi,x; eX,comi=1,....,ne X eK.

O conjunto de todos os operadores n-lineares de X; x --- x X,, em Y sera denotado
por L(X,...,X,;Y). E facil verificar que com as operagoes usuais de fungdes definidas
a seguir tornam L(X1,..., X,;Y) um espaco vetorial sobre o corpo K:

1) Dados A, B € L(Xy,...,X;Y) ez € Xq,...,x, € X, definimos

(A4 B)(x1,...,x,) = A(x1, ..., x0) + Bz, ..., xp).

2) Dados A € L(Xy,..., X3 Y), AeKex, € Xy,...,z, € X, definimos

ANA) (1, ... xn) = A2, .. 2p).

Exemplo 1.2.2. Dados os espagos vetoriais Xi,..., X, e Y, escolha funcionais lineares
w;i: X; — K i=1,...,n, um vetor y € Y e defina

A Xy x - x Xy, — }/7 A(Jfl,...,l’n) = Spl(xl) wn(xn)(y)

E facil verificar que A € L(X1,...,X,,;Y).



Apresentamos agora alguns resultados sobre operadores multilineares continuos no
produto cartesiano de espagos normados e o espago normado (Banach) dos operadores
multilineares continuos.

Para a demonstragao dos seguintes resultados veja [22, Capitulo 2].

Proposicao 1.2.3. Sejam F1,..., E, e F espagcos normados. As sequintes afirmacgoes
s@o equivalentes para um operador n-linear A € L(Ey, ..., Ey; F):

(a) A é continuo.
(b) A € continuo na origem.

(¢) Eziste C > 0 tal que ||A(z1,...,2,)|| < Clla1] - - [|znl|, pare quaisquer x; € Ej;
7=1,...,n.

(d) ||Al| :== sup{||A(z1,...,z,)|| : z; € Ej e ||z;]| <1, para todo j =1,...,n} < co.

O conjunto de todos os operadores n-lineares continuos de Fy x --- X E,, em F' sera
denotado por L(E,...,E,; F). Nocason =1 e F = K, denotaremos L(F;K) por £,
espaco este que é chamado de dual topoldgico de E, os elementos de E’ sao chamados de
funcionais lineares continuos.

Proposigao 1.2.4. Sejam Ei,...,E, e F espagos normados e A € L(F1,...,E,; F).
Entao:

(a) Ay, ... @)l < Al - [Jaa]] - - wall para quaisquer zy € By, ... xy € Ey.

(b) ||A|| == inf{C > 0 : ||A(z1,...,2,)|| < Cllz1||--- ||zn| para todos x; € E;; j =
L,...,n}.

Proposigao 1.2.5. Sejam Ey, ..., E, e F espagos normados. Entio L(Ey,...,E,; F) é
um subespago vetorial de L(Ey, ..., Ey; F).

Proposicao 1.2.6. Sejam Ei, ..., E, e F espa¢os normados.
(a) A fungio A — ||A| € uma norma em L(Ey, ..., E,; F).

(b) Se F' € um espago de Banach, entio L(E,...,Ey; F), com a norma do item (a),
também € um espago de Banach.

Como K é Banach, da Proposigao 1.2.6(b) segue que E’ é Banach. Podemos entao
considerar o dual de E’, chamado de bidual de E e denotado por E”.

No caso n = 1, escrevemos L(E; F) no lugar de L(*E; F') para designar o espago dos
operadores lineares continuos de £/ em F' com a norma

lu|| = sup{||u(z)|| : * € Bg} , u € L(E;F).

Um operador bijetor u € L(FE;F) cujo operador inverso ¢ continuo é chamado de
isomorfismo e neste caso dizemos que os espagos E e F' sao isomorfos. Se, além disso,
|lu(z)|| = ||=||, para todo x € E, dizemos que u é um isomorfismo isoméltrico e neste caso
dizemos que E e F' sao isomorfos isometricamente.



1.3 Os duais dos espacos ¢, e ¢

Dado 1 < p < o0, por ¢ denotamos o (tnico) niimero maior que 1 tal que %%—% = 1. Para
p =1 tomamos g = co. Diz-se que q é o conjugado de p e vice-versa.

Para as seguintes proposigoes veja |8, Proposigao 4.2.1, Proposigao 4.2.3| respectiva-
mente.

Proposigao 1.3.1. Para 1 < p < oo, 0s espagos £, e £}, sao isomorfos isometricamente
por meio da relacao de dualidade

b= (bn)pey € Ly —@p € L, w((an)nzy) = Zanbn, para toda (an)sl; € L,
n=1
Por um abuso de notagao escrevemos /, = {,. Em particular, £] = {, e £; = ls.

Proposicao 1.3.2. Os espagos {; e ¢y sao isomorfos isometricamente por meio da relagdo

de dualidade

[e.o]

b= (bn)ry €l — vy € ¢, wp((an)y) = Zanbn, para toda (an,)req € co.

n=1

1.4 Espacos de Hilbert

Um produto interno no espaco vetorial E sobre K é uma fungao
<'7'>: ExXE— Ka (‘ray) = <37,y>,
tal que para quaisquer z,y,z € Fe A € K:

(a) (z,x) >0sex#0e (z,z) =0 se, e somente se, z = 0,

(b) (z,9) = (y,2),
(¢) (& + Ay, 2) = (z,2) + My, 2).

O par (E,(-,-)) é chamado de espaco com produto interno. Prova-se que a fungao

[l B — R, [z]] = v/{z, z),

é uma norma em FE, chamada de norma induzida pelo produto interno (-,-) (veja |8,
Corolario 5.1.3]).

Definicao 1.4.1. Um espago com produto interno que é completo na norma induzida
pelo produto interno é chamado de espaco de Hilbert. Em particular, todo espaco de
Hilbert ¢ um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 1.4.2. O espaco /5 é um espaco de Hilbert com o produto interno

<(an)zo:1> (bn)zo:1> = Z nbn.



1.5 Alguns resultados complementares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados complementares que serdao necessérios para
o desenvolvimento desta dissertacao.

Definicao 1.5.1. Sejam E, F' espagos normados. Um operador u: E — F' é uma imersao
isométrica se ||u(z)|| = ||z||, para todo = € E.

Note que uma imersao isométrica linear é sempre injetora. Assim, um isomorfismo
isométrico nada mais é que uma imersao isométrica linear sobrejetora.

Para a demonstragao dos seguintes resultados veja [8, Proposicao 4.3.1] e [17, Propo-
si¢ao 5.7.19| respectivamente.

Proposicao 1.5.2. Para todo espago normado E, o operador
Jp: E— E" | Jp(x)(p) = p(x), para todos x € E e ¢ € F',
€ uma imersao isométrica linear, chamado de mergulho candnico de E em E".

Dizemos que o espac¢o normado E é reflexivo se o mergulho canonico é sobrejetor.
Por U denotaremos o fecho de um subconjunto U de um espago topologico, mais
precisamente sejam X um espaco topologico e U C X. Definimos

U:ﬂ{FCX:FéfechaderCF}.

Proposicao 1.5.3. Sejam M, N espacos métricos, X C M,a e X e f: X — N uma
fungao. Entao lim f(x) =b € N se, e somente se, para toda sequéncia de pontos (x,)5
Tr—a

em X tal x, — a, tem-se lim f(x,) =b.
n—oo

Lema 1.5.4. Sejam E espago normado e uw € L(E; F). Definindo u: E — u(E) por
u(z) = u(x), entao u € L(E;u(E)) e |[ul| = ||ul].

Demonstragao. Dados x,y € E e A € K, da linealidade de u temos
u(z + Ay) = u(z + \y) = u(z) + Au(y) = u(z) + Xu(y),
provando que w é linear. Para todo x € F, tem-se
[a(@)]| = lu) || < flull - Iz

donde segue a continuidade de u e a desigualdade ||z|| < |jul|. Da definigdo da norma de
um operador segue que, para todo € E com |z| <1,

[all = [[a(@)]] = flul)]
e isso mostra que ||@|| > |Jul|. Portanto ||@| = ||ul|. O

Definigao 1.5.5. Sejam (M, dy),. .., (M,,d,) espagos métricos, definimos a métrica do
mdaximo d., em My x --+ x M, como sendo

dOO((xla oo 7xn)7 (yh s 7yn)> - mdx{dl(xlv yl)a R ,dn(l’n, yn)}7

em que x;,y; € M;, 1 =1,...,n.
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No préximo lema utilizaremos a métrica do méaximo d,, no produto cartesiano M; x
- X M, de espagos métricos. Assim, a bola aberta de centro em x = (z1,...,x,) €
M; X -+ x M, eraio r > 0 com a métrica do maximo é

B(x,r) = B(zy,7) X -+ X B(x,,1).
De fato, para y = (y1, ..., ¥y,), note que
y € B(z,r) <= dyo(z,y) <r
> d(zj,y;) <ds(z,y) <7, paratodoj=1,...,n
< d(x;,y;) <r, paratodoj=1,...,n

<= vy; € B(z;,r), paratodo j =1,...,n
<~ y=(y1,...,Yn) € B(x1,7) X -+ X B(xp,7).

Lema 1.5.6. Sejam My, ..., M, espacos métricos e Ay C My, ..., A, C M,. Entdao
Al X - x A, =A; x -+ X A,.
Demonstragao. Chame B = A; X -+ X A, tome x = (z1,...,2,) e veja que

x € B<= paratodor>0,B(x,r)N (A x---x A,) #0
<= para todo r > 0, (B(x1,7) X - -+ X B(x,,r)) N (A X -+ x A,) # 0
<= para todo r > 0, (B(z1,7) N A1) X -+ X (B(zp,r) N A,) £ 0
<= para todor > 0,B(z;,7r)NA; #0,j=1,....n
= 7; EE, paratodo j=1,...,n
e reA x - XA,

Definicao 1.5.7. Um subconjunto S de um espaco topologico X é denso se S = X.

E claro que S é denso em S, pois S = S.
A definicao de um subespaco de Banach A-complementados A > 1 sera definido mais
para frente. Para o proximo resultado veja |8, Corolario 5.2.7].

Proposicao 1.5.8. Todo subespaco fechado nao-nulo de um espaco de Hilbert é 1-comple-
mentado.

Sejam F, F' espacos normados e u € L(FE; F') um operador linear continuo. Definindo
u: F'— B d(¢)(z) = o(u(z)),

provaremos no Capitulo 4 que «’ é um operador linear continuo, chamado de adjunto de
u. Isso nos permite considerar o adjunto do operador v’ € L(F'; E'),

(u/)/ = u//: El/ N F// , u//(w)((p) — w(ul(gp)>,

para todos ¥ € E” e ¢ € F'. O operador v’ € L(E"; F") é chamado de biadjunto de u.
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1.6 Espacos topologicos e redes

Comecamos esta secao recordando a nocao de espaco topologico.

Definicao 1.6.1. Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢ao 7 de subconjuntos de
X, chamados conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) X e () pertencem a 7.

(b) SeneNe Ay,..., A, €T, entao ﬂAjGT.

Jj=1

(c¢) Se {A;}ier € uma cole¢ao de elementos de 7, entdo U A, €.
iel
Neste caso, dizemos que o par (X,7) é um espaco topoldgico e quando nao houver
perigo de confusao escrevemos X no lugar de (X, 7).

O préximo passo ¢ definir redes convergentes em espagos topoldgicos, conceito este
que é uma generalizacao da nocao de sequéncias convergentes.

Definigao 1.6.2. Um conjunto dirigido é um par (€2, <), onde £ é um conjunto e < ¢
uma relagao em ) satisfazendo

(a) X < X, para todo \ € €,
(b) Se )\1 § /\2 (& )\2 § )\3, entao )\1 § )\3,
(c) Para todos A\, Ay € Q, existe A3 € Q) tal que A\ < A3 e Ay < As3.

Defini¢ao 1.6.3. Sejam (2, <) um conjunto dirigido e X um espago topologico. Uma,
fungao f: Q@ — X é chamada de rede em X. Chamando f(\) = z,, para todo A € ,
podemos denotar a rede f por (z))aeq-

Uma subrede da rede f: 2 — X é uma composi¢ao f o ¢, onde ¢: A —> {2 é uma
fungao nao-decrescente e cofinal definida num conjunto dirigido A, isto é: A é um conjunto
dirigido e:

L o) < ¢(p2), sempre que g < pia,
2. para cada A € , existe p € A tal que A < o(p).
Note que toda subrede de uma rede em X é também uma rede em X.

Definicao 1.6.4. Uma vizinhanca de um elemento = do espago topologico X é um sub-
conjunto U de X que contém um aberto V' contendo z, isto é, x € V C U.

Definigao 1.6.5. (a) Dizemos que uma rede (x))xeq 1n0 espago topologico X converge
para x € X, e neste caso escrevemos xry — I, se para cada vizinhanca V de x existe
Ao € Q) tal que x, € V para todo A\g < A.

(b) Dizemos que a rede (z))req em X tem z € X como ponto de acumulagio, se para
cada vizinhanca U, de = e cada \g € €, existe X\ € ) tal que \g < Xe x) € U,.
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Para a demonstra¢do dos seguintes teoremas veja |24, Teorema 11.5, Teorema 17.4]
respectivamente.

Teorema 1.6.6. Uma rede (x))rcq no espago topoldgico X tem x € X como um ponto
de acumulagao se, e somente se, existe uma subrede de (x))req que converge para x.

Relembre que um espago topologico X é compacto se toda cobertura aberta de X
admite subcobertura finia.

Teorema 1.6.7. Um espago topoldgico X € compacto se, e somente se, toda rede em X
possui uma subrede convergente em X.

Definicao 1.6.8. Um espago topologico X é um espaco de Hausdorff se para todos
x,y € X, com x # y, existem vizinhancas U de z e V de y tais que UNV = ().

E sabido que se uma rede é convergente em um espaco de Hausdorff, entdo o limite é
Ginico.
Lema 1.6.9. Sejam X um espago topologico e Y um espaco topoldgico de Hausdorff. Se
fy9: X — Y sao fungoes continuas e coincidem em um subconjunto denso de X, entao

f=g

Demonstragao. Seja B um subconjunto denso de X no qual f e g coincidem, isto é,
B = X e f(x) = g(z), para todo x € B. Dado x € X = B, existe uma rede (7))xcq
em B tal que xy — x. Como f e g sdo continuas em z, tem-se f(z)) — f(x) e
g(xy) — g(x) e como z, € B, para todo A € Q, tem-se f(z)) = g(z,), para todo
xy € B. Dai f(z)) = g(x)) — ¢g(x) em Y. Da unicidade do limite em espacos de
Hausdorff segue que f(z) = g(x,) para todo = € X, ou seja, f = g. ]

1.7 A topologia gerada por uma familia de funcgoes

Sejam X um conjunto, (Y;);e; uma colegao de espagos topologicos e (f;);e; uma colegao
de fungoes de X em Y;. A topologia gerada pelas fungoes (f;);c; é a topologia 7 em X
que tem como base o conjunto

{ﬂf;l(Aij):neN,ij €le A; abertoem Y, , j = 1,...,n}.
j=1

Dado um espago normado FE, cada ¢ € E’ é um funcional linear continuo de E no
espago topologico K, ou seja, £ = (¢)yer. Logo podemos considerar a topologia em E
gerada pelos funcionais ¢ € E’, que tem como base o conjunto

{ﬂgpj_l(Aj):neN, e A; abertoem Ke ¢; € E', j = 1,...,n}.
j=1

Essa topologia ¢ chamada de topologia fraca em E, denotada por o(E, E’) ou w. Quando

uma rede (z))req em E converge para x € E na topologia fraca, escrevemos x5 — x ou

r=w - 1\11][1Q z,. Para a demonstragao de todos os resultados desta segao, veja |8, Capitulo
€

).
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Proposicao 1.7.1. Seja E um espago normado
(a) Para todo ¢ € E', p: (E,w) — K ¢é continuo.
(b) Para cada xy € E, 0s conjuntos da forma
Vie = {2 € E:|gy(x) — oy(x0)] <. para todo j € J},

onde J € um conjunto finito, € > 0 e ¢; € E', para todo j € J, formam uma base
de vizinhancas abertas de xq para a topologia fraca.

(c) Seja (z)\)req € E uma rede e v € E. Entio x\ — x se, e somente se, o(xy) —
w(z), para todo ¢ € E'.

Como E’ é um espago normado e os elementos de E” sao funcionais lineares continuos
de £’ em K, podemos considerar a topologia fraca em E’, que é a topologia gerada pelos
funcionais f € E”, a qual estamos denotando por o(E’, E”) ou w.

Do Teorema 1.5.2 sabemos que para cada z € E, Jg(z): ' — K ¢é um funcional
linear continuo, e assim podemos considerar a topologia em E’ gerada pelos elementos do
conjunto

JE(E) = {JE(Z') cE' :xc E} - E".
Essa topologia é chamada de topologia fraca-estrela em E’ e denotada por o(E', F) ou
w*. Quando uma rede (p))req em E’ converge para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela,

w .
€sCrevemos @ — ¢ ou p = w*—glrg O
S

Proposicao 1.7.2. Seja E um espaco normado
(a) Para todo x € E, Jg(x): (E',w*) — K € continuo.
(b) Para cada oy € E', 0s conjuntos da forma
Wy.={p € E :|o(x;) —po(z;)| <&, para todo i € J},

onde J é um conjunto finito, € > 0 e x; € E, para todo i € J, formam uma base de
vizinhangas abertas de po para a topologia fraca-estrela.

c) Seja (ox)rea € E' uma rede e p € E'. Entao oy - se, e somente se, py(x) —
2 2 ¥ 12 2
(), para todo x € E.

Proposicao 1.7.3. Sejam E um espaco normado e f: E' — K, um funcional linear w*-
continuo. Entao existe v € F tal que f = Jg(x). Em outras palavras, (E',w*) = Jp(FE).

Como E” é um espago normado e f: E” — K é um funcional linear continuo de
E” em K, podemos entao considerar a topologia fraca-estrela em E”, e assim os itens da
proposigao acima seguem validos para (E”, w*).

Sejam (X, 1) e (Y, 73) espagos topologicos. Em vez de dizer que uma fungao f: (X, )
— (Y, 12) é continua, diremos que f: X — Y é 1y — my-continua.

Teorema 1.7.4. (Teorema de Goldstine) Sejam E um espago de Banach e Jg : E — E”

o merqulho canénico. Entao Jp(Bg) € denso em Bgn na topologia fraca-estrela. Portanto,
w*

Jg(E) € denso em E" na topologia fraca-estrela, isto é, Jg(E) = E".




Capitulo 2

Extensoes de Hahn-Banach, subespacos
complementados e espacos injetivos

Estudaremos neste capitulo a validade ou nao dos casos multilineares de trés situacoes
classicas em que operadores lineares podem ser estendidos a espacos maiores. Sao as
seguintes:

¢ Extensoes de Hahn-Banach. Um dos pilares da Analise Funcional Linear, o Teorema
de Hahn-Banach diz que se G é subespaco do espaco normado FE, entao todo funcional
linear continuo em G pode ser estendido para um funcional linear continuo em F, man-
tendo a norma. Serd que tal fato continua valido para funcionais multilineares? Ou seja,
¢é verdade que se (G € subespago de Ei, ..., G, é subespago de E,,, entao todo funcional
n-linear continuo em G4 x - - - X GG,, pode ser estendido para um funcional n-linear continuo
em F; X --- x E,?

e Subespacos complementados. E fato conhecido que se G é um subespaco comple-
mentado do espago normado E, F' é um espaco de Banach, entao todo operador linear
continuo de GG em F' pode ser estendido para um operador linear continuo de E em F'. Seré
que vale o caso multilinear? Ou seja, é verdade que se (G; é subespago complementado de
Ei, ..., G, ésubespaco complementado de E,,, entao todo operador n-linear continuo em
G x -+ X G, pode ser estendido para um operador n-linear continuo em E; X --- X E,,7

e Espacos injetivos. Existem espacos de Banach F', chamados de espacos injetivos, que
satisfazem a seguinte propriedade: para todo espaco de Banach F, todo subespaco G de
E e todo operador linear continuo de G em F' pode ser estendido a um operador linear
continuo de £ em F. A pergunta é clara: serd que todo operador multilinear continuo
tomando valores em um espaco injetivo pode ser estendido para espacos maiores?

O objetivo deste capitulo é responder as trés perguntas acima, o que evidenciara as
semelhancas e as diferencas entre as teorias linear e nao-linear. Mais ainda, a solucao do
problema multilinear do caso de subespacos complementados nos ajudara a resolver, no
Capitulo 3, mais um caso multilinear de uma extensao linear cléssica, a saber, a extensao
de operadores definidos em espagos de Hilbert.
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2.1 Subespacos complementados

Além de resolver a questao da extensao de operadores multilineares definidos em subespa-
¢os complementados, nesta secao mostraremos também que extensoes tipo Hahn-Banach
nao valem para operadores a valores vetoriais, ou seja, valem apenas para funcionais
lineares.

Definicao 2.1.1. Seja F um espaco de Banach. Um operador linear continuo P: £ — FE
¢ uma projecio se P? .= Po P = P.

Se P # 0 é uma projecao, entao || P|| > 1. De fato, tomando = € E tal que P(z) # 0,
temos

[P ()| = [[P(P()]| < [P - [[P(x)].

Veja também que P(y) = y, para todo y € P(FE). De fato, para todo y € P(F) existe
x € E tal que P(z) = y. Segue que

Definicao 2.1.2. Um subespaco F' do espago de Banach E é complementado se existe
uma projecao P: E — FE cuja imagem coincide com F', ou, equivalentemente, se F' é
fechado e existe um subespaco fechado G de F tal que F = G & F. Dizemos que F é
A-complementado, X > 1, se ||P|| < A.

O seguinte resultado seré tutil duas vezes em nosso trabalho.

Proposicao 2.1.3. Seja G um subespago nao-complementado do espago de Banach E.
Entao nao existe operador linear e continuo u: E — G tal que u(x) = x, para todo
z € Q@.

Demonstrag¢ao. Suponha que exista um operador linear e continuo u: £ — G tal que
u(z) = x, para todo x € G. Como a fun¢ao inclusao

i:G— E, i(x) ==z,

é linear e continua, tem-se que i o u: £ —> FE é linear e continuo. Mais ainda, como
u(z) € G, para todo = € G,

(iou)*(z) = (iou)((iou)(x)) = (iou)(i(u(x)) = (iou)(u(z)) = (iou)(z) = i(u(z)) = =,

2

para todo = € G. Isso prova que (i ou)® =iou. A tdltima igualdade acima nos diz que

(1 ou)(G) = G, e portanto
(iou)(E) =i(u(E)) € G = (iou)(G) C (iou)(E),

provando que (iou)(FE) = G. Segue que iou é uma proje¢ao sobre (G, mas isso contradiz
o fato de ser G um subespac¢o nao-complementado de F. O

A primeira utilidade da proposicao acima é a conclusao, a seguir, de que o Teorema de
Hahn-Banach somente é valido para funcionais lineares continuos, isto é, nao existe uma
versao vetorial do teorema de Hahn-Banach. Isso responde uma das questoes do inicio do
capitulo.
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Corolario 2.1.4. Seja G um subespaco nao-complementado do espaco de Banach E.
Entao o operador identidade em G nao pode ser estendido linearmente e continuamente
a F.

A seguir damos alguns exemplos de subespacos nao-complementados de um espaco de
Banach. Sabemos que o conjunto

coo = {(zn)y2y € ¢p = existe ng € N tal que z,, = 0, para todo n > ng}

é um subespaco nao-fechado de .
Da definigao de subespaco complementado segue que, se F' € um subespagco nao-fechado
de um espago de Banach E entao F' nao é um subespaco complementado de E.

Exemplo 2.1.5.

(a) Como cpp € um subespago nao-fechado de ¢y, temos que ¢y ndo é um subespago
complementado de ¢g.

(b) Em 1937, Murray [19] provou que para todo 2 # p > 1, ¢, contém um subespago
fechado nao-complementado, isto é, existe um subespago fechado G'de ¢, 2 #p > 1
tal que G nao é complementado em £, 2 # p > 1.

(¢) Em 1940, Phillips [20] provou que ¢y ndo é um subespago complementado de .

(d) O espago de Banach ¢; contém um subespaco fechado nao-complementado (veja |[1,
Corollary 2.3.3]).

Nos voltamos agora para o objetivo central desta secao, que é provar a possibilidade
de estender operadores multilineares definidos em subespacos complementados.

Lema 2.1.6. Sejam Ey,G4,...,E,, G,, F espa¢os normados, u; € L(F1,G1),...,u, €
L(E,,G,) eAcL(G,...,Gy; F). Definindo

Ao(uy, ..., up): Eyx---xXE, — F, (Ao(uy, ..., up))(x1,. .., 2n) = Alus(x1), ..., un(zn)),
tem-se que Ao (ub‘ s Jun) S L(EIJ s 7ETL7F) € HAO (ub s 7UTL>H S HAH : HU1|| T ||UnH
E; x---x En

ul

Gy x---x G,

Demonstragao. Sejam z;,y; € E;, 5 =1,...,n e A € K. Da linearidade dos operadores
u;, 1 =1,...,n, temos

(Ao (ury..oyun)) (@1, sz + Ay ooy m) = A(ur (21), - ui(xy + Ayy), .o un(Tn))
= A(ur(z1), .., ui (), - o un(@n)) + AA(ur (1), - wi(yy)s - - o un(Th))
= (Ao (ur,...,un)) (@1, . Ty, Tp) F XA (Ur, .o un))(T1, o Yy, Tn),s



17

provando que A o (uq,...,u,) é n-linear. Como A € L(Gy,...,G,; F) e u; € L(E;,Gj),
7 =1,...,n, pela Proposicao 1.2.4 temos

(Ao (ug,...,un)) (@1, ..., z.)|| = ||A(ur(x1), . .., up(x))]]

< JA[l - flua ()] - - flun ()|
< AN Nruall - el - - flunl] - [Jn]]
= (A flaall - - Nlual )l ]| - - [l
Tomando C = ||A]| - ||u1]| - - - ||un|| > 0, tem-se que Ao (uy,...,u,) é continua e
[A o (ur, . un) || < AN fuall - - Jlunl]-

]

Observe que no lugar de considerar subespagos nao-complementados de um espago de
Banach, consideramos subespacos complementados temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.7. Sejam E, ..., E, espacos de Banach, G1 subespago \i—complementado
de Ey,... Gy subespago \,—complementado de E, e I' espago normado. Para toda A €
L(G1,...,Gp; F) existe A € L(Ey,...,E,; F) extensao de A com

1Al < A< A -

Demonstracao. Para cada j = 1,...,n, G; ¢ um subespaco A\j—complementado de £},
portanto existe uma projecao P;: E; — Ej cuja imagem coincide com G, e || P < A;.
Como P; € L(E;, E;) e P;(E;) = G;, podemos definir

Qi B — G, Q;(x;) = Pi(x;).

Pelo Lema 1.5.4, sabemos que Q; € L(E;,G;) e |[|Q;]l = || Pl < Aj, 5 =1,...,n. Definindo
A:=A0(Q1,...,Q,), isto &,

A By X X E, — F, A(z1,...,2,) = AQ1(x1), ..., Qulxn)),
pelo Lema 2.1.6 temos A € L(E,, ..., Ep; F) e

1Al = 140 @1, QI < AL 1@l -+ 1Qull < AIA -+ - A

Vejamos que A estende A. De fato, para todos z; € G; temos que Q;(z;) = Pj(x;) = zj,
7=1,...,n, e portanto

Az, .. ) = A(Q1(x1), .., Qu(xy)) = Az, ..., Tp),

provando que A estende A. Por fim,

|All = sup [|A(z1,...,25)]| = sup [[A(y1,--- w)ll = sup [|[A(w, - ua)|l = [I4]],
2;€BE, yj€Ba; v;€Ba;
1<j<n 1<j<n 1<j<n

0 que nos permite concluir que ||A|| < |A] < [|[A| A1 - - An. O
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Se, no teorema acima, os subespagos G, j = 1...,n; sao 1—complementados entao a
extensdo preserva a norma, isto ¢, ||A| = ||A]|.

De [8, Exemplo 3.2.4] tem-se que todo subespago de dimensao finita de um espago
de Banach é complementado, assim K", n > 1 é complementado em qualquer espaco de
Banach que contém K”. Mais ainda, se, no Teorema 2.1.7, G; é um subespaco de dimensao
finita de Ej,..., G, é um subespago de dimensao finita de E,, e A € L(Gy,...,G,; F),
entdo existe A € L(Ey,...,E,; F) extensao de A.

Sempre que se prova um teorema de existéncia, é natural perguntar pela unicidade.
Veremos no seguinte exemplo que a extensao n-linear continua A do Teorema 2.1.7 nao é
Unica em geral.

Exemplo 2.1.8. Considere os operadores lineares continuos
u: K — K* | u(x) = (,0,0),
id: K> — K® | id(z,y,2) = (z,9,2) e
T:-K*— K, T(x,y,2) = (z,y,0).
Para todo = € K,
id(z,0,0) = (2,0,0) = u(z) = (x,0,0) = T'(x,0,0),

o que prova que id e T sao extensoes distintas de u. Portanto nao ha unicidade nem no
caso linear.

2.2 Extensoes de Hahn-Banach

Enunciando precisamente, o classico Teorema de Hahn-Banach estabelece que se G é um
subespago do espago normado F e ¢: G — K é um funcional linear continuo, entao

existe um funcional linear continuo ¢: £ — K que estende ¢ e ||| = ||¢]|.
A pergunta no caso multilinear é a seguinte: seréd que dados subespagos Gy, ...,G,
dos espacgos normados FEi,..., E,, respectivamente, e uma forma n-linear continua A €

L(G,...,Gy;K), sempre existe uma forma n-linear continua Ace L(Ey,...,E;K) que
estende A?

Provaremos nesta se¢ao que a resposta é negativa em geral. Entretanto, veremos duas
situagoes particulares em que a resposta é positiva.

Denotamos por S,, n € N, o conjunto de todas as permutacoes dos n primeiros
niameros naturais, isto é, fungoes bijetoras, o: {1,...,n} — {1,...,n}.

O proximo resultado seré ttil mais de uma vez.

Teorema 2.2.1. Sejam Ey, ..., E, e F espa¢os normados. Entao para cadaj € {1,...,n}
e cada permutacao o € S,, o operador

¢: E(El, . ,En; F) — L(Eg(l), - ,Ea(j); £(Eg(j+1), ey Eg(n); F)),

V(AN (@Zo(1)s -+ s To()(To(itr1), 5 To(m)) = AT1, ., Tn),

€ um isomorfismo isométrico.
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Demonstracao. Vejamos que 9 estd bem definida no sentido de que para todos j €
{1,....n},0€ S, A€ L(Ey,...,Ep; F) e 250y € Es1y, - - -, Zo(j) € Eo(j), tem-se
w(A)(xo(l)a .- ) € ‘C( o(j+1)s 7Ea(n); F) €

V(A) € LIEsqy, - -, Eo()s L(Eg41)s - - s Eom)i F)).
Para comegar, tome k € {j +1,...,n} € Zow), Yoy € Eoy € A € K. Chame z =
(To(1)s -3 Ta() € Y = (To(t1)s- - Tak) T No(k)s - - - Ta(n)) € Veja que para cada i €
{o(j+1),...,0(n)},
(X1, T+ AYiy ooy )
(1, ooy Ty ooy ) + ANA(TY, o Yiy oo, T)
(A)(@)(To(j11)s - - > To(k)s - - - > Lo(n))
A(AN @) (To(i41), - > Yok)s - -+ To(m));

provando que (A)(z) é (n — j)-linear. De
[o(A) (@) (@o 41y, - Tom) | = [[AGr, ) [ < AL [zl - [l
= (141 Nzewl - lze ) 1Zo@nll - ol

segue que 1(A)(x) é continua e

[0(A) (o), - - o) | S WAl Nzomll -~ o I (2.1)
Vejamos que Y(A) € L(Eyqy,- -, Loy L(Es(js1)s - - - Eomy; F)). Para k € {1,...,j},
sejam Lo(k)r Yo(k) c Eg(k) e A € K. Chame z = (130(1), <oy To(k) + /\ya(k), PN ,Jfa(j)) [§
Y= (To(jt1)s- - To(n)) € Veja que, para i € {o(1),...,0(j)},

Y(A)(z)(y) = A(xh xz+>\yz,---,$n)
Az, .. oo @) FAA(T, Yy, X))
— (A) (:L'U(l), ey To(k)s - - ,l‘a(n))(y) + /\77/)(14)(1'0(1), oy Yo(k)s - e - ,xa(n))(y)
= ( (A)(Ig(l), e ,xg(k), e ,l’o(n)) —+ )\Q/J(A)(;L‘a(l), e 7Z/o(k)7 Ce ,:L’U(n)))(y).

Como isso vale para para todo y € Eq(j41) X -+ X Eg(), temos

1/}(14)(1‘) - w(A>(xU(1)7 ey Lo(k)y - e - 7‘7:0(71)) + A¢(A)(x0(1)7 o Yo(k)y - 7$J(n))7

o que prova que 1(A) é j-linear e de (2.1) segue que ¥(A) é continua. Vejamos que ¢ é
linear. Sejam A, B € L(F1,...,E,; F)e X € K. Paracada j € {1,...,n} e cada permuta-
cdo 0 € Sy, chame & = (Ty(j41) - - - To(n)) € DOte que, para todos T,y € Eyq), ..., Toy) €
Eo(j)s

V(A + AB) (250, - -, To(j)) (@) = (A+AB) (21, ..., 25)

= A(zy,...,x,) + AB(x1,...,2,)
= V(A)(To(1)s - - 5 To(j))(T) + AO(B)(To(1s - - -5 To() ) (T)
= (Y(A) + M(B)) (o), - - - To(j)) ()
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Como isso vale para todo @ € Eg(j11) X -+ X Ey(), temos

¢(A + )\B)(Q?U(l), . ,.Clﬁa(j)) = (¢(A) + )\w(B))(azg(l), . ,xg(j)),

para todos Ty(1) € Ey1), - -, To(j) € Eo(j), temos (A + AB) = Y(A) + Mp(B), isto é, ¢ é
linear. Vejamos que |[(A)|| = ||Al|. De fato, para cada j € {1,...,n} e cada permutagao
o€ Sy,

[W(A)l[ = sup  [[V(A)(@oq), - - Toi))
.'EU(Z-)GBEU<_L.)
i=1,....,7
= sup sup  [|9(A)(Zow), - - To () (Zo(i+1): - - To(m) ]
mo(i)eBEg(i) xa(k)eBEU(k)
i=1,....,7 k=j+1,....n
= sup ||A<CL‘1, ,ZL’n)H
CE‘T(Z>eBEc7'('L)
i=1,...,n

Por fim, vejamos que 1 ¢é sobrejetora. Sejam j € {1,...,n}, o € S, e um operador
B e E(Eg(l), . ,Eg(j); ﬁ(Eg(j_H), ey Eg(n); F)) Defina

A: El X X En — F , A(a:l,...,xn) = B(xa(l), c. 7$0(j))(xg(j+1)’ R ,ajg(n)).

A n-linearidade e a continuidade do operador A segue da j-linearidade e da continuidade
de B e da (n — j)-linearidade e da continuidade de B(x,q),...,Zs()). Temos entdo
A€ L(Ey,...,E,; F). Mais ainda,

¢(A)(£L‘U(1), Ce 7xo(j))(xg(j+1), e ,xg(n)) == A($1, N ,xn)

= B(Zo1)s - - s To()) (To(i+1)s - - -+ Ton));

para todos To(j+1) € Ey(jt1)s -+ Ton) € Ey(n), 0 que nos permite concluir que

V(AN To1), -5 Zo(s) = BTo(1), -5 Za())s

para todos T,1) € Eyq), ..., Toj) € Eg(j). Assim ¢(A) = B, e portanto 1) é sobrejetora,
ou seja, Y € um isomorfismo isométrico. ]

O resultado a seguir estabelece que nao ha versao multilinear do Teorema de Hahn-
Banach.

Proposigao 2.2.2. Sejam G, F espagos de Banach tais que G’ € subespago nao comple-
mentado de F e

A:Gx G — K, Az, ¢) = o).
Entio A € L(G,G";K) e nio existe A € L(G, F;K) que estende A.
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Demonstragao. Da linearidade e da continuidade de ¢ segue facilmente que A é um ope-
rador bilinear e continuo. Suponha que exista A € L(G, F;K) que estende A, isto é,
Az, ) = A(x, ), para todo x € G e todo ¢ € G'. Pelo Teorema 2.2.1, o operador

i L(G, FiK) — L(F; G ¢(B)(2)(y) = By, x),

¢ um isomorfismo isométrico. Como A € L(G, F;K), temos 1(A) € L(F;G') e, mais
ainda,

Y(A) () (@) = Az, ) = Az, 9) = (),

para todos ¢ € G' e x € G.. Disso segue que ¢(K)(gp) = ¢ para todo ¢ € G’; mas isso é
um absurdo, pois pela Proposi¢ao 2.1.3 nao existe operador linear e continuo u: F — G’
tal que u(p) = ¢, para todo ¢ € G'. O

Para completar a conclusao de que nao existe versao multilinear do Teorema de Hahn-
Banach, precisamos exibir um espaco dual que é subespaco nao-complementado de um
espaco de Banach. Para isso seja 2 # p > 1. Do Exemplo 2.1.5(b) sabemos que existe um
subespaco fechado G de ¢, que nao ¢ complementado em /¢,. O espago G ¢ reflexivo por
ser subespago fechado do espago reflexivo £,. Portanto, G = G” = (G’)’ ¢ um espago dual
que é subespago fechado nao-complementado de £,,.

Observe que, na proposicao acima, o operador A poderia ter sido definido como
A(p,z) = ¢(x), e assim terfamos A € L(G,G;K) que, pelo mesmo motivo, também
nao pode ser estendido para um operador bilinear continuo Ae L(F,G;K).

Nosso proximo objetivo é mostrar que, mesmo nao valendo um Teorema de Hahn-
Banach multilinear em geral, existem casos particulares nos quais funcionais multilineares
continuos podem ser estendidos.

Definigao 2.2.3. Sejam Fj, ..., E,, F' espagos normados e G um subespago de F. O
operador A € L(Fy,...,E,;G") ¢ levantdvel se existe A € L(FEy,...,E,;F') tal que
"oA=A, onde 7: F/ — G’ é o adjunto do opeador inclusao i: G — F.

F/

)

E,x---xE, A G’

O caso bilinear do resultado a seguir encontra-se enunciado como exercicio em [10, Ex
1.5].

Proposicao 2.2.4. Sejam E, ..., E, espagos normado, j € {1,...,n} e G; um subespago
de E;. Sao equivalentes:

(a) Todo operador A € L(E,...,E;_1,G}, Ej1, ..., E,;K) € extensivel para um operador
AeL(E,... Ey;K).

(b) Todo operador B € L(Ey, ..., Ej 1, Ej1,. .., Ey; GY) € levantdvel para um operador
B€L(E,....,Ej1,Ej,...,EBy EY).
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.1, para cada j € {1,...,n} temos os seguintes isomor-
fismos

1/112 £<E1, e Ej—l; Gj, Ej+1, R ,EH,K) — £(E1, e Ej—lan—}—l’ e En, G;),

Vs LBy, Eg;K) — L(Ey, ... Ej_1,Eja, ..., En; EL).
(a) = (b)Seja B € L(E, ..., Ej 1, Ej, ..., By GY). Entdo existe By € L(Eh, ..., By,
Gy, Eji,. .., Ey;K) tal que ¢1(By) = B. Por hipotese, existe B, € L(Ey,...,Ey;K) que
estende By, 10§0 'Lpg(ﬁ) € L(Ey,...,E;_1,Ej, ... ,EH,E;) Chamando de B = wQ(E),
vejamos que B ¢ um levantamento para B, isto ¢, i’ o B = B, onde i': E; — G é o
adjunto da inclusao. De fato, para todos x, € B, k=1,....,5—1,7+1,...,nez; € Gj,

(i' o BY (21, .., Ty, Tjar, - 1)) (1) = (B, . 21, Tjgs - - ) ()
= E(xl, T, Ty, - Ty) ()
— o(By) (@1, Ty, Tt - ) (1)
= E(wl,...,xj,...,xn)
=DBi(z1,...,25,...,2p)
=1 (B1)(@1, .., Tjo1, T, - - ) ()
=B(x1,...,Tj_1,Tjq1,- .-, L) (7)),

provando que o operador B é levantavel.

(b) = (a) Sejam j € {1,...,n} e Aec L(Er,...,E;_1,G;,Ej4q, ..., Ey; K). Entao B ==
V1(A) € L(Ey, ..., Ej 1, By, ..., En; GY), e segue da hipotese que existe um operador
B € L(Ey,...,Ej 1, Ej, ..., By EY) tal que i’ o B = B. Como ¢, é sobrejetor, existe
A€ L(Ey,...,E,;K) tal que 19(A) = B. Vejamos que A estende A:

ATy, 1, T, Ty ey Ty) = 1#2(2)@1, e L1, Tty e Tn) (T)
= B\(:pl,...,mj_l,xj+1,...,mn)(xj)
=i/(B(21, ..., Tjo1, Ty, - T0))(25)
= DB(x1,..., L1, Tj41, ..., Ty)(T5)
=1 (A) (21, ..., Tjo1, T, - X)) (T5)
= ATy, .., L1, Tj, Tjs1s -5 Tp),
para todos 2 € By, k=1...,j—-1,7+1,...,nex; € Gj. n

O resultado a seguir encontra-se enunciado como exercicio em [10, Ex 1.6].

Proposicao 2.2.5. Sejam G um subespaco do espago normado E ei: G — E a inclusao.
Sao equivalentes: B

(a) Todo operador A € L(G,G';K) é extensivel para um operador A € L(E,G';K).

(b) Eziste um operador u € L(E;G") tal que woi = Jg.

G//
L
G d E
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.1, o operador
v L(E, G K) — L(E;GY) , ¢(B)(2)(¢) = Blz, ¢)

é um isomorfismo isométrico.
(a) = (b) Considere o operator

A:Gx G — K, Az, p) = ¢(z).

Da linearidade e da continuidade de ¢ segue que A € L(G,G;K), logo existe A e
L(E,G";K) extensao de A, e assim ¢(A) € L(F;G"). Tome u = ¥(A) e vejamos que
uoi=Jg: paratodosx € Geype G,

(uoi)(z)(p) = u(i(z))(p) = u(z)(p) = P(A)(z)(¥)

(b) = (a) Seja A € L(G,G";K). Pelo Teorema 2.2.1, o operador

U1 L(G, G5 K) — L(G:GY) , i (A)(2)(9) = Alz, )

¢ um isomorfismo. Logo ¢1(A) € L(G;G"), e entao ¢, (A)” € L(G";G""). Considere os
mergulhos canoénicos Jgv: G — G"', Jg: G — G" e Jg: G — G". Por hipotese
existe um operador u € L(E;G") tal que uoi = Jg. Os operadores envolvidos podem ser
resumidos no seguinte diagrama:

E u Q" $1(A)” Q" Jor Q"
Ja Jen
G wl (A) G//

Considere T := Jg o Yy (A)" ou : B — G, E claro que T € L(E,G"), logo existe
A e L(E,G;K) tal que )(A) = T. Vejamos que A estende A: para todos z € G e ¢ € (¢,

Az, ) = Y(A)(2)(p) = T

(2)(¢) = (Jgr 0 1(A)" o u)(z)(p)
= Jor (¥1(A)" (u(2))) (0) = Jo (1. (A)" (uli(2)))) ()
= Jor (V1 (A) (Ja(2)(9) = 1 (A)" (Jo(2) (Jor (#))
= Jo (@) (¥ )

Ui(A) (Jar(9) = 1(A) (Jor () ()
= Jar () (1(A)(x)) = 1 (A) () () = Alz, ¢).

]

J& vimos no Exemplo 2.1.5 que ¢y é subespago nao-complementado de /... Dessa
forma, dado um operador A € L(cy, G’;K) ndo sabemos pelo Teorema 2.1.7 se existe
um operador Ace L({~,G"; K) que estende A. Vejamos, como consequéncia do resultado
anterior, que tal extensao existe quando G = cy.
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Corolario 2.2.6. Para todo operador bilinear A € L(cq, {1;K) existe um operador bilinear
A€ LU, l1;K) que estende A.

Demonstracao. Pela Proposigao 1.3.1, ¢} = (, e pela Proposigao 1.3.2, ¢, = ¢;. Dai
co = ((c0)") = (01) = lex.

Tome Id: (o, — {s o operador identidade, é claro que Id € L({«; ). Mais ainda,
Idoi:cy — Uy = ¢y, onde i : ¢g — lo € a inclusao. Assim Idoi = J,, pois o
mergulho canénico J,, : co — ¢ = s ¢ na verdade a fungao inclusao de ¢y em Co, (veja
[8]). Segue pela Proposicao 2.2.5 que existe A € L({s, {1; K) extensao de A. O

2.3 Espacos injetivos

Vimos na Sec¢ao 2.1 que nao vale uma versao vetorial do Teorema de Hahn-Banach. En-
tretanto, existem espagos de Banach F' para os quais vale uma versao do teorema de
extensao de Hahn-Banach para operadores tomando valores em F. A primeira descoberta
nesta diregao, devida a Phillips, diz que o espago /., goza dessa propriedade:

Teorema 2.3.1. [8, Teorema 3.2.7| Se G' é um subespago do espago normado E e T: G —»
ls € um operador linear continuo, entao existe um operador linear continuo T : E —
que estende T, isto é, o sequinte diagrama € comutativo:

FE
G a (oo

Mais ainda, ||T|| = ||T.

A eventual existéncia de outros espacos com essa propriedade ensejou a seguinte defi-
nigao:
Definicao 2.3.2. Um espaco de Banach F' é chamado injetivo se para cada espaco de
Banach F, cada subespago G C E e u € L(G; F), existe u € L(FE; F') extensao de u.

lf\
G - F

Do teorema de Hahn-Banach segue que K é um espaco injetivo, e do Teorema de
Phillips acima segue que /., também é um espaco injetivo. Para uma descrigao completa
de todos os espagos injetivos, veja |8, Teorema 3.5.1].

A partir da discussao acima, a seguinte pergunta é natural no contexto desta disserta-
cao: se F' é um espago injetivo, G; é subespago do espago normado Fi, . .., G, é subespaco
do espaco normado E, e A € L(G4,...,G,; F), sera que existe A € L(Fy,..., E,; F) que
estende A?

A resposta é negativa: como K é um espaco injetivo, a Proposicao 2.2.2 nos diz que nem
sempre operadores multilineares continuos tomando valores em espagos injetivos podem
ser estendidos.



Capitulo 3

Extensoes multilineares ao fecho

Um resultado classico de extensao de operadores lineares continuos é o seguinte:

Proposicao 3.0.1. Sejam E um espag¢o normado, F um espago de Banach, G um su-
bespaco de E e u € L(G; F). Entio existe um tinico u € L(G; F) que estende u, isto e,
u(z) = u(x), para todo x € G, e ||u|| = ||u||. Mais ainda, se ||u(z)|| = ||z|| para todo
x € G, entio |[u(x)|| = ||z|| para todo z € G.

Uma demonstragao detalhada pode ser encontrada em [18, Lema 3.32|.

Neste capitulo estamos interessados em versoes multilineares desta extensao ao fecho:
dados espagos normados Fi, ..., E,, um espaco de Banach F', G subespago de Ey,. .., G,
subespago de E,,, e A € L(Gy,...,Gy; F), serd que existe um unico A € L(Gy,...,Gy; F)
que estende A e ||A] = ||A?

E bem disseminado o conhecimento de que tais extensoes multilineares ao fecho séo
véalidas, mas demonstracoes deste fato nao sao facilmente encontradas. Mais ainda, nao
é dificil ouvir que a demonstragao do caso multilinear é uma simples adaptagao do caso
linear. Ao mesmo tempo em que daremos duas demonstracoes da extensao multilinear
ao fecho neste capitulo, aqui também mostraremos que o argumento usado no caso linear
nao se adapta ao caso multilinear. Assim, além de provarmos a extensao multilinear ao
fecho, desmistificaremos a crenga de que o caso multilinear é analogo ao caso linear.

A demonstragao do caso linear baseia-se no fato de que operadores lineares continuos
entre espagos normados sao uniformemente continuos. Na Sec¢ao 3.1 mostraremos que ope-
radores multilineares continuos nao-nulos nunca sao uniformemente continuos, deixando
clara a impossibilidade de se adaptar a demonstracao linear para o caso multilinear. Em
seguida provaremos a extensao multilinear ao fecho usando o fato de que operadores mul-
tilineares continuos sao uniformemente continuos sobre conjuntos limitados.

A segunda demonstragao da extensao multilinear ao fecho, apresentada na Segao 3.2,
serd feita por indugao sobre o grau de multilinearidade e usando os isomorfismos isométri-
cos do Teorema 2.2.1. Finalmente, daremos algumas aplica¢oes da extensao multilinear ao
fecho e responderemos a pergunta formulada no Capitulo 2 sobre extensoes de operadores
multilineares em espagos de Hilbert.

25
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3.1 Primeira demonstracao do teorema de extensao ao
fecho

Comecamos a secao mostrando a impossibilidade de se adaptar a demonstracao do caso
linear para o caso multilinear. Essa impossibilidade segue do fato de que a demonstragao
linear depende da continuidade uniforme dos operadores lineares continuos e do resultado
a seguir, que mostra que operadores multilineares nao-nulos nunca sao uniformemente
continuos.

Proposigao 3.1.1. Sejamn > 2, Ey, ..., E,, F espagos normados e A € L(FE1,...,E,; F)
um operador nao-nulo. Entao A nao € uniformemente continuo.

Demonstragao. Como A # 0, existe (x1,...,2,) € By X -+ X E, tal que A(zq,...,x,) #
0. Da n-linearidade de A segue que x; # 0 para todo ¢ = 1,...,n. Tome 0 < ¢ <
|A(z1,...2,)|. Para qualquer § > 0, como x; # 0, podemos escolher A € K tal que
0< A< ﬁ. Neste caso, temos

T2 T
x+)\x,—,...,a:n)—<x,—,...,xn>‘: Axq|| <9,
H( TR b el
mas
To T o)
A(a: )\x,—,...,xn>—A<x,—,...,xn>‘zHA()\x,—,...,xn>‘
RICESTAS DY DY
=||A(zy,...2,) || > €.
Isto prova que A nao é uniformemente continuo. ]

Excluida a possibilidade de adaptar a demonstragao linear usando a continuidade
uniforme dos operadores multilineares, a primeira demonstracao da extensao multilinear
ao fecho lanca mao do conceito a seguir, que normalmente nao é visto em um primeiro
curso de Espacos Métricos.

Definicao 3.1.2. Sejam M e N espagos métricos. Uma funcao f: M — N é unifor-
memente continua sobre limitados se para todo X C M limitado e todo ¢ > 0, existe
d > 0, que pode depender de X e de ¢, tal que d(f(z), f(y)) < €, para todos z,y € X
com d(z,y) < 0.

Da definicao segue que toda funcao uniformemente continua é uniformemente conti-
nua sobre limitados. Vejamos que reciproca nem sempre é verdade: considere a fungao
f: R — R dada por f(z) = 2. Como fungoes continuas sobre compactos sao uniforme-
mente continuas, segue que f é uniformemente continua sobre limitados de R. Vejamos
que f nao é uniformemente continua. Para isso, tome 0 < ¢ < 2 e note que, para cada

6 > 0, tomando = € R com |z| > %, temos

1)’ 1
(9c+—) —x2:2—|——2>2.
x x

Chamando y = = + 1, segue que |y — z| < d mas |f(y) — f(z)] > 2> e

E conhecido que func¢oes uniformemente continuas transformam sequéncias de Cauchy
em sequéncias de Cauchy. Serd importante para nos o fato de que fungoes uniformemente
continuas sobre limitados também tém essa propriedade.
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Lema 3.1.3. Se f: M — N € uma funcao uniformemente continua sobre limitados
entre espagos métricos e (r,)0, uma sequéncia de Cauchy em M, entao (f(x,))e, €
uma sequéncia de Cauchy em N.

Demonstracao. Sejam € > 0 e (2,)92, uma sequéncia de Cauchy em M. Como toda
sequéncia de Cauchy ¢é limitada, existe X C M limitado tal que (z,):2,; € X. Sendo f
uniformemente continua sobre limitados, existe 6 > 0 tal que

z,y € X, d(z,y) <0 = d(f(z), f(y)) <e.

Como § > 0 e (x,)22, é de Cauchy, existe ng € N tal que d(z,,z,) < 0, para todos
n,m > ng. Segue que d(f(z,), f(xm)) < €, para todo n, m > ng, provando que (f(x,))5,
é uma sequéncia de Cauchy em N. O]

Precisamos desenvolver um pouco mais a teoria de fungoes uniformemente continuas
sobre limitados.

Lema 3.1.4. Se f: M — N € uma fun¢ao uniformemente continua sobre limitados entre
espagos métricos e ;)52 e (yn)o2, sao sequéncias limitadas em M tais que d(zp, Yn) —

0, entao d(f(xy,), f(yn)) — 0.

Demonstracao. Sejam € > 0 e (x,)%, e (y,)22, sequéncias limitadas em M. Podemos
tomar x,y € M e 6; > 0, do > 0 tais que (x,)22, C B(x,d1) e (yn)5>; € B(y,da).

Tomando r = §; + d(x,y) + d2, tem-se que o conjunto X = {x,,y, : n € N} C B(z,r) é
limitado. Da continuidade uniforme de f sobre limitados, existe d > 0 tal que

TpyYn € X, d(Tp,yn) < = d(f(xn), f(yn)) < €.

Como ¢ > 0 e d(xp,y,) — 0, existe ng € N tal que d(z,,y,) < J, para todo n > ny.
Portanto, d(f(z,), f(yn)) < € para todo n > ng, o que é suficiente para concluir que

d(f(zn), f(yn)) — 0. O

Definicao 3.1.5. Sejam M, N espacgos métricos e X C M. Uma funcao f: X — N é
localmente uniformemente continua se para cada x € X existe B = B(x,r), bola aberta
de centro x € X e raio r > 0, tal que f|gnx € uniformemente continua, isto é, para todo
e > 0 existe 0 > 0 tal que d(f(z), f(y)) < &, sempre que z,y € BN X e d(x,y) <.

E imediato que toda func¢ao localmente uniformemente continua é continua.

Teorema 3.1.6. Sejam M, N espacos métricos, N espaco completo e X um subconjunto
nao vazio de M. Se f: X — N € uma fungao uniformemente continua sobre limita-
dos, entdo existe uma unica funcao f: X —> N localmente uniformemente continua que

estende f, isto €, f(x) = f(z) para todo x € X.

Demonstragio. Dado r € X, tome uma sequéncia (z,,)°, em X tal que x,, — . Entdo
()5, ¢ de Cauchy e pelo Lema 3.1.3 sabemos que (f(z,))52, é de Cauchy em N,
portanto convergente pois N é completo. Considere a fungao

f: X — N, flz) = lim f(z,).

n—oo
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Vejamos que festé bem definida. Para isso, sejam 2 € X e (2,)°%; e (y,)>, sequéncias
em X tais que r, — x e vy, — x. Pelo feito acima, existem z,w € N tais que
f(z,) — z e f(y,) — w. Veja que d(x,,y,) — 0 pois

0 <d(zp,yn) < d(zp,z)+d(x,y,) — 0.

Por serem convergentes, as sequéncias (x,)2%; e (y,)52, sao limitadas, portanto conclui-
mos pelo Lema 3.1.4 que d(f(x,), f(y,)) — 0. De

0 < d(y,w) = d (lim (F(zn), fyn))) = lim (d(f (), f5))) =0,

segue que y = w, o que mostra que o limite de (f(x,)), depende somente de x € X
e nao da sequéncia escolhida (z,)>, C X convergindo para x. Isso comprova a boa
definicao de f

Mostremos agora que f satisfaz todas as propriedades do teorema. Dado a € X, o
que foi feito garante que para toda sequéncia (x,)>°, em X tal que z, — a tem-se
f(z,) — f(a). Da Proposi¢io 1.5.3 segue que f(a) = lim f(z). Dai, dado & > 0 existe
0 > 0 tal que o .

re X, dz,a) <0 =d(f(z), f(a)) < 1 (3.1)

Tome r = % > 0 e vejamos que fvé uniformemente continua em B(a,r) C X. Para isso,
sejam y,z € B(a,r). Entdo d(y,z) < § e, como y,z € X, existem (y,)°%; e (2,)32, em
X tais que y, — y e z, — z. Como d(y, z) < g, existe ng € N tal que d(y,,y) < g e

d(zn,2) < g, para todo n > ng. Assim,

J 5
d(Yn, a) < d(yn,y) +d(y,a) < 5 T7< § e d(zp,a) <d(zp,2) +d(z,a) < 5T < 5.

Disso e por (3.1),

d(f(yn),f(a)) < Z e d(f(zn), f(a)) < Z, para todo n > nyg.

Segue que d(f(yn), f(2n)) < 5, para todo n > ng, e portanto

~ - _ . €
A(w). 7)) = d (1m (7). F()) = T (dF (), Fw)) < 5 <<,
provando que fé localmente uniformemente continua.

Para provar que f estende f, seja v € X e tome x, = x, para todo n € N. Entao
r, — x e, da boa definicao de f,

flz) = lim f(x,) = f(x).

Finalmente vejamos que fé tinica. Suponha que g: 7_—> N seja uma funcgao local-
mente uniformemente continua que estende f. Dados z € X, tome (z,)5%; uma sequéncia,
em X tal que z, — x. Como g estende f, tem-se g(z,) = f(x,) para todo n € N,
e sendo g continua (pois é localmente uniformemente continua), tem-se g(z,) — g(z).
Assim, B

f(z) = lim f(zn) = lim g(z,) = g(z),

n—o0 n—oo

provando que g = f. m
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Observagao 3.1.7. (a) Note que o Teorema 3.1.6 ndo continua valido quando se omite a
hipotese de N ser um espago completo. Por exemplo, tome a fun¢ao identidade id: Q —
Q,id(x) = z. E claro que id é uniformemente continua, logo uniformemente continua
sobre limitados. E id nao pode ser estendida continuamente a Q = R, pois toda funcéo
continua f: R — Q ¢ constante. De fato, como R é conexo e f continua, tem-se f(R)
conexo; e portanto f é constante pois os tnicos subconjuntos conexos nao vazios de Q sao
unitarios. B

(b) Nao sabemos se a fungao f do Teorema 3.1.6 ¢ uniformemente continua sobre limitados.

Apesar de nao serem uniformemente continuos, os operadores multilineares continuos
sao uniformemente continuos sobre limitados:

Teorema 3.1.8. Todo operador multilinear continuo entre espagos normados € unifor-
memente continuo sobre limitados.

Demonstragao. Sejam Ey, ..., E,, F espagos normados e A € L(Ey,...,E,; F). Nesta
demonstragao utilizaremos a norma do maximo || - ||« em Fj X --- X E,,. Pela Proposigao
1.2.3 existe uma constante C' > 0 tal que

|A(z1, ..., 2,)|| < Cllz1]| -+ ||zn]| para quaisquer z; € E;, j =1,...,n.

Se C' = 0, temos ||A(x1,...,2,)|| = 0 para quaisquer z; € E;, j = 1,...,n; o que
quer dizer que A é o operador nulo, que obviamente é uniformemente continuo, logo
uniformemente continuo sobre limitados.

Facamos agora o caso C' > 0. Como todo conjunto limitado de E; X - - - X F, esté contido
em alguma bola centrada na origem, basta mostrar que A é uniformemente continuo na
bola fechada B[0,r| centrada na origem e raio r > 0 qualquer. Dado ¢ > 0, tome
0= == >0. Sejamx = (21,...,7,) ey = (Y1,...,¥n) em B0, 7] tais que [[z—y|lo < 0.
Entao [|z||ec < 7 € ||y]le < 7, logo ||z;|| < 7 e |ly;]| < r para todo j = 1,...,n. Da n-
linearidade de A temos

Az, xn) — AW, oy yn) = A1, oy mn) — Alyr, o, -y ) + Ay, T2, ., )
—A(y1, Y2, T3, oo ) + - F AW, - Y T, Tn)
— AW, Y Tias - Tn) oo — Ay - Y1, )
+ AW Yot %0) — A1, Yn)
= A(xy —y1, T2, ..., Ty) + A(Y1, T2 — Yo, X3, - - ., Tp)
ot AW, Y Tl — Yt Ty, e Tn)

_l_..-—}—A(yl...,yn—laxn_yn)'

Disso segue que

[A(z) = AWl = [[A(z1, -y 20) — Alyr, - yn) |l
< Az —y1, 22, ., 2) ]
+o A JAWL, - Yy Tt — Yjrts T2y - -5 Tn) |
o AW Yoty T — )|
< Al Nlzr = yull - lwz]l - - - |l
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A A Nl Nyl Tl = ggaall - el - llaall
+ A lall - Nyl - llzn = yall
<O H(ller =gl + -+ g = gl + o 4 o = wall)
=nCr" Mz — ylle <nCr* 16 =e.

Logo ||A(xz) — A(y)|| < e, para todos z,y € B[0,r]| com ||z — y||w < d, 0 que prova que A
é uniformemente continua sobre conjuntos limitados de F; x --- x FE,,. O

Agora estamos em condigOes para apresentar a primeira demonstracao do teorema de
extensao ao fecho.

Teorema 3.1.9. Sejam Ei, ..., E, espacos normados, F' espaco de Banach e Gy subes-
pago de Ey,. .., G, subespaco de E,. Para todo operador A € L(G,...,Gy; F) existe um
iinico operador A € L(G,...,Gp; F) que estende A e ||A| = || Al|.

Demonstragao. Como A € L(G1,...,Gy; F), pelo Teorema 3.1.8 A é uniformemente con-
tinuo sobre conjuntos limitados do conjunto Gy X --- X G;,. Pelo Lema 1.5.6 e pelo Te-
orema 3.1.6 existe um tnico A: G, X -+ x G, — F, continuo que estende A, tal que
Ax) = 7711_{%0 A(xy,), onde (xp,)5°_; ¢ qualquer sequéncia em Gy X - -+ x G, convergindo
para . N N

Falta mostrar que A ¢ n-linear e ||A|| = ||A||. Consideremos em E; X --- X E,, a norma
da soma. Sejam z;,y; € G;, j=1,...,ne X € K. Tome (27 )%_, e (y2,)_, em G; tais
que zJ, — x; e yJ — y;. Entao,

xfﬁ—i—)\yﬁn—>xj+)\yj, j=1,...,n.

Dai,
0<|[(zl,...,md +Xyd oo am) — (zy, 2+ Ay )|l
= (2 = @1, (@0, + Ayn,) = (254 Ayy), 2, — ) [l
= |l — @il + -+ (@], + Ay, = (25 + Ay + -+ + (|25, — @all — 0.
Segue que (z},...,20 + Xyl ...,a%) — (z1,...,2; + \yj,...,x,), do mesmo modo
temos que
(T ooyl ) = (21, gy ) e (Tl oyl ) = (X, Yy T

Disto e sendo A n-linear

Ay, + MYy ) = lim Az, ad + Myl )

m—0o0 ’ m

= lim (A(z), ..., 20 ... 2"+ M2, .. y) L ah)
m—r0o0

= lim A(z.,...,20 ..., 2")+ X lim A(zl,....90 ... .2")
m—r0o0 m—0o0

= ATy, .., Ty ) FAA(T, Yy X)),
provando que A é n-linear. Como A estende A, temos

1Al = sup{|A(r, ., wn)ll - 95 € G e [lys|l <1, paratodo j =1,...,n}
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> sup{||A(z1, ..., 2,)]| : z; € Gjelz;]| <1, paratodo j=1,...,n}
= sup{||A(z1,...,2,)| : x; € Gj e ||z;]| <1, paratodo j =1,...,n} = ||A].

Por outro lado como A € L(G4, ..., G,; F), pela Proposicao 1.2.4, tem-se ||A(z1, ..., 2,)| <

NA|l - |z1]] - - - ||zn||, para todos z; € G, 7 =1,...,n. Logo
| Ay, ma)ll = || tim A, a3)|
m—0o0

~ I [A(l,....an)

< Tim [JA] - k|- ]

— Al tim - tim o

= [[All - Mzl - -~ Jznl,
0 que nos permite concluir que HEH = ||4]. O

Se, no Teorema 3.1.9, cada subespaco G é denso em E;, entao o operador A pode ser
estendido continuamente ao espaco £y X --- X E,.

3.2 Segunda demonstracao do teorema de extensao ao
fecho e aplicagoes

Nesta secao apresentaremos uma segunda demonstracao do Teorema 3.1.9, que ao invés de
usar o conceito de fung¢ao uniformemente continua sobre limitados, usa o teorema linear
(Proposic¢ao 3.0.1) e um argumento de indugao sobre o grau de multilinearidade usando
os isomorfismos do Teorema 2.2.1. Além disso, daremos algumas aplicagoes da extensao
multilinear ao fecho.

Demonstragao. (Segunda demonstracao do Teorema 3.1.9)

Para n = 1, isto é, para o caso linear, o resultado segue da Proposicao 3.0.1. Su-
ponhamos que o teorema seja valido para n = k, isto é, a hipotese indutiva é que para
todos espagos normados FEj, ..., Ey, F', todos subespacos G; de Ej, 7 = 1,...,k, todo

operador B € L(G,...,Gy; F) admite uma tnica extensio B € L(Gy,...,Gy; F) tal

que ||B|| = ||B]|. Mostremos que o teorema é valido para n = k + 1. Para isso se-
jam By, ..., Ep, I, espacos normados, G, subespaco de E; para j = 1,...,k+1, e
A€ L(Gy,...,Ggy1; F). Considere o isomorfismo isométrico do Teorema 2.2.1:

'lei ‘C(Gla"'aGk-i-l;F) — ‘C(Gla‘C(G277Gk+17F))a
isto é,
V1(A)(z1) (22, o, 1) = A1, T,

para todos z; € G;, j = 1,...,k + 1. Para cada 21 € Gy, o operador ¢;(A)(x;) per-
tence a L(Ga,...,Gre1; F), portanto, pela hipotese indutiva, existe um tunico operador

V1(A)(21) € L(Gy,...,Gry1; F) que estende ¢ (A)(zy) e

U (A)(1)

‘ = [[¢1 (A) ()| (3.2)
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Defina

A Gy — L(@za o 7ak+1§F>> Ai(x1) = Y1 (A)(21).

A boa definigao de A; segue da existéncia e unicidade do operador 1;(A)(z1). Mostrare-
mos agora que A; é um operador linear continuo, isto é, A; € L£(G1; L(Gy,...,Gri1; F)).
De fato vejamos que isso acontece. Sejam x1,y; € G1, A € K e

y=(T2,...,Tp41) € Ga X -+ X Gpy1 = G X -+ X G-
Existe uma sequéncia ((22,,--- ,28+H1))%_ em Gy x ... x G4y tal que (22, ..., 281 —

(22,...,Tpp1) em Gy X --+ X Gry1. Da continuidade de w1 (A)(z1 + A1), ¢1(A)(zy) e

Y1(A)(y1) segue que

Ai(z1 + Ay)(y) = Vi(A) (@1 + Ayn) (22, Theg)

= lim ¢1(A)($1+)\y1)(333m>$fn+1)

- h_f)n wl(A>(371 + Ayl)(x?n’ e ,$fn+1)
= lim (W (A) 1) + M (A) ) (@2 )
= ll_I)l’l wl(A)(xl)<x72n’ s 7x7]fn+1) +A 11_1;[1 wl(A>(y1>(‘r$n7 s 7xfn+1)

= lim ¥y (A)(x1) (22, ..., 28 + X lm ¢ (A) () (22, ..., 25t

m—0o0 m—0o0

= P1(A) (1) (T2, - - s Tpg1) + AL(A) (1) (2, -+ - Tgr)
= Ai(z1) (22, -y xpp1) + A (1) (22, - o Thar)
= (A1(z1) + M1 (11)) (y)

Isso prova que A; é linear. De (3.2), relembrando que 9 é isomorfismo isométrico, temos

143 ()] = Hw?ii@

‘ = [[oa(A) )| < N (AN - Nl = AL [l ]l

para todo x; € GGy, donde segue que A; é continuo. Além disso,

(@) | = sup (A )]

:E1€BG1

[A][ = sup [[As(z1)] = sup

$1€BG1 mleBgl

= sup sup  |[Yi(A)(z1)(z2, - oy Trgr) ||

:EleBGl x]'GBGj
7j=2,....,k+1

= Ssup sup  [[A(@1, .., Tpg) ||
:E1€BG1 CEjGBGj
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= sup [l A(zy, - zen)| = (Al
:BjEBGj
j=1,...,k+1

concluimos que ||A;|| = ||A]|. Provamos que A; € L(G1;L(G,...,Gry1; F)) e |AL]] =
| A]|. Pela Proposicio 3.0.1 existe um tnico operador linear A; € L(G1; L(Gy, ..., Gry1; F))
que estende A; e |[|A|| = [|A1||. Recorremos novamente ao Teorema 2.2.1 para considerar

o 1somorfismo isométrico
Yo 5(517---,@k+1;F) — E(G_HE(aQa ce 7@k+13F))'

Qvomo ;l: € L(G1;L(Gy,...,Gri1; F)), existe Ac L(Gy,...,Gpe1; F) tal que ¢2(Z) =

Ay Resta mostrar que A estende A, ¢ tnico e ||A|| = ||A|. Para a extensdo, seja
(21, ..., Tkr1) € Gp X -+ X Gpy1 € note que
Ay, wpp) = Po(A) (1) (22, - -, Tpr)
= Al(l'l)(ZEQ, e ,I']H_l)
= Ay(r1) (22, Thp1)

= 1(14)(1’1)(1‘27‘..,1']“_1)
= 1(A) (1) (22, - - Tpy1) = A1, -, Tpyr).

A preservacao da norma segue de
[A]] = [[2(A) | = | Al = [[ ALl = [|A]]-
Por dltimo, a unicidade de A segue do Lema 1.6.9. [
Passaremos agora a explorar algumas consequéncias da extensao multilinear ao fecho.

Corolario 3.2.1. Sejam FEy, ..., E, espacos normados, F espaco de Banach e G subes-
paco de En,. .., G, subespaco de E,. Entdio a correspondéncia

A€ L(Gy,...,GnF)—s A€ L(Gy,...,Gp; F)
€ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Considere o operador
T: L(Gy,...,Co; F) — L(Gy,...,Gn; F) , T(A) = A.

A boa defini¢ao de T e a igualdade || T(A)|| = ||A|| seguem do Teorema 3.1.9. Provemos
que T' ¢é linear. Sejam A, B € L(Gy,...,G,; F) e A € K. Entao existem tnicos E, Be
L(Gy,..., G, F) tais que A(z) = A(z) e B(z) = B(z), para todo z = (x4, ..., 1,) € Gy X
X Gy 90\1_11/0 A+ B € L(Gy,...,Gp; F), existe um tnico A+ \Be L(Gy,...,Gu F)
tal que (A+ AB)(z) = (A+ AB)(z), para todo = = (z1,...,x,) € Gy X --- X G,. Para
todo x = (z1,...,2,) € G; X -+ X G, tem-se

—~——

(A4 AB)(z) = (A+ AB)(z) = A(z) + AB(z) = A(z) + AB(z) = (A + AB)(2),
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provando que os operadores A/—?)\/B e A4+ \B coincidem em Gy X - - - X G,,. Pelo Lema 1.6.9
segue que A+ AB = A+ AB. Dessa forma, para todo y = (y1,...,yn) € Gy X - -+ x Gy,

—_——

T(A+AB)(y) = (A+ AB)(y) = (A+ AB)(y) = (T(A) + AT (B))(y),

provando que 71" é linear.

Por outro lado, dado qualquer B € L(Gy,...,G.; F), é claro By := B|g,x..xq, €
L(Gy,...,Gp; F). Pelo Teorema 3.1.9 existe um tnico operador B, € L(Gy,...,Gu: F)
que estende B;. Assim,

T(B))(z) = By(x) = Bi(z) = B(x),

para todo * = (x1,...,2,) € Gy X -+ X G,. Aplicando uma vez mais o Lema 1.6.9
concluimos que T'(B;) = B, provando que T é sobrejetora. ]

Definicao 3.2.2. Um completamento de um espago normado E é um par (E’, ¢), onde:
(a) E & um espaco de Banach;
(b) ¢: E —» E é uma imersao isométrica linear;
(¢) ¢(E) ¢ denso em E.

E bem conhecido que todo espaco normado admite um completamento que é tnico a

menos de isomorfismos isométricos.

Corolario 3.2.3. Sejam E, ..., E, espacos normados, (E, ©1)y- ey (E;, ©n) Seus res-
pectivos completamentos, F' espaco de Banach e A € L(E,,...,E,; F). Entao existe um
inico A € L(FEy,...,Ey; F) que estende A no sentido de que

A(p1(x), ... pon(zn)) = Alxy, ..., 20),
para todos x1 € B, ...,z € By, e ||A| = ||A|. Mais ainda, a correspondéncia
A€ L(E,,...,EyF)—s A€ L(E,,... E, F)
€ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Usando que os operadores ¢; sao imersoes isométricas lineares, é imediato
que o operador

w: L(Ey, ..., By F) — L(o1(EL), ..., on(En); F),

u(A)(p1(z1), -y on(Tn)) = A(xr, ..., T40),

¢ um isomorfismo isométrico. Como cada ¢;(E;) é denso em E;, o Corolario 3.2.1 nos
garante um isomorfismo isométrico

T: ’C((pl(El)aﬂpn(En)aF) — E(E??EHF)

tal que T'(B) é uma extensdo de B, para todo B € L(p1(E), . .., on(Ey); F). Tome A =
T(u(A)) e considere o isomorfismo isométrico T' o u para completar a demonstragao. [
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Finalizamos este capitulo respondendo a questao formulada no Capitulo 2 sobre ex-
tensao de operadores multilineares em subespacgos de espagos de Hilbert. Faremos isso
combinando teoremas de extensao provados neste capitulo e no anterior.

Teorema 3.2.4. Sejam Hi, ..., H, espagos de Hilbert, ' espago de Banach e Gy su-
bespago de Hy,...,G, subespaco de H,. Se A € L(G1,...,Gn; F), entdo exriste A €
L(Ey,...,En; F) que estende A e ||A]| = ||A]l-

Demonstragao. Se Gj = {0} para algum j, da n-linearidade de A segue que A = 0, pois

Alxy, .. x4, xn) = Az, ...,0,...,2,) =0,

para todos x1 € Fy,...,x, € E,. Neste caso basta tomar A=0. Tratemoiagorag caso
em que G; # {0} paratodo j = 1,...,n. Pelo Teorema 3.1.9 existe B € L(G,...,Gy; F)
que estende A e ||B[| = |[[A|. Para cada j = 1,...,n; G; ¢ um subespago fechado

nao-nulo de um espaco de Hilbert H;, logo G; ¢ um subespago 1-complementado de Hj,
j = 1,...,n, pela Proposicio 1.5.8. Como B € L(G,...,G,; F), pelo Teorema 2.1.7
existe A € L(Hy, ..., Hy; F) que estende B e ||A|| = || B|. Daf ||A|| = || B|| = ||A]| e, além
disso, para todos z; € G, j =1,...,n,

A(zy, ... xn) = B(xy,. .., x,) = A(xq, ..., 20),
0 que nos permite concluir que A estende A. ]

Observe que, conforme vimos no Exemplo 2.1.8, nao se pode garantir a unicidade do
operador A do Teorema 3.2.4.



Capitulo 4

Extensao de operadores multilineares
continuos ao bidual

Para todo espago normado FE, podemos identificar F com o subespago Jg(E) de E”.
E entdo natural questionar se operadores lineares ou multilineares continuos podem ser
estendidos ao bidual. No caso linear, o problema é o seguinte: dado um operador linear
u € L(E; F), existe um operador u € L(E"; F) que estende u no sentido de que woJg = u?

E//
. ] \
E “ F

Vejamos que nem sempre isso é possivel: seja id: cg —> ¢¢ o operador identidade. Su-
ponha que exista id: (cy)” = fo —> co que estende id. Neste caso J,, o id seria uma
projecao de /., sobre ¢y, o que contraria o fato de ¢y ser subespago nao-complementado
de /. Na verdade esse argumento vale para o operador identidade em qualquer espaco
que nao é complementado em seu bidual.

Estabelecida a impossibilidade de estender operadores lineares continuos para o bidual,
veremos na Sec¢ao 4.1 que algo mais fraco sempre é possivel: para todo operador u €
L(E; F), seu biadjunto u” € L(E"; F") ¢ uma extensao de u no sentido de que u” o Jg =
Jr ou, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

1

E// u F//
Jp (4.1)

E - F

JE

Note que ©” ndo é uma extensao genuina de u, no sentido de que u” toma valores em F” e
nao em F' em geral. Apesar disso, o fato de u” estender u no sentido acima tem intimeras
aplicacoes em Analise Funcional Linear. Isso nos levar a considerar o mesmo problema
no caso multilinear, o qual descrevemos a seguir.

Dados espagos de Banach E\, ..., E,, F' e um operador n-linear A € L(E\, ..., E,; F),
sera, que sempre existe um operador A € L(EY, ..., E"; F") que estende A no sentido de
que

36
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ZO(JEU---;JEn):JFOA? (42)

Queremos que seguinte diagrama seja comutativo:

El x - x E R
Ji, Tk, Jr (4.3)
E, X - x E, 4 F

Este problema se mostrou bem mais dificil, pois no caso multilinear nao temos o
adjunto para nos ajudar. O objetivo deste capitulo é responder afirmativamente esta
pergunta usando as chamadas extensoes de Aron-Berner, desenvolvidas num primeiro
momento por Arens [2]| e depois por Aron e Berner [3].

Fazemos a seguir uma descricao dos contetudos deste capitulo:

(i) Funcionais lineares continuos podem ser estendidos de maneira natural ao bidual de
forma tnica para um operador w*-continuo que preserva a norma.

(ii) Operadores lineares continuos podem ser estendidos ao bidual por meio do biadjunto,
que também é tnico e é w*- w*-continuo. Mais ainda, esta extensao por meio do biadjunto
preserva a norma.

(iii) Operadores n-lineares continuos também podem ser estendidos ao bidual. Essas ex-
tensoes sao chamadas de extensoes de Aron-Berner. Um trago distintivo do caso linear
para o caso multilinear é que, ao contrario do caso linear, no caso multilinear hé vérias
extensoes de Aron-Berner, que em geral ndo sao coincidentes (provaremos isso usando um
exemplo de [4]).

(iv) Estudaremos quando todas as extensoes de Aron-Berner coincidem, e para isso estu-
daremos a existéncia de extensoes que sao separadamente w*- w*-continuas.

(v) De (4.2) obtemos que se existir uma extensao A, entdo A(Jg, (E1) x -+ x Jg,(E,)) C
Jr(F), isto é, A(Jg, (x1),...,Jg,(x,)) € Jp(F), para todos x; € Ey,...,z, € E,. Mesmo
no caso linear ja vimos que nem sempre A(E} x - --x E") C Jp(F), ou seja, nem sempre A
é uma extensao genuina de A. Estabeleceremos neste capitulo condigoes suficientes para
que A seja uma extensdo genuina de A.

(vi) Finalizaremos o capitulo com uma se¢ao de exemplos de espagos que cumprem as
condigoes do item (v). Para isso introduziremos e estudaremos a nogao de espagos Arens-
regulares.

4.1 Extensao de funcionais e operadores lineares conti-
nuos ao bidual

Comecamos mostrando que funcionais lineares continuos podem ser estendidos de uma
maneira natural ao bidual.

Lema 4.1.1. Sejam E um espago de Banach e ¢ € E'. Definindo

?: B — K, p(")=2"(p),
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temos @ € E" | isto é, © € um operador linear continuo, e:
(i) @ estende ¢ no sentido de que o Jp = p;
(i) P € w*-continuo;
(i) 1] = llel-
Mais ainda, @ € o unico funcional continuo em E" satisfazendo (i) e (ii).

Demonstra¢ao. Dados z”,y" € E" e A € K|

D"+ M) = (2" + M) () = 2" () + M (p) = 2(2") + XB(y"),

provando que @ ¢ linear. De

(") = =" (D) < [l2"[ - llell = lleoll - [l

segue que @ é continuo e ||@|| < ||¢||. Para todo x € E,

(@0 Jp)(x) = p(Je(z) = Je(2)(p) = (z),

donde concluimos que P estende ¢ e

o(x)] = [(@ o Ju) (@) = [@(Je(@))| < |[@] - [Je(@)] = (2] - ],

o que nos permite concluir que ||¢|| < ||@]|. Logo ||@] = [|¢ll-
Vejamos que @ é w*-continuo. Para isso seja (z!),cqo uma rede em E” tal que z7 N
2" € E". Entao 2! (2') — 2" (2'), para todo 2’ € E’. De
P(a") = 2"(p) = lim 2, (p) = lim p(x7,),
segue que P é w*-continuo.
Finalmente suponha que existe outra extensao w*-continua ¢ € E” de ¢. Dado

2" € E”, pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede (x4)qacq em E tal que Jg(z,) vy
Como P e 1 sao extensoes de ¢ entao po Jyp = o Jg, e dai

Pla’) = I P(Je(ra)) = (7 © Jp)(wa) = (v © Jp) ) = lim ¥(Jp(xa) = ¥(a").
O

No Capitulo 2 definimos o adjunto de um operador u € L(FE;F) entre espagos de
Banach. Faremos uso do biadjunto v” = (u')" para provar que u pode ser estendido ao
bidual no sentido de que o diagrama (4.1) é comutativo.

Para o proximo resultado precisamos do Teorema de Hahn-Banach na forma em que
aparece em [8, Corolario 3.1.5]: para todo espago normado E # {0} e todo x € E, tem-se

[z]| = sup [p(z)| = max |p(z)]. (4.4)
peBy lell=1

Proposigao 4.1.2. Se u € L(E; F), entao v’ € L(F';E') e ||lul| = ||[v/|. Mais ainda, se
u € um isomorfismo isométrico, entao u' também o é.
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Demonstracao. Vejamos primeiramente que o operador u’ esta bem definido, isto é, v/ (y') €
E’ para cada y' € F’. De fato, dados x,y € E e A € K, da linearidade de u e 3’ segue que

u'(y) (@ + My) =y (u(z + Ay)) = ' (u(x) + u(y))
=y (u(x)) + M (u(y)) = ' (¢)(@) + M () ()

Além disso, de
[ @) @) = Ml ()< 1 Ml - (1],
segue que u'(y') é linear e continuo, ou seja, u'(y’) € E'.

Vejamos agora que o operador ' ¢é linear e continuo. De fato, para todos v}, y5 € F’,
AeKexeFE,

u'(yh + Aya) (@) = (U) + Ago) (u(w)) = v (u(@)) + Ao (u(@)) = (' (h1) + M’ (o)) (@),

donde concluimos que u’ é linear e para cada y' € I,

[ @Il = sup Ju'(y) ()] = sup |y (u(z)] < [Iy/]] sup Jlu)] = lly"] - [ul.

:BEBE LL’EBE

mostrando que «’ é continuo e ||u’|| < |lu|l. Por outro lado, para cada = € E, de (4.4)
temos

lu(@)ll = sup [y (u(x))| = sup [u'(y)(x)] < [lz]| sup [lu'(y)] = ll=]l - [[«/]],

y’EBF/ y’GBF/ y’GBF/
o que nos permite concluir que ||u'|| = |Jul].
Suponha agora que u seja um isomorfismo isométrico. Devemos provar que u’ é bijetor
e |l ()| = |||, para todo iy € F’. Para verificar que u’ é injetor, note que se ¢ € ker(u’),

entao

0=14'()(z) = ¢¥(u(x)), para todo z € E.

Como u é sobrejetor, isto é, u(E) = F, e ¢ € F’, resulta que ¥ = 0. Para provar a
sobrejetividade de v/, seja 1) € E’. Observe que y' := Y ou~! € F’, e portanto

U () (@) = (W ou)(z) = (Y ou ) (u(x) = ().

Como isso vale para todo = € E, segue que u'(y') = 1, provando que u’ é sobrejetora.
Finalmente, para cada © € E tem-se ||u(x)| = ||z||, donde segue que = € Bp se, e
somente se, u(x) € Bp. Logo, para todo ¢y € F’,

[ ()l = sup [u'(y)(x)] = sup |y'(u(z))] = sup |y (u(z))| = sup [y'(y)| = ¥/,
r€BE r€BE u(z)EBR yEBF

completando a demonstragao. m

Dado u € L(FE; F), aplicando a proposi¢ao acima duas vezes obtemos que o adjunto
u € L(F'; E') e que o biadjunto v” € L(E"; F"), isto é, u” é um operador linear continuo
de E” em F”. Diz-se que u” é uma extensao de u no sentido do teorema a seguir.

Dados espacos de Banach E e F, dizemos que uma funcao f: B/ — F' é w*- w*-
continua se f é continua considerando-se a topologia w* em E’ e em F’.
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Teorema 4.1.3. Seja u € L(E; F). Entdo:

i) u” € L(E"; F") estende u no sentido de que u”oJg = Jrou, isto €, o sequinte diagrama
g g

€ comutativo:

1

E// u F//
JE JF
E “ F

(ii) u” € w*- w*-continuo.
(i) fJulf = [lull.

Mais ainda, u" € o dnico operador em L(E"; F") satisfazendo (i) e (ii).

Demonstragao. (i) Para todos x € E ey’ € F',

(u" o J)(2)(y) = u"(Je(@)(y) = Je(z)(W'(y)) = Je(z)(y o u)
= (' eu)(z) = Jr(u())(y) = (Jr o u)(z)(y),

provando que u” o Jg = Jr o u.
(ii) Seja (2”),cq uma rede em E” tal que 2/ —— 2" € E". Entdo 2/ () — z"(¢)), para

todo ¥ € E'. Como, para todo ¢y € F', v/ (y") € E’', tem-se que z (v (y')) — 2" (' (¢')).
Pela definicao do biadjunto,

W) = T () — (0 () = W)y

para todo ¢y’ € F’. Segue que u”(z”) AN u”(x"), provando que u” é w*- w*-continuo.
(iii) Como «’ é um operador linear continuo de F’ sobre E’, pelo Teorema 4.1.2 temos que
||| = ||v”||, de novo pelo Teorema 4.1.2 tem-se que ||| = ||ul|, logo ||u”]| = ||u]|.

Finalmente provemos a unicidade de u”. Suponha que exista outra extensdo w*- w*-
continua 1" de u. Como T e u” sdo extensoes de wu,

(u" o Jg)(x) = (T o Jg)(x), para todo x € E. (4.5)

Dado z” € E”, pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede (z,)acq em E tal que
Je(xq) % 2" Por (4.5),

u'(2") = w*—liin u'(Jg(24)) = w*- liorln T(Je(zy)) = T(2"),

provando que u” = T. O

4.2 Extensoes bilineares de Aron-Berner

O Teorema 4.1.3 nos leva naturalmente a questionar se existe um resultado anélogo para
o caso de operadores multilineares. Infelizmente, ao contrario do caso linear, o adjunto
de um operador multilinear nao ajuda nesse sentido. Expliquemos a razao: dado um
operador n-linecar A € L(Ey, ..., E,; F), seu adjunto ¢ definido por (veja [5])

A" F' — L(Ey, ..., E;K) AW ) (@, ) =y (A(xy, .. xn)).
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E facil verificar que A’ é um operador linear continuo, e portanto o biadjunto A” também
é um operador linear continuo. Assim, ndo hé como esperar que o operador linear A” seja
uma extensao do operador n-linear A. Isso quer dizer que o caso multilinear demanda
uma nova abordagem.

Um dos primeiros a estudar este tipo de problema foi Richard Arens [2], que encontrou
um modo de estender operadores bilineares continuos entre espacos de Banach ao produto
cartesiano dos biduais. Apresentaremos neste capitulo a construcao de R. Aron and P.
Berner [3| para estender operadores n-lineares continuos, n > 2, ao produto cartesiano
dos biduais (veja diagrama (4.3)). Para facilitar a compreensao do leitor, faremos primei-
ramente o caso bilinear e depois o caso n-linear para n > 2. A notacao se complica no
caso geral, por isso é melhor entender bem o caso bilinear primeiro

Sejam F; e F5 espacos de Banach. Comecaremos construindo a extensao de for-
mas bilineares continuas, isto é, operadores bilineares continuos tomando valores no
corpo dos escalares K. Ou seja, construiremos primeiro as extensoes de formas biline-
ares A € L(E, Ey; K). Sem perigo de ambiguidade, escreveremos L(E7, E2) no lugar de
L(E1, Fy; K).

Para lograr nosso objetivo, dado A € L(E, Ey) queremos construir um operador
A€ L(EY, EY) tal que o seguinte diagrama seja comutativo:

E' x EY K

JBy JEy 4 (46)

E1><E2

isto &, A = Ao(Jg,, Jg,). Mais ainda, de acordo com o que vale no caso linear, gostariamos
também que ||A] = [|A].
Comecemos a construcao: dados x; € Ey, x5 € Es, defina:

A(z1;0): By — K| A(zy;0)(22) = A(x1,22), €
A(07 l’g)i F— K s A(., {L‘Q)(ZL’l) = A(IL‘l,[EQ).
Pelo Teorema 2.2.1 sabemos que A(zq;e) € E} e A(e;x5) € E]. Mais ainda, de
| Az 1; @) (22)] = [Awr, 22)| < [JAI - [[aa]] - [l 2],

| Ao; 22)(21)] = [Az1, 22)| < [JA] - [Jaa]] - (2],

segue que
[ACz; o)l < [[A[l - [lzall e [JA(e;zo) [ < [[A[] - [l2]]- (4.7)

Além disso, como A é bilinear segue que
A(xy + Ay @) = A(z1;0) + AA(y1;0) e A(e; 0+ \yo) = A(e;x2) + AA(e; 1)
para todos x1,y1 € E1, 22,2 € Fr e A € K.

Teorema 4.2.1. Sejam Fy, Es espagos de Banach.
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(a) Dados x| € EY e xly € EY, defina

1

2 L(E, By) — By, 2 (A)(ws) = 2(A(e ) 5 7 = al;

s LB B — B T A o) = A e) s F o=
"

—9 _ . . . P
Entao, para j = 1,2, :B e x”" sao operadores lineares continuos tais que ‘ x

J
o) e ||o7”

//||

(b) Dado A € L(FE4, E»), defina

A B x Bl — K, A2l 2l) = (2 o 2]')(A),

Ay Bl x B} — K, Ay, 2) = (@7 o 2l)(A).
Entio Ay, Ay € L(EY,EY) e Ay e Ay sio extensoes de A no sentido de que
A=A 0 (g, J5) = As0 (Jpy, Jm,).
Mais ainda, ||A| = ||A:]] = || A2||-

~ 5. . .~ —1 2 . .
Demonstragao. (a) E imediato das definigdes que 2z e 2/ sdo lineares continuos e
T || = et

2

= llzgll e ||2%

Vejamos que 27 estd bem definido no sentido de que x_’l’l(A) € E! para todo A €
L(E1, E5). De fato, para todos x9,ys € Fy e A € K|

27 (A) (2 + Mya) = (A9 22 + Aa)) = 2 (A(®; 22) + AA(9;2))
—1 —1
— 2 (A(w;2)) + Al (Ao 1)) = 7 (A)(wa) + AT (A) (1)
e dai segue que :U_’l’l(A) é linear. De (4.7),
—1
27 (A)(x2)] = |2 (A(w; )] < [|24]| - [|ACos 20)]| < || - [1A]] - [,
0 que nos permite concluir que x_’{l(A) ¢é continuo e
—1
127 (A < [|=4]] - 1Al (4.8)
Vejamos que x_’l’l é linear: dados A, B € L(E1, Es) e A € K|
2 (A4 AB)(22) = 2/((A+ AB)(8;25)) = 2/ (A(#;25) + AB(e; 25))
— /(A0 22)) + A (B(w;22)) = 2 (A) () + Ao (B) ()
— (7' (A) + X2 (B)) (wa),

para todo x5 € E5. Entao

2 (A4 AB) = 27 (A) + A2} (B),
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—1
1 7
Ty 1l]. De

5.

(b) Segue diretamente das definigoes que, para todos 77, zj € Ef, j = 1,2, e A € K,

—1 . . L, p
provando que x] ¢ linear. De (4.8) concluimos que z ¢é continuo e

72 . . —2
modo totalmente analogo mostra-se que xf ¢é linear continuo e ||z}

3*%i
TN =T AT j=1,2. (4.9)
Disso segue a bilinearidade de Ay, e de
‘Al 1a$2|_‘ Ty O$1 Ty Oxl - All
' ‘»’C A< g - [l 1A

= 1Al =0 ],

para todos 2% € EY, z € E!, obtemos que A; é continuo e HAlH < ||A]|-
Vejamos que A = A1 o(Jg,, Jg,): para todos x1 € Ej e x5 € Fs, temos

(A0 (Jp, J1)) (@1,2) = Aa(Ug, (1), I (22)) = (Tza(22) 0 Ty (@) ) (A)

1

1

(4)) = Ju(w2) | Teao1) (A)

/
€E,

— T (a9) (JEl (1)

= Tp,(21) (A)(22) = T, (1) (A(#; 22))
= A(o;xg)(xl) = A(x17x2)7

0 que nos permite concluir que Ao (Jg,, Jg,) = A. Além disso, para todos = € F; e
To € EQ,

| A1, 22)| = |(A1 0 (J,, JB,)) (21, )| = [A1(JE, (1), T, (22))]
< A - 1z, (@I - e, (@2) | = || As]] - 2l - [J2]l.

Logo || Al < Hle e assim ||A|| = Hle . De modo anélogo prova-se que A, € L(E;, E,),
AZXQO(JEUJEZ)GHA”:HZQH Il

*

Seja x” € E" entao pelo Teorema de Goldstine, 2" € Jg(E) logo existe uma rede
(z2)aca C E tal que Jg(z)) — 2",

As seguintes caracterizacoes das extensoes de Aron-Berner sao muito tteis e, algumas
vezes, sao apresentadas como suas definigoes.

Corolario 4.2.2. Seja_m Ey, Ey espagos de Banach e A € L(Ey, Ey). Entao as extensoes
de Aron-Berner Ay e Ay de A construidas no Teorema 4.2.1 sao dadas por

A (2, ) = limlim A(z4,, Ta,) €
as o

Ay(2], 25) = limlim A(za,, Za, ),
a1 as

*

onde (Ta,)ayeay s (xaz)OQEQQ sdo redes em By e By, respectivamente, tais que Jp, (Ta,) —
) € B e Jg,(Tq,) AN xhy € B,
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Demonstra¢ao. Como Jg, (xa,) N xY, entao Jg, (xq,)(x)) — 2{(2}) para todo 2| €
Ef. Logo z(x.,) — 2/(x)) para todo 2| € E] e, em particular, A(e;x2)(zs,) —
x| (A(e;25)) para todo zy € Ey, isto ¢,

2 (A(e;1y)) = 13}1}1 A(®;x9)(x0,) = lim A(z,,, 22), para todo xo € Es. (4.10)

a1

Do mesmo modo, como Jg,(Zq,) AN xy, entdo Jg,(ra,)(2h) — a4(x),) para todo @, €
El. Logo z4(x4,) — x4(2)) para todo z, € El). Mas, para cada A € L(Fy, E,), tem-se

que :c_’l’l(A) € El, assim
21 (A(320,)) = 7 (A)(20) — w5 (2] (4))
pelo Teorema 4.2.1, e de (4.10),

(o}, 2f) =25 (2] (A) = 25 (@] (A)) = lima{(A(e; 7,,)) = limlim A(za,, 7a,),

a2 Q2 Q]

provando a primeira identidade desejada.

Para a segunda identidade, como Jg, (4,) SN xh, entdo Jg, (T4,)(xh) — xb(xh) para
todo i, € FY, donde segue que x4(z,,) —> x4(x}) para todo i, € F) e, em particular,
A(z1;0)(24,) — 25(A(x1; @) para todo x1 € Ey, isto é,

15 (A(z1;0)) = lim A(zy; @)(74,) = lim A(x,,, 1), para todo r; € Fj. (4.11)

a2 a2

Por outro lado, como Jg, (x4, ) AN xy, entdo Jg, (z4,)(x]) — 2(x}) para todo | € EY,
e portanto 2 (x,,) — z7(2}) para todo 2} € E|. Mas :)3_’2’2(/1) € B, e assim
—2 —2
75(A(7a,: ) = 5 (A)(20,) — 2 (25 (4))
pelo Teorema 4.2.1, e de (4.11),

(el o) = 2] (7 (A) = o} (5 (A)) = lima§(A(a,; #)) = limlim Az, , Za,),

a1 ap a2
completando a demonstragao. O]

Como ja dito, os operadores bilineares A; e Ay do Teorema 4.2.1 sdo chamados de
extensoes de Aron-Berner do operador bilinear A € L(E;, Es). A pergunta obvia é se
essas extensoes sao iguais. Comecamos com um exemplo em que as duas extensoes de
Aron-Berner sao iguais.

Exemplo 4.2.3. Considere o operador
Ascoxco — K, A((zn);Zy, (Un)nz1) = 22 - Y.

E imediato que A é bilinear, continuo e ||A|| = 1. Queremos estender A a ¢ff X ¢ = loo X loo.
Para isso, defina

Al x by — K ) Z((xn)iozlv (Yn)ne1) = T2 - Ys.
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De novo é imediato que A € L({, {+) € um operador bilinear continuo. Como o mergulho
candnico J,, é na verdade a inclusao ¢y < l, isto é, J.,(z) = z, para todo z € ¢y, temos

(A © (‘]Co’ Jco))<$7y) = A(JCO(:L’), J00<y)) = A(xvy) = T2 Yo = A(I7y)7
para todos = (2,)°%,,y = (¥,)%%, € co. Disso segue que Ao (J,,J,) = A, ou seja, A
estende A, e |A]| = ||A]| = 1.
Vamos provar agora que as duas extensoes de Aron-Berner de A coincidem com
A e portanto sdo iguais. Para isso sejam x = (7,)%,,y = (Yn)2, € ) = Iy e
(xal)a16917(y02)02692 redes em Co, onde Loy = (xn,al)n:1 € Yo, = (yn,cm)zozl, tais que

Jeo(Tay) “re Jeo Yoy ) N y. Da definicao da topologia w*, para toda sequéncia
A= ()i € = b

D ATnar = MTa,) = Joo (Ta,)(A) —> 2(A) =Y Ay e
n=1 n=1
Z AnYn,c = MZTay) = Jeo(Tay)(A) —> y(A) = Z AnYn-
n=1 n=1

Tomando primeiramente A = e; = (0,1,0,0,...) e depois A = eg = (0,0,0,0,0,1,0,0,...),
obtemos
L2000 =7 T2 € Y600 — Yo-

Do Corolario 4.2.2 resulta que

A (z,y) = limlim A(za,, Yo,) = Imlim(xs 4, « Ys.a,) = lim <11m T al) “ Y6 a9

az Qa1 ay Qi asg

= lim(z3 - Ys,0,) = T2 - M Y6 0, = T2Ys = Z(a:, Y) = Toys = <lim l’gﬂl) - Y
[e %} [e%) ai

= lim (22,4, - Ys) = lim ($2,a1 - lim yﬁm) = limlim (22,0, - Y6,00)
aq a1 a2

a] Qg

= limlim A(%a,, Ya,) = ZQ(% Y),

@] Q2
provando que A; = A = A,.

Do Corolario 4.2.2 sabemos que as extensdes de Aron-Berner A e Ay de A coinci-

dem se, e somente se, limlim A(z,,, Ta,) = limlim A(z,,,Z4,). No exemplo acima isso
Q2 Q] a1 Q2

acontece, mas no exemplo a seguir (obtido em [4]) veremos que nem sempre podemos
intercambiar esses limites, ou seja, as extensoes de Aron-Berner podem ser distintas.

Exemplo 4.2.4. Considere o operador

[e%¢) n k‘
A: 61 X 61 — K A((In)n 1> y" n= 1 Z < k 1yk> ‘
n=1 k=1 +

_Z|n| ( _’f_1|yk|>

Dados x = (z,)22, e y = (yn)g‘;l em /1,

o n k:

Yk

n=1
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< laal >yl =zl -yl (4.12)
n=1 k=1

provando que A estd bem definida. Vejamos que A é bilinear: dados x = (2,)5,,y =
(Yn)nz1: 2 = (zn)n € e A EK,

Az, y+ Az) = an<zk+1yk+/\2k))
—z%(zmw > itre)
= k+1 n=1 k=1 +1

—A +)\sz

o

Uma vez provado que A é bilinear, sua continuidade segue de (4.12) e também o fato de

que ||A]| < 1. Observe que, para todo n € N, e, € By, e A(e,, e,) = %, logo
n

|A|| = sup{|A(x,y)| : z,y € B, } > |A(en, e,)| = nL—i-l’ para todo n € N.

Tomando o limite quando n — oo, concluimos que ||A]| > 1 e portanto ||A| = 1.

Nosso objetivo neste exemplo é mostrar que as duas extensoes de Aron-Berner de A,
denotadas por A; e A; no Teorema 4.2.1, ndo sdo iguais.

Observe que (e,)p2; € By, logo a sequéncia (J, (€,))52; estd contida em By que
é compacta na topologia fraca-estrela, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki. Pelo
Teorema 1.6.7, existem z € By e uma subrede de (J, (€,))52;, digamos (Ji, (€4(a)))ace;

tal que Jp, (ep(a)) AN z, onde p: 2 — N ¢ uma funcao crescente, cofinal em um conjunto
dirigido €2. Pelo Teorema 1.6.6, z ¢ um ponto de acumulagao na topologia fraca-estrela
da rede (Jy, (€,,))2

n=1"

Afirmagdo: A(z,2) =1=|| Al = || AL

Provemos a afirmacao: como Jy, (€p(a)) ", 2, toda subrede da subrede (Jo, (eo(n)))aca
converge para z, isto &, se (Ji, (eu(p(8))))sen € uma subrede da subrede (Jy, (ex(n)))rcq,
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tem-se que Jo, (€p(u(s))) 75 2, onde ¥ A —» Q 6 uma funcio crescente, cofinal em um
conjunto dirigido A. Pelo Corolario 4.2.2,

Ai(z,2) = lign lim Aleon), eo(p(s))-

Y
Da definicao de A, fixando 5 € A, lim A(e,(r), €p(w(s))) = P(0(5)) e assim
’ RN p((8) +17
p((9))

Provada a afirmacao, para mostrar que A; # A, basta mostrar que, para todos a,b €
By, As(a,b) # 1. Suponha, por absurdo, que existam y,w € By tais que As(y, w) = 1.
Pelo Teorema de Goldstine existe uma rede (yg)geq em By,, onde yg = (yi )5, para

cada [, tal que Jg, (ys) " w. Provemos que Y g ) para cada k£ € N. Suponha o
contrario, isto ¢, que exista um ky € N tal que a rede (yx, s)seq ndo convirja para zero.
Neste caso existe § > 0 tal que

para todo 3 € Q, existe 8 € Q, 8 >  tal que Yo.5| = 0. (4.13)

Vejamos que o conjunto A = {8 € Q : 3 > /3 para algum # € Q} é um conjunto
dirigido com a mesma relagao do conjunto dirigido (€2, <). De fato, como A é um sub-
conjunto do conjunto dirigido €, é claro que 5 < " para todo 5 € Ae,se f < a e
o < p,entdo B < p, paratodos B,a,p € A. Sejam agora 5 ,a’ € A. Entdo 8,0’ €
e existem (,a € Q tais que 3 > B ea > a. Como  é um conjunto dirigido existe um
peQtalque B <pea <p, assimp> e p>aeportanto p € A. Em resumo, existe
p € Ntal que f < pea <p, provando que (A, <) é um conjunto dirigido.

Defina ¢: A — Q , ¢(f) = . E claro que ¢ é crescente (na verdade, nio-
decrescente). Vejamos que ¢ é cofinal no conjunto dirigido A: dado 5 € €2, por (4.13)
existe B € Qtal que B3 < ', eentio B € Ae B <3 = p(B). Isso prova que o é cofinal
em A. Assim, fop: A — K é uma subrede darede f: Q — K, f(8) = yx, 5, que satisfaz
a seguinte condicdo: todo 8 € A, f(p(B)) = f(B) = Y, 5 € tal que |y, o[ > 0. Além

disso, como Jy, (yp) N w, toda subrede da rede (Jy, (y5))seq também converge para w

na topologia fraca-estrela. Segue que a subrede (Jg, (Y5))gecn ¢ tal que Jp, (yg) 0w,
Dai, para qualquer x = (z,)3%, € By,,

|ZQ<‘]€1 (:L'), w)’ =

lim A(z,yy)| = lim [A(z, yy )| (4.14)
g e

Mais ainda, como a série A(x,y) é convergente, para todo € A,
m n k

3 ()|

n=1 (k:l k + 1

< tim S ol (30—l

T m—oo Pt k+1 B

n=1

|A(z,yy)| = lim
m—0o0
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[oe) o k/‘
Z T (Z —lykﬂ |>
n=1 k=1 k +
:Z‘xﬂ( Z — gl + 5‘)
n=1 k1k7&kok+1 k+1 ’
< leal | Do gl T s
n—1 k=1,k£ko 0
- ko
=Nzl | > lupl | + (= lwkos| ) lzlh
ko+1
k=1,kko
< S ko
AS Z Y5 + o+ 1’%0,5”
k=1 k+%ko

= ; s | = 1Ukopl | + m|yko,5’|

ko
= lys llh = Yp, | + m|yko,/3’|

k
§1—5(1— 0 >_:1—M, M > 0.
ko + 1

Isso nos permite concluir que |A(x,yy )| < 1 — M, para todo B € A e para todo € By, .
Como y € By, pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede (74)acq, S Be, tal que

Jo, (o) SN y. Pelo Corolario 4.2.2 e de (4.14),
1 = [Ay(y, w)| = limlim |A(zq, yy)| <1— M <1,
a g

contradicao essa que nos leva a concluir que, para cada k € N, y; 5 NG
(o]

€
Dado z = (z,);2, € By, para todo € > 0 existe ng € N tal que Z lz,| < 7@
n=ng+1

k
kE+1

(% 250 Assunz
k=1

k
como para cada k € N, y;, 3 Z, 0, entao 1 Yk, 5| Oe

€
portanto podemos escolher 5y € €2 tal que para todo 8 > [, tem-se Z Y| < 7
k

— k+1
Segue que, para todo 5 > [,

Az, yp)| < Z | (Z kil’yw')
- Z| . (Z lem) > o (Z — |yk,ﬁ|>

n=ng+1

< (Zk+1|yk5|>2\xn\+ > o (Z ‘ |yk,ﬂ|>

n=ng+1 k=1

8
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no k 0o
o) Sl + 3 bl (Yol
k

(k: n=1 n=ng+1
= Al |l + [lysll ||
k=1 k + n=ngp+1
no k 00
< P |yk,6| + Z 70| <e,
k=1 n=ng+1

isto &, li/‘gn A(x,yz) = 0, para todo = € By,. Dai,
1 = Ay(y,w) = lim lign A(xa,ys) = 0.

Essa contradicio provém da suposicio de que Ay(y,w) = 1, o que nos faz concluir que
As(y, w) # 1 para todos y,w € By. Dessa forma, tomando z € By como ponto de

acumulac@o na topologia fraca-estrela da rede (Jy, (e,,))52 ;, temos

A(z,2) =1 # As(z,2).

Até agora aprendemos apenas estender formas bilineares continuas ao produto car-
tesiano dos biduais. Faremos em seguida o caso vetorial, isto é, operadores bilineares
continuos tomando valores em espacos de Banach, e mostraremos que neste caso valem
os analogos do item (b) do Teorema 4.2.1 e o Corolario 4.2.2.

No seguinte teorema, x_;-’l e a:_;/ , J = 1,2, sao como no Teorema 4.2.1.
Teorema 4.2.5. Sejam E, Ey, F espacos de Banach e A € L(Ey, Ey; F). Defina:
A B x B — F" | A(2},25)(y) = (9(;21 ox!! )(y o A), para todoy' € F'e
Ay BY x B — F" | Ay(2f, 25)(y)) = (x_12 oy )(y o A), para todo y' € F'.
Entio Ay, Ay € L(E!, EJ; F") e A e Ay sdo extensoes de A no sentido de que
Ao (Jg, Jg,) =JroA=Ayo (Jg, Jg,).
Mais ainda, ||Ay|| = ||Al| = || A2

Demonstragio. De (4.9) segue a bilinearidade de A; e pelo Teorema 4.2.1, tem-se

"o Al

x2 oxl

|A1 $17 2 ’ 5152 o951
‘ Y AL < 250 =71yl - 1Al
= [[IA[l - [lz31] - [l ]| - [/l

para todo y € F7. Segue que |[A,(f, 48)| < ] - ] - ], o qne nos permite concluir

que A; é continuo e |A;| < ||A]. Vejamos que A; o (Jg,, Jg,) = Jr o A: de fato, para
todos &1 € Ey, 20 € Ey ey € F,

(Ao Uy Jz.)) (21,22)(y) = A, (21), T (@) (3) = (Tma(@2) 0 T (1)) (0 0 A)
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= Tpa(wa) (JE1 (1) (¢ o A)) = Jp,(72) (JE1 (71) (' o A))

= Tr, (1) (5 0 A) (@) = T, (1) (3 © A)(#2))
= (y o A)(e;32) (1) = (¥ 0 A) (1, 22) = ¥/ (A(z1,22))
:JF<A<x1,x2>><y’>=<JF A) (21, 22)(y).

Finalmente, de (4.4), temos

|A(21,29)| = sup [y (A(z1,22))] = sup |Jr(A(z1,22)) ()]

yIEBF/ yGBF/
= sup [(Jpo A)(z1,22)(y)| = sup |(Aio (Jg,, Jp,)) (w1, 22)(¥)]
y'€BE y' €EBps
= sup [ AL (Tey (1), Ty (22)) ()] = || A1 (T, (1), T, (22))]|
y' €Bpy
< A Tz (@] - 1Tz (@) = [JA |- [l - ]I,
para todos x1 € Ey, 72 €. Segue que [[A[| < |A1|| e portanto ||A;]] = ||A|l. De modo
analogo, se mostra que o operador A, é um operador bilinear continuo, estende A e
[A2]| = [|A]l O

Corolario 4.2.6. Sejam Ey, Ey, F' espagos de Banach e A € L(Ey, Ey; F). Entao as
extensoes de Aron-Berner Ay e Ay de A construidas no Teorema 4.2.5 sao dadas por

Ay (2], 25) () = limlim(y' o A) (24, Ta, ), para todo y' € F' e

Q2 o

Ay(2l, 25)(y) = limlim(y/ o A)(%a,, Za,) para todo y' € F'

a1 a2

*

onde (Tay)ay ey ($02)02€QQ sdo redes em By e Fy, respectivamente, tais que Jg, (Tq,) —
] € EY e Jg,(xq,) N xh € EY.
Demonstragao. Para caday’ € F’, temos y' oA € L(E1, Es). Logo, pelo feito no Corolério

4.2.2.
a:_’l’l (v o A)(x2) = lim(y' 0 A)(x4,,72), para todo zo € Fs.

a1

Além disso,

”1( (y 0o A)) = x’Q’(x_’l’l(y’ o A)) = limz” (y o A)(z,,), para todo x; € Ey

a2

e assim, pelo Teorema 4.2.5,

Zl(x/l/,xg)(y/) = x_gl(x_’l’l(y’ oA)) = llmx (y 0 A)(T4,) = limlim(y' o A)(Ta,, Tay,),

a2 Q2 o1

para todo v’ € F’. De modo analogo, mostra-se que

Ay, 25) (/) = limlim(y' o A)(24,, Ta,), para todo y' € F.

a1 a2
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4.3 Coincidéncia das extensoes bilineares

Nos exemplos 4.2.3 e 4.2.4 vimos que as extensoes A; e A, de um operador bilinear
A € L(Ey, Es) no Teorema 4.2.1 as vezes coincidem e as vezes nao coincidem. Neste segao
estabeleceremos condices sob as quais as extensdes A; e Ay do operador A € L(E}, Ey; F)
no Teorema 4.2.5, e portanto aquelas do Teorema 4.2.1, coincidem. O primeiro resultado
é o seguinte.

Lema 4.3.1. Sejam E\, Es, F' espacos de Banach e A € L(FEy, Ey; F). Se A tem uma
extensao A € L(EY, EY; F") separadamente w*- w*-continua, entdo A € unica, isto é,
qualquer outra extensao separadamente w*- w*-continua coincide com A.

Demonstra¢ao. Suponha que Ac L(EY, EY; F") seja uma extensao de A separadamente
w*- w*-continua. Devemos provar que A = A, e para isso sejam =z € EY, z§ € EY.
Pelo Teorema de Goldstine, para cada j = 1,2 existe uma rede (q,)a,ec0; em Ej; tal que

JE, (a;) SN 4. Dai,
A2}, a%) = w* lim A(Jp, (2a,), 75)
[e51

= w* limlim A(Jg, (2a,), J5, (Tay))

a] ag

= w* limlim(A o (Jg,, J5,)) (Tay, Ta,)
(o5} a9

=w" lim llm(JF o A)(xal ) 'raz)
a1 o2

= w* limlim(A o (Jg,, J5,))(Za, , Tas)
[ e D)

= w* limlim A(Jg, (a,), J5, (Tay))

a] ag

= w* lim A(Jg, (za,), 24) = A2, 22).

]

Observe que o Lema 4.3.1 nos diz que se as extensoes de Aron-Berner A;, A, de A €
L(Ey, Ey; F) forem separadamente w*- w*-continuas, entdo A; = A,. Entretanto, nem
sempre isso é verdade. Para comprovar este fato, suponha que as extensoes de Aron-Berner
A, Ay de A € L(Ey, Ey; F) sejam separadamente w*- w*-continuas. Pelo Lema 4.3.1
terfamos que A; = A,, mas no Exemplo 4.2.4 mostramos que isso nem sempre acontece.
Ent&o, naquele caso, pelo menos uma das extensoes A; ou A, nio é separadamente w*- w*-
continua. O maximo que vale, em geral, em relacao a continuidade w*- w* da extensoes
de Aron-Berner é o seguinte:

Proposicao 4.3.2. Sejam E, F,, F espagos de Banach, A, e Ay as extensoes de Aron-
Berner de A € L(FEy, Es; F). Entao.

(a) Para cada x) € EY e cada xo € Fy, 0os operadores
Ai(afso): By — F", Ay(af; e)(ay) = Ay(af:ay),
A0 Tpy(w2)): BY — F" Ao Jp,(22))(2) = As(2Y, Jp,(22)),

$a0 wW*- w*-continuos.



52

(b) Para cada x4 € EY e cada x1 € Ey, os operadores
Ay(e;al)): B — F" | Ay(e; ) (2) = Ag(al; 2),
Ay(Jp, (21);0): By — F" , Ay(Jp, (11); 0)(25) = Aa(Jp, (21), 23),
840 w*- w*- continuos.
Demonstracio. (a) Vejamos que para cada x? € EY, A,(z"; e) é w*- w*-continuo. Para isso
seja (77, )azen, uma rede em £ tal que x> @y € EY. Entdo 2/, (x) — 24(xh) para

todo x4, € F),. Paratodoy’ € F'| x (y oA) € F}, logo z!l (z Yl(y’oA)) — x’Q’(:v_’l’l(y’oA)),
isto é, para todo 3/ € F', Ay(a, x aZ)(y) — Ay (2 2)(y/). Dai,

Ay(af; 0)(x5,)(y) — Ai(al; 8)(23)(y) para todo y' € F,

a2

isto &, A;(2/; e)(xL,) LA (z//; ®)(z4), provando que A,(z7;e) é w*- w*-continuo.
Vejamos agora que para todo o € Ey, Aj(e;Jg,(13)) é w* w*-continuo. Para isso

seja (x al)alegl uma rede em EY tal que z/, 5 o € BY. Entao x, () — x{(x}) para
todo z} € Ej. Para todo v/ € F', (v o A)(o xy) € EY, logo

A5 T (@) ()W) = D@, T (22)) () = T () (27 (0 0 4))
= (7' 0 ) (2) = (4 0 A)(o322))
- l}lrln xgq (Y o A)(e;15)) = llm x” (y o A)(xs)

— liarPZl( L Tm (22))(Y) = lgflAl(% I, (2)) (25, )(Y),

donde segue que A;(e; Jg,(x2)) (L)) N A (o I, (2))(z]), ou seja, A;(e; Jg,(13)) &
w*- w*-continuo.
(b) Segue de modo totalmente similar ao item (a). O

Um primeiro resultado que nos diz quando as extensdes de Aron-Berner A; e A, do
operador A € L(FEy, Ey; F) coincidem ¢é o seguinte:

Teorema 4.3.3. Seja A € L(Ey, By F). Se A tem uma extensio A € L(EY, El;F")
separadamente w*- w*-continua, entdo as duas extensoes de Aron-Berner de A coincidem
com A isto €, A= Ay = Ay. Em particular, as extensoes de Aron-Berner Ay e Ay sdo
separadamente w*- w*-continuas.

Demonstragao. Sejam 7 € E, j = 1,2. Pelo Teorema de Goldstine, existem redes

(Ta;)a,en; em Ej tais que Jg, (24,) - zf, j = 1,2. Pela Proposicao 4.3.2,

Z(x'l’, ry) = w*- lim g(a:’{, Jg,(Ta,)) = w*- lim lim/T(JE1 (Tay)s Iy (Tay))

() Q2 Q]
= w*- lim lim(/Nlo (Jey, Iy ) ) (Tay Tay) = W' imlim(Jp 0 A) (20, Ta,)

= w* limlim (4 o (Jg,, Jp,)) (Tay, Ta,) = w* limlim Ay (Jg, (o, ), JE, (Tay))

a2 o1 Q2 o1
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= w*- limlim A, (&; Jg,(74,)) (Jg, (Ta,)) = w*- lim A; (e; Jg,(24,)) (2))
a2 o1 a2

= w*- lim Ay (27, Jg,(2a,)) = w*- lim A (2; 8)(Jp,(Ta,))
a2

a2
= A, (xlf; ’)(3?/2/) = Zl(iﬁﬁ', x’z’),
0 que prova A= El. Analogamente, prova-se que A= ZQ. ]

O Teorema 4.3.3 nos diz, em particular, que se uma das extensoes de Aron-Berner
A, ou A, for separadamente w*- w*-continua, entdo A; = A,. Mas do Exemplo 4.2.4
podemos concluir que, em geral, as extensdes de Aron-Berner 4; e Ay nem sempre sao
separadamente w*- w*-continuas. Agora podemos concluir que, neste caso, ambas as
extensoes nao sao separadamente w*- w*-continuas.

O seguinte lema e a teoria de operadores fracamente compactos nos levarao a condicoes
que garantem quando as extensoes de Aron-Berner sdo separadamente w*- w*-continuas
e, portanto, coincidentes.

Lema 4.3.4. Sejam Ey, Ey, F espacos de Banach, A € L(Ey, Ey; F) e Ay, Ay suas exten-
soes de Aron-Berner de A. Entao, para todo y' € F', os operadores

Alyl: E1 — Eé s Aly’(xl) = (y, o A)(.ﬁUl, .)

Agy: By — By, Aoy(22) = (Y 0 A)(e;22)
sao lineares e continuos. Além disso, A, (15) = Y (y o A) e Ay (7)) = x_’l/l (v o A).

Demonstragao. Vejamos que, para qualquer y' € F', Ay, € L(Ey; E)). Para isso, sejam
x1,y1 € E1 e A € K. Para qualquer x4 € Es,

Ary (21 + Ayn)(22) =

0 que nos permite concluir que Ay, ¢é linear. De (4.7),

[Ary ()l = [[(y" 0 A)(zr; @)l < lly" 0 All - flwa | < [[Y'[] - 1A - [l ],

donde concluimos que A;, é continuo e ||Ay,|| < ||v/] - |A]]. Além disso, para todos
b e FE)er € E,

Al () (21) = 25(Ary (21)) = 25((y 0 A) (w1 #)) =25 (4 0 A) (1),

provando que A}, (z5) = x2 (y o A). De modo similar obtemos que, para cada y' € F”,
Agy/ S E(EQ;E/> € A/2y’ == 1 (y OA). ]



o4

Definicao 4.3.5. Sejam FE, F' espacos de Banach. Um operador linear T: F — F
é compacto (fracamente compacto, respectivamente) se T(Bg) é compacto (fracamente
compacto, respectivamente) em F.

E claro que todo operador compacto é fracamente compacto e todo operador fraca-
mente compacto é continuo.

Teorema 4.3.6. As sequintes afirmagoes sao equivalentes para um operador T € L(E; F):
(a) TV € L(F'; E') € w*- w-continuo.
(b) T € fracamente compacto.
(c) T"(E") € Jp(F).

Demonstracao. Veja |14, Teorema 2, pag. 482 e Lema 7 pag. 484] O

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de £ em F' que sao compactos
(fracamente compactos) sera denotado por IC(F; F') (W(E; F') respectivamente).

Da Proposicao 4.3.2 ja sabemos que, para cada x? € EY, Ai(z/;e) é w*- w*-continuo;
e, para cada 24 € EY, Ay(e;2Y) é w*- w*-continuo. A seguinte prop051gao estabelece uma
condicao suﬁ(nente para concluir que A; e A, sdo separadamente w*- w*-continuas.

Proposicao 4.3.7. Sejam Ey, Ey, F espagos de Banach, A € L(Ey, Ey; F) e Ay, Ay as
extensoes de Aron-Berner de A. Entao:

(a) Se L(Es; E)) = W(Es; EY), entdo, para cada x4 € EY, o operador
Aj(o;2l)): B — F" | Aj(e;25)(2) = Ay (2 2),
€ w*- w*-continuo.
(b) Se L(Ey; EY) = W(Ey; EY), entdo, para cada x| € EY, o operador
o(elie): Y — P Ao(eli) (o)) = Aa(elia),
€ w*- w*-continuo.

Demonstragdo. (a) Seja xy € Ej e tome (2, )a,cn, Uma rede em £ tal que i> x] €
EY. Pelo Lema 4.3.4, para qualquer y €Fo operador Agy: By — Ef & hnear e continuo,
e por hipétese Ay, ¢ fracamente compacto. Pelo Teorema 4.3.6, Ay, B — Ej € w*- w-

contimuo, logo Ay, (), ) — Ab,(x7), donde segue que z§(Ah, (xl, ) — x5 (AL, (7).
Pelo Lema 4.3.4 temos x) (Fc’ul (v o A)> — (:p_’l’l (y' 0 A)). Disso segue que, para todo
y er,

lim Ay (e 25) (2,) (') = lm Ay (2, 25) (') = Ai (o, 25)(y) = As(&; 2) (@) (y),
o que implica que

Ay (o325) (2, )(y') — Ai(e:25)(21)(y), para todo y' € F.

Provamos que A; (o; 2%)(z) AN A (e;24)(2) e portanto A;(e;2%) é w* - w*-continuo.
O item (b) segue de forma totalmente analoga.
[
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Observe que o Lema 4.3.1 nos diz que se todas as extensoes de Aron-Berner foram
separadamente w*- w*-continuas entdo A; = A,, enquanto que o Teorema 4.3.3 nos diz,
em particular, que se uma extensao de Aron-Berner é separadamente w*- w*-continua,
entdo A; = Ay. Assim temos o

Corolario 4.3.8. Sejam E\, Es, F' espagos de Banach. Se L(Ey; Ey) = W(E; Ey) ou
L(Ey; BY) = W(Ey; E}), entio para todo A € L(Ey, Ey; F) tem-se Ay = A,.

Demonstracao. Pelo Proposicao 4.3.7 temos que, para cada x’z’ € BY, Ai(e;1)) é w- w*-
continuo e pela Proposigdo 4.3.2 temos que, para cada z{ € EY, Aj(z];e) é w*- w*-

continuo. Dai, A; é separadamente w*- w*-continua e do Teorema 4.3.3 segue que A; =
As,.

O

O Corolario acima nos da uma condi¢ao suficiente para mostrar que as extensoes
de Aron-Berner de uma forma bilinear sao iguais. A pergunta Obvia é se essa mesma
condicao, ou seja, a hipotese do corolario acima, também garante que as extensoes de
um operador bilinear a valores vetoriais sao iguais. Mais precisamente: se todo operador
linear continuo de F; em EJ/-, i #7,1,j € {1,2}, é fracamente compacto, sera que, para
todo operador A € L(E, Es; F), existe uma tnica extensao do operador A separadamente
w*- w*-continua que ainda preserve a norma?. Em seguida mostraremos que a resposta é
afirmativa.

Lema 4.3.9. Sejam E,F espagos de Banach e T € L(FE;F). Entao T € fracamente
compacto se, e somente se, para cada x" € E" o operador T"(z"): F' — K € w*-
continuo.

Demonstracao. Suponha que T seja fracamente compacto. Seja (y,)acq uma rede em F”

tal que v/, %/ € F'. Entéo yh(z) — v/(z), para todo z € F. Como T é fracamente
compacto, pelo Teorema 4.3.6 temos T"(E") C Jp(F). Assim, para cada 2" € E" existe
y € F tal que T"(2") = Jp(y). Disso segue que

(")) = Jr()(y) = ' (y) = limy, (y) = lim Jr(y)(y,) = Hm T"(2")(yq),

provando que, para cada z” € E” o operador T"(z") é w*-continuo.

Reciprocamente, suponha que, para cada x” € E”, o operador T"(z"): F/ — K seja
w*-continuo. Pela Proposigdo 1.7.3, existe z € F tal que 7"(2") = Jp(x) e do Teorema
4.3.6 segue que T' é fracamente compacto. ]

Teorema 4.3.10. Sejam Ey, By espagos de Banach e A € L(Ey, Ey). Se L(E; E)) =
WI(E;; EY), i, = 1,2, i # j, entdo existe uma tnica extensio A€ L(E] EY]) de A
separadamente w*-continua. Além disso, || Al = ||A]|.

Demonstracao. Para cada x1 € Fy, A(xq;e) € Ef. Pelo Lema 4.1.1 existe uma tnica ex-
tensdo A(z1;e): EY — K linear e continua de A(x;e) que é w*-continua e ||A(z; e)|| =
|A(xy; @)||. Dado 25 € EY, defina

AZ‘IQI: El — K, Ax’z’(xl) = A(:Cla.)(xg)
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Observe que, para todos x1,y; € F1 e A € K,

A1+ Ayr; o) (2) = 25 (A1 + Ayr; ) = a5 (A(21; 0) + AA(ys; @)
= x5(A(1; 0)) + A5 (A(yr; 0)) = A(wy1; 0)(25) + AA(y1; @) (73)
= (A(w1; @) + AA(y1; @) (25),

para todo zy € Ey. Disso segue que Ay & linear e de

Ay ()] = [Aer; ) (o)| < |[ATer; )] - 1ot
= Az )ll - ol < AN - ol - gl < AN - 25 -l )

concluimos que Agy é continuo e [[Ay| < [|A| - [[25]]. Sendo A,y um funcional linear
e continuo, pelo Lema 4.1.1 existe uma tunica extensao Axg. E{ — K linear continua
de Ay que ¢ w-continuo e ||Auy|| = [|Au. Além disso, se 24,45 € Ej e A € K,
entao A ingy = Azy + AAyy, Mais ainda, definindo os operadores Ay gy, Agy e Ay
como acima, temos que cada um desses funcionais sao lineares continuos, portanto pelo
Lema 4.1.1 existem tnicos operadores lineares continuos A AW A, ye Ayu que esten-
dem Agyyny, Ay e Ay respectivamente, onde cada um desse func1onals é w*-continuo.
Consequentemente, para todo x; € Ej,

((Zzg + )\Zyg) 9] JEl)(CCl) = (Zx/z/ + )\Zyé’)(JEl (.I'1>> = z$/2/<JE1 (1'1)) + )\Zylzl(JEl (.1'1))
= (Zzg o JEl)(fL’1> + /\(X 1 O JEl)(xl) = Amg($1> + )\Zyé/(xl)
= (Ail?g + )‘Ayg)( ) A:c”—i-/\y”(xl)

provando que A,y + AA,y estende Agyy o,y e ¢ w'-continuo, Mas como Ay y,y ¢ 0 tnico
. * , e _ e e
funcional w*-continuo que estende Ay, segue que Agyy oy = Agy + AAyy. Defina

A: B x By — K, Az}, 2%) = Ay ().
Vejamos que A € L(E!, EY). Para todos 2,y € E ¢ X € K,
Al + M 1) = Ay 0+ Agf) = T () + Ny () = Al ) + Ay, 27,
e, para todos x4,y € EY,

A, 2+ M) = Augngy () = (Auy + M) (a)
Agy (@) + My () = A}, ) + NA(2f, 3).

Isso prova que A é bilinear. De

Aat, a5)

= [y < g

210 = 1 Aag I - 2y 1| < AN -l - (125,
concluimos que A ¢ continuo e ||A| < ||A||. Para todos z; € Ey ¢ x5 € Es,

(’Z(O (JEN JE2))<SC17 1}2) = AV(JEl (SC1>, ']E2 (1}2)) = ZJEQ(@)(JEl (561))
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= (ZJEQ(mQ) o Jp,)(11) = AJEQ(xz)(ﬂfl) = m@fm(xz))
= (A(x1;0) 0 Jp,) (x2) = A(x1; @)(22) = A2y, 22),

provando que Ao (Jg,, Jg,) = A, isto ¢é, A estende A. Como ng ¢ w*-continuo, segue que

A é w*-continuo na primeira variavel. De

Alar,a)| = | (Ao (T, J)) (21,2)| = | AT (@1), T (22)
<A g ) - 1z @) = AN - ] ol

obtemos ||A|| < ||A]|, portanto ||A|| = ||A]. Finalmente vejamos que, para cada 2 € EY,
A(xY;e): E] — K é w*-continuo. Para isso, considere o operador

T: El — Eé s T(xl) = A(l’l,.)

T(xy+ Ay1) = A(zy + Ayr; @) (z2) = A(w1;0) + AA(ys; 8) = T'(w1) + AT (1)

[T ()l = [|AGes; o)} < A - [l ],
obtemos que T € L(Ey; E)) e ||[T|| < ||All. Dado 2 € EY, podemos tomar uma rede

(Tay)aneq, em Ey tal que Jg, (z4,) N x. Como T" é w*- w*-continuo, T"(Jg, (%, )) N

T"(z). Portanto, para todo x4,
T"(wy)(23) = I T (Jp, (2a,)) (23) = Um(T" 0 Jp, ) (20, ) (22)

= tim(J, © T)(0,) (25) = lim T, (T(0,)) (23)

= i a(T(r,)) = T §( Az, #))

= lim A(z,,; 0)(23) = lim Ay ()

= lgln (ng o JEI)(xal) = 1311?121,2,((]&(%))

= Ayy(ay) = Aaf, 25) = A(af; 0)(5).
Segue que T"(z) = A(x/; ). Como T ¢ linear e continuo, por hipotese sabemos que 71" é
fracamente compacto. Pelo Lema 4.3.9, T"(z7) é w*-continuo, logo A(z7; @) é w*-continuo,

0 que nos permite concluir que A é separadamente w*-continuo. A unicidade de A segue
do Lema 4.3.1. O

A seguir mostraremos o caso vetorial do Teorema 4.3.10 e, mais do que isso, mostra-
remos a reciproca desse teorema.

Teorema 4.3.11. As sequinte afirmacoes sao equivalentes para os espacos de Banach
By, Es.

(a) L(E;; EY) = W(E;; EY) para todos i,j = 1,2, 1 # j.
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(b) Para todo espago de Banach F, todo operador A € L(Ey, Ea; F') admite uma dnica
extensao A € L(E], EY; F") de A que é separadamente w*- w*-continua. Além disso,

[Al = NI All
Demonstracao. (a)= (b) Seja A € L(E1, Ey; F'). Para todo y' € F', ¢y o A € L(E\, Ey),
e entao pelo Teorema 4.3.10 existe uma tunica extensao y’ o A € L(EY, EY) de y' o A que

—_ —
é separadamente w*-continua. Mais ainda, ||y’ o Al = ||y’ o A||. Defina

A: B! x Bl — F", A(z",20)(v/) = y/’gjl(x'{,x”).

Como y’ o A é bilinear, segue que Aé bilinear, e de

A, 25)(y)

it 1 7 - " i

v oA, a)| < [voa| - Jatl - It

= Il o Al a1 - 51l < /1 - AL - - a3
S A

<

segue que A é continuo e ||A|| < ||A|. Para todos 21 € Ey e 25 € Es,

(Ao (Jmy, Je,)) (@1, 22)(y)) = A(Jm, (21), i, (22)) (1))
=y 0 A(Jg, (1), Jp,(22)) = (¥ 0 Ao (Jg,, Jg,)) (21, 22)
= (y 0 A) (21, 22) = ' (A(z1, 22))
= Jr(Az1,22)) (V) = (Jr 0 A)(w1,22) (y/),
provando A o (Jg,, Jg,) = Jr o A, isto é, A estende A. Também por (4.4), temos

[A(21,z9)[| = sup |y (A(z1,22))] = sup |Jr(A(z1,22)) ()]

y' €Bpy y' €Bpr

= sup [(Jpo A)@r,a2)(y)| = sup |(Ae (Jn,, ) 22) ()|

y' €Bpy y' €Bp

(Ao (g, Ti)) w1, 2) | = | ATy (@), T, (22) |
<A - 1, (@) - s )]l = 1] - ] -l

donde concluimos que ||A|| < ||A]| e entdo [|A]| = ||A||. Como m é separadamente w*-
continua, segue que Aé separadamente w*- w*-continua. Finalmente, a unicidade segue
do Lema 4.3.1.
(b) = (a) Sejam T;;: E; — £, com i # j, i,j € {1,2}, operadores lineares e continuos.
Defina

Ay By x By — K Ay(xq,29) = Thia(x1)(29).

Como Ti5 € linear e continuo, segue que A; € L(Ey, E5) é bilinear continuo. Por hipotese
existe uma tnica extensao A; € L(EY, EY) de A; separadamente w*-continua. Dados z7 €
EY e xfy € EY, podemos tomar redes (Za, )a e, € (Tas)asen, em Fy e Ey, respectivamente,
tais que Jg, (Ta,) — 27 € Jg,(Ta,) — 2. Logo

A (2, 25) =limlim 4, (Jg, (2a,), JE, (Tay)) = limlim (A; o (Jg,, JE,)) (Tay,s Ta,)

a1 Q9 (5 N e%]
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= limlim A (24,, Ta,) = Iimlim T3 (24, ) (Ta,)
a1 a2 ap o2

= limlim JE2 (xaz)(Tm(xal)) = lgln I/Q/(Tw(xal))

al a2

= lgln T{Q(xg)(xm) = lgln JEI (xm)(Tl/Q(xg))
= 2y (T15(x3)) = T15(x3) (),

provando que A;(z], z5) = T15(25) (). Como A;(e;x%) é w*-continuo, segue que 175 (z})
é w*-continuo, e pelo Lema 4.3.9 concluimos que T, é fracamente compacto. Do mesmo
modo, considerando a forma bilinear

AQZ EF, xE, — K s AQ(IL‘l,ZEQ) = Tgl(f[‘g)(dfl),

provamos que Ty : Fy — F] é fracamente compacto. ]

4.4 Extensoes multilineares de Aron-Berner

Todos os resultados da Secao 4.3 tratam de extensoes de operadores Bilineares continuos.
A partir desta secao vamos fazer o caso de operadores n-lineares para qualquer n > 2.
Vale a pena notar que, na grande maioria dos textos, apenas o caso bilinear é feito, e
normalmente diz-se que o caso multilinear é analogo. Como o leitor poderd comprovar a
partir desta segao, essa afirmagao é capciosa, pois no caso n > 2 a notagao se complica
muito.

Comecamos com a seguinte notagao: dados espacos Ef, ..., F,, uma permutagdao o €

S, ekel,... n, denotamos
. Ey,...,E, se k=1,
Ei, ..., Exqys oo Ege—1), -, By =< Ei,..., E, nessa mesma ordem onde F,, ...,
Es—1) sao retirados se k = 2,...,n.
e —

O mesmo define-se para (z1,..., Zo1), - - To(k—1)s- - - Tn)-

Agora, se k =1,...,n — 1, denotamos

T —

El,..., Eo‘(l)a'--aEO'(k)a---yEn:Ela---aEna

nessa mesma ordem, onde Fy(1), ..., Ey ) sao retirados.
T — e —
O mesmo define-se para (21, ..., To(1),-- -, To(k),-- - Tn)s {1,..., 0(1),...,0(k),...,n} e
e ——
[zl Nlzo@ll - lza@ll - - - lznll. Se k = n, denotamos
e —

L(E, ..., Bty Botiys - - B K) = K.

e ——
Dados 0 € S, ek =1,...,n,seja A€ L(E,..., Eyq),..., Esp—1y, ..., Eyn). Defini-
mos
———— T —
A1, To(l)s - To(h); - -, Tn) - Eppy — K|
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e — e —
A(l‘l, ey 1'0(1), e ,.’Eg(k) N PO ,.’L‘n)(iL‘U(k)) = A(:L‘l, ceey :L‘U(l), RN 7$a(k71) goes ,xn),
(4.15)
onde o ponto e esta na o(k)-ésima coordenada. Aplicando o Teorema 2.2.1 obtemos que
e —
A1, .05 To(r)s - To(k); @ -+, Tn) € E(’T(k). No caso em que para k = n, em (4.15)
escrevemos A(—; o)(ma(n )= A(ma(n ), isto é, A(—;e) = A.
———
Note que, para todos zj,y; € E;, j € {1,..., 0(1),...,0(k),...,n} e A € K, fazendo
e —
T= (21, .., 5+ NYjy oo, To(1)s - To(k); @ - - -, L), t€M-S€ quUE
—— T —
A(x) :A(xl,...,xj,...,xa(w;...,xn) (4.16)
FANA(T1, o Yj ey To()s s To(k) 95 - Tn).
Além disso,
————— T —— — T —
Al@r, oy Ty, To); & - Tn) | S Al 2l Nzl [[zomwll - - [lzall-
(4.17)

Proposicao 4.4.1. Sejam Ey,...,E, espa¢os normados, o € S,, k € {1,...,n} e
sz(,c),yg(k) € Ef,'(k)- Entao:
(a) O operador

e — e —

l’g(k)gt E(El,..., Eo(l),...,Eg(k_l),...,En) — L(El,..., Ea(l),...,EU(k),...,En),

—F— O —_— —_— L
xg(k) (A) (1, To()s - To(k)s -+ Tn) = :vg(k)(A(ml,..., To(1)s - > Ta(k); ® -, Tn)), €

linear, continuo e ‘xg(k) H < [z ll-
(b) Para todo X\ € K,

17 w9 __ T 9 7
Ty T A gy =T T AU

Demonstracao. (a) A boa definigao de xg(k)g segue de (4.16), (4.17), da linearidade e da

e —
continuidade de l‘g(k). Chame © = (Z1,..., To(1), - To(k)s - - - s Tn)-
e —
Vejamos que 27, o (k) 7 ¢ linear. De fato, dados 4, B € L(Er, ..., Eyqy,- s Eoger), -, En)
T —
e A € K, chamando y = (z1,..., Zoq1),- -, Tok); ® - - Tn),

Ty 2o (A+AB)(x) = 24y (A + AB)(y)) = 24y (A(y) + AB(y))
= 2y (AY) + Mgy (B(y)) = 2l (A)(@) + Al (B)(x)
- (ka)"(A) + )\xg(k “(B

g

~—
~—
~—~
8
~—
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provando que z” (k)a é linear. De (4.17),

T —
7 (A)(x)‘ — @y (A1, Toays o Tty ®5 s )
T —
< H:Cg(k)H . A(:Ij'l, cooy To(1)y ey Lo(k); @ - ,$n>
./\
< Nzgwll - IAL- Nzl Nzemll - lzo@wll - [lzall,

7 g : mC "
segue que @, ¢ continuo e Hxa(k) H <l ll-

—— e —— — T —
(b)Sejam)\GK,AEE(El,..., Ea(l),...,Eg(k_l),...,En)e:L‘: (:El,..., To(1)ss- -5 To(k)
—— T ——
,...,l’n)EEl X e X Eg(l) X ---XEJ(k) X .-+ x FE,. Entao

o —_— ,l’n)>

xg(k) + /\yg(k;) (A)(z) = (xg(k) + )‘y(/rl(k)) (A(wh s Ta(1)y - La(k); @5 - -

/\
— l’g(k) (A(:L‘l, ey lL‘o-(l), .. 7$U(k);.; .. 71'71))

— T ——
+ /\yg(k) (A(:L‘l, ey To(1)s e To(k); - - - ,xn)>

— O

= xiﬁ(k) (A)(z) + /\yﬁ,’(k) (A)(z) = (Jfﬁ(k) + )\Z/Z(k) )(A)($)7
provando a igualdade desejada. O
Note que se fixamos uma permutacgao o € S,, entao no caso k = n o operador

xg(n)az Eqmy — K & tal que

72

L (n) (A) = J'3Z(n) (A(—s0)) = xg(n)(A>7

TU —
o(n) = To(n)

Observe que, da Proposicao 4.4.1(a), fixando o € S,, e fazendo variar k, temos n

operadores lineares continuos, e fazendo a composicao de todos eles, obtemos a seguinte

cadeia:

isto é,

%a ~ %U —_—
ﬁ(El,...,En) _— E(El,..., E0(1)7'-->En) _— ﬁ(El,..., EJ(1)7E0(2)7-'-7E77,)
SN D s L(By, -y By s Batnegyy - Bn) — 2 L(By, .
T — 7 a e P

ZTo(n—1) o(n)

,C(El,..., Eg(l),...,Eg(n_l),...7En) — K.
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Como isso vale para cada permutacao o € S,,, temos na verdade n! cadeias deste tipo.
Sao essas composigoes que nos permitirao estender operadores multilineares.

Teorema 4.4.2. Sejam E,..., F, espagos de Banach, 0 € S, e A € L(E1,...,E,).
Definindo

AO': El X« X EZ — K, A_o-<x&/’ e SU”) = (xlal,(n)o— ©--+0 :E;/-(I)U) (A)7

rrn

tem-se que A, € L(EY,...,E") estende A no sentido de que A = Ay 0 (Jg,,...,Jg,) €
[ A = TIAll

Demonstragio. A n-linearidade de A, segue da Proposicio 4.4.1(b). Da Proposicio
4.4.1(a), temos

Ay (2], ..., 20| = (I"

rrn

< || @7 o+ 0w Al
< |%om || ‘ Loy |- | Al
< legmll - llzawll - 1Al = [|Al - [l2f] - 2],

"

para todos #7 € EY,j = 1,...,n. Segue que A, ¢ continuo e ||A,| < [JA]|. Para todo
(xl,...,a:n) EEl Xoee XEn,

ZU(JEI (1‘1), B, (xn)) = (JE(J'(n) ('TU(N))U 00 JEG(1)(SCU(1))U) (A)
= Ty @o) (TEsu ) @otan) 0 -+ 0 T, (To)) ) (4))

(%

)
= JEJ(n)<IU(n)) (((JEd(n—l) ($U(n—1)) 00 JEau) xU(l))U) (A)) (—; .))

o - e —
= b, (To@) (JB,0 (To) (A)) [ 21, ) Toq), Tog), - - > Tn
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P
=Alx1,.. ., To); 9., T | (Toq)) = A2, .., 20),

onde a primeira igualdade é 6bvia, a segunda decorre da definicao de A,, a terceira é 6bvia,
a quarta segue da Proposigao 4.4.1(a), a quinta decorre da defini¢ao do mergulho canénico,

a sexta segue de (4.15), e assim sucessivamente. Segue que Ayo(Jg,,. .. ,JB,) = Aedessa
igualdade, como ja fizemos antes, decorre que || A|| < ||A,|| e portanto ||A,|| = [|A4|]. O
Observe que no Teorema 4.4.2 temos n! extensoes para o operador A € L(Ey, ..., E,),

extensoes essas que sao chamadas de extensoes de Aron-Berner de A. O proximo resultado
fornece uma caracterizagao dessas extensoes que, conforme vimos no caso bilinear, é muito
util (veja também [7]).

Corolario 4.4.3. Sejam Ey, ..., E, espagos de Banach e Se A € L(E, ..., E,). Entdo
os operadores A,, 0 € S, do Teorema 4.4.2 sao dados por

1 1 1 . .
Ay (xf,...,2)) = lim -+ lim A(zq,, ..., s, ),
Uo(n)  Qo(1)

. w*
onde, para cadak =1,...,1, (Ta, 4 oy eQon € Uma rede em Eqpy tal que Jg, , (Ta, ) —
x// E E//

o(k) o(k)"
- . . w* 1 x
Demonstracao. Sejam ¢ € S, e k = 1,...,n. Como JEG<k)(:v%<k)) — Ty, €ntao

JE, 4 (x%(k>)(x;(k)) — xg(k)(x;(k)), para todo x;(k) € E(’T(k), isto é,

2 o (To ) = (lil(lkl) Ty (Tay ) Para todo a,y € Ep . (4.18)
Dalf,
Ay, .. 2 = (xg(n)a 0---0 xg(l)a (A)
= xg'(n)a((xg'(n—l)J e 0 xg(l)0>(A>)
To(n) (((xg(nq)g -0 xgu)g)(A)) (=:9))
= lim 7

— O - O —_
= lim --- lim ((ﬁg@) o xg(l) )(A)) <:Ua1, s Tag iy Taggay s - ,xan)

%o (n) Qg (3)
— —_— e
= lim - lim 2, " (27, (4)) | @ T .
Qg (n) Qg (3) 0'(2) U’(l) ary sty Yoy )y Magy s Lan

X (n) Qg (3)

= lim --- lim :vg(Q) ((a:’of(l) (A)) (mal, s Ty Tag s @5 - - ,:Ban>)
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T

— llm e llm llm (.T/ol_(l)U(A)) (xaly ey xaq(l)"xao@) ) .; e 7«Tan> (xaa(2)>

X5 (n) A5 (3) Ao (2)

X5 (n) A5 (2)

P
: s ol .
= lim -+~ lim 25y ( A | Zays -+, Loy ® - s Tay,
X (n) A5 (2)

N
= lim -+~ lim Im A | Zayse ooy Tayys-- 19500 Tay, (a:aam)

S
. . O
= lim - lim 27 ,, (A) <$a1,..., x%(l),...,xan>

X (n) Qo (2) Yo (1)
= lim --- lim A(xqy, .-, Za,),
X (n) A5 (1)

onde a primeira igualdade segue do Teorema 4.4.2, a segunda é 6bvia, a terceira decorre da
Proposigao 4.4.1(a), a quarta segue de 4.18, a quinta segue de 4.15, e assim sucessivamente.
O

Provemos agora os casos vetoriais do Teorema 4.4.2 e do Corolario 4.4.3.

Teorema 4.4.4. Sejam E\, ..., E,, F espacos de Banach, 0 € S,, e A€ L(E\,...,Ey; F).
Definindo

(3

At By x - x Ep — F"', Ay (2., al)(y) = (2, o oxg(l)g)(y’ o A),

rn

para todo y' € F', lem-se que Eg € L(EY,...,E!=F") estende A no sentido de que
Aa o) (JE17. . .,JEn) == JF oAe HAUH == ”AH

Demonstragio. A n—linearidade de A, segue da Proposicio 4.4.1(b). De

rra—

Aol () = | @y 00 T ) 0 )

< |[@I o 0w ||l o 4l
< (%2 -+ ||z - - A
< Nl - /1 - 141

= AL - - 1

segue que A, é continuo e [|A,|| < ||A]|. Como y' o A € L(E,, ..., E,), pelo Teorema 4.4.2
temos

(Ago(Jp,, ..., Je ) (@1, ...,z ) = Ax(Jp, (21), ..., Jg, (,))(y)

= ((y o A),o(Jg,--.,JE)) (@1, .., Ts)
= o A)(z1,...,2,) =y (A2, ..., 2,))
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= Jr(A(x1,. .., 2,))(Y) = (Jpo A)(x1, ..., 2,) (),
para todo 3’ € F’, provando que A, o (Jg,,...,Jp,) = Jr o A. Finalmente, de (4.4),

|A(z1, ..., 2)| = sup |y (A(xq,...,2,))]
y' €Bpy

= sup |[Jp(A(z1,...,2,))(¥)]

y' €Bp/

= sup |(<]F OA)(:L‘l, R ,a:n))(y/)\

y’EBF/

= sup |(A, 0 (Jpy,-. . I5)) (@1, 20)(Y)]

y' €Bps

= sup [(A, o (Jg (1), .., B, (2)) ()]

y' €Bpr
= [[45 0 (Jiy (1), - - - T ()|
<A - 1 @)l 11, ()
= |4 - llwall -+ llall,

provando que [|A| < ||A,|| e portanto ||A4,|| = || A]l. O

Mais uma vez, os operadores A,, o € S,, sao chamados de extensdes de Aron-Berner

de A.

Corolario 4.4.5. Sejam Ey, ..., E,, F espacos de Banach e A € L(Ey, ..., E,; F). Entdo
o0s operadores A,, 0 € Sy, do Teorema 4.4.4, sio dados por

A (2, 2)(y) = lim ---lim (y/ 0 A)(%a,, ..., Ta,), para todoy € F',

’n
X (n) Qo (1)

*

. w
onde, para cadak =1,...,1, (Ta, g, )ayu ey € Uma rede em Eqypy tal que Jg, (T, ) —

" 1
To) € Ea(k).

Ao (k

Demonstragao. Para todo ¢y € F’, tem-se ¢y 0 A € L(E},...,E,). Logo pelo Teorema
4.4.2 e pelo Corolario 4.4.3,

(2

A2, .. ) () = (:vg(n) 0--- oxg(l)g)(y’ 0A)=(y oA, (af,... 2)

= lim --- lim (y' 0 A) (o, -+, Ta, )-
g (n) A5 (1)

4.5 Coincidéncia das extensoes multilineares

Sabemos que em geral as extensoes de Aron-Berner nao sao iguais e por esse fato estamos
interessados em mostrar sobre quais condigoes todas as n! extensoes de Aron-Berner do
operador A € L(FE, ..., E,; F) coincidem. Um primeiro resultado é o seguinte:
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Lema 4.5.1. Seja A € L(E,...,E,; F). Se A admite uma extensao Ace L(EY,...,E
F") separadamente w*- w*-continua, entao ela é unica no sentido de que qualquer outra
extensao separadamente w*- w*-continua de A coincide com A.

Demonstracao. Suponha que A € L(EY,..., E; F") seja uma extensao de A separada-
mente w*- w*-continua. Dados 2/ € E”, 7 = 1,...,n, tomemos redes (2,.)a.cq. em E;
j 70 ) s 10y j /oL E

. . w* ~ >~ . ,
=1,...,n, tais que Jg.(z,.) — 2//. Como A e A sao separadamente w*- w*-continuas
’ y 199 i\t ag j )

A, 2"y = w* lim---lim A(Jg, (24,), - - -, i, (Za, )

aq

=w"- lim---lim(ﬁo(JEI,...,JEn))(:zjal,...,xan)
a1 an

=w* lim---lUm(Jr o A)(zay, -, Ta,)
aq On

= w* lim---lim(Ao (Jg,.....J5) (Tay, . - - Ta,)
a1 an

= w* lim---lim A(Jg, (2a,), - - -, J5, (Ta,))

«aq Qn

— A, ... 2,

n

provando que A=A m

Observe que se 0 = id € S, isto &, id(m) = m, m = 1,...,n, entdo a extensao de
Aron-Berner de A € L(Ey, ..., E,; F) associada a permutagao Id é dada por
A, ) (y) = (@ o 0a?")(yf o A), para todo y € F. (4.19)
Proposicao 4.5.2. Sejam E\, ..., E,, F espacos de Banach, A € L(E;,...,E,;F) e Ay
a extensao de Aron-Berner (4.19) de A. Para todos k € {1,...,n} ex| € EY,...,2}_, €
E! |, vk+1 € Egqa, ..., 20 € By, 0 operador

A2l 2] ;e ey (@), - Ig, (20)) 0 B, — F" dado por

ZZ'd(xll/ﬂ e 7x/k/—1; ®; ']Ek-H (karl)? B, (xn))(xg) = Zitll('fvlll7 s 7x/kl7 JEk-H (Tk+1)s -5 IE, (T0)),

€ w*- w*-continuo.

Demonstracao. Dados k € {1,...,n}ex| € EY,....2}_ | € Bl |,241 € Egy1,...,Ty €

"

1" nowooon 1" 5
), uma rede em Ej tal que z;, — 7 € E}. Entao

E,, tome (x

() — xy(z),), para todo z), € I}, (4.20)

Chamando L = A;g(z], ..., 2}_1; 0 Jg,  (Tks1), -, Ip, (20))(2}) (¥), para todo ¢ € F,
temos

y y . .
JEn(.In)Z 0+-+0 JEkH(ka)Z ox_’kﬂd o ox_’l’m)(w o A)
id Tid

1d id —_ —
— T (@) ((Tow s (@ 1) 00 Ty (whe1) 0@ 0 0@ ) (o A))

L= Aid(xllla SR 71‘%7 JEk+1 (xk+1)7 R ‘]En(xn))(w)
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= o, (@) ({5 (2a) 00 B (ﬂfk#)ld o] ore 7Y (W o A))(—;e))
= (T @) oo 0 T () o 0+ 07 ) (00 A)) (=) (za)
= ((JEnq(xn—l)Zd ©:-0 JEk+1 (xk-H)Zd © I_;:d 00 ‘x_/llm) (¢ o A))(l’n)
= ((Tnen (i) 0] 002" (00 A)) (rhsa.- . 20)
= ‘]Ek+1 ($k+1) d(($Z a7 ©---0 xlll )(’QD o A))(ZL‘k+2, ce ,fn)
= JEk+1 (':Ek-i-l) (((ka i 0--+0 :B_llﬂd) (¢ © A)) (.; Tht2y -+ - 7xn))
= (@ o---0x") (0 A))(e:arsas .-, 7)) (hs1)

:((xﬁlkﬁdo'”oxl )( A))(:Ck+17"'7xn)
:‘x_%ul((muio Oxl ) ¢OA )('rk—i-lw”axn)

——id
:xg((($%—1 o O[EI )(¢OA>)(O;$k+1,...,ZEn)),
onde a primeira igualdade é 6bvia, a segunda decorre da definicio de A,, a terceira é

6bvia, a quarta segue pela Proposi¢ao 4.4.1(a), a quinta decorre da definigdo do mergulho
canonico, a sexta igualdade segue de 4.3.3 e assim sucessivamente. Em resumo,

L= x%(((mm o--- ox_’l’id)(w o A))(®; Tpi1,...,2,)), para todo i € F'. (4.21)

Seja y' € F'. Como ((x’k’_ldon- ozl )(y o A))(® Tps1,...,2,) € B, de (4.20) e de

(4.21), chamando x = (z7,...,2;_; & Jg,, (Trt1), .- ., JE, (7n)), obtemos
— ——id —id
Aia(2) (@) (y) = 2 (2 o-oa] ) (Y 0 A)) (& Tppr,- . )
= limaf, (" 00 a]") (0 A)) (S120s1, . 0)
= hoglzid(xll,7 cee axlk/—l; i) ‘]Ek+1(xk+1)? SR JEn (l’n))(.Tgk)(y/)

= lim A2, ) ).
Isso nos permite concluir que, para cada k € {1,...,n}, Aj4(z) é w* -w*-continuo. ]

Observacao 4.5.3. Da demonstracao da Proposicao 4.5.2 é imediato que o mesmo resul-
tado vale para qualquer outra extensao de Aron-Berner de A com as seguintes modificagoes

na ordem das coordenadas: dados o € Sn, k € {1,...,n} e 55y € By, -, 254 €
Eg(k—l),:va(kﬂ) € Eskt1)s - -+ To@m) € Eym), as coordenadas de (z7,...;0;...,27) sdo
x;’(.):{$g(j) se jzl,...,k—l
’ Ie, (To)) se j=k+1,....n

onde e esta na o(k)-ésima coordenada.
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Teorema 4.5.4. Sejam F, ..., E,, F espa¢os de Banach. Se A € L(E\,...,E,; F) ad-
mite uma extensio A € L(EY,...,E!' F") separadamente w*- w*-continua, entao todas
as extensées de Aron-Berner de A coincidem com A. Em particular, todas as extensoes
de Aron-Berner de A sao separadamente w*- w*-continuas.

Demonstragio. Sejam o € S, e A, € L(EY,...,E"; F") a extensdo de Aron-Berner de
A€ L(Ey,...,E,; F)associada a parti¢cao 0. Dados z} € E}/, k = 1,...,n, pelo Corolario
4.4.5,
A2, .. 2)(y) = lim --- lim (3 0 A) (24, ..., Ta,) para todo y' € F',
A (n) Ao (1)
onde (Za, )ayen, ¢ uma rede em Ej tal que Jg, (74,) N ) e Bl k=1,...,n. Combi-
nando isso com o fato de A ser extensao separadamente w*- w*-continua de A, obtemos
Ay 2)(y) = lim --- lim (3 0 A) (24, - - -, Tay,)
A (n) A5 (1) "

= lim --- lim y/(A(l'au ce "r@n))

Yo (n) Qo (1)
= Ollir(n) . (llfgll) Jr(A(Tay, - Ta,)) ()
- Olljr(n) .. .(}[ix(rll)(JF o A)(Tays s Tay, ) (V)
- alir(n)---c{i?}@o (Jgys - Je W (Tars - 2, ) (1)
= lim - im AT, (2ay), -, TE, (T0,) ()
= Al 2,
para todo y' € F’, o que completa a demonstragao. o

O Teorema 4.5.4 sugere mostrar que se uma extensao de Aron-Berner é separadamente
w*- w*-continua, entao todas as extensoes de Aron-Berner sao iguais e separadamente
w*- w*-continuas. Entretanto, optamos por um caminho mais curto, provando alguns re-
sultados que estabelecem uma condigao suficiente para que um operador multilinear tenha
uma tnica extensao, nao necessariamente de Aron-Berner, separadamente w*-continua.
Faremos primeiramente o caso de formas multilineares.

Teorema 4.5.5. Sejamn € N, F, ..., E, espagos de Banach. Se L(E;; E) = W(E;; EY),
i,j=1,...,n, 1 # j, entao toda forma A € L(F1,...,E,) admite uma unica extensao
Ae L(E],...,E) de A separadamente w*-continua. Mais ainda, ||A| = || A].

Demonstrag¢ao. Faremos a demonstracao por indugao sobre o grau de multilinearidade.
Para n = 2 o resultado segue do Teorema 4.3.10. Suponha que o teorema seja valido para
n = k, isto é, a hipotese indutiva ¢ que se todo operador linear e continuo de FE; em E7,
comi # j,4,j € {1,...,k}, é fracamente compacto, entdo toda forma B € L(Ey, ..., E)

admite uma tnica extensdo B € L(EY, ... , E}/) separadamente w*-continua e |B| = ||B|
Provemos que o teorema é valido para n = k + 1. Para isso seja A € L(F1, ..., Fxi1).

Dados =1 € E1, ...,z € E}, defina

A:vl,...,xk: Ek+1 — K7 A(El,.u,mk (SEk+1) - A($17 ceey Ty xk+l)'
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Como A ¢é (k + 1)-linear, segue que A,, ., ¢ linear e de

k

[Awr o (Tri1)| = (A, - @k )| < ANl - -l - el
concluimos que A, ., ¢ continuo e [|A;, o (| < [[A]l - [[z1] - |lzx]|. Pelo Lema 4.1.1
existe uma tinica extensao w*-continua A, . € B de A, .. e HAMC,;,c H = || Azy, i |l

A n-linearidade de A também garante que se z;,y; € E;, i =1,...,k, e A € K, entao
A$17~~~,Ii+>\yi,~~~7$k = Arl7~~,9ﬂz’w~,$k + )‘A$1,~~~,yi7~~,rk‘ (422)

Dado z},, € E},, defina

. _ "
Ax;c/+1 . E1 X+ X Ek — K , Ax%+1(x17 . ,ZL’k) = Awl’m@k(t%]wrl).

Note que que se 1 € Ey, ..., o, € By, 27,1, y541 € B, e A €K, entdo

ACE%+1+)\?J;€/+1 (1:17 s 7371?) = Z$1,~~7$k (q:/k/Jrl + AyllflJrl) = Z:pl,...,xk (‘r%+1> + Azmlv“"xk <y’/f/+1)
= A (xl,...,$k)+/\f4” (ZEl,-..,xk)

Tht1 Yk+1

= (Auy, + Ay (21, .., 1),

0 que nos permite concluir que

Aug ongprs, = Aag,, + M Ay (4.23)
De (4.22) segue que Ayy € k-linear e de
Ay, @m0 = Ao @)] < [ A - a8
= [ Awr el Niall < WAL flall - el - gl
obtemos que A,y ¢ continuo e [[Ayy || < [|A|l - [z [l Assim Ay € L(En, ..., E), e
pela hipotese indutiva existe uma tdnica extensao A,y € L(EY,..., E}) de Ay | sepa-
radamente w*-continua e || Ay || = || Ay, ||. Defina
k+1 k+1
A El'x - x Bl — K Al = gxgﬂ(x’l’, e Ty

Provemos que A € L(EY,. .. B ). A linearidade de A nas primeiras k varidveis segue
da k-linearidade de Ay . Sejam xj,, 4y, € Ef e A € K. Definindo Ay e

Al“%’ﬂ e Ay§5+1 como acima, obtemos que AxgHJrAng,A Ay € E(LN?l, .. .,NEk) e,

1!

Trtr1? " Ykt
" A//
Tht1? " Ykt <

e Ay, respectivamente, cada uma delas separada-
k+1

novamente pela hipotese indutiva, existem tnicas extensoes Axg+1+,\y;g+1,14
L(EY,...,E}) de AIZHJF)\ZJ%H ; AIZH <
mente w*-continua. Chamando L = ((AI;C/+1 + )\Aygﬂ) o (Jgys--yJp)) (21, ... xy), de
(4.23),
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= (Aap,, 0 (g Te)) (@, an) + M Ay, o iy ) (31, )
= A, (.ﬁCl,..., )+)\A// (LE‘l,...,fL'k)

Tri1 Ye+1

(Ax;€’+1 + )\Ayg 1)($17 Ce X)) = Axg+1+Ayg+1(x1, ey TE)

e assim A‘T;c/+1 + AA%/H estenNde Axg“i Yy Mais ainda, como AIZH e Aygﬂ sao separada-
mente w*-continuas, entao Ang + /\Ayg+1 também é separadamente w*-continua. Sendo o

e P ~ * z
operador A$Z+1+>‘y§c'+1 a Unica extensao de Awﬁﬂ“‘yk’ﬂ separadamente w*-continua, segue
que

Aa:g+1+>\yg+1 = Axg-u + )\Avy;c/-&-l' <424)
Dai, para todos x] € EY,... 2} € E},
g(xlllv S ,:Eg, x;c/—o—l + /\yg—i-l) = Z:EZJrlJr)\yZH (5(7/1,, s 71:/1;)
= (g - + )\gyg+1)(x/1/, ce ,.lel)
= xkﬂ(m'l', cooxp) + )\ﬁygﬂ(:p’{, ey 1)
= Az, ... LTy Tpyy) + VI T Uit

concluindo a demonstracao de que A ¢ (k + 1)-linear. Além disso, temos

" o " "
Az, ... 2, ‘ ‘A,ﬂkﬂ xy, . Ty

< AL gl 12y

~—

-2

a1 ol = || sy

o af || 20 [l

Al = AT - gl gl

donde concluimos que A ¢ continuo e ‘Z H < ||A||. Vejamos que A estende A: para todos
r1 € By, ..o xky1 € By, temos

(Ao (Jgy,- s o)) (@, oo tin) = A(Tg, (1), Tey,, (Tr41))
= AJEk+1($k+1)<JE1 (xl)v SR ‘]Ek (xk»
= (AJEkJrl(karl) o (JEN ceey JEk)>(371, ce ,Ik)

= AJEkH(ka)(-Tla Co s Tg)

Z$17 7xk(JEk+1(xk+1)) = (Zﬂchm,xk © JEk+l)(xk+1)
A LTh (xk—‘rl) A(I’l, s 7'Ik;+1)7

donde segue que Ao (Jg,,...,Jg,,,) = A, isto é, A estende A. Disso também segue,
conforme fizemos vérias vezes antes, que

1Al < 4], logo |A]l = |AIl

Observe que A é separadamente w*-continuo nas k primeiras variaveis pois o operador
Azgﬂ ¢é separadamente w*-continua. Vejamos agora que o operador

AN ", B n/
Ay, .. a;0): B, — K
é w*-continuo. Dados x5 € FEs, ...,z € E), defina

Axg,...,zk . E1 — E]/C+1, A:rg,...,xk (1’1) = A(SL’l, ey T 0).
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Como A é (k + 1)-linear, em particular ¢ linear na primeira variavel, e portanto A,, .
é linear. Também temos

k

[Ags....ar @)l = 1A,z o)l < AN - el = (FAD- N2l - lel) 2],

donde podemos concluir que A,, ., ¢ continuo e [[Az, 2|l < I|A] - |22l - - - ||zx]|. Por

k

outro lado, dado 2/ € EY, tomemos uma rede (74, )a,e0, em F; tal que Jg, (74,) — 27.

Pelo Teorema 4.1.3, tem-se que AJ, . ¢ w* w*-continuo, logo A, . (Jp, (%a,)) —

A7, . o.(@]). Dessa forma, para todo xj, € E},,

A;ﬁ"g,...,l‘k (x/1/>(x/k/+l) = 12}] Agg,...,xk(JE1 (xal))<xlkl+l) = l}lﬁn JE1 (xoa)(A;cg,...,xk (x/k/Jrl))

- lgln A;Q,..A,azk (x/k,Jrl)(xal) = lgln x;e/+1 (A$27-~717k (mal))

= lgln Agr (Tay, T2, - Tk)

= lim (Asyr. 0 (Je, Jus -5 I8) (Tay, 2, )

= lim Aup (T, (o)), Ty (22), - T, (1))

= Ay (@], Ty (@a), .o T () = Al T, (22), . ., Ty (2h), 2,

ou seja,

AL, @) () = Al Ty (r2). ... e (@), 2f). para todo o, € By, (4.25)

T2y Tk

Dados z € EY,x3 € E3,...,x) € E}, defina

Axll/,:cg,...,xk : E2 — El:)+1 ) Axll/,:cg,...,xk (xQ)(xk—l-l) - A('rllla JEZ ($2)7 BRI JEk+1 ('rk—O—l))-

Como A é (k + 1)-linear, em particular é linear na segunda variavel, e sendo o mergulho
candnico Jg, linear, segue que Axflf,xgka é linear. Também podemos calcular

Aty (@) @rn)| = | A, Tea). o T (i)
3 1 e X Ee T R P e |
<[] 1220 el s
= (AT 21 - sl - el il - s
e concluimos que Ay v, 6 contimno e || Ay | < IA| - ] - ]+ [l

Observe que, para todo zo € Eb, Apras . 4 (72) € Ep,, e entdo, pelo Lema 4.1.1,

. . ~ % . "
existe uma unica extensao w*-continua AI/1/71'37~--,-'EI€ (xg) € E'kJrl de Am’l’,m3,...,mk (.132) Dado

" " w* i
vy, € By, tome uma rede (Zq,,,)ap, e, em Epy tal que Jg,  (74,,,) — T] 4.
Como sz,...,mk é linear e continuo, a hipotese nos garante que é fracamente compacto.



72

Dai, pelo Lema 4.3.9, para cada z7 € EY tem-se que A7, (2]) é w*-continuo. Disso e
por (4.25), segue que

Ay (22) (@) = T Ay o (22) (T ()
= (}ifﬁ (Aa:" z3,. (x2) o JEk+1> ($ak+1)
= lim At v (02)(Tay )
= 01561111 g(x'l’, e (22), . I (Tagyy)
— «Bﬁl AL e @) (e, (Tayy,))

- Agz, ,:Bk(xlll)(xllﬂ/+1)
- A(Ila JEQ (I2)7 s JEk (xk)7 x;c/+1>7

ou seja,

At o (@) (2h,) = ﬁ(:c’{, I, (22), ..., Jg, (2r), ¥)41), para todo xy € Ey.  (4.26)

Dado zf € EYJ, tome uma rede (Ta,)aycq, em Ey tal que Jg,(24,) — 24. Pelo

Teorema 4.1.3, tem-se que Ag’{,xs,m,xk ¢ w*- w*-continuo, logo Ag,, e (B2 (Taz)) Bl
ALy s, (£2)- Assim, para todo 7y, € Ei,,, de (4.26) temos

AZ/{ z3,. (xg)(karl) = hm Aaé" T3, (JEz ($a2)>($g+1)
= hogl JE, (ZL‘@)(A;// T3y ($Z+1))

= haIZIl Agtlll,xg,...,fl‘k (xk:-f—l) (xa2)

:lglxgﬂ(z‘lmg,xg, S (Taz))
= ILIQH Atz (T ) (T 1)
= lim A(q:l, I, (Tas)s -y JB (Tk), Tpiq)
= A($1,x2, Jey(23), ..., Jg (2r), Ty )
e provamos que
AL e ) @1) = A5, T (23), - T (), 28)

Repetindo este mesmo procedimento (k — 3) vezes, concluimos que

Ag’l’, ST oyTh (x;c/—1>( Z—&-l) A(xb s ,l'g_l, JEk (xk)> x/k/+1)> (4'27)

onde o operador Ay, : By — E}, é dado por

JTk 2wk

Al"{,m,wg_g,xk (xk*1)<xk+1) = ‘Z(xlll7 s ,:CZ?Z, JEk71($k71)7 JE, (xk)v JEk+1 (xk+1>>7
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com 2} € EY, ... x}_, € E}_,, x, € E} fixados arbitrariamente. Pelo feito acima, segue
213 2 : 1 1/ " "
que A:ci’,n-,x;’,z,xk é linear e continuo. Finalmente, dados 27 € EY,... x}_, € E} ,, defina

Agroar By — By Ay () () = A2, 2y, Tg (), Ty (Trg))-

Mais uma vez pelo calculo acima, sabemos que Ax/{,...,x;’,l é linear e continuo. Observe
que, para todo xy, € Ey, Ayy _.n  (7x) € B}, e entdo, pelo Lema 4.1.1, existe uma tnica

= * 2. " 1 1!
extensao w*-continua Ax;’,...,xg_l(ﬂ%) c By de Ax;’,.,.,xg_l(iUk)- Dado z}_, € E} ,, tome

w* "
uma rede (Toy,,)ay,, e, €M By tal que Jp,\ (Ta,,,) — @jyy. Como Ay v o
¢é linear e continuo, por hipdtese é fracamente compacto e, pelo Lema 4.3.9, para cada
7 " " 7 Z * 2 3
xy_, € B}, tem-se que Am’l’,...,rg,yrk (x}_;) é w*-continuo. Disso e por (4.27), temos

Axg',...,mg_l(l’k)(l’ngl) - olianl Am,1,7“'7$g_1(xk)(JEk+1 (makH))

= lim <Ax'1',---7$g_1<$k) © JEk+1) (xak+l)

Q41

= im Ay (80) (o)

- C{gﬂ A(I/1/7 s Jxlk/flv JEk (Ik)7 JEk+1 (xak+1))

0142141_11 Aic/’l’,...,:cgiwsck (ngl) (JEk+1 (‘xak+1 ))

= Ag’l’,.l.,xgika (x/k/fl) (mlkl+1>

= A, ..., x}_1, Jg, (zr), T} yq),

ou seja, B
Ay (@) (@) = A, @iy, I (Tn), 24)- (4.28)

Dado 2} € EJ, tome uma rede (74,)a.eq, em Ey tal que Jg, (z,,) — zj. Pelo
Teorema 4.1.3, tem-se que A”,

zmy
Ay 2l (). Assim, para todo z,, € E},, de (4.28) temos
PRREEE) |

é w*- w*-continuo logo Agﬁ/,...,mgfl(JEk(xak» AN
At PR aa) =M ALy (T (2] (a1)

— 15{1 Jg, (xak)(Agca’,~~~,xg,1 (1)

= 1(1)}:1 Alx/{w.’mg_l (CL’Z+1) (Qj‘ak

= légl Ty (Ar . (Tay)

)
)
= 1(1)21 Agy, oy (T ) (@hig1)
(

e AN " "

_l(llIknA(xl"'ka—lﬂ]Eak xk‘)?‘rk—&-l)
Ao " "on

= A,z 1,20, T 44),

provando que
A”//

x Ty (I;;)(x;cl+1) = A(xll/v s 756/];717 x;clv 33'/];+1),
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para todo x| € )|, isto &,

A,

A Y/ " ",
21,~~-,x§€',1($/€) - A(xlu sy L1 s ')'
Como Auy .y € linear e continuo, por hipétese ¢ fracamente compacto e, pelo Lema
4.3.9, segue que Ag/ll"'ﬂngl (x}) é w*-continuo, portanto A(zY, ..., z}_,x};e) é w*-continuo,
como queriamos mostrar. A unicidade segue do Lema 4.5.1. [

A seguir mostraremos o caso vetorial do Teorema 4.5.5 assim como a reciproca desse
mesmo teorema.

Teorema 4.5.6. Sejam n € N, Ey, ..., E, espacos de Banach. Entdo as sequintes afir-
macoes sao equivalentes.

(b) Para todo espago de Banach F, todo operador A € L(Ey, ..., E,; F) admite uma
unica extensao A € L(EY,...,E'; F") de A separadamente w*- w*-continua. Mais
ainda, [|A] = [|A].

Demonstragao. (a) = (b) Seja A € L(FE,...,E,; F). Para todo ¢y € F', (y o A) €
L(Ey,...,E,) eentao, pelo Teorema 4.5.5, existe uma tnica extensao y’ o A € L(EY, ..., E")
y’oAH — ||y’ o A||. Defina

de (y' o A) separadamente w*-continua e ’

~ ~ —_—

A: B x - x Bl — F" | A(2],...,2)() =y o A(zf, ..., a}).

rn rn

—_

Como 3’ o A é n-linear, segue que A é n-linear. Além disso

Al i) = [y oAl e < v oAl - et et
= Il o Al N1 ) < Ily'I - DA - Dl -«
— A] - - - 1,

paratodosz} € EY, j =1,...,n,ey € F', donde obtemos que Aé continuo e | A < ||A]l.
Vejamos que A estende A: para todos x1 € Fy,...,x, € E, ey € I’ temos

(go (Jey, -y JEH))<ZL'1, coxn) () = A(Jg, (21), ..., Ig, (2,))(Y)
=y o A(Jp, (1), .., T, (22)) = (y o Ao (Jp,,. .., JEn)> (€1, ..., %)
=y o A)(x1,...,2n) =Y (A(x1,...,2,))
= Jp(A(z1,...,2.)) ) = (Jpo A)(x1, ..., 2.) ()

e concluimos que Ao (Jg,y -y Jg,) = Jro A, isto é, A estende A. Mais ainda, de (4.4),
segue que

[A(zy, s an)ll = sup [ly'(A(z, - za))ll = sup ([ Jp(A(zy, - 20)) (Y]

y' €Bpr y' €Bps
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= sup H(JF o A)(le, N ,xn)(y’)H

y' €Bpy
= sup (Ao (Jpy,. o\ dp,)) (@1, 2) ()
y’EBF/
= sup | AUz (@), ., Je (@) )| = | AUz @), T ()|
y’GBF/
< A @) 1w, )l = ]|l lzall
Podemos concluir que || A|| < ||A| e portanto || A]| = ||A]|. Vejamos que A ¢ separadamente

* * . . : " " i w* " " _
w*- w*-continua: seja (77, )a,eq, uma rede em Ey tal que x), — oy € B, k=1,...,n.
—_ —

Como 3’ o A é separadamente w*-continua, para todo vy’ € F’, temos

AV " " Ay _/,\_Z " " "
(f,...,xp...,x;) ) =y o A(xl, ... 2} ..., 2})
BT / " 1" " 1" "
—lgkny o A(xY,..., 2 1,70, , Ty ..., T,)
 Yi AqM " " " " /
_lgglA(xl,...,xkfl,xak,xkﬂ...,xn)(y)
e portanto
Al " Z i AN " " " 7
Az, ... 2y ... x)) =w' lgknA(xl,...,a;k_l,a:ak,:lrkH...,xn),

0 que prova que Aé separadamente w*- w*-continua. A unicidade segue do Lema 4.5.1.

(b) = (a) Seja T: E; — K}, com i # j, 4,5 € {1,...,n}, um operador linear e
continuo. Suponha que ¢ < j e provemos que T é fracamente compacto. Pelo Lema 4.3.9

basta mostrar que, para cada x; € EJ, o funcional linear continuo 7"(zj): £ — K ¢é

7

w*-continuo. Para isso, escolha x}, € E; \ {0}, k=1,...,n, com k # i, j, e defina

A Ey x - x E, — K, Alzy...,z,) = ( H JEk(xk)(x2)> T(z)(z;).
ey

Vejamos que o operador A é n-linear e continuo:: para todos zp € Ey, k = 1,...,n,
k#£1,7,e A € K, temos

Axy,y oo T+ Mgy ooy ) = ( H Jg, (T + )xyk)(xﬁc)> T(z;)(x;)
k=1
k#i,j

k=1
ki,

= ( 1 75 (@) (=) + U&(?Jk:)(%)) T(x;)(x;)
oy
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= ( 11 JEk(xk)($2)>T(%)(xj) + >\< II JEM?Jk)(%)) T(2:)(;)

— k=1
k#i,j k#i,j

= ATy, .. Thy ey ) FAA(TL, o Yy, ).
Isso prova que A ¢é linear nas variaveis xy, para k # ¢, 7. Como o operador T e, para todo

x; € E;, o operador T'(z;) sao lineares, segue que A é n-linear. Mais ainda, para todos
xi € by, ... 2, € F,,

[Alzy, - 2n)| = <H JEk(Ik)(xﬁc))T(%:)(%) = | LI 7o @) 1T () ()

= k=1
k#i,j k#i,j
= (H |z (2 )IT i) (25)] < H A IkaH> 1T (i) - Nl
k#i,j k?él:]

IN

(H [l - ||ka||> TN Nlall - sl = (IITH H HIkH) H ]|

7.]

n

e portanto A ¢ continuo e ||A| < ||T]|- H |}, ||. Por hipétese, existe uma tinica extensio A

k=1
k#i,j
de A separadamente w* contlnua Dados 2! € EI',m = 1,...,n, tome redes (Zq,,)a,.cE,,
em FE,, tais que Jg, (24,,) N af om=1,...,n. Entdo Jg, (24, )(z),) — ' (x] ), para
todo 2, € E] . Dali,
A, 2l , @,y ) = lim. . limlim . . . lim lim lim A(Jg, (20)), .-, Jg, (2a,))
on o oy a1 o aj
=lim...limlim...limlimlim (Avo (e JE)) (Tars - -+ Tay)
an o oy a1 o aj
=lim...limlim...limlimlim A(z.,, ..., Za,)
on o oy a1 oo aj
= lim...limlim. hmhmhm ( H I, (20, ) (), > T(2a,)(Ta,)
Qn aj Qg ;o J
k;ézg

— | lim...limlim. ..lim H JEk(xak)(xﬁc)> lim lim T'(2, ) (2a, )

Qn a0 - oy Qj
K]
= H ) (x ) limlim Jg, (7q,)(T(2q,)) = ( H xy (2}, > lim 2 (T (x4,))
- a; - a;
k;éz,] k#%]

= H xy ) hmT'( )(Ta;) = ( H Ty, ) lim Jg, (70,)(T"(2]))

oy oy
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( IT = ) i (T'(2})) = ( 1T x%(%)) T"(a7)(7).
ksﬁm kk;é:lly

Reescrevendo,

g(xllla"w‘r;,u"'?x;‘/a < H .%‘ )T” )( ;,)7
k;éz,]

para todos xf € EY, ...,z € E'. Como z) # 0, para todo k =1,...,n, k # i, 7, existem
x € Ey tais que
I (zn) (2h) = @) (zx) = 1

(pois z}, é sobrejetor) para todo k =1,...,n, k #i,j. Assim

k=1
k#i,j

AT, (1), ol T () = (H T, (zh (mk)>T”( Y@ty = T () ().

Como A é separadamente w*-continua, segue que 7”(x!) é w*-continuo, como queriamos
mostrar. De modo similar mostra-se que T': F; — E;, com j < i, é fracamente compacto.
Na verdade, basta trocar ¢ por j e 7 por ¢ no argumento acima. O]

O seguinte resultado nos sera de grande ajuda para mostrar uma das equivaléncias do
corolario a seguir.

Lema 4.5.7. Sejam Ei,...,E,, F espacos de Banach e seja A, a extensio de Aron-
Berner do operador A € L(Es,...,Ey; F) associada a permutacio o € S,. FEntdo o
operador

Ag(x, .. ;e ah): By — F,
Ag(x], ..o o) (@) = Ag(x], o 2y, ),

onde o ponto e encontra-se na o(n)-ésima coordenada, € w*- w*-continuo.

Demonstmgao Seja (2

/
o(n)

" 4
Lo )) O (n)EQ(ny UMa rede em L7 tal que x oo N wg(n) € Ej,)-

Entao i, (27,)) — @7, (2, ), para todo «,, € E/ . Por outro lado, para todo

(
Go(m) * R o)~
y eF, ( :J/(nfl) O"'Oxfl() )(y o A) GE/( ) € portanto

o o

xlcim((m o o%a)(y/ 0 A)) — xg(n)((m o OF@) )(y 0 A)).
Combinando isso com o Teorema 4.4.4, para todo ¢y € F’, segue que
A (2),.. ;0. .. L) (@) (Y) = Ag (@ s ) ()
= (m” o- ox_g) (y o A)
= 2y (20 y) 00l 7) (Y 0 A))
gam((m oroupy) ) (Y 0 A))
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= lim (27 o-oxy )(y 0 A)

Qg (n) ao'(n)
= Ollir(n) Ag(l, ... g ) ()
o(n
= alir(n) As(2),.. ;0. ,x’ri)(x'o’éa(m)(y’),
o(n
provando que A, (z%,...;;...,2") é w*- w*-continuo. O

Observe que no Lema 4.5.7 temos até n! operadores w*- w*continuos e no Teorema
4.5.6 temos até n(n — 1) operadores fracamente compactos de E; em E;, com i # 7,
i,7 € {1,...,n}. Combinando esses resultados com o Teorema 4.5.4 temos o:

Corolario 4.5.8. Sejam n € N e FEy,...,E, espacos de Banach. Entdo as sequintes
afirmagoes sao equivalentes.

(b) Para todo espago de Banach F' e para todo operador A € L(Ey, ..., E,; F), todas as
extensoes de Aron-Berner de A coincidem.

(¢) Para todo espago de Banach F e para todo operador A € L(Ey, ..., E,; F), todas as
extensoes de Aron-Berner de A sdo separadamente w*- w*-continuas.

(d) Para todo espago de Banach F, todo operador A € L(FE1,...,E,; F) admite uma
extensao de Aron-Berner separadamente w*- w*-continua.

(e) Para todo espago de Banach F, todo operador A € L(FE,...,E,; F) admite uma
extensao separadamente w*- w*-continua.

Demonstragao. As implicagoes (¢) = (d) e (d) = (e) sao obvias.
(a) = (b) Seja A € L(F,...,E,;F). Por hipotese, todo operador linear e continuo

de E; em B}, com i # j, i,j € {1,...,n}, é fracamente compacto. Pelo Teorema 4.5.6
existe uma tnica extensdo A € L(EY,...,E"; F") de A separadamente w*- w*-continua e

pelo Teorema 4.5.4 todas as extensoes de Aron-Berner de A coincidem com ﬁ, portanto
coincidem entre si.

(b) = (c) Seja A € L(E4, ..., E,; F) eseja A, a extensio de Aron-Berner de A associada
a uma permutagao o € S, qualquer. Para mostrar que A, é separadamente w*- w*-

continua, basta mostrar que, dados j € {1,...,n} e x{ € EY,... .2} | € E 2, €
El. ., ...,z € E}, o operador
- " oo nN .o 1"
Ao($1,...,Ijil,.,l’jJrl,...,In).Ej —>F7

é w*- w*-continuo. Para isso tome p € S, tal que p(n) = j. Pelo Lema 4.5.7, o operador

A 1 " R /) /AW /" 1
Ap(fl’...7xj717.’xj+1’...7xn).Ej —>F,

é w*- w*-continuo e por hipotese todas as extensoes de Aron-Berner de A coincidem, logo

= " nooLn Ay W/ nooLn "
Ao (2, a_ppealy, o a) = Ay, x ey, ).
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Segue que A, é w*- w*-continuo em cada varidvel, isto é, A, é separadamente w*- w*-
continua.

(e) = (a) Seja T': E; — Ej com i # j, i,j € {1,...,n} um operador linear e continuo.
Suponha que i < j e vejamos que T é fracamente compacto. Pelo Lema 4.3.9 basta
mostrar que, para cada zj € E}, o funcional linear continuo 7"(z}): Ej — K é w*-

continuo. Para isso seja x}, € B \ {0}, k=1,...,n, com k # i, j, e defina

A:Ey x - X E, — K, A(xy...,2,) = < H JEk(xk)(wﬁﬁ))T(xz)(x])
ey

Assim, como na demonstragao do Teorema 4.5.6, prova-se que A € L(Ey,...,E,). Por
hipotese, A admite uma extensao separadamente w*- w*-continua. Dai, novamente como
foi feito no Teorema 4.5.6, segue que, para cada z € E!, T"(z!) é w*-continuo, como
queriamos mostrar. Do mesmo modo, obtemos que T': F; — £}, com j < 4, é fracamente
compacto. ]

4.6 Extensoes genuinas

No Teorema 4.3.6 vimos que o biadjunto u” de um operador linear v € L(E; F) é uma
extensao genuina de u, no sentido de que u”(E") C Jr(F), se, e somente se, o operador u é
fracamente compacto. Mas existem muitos operadores que nao sao fracamente compactos,
por exemplo o operador identidade em um espago nao reflexivo (por exemplo, cg, £ Ou
¢1). Em resumo, as vezes, mas nem sempre, o biadjunto ¢ uma extensao genuina de u.

Nesta se¢ao vamos tratar do caso multilinear desta questao, ou seja, estamos interessa-
dos em saber quando uma extensao de Aron-Berner de um operador A € L(FEy, ..., E,; F)
é uma extens@o genuina no sentido de que sua imagem esta contida em Jp(F).

Na secao anterior vimos condigoes sob as quais as extensoes de Aron-Berner sao bem
comportadas no sentido de serem todas coincidentes. Uma primeira tentativa entao é
verificar se, sob aquelas condi¢oes, as extensoes de Aron-Berner sao extensoes genuinas.
Comecamos a se¢ao com o seguinte contra-exemplo.

Exemplo 4.6.1. Defina

At co X co —> o, A((Tn)oly, Un)net) = (TnYn)per -

E facil verificar que A € L(cy, co; o). Na secdo seguinte veremos que todo operador de
co em ¢, = ¢, é compacto, e portanto fracamente compacto. Segue entdo do Corolario
4.5.8 que as duas extensoes de Aron-Berner de A sao coincidentes. Vejamos a seguir que,
mesmo satisfazendo as condigoes da secao anterior, as extensoes de Aron-Berner de A nao
sdo genuinas, ou sejam, ndo tomam valores em J.,(¢o).

Dadas (2,)521, (Un)s2; € loo = ¢, tome (Zo)aca € (Ys)pen redes em ¢ tais que

w*

oo (T0) = (20)22 4 € Je(ys) AN (Yn)o2,. Escrevemos x, = (Tan)re,, para todo a € Q,
e Yp = (Ysn)noq, para todo f € A. Assim, Jo,((Zan)i;) AN (n)22,, isto é,

n=1

o0 o0

Jeo (Tan)el ) (2") — (2,)5%,(2"), para todo 2’ € ¢ = ;.
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Para 2’ € ¢y, escrevemos 2’ = (21,)2°. Dessa forma, ()52 ((x],)2°) = Hm(2],)o((Tam)iq),

n=1 n/n n
«
)’?LO S glv

i Tpxl, = lim i T T (4.29)
n=1 n=1

3T 3=

o que implica que, para toda (z

De modo anélogo,

Z Ynl, = limZy;y@n, para toda (y,)> € ¢;. (4.30)
n=1 A n=1

Dadas ()51, (Yn)s2; € loo = ¢ € (2n)52, € ¢, = {4, pelo Corolario 4.2.6 e por (4.29) e
(4.30), temos

Ar((Tn)ozrs WUn)oe1) ((2n)pzy) = lim lim ((Zn)?le © A) (Tam)me1s (Ypn)mer)

= hén hortn(zn)?zo:l A((Zan)nets (y,&n)zo:l))

o0

:1 1 nOO, a.n n;loo: :1 1 n n/)4a,n
i (2072 (o)) = limlim 3~ (s )

n=1
S

= lim Tn(ZnYsn) = lim T2 )YB.n
L > 2n(zysn) 1 > (@nzn)ys,

n=1 n=1

= Z(ynxn)zn = (TnYn)mer ((2n) 1)

n=1
e entao

Zl((%)ﬁip (yn)ﬁil) = (xnyn)?bo:l’ para todas (xn>20:17 (Yn)pe1 € loo = Cg'

Tomando z = (1,1,...) € {4, temos
Ai(z,2) =2 ¢ J(co) = co,
provando que a extensao de Aron-Berner nao é genuina.

Esté estabelecido entao que as condigoes da secao anterior, a saber, todo operador de
E; em EY, i # j, ¢ fracamente compacto, nao sao suficientes. Nos préximos resultados
mostraremos que basta exigir também que todo operador de F; em F' seja fracamente
compacto para todo 1.

Teorema 4.6.2. Sejam Ei, ..., E, F espacos de Banach e A € L(Ey...E;; F). Se A
tem uma extensio A € L(EY,...,E'; F") separadamente w*- w*-continua e L(E;; F) =

WI(E;; F), para todo i =1,...,n, entio A toma valores em Jp(F).

Demonstracao. Dados z1 € F1,...,z,-1 € E,_1, defina

Axl,“.,mn,l : En — F7 Aacl,.“,:cn,l(xn) = A(I‘l, s 7xn>-
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E claro que A,, é linear e de

Tn—1
[Aay,...nr (@)l = [Alzy, - za) | < AL ]l -l

podemos concluir que A,, é continuo, portanto fracamente compacto por hipotese.

©Tn—1
w*

Dado z; € Ej, tome (2a,)a,en, uma rede em E, tal que Jg,(za,) — 2. Usando

que o operador A7 B — F" ¢ w*- w*-continuo (Teorema 4.1.2) e que A é uma

extensao separadamente w*- w*-continua de A, para todo y' € F’, temos

Ay @) Y) =M AL o (T, (2,))(Y) = i T, (20,) (A5, o, (4)

=limy/ (Awy, ..., 2a,)) = i Jp(A(21, -, 70,)) ()
- 1(11151(JF o A)(z1,...,2a,) )

— 15{1(2(0 (JBrs e IB)) (@1 20, (Y)

— lim A(Jg, (z1), . .., Jg, (Ta,)) (/)

= Z(‘]E1 (1]1), SO JEn71 (mn—l)v I;;)(y/)
Provamos que, para todos zy € Ey, ..., 2,1 € E,_1,2! € EV,
Agl,..‘,xn_1 (x/ri) = A/(JEI (xl)v BRI JEn—l (xn*1)7 ‘I.Z) (431)

Da compacidade fraca de A, ..., , segue pelo Teorema 4.3.6 que A7~ (E)) C Jp(F),

logo A(Jg, (E1) X -+ x Jg,_ (En_1)x E') C Jp(F) por (4.31). Dados , € By, ... ,&n s €
E, o,z € B! podemos entao definir

A:ch...,xn_g,z;{: Enfl — F ) ACC1,...,CL‘n_2,I;.i (xnfl) = ng(A(JEl (zl)a ey JEn_l(l'nfl% .CC”)>.

n

Como Jg, , e Jz' sdo lineares e A é linear na (n— 1)-ésima variavel, segue que Agiotn_oal!
¢ linear e de

Vs @)l = || (AT, (00), - Ty (@), 20)

< [ AT @), T (), 20)

rn

<Al 1z @Ol ey (@) - [l
= Al lall -l - [l
= (Al Nl - lzn—all - 5 ) -1l

podemos concluir que o operador A, . .. ,.r ¢ continuo. Seja agora x,_, € E_, e

w* " P AA
tome (Za, ,)a,_ e, , uma rede em E, ; tal que Jg,_, (24, ,) — ;. Por hipo-

tese o operador A, . s, ..y ¢ fracamente compacto e, pelo Teorema 4.1.2, o operador

AY v B — F” é w*- w*-continuo. Combinando isso com (4.31), para todo
159 Tn—2,Ty n

y € F', temos

"

xl,...,xn_g,x;{ ('rx,fl)<y/> = hm Agl,...,xn_Q,m%(‘]En—l(xanfl))(yl)

Qn—1
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/

= hm JEn—l(xan—l)( xl,.,.,xn_z,x;{(yl))

an_1
=lm A, e (V)(2a,)
= olffll Y (Asywnowt (Ta,_,))
= i}g y'(JEl(le(JEI (@1)s s JBy 1 (Ta 1 )5 T)
= lim Te(Jp AT, (21), -y Tgy y (Tan 1), T ()
= iirfll((]p ) JEl)(AV(JEl (1) - s IBp (Tan_1)s 20) (W)
= iirfll Id|JF(F)(K(JE1(ZU1), s IB () 20)) (V)
= lim ATg (1), Ty (Tan ), 7))
= zZ(JE1 (1), TB o (Tna), 2y 20))(Y).
Provamos que, para todos z1 € Ey,..., 2,2 € By 9,2/ | € E! | 2" € B!
iz (@) = AT (1), T, (X)), @y, ),

Da compacidade fraca do operador linear continuo A, . 4, .., pelo Teorema 4.3.6 segue
que A7 (EI'_)) C Jp(F) e assim

”
ooy Tn—2,Ty

A(JEl(El) X - X JEnfg(En—Q) X EZ—I X Eg) g JF(F)

Repetindo esse procedimento (n — 2) vezes, concluimos que A(E! X - -+ X E") C Jr(F),
isto é, A toma valores em Jg(F). O

Como consequéncia do Corolario 4.5.8 e do Teorema 4.6.2, temos o seguinte

Corolario 4.6.3. Sejam FEi, ..., E,, F espagos de Banach e A € L(Ey,...,E,; F). Se
L(E;E) =W(E;E), i,j=1,...,n,i%# j, e L(E; F) = W(E; F), i = 1,...,n, entdo
todas as extensoes de Aron-Berner de A coincidem e tomam valores em Jp(F').

4.7 Exemplos e espacos Arens-regulares

Nas se¢oes anteriores provamos varios resultados que tém como hipétese o fato de todo
operador linear continuo de um determinado espago de Banach a valores em um outro
espaco de Banach ser fracamente compacto. Algumas vezes o espaco de chegada deve ser
um espaco dual. Daremos nesta se¢ao um grande ntimero de exemplos de espacos E e F
tais que todo operador linear continuo de F em F' é fracamente compacto; situagoes essas
nas quais os teoremas das segoes anteriores podem ser aplicados.

Comecamos com um resultado que, apesar de simples, fornece uma grande quantidade
de exemplos.

Proposicao 4.7.1. Sejam E,F espacos de Banach. Se E ou F ¢ reflexivo, entao
L(E;F)=W(E;F) e L(E;F')=W(E;F).
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Demonstracao. Seja T' € L(E; F'). Suponha primeiramente que E seja reflexivo. Por [8,
Proposigao 6.2.9] sabemos que T' é w- w-continuo, e por [8, Teorema 6.4.2] sabemos que a
bola unitéaria fechada Bp é fracamente compacta. Como funcoes continuas transformam
compactos em compactos, segue que T(Bg) é fracamente compacto em F. Como F é
um um espag¢o de Hausdorff, T'(Bg) é fracamente fechado. Sendo T linear e T'(Bg) é
convexo, por [8, Teorema 6.2.11] segue que T'(Bpg) é fechado em norma, portanto 7'(Bg)
é fracamente compacto em F', provando que T é fracamente compacto.

Suponha agora que F seja reflexivo. De || T'(z)|| < ||T]] - ||=||, para todo x € E, segue
que | T(x)|| < ||T||, para todo = € Bg, e portanto T'(Bg) C ||T'||Br. Como F ¢ reflexivo,
novamente por [8, Teorema 6.4.2|, temos que ||T'|| Br é fracamente compacto. Como temos

T(Bg)” =T(Bg) C [T Br = |IT|[Br = |T|Br,

segue que T'(Bg) ¢ um subconjunto fracamente fechado do conjunto fracamente compacto
|T||Br, logo fracamente compacto em F, pois a topologia fraca ¢ de Hausdorff. Segue
que T é fracamente compacto.

Isso prova a primeira igualdade e a segunda segue da primeira e do fato de que F' é
reflexivo se, e somente, se I’ é reflexivo. n

A proposi¢ao acima nos permite concentrar em exemplos em que L(E; F) = W(E; F)
com ambos E e F nao reflexivos. Também nesse caso temos muitos exemplos, como
mostramos até o fim desta secao.

Comecamos com um resultado classico, cuja demonstracao pode ser encontada em,
por exemplo, [15, Proposigao 4.49|.

Teorema 4.7.2. (Pitt) Todo operador linear continuo de cy em {1 € compacto, e portanto
fracamente compacto.

Sejam F uma algebra de subconjuntos do conjunto S e A uma o-dlgebra de subcon-
juntos do conjunto S. O simbolo xg denota a funcao caracteristica do conjunto £. O
espago B(A) (respectivamente B(F)) é o espago de Banach com a norma do supremo, de
todas as fungoes f: S — K limitadas que podem ser aproximadas uniformemente por

m
fungoes da forma ZanXEn, onde m € N, o, € Ke E, € A (respectivamente em F),

n=1
paratodon=1,...,m.

Seja K um espago topolégico compacto de Hausdorff. Por C'(K) denotamos o espago
de Banach das fungoes f: K — K continuas com a norma do maximo.

Exemplo 4.7.3. Sejam K um espaco compacto de Hausdorff, F uma &algebra em S, A
uma o-algebra em S e E um espaco de Banach. Entao:

1. Se E nao possui um subespago isomorfo a ¢y, entdao L(B(F); E) = W(B(F); E).
2. Se F nao possui um subespago isomorfo a {,, entao L(B(A); E) = W(B(A); E).
3. Se E” néao possui um subespago isomorfo a /., entao L(C(K); E) = W(C(K); E).
4. Se E nao possui um subespago isomorfo a cq, entdo L(C(K); E) = W(C(K); E).
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Para a demonstracao, veja [13, Capitulo VI, Corolario 2, Corolario 3, Proposi¢ao 4 e
Teorema 15|, respectivamente.

Como consequéncia de [21, Corolario 1.4] temos os seguintes exemplos:

Proposicao 4.7.4. Seja E um espaco de Banach que nao possui um subespago isomorfo

0 los. Entio L(lo; E) = W(lo; E).

Definigao 4.7.5. Um espago topologico X é chamado Stonean (ou extremamente desco-
nexo) se o fecho de cada conjunto aberto é aberto.

Observe que o espago topologico X ser Stonean nao implica que X seja um espago de
Hausdorff. De fato, tomando X = {a,b}, a # b e 7 = {0, X}, é claro que (X,7) é um
espago topologico Stonean que nao é de Hausdorff. Os seguintes resulados valem mesmo
para compactos Stonean que nao sao de Hausdorff.

Teorema 4.7.6. (a) (Rosenthal) Se o espago de Banach E néao contém um subespago
isomorfo a ls, € K € compacto Stonean, entao L(C(K); E) =W(C(K); E).

(b) (Grothendieck) Se K é compacto Stonean e E é um espago de Banach separdvel,
entio L(C(K); E) =W(C(K); E).

Demonstragao. Para (a) veja [13, Teorema 10] e para (b) veja [13, Corolario 12]. O

Definicao 4.7.7. Um espaco de Banach E é dito Arens-reqular se todo operador linear
continuo de E em E’ é fracamente compacto, isto é, se L(E; E') = W(E; E').

A Proposicao 4.7.1 diz que todo espago reflexivo é Arens-regular e o Teorema de Pitt
diz que ¢y é Arens-regulares.

Como consequéncia do Corolario 4.5.8 e do Corolério 4.6.3, obtemos os seguintes re-
sultados. Quando E; =--- = E,, = E, escrevemos L("FE; F') no lugar de L(E, ..., E; F).

Corolario 4.7.8. Sejamn € N e E um espago de Banach. Entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes.

(a) E € Arens-regular.

(b) Para todo espago de Banach F' e para todo operador A € L("E; F), todas as exten-
soes de Aron-Berner de A coincidem.

(¢) Para todo espago de Banach F e para todo operador A € L("E; F), todas as exten-
soes de Aron-Berner de A sao separadamente w*- w*-continuas.

(d) Para todo espago de Banach F, todo operador A € L("E; F') admite uma extensao
de Aron-Berner separadamente w*- w*-continua.

(e) Para todo espago de Banach F, todo operador A € L("E; F) admite uma extensao
separadamente w*- w*-continua.

Corolario 4.7.9. Sejam E., F espagos de Banach e A € L("E; F). Se E é Arens-reqular
e L(E; F) =W(E; F), entdo todas as extensoes de Aron-Berner de A coincidem e tomam
valores em Jp(F).
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Terminaremos esta dissertacao com varios exemplos de espagos Arens-regulares.

Seja D C C o disco unitério fechado nos complexos. Por A(ID) denotamos a dlgebra
do disco, isto €, o espaco de todas as fung¢oes continuas f: D — C que sao analiticas no
interior do disco . A algebra disco é um espaco de Banach com a norma

If1] = sup [f(2)]. (4.32)

2[<1

Por H* denotamos o espaco de Hardy, que consiste de todas as fungoes f: D — C que
sao analiticas e limitadas. O espago de Hardy H* é completo com a norma dada em
(4.32).

Exemplo 4.7.10. A algebra do disco A(D) e o espaco de Hardy H> sao Arens-regulares.
Para as demonstragoes, veja |23, Teorema 2.8 e Teorema 2.10).

Seja R uma &lgebra sobre os niimeros complexos C. Uma involug¢io em R é uma
funcao *: R — R, x —— z*, tal que:

(i) (¢%)* = =, para todo = € R.
(i)
(iii)
(iv)

Uma algebra R munida de uma involucao * é chamada de dlgebra involutiva.

x+y)" =a* + y*, para todos x,y € R.

Ar)* = Az*, para todos € Re A € C.

(
(
(
(xy)* = y*x*, para todos z,y € R.

Exemplo 4.7.11. A fungao f: C — C, f(z) = Z, onde Z é o conjugado de z, é uma
involucao em C, que assim se torna uma &algebra involutiva.

Uma dlgebra involutiva normada é uma algebra normada R munida de uma involugao
x — x* tal que ||z*|| = ||z||, para todo x € R. Se R é um espago de Banach, entao dizemos
que R é uma dlgebra de Banach involutiva. No Exemplo 4.7.11, definindo ||z|| = |z|, para
todo z € C, e relembrando que |z| = |Z|, segue que C é uma algebra de Banach involutiva.

Definigao 4.7.12. Uma C*-dlgebra é uma 4lgebra de Banach involutiva R tal que ||z]|* =
|x*z||, para todo x € R.

As (C*-algebras formam uma classe central dentro da teoria dos espacos de Banach
(veja, por exemplo, [9, Capitulos VIII e IX]).

Exemplo 4.7.13. Toda C*-algebra é Arens-regular. Para a demonstracdo, veja |23,
Teorema 2.9].

Definigao 4.7.14. O espag¢o de James J consiste de todas as sequéncias (x,)2, de

nimeros reais tais que lim z, =0 e
n—oo

n=1

1
H(xn)zozluJ ‘= sup ((l’m - In2)2 +et (xnk—l - $nk>2) * < oo,
Mgy

onde o supremo é tomado sobre os ny,...,n; € N tais que nq < - -+ < ng.
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De [15, Pag. 205| sabemos que o espago de James J é um espago de Banach nao
reflexivo. Na verdade este espaco foi o primeiro exemplo de um espago de Banach nao
reflexivo que é isomorfo isometricamente ao seu bidual.

Exemplo 4.7.15. O espago de James J é Arens-regular. Para a demonstragao, veja [16].

)
n=1

As fungoes de Rademacher (r,)S%, sdo definidas por
rn: [0,1] — R, r,(t) = sign(sen2"7t),
onde sign é a fungao sinal.

Definicao 4.7.16. Um espaco de Banach E é de tipo 2 se existe uma constante C' > 0

tal que
1 n
/ Z Tk (t)xk
0 |l k=1

para todo n € N e todos zy,...,x, € F.

2 n
dt <O llzel?,
k=1

Para muitos exemplos de espagos de tipo 2 veja [12, Capitulo 11].

Exemplo 4.7.17. Todo espaco de Banach de tipo 2 é Arens-regular. Para a demonstra-
¢ao, veja |6, Proposition 22(b)].



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

13

4]

[5]

6]

7]

8]

19]
[10]

[11]
[12]

[13]

[14]

F. ALBiac E N. KALTON, Topics in Banach Spaces Theory, Graduate Texts in
Mathematics, Springer Verlag, 2005.

R. ARENS, The adjoint of a bilinear operation, Proc. Amer. Math. Soc. 2 (1951),
839-848. https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1951-0045941-1

R. ARON AND P. BERNER, A Hahn-Banach extension theorem for analytic map-
pings, Bull. Soc. Math. France 106 (1978), no. 1, 3-24.

R. ARON, D. GARCIA AND M. MAESTRE, On norm attaining polynomials, Publi-
cations of the Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto univ. 39 (2002),
165-172. https://doi.org/10.2977 /prims,/1145476151

R. ARON AND M. SCHOTTENLOHER, Compact holomorphic mappings on Banach
spaces and the approximation property, J. Functional Analysis 21 (1976), no. 1, 7-30.

G. BOTELHO, Ideals of polynomials generated by weakly compact operators, Note
Mat. 25 (2005/06), no. 1, 69-102.

G. BoreLHO, P. GALINDO AND L. PELLEGRINI, Uniform approxima-
tion on ideals of multilinear mappings, Math. Scand. 106 (2010), 301-319.
https://doi.org/10.7146 /math.scand.a-15139

G. BOTELHO; D. PELLEGRINO E E. TEIXEIRA, Fundamentos de Andlise Funcional,
Sociedade Brasileira de Matematica, 2¢ edi¢ao, 2015.

J. B. CoNnwAY, A Course in Functional Analysis, Second Edition, Springer, 1990.

A. DEFANT AND K. FLORET, Tensor Norms and Operator Ideals, North-Holland
Math. Studies 174, North-Holland, Amsterdam.

S. DINEEN, Complex Analysis on Infinite Dimensional Spaces, Springer, 1998.

J. DIESTEL, H. JARCHOW AND A. TONGE,, Absolutely Summing Operators, Cam-
bridge University Press, 1995. https://doi.org/10.1017/CB0O9780511526138

J. DIESTEL AND J. J. UHL JR, Vector Measures, American Mathematical Society,
1997.

N. DUNFORD AND J. T. SCHWARTZ, Linear Operators I, Interscience Publishers,
INC., New York, 1958.

87



[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

88

M. FABIAN, P. HABALA, P. HAJEK, V. MONTESINOS AND V. ZIZLER, Banach

Space Theory, The Basis for Linear and Nonlinear Analysis, Springer, New York,
2010.

D. LEUNG, Banach spaces with property (w), Glasgow Math. J. 35 (1993), 207-217.
https://doi.org/10.1017/S0017089500009769

E. L. LiMA, Espacos métricos, Instituto de Matematica Pura e Aplicada-CNPq, Rio
de Janeiro, 1977(Projeto Euclides.)

W. A. LoPgs, O Teorema de Stone-Weierstrass e Aplicagoes, Dissertacao de Mes-
trado, UFU, 2009.

F. J. MURRAY, On complementary manifolds and projections in spaces L, and (,,
Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937), 138-152. https://doi.org/10.2307/1989881

R. S. PHILLIPS, On linear transformations, Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940),
516-541 https://doi.org/10.1090,/S0002-9947-1940-0004094-3

H. P. ROSENTHAL, On relatively disjoint families of measures, with some
applications to Banach space theory, Studia Math. 37 (1971), 13-36.
https://doi.org/10.4064 /sm-37-1-13-36

A. R. SILVA, Linearizacao de aplicagoes multilineares continuas entre espacos de
Banach e multi-ideais de composicao, Dissertacao de Mestrado, UFU, 2010.

A. ULGER, Weakly compact bilinear forms and Arens regularity, Proc. Amer. Math.
Soc. 101 (1987), 697-704. https://doi.org/10.1090/5S0002-9939-1987-0911036-X

S. WILLARD, General Topology, Dover Publications, 2004.



