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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar técnicas variadas de extensão de opera-
dores multilineares contínuos entre espaços de Banach. O problema geral é o seguinte:
dados subespaços G1, . . . , Gn dos espaços de Banach E1, . . . , En, e um operador n-linear
contínuo A : G1× · · · ×Gn −→ F , existe um operador n-linear contínuo de E1× · · · ×En
em F que estende A? Existe uma tal extensão que preserva a norma de A? Se tal ex-
tensão existir, ela é única? O primeiro objetivo foi mostrar que em geral não vale uma
versão multilinear do Teorema de Hahn-Banach. Motivados por este fato, mostramos que
operadores multilineares contínuos podem ser estendidos (i) ao fecho de cada subespaço,
(ii) quando os subespaços são complementados, (iii) quando os subespaços são subespaços
de um espaço de Hilbert. Um outro problema em que trabalhamos, mais delicado que os
anteriores, é sobre a extensão de operadores multilineares contínuos ao bidual. Nesta dire-
ção estudamos em detalhes as chamadas extensões de Aron-Berner, incluindo um estudo
completo de quando elas coincidem, de quando são separadamente fraca-estrela-fraca-
estrela contínuas e de quando tomam valores no espaço de chegada original. Finalmente
concluímos este trabalho apresentando alguns exemplos de espaços Arens-regulares e de
outras situações em que todos os operadores lineares contínuos são fracamente compactos.

Palavras-chave: Espaços de Banach, operadores multilineares contínuos, extensão de
operadores multilineares contínuos, extensões de Aron-Berner, operadores multilineares
separadamente ω∗- ω∗-contínuos, espaços Arens-regular, operadores fracamente compac-
tos.
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Abstract

The main purpose of this work is to study several techniques of extending continuous
multilinear operators between Banach spaces. The general problem is as follows: Given
subspaces G1, . . . , Gn of the Banach spaces E1, . . . , En and a continuous n-linear operator
A : G1× · · · ×Gn −→ F , does there exist a continuous n-linear operator of E1× · · · ×En
in F which extends A? Is there a norm preserving extension? Is this extension, if any,
unique? The first aim it show that there is no multilinear version of the Hahn-Banach
Theorem. Motivated by this fact we show that continuous multilinear operators can be
extended to (i) the closure of each subspace, (ii) when the subspaces are complemented,
(iii) when the subspaces are subspaces of a Hilbert space. Another problem we deal
with, a more delicate one, concerns the extension of continuous multilinear operators to
the bidual. In this direction we provide a detailed study of the so-called Aron-Berner
extensions, including a complete study of when they coincide, of when they are separetely
weak-star-weak-star continuouos and of when they take values in the original target space.
Finally we conclude this work presenting some examples of Arens-regular spaces and other
situations where all continuous linear operators are weakly compact.

Keywords: Banach spaces, continuous multilinear operators, extension of continuous
multilinear operators, Aron-Berner extensions, separately ω∗- ω∗-continuous multilinear
operators, Arens-regular spaces, weakly compact operators.



Lista de Símbolos

N {1, 2, 3, . . .}
R conjunto dos números reais

C conjunto dos números complexos

K R ou C
‖ · ‖ ou ‖ · ‖E norma em um espaço normado E

(E, ‖ · ‖) espaço normado E com a norma ‖ · ‖
| · | módulo

M1, . . . ,Mn,M,N espaços métricos

X1, . . . , Xn, Y espaços vetoriais

E1, . . . , En, E, F espaços vetoriais, espaços normados ou espaços de Banach

G1, . . . , Gn, G subespaços de um espaço normado ou de um espaço de Banach

H espaço de Hilbert

〈·, ·〉 produto interno

BE bola unitária fechada do espaço normado E

xn
n−→ x a sequência (xn)∞n=1 converge para x

L(E;F ) espaço dos operadores lineares contínuos entre os espaços normados
E e F

E ′ dual topológico do espaço normado E

E ′′ bidual topológico do espaço normado E

T ′ operador adjunto de T

T ′′ operador biadjunto de T

`p (1 ≤ p <∞) espaço das sequências de escalares absolutamente p-somáveis

`∞ espaço das sequências de escalares limitadas

c0 espaço das sequências de escalares que convergem para zero

c00 subespaço de c0 formado pelas sequências eventualmente nulas

JE mergulho canônico do espaço normado E em seu bidual E ′′

ix



x

σ(E,E ′) ou w topologia fraca do espaço normado E

xn
w−→ x a sequência (xn)∞n=1 converge na topologia fraca para x

A
w fecho na topologia fraca do conjunto A

A fecho na topologia da norma do conjunto A

σ(E ′, E) ou w∗ topologia fraca-estrela do espaço dual E ′

ϕn
w∗−→ ϕ a sequência (ϕn)∞n=1 converge na topologia fraca-estrela para ϕ

h(E) imagem de um conjunto E pela aplicação h : E −→ F

L(X1, . . . , Xn;Y ) espaço dos operadores n-lineares de X1 × · · · ×Xn em Y

L(E1, . . . , En;F ) espaço dos operadores n-lineares contínuos de E1 × · · · ×En em F

idE operador identidade definido em E

i : G −→ E operador inclusão de G em E

u, T operadores lineares contínuos

A,B operadores multilineares contínuos
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Introdução

A Análise Funcional pode ser vista como o estudo dos operadores lineares contínuos
definidos entre espaços normados, em particular entre espaços de Banach de dimensão
infinita. No caso de dimensão finita, muitos resultados são encontrados na Álgebra Linear,
e quando trata-se do estudo da continuidade dos operadores entra em cena a Topologia
Geral. Sendo assim, pode-se dizer, com um pouco de liberdade, que a Análise Funcional
é uma Álgebra Linear em dimensão infinita.

Um dos teoremas clássicos da Análise Funcional é o Teorema de extensão de Hahn-
Banach. Este teorema deve o seu nome a Hans Hahn e Stefan Banach, que o provaram na
década de 1920. No artigo [3], Richard M. Aron e Paul D. Berner se dedicam ao estudo
do teorema de extensão de Hahn-Banach para funções analíticas. Um outro resultado de
extensão para um operador linear contínuo trata extensão ao fecho (veja [18]) e também
em [8] podemos encontrar o Teorema de Phillips, que é um resultado sobre a extensão de
operadores lineares contínuos tomando valores em `∞.

É bem sabido que alguns resultados para operadores lineares contínuos na Análise
Funcional Linear não seguem sendo válidos para operadores multilineares contínuos. Por
exemplo, por um lado operadores lineares contínuos são sempre uniformemente contínuos,
e por outro lado, conforme provaremos neste trabalho, operadores multilineares contínuos
não-nulos nunca são uniformemente contínuos. Com isso em vista, um primeiro objetivo
desta dissertação é verificar se resultados sobre extensão de operadores lineares contínuos
ainda seguem sendo válidos no caso multilinear.

Um outro tipo de extensão que é estudada é a extensão de operadores ao bidual. Para
o caso linear isso é bem conhecido, pois o biadjunto resolve totalmente o problema. Mas
para operadores multilineares isto já não acontece, pois ao contrário do caso linear, o
biadjunto de um operador multilinear não ajuda nesse sentido. Em 1951, no artigo [2],
Richard Arens foi uns dos primeiros a apresentar uma extensão de um operador bilinear
contínuo ao bidual. Em [3] R. Aron e P. Berner fazem essa construção para operadores
multilineares tomando valores no corpo K, construção essa que pode ser adaptada para es-
tender operadores multilineares a valores vetoriais (veja [11], pág. 413). Um dos objetivos
principais deste trabalho é apresentar um estudo detalhado das extensões de Aron-Berner
para o caso geral, isto é, não apenas para o caso bilinear. Cabe ressaltar que a grande
maioria dos textos existentes faz as demonstrações apenas no caso bilinear, dizendo que o
caso multilinear geral segue de forma análoga. O fato é que a notação se complica muito
no caso geral, e neste trabalho enfrentamos o desafio de escrever as demonstrações do caso
geral em detalhes, com todas as complicações de notação envolvidas.

Em seguida descrevemos como o trabalho está organizado. Para possibilitar uma
boa compreensão e leitura do texto, no primeiro capítulo apresentamos os conceitos e
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resultados básicos da Análise Funcional Linear e Topologia Geral que serão usados no
decorrer do texto. A maior parte desses resultados são enunciados com as demonstrações
devidamente referenciadas. Neste ponto, as principais referências utilizadas foram [22] e
[8].

Começamos o segundo capítulo mostramos que em geral não vale uma versão mul-
tilinear do Teorema de Hahn-Banach. A peça fundamental para mostrar este resultado
foi a consideração de subespaços não-complementados de espaços de Banach. Por outro
lado, quando consideramos subespaços complementados, o resultado muda repentina-
mente, pois neste caso todo operador multilinear contínuo pode ser estendido. Mesmo
não valendo um teorema de Hahn-Banach para o caso multilinear, passamos a investigar
a validade de tal tipo de extensão em alguns casos particulares. Para finalizar este capí-
tulo provamos que nem sempre operadores multilineares contínuos tomando valores em
espaços injetivos podem ser estendidos. As principais referências utilizadas neste capítulo
foram [10] e [8].

No terceiro capítulo apresentamos duas demonstrações do teorema de extensão mul-
tilinear ao fecho e algumas aplicações. A demonstração do caso linear deste resultado
(veja [18]) se baseia no fato de que operadores lineares serem uniformemente contínuos.
Como já dissemos, esse argumento não se adapta ao caso multilinear, pois operadores
multilineares não-nulos não são uniformemente contínuos. A primeira demonstração que
apresentamos para este resultado baseia-se no fato de que operadores multilineares são
sempre uniformemente contínuos sobre conjuntos limitados. Já a segunda demonstração
será feita usando o caso linear e procedendo por indução sobre o grau de multilinearidade.
Como aplicação do teorema de extensão multilinear ao fecho temos que operadores mul-
tilineares contínuos definidos em subespaços de espaços de Hilbert podem ser estendidos
continuamente ao espaço todo.

No quarto e último capítulo apresentamos um outro tipo de extensão multilinear, a
saber, a extensão de operadores multilineares contínuos ao bidual. Começamos estudando
o caso linear. Neste caso o biadjunto u′′ de um operador linear contínuo u : E −→ F pode
ser visto como uma extensão no sentido de que u′′ ◦ JE = JF ◦ u, onde JE : E −→ E ′′ é o
mergulho canônico. A pergunta natural que surge é se um resultado análogo vale para ope-
radores multilineares contínuos. O mesmo procedimento não pode ser adaptado, já que o
biadjunto de um operador multilinear é um operador linear e não multilinear. O objetivo
deste capítulo é descrever a solução deste problema fazendo a construção de Aron-Berner
para estender um operador n-linear contínuo A : E1×· · ·×En −→ F obtendo n! extensões
de Aron-Berner. A existência de várias extensões de Aron-Berner nos levou a considerar
o problema de quando todas elas coincidem, pois em [4] encontramos um exemplo que nos
dizem que pode ocorrer o contrário. Em vista disto, procuramos estabelecer condições
sob as quais todas as extensões de Aron-Berner coincidam. Lançando mão da teoria dos
operadores fracamente compactos, pois são situações em que todos os operadores lineares
contínuos são fracamente compactos que resolvem o problema. Além disso, estudamos a
preservação da norma pelas extensões de Aron-Berner e também quando essas extensões
são separadamente ω∗- ω∗-contínuas. Estudamos também quando essas extensões são ver-
dadeiras, ou genuínas, isto é, quando tomam valores no conjunto JF (F ). Primeiro damos
um exemplo que deixa claro que isso nem sempre acontece. Em seguida estabelecemos
condições sobre os espaços envolvidos para que todas as extensões de Aron-Berner tomem
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valores em JF (F ). De novo é a teoria dos operadores fracamente compactos que nos
ajuda a estabelecer este resultado. Para finalizar estudamos os espaços Arens-regulares,
que estão por definição fortemente conectados com essa coincidência dos operadores fra-
camente compactos. Finalmente, para completar a teoria concluímos este capítulo dando
alguns exemplos de espaços Arens-regulares e de várias outras situações em que todos os
operadores lineares contínuos são fracamente compactos.

Luis Alberto Garcia Santisteban
Uberlândia-MG, 20 de fevereiro de 2019.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar alguns conceitos e resultados que nos ajudarão no de-
correr da dissertação. As principais fontes desta capítulo foram [22] e [8].

Todos os espaços vetoriais são definidos sobre o corpo K, onde K = R ou C.

1.1 Espaços normados e espaços de Banach

Definição 1.1.1. Uma norma sobre um espaço vetorial E é uma função

‖ · ‖E : E −→ R, x 7−→ ‖x‖E,

que satisfaz as seguintes condições:
(i) ‖x‖E ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖E = 0 se, e somente se, x = 0;
(ii) ‖λx‖E = |λ| · ‖x‖E para todos λ ∈ K e x ∈ E;
(iii) ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E para todos x, y ∈ E (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, ‖ · ‖E) é chamado de espaço vetorial normado, ou simplesmente
espaço normado. Quando não houver perigo de confusão, escreveremos ‖ · ‖ no lugar de
‖ · ‖E. É fácil ver que a função

d : E × E −→ R , d(x, y) = ‖x− y‖,

é uma métrica em E, chamada de métrica induzida pela norma. A menos de menção
em contrário, um espaço normado será visto como espaço topológico, na verdade espaço
métrico, com a topologia induzida por esta métrica.

Denotamos a bola unitária fechada em E por BE := {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1}.

Definição 1.1.2. Um espaço normado E é chamado de espaço de Banach quando for
completo na métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.1.3. Por c0 denotamos o conjunto de todas as sequências de escalares que
convergem para zero, ou seja, fixando K = R ou C,

c0 = {(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e an −→ 0}.

4
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O conjunto c0 é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências e a expressão

‖(an)∞n=1‖∞ = sup{|an| : n ∈ N}

torna c0 um espaço normado. Mais ainda, a norma ‖ · ‖∞ é completa, assim c0 é um
espaço de Banach.

Exemplo 1.1.4. Para cada número real p ≥ 1, definimos

`p =

{
(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e

∞∑
n=1

|an|p <∞

}
.

O conjunto `p é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências e a expressão

‖(an)∞n=1‖p =

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

torna `p um espaço normado. Por outro lado a norma ‖ · ‖p é completa, assim o conjunto
`p é um espaço de Banach. Para p = ∞, definimos o conjunto de todas as sequências
limitadas de escalares, isto é,

`∞ =

{
(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e sup

n∈N
|an| <∞

}
.

O conjunto `∞ é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências e a expressão

‖(an)∞n=1‖∞ = sup{|an| : n ∈ N}

torna `∞ um espaço normado. Além disso, a norma ‖ · ‖∞ é completa, logo `∞ é um
espaço de Banach.

Definição 1.1.5. Sejam n ∈ N e E1, . . . , En espaços normados. Para (x1, . . . , xn) ∈
E1 × · · · × En, definimos

‖(x1, . . . , xn)‖1 = ‖x1‖+ · · ·+ ‖xn‖;
‖(x1, . . . , xn)‖2 = (‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2)1/2;

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = máx{‖x1‖, . . . , ‖xn‖}.

Para a demonstração do seguinte resultado veja [22, Proposição 2.3].

Proposição 1.1.6. Sejam n ∈ N e E1, . . . , En espaços normados sobre o mesmo corpo
K. Então E1 × · · · × En é um espaço vetorial sobre K com as seguintes operações:
Dados (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ E1 × · · · × En e λ ∈ K, definimos

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn);

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Além disso, as funções ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞ são normas em E1 × · · · × En.
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As normas ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞ em E1×· · ·×En são chamadas norma da soma, norma
euclidiana e norma do máximo, respectivamente.

Definição 1.1.7. Duas normas em um espaço vetorial E são equivalentes se as métricas
induzidas por elas são equivalentes, isto é, definem a mesma topologia em E.

Para as demonstrações das seguinte proposições veja [17, Capitulo 2, Proposição 9] e
[22, Proposição 2.6] respectivamente.

Proposição 1.1.8. Duas normas ‖ · ‖ e ‖ · ‖′ no espaço vetorial E são equivalentes se, e
somente se, existem constantes c1, c2 > 0 tais que

c1‖x‖ ≤ ‖x‖
′ ≤ c2‖x‖ para todo x ∈ E.

Proposição 1.1.9. Sejam E1, . . . , En espaços normados. As normas ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞
em E1 × · · · × En são equivalentes e completas se E1, . . . , En são espaços de Banach.

A partir de agora, a menos de menção em contrário, dados espaços normados E1, . . . , En,
o produto cartesiano E1 × · · · × En estará munido de uma das três normas equivalentes
‖ · ‖1, ‖ · ‖2 ou ‖ · ‖∞.

1.2 Operadores multilineares contínuos
Definição 1.2.1. Sejam n ∈ N, X1, . . . , Xn e Y espaços vetoriais. Dizemos que uma
aplicação A : X1 × · · · ×Xn −→ Y é um operador n-linear se A é linear em cada uma de
suas variáveis separadamente, isto é,

A(x1, . . . , λxi + x
′

i, . . . , xn) = λA(x1, . . . , xi, . . . , xn) + A(x1, . . . , x
′

i, . . . , xn),

para quaisquer xi, x
′
i ∈ Xi com i = 1, . . . , n e λ ∈ K.

O conjunto de todos os operadores n-lineares de X1 × · · · × Xn em Y será denotado
por L(X1, . . . , Xn;Y ). É fácil verificar que com as operações usuais de funções definidas
a seguir tornam L(X1, . . . , Xn;Y ) um espaço vetorial sobre o corpo K:

1) Dados A,B ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ) e x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, definimos

(A+B)(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) +B(x1, . . . , xn).

2) Dados A ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ), λ ∈ K e x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, definimos

(λA)(x1, . . . , xn) = λA(x1, . . . , xn).

Exemplo 1.2.2. Dados os espaços vetoriais X1, . . . , Xn e Y , escolha funcionais lineares
ϕi : Xi −→ K, i = 1, . . . , n, um vetor y ∈ Y e defina

A : X1 × · · · ×Xn −→ Y, A(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)(y).

É fácil verificar que A ∈ L(X1, . . . , Xn;Y ).
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Apresentamos agora alguns resultados sobre operadores multilineares contínuos no
produto cartesiano de espaços normados e o espaço normado (Banach) dos operadores
multilineares contínuos.

Para a demonstração dos seguintes resultados veja [22, Capítulo 2].

Proposição 1.2.3. Sejam E1, . . . , En e F espaços normados. As seguintes afirmações
são equivalentes para um operador n-linear A ∈ L(E1, . . . , En;F ):

(a) A é contínuo.

(b) A é contínuo na origem.

(c) Existe C ≥ 0 tal que ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ C‖x1‖ · · · ‖xn‖, para quaisquer xj ∈ Ej;
j = 1, . . . , n.

(d) ‖A‖ := sup{‖A(x1, . . . , xn)‖ : xj ∈ Ej e ‖xj‖ ≤ 1, para todo j = 1, . . . , n} <∞.

O conjunto de todos os operadores n-lineares contínuos de E1 × · · · × En em F será
denotado por L(E1, . . . , En;F ). No caso n = 1 e F = K, denotaremos L(E;K) por E ′,
espaço este que é chamado de dual topológico de E, os elementos de E ′ são chamados de
funcionais lineares contínuos.

Proposição 1.2.4. Sejam E1, . . . , En e F espaços normados e A ∈ L(E1, . . . , En;F ).
Então:

(a) ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para quaisquer x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En.

(b) ‖A‖ := inf{C ≥ 0 : ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ C‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos xj ∈ Ej; j =
1, . . . , n}.

Proposição 1.2.5. Sejam E1, . . . , En e F espaços normados. Então L(E1, . . . , En;F ) é
um subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).

Proposição 1.2.6. Sejam E1, . . . , En e F espaços normados.

(a) A função A 7−→ ‖A‖ é uma norma em L(E1, . . . , En;F ).

(b) Se F é um espaço de Banach, então L(E1, . . . , En;F ), com a norma do item (a),
também é um espaço de Banach.

Como K é Banach, da Proposição 1.2.6(b) segue que E ′ é Banach. Podemos então
considerar o dual de E ′, chamado de bidual de E e denotado por E ′′.

No caso n = 1, escrevemos L(E;F ) no lugar de L(1E;F ) para designar o espaço dos
operadores lineares contínuos de E em F com a norma

‖u‖ = sup{‖u(x)‖ : x ∈ BE} , u ∈ L(E;F ).

Um operador bijetor u ∈ L(E;F ) cujo operador inverso é contínuo é chamado de
isomorfismo e neste caso dizemos que os espaços E e F são isomorfos. Se, além disso,
‖u(x)‖ = ‖x‖, para todo x ∈ E, dizemos que u é um isomorfismo isométrico e neste caso
dizemos que E e F são isomorfos isometricamente.



8

1.3 Os duais dos espaços `p e c0

Dado 1 < p <∞, por q denotamos o (único) número maior que 1 tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Para
p = 1 tomamos q =∞. Diz-se que q é o conjugado de p e vice-versa.

Para as seguintes proposições veja [8, Proposição 4.2.1, Proposição 4.2.3] respectiva-
mente.

Proposição 1.3.1. Para 1 ≤ p < ∞, os espaços `q e `′p são isomorfos isometricamente
por meio da relação de dualidade

b = (bn)∞n=1 ∈ `q 7−→ ϕb ∈ `′p, ϕb((an)∞n=1) =
∞∑
n=1

anbn, para toda (an)∞n=1 ∈ `p.

Por um abuso de notação escrevemos `′p = `q. Em particular, `′1 = `∞ e `′2 = `2.

Proposição 1.3.2. Os espaços `1 e c′0 são isomorfos isometricamente por meio da relação
de dualidade

b = (bn)∞n=1 ∈ `1 7−→ ϕb ∈ c′0, ϕb((an)∞n=1) =
∞∑
n=1

anbn, para toda (an)∞n=1 ∈ c0.

1.4 Espaços de Hilbert
Um produto interno no espaço vetorial E sobre K é uma função

〈·, ·〉 : E × E −→ K, (x, y) 7→ 〈x, y〉,

tal que para quaisquer x, y, z ∈ E e λ ∈ K:

(a) 〈x, x〉 > 0 se x 6= 0 e 〈x, x〉 = 0 se, e somente se, x = 0,

(b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,

(c) 〈x+ λy, z〉 = 〈x, z〉+ λ〈y, z〉.

O par (E, 〈·, ·〉) é chamado de espaço com produto interno. Prova-se que a função

‖ · ‖ : E −→ R, ‖x‖ =
√
〈x, x〉,

é uma norma em E, chamada de norma induzida pelo produto interno 〈·, ·〉 (veja [8,
Corolário 5.1.3]).

Definição 1.4.1. Um espaço com produto interno que é completo na norma induzida
pelo produto interno é chamado de espaço de Hilbert. Em particular, todo espaço de
Hilbert é um espaço de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 1.4.2. O espaço `2 é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈(an)∞n=1, (bn)∞n=1〉 =
∞∑
n=1

anbn.
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1.5 Alguns resultados complementares
Nesta seção apresentaremos alguns resultados complementares que serão necessários para
o desenvolvimento desta dissertação.

Definição 1.5.1. Sejam E,F espaços normados. Um operador u : E −→ F é uma imersão
isométrica se ‖u(x)‖ = ‖x‖, para todo x ∈ E.

Note que uma imersão isométrica linear é sempre injetora. Assim, um isomorfismo
isométrico nada mais é que uma imersão isométrica linear sobrejetora.

Para a demonstração dos seguintes resultados veja [8, Proposição 4.3.1] e [17, Propo-
sição 5.7.19] respectivamente.

Proposição 1.5.2. Para todo espaço normado E, o operador

JE : E −→ E ′′ , JE(x)(ϕ) = ϕ(x), para todos x ∈ E e ϕ ∈ E ′,

é uma imersão isométrica linear, chamado de mergulho canônico de E em E ′′.

Dizemos que o espaço normado E é reflexivo se o mergulho canônico é sobrejetor.
Por U denotaremos o fecho de um subconjunto U de um espaço topológico, mais

precisamente sejam X um espaço topológico e U ⊂ X. Definimos

U =
⋂
{F ⊂ X : F é fechado e U ⊂ F}.

Proposição 1.5.3. Sejam M,N espaços métricos, X ⊆ M , a ∈ X e f : X −→ N uma
função. Então lim

x→a
f(x) = b ∈ N se, e somente se, para toda sequência de pontos (xn)∞n=1

em X tal xn −→ a, tem-se lim
n→∞

f(xn) = b.

Lema 1.5.4. Sejam E espaço normado e u ∈ L(E;F ). Definindo u : E −→ u(E) por
u(x) = u(x), então u ∈ L(E;u(E)) e ‖u‖ = ‖u‖.

Demonstração. Dados x, y ∈ E e λ ∈ K, da linealidade de u temos

u(x+ λy) = u(x+ λy) = u(x) + λu(y) = u(x) + λu(y),

provando que u é linear. Para todo x ∈ E, tem-se

‖u(x)‖ = ‖u(x)‖ ≤ ‖u‖ · ‖x‖

donde segue a continuidade de u e a desigualdade ‖u‖ ≤ ‖u‖. Da definição da norma de
um operador segue que, para todo x ∈ E com ‖x‖ ≤ 1,

‖u‖ ≥ ‖u(x)‖ = ‖u(x)‖

e isso mostra que ‖u‖ ≥ ‖u‖. Portanto ‖u‖ = ‖u‖.

Definição 1.5.5. Sejam (M1, d1), . . . , (Mn, dn) espaços métricos, definimos a métrica do
máximo d∞ em M1 × · · · ×Mn como sendo

d∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx{d1(x1, y1), . . . , dn(xn, yn)},

em que xi, yi ∈Mi, i = 1, . . . , n.
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No próximo lema utilizaremos a métrica do máximo d∞ no produto cartesiano M1 ×
· · · × Mn de espaços métricos. Assim, a bola aberta de centro em x = (x1, . . . , xn) ∈
M1 × · · · ×Mn e raio r > 0 com a métrica do máximo é

B(x, r) = B(x1, r)× · · · ×B(xn, r).

De fato, para y = (y1, . . . , yn), note que

y ∈ B(x, r)⇐⇒ d∞(x, y) < r

⇐⇒ d(xj, yj) ≤ d∞(x, y) < r, para todo j = 1, . . . , n

⇐⇒ d(xj, yj) < r, para todo j = 1, . . . , n

⇐⇒ yj ∈ B(xj, r), para todo j = 1, . . . , n

⇐⇒ y = (y1, . . . , yn) ∈ B(x1, r)× · · · ×B(xn, r).

Lema 1.5.6. Sejam M1, . . . ,Mn espaços métricos e A1 ⊆M1, . . . , An ⊆Mn. Então

A1 × · · · × An = A1 × · · · × An.

Demonstração. Chame B = A1 × · · · × An, tome x = (x1, . . . , xn) e veja que

x ∈ B ⇐⇒ para todo r > 0, B(x, r) ∩ (A1 × · · · × An) 6= ∅
⇐⇒ para todo r > 0, (B(x1, r)× · · · ×B(xn, r)) ∩ (A1 × · · · × An) 6= ∅
⇐⇒ para todo r > 0, (B(x1, r) ∩ A1)× · · · × (B(xn, r) ∩ An) 6= ∅
⇐⇒ para todo r > 0, B(xj, r) ∩ Aj 6= ∅, j = 1, . . . , n

⇐⇒ xj ∈ Aj, para todo j = 1, . . . , n

⇐⇒ x ∈ A1 × · · · × An.

Definição 1.5.7. Um subconjunto S de um espaço topológico X é denso se S = X.

É claro que S é denso em S, pois S = S.
A definição de um subespaço de Banach λ-complementados λ ≥ 1 sera definido mais

para frente. Para o próximo resultado veja [8, Corolário 5.2.7].

Proposição 1.5.8. Todo subespaço fechado não-nulo de um espaço de Hilbert é 1-comple-
mentado.

Sejam E,F espaços normados e u ∈ L(E;F ) um operador linear contínuo. Definindo

u′ : F ′ −→ E ′ , u′(ϕ)(x) = ϕ(u(x)),

provaremos no Capítulo 4 que u′ é um operador linear contínuo, chamado de adjunto de
u. Isso nos permite considerar o adjunto do operador u′ ∈ L(F ′;E ′),

(u′)′ := u′′ : E ′′ −→ F ′′ , u′′(ψ)(ϕ) = ψ(u′(ϕ)),

para todos ψ ∈ E ′′ e ϕ ∈ F ′. O operador u′′ ∈ L(E ′′;F ′′) é chamado de biadjunto de u.
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1.6 Espaços topológicos e redes
Começamos esta seção recordando a noção de espaço topológico.

Definição 1.6.1. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos de
X, chamados conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) X e ∅ pertencem a τ.

(b) Se n ∈ N e A1, . . . , An ∈ τ , então
n⋂
j=1

Aj ∈ τ.

(c) Se {Ai}i∈I é uma coleção de elementos de τ , então
⋃
i∈I

Ai ∈ τ.

Neste caso, dizemos que o par (X, τ) é um espaço topológico e quando não houver
perigo de confusão escrevemos X no lugar de (X, τ).

O próximo passo é definir redes convergentes em espaços topológicos, conceito este
que é uma generalização da noção de sequências convergentes.

Definição 1.6.2. Um conjunto dirigido é um par (Ω,≤), onde Ω é um conjunto e ≤ é
uma relação em Ω satisfazendo

(a) λ ≤ λ, para todo λ ∈ Ω,

(b) Se λ1 ≤ λ2 e λ2 ≤ λ3, então λ1 ≤ λ3,

(c) Para todos λ1, λ2 ∈ Ω, existe λ3 ∈ Ω tal que λ1 ≤ λ3 e λ2 ≤ λ3.

Definição 1.6.3. Sejam (Ω,≤) um conjunto dirigido e X um espaço topológico. Uma
função f : Ω −→ X é chamada de rede em X. Chamando f(λ) = xλ, para todo λ ∈ Ω,
podemos denotar a rede f por (xλ)λ∈Ω.

Uma subrede da rede f : Ω −→ X é uma composição f ◦ ϕ, onde ϕ : ∧ −→ Ω é uma
função não-decrescente e cofinal definida num conjunto dirigido ∧, isto é: ∧ é um conjunto
dirigido e:

1. ϕ(µ1) ≤ ϕ(µ2), sempre que µ1 ≤ µ2,

2. para cada λ ∈ Ω, existe µ ∈ ∧ tal que λ ≤ ϕ(µ).

Note que toda subrede de uma rede em X é também uma rede em X.

Definição 1.6.4. Uma vizinhança de um elemento x do espaço topológico X é um sub-
conjunto U de X que contém um aberto V contendo x, isto é, x ∈ V ⊂ U.

Definição 1.6.5. (a) Dizemos que uma rede (xλ)λ∈Ω no espaço topológico X converge
para x ∈ X, e neste caso escrevemos xλ −→ x, se para cada vizinhança V de x existe
λ0 ∈ Ω tal que xλ ∈ V para todo λ0 ≤ λ.
(b) Dizemos que a rede (xλ)λ∈Ω em X tem x ∈ X como ponto de acumulação, se para
cada vizinhança Ux de x e cada λ0 ∈ Ω, existe λ ∈ Ω tal que λ0 ≤ λ e xλ ∈ Ux.
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Para a demonstração dos seguintes teoremas veja [24, Teorema 11.5, Teorema 17.4]
respectivamente.

Teorema 1.6.6. Uma rede (xλ)λ∈Ω no espaço topológico X tem x ∈ X como um ponto
de acumulação se, e somente se, existe uma subrede de (xλ)λ∈Ω que converge para x.

Relembre que um espaço topológico X é compacto se toda cobertura aberta de X
admite subcobertura finia.

Teorema 1.6.7. Um espaço topológico X é compacto se, e somente se, toda rede em X
possui uma subrede convergente em X.

Definição 1.6.8. Um espaço topológico X é um espaço de Hausdorff se para todos
x, y ∈ X, com x 6= y, existem vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩ V = ∅.

É sabido que se uma rede é convergente em um espaço de Hausdorff, então o limite é
único.

Lema 1.6.9. Sejam X um espaço topológico e Y um espaço topológico de Hausdorff. Se
f, g : X −→ Y são funções contínuas e coincidem em um subconjunto denso de X, então
f = g.

Demonstração. Seja B um subconjunto denso de X no qual f e g coincidem, isto é,
B = X e f(x) = g(x), para todo x ∈ B. Dado x ∈ X = B, existe uma rede (xλ)λ∈Ω

em B tal que xλ −→ x. Como f e g são contínuas em x, tem-se f(xλ) −→ f(x) e
g(xλ) −→ g(x) e como xλ ∈ B, para todo λ ∈ Ω, tem-se f(xλ) = g(xλ), para todo
xλ ∈ B. Daí f(xλ) = g(xλ) −→ g(x) em Y . Da unicidade do limite em espaços de
Hausdorff segue que f(x) = g(x, ) para todo x ∈ X, ou seja, f = g.

1.7 A topologia gerada por uma família de funções
Sejam X um conjunto, (Yi)i∈I uma coleção de espaços topológicos e (fi)i∈I uma coleção
de funções de X em Yi. A topologia gerada pelas funções (fi)i∈I é a topologia τ em X
que tem como base o conjunto{

n⋂
j=1

f−1
ij

(Aij) : n ∈ N, ij ∈ I e Aij aberto em Yij , j = 1, . . . , n

}
.

Dado um espaço normado E, cada ϕ ∈ E ′ é um funcional linear contínuo de E no
espaço topológico K, ou seja, E ′ = (ϕ)ϕ∈E′ . Logo podemos considerar a topologia em E
gerada pelos funcionais ϕ ∈ E ′, que tem como base o conjunto{

n⋂
j=1

ϕ−1
j (Aj) : n ∈ N, e Aj aberto em K e ϕj ∈ E ′, j = 1, . . . , n

}
.

Essa topologia é chamada de topologia fraca em E, denotada por σ(E,E ′) ou ω. Quando
uma rede (xλ)λ∈Ω em E converge para x ∈ E na topologia fraca, escrevemos xλ

ω−→ x ou
x = ω - lim

λ∈Ω
xλ. Para a demonstração de todos os resultados desta seção, veja [8, Capítulo

6].
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Proposição 1.7.1. Seja E um espaço normado

(a) Para todo ϕ ∈ E ′, ϕ : (E,ω) −→ K é contínuo.

(b) Para cada x0 ∈ E, os conjuntos da forma

VJ,ε = {x ∈ E : |ϕj(x)− ϕj(x0)| < ε, para todo j ∈ J},

onde J é um conjunto finito, ε > 0 e ϕj ∈ E ′, para todo j ∈ J , formam uma base
de vizinhanças abertas de x0 para a topologia fraca.

(c) Seja (xλ)λ∈Ω ⊆ E uma rede e x ∈ E. Então xλ
ω−→ x se, e somente se, ϕ(xλ) −→

ϕ(x), para todo ϕ ∈ E ′.

Como E ′ é um espaço normado e os elementos de E ′′ são funcionais lineares contínuos
de E ′ em K, podemos considerar a topologia fraca em E ′, que é a topologia gerada pelos
funcionais f ∈ E ′′, a qual estamos denotando por σ(E ′, E ′′) ou ω.

Do Teorema 1.5.2 sabemos que para cada x ∈ E, JE(x) : E ′ −→ K é um funcional
linear contínuo, e assim podemos considerar a topologia em E ′ gerada pelos elementos do
conjunto

JE(E) = {JE(x) ∈ E ′′ : x ∈ E} ⊆ E ′′.

Essa topologia é chamada de topologia fraca-estrela em E ′ e denotada por σ(E ′, E) ou
ω∗. Quando uma rede (ϕλ)λ∈Ω em E ′ converge para ϕ ∈ E ′ na topologia fraca-estrela,
escrevemos ϕλ

ω∗−−→ ϕ ou ϕ = ω∗-lim
λ∈Ω

ϕλ.

Proposição 1.7.2. Seja E um espaço normado

(a) Para todo x ∈ E, JE(x) : (E ′, ω∗) −→ K é contínuo.

(b) Para cada ϕ0 ∈ E ′, os conjuntos da forma

WJ,ε = {ϕ ∈ E ′ : |ϕ(xi)− ϕ0(xi)| < ε, para todo i ∈ J},

onde J é um conjunto finito, ε > 0 e xi ∈ E, para todo i ∈ J , formam uma base de
vizinhanças abertas de ϕ0 para a topologia fraca-estrela.

(c) Seja (ϕλ)λ∈Ω ⊆ E ′ uma rede e ϕ ∈ E ′. Então ϕλ
ω∗−−→ ϕ se, e somente se, ϕλ(x) −→

ϕ(x), para todo x ∈ E.

Proposição 1.7.3. Sejam E um espaço normado e f : E ′ −→ K, um funcional linear ω∗-
contínuo. Então existe x ∈ E tal que f = JE(x). Em outras palavras, (E ′, ω∗)′ = JE(E).

Como E ′′ é um espaço normado e f : E ′′ −→ K é um funcional linear contínuo de
E ′′ em K, podemos então considerar a topologia fraca-estrela em E ′′, e assim os itens da
proposição acima seguem válidos para (E ′′, ω∗).

Sejam (X, τ1) e (Y, τ2) espaços topológicos. Em vez de dizer que uma função f : (X, τ1)
−→ (Y, τ2) é contínua, diremos que f : X −→ Y é τ1 − τ2-contínua.

Teorema 1.7.4. (Teorema de Goldstine) Sejam E um espaço de Banach e JE : E −→ E ′′

o mergulho canônico. Então JE(BE) é denso em BE′′ na topologia fraca-estrela. Portanto,
JE(E) é denso em E ′′ na topologia fraca-estrela, isto é, JE(E)

ω∗

= E ′′.



Capítulo 2

Extensões de Hahn-Banach, subespaços
complementados e espaços injetivos

Estudaremos neste capítulo a validade ou não dos casos multilineares de três situações
clássicas em que operadores lineares podem ser estendidos a espaços maiores. São as
seguintes:

• Extensões de Hahn-Banach. Um dos pilares da Análise Funcional Linear, o Teorema
de Hahn-Banach diz que se G é subespaço do espaço normado E, então todo funcional
linear contínuo em G pode ser estendido para um funcional linear contínuo em E, man-
tendo a norma. Será que tal fato continua válido para funcionais multilineares? Ou seja,
é verdade que se G1 é subespaço de E1, . . ., Gn é subespaço de En, então todo funcional
n-linear contínuo em G1×· · ·×Gn pode ser estendido para um funcional n-linear contínuo
em E1 × · · · × En?

• Subespaços complementados. É fato conhecido que se G é um subespaço comple-
mentado do espaço normado E, F é um espaço de Banach, então todo operador linear
contínuo de G em F pode ser estendido para um operador linear contínuo de E em F . Será
que vale o caso multilinear? Ou seja, é verdade que se G1 é subespaço complementado de
E1, . . ., Gn é subespaço complementado de En, então todo operador n-linear contínuo em
G1 × · · · ×Gn pode ser estendido para um operador n-linear contínuo em E1 × · · · ×En?

• Espaços injetivos. Existem espaços de Banach F , chamados de espaços injetivos, que
satisfazem a seguinte propriedade: para todo espaço de Banach E, todo subespaço G de
E e todo operador linear contínuo de G em F pode ser estendido a um operador linear
contínuo de E em F . A pergunta é clara: será que todo operador multilinear contínuo
tomando valores em um espaço injetivo pode ser estendido para espaços maiores?

O objetivo deste capítulo é responder as três perguntas acima, o que evidenciará as
semelhanças e as diferenças entre as teorias linear e não-linear. Mais ainda, a solução do
problema multilinear do caso de subespaços complementados nos ajudará a resolver, no
Capítulo 3, mais um caso multilinear de uma extensão linear clássica, a saber, a extensão
de operadores definidos em espaços de Hilbert.
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2.1 Subespaços complementados
Além de resolver a questão da extensão de operadores multilineares definidos em subespa-
ços complementados, nesta seção mostraremos também que extensões tipo Hahn-Banach
não valem para operadores a valores vetoriais, ou seja, valem apenas para funcionais
lineares.

Definição 2.1.1. Seja E um espaço de Banach. Um operador linear contínuo P : E −→ E
é uma projeção se P 2 := P ◦ P = P .

Se P 6= 0 é uma projeção, então ‖P‖ ≥ 1. De fato, tomando x ∈ E tal que P (x) 6= 0,
temos

‖P (x)‖ = ‖P (P (x))‖ ≤ ‖P‖ · ‖P (x)‖.
Veja também que P (y) = y, para todo y ∈ P (E). De fato, para todo y ∈ P (E) existe
x ∈ E tal que P (x) = y. Segue que

y = P (x) = P (P (x)) = P (y).

Definição 2.1.2. Um subespaço F do espaço de Banach E é complementado se existe
uma projeção P : E −→ E cuja imagem coincide com F , ou, equivalentemente, se F é
fechado e existe um subespaço fechado G de E tal que E = G ⊕ F . Dizemos que F é
λ-complementado, λ ≥ 1, se ‖P‖ ≤ λ.

O seguinte resultado será útil duas vezes em nosso trabalho.

Proposição 2.1.3. Seja G um subespaço não-complementado do espaço de Banach E.
Então não existe operador linear e contínuo u : E −→ G tal que u(x) = x, para todo
x ∈ G.

Demonstração. Suponha que exista um operador linear e contínuo u : E −→ G tal que
u(x) = x, para todo x ∈ G. Como a função inclusão

i : G −→ E, i(x) = x,

é linear e contínua, tem-se que i ◦ u : E −→ E é linear e contínuo. Mais ainda, como
u(x) ∈ G, para todo x ∈ G,

(i ◦u)2(x) = (i ◦u)((i ◦u)(x)) = (i ◦u)(i(u(x))) = (i ◦u)(u(x)) = (i ◦u)(x) = i(u(x)) = x,

para todo x ∈ G. Isso prova que (i ◦ u)2 = i ◦ u. A última igualdade acima nos diz que
(i ◦ u)(G) = G, e portanto

(i ◦ u)(E) = i(u(E)) ⊆ G = (i ◦ u)(G) ⊆ (i ◦ u)(E),

provando que (i ◦ u)(E) = G. Segue que i ◦ u é uma projeção sobre G, mas isso contradiz
o fato de ser G um subespaço não-complementado de E.

A primeira utilidade da proposição acima é a conclusão, a seguir, de que o Teorema de
Hahn-Banach somente é valido para funcionais lineares contínuos, isto é, não existe uma
versão vetorial do teorema de Hahn-Banach. Isso responde uma das questões do início do
capítulo.
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Corolário 2.1.4. Seja G um subespaço não-complementado do espaço de Banach E.
Então o operador identidade em G não pode ser estendido linearmente e continuamente
a E.

A seguir damos alguns exemplos de subespaços não-complementados de um espaço de
Banach. Sabemos que o conjunto

c00 = {(xn)∞n=1 ∈ c0 : existe n0 ∈ N tal que xn = 0, para todo n ≥ n0}

é um subespaço não-fechado de c0.
Da definição de subespaço complementado segue que, se F é um subespaço não-fechado

de um espaço de Banach E então F não é um subespaço complementado de E.

Exemplo 2.1.5.

(a) Como c00 é um subespaço não-fechado de c0, temos que c00 não é um subespaço
complementado de c0.

(b) Em 1937, Murray [19] provou que para todo 2 6= p > 1, `p contém um subespaço
fechado não-complementado, isto é, existe um subespaço fechado G de `p, 2 6= p > 1
tal que G não é complementado em `p, 2 6= p > 1.

(c) Em 1940, Phillips [20] provou que c0 não é um subespaço complementado de `∞.

(d) O espaço de Banach `1 contém um subespaço fechado não-complementado (veja [1,
Corollary 2.3.3]).

Nos voltamos agora para o objetivo central desta seção, que é provar a possibilidade
de estender operadores multilineares definidos em subespaços complementados.

Lema 2.1.6. Sejam E1, G1, . . . , En, Gn, F espaços normados, u1 ∈ L(E1, G1),. . . ,un ∈
L(En, Gn) e A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ). Definindo

A◦(u1, . . . , un) : E1×· · ·×En −→ F, (A◦(u1, . . . , un))(x1, . . . , xn) = A(u1(x1), . . . , un(xn)),

tem-se que A ◦ (u1, . . . , un) ∈ L(E1, . . . , En;F ) e ‖A ◦ (u1, . . . , un)‖ ≤ ‖A‖ · ‖u1‖ · · · ‖un‖.

E1

u1

��

× · · ·× En

un

��

A◦(u1,...,un)

%%
G1 × · · ·× Gn

A // F

Demonstração. Sejam xj, yj ∈ Ej, j = 1, . . . , n e λ ∈ K. Da linearidade dos operadores
ui, i = 1, . . . , n, temos

(A ◦ (u1, . . . , un))(x1, . . . , xj + λyj, . . . , xn) = A(u1(x1), . . . , uj(xj + λyj), . . . , un(xn))

= A(u1(x1), . . . , uj(xj), . . . , un(xn)) + λA(u1(x1), . . . , uj(yj), . . . , un(xn))

= (A ◦ (u1, . . . , un))(x1, . . . , xj, . . . , xn) + λ(A ◦ (u1, . . . , un))(x1, . . . , yj, . . . , xn),
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provando que A ◦ (u1, . . . , un) é n-linear. Como A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) e uj ∈ L(Ej, Gj),
j = 1, . . . , n, pela Proposição 1.2.4 temos

‖(A ◦ (u1, . . . , un))(x1, . . . , xn)‖ = ‖A(u1(x1), . . . , un(xn))‖
≤ ‖A‖ · ‖u1(x1)‖ · · · ‖un(xn)‖
≤ ‖A‖ · ‖u1‖ · ‖x1‖ · · · ‖un‖ · ‖xn‖
=
(
‖A‖ · ‖u1‖ · · · ‖un‖

)
‖x1‖ · · · ‖xn‖.

Tomando C = ‖A‖ · ‖u1‖ · · · ‖un‖ ≥ 0, tem-se que A ◦ (u1, . . . , un) é contínua e

‖A ◦ (u1, . . . , un)‖ ≤ ‖A‖ · ‖u1‖ · · · ‖un‖.

Observe que no lugar de considerar subespaços não-complementados de um espaço de
Banach, consideramos subespaços complementados temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.7. Sejam E1, . . . , En espaços de Banach, G1 subespaço λ1−complementado
de E1,. . . ,Gn subespaço λn−complementado de En e F espaço normado. Para toda A ∈
L(G1, . . . , Gn;F ) existe Ã ∈ L(E1, . . . , En;F ) extensão de A com

‖A‖ ≤ ‖Ã‖ ≤ ‖A‖λ1 · · ·λn.

Demonstração. Para cada j = 1, . . . , n, Gj é um subespaço λj−complementado de Ej,
portanto existe uma projeção Pj : Ej −→ Ej cuja imagem coincide com Gj e ‖Pj‖ ≤ λj.
Como Pj ∈ L(Ej, Ej) e Pj(Ej) = Gj, podemos definir

Qj : Ej −→ Gj , Qj(xj) = Pj(xj).

Pelo Lema 1.5.4, sabemos queQj ∈ L(Ej, Gj) e ‖Qj‖ = ‖Pj‖ ≤ λj, j = 1, . . . , n. Definindo
Ã := A ◦ (Q1, . . . , Qn), isto é,

Ã : E1 × · · · × En −→ F, Ã(x1, . . . , xn) = A(Q1(x1), . . . , Qn(xn)),

pelo Lema 2.1.6 temos Ã ∈ L(E1, . . . , En;F ) e

‖Ã‖ = ‖A ◦ (Q1, . . . , Qn)‖ ≤ ‖A‖ · ‖Q1‖ · · · ‖Qn‖ ≤ ‖A‖λ1 · · ·λn.

Vejamos que Ã estende A. De fato, para todos xj ∈ Gj temos que Qj(xj) = Pj(xj) = xj,
j = 1, . . . , n, e portanto

Ã(x1, . . . , xn) = A(Q1(x1), . . . , Qn(xn)) = A(x1, . . . , xn),

provando que Ã estende A. Por fim,

‖Ã‖ = sup
xj∈BEj
1≤j≤n

‖Ã(x1, . . . , xn)‖ ≥ sup
yj∈BGj
1≤j≤n

‖Ã(y1, . . . , yn)‖ = sup
yj∈BGj
1≤j≤n

‖A(y1, . . . , yn)‖ = ‖A‖,

o que nos permite concluir que ‖A‖ ≤ ‖Ã‖ ≤ ‖A‖λ1 · · ·λn.
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Se, no teorema acima, os subespaços Gj, j = 1 . . . , n; são 1−complementados então a
extensão preserva a norma, isto é, ‖Ã‖ = ‖A‖.

De [8, Exemplo 3.2.4] tem-se que todo subespaço de dimensão finita de um espaço
de Banach é complementado, assim Kn, n ≥ 1 é complementado em qualquer espaço de
Banach que contém Kn. Mais ainda, se, no Teorema 2.1.7, G1 é um subespaço de dimensão
finita de E1,. . . , Gn é um subespaço de dimensão finita de En e A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ),
então existe Ã ∈ L(E1, . . . , En;F ) extensão de A.

Sempre que se prova um teorema de existência, é natural perguntar pela unicidade.
Veremos no seguinte exemplo que a extensão n-linear contínua Ã do Teorema 2.1.7 não é
única em geral.

Exemplo 2.1.8. Considere os operadores lineares contínuos

u : K −→ K3 , u(x) = (x, 0, 0),

id : K3 −→ K3 , id(x, y, z) = (x, y, z) e

T : K3 −→ K3 , T (x, y, z) = (x, y, 0).

Para todo x ∈ K,

id(x, 0, 0) = (x, 0, 0) = u(x) = (x, 0, 0) = T (x, 0, 0),

o que prova que id e T são extensões distintas de u. Portanto não há unicidade nem no
caso linear.

2.2 Extensões de Hahn-Banach
Enunciando precisamente, o clássico Teorema de Hahn-Banach estabelece que se G é um
subespaço do espaço normado E e ϕ : G −→ K é um funcional linear contínuo, então
existe um funcional linear contínuo ϕ̃ : E −→ K que estende ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

A pergunta no caso multilinear é a seguinte: será que dados subespaços G1, . . . , Gn

dos espaços normados E1, . . . , En, respectivamente, e uma forma n-linear contínua A ∈
L(G1, . . . , Gn;K), sempre existe uma forma n-linear contínua Ã ∈ L(E1, . . . , En;K) que
estende A?

Provaremos nesta seção que a resposta é negativa em geral. Entretanto, veremos duas
situações particulares em que a resposta é positiva.

Denotamos por Sn, n ∈ N, o conjunto de todas as permutações dos n primeiros
números naturais, isto é, funções bijetoras, σ : {1, . . . , n} −→ {1, . . . , n}.

O próximo resultado será útil mais de uma vez.

Teorema 2.2.1. Sejam E1, . . . , En e F espaços normados. Então para cada j ∈ {1, . . . , n}
e cada permutação σ ∈ Sn, o operador

ψ : L(E1, . . . , En;F ) −→ L(Eσ(1), . . . , Eσ(j);L(Eσ(j+1), . . . , Eσ(n);F )),

ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j))(xσ(j+1), . . . , xσ(n)) = A(x1, . . . , xn),

é um isomorfismo isométrico.
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Demonstração. Vejamos que ψ está bem definida no sentido de que para todos j ∈
{1, . . . , n}, σ ∈ Sn, A ∈ L(E1, . . . , En;F ) e xσ(1) ∈ Eσ(1), . . . , xσ(j) ∈ Eσ(j), tem-se

ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j)) ∈ L(Eσ(j+1), . . . , Eσ(n);F ) e

ψ(A) ∈ L(Eσ(1), . . . , Eσ(j);L(Eσ(j+1), . . . , Eσ(n);F )).

Para começar, tome k ∈ {j + 1, . . . , n} e xσ(k), yσ(k) ∈ Eσ(k) e λ ∈ K. Chame x =
(xσ(1), . . . , xσ(j)) e y = (xσ(j+1), . . . , xσ(k) + λyσ(k), . . . , xσ(n)) e veja que para cada i ∈
{σ(j + 1), . . . , σ(n)},

ψ(A)(x)(y) = A(x1, . . . , xi + λyi, . . . , xn)

= A(x1, . . . , xi, . . . , xn) + λA(x1, . . . , yi, . . . , xn)

= ψ(A)(x)(xσ(j+1), . . . , xσ(k), . . . , xσ(n))

+ λψ(A)(x)(xσ(j+1), . . . , yσ(k), . . . , xσ(n)),

provando que ψ(A)(x) é (n− j)-linear. De

‖ψ(A)(x)(xσ(j+1), . . . , xσ(n))‖ = ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖
=
(
‖A‖ · ‖xσ(1)‖ · · · ‖xσ(j)‖

)
‖xσ(j+1)‖ · · · ‖xσ(n)‖,

segue que ψ(A)(x) é contínua e

‖ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j))‖ ≤ ‖A‖ · ‖xσ(1)‖ · · · ‖xσ(j)‖. (2.1)

Vejamos que ψ(A) ∈ L(Eσ(1), . . . , Eσ(j);L(Eσ(j+1), . . . , Eσ(n);F )). Para k ∈ {1, . . . , j},
sejam xσ(k), yσ(k) ∈ Eσ(k) e λ ∈ K. Chame x = (xσ(1), . . . , xσ(k) + λyσ(k), . . . , xσ(j)) e
y = (xσ(j+1), . . . , xσ(n)) e veja que, para i ∈ {σ(1), . . . , σ(j)},

ψ(A)(x)(y) = A(x1, . . . , xi + λyi, . . . , xn)

= A(x1, . . . , xi, . . . , xn) + λA(x1, . . . , yi, . . . , xn)

= ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(k), . . . , xσ(n))(y) + λψ(A)(xσ(1), . . . , yσ(k), . . . , xσ(n))(y)

= (ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(k), . . . , xσ(n)) + λψ(A)(xσ(1), . . . , yσ(k), . . . , xσ(n)))(y).

Como isso vale para para todo y ∈ Eσ(j+1) × · · · × Eσ(n), temos

ψ(A)(x) = ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(k), . . . , xσ(n)) + λψ(A)(xσ(1), . . . , yσ(k), . . . , xσ(n)),

o que prova que ψ(A) é j-linear e de (2.1) segue que ψ(A) é contínua. Vejamos que ψ é
linear. Sejam A,B ∈ L(E1, . . . , En;F ) e λ ∈ K. Para cada j ∈ {1, . . . , n} e cada permuta-
ção σ ∈ Sn, chame x = (xσ(j+1), . . . , xσ(n)) e note que, para todos xσ(1) ∈ Eσ(1), . . . , xσ(j) ∈
Eσ(j),

ψ(A+ λB)(xσ(1), . . . , xσ(j))(x) = (A+ λB)(x1, . . . , xn)

= A(x1, . . . , xn) + λB(x1, . . . , xn)

= ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j))(x) + λψ(B)(xσ(1), . . . , xσ(j))(x)

= (ψ(A) + λψ(B))(xσ(1), . . . , xσ(j))(x).
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Como isso vale para todo x ∈ Eσ(j+1) × · · · × Eσ(n), temos

ψ(A+ λB)(xσ(1), . . . , xσ(j)) = (ψ(A) + λψ(B))(xσ(1), . . . , xσ(j)),

para todos xσ(1) ∈ Eσ(1), . . . , xσ(j) ∈ Eσ(j), temos ψ(A+ λB) = ψ(A) + λψ(B), isto é, ψ é
linear. Vejamos que ‖ψ(A)‖ = ‖A‖. De fato, para cada j ∈ {1, . . . , n} e cada permutação
σ ∈ Sn,

‖ψ(A)‖ = sup
xσ(i)∈BEσ(i)
i=1,...,j

‖ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j))‖

= sup
xσ(i)∈BEσ(i)
i=1,...,j

sup
xσ(k)∈BEσ(k)
k=j+1,...,n

‖ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j))(xσ(j+1), . . . , xσ(n))‖

= sup
xσ(i)∈BEσ(i)
i=1,...,n

‖A(x1, . . . , xn)‖

= sup
xi∈BEi
i=1,...,n

‖A(x1, . . . , xn)‖ = ‖A‖.

Por fim, vejamos que ψ é sobrejetora. Sejam j ∈ {1, . . . , n}, σ ∈ Sn e um operador
B ∈ L(Eσ(1), . . . , Eσ(j);L(Eσ(j+1), . . . , Eσ(n);F )). Defina

A : E1 × · · · × En −→ F , A(x1, . . . , xn) = B(xσ(1), . . . , xσ(j))(xσ(j+1), . . . , xσ(n)).

A n-linearidade e a continuidade do operador A segue da j-linearidade e da continuidade
de B e da (n − j)-linearidade e da continuidade de B(xσ(1), . . . , xσ(j)). Temos então
A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Mais ainda,

ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j))(xσ(j+1), . . . , xσ(n)) = A(x1, . . . , xn)

= B(xσ(1), . . . , xσ(j))(xσ(j+1), . . . , xσ(n)),

para todos xσ(j+1) ∈ Eσ(j+1), . . . , xσ(n) ∈ Eσ(n), o que nos permite concluir que

ψ(A)(xσ(1), . . . , xσ(j)) = B(xσ(1), . . . , xσ(j)),

para todos xσ(1) ∈ Eσ(1), . . . , xσ(j) ∈ Eσ(j). Assim ψ(A) = B, e portanto ψ é sobrejetora,
ou seja, ψ é um isomorfismo isométrico.

O resultado a seguir estabelece que não há versão multilinear do Teorema de Hahn-
Banach.

Proposição 2.2.2. Sejam G,F espaços de Banach tais que G′ é subespaço não comple-
mentado de F e

A : G×G′ −→ K , A(x, ϕ) = ϕ(x).

Então A ∈ L(G,G′;K) e não existe Ã ∈ L(G,F ;K) que estende A.
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Demonstração. Da linearidade e da continuidade de ϕ segue facilmente que A é um ope-
rador bilinear e contínuo. Suponha que exista Ã ∈ L(G,F ;K) que estende A, isto é,
Ã(x, ϕ) = A(x, ϕ), para todo x ∈ G e todo ϕ ∈ G′. Pelo Teorema 2.2.1, o operador

ψ : L(G,F ;K) −→ L(F ;G′) , ψ(B)(x)(y) = B(y, x),

é um isomorfismo isométrico. Como Ã ∈ L(G,F ;K), temos ψ(Ã) ∈ L(F ;G′) e, mais
ainda,

ψ(Ã)(ϕ)(x) = Ã(x, ϕ) = A(x, ϕ) = ϕ(x),

para todos ϕ ∈ G′ e x ∈ G.. Disso segue que ψ(Ã)(ϕ) = ϕ para todo ϕ ∈ G′; mas isso é
um absurdo, pois pela Proposição 2.1.3 não existe operador linear e contínuo u : F −→ G′

tal que u(ϕ) = ϕ, para todo ϕ ∈ G′.

Para completar a conclusão de que não existe versão multilinear do Teorema de Hahn-
Banach, precisamos exibir um espaço dual que é subespaço não-complementado de um
espaço de Banach. Para isso seja 2 6= p > 1. Do Exemplo 2.1.5(b) sabemos que existe um
subespaço fechado G de `p que não é complementado em `p. O espaço G é reflexivo por
ser subespaço fechado do espaço reflexivo `p. Portanto, G = G′′ = (G′)′ é um espaço dual
que é subespaço fechado não-complementado de `p.

Observe que, na proposição acima, o operador A poderia ter sido definido como
A(ϕ, x) = ϕ(x), e assim teríamos A ∈ L(G′, G;K) que, pelo mesmo motivo, também
não pode ser estendido para um operador bilinear contínuo Ã ∈ L(F,G;K).

Nosso próximo objetivo é mostrar que, mesmo não valendo um Teorema de Hahn-
Banach multilinear em geral, existem casos particulares nos quais funcionais multilineares
contínuos podem ser estendidos.

Definição 2.2.3. Sejam E1, . . . , En, F espaços normados e G um subespaço de F . O
operador A ∈ L(E1, . . . , En;G′) é levantável se existe Â ∈ L(E1, . . . , En;F ′) tal que
i′ ◦ Â = A, onde i′ : F ′ −→ G′ é o adjunto do opeador inclusão i : G −→ F .

F ′

i′

��
E1 × · · · × En

Â

66

A // G′

O caso bilinear do resultado a seguir encontra-se enunciado como exercício em [10, Ex
1.5].

Proposição 2.2.4. Sejam E1, . . . , En espaços normado, j ∈ {1, . . . , n} e Gj um subespaço
de Ej. São equivalentes:
(a) Todo operador A ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Gj, Ej+1, . . . , En;K) é extensível para um operador
Ã ∈ L(E1, . . . , En;K).
(b) Todo operador B ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;G′j) é levantável para um operador
B̂ ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;E ′j).
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Demonstração. Pelo Teorema 2.2.1, para cada j ∈ {1, . . . , n} temos os seguintes isomor-
fismos

ψ1 : L(E1, . . . , Ej−1, Gj, Ej+1, . . . , En;K) −→ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;G′j),

e
ψ2 : L(E1, . . . , En;K) −→ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;E ′j).

(a) =⇒ (b) SejaB ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;G′j). Então existeB1 ∈ L(E1, . . . , Ej−1,

Gj, Ej+1, . . . , En;K) tal que ψ1(B1) = B. Por hipótese, existe B̃1 ∈ L(E1, . . . , En;K) que
estende B1, logo ψ2(B̃1) ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;E ′j). Chamando de B̂ = ψ2(B̃1),
vejamos que B̂ é um levantamento para B, isto é, i′ ◦ B̂ = B, onde i′ : E ′j −→ G′j é o
adjunto da inclusão. De fato, para todos xk ∈ Ek, k = 1, . . . , j− 1, j+ 1, . . . , n e xj ∈ Gj,

(i′ ◦ B̂)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn))(xj) = i′(B̂(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn))(xj)

= B̂(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= ψ2(B̃1)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= B̃1(x1, . . . , xj, . . . , xn)

= B1(x1, . . . , xj, . . . , xn)

= ψ1(B1)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= B(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj),

provando que o operador B é levantável.
(b) =⇒ (a) Sejam j ∈ {1, . . . , n} e A ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Gj, Ej+1, . . . , En;K). Então B :=
ψ1(A) ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;G′j), e segue da hipótese que existe um operador
B̂ ∈ L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;E ′j) tal que i′ ◦ B̂ = B. Como ψ2 é sobrejetor, existe
Ã ∈ L(E1, . . . , En;K) tal que ψ2(Ã) = B̂. Vejamos que Ã estende A:

Ã(x1, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . , xn) = ψ2(Ã)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= B̂(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= i′(B̂(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn))(xj)

= B(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= ψ1(A)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)(xj)

= A(x1, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . , xn),

para todos xk ∈ Ek, k = 1 . . . , j − 1, j + 1, . . . , n e xj ∈ Gj.

O resultado a seguir encontra-se enunciado como exercício em [10, Ex 1.6].

Proposição 2.2.5. Sejam G um subespaço do espaço normado E e i : G −→ E a inclusão.
São equivalentes:
(a) Todo operador A ∈ L(G,G′;K) é extensível para um operador Ã ∈ L(E,G′;K).
(b) Existe um operador u ∈ L(E;G′′) tal que u ◦ i = JG.

G′′

G

JG

77

i // E

u

OO
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Demonstração. Pelo Teorema 2.2.1, o operador

ψ : L(E,G′;K) −→ L(E;G′′) , ψ(B)(x)(ϕ) = B(x, ϕ)

é um isomorfismo isométrico.
(a) =⇒ (b) Considere o operator

A : G×G′ −→ K , A(x, ϕ) = ϕ(x).

Da linearidade e da continuidade de ϕ segue que A ∈ L(G,G′;K), logo existe Ã ∈
L(E,G′;K) extensão de A, e assim ψ(Ã) ∈ L(E;G′′). Tome u = ψ(Ã) e vejamos que
u ◦ i = JG: para todos x ∈ G e ϕ ∈ G′,

(u ◦ i)(x)(ϕ) = u(i(x))(ϕ) = u(x)(ϕ) = ψ(Ã)(x)(ϕ)

= Ã(x, ϕ) = A(x, ϕ) = ϕ(x) = JG(x)(ϕ).

(b) =⇒ (a) Seja A ∈ L(G,G′;K). Pelo Teorema 2.2.1, o operador

ψ1 : L(G,G′;K) −→ L(G;G′′) , ψ1(A)(x)(ϕ) = A(x, ϕ)

é um isomorfismo. Logo ψ1(A) ∈ L(G;G′′), e então ψ1(A)′′ ∈ L(G′′;G′′′′). Considere os
mergulhos canônicos JG′′ : G′′ −→ G′′′′, JG′ : G′ −→ G′′′ e JG : G −→ G′′. Por hipótese
existe um operador u ∈ L(E;G′′) tal que u ◦ i = JG. Os operadores envolvidos podem ser
resumidos no seguinte diagrama:

E
u // G′′

ψ1(A)′′ // G′′′′
J ′
G′ // G′′

G

JG

OO

ψ1(A) // G′′

JG′′

OO

Considere T := J ′G′ ◦ ψ1(A)′′ ◦ u : E −→ G′′. É claro que T ∈ L(E,G′′), logo existe
Ã ∈ L(E,G′;K) tal que ψ(Ã) = T. Vejamos que Ã estende A: para todos x ∈ G e ϕ ∈ G′,

Ã(x, ϕ) = ψ(Ã)(x)(ϕ) = T (x)(ϕ) = (J ′G′ ◦ ψ1(A)′′ ◦ u)(x)(ϕ)

= J ′G′(ψ1(A)′′(u(x)))(ϕ) = J ′G′(ψ1(A)′′(u(i(x))))(ϕ)

= J ′G′(ψ1(A)′′(JG(x)))(ϕ) = ψ1(A)′′(JG(x))(JG′(ϕ))

= JG(x)(ψ1(A)′(JG′(ϕ))) = ψ1(A)′(JG′(ϕ))(x)

= JG′(ϕ)(ψ1(A)(x)) = ψ1(A)(x)(ϕ) = A(x, ϕ).

Já vimos no Exemplo 2.1.5 que c0 é subespaço não-complementado de `∞. Dessa
forma, dado um operador A ∈ L(c0, G

′;K) não sabemos pelo Teorema 2.1.7 se existe
um operador Ã ∈ L(`∞, G

′;K) que estende A. Vejamos, como consequência do resultado
anterior, que tal extensão existe quando G = c0.
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Corolário 2.2.6. Para todo operador bilinear A ∈ L(c0, `1;K) existe um operador bilinear
Ã ∈ L(`∞, `1;K) que estende A.

Demonstração. Pela Proposição 1.3.1, `′1 = `∞, e pela Proposição 1.3.2, c′0 = `1. Daí

c′′0 = ((c0)′)′ = (`1)′ = `∞.

Tome Id : `∞ −→ `∞ o operador identidade, é claro que Id ∈ L(`∞; `∞). Mais ainda,
Id ◦ i : c0 −→ `∞ = c′′0, onde i : c0 −→ `∞ é a inclusão. Assim Id ◦ i = Jc0 , pois o
mergulho canônico Jc0 : c0 −→ c′′0 = `∞ é na verdade a função inclusão de c0 em `∞ (veja
[8]). Segue pela Proposição 2.2.5 que existe Ã ∈ L(`∞, `1;K) extensão de A.

2.3 Espaços injetivos
Vimos na Seção 2.1 que não vale uma versão vetorial do Teorema de Hahn-Banach. En-
tretanto, existem espaços de Banach F para os quais vale uma versão do teorema de
extensão de Hahn-Banach para operadores tomando valores em F . A primeira descoberta
nesta direção, devida a Phillips, diz que o espaço `∞ goza dessa propriedade:

Teorema 2.3.1. [8, Teorema 3.2.7] Se G é um subespaço do espaço normado E e T : G −→
`∞ é um operador linear contínuo, então existe um operador linear contínuo T̃ : E −→ `∞
que estende T , isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

E
T̃

''
G

i

OO

T // `∞

Mais ainda, ‖T̃‖ = ‖T‖.
A eventual existência de outros espaços com essa propriedade ensejou a seguinte defi-

nição:

Definição 2.3.2. Um espaço de Banach F é chamado injetivo se para cada espaço de
Banach E, cada subespaço G ⊆ E e u ∈ L(G;F ), existe ũ ∈ L(E;F ) extensão de u.

E
ũ

''
G

i

OO

u // F

Do teorema de Hahn-Banach segue que K é um espaço injetivo, e do Teorema de
Phillips acima segue que `∞ também é um espaço injetivo. Para uma descrição completa
de todos os espaços injetivos, veja [8, Teorema 3.5.1].

A partir da discussão acima, a seguinte pergunta é natural no contexto desta disserta-
ção: se F é um espaço injetivo, G1 é subespaço do espaço normado E1, . . . , Gn é subespaço
do espaço normado En e A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), será que existe Ã ∈ L(E1, . . . , En;F ) que
estende A?

A resposta é negativa: comoK é um espaço injetivo, a Proposição 2.2.2 nos diz que nem
sempre operadores multilineares contínuos tomando valores em espaços injetivos podem
ser estendidos.



Capítulo 3

Extensões multilineares ao fecho

Um resultado clássico de extensão de operadores lineares contínuos é o seguinte:

Proposição 3.0.1. Sejam E um espaço normado, F um espaço de Banach, G um su-
bespaço de E e u ∈ L(G;F ). Então existe um único ũ ∈ L(G;F ) que estende u, isto e,
ũ(x) = u(x), para todo x ∈ G, e ‖ũ‖ = ‖u‖. Mais ainda, se ‖u(x)‖ = ‖x‖ para todo
x ∈ G, então ‖ũ(x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ G.

Uma demonstração detalhada pode ser encontrada em [18, Lema 3.32].
Neste capítulo estamos interessados em versões multilineares desta extensão ao fecho:

dados espaços normados E1, . . . , En, um espaço de Banach F , G1 subespaço de E1,. . . , Gn

subespaço de En, e A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), será que existe um único Ã ∈ L(G1, . . . , Gn;F )

que estende A e ‖Ã‖ = ‖A‖?
É bem disseminado o conhecimento de que tais extensões multilineares ao fecho são

válidas, mas demonstrações deste fato não são facilmente encontradas. Mais ainda, não
é difícil ouvir que a demonstração do caso multilinear é uma simples adaptação do caso
linear. Ao mesmo tempo em que daremos duas demonstrações da extensão multilinear
ao fecho neste capítulo, aqui também mostraremos que o argumento usado no caso linear
não se adapta ao caso multilinear. Assim, além de provarmos a extensão multilinear ao
fecho, desmistificaremos a crença de que o caso multilinear é análogo ao caso linear.

A demonstração do caso linear baseia-se no fato de que operadores lineares contínuos
entre espaços normados são uniformemente contínuos. Na Seção 3.1 mostraremos que ope-
radores multilineares contínuos não-nulos nunca são uniformemente contínuos, deixando
clara a impossibilidade de se adaptar a demonstração linear para o caso multilinear. Em
seguida provaremos a extensão multilinear ao fecho usando o fato de que operadores mul-
tilineares contínuos são uniformemente contínuos sobre conjuntos limitados.

A segunda demonstração da extensão multilinear ao fecho, apresentada na Seção 3.2,
será feita por indução sobre o grau de multilinearidade e usando os isomorfismos isométri-
cos do Teorema 2.2.1. Finalmente, daremos algumas aplicações da extensão multilinear ao
fecho e responderemos a pergunta formulada no Capítulo 2 sobre extensões de operadores
multilineares em espaços de Hilbert.
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3.1 Primeira demonstração do teorema de extensão ao
fecho

Começamos a seção mostrando a impossibilidade de se adaptar a demonstração do caso
linear para o caso multilinear. Essa impossibilidade segue do fato de que a demonstração
linear depende da continuidade uniforme dos operadores lineares contínuos e do resultado
a seguir, que mostra que operadores multilineares não-nulos nunca são uniformemente
contínuos.

Proposição 3.1.1. Sejam n ≥ 2, E1, . . . , En, F espaços normados e A ∈ L(E1, . . . , En;F )
um operador não-nulo. Então A não é uniformemente contínuo.

Demonstração. Como A 6= 0, existe (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · ×En tal que A(x1, . . . , xn) 6=
0. Da n-linearidade de A segue que xi 6= 0 para todo i = 1, . . . , n. Tome 0 < ε <
‖A(x1, . . . xn)‖. Para qualquer δ > 0, como x1 6= 0, podemos escolher λ ∈ K tal que
0 < |λ| < δ

‖x1‖ . Neste caso, temos∥∥∥(x1 + λx1,
x2

λ
, . . . , xn

)
−
(
x1,

x2

λ
, . . . , xn

)∥∥∥ = ‖λx1‖ < δ,

mas ∥∥∥A(x1 + λx1,
x2

λ
, . . . , xn

)
− A

(
x1,

x2

λ
, . . . , xn

)∥∥∥ =
∥∥∥A(λx1,

x2

λ
, . . . , xn

)∥∥∥
= ‖A (x1, . . . xn) ‖ > ε.

Isto prova que A não é uniformemente contínuo.

Excluída a possibilidade de adaptar a demonstração linear usando a continuidade
uniforme dos operadores multilineares, a primeira demonstração da extensão multilinear
ao fecho lança mão do conceito a seguir, que normalmente não é visto em um primeiro
curso de Espaços Métricos.

Definição 3.1.2. Sejam M e N espaços métricos. Uma função f : M −→ N é unifor-
memente contínua sobre limitados se para todo X ⊆ M limitado e todo ε > 0, existe
δ > 0, que pode depender de X e de ε, tal que d(f(x), f(y)) < ε, para todos x, y ∈ X
com d(x, y) < δ.

Da definição segue que toda função uniformemente contínua é uniformemente contí-
nua sobre limitados. Vejamos que recíproca nem sempre é verdade: considere a função
f : R −→ R dada por f(x) = x2. Como funções contínuas sobre compactos são uniforme-
mente contínuas, segue que f é uniformemente contínua sobre limitados de R. Vejamos
que f não é uniformemente contínua. Para isso, tome 0 < ε < 2 e note que, para cada
δ > 0, tomando x ∈ R com |x| > 1

δ
, temos(

x+
1

x

)2

− x2 = 2 +
1

x2
> 2.

Chamando y = x+ 1
x
, segue que |y − x| < δ mas |f(y)− f(x)| > 2 > ε.

É conhecido que funções uniformemente continuas transformam sequências de Cauchy
em sequências de Cauchy. Será importante para nós o fato de que funções uniformemente
contínuas sobre limitados também têm essa propriedade.
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Lema 3.1.3. Se f : M −→ N é uma função uniformemente contínua sobre limitados
entre espaços métricos e (xn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em M , então (f(xn))∞n=1 é
uma sequência de Cauchy em N .

Demonstração. Sejam ε > 0 e (xn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em M . Como toda
sequência de Cauchy é limitada, existe X ⊆ M limitado tal que (xn)∞n=1 ⊆ X. Sendo f
uniformemente contínua sobre limitados, existe δ > 0 tal que

x, y ∈ X, d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Como δ > 0 e (xn)∞n=1 é de Cauchy, existe n0 ∈ N tal que d(xn, xm) < δ, para todos
n,m ≥ n0. Segue que d(f(xn), f(xm)) < ε, para todo n,m ≥ n0, provando que (f(xn))∞n=1

é uma sequência de Cauchy em N .

Precisamos desenvolver um pouco mais a teoria de funções uniformemente contínuas
sobre limitados.

Lema 3.1.4. Se f : M −→ N é uma função uniformemente contínua sobre limitados entre
espaços métricos e (xn)∞n=1 e (yn)∞n=1 são sequências limitadas emM tais que d(xn, yn) −→
0, então d(f(xn), f(yn)) −→ 0.

Demonstração. Sejam ε > 0 e (xn)∞n=1 e (yn)∞n=1 sequências limitadas em M . Podemos
tomar x, y ∈ M e δ1 > 0, δ2 > 0 tais que (xn)∞n=1 ⊆ B(x, δ1) e (yn)∞n=1 ⊆ B(y, δ2).
Tomando r = δ1 + d(x, y) + δ2, tem-se que o conjunto X = {xn, yn : n ∈ N} ⊆ B(x, r) é
limitado. Da continuidade uniforme de f sobre limitados, existe δ > 0 tal que

xn, yn ∈ X, d(xn, yn) < δ =⇒ d(f(xn), f(yn)) < ε.

Como δ > 0 e d(xn, yn) −→ 0, existe n0 ∈ N tal que d(xn, yn) < δ, para todo n ≥ n0.
Portanto, d(f(xn), f(yn)) < ε para todo n ≥ n0, o que é suficiente para concluir que
d(f(xn), f(yn)) −→ 0.

Definição 3.1.5. Sejam M,N espaços métricos e X ⊆ M. Uma função f : X −→ N é
localmente uniformemente contínua se para cada x ∈ X existe B = B(x, r), bola aberta
de centro x ∈ X e raio r > 0, tal que f |B∩X é uniformemente contínua, isto é, para todo
ε > 0 existe δ > 0 tal que d(f(x), f(y)) < ε, sempre que x, y ∈ B ∩X e d(x, y) < δ.

É imediato que toda função localmente uniformemente contínua é contínua.

Teorema 3.1.6. Sejam M , N espaços métricos, N espaço completo e X um subconjunto
não vazio de M . Se f : X −→ N é uma função uniformemente contínua sobre limita-
dos, então existe uma única função f̃ : X −→ N localmente uniformemente contínua que
estende f, isto é, f̃(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Demonstração. Dado x ∈ X, tome uma sequência (xn)∞n=1 em X tal que xn −→ x. Então
(xn)∞n=1 é de Cauchy e pelo Lema 3.1.3 sabemos que (f(xn))∞n=1 é de Cauchy em N ,
portanto convergente pois N é completo. Considere a função

f̃ : X −→ N , f̃(x) = lim
n→∞

f(xn).
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Vejamos que f̃ está bem definida. Para isso, sejam x ∈ X e (xn)∞n=1 e (yn)∞n=1 sequências
em X tais que xn −→ x e yn −→ x. Pelo feito acima, existem z, w ∈ N tais que
f(xn) −→ z e f(yn) −→ w. Veja que d(xn, yn) −→ 0 pois

0 ≤ d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, yn) −→ 0.

Por serem convergentes, as sequências (xn)∞n=1 e (yn)∞n=1 são limitadas, portanto concluí-
mos pelo Lema 3.1.4 que d(f(xn), f(yn)) −→ 0. De

0 ≤ d(y, w) = d
(

lim
n→∞

(f(xn), f(yn))
)

= lim
n→∞

(d(f(xn), f(yn))) = 0,

segue que y = w, o que mostra que o limite de (f(xn))∞n=1 depende somente de x ∈ X
e não da sequência escolhida (xn)∞n=1 ⊆ X convergindo para x. Isso comprova a boa
definição de f̃ .

Mostremos agora que f̃ satisfaz todas as propriedades do teorema. Dado a ∈ X, o
que foi feito garante que para toda sequência (xn)∞n=1 em X tal que xn −→ a tem-se
f(xn) −→ f̃(a). Da Proposição 1.5.3 segue que f̃(a) = lim

x→a
f(x). Daí, dado ε > 0 existe

δ > 0 tal que
x ∈ X, d(x, a) < δ =⇒ d(f(x), f̃(a)) <

ε

4
. (3.1)

Tome r = δ
4
> 0 e vejamos que f̃ é uniformemente contínua em B(a, r) ⊆ X. Para isso,

sejam y, z ∈ B(a, r). Então d(y, z) < δ
2
e, como y, z ∈ X, existem (yn)∞n=1 e (zn)∞n=1 em

X tais que yn −→ y e zn −→ z. Como d(y, z) < δ
2
, existe n0 ∈ N tal que d(yn, y) < δ

2
e

d(zn, z) <
δ
2
, para todo n ≥ n0. Assim,

d(yn, a) ≤ d(yn, y) + d(y, a) <
δ

2
+ r < δ e d(zn, a) ≤ d(zn, z) + d(z, a) <

δ

2
+ r < δ.

Disso e por (3.1),

d(f(yn), f̃(a)) <
ε

4
e d(f(zn), f̃(a)) <

ε

4
, para todo n ≥ n0.

Segue que d(f(yn), f(zn)) < ε
2
, para todo n ≥ n0, e portanto

d(f̃(y), f̃(z)) = d
(

lim
n→∞

(f(yn), f(zn))
)

= lim
n→∞

(d(f(xn), f(yn))) ≤ ε

2
< ε,

provando que f̃ é localmente uniformemente contínua.
Para provar que f̃ estende f , seja x ∈ X e tome xn = x, para todo n ∈ N. Então

xn −→ x e, da boa definição de f̃ ,

f̃(x) = lim
n→∞

f(xn) = f(x).

Finalmente vejamos que f̃ é única. Suponha que g : X −→ N seja uma função local-
mente uniformemente contínua que estende f. Dados x ∈ X, tome (xn)∞n=1 uma sequência
em X tal que xn −→ x. Como g estende f, tem-se g(xn) = f(xn) para todo n ∈ N,
e sendo g contínua (pois é localmente uniformemente contínua), tem-se g(xn) −→ g(x).
Assim,

f̃(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g(xn) = g(x),

provando que g = f̃ .
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Observação 3.1.7. (a) Note que o Teorema 3.1.6 não continua válido quando se omite a
hipótese de N ser um espaço completo. Por exemplo, tome a função identidade id : Q −→
Q, id(x) = x. É claro que id é uniformemente contínua, logo uniformemente contínua
sobre limitados. E id não pode ser estendida continuamente a Q = R, pois toda função
contínua f : R −→ Q é constante. De fato, como R é conexo e f contínua, tem-se f(R)
conexo; e portanto f é constante pois os únicos subconjuntos conexos não vazios de Q são
unitários.
(b) Não sabemos se a função f̃ do Teorema 3.1.6 é uniformemente contínua sobre limitados.

Apesar de não serem uniformemente contínuos, os operadores multilineares contínuos
são uniformemente contínuos sobre limitados:

Teorema 3.1.8. Todo operador multilinear contínuo entre espaços normados é unifor-
memente contínuo sobre limitados.

Demonstração. Sejam E1, . . . , En, F espaços normados e A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Nesta
demonstração utilizaremos a norma do máximo ‖ · ‖∞ em E1× · · · ×En. Pela Proposição
1.2.3 existe uma constante C ≥ 0 tal que

‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ C‖x1‖ · · · ‖xn‖ para quaisquer xj ∈ Ej, j = 1, . . . , n.

Se C = 0, temos ‖A(x1, . . . , xn)‖ = 0 para quaisquer xj ∈ Ej, j = 1, . . . , n; o que
quer dizer que A é o operador nulo, que obviamente é uniformemente contínuo, logo
uniformemente contínuo sobre limitados.

Façamos agora o caso C > 0. Como todo conjunto limitado de E1×· · ·×En está contido
em alguma bola centrada na origem, basta mostrar que A é uniformemente contínuo na
bola fechada B[0, r] centrada na origem e raio r > 0 qualquer. Dado ε > 0, tome
δ = ε

nCrn−1 > 0. Sejam x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) em B[0, r] tais que ‖x−y‖∞ < δ.
Então ‖x‖∞ ≤ r e ‖y‖∞ ≤ r, logo ‖xj‖ ≤ r e ‖yj‖ ≤ r para todo j = 1, . . . , n. Da n-
linearidade de A temos

A(x1, . . . , xn)− A(y1, . . . , yn) = A(x1, . . . , xn)− A(y1, x2, . . . , xn) + A(y1, x2, . . . , xn)

− A(y1, y2, x3, . . . , xn) + · · ·+ A(y1, . . . , yj, xj+1, . . . , xn)

− A(y1, . . . , yj+1, xj+2, . . . , xn) + · · · − A(y1, . . . , yn−1, xn)

+ A(y1, . . . , yn−1, xn)− A(y1, . . . , yn)

= A(x1 − y1, x2, . . . , xn) + A(y1, x2 − y2, x3, . . . , xn)

+ · · ·+ A(y1, . . . , yj, xj+1 − yj+1, xj+2, . . . , xn)

+ · · ·+ A(y1 . . . , yn−1, xn − yn).

Disso segue que

‖A(x)− A(y)‖ = ‖A(x1, . . . , xn)− A(y1, . . . , yn)‖
≤ ‖A(x1 − y1, x2, . . . , xn)‖

+ · · ·+ ‖A(y1, . . . , yj, xj+1 − yj+1, xj+2, . . . , xn)‖
+ · · ·+ ‖A(y1 . . . , yn−1, xn − yn)‖
≤ ‖A‖ · ‖x1 − y1‖ · ‖x2‖ · · · ‖xn‖
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+ · · ·+ ‖A‖ · ‖y1‖ · · · ‖yj‖ · ‖xj+1 − yj+1‖ · ‖xj+2‖ · · · ‖xn‖
+ · · ·+ ‖A‖ · ‖y1‖ · · · ‖yn−1‖ · ‖xn − yn‖
≤ Crn−1(‖x1 − y1‖+ · · ·+ ‖xj+1 − yj+1‖+ · · ·+ ‖xn − yn‖)
= nCrn−1‖x− y‖∞ < nCrn−1δ = ε.

Logo ‖A(x)−A(y)‖ < ε, para todos x, y ∈ B[0, r] com ‖x− y‖∞ < δ, o que prova que A
é uniformemente contínua sobre conjuntos limitados de E1 × · · · × Em.

Agora estamos em condições para apresentar a primeira demonstração do teorema de
extensão ao fecho.

Teorema 3.1.9. Sejam E1, . . . , En espaços normados, F espaço de Banach e G1 subes-
paço de E1,. . . , Gn subespaço de En. Para todo operador A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) existe um
único operador Ã ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) que estende A e ‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. Como A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), pelo Teorema 3.1.8 A é uniformemente con-
tínuo sobre conjuntos limitados do conjunto G1 × · · · × Gn. Pelo Lema 1.5.6 e pelo Te-
orema 3.1.6 existe um único Ã : G1 × · · · × Gn −→ F, contínuo que estende A, tal que
Ã(x) = lim

m→∞
A(xm), onde (xm)∞m=1 é qualquer sequência em G1 × · · · × Gn convergindo

para x.
Falta mostrar que Ã é n-linear e ‖Ã‖ = ‖A‖. Consideremos em E1 × · · · × En a norma
da soma. Sejam xj, yj ∈ Gj, j = 1, . . . , n e λ ∈ K. Tome (xjm)∞m=1 e (yjm)∞m=1 em Gj tais
que xjm −→ xj e yjm −→ yj. Então,

xjm + λyjm −→ xj + λyj, j = 1, . . . , n.

Daí,

0 ≤ ‖(x1
m, . . . , x

j
m + λyjm, . . . , x

n
m)− (x1, . . . , xj + λyj, . . . , xn)‖1

= ‖(x1
m − x1, . . . , (x

j
m + λyjm)− (xj + λyj), . . . , x

n
m − xn)‖1

= ‖x1
m − x1‖+ · · ·+ ‖(xjm + λyjm)− (xj + λyj)‖+ · · ·+ ‖xnm − xn‖ −→ 0.

Segue que (x1
m, . . . , x

j
m + λyjm, . . . , x

n
m) −→ (x1, . . . , xj + λyj, . . . , xn), do mesmo modo

temos que

(x1
m, . . . , x

j
m, . . . , x

n
m) −→ (x1, . . . , xj, . . . , xn) e (x1

m, . . . , y
j
m, . . . , x

n
m) −→ (x1, . . . , yj, . . . , xn).

Disto e sendo A n-linear

Ã(x1, . . . , xj + λyj, . . . , xn) = lim
m→∞

A(x1
m, . . . , x

j
m + λyjm, . . . , x

n
m)

= lim
m→∞

(A(x1
m, . . . , x

j
m, . . . , x

n
m) + λA(x1

m, . . . , y
j
m, . . . , x

n
m))

= lim
m→∞

A(x1
m, . . . , x

j
m, . . . , x

n
m) + λ lim

m→∞
A(x1

m, . . . , y
j
m, . . . , x

n
m)

= Ã(x1, . . . , xj, . . . , xn) + λÃ(x1, . . . , yj, . . . , xn),

provando que Ã é n-linear. Como Ã estende A, temos

‖Ã‖ = sup{‖Ã(y1, . . . , yn)‖ : yj ∈ Gj e ‖yj‖ ≤ 1, para todo j = 1, . . . , n}
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≥ sup{‖Ã(x1, . . . , xn)‖ : xj ∈ Gj e ‖xj‖ ≤ 1, para todo j = 1, . . . , n}
= sup{‖A(x1, . . . , xn)‖ : xj ∈ Gj e ‖xj‖ ≤ 1, para todo j = 1, . . . , n} = ‖A‖.

Por outro lado comoA ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), pela Proposição 1.2.4, tem-se ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤
‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖, para todos xj ∈ Gj, j = 1, . . . , n. Logo

‖Ã(x1, . . . , xn))‖ =
∥∥∥ lim
m→∞

A(x1
m, . . . , x

n
m)
∥∥∥

= lim
m→∞

‖A(x1
m, . . . , x

n
m)‖

≤ lim
m→∞

‖A‖ · ‖x1
m‖ · · · ‖xnm‖

= ‖A‖ · lim
m→∞

‖x1
m‖ · · · lim

m→∞
‖xnm‖

= ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖,

o que nos permite concluir que ‖Ã‖ = ‖A‖.
Se, no Teorema 3.1.9, cada subespaço Gj é denso em Ej, então o operador A pode ser

estendido continuamente ao espaço E1 × · · · × En.

3.2 Segunda demonstração do teorema de extensão ao
fecho e aplicações

Nesta seção apresentaremos uma segunda demonstração do Teorema 3.1.9, que ao invés de
usar o conceito de função uniformemente contínua sobre limitados, usa o teorema linear
(Proposição 3.0.1) e um argumento de indução sobre o grau de multilinearidade usando
os isomorfismos do Teorema 2.2.1. Além disso, daremos algumas aplicações da extensão
multilinear ao fecho.

Demonstração. (Segunda demonstração do Teorema 3.1.9)
Para n = 1, isto é, para o caso linear, o resultado segue da Proposição 3.0.1. Su-

ponhamos que o teorema seja válido para n = k, isto é, a hipótese indutiva é que para
todos espaços normados E1, . . . , Ek, F , todos subespaços Gj de Ej, j = 1, . . . , k, todo
operador B ∈ L(G1, . . . , Gk;F ) admite uma única extensão B̃ ∈ L(G1, . . . , Gk;F ) tal
que ‖B̃‖ = ‖B‖. Mostremos que o teorema é válido para n = k + 1. Para isso se-
jam E1, . . . , Ek+1, F , espaços normados, Gj subespaço de Ej para j = 1, . . . , k + 1, e
A ∈ L(G1, . . . , Gk+1;F ). Considere o isomorfismo isométrico do Teorema 2.2.1:

ψ1 : L(G1, . . . , Gk+1;F ) −→ L(G1;L(G2, . . . , Gk+1;F )),

isto é,
ψ1(A)(x1)(x2, . . . , xk+1) = A(x1, . . . , xk+1),

para todos xj ∈ Gj, j = 1, . . . , k + 1. Para cada x1 ∈ G1, o operador ψ1(A)(x1) per-
tence a L(G2, . . . , Gk+1;F ), portanto, pela hipótese indutiva, existe um único operador

ψ1(A)(x1) ∈ L(G2, . . . , Gk+1;F ) que estende ψ1(A)(x1) e∥∥∥∥∥ψ1(A)(x1)

∥∥∥∥∥ = ‖ψ1(A)(x1)‖. (3.2)
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Defina

A1 : G1 −→ L(G2, . . . , Gk+1;F ), A1(x1) = ψ1(A)(x1) .

A boa definição de A1 segue da existência e unicidade do operador ψ1(A)(x1) . Mostrare-
mos agora que A1 é um operador linear contínuo, isto é, A1 ∈ L(G1;L(G2, . . . , Gk+1;F )).
De fato vejamos que isso acontece. Sejam x1, y1 ∈ G1, λ ∈ K e

y = (x2, . . . , xk+1) ∈ G2 × · · · ×Gk+1 = G2 × · · · ×Gk+1.

Existe uma sequência ((x2
m, · · · , xk+1

m ))∞m=1 em G2× . . .×Gk+1 tal que (x2
m, . . . , x

k+1
m ) −→

(x2, . . . , xk+1) em G2 × · · · × Gk+1. Da continuidade de ψ1(A)(x1 + λy1) , ψ1(A)(x1) e

ψ1(A)(y1) segue que

A1(x1 + λy1)(y) = ψ1(A)(x1 + λy1)(x2, . . . , xk+1)

= lim
m→∞

ψ1(A)(x1 + λy1)(x2
m, . . . , x

k+1
m )

= lim
m→∞

ψ1(A)(x1 + λy1)(x2
m, . . . , x

k+1
m )

= lim
m→∞

(ψ1(A)(x1) + λψ1(A)(y1)) (x2
m, . . . , x

k+1
m )

= lim
m→∞

ψ1(A)(x1)(x2
m, . . . , x

k+1
m ) + λ lim

m→∞
ψ1(A)(y1)(x2

m, . . . , x
k+1
m )

= lim
m→∞

ψ1(A)(x1)(x2
m, . . . , x

k+1
m ) + λ lim

m→∞
ψ1(A)(y1)(x2

m, . . . , x
k+1
m )

= ψ1(A)(x1)(x2, . . . , xk+1) + λψ1(A)(y1)(x2, . . . , xk+1)

= A1(x1)(x2, . . . , xk+1) + λA1(y1)(x2, . . . , xk+1)

= (A1(x1) + λA1(y1))(y).

Isso prova que A1 é linear. De (3.2), relembrando que ψ1 é isomorfismo isométrico, temos

‖A1(x1)‖ =

∥∥∥∥∥ψ1(A)(x1)

∥∥∥∥∥ = ‖ψ1(A)(x1)‖ ≤ ‖ψ1(A)‖ · ‖x1‖ = ‖A‖ · ‖x1‖,

para todo x1 ∈ G1, donde segue que A1 é contínuo. Além disso,

‖A1‖ = sup
x1∈BG1

‖A1(x1)‖ = sup
x1∈BG1

∥∥∥∥∥ψ1(A)(x1)

∥∥∥∥∥ = sup
x1∈BG1

‖ψ1(A)(x1)‖

= sup
x1∈BG1

sup
xj∈BGj

j=2,...,k+1

‖ψ1(A)(x1)(x2, . . . , xk+1)‖

= sup
x1∈BG1

sup
xj∈BGj

j=2,...,k+1

‖A(x1, . . . , xk+1)‖
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= sup
xj∈BGj

j=1,...,k+1

‖A(x1, . . . , xk+1)‖ = ‖A‖,

concluímos que ‖A1‖ = ‖A‖. Provamos que A1 ∈ L(G1;L(G2, . . . , Gk+1;F )) e ‖A1‖ =

‖A‖. Pela Proposição 3.0.1 existe um único operador linear Ã1 ∈ L(G1;L(G2, . . . , Gk+1;F ))

que estende A1 e ‖Ã1‖ = ‖A1‖. Recorremos novamente ao Teorema 2.2.1 para considerar
o isomorfismo isométrico

ψ2 : L(G1, . . . , Gk+1;F ) −→ L(G1;L(G2, . . . , Gk+1;F )).

Como Ã1 ∈ L(G1;L(G2, . . . , Gk+1;F )), existe Ã ∈ L(G1, . . . , Gk+1;F ) tal que ψ2(Ã) =

Ã1. Resta mostrar que Ã estende A, é único e ‖Ã‖ = ‖A‖. Para a extensão, seja
(x1, . . . , xk+1) ∈ G1 × · · · ×Gk+1 e note que

Ã(x1, . . . , xk+1) = ψ2(Ã)(x1)(x2, . . . , xk+1)

= Ã1(x1)(x2, . . . , xk+1)

= A1(x1)(x2, . . . , xk+1)

= ψ1(A)(x1)(x2, . . . , xk+1)

= ψ1(A)(x1)(x2, . . . , xk+1) = A(x1, . . . , xk+1).

A preservação da norma segue de

‖Ã‖ = ‖ψ2(Ã)‖ = ‖Ã1‖ = ‖A1‖ = ‖A‖.

Por último, a unicidade de Ã segue do Lema 1.6.9.

Passaremos agora a explorar algumas consequências da extensão multilinear ao fecho.

Corolário 3.2.1. Sejam E1, . . . , En espaços normados, F espaço de Banach e G1 subes-
paço de E1,. . . , Gn subespaço de En. Então a correspondência

A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) 7−→ Ã ∈ L(G1, . . . , Gn;F )

é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Considere o operador

T : L(G1, . . . , Gn;F ) −→ L(G1, . . . , Gn;F ) , T (A) = Ã.

A boa definição de T e a igualdade ‖T (A)‖ = ‖A‖ seguem do Teorema 3.1.9. Provemos
que T é linear. Sejam A,B ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) e λ ∈ K. Então existem únicos Ã, B̃ ∈
L(G1, . . . , Gn;F ) tais que Ã(x) = A(x) e B̃(x) = B(x), para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ G1×
· · ·×Gn. Como A+λB ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), existe um único Ã+ λB ∈ L(G1, . . . , Gn;F )

tal que ˜(A+ λB)(x) = (A + λB)(x), para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ G1 × · · · × Gn. Para
todo x = (x1, . . . , xn) ∈ G1 × · · · ×Gn, tem-se

˜(A+ λB)(x) = (A+ λB)(x) = A(x) + λB(x) = Ã(x) + λB̃(x) = (Ã+ λB̃)(x),
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provando que os operadores Ã+ λB e Ã+λB̃ coincidem em G1×· · ·×Gn. Pelo Lema 1.6.9
segue que Ã+ λB = Ã+ λB̃. Dessa forma, para todo y = (y1, . . . , yn) ∈ G1 × · · · ×Gn,

T (A+ λB)(y) = ˜(A+ λB)(y) = (Ã+ λB̃)(y) = (T (A) + λT (B))(y),

provando que T é linear.
Por outro lado, dado qualquer B ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), é claro B1 := B|G1×···×Gn ∈

L(G1, . . . , Gn;F ). Pelo Teorema 3.1.9 existe um único operador B̃1 ∈ L(G1, . . . , Gn;F )
que estende B1. Assim,

T (B1)(x) = B̃1(x) = B1(x) = B(x),

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ G1 × · · · × Gn. Aplicando uma vez mais o Lema 1.6.9
concluímos que T (B1) = B, provando que T é sobrejetora.

Definição 3.2.2. Um completamento de um espaço normado E é um par (Ẽ, ϕ), onde:

(a) Ẽ é um espaço de Banach;

(b) ϕ : E −→ Ẽ é uma imersão isométrica linear;

(c) ϕ(E) é denso em Ẽ.

É bem conhecido que todo espaço normado admite um completamento que é único a
menos de isomorfismos isométricos.

Corolário 3.2.3. Sejam E1, . . . , En espaços normados, (Ẽ1, ϕ1), . . . , (Ẽn, ϕn) seus res-
pectivos completamentos, F espaço de Banach e A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Então existe um
único Ã ∈ L(Ẽ1, . . . , Ẽn;F ) que estende A no sentido de que

Ã(ϕ1(x), . . . , ϕn(xn)) = A(x1, . . . , xn),

para todos x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En, e ‖Ã‖ = ‖A‖. Mais ainda, a correspondência

A ∈ L(E1, . . . , En;F ) 7−→ Ã ∈ L(Ẽ1, . . . , Ẽn;F )

é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Usando que os operadores ϕj são imersões isométricas lineares, é imediato
que o operador

u : L(E1, . . . , En;F ) −→ L(ϕ1(E1), . . . , ϕn(En);F ),

u(A)(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)) = A(x1, . . . , xn),

é um isomorfismo isométrico. Como cada ϕj(Ej) é denso em Ẽj, o Corolário 3.2.1 nos
garante um isomorfismo isométrico

T : L(ϕ1(E1), . . . , ϕn(En);F ) −→ L(Ẽ1, . . . , Ẽn;F )

tal que T (B) é uma extensão de B, para todo B ∈ L(ϕ1(E1), . . . , ϕn(En);F ). Tome Ã =
T (u(A)) e considere o isomorfismo isométrico T ◦ u para completar a demonstração.
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Finalizamos este capítulo respondendo a questão formulada no Capítulo 2 sobre ex-
tensão de operadores multilineares em subespaços de espaços de Hilbert. Faremos isso
combinando teoremas de extensão provados neste capítulo e no anterior.

Teorema 3.2.4. Sejam H1, . . . , Hn espaços de Hilbert, F espaço de Banach e G1 su-
bespaço de H1,. . . ,Gn subespaço de Hn. Se A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), então existe Ã ∈
L(E1, . . . , En;F ) que estende A e ‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. Se Gj = {0} para algum j, da n-linearidade de A segue que A = 0, pois

A(x1, . . . , xj, . . . , xn) = A(x1, . . . , 0, . . . , xn) = 0,

para todos x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En. Neste caso basta tomar Ã = 0. Tratemos agora o caso
em que Gj 6= {0} para todo j = 1, . . . , n. Pelo Teorema 3.1.9 existe B ∈ L(G1, . . . , Gn;F )
que estende A e ‖B‖ = ‖A‖. Para cada j = 1, . . . , n; Gj é um subespaço fechado
não-nulo de um espaço de Hilbert Hj, logo Gj é um subespaço 1-complementado de Hj,
j = 1, . . . , n, pela Proposição 1.5.8. Como B ∈ L(G1, . . . , Gn;F ), pelo Teorema 2.1.7
existe Ã ∈ L(H1, . . . , Hn;F ) que estende B e ‖Ã‖ = ‖B‖. Daí ‖Ã‖ = ‖B‖ = ‖A‖ e, além
disso, para todos xj ∈ Gj, j = 1, . . . , n,

Ã(x1, . . . , xn) = B(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn),

o que nos permite concluir que Ã estende A.

Observe que, conforme vimos no Exemplo 2.1.8, não se pode garantir a unicidade do
operador Ã do Teorema 3.2.4.



Capítulo 4

Extensão de operadores multilineares
contínuos ao bidual

Para todo espaço normado E, podemos identificar E com o subespaço JE(E) de E ′′.
É então natural questionar se operadores lineares ou multilineares contínuos podem ser
estendidos ao bidual. No caso linear, o problema é o seguinte: dado um operador linear
u ∈ L(E;F ), existe um operador u ∈ L(E ′′;F ) que estende u no sentido de que u◦JE = u?

E ′′

u

''
E

JE

OO

u // F

Vejamos que nem sempre isso é possível: seja id : c0 −→ c0 o operador identidade. Su-
ponha que exista id : (c0)′′ = `∞ −→ c0 que estende id. Neste caso Jc0 ◦ id seria uma
projeção de `∞ sobre c0, o que contraria o fato de c0 ser subespaço não-complementado
de `∞. Na verdade esse argumento vale para o operador identidade em qualquer espaço
que não é complementado em seu bidual.

Estabelecida a impossibilidade de estender operadores lineares contínuos para o bidual,
veremos na Seção 4.1 que algo mais fraco sempre é possível: para todo operador u ∈
L(E;F ), seu biadjunto u′′ ∈ L(E ′′;F ′′) é uma extensão de u no sentido de que u′′ ◦ JE =
JF ◦ u, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

E ′′ u′′ // F ′′

E

JE

OO

u // F

JF

OO

(4.1)

Note que u′′ não é uma extensão genuína de u, no sentido de que u′′ toma valores em F ′′ e
não em F em geral. Apesar disso, o fato de u′′ estender u no sentido acima tem inúmeras
aplicações em Análise Funcional Linear. Isso nos levar a considerar o mesmo problema
no caso multilinear, o qual descrevemos a seguir.

Dados espaços de Banach E1, . . . , En, F e um operador n-linear A ∈ L(E1, . . . , En;F ),
será que sempre existe um operador A ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n;F ′′) que estende A no sentido de

que

36
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A ◦ (JE1 , . . . , JEn) = JF ◦ A? (4.2)

Queremos que seguinte diagrama seja comutativo:

E ′′1 × · · · × E ′′n
A // F ′′

E1

JE1

OO

× · · · × En

JEn

OO

A // F

JF

OO

(4.3)

Este problema se mostrou bem mais difícil, pois no caso multilinear não temos o
adjunto para nos ajudar. O objetivo deste capítulo é responder afirmativamente esta
pergunta usando as chamadas extensões de Aron-Berner, desenvolvidas num primeiro
momento por Arens [2] e depois por Aron e Berner [3].

Fazemos a seguir uma descrição dos conteúdos deste capítulo:
(i) Funcionais lineares contínuos podem ser estendidos de maneira natural ao bidual de
forma única para um operador ω∗-contínuo que preserva a norma.
(ii) Operadores lineares contínuos podem ser estendidos ao bidual por meio do biadjunto,
que também é único e é ω∗- ω∗-contínuo. Mais ainda, esta extensão por meio do biadjunto
preserva a norma.
(iii) Operadores n-lineares contínuos também podem ser estendidos ao bidual. Essas ex-
tensões são chamadas de extensões de Aron-Berner. Um traço distintivo do caso linear
para o caso multilinear é que, ao contrário do caso linear, no caso multilinear há várias
extensões de Aron-Berner, que em geral não são coincidentes (provaremos isso usando um
exemplo de [4]).
(iv) Estudaremos quando todas as extensões de Aron-Berner coincidem, e para isso estu-
daremos a existência de extensões que são separadamente ω∗- ω∗-contínuas.
(v) De (4.2) obtemos que se existir uma extensão A, então A(JE1(E1)× · · · × JEn(En)) ⊆
JF (F ), isto é, A(JE1(x1), . . . , JEn(xn)) ∈ JF (F ), para todos x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En. Mesmo
no caso linear já vimos que nem sempre A(E ′′1×· · ·×E ′′n) ⊆ JF (F ), ou seja, nem sempre A
é uma extensão genuína de A. Estabeleceremos neste capítulo condições suficientes para
que A seja uma extensão genuína de A.
(vi) Finalizaremos o capítulo com uma seção de exemplos de espaços que cumprem as
condições do item (v). Para isso introduziremos e estudaremos a noção de espaços Arens-
regulares.

4.1 Extensão de funcionais e operadores lineares contí-
nuos ao bidual

Começamos mostrando que funcionais lineares contínuos podem ser estendidos de uma
maneira natural ao bidual.

Lema 4.1.1. Sejam E um espaço de Banach e ϕ ∈ E ′. Definindo

ϕ : E ′′ −→ K , ϕ(x′′) = x′′(ϕ),
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temos ϕ ∈ E ′′′, isto é, ϕ é um operador linear contínuo, e:
(i) ϕ estende ϕ no sentido de que ϕ ◦ JE = ϕ;
(ii) ϕ é ω∗-contínuo;
(iii) ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖.

Mais ainda, ϕ é o único funcional contínuo em E ′′ satisfazendo (i) e (ii).

Demonstração. Dados x′′, y′′ ∈ E ′′ e λ ∈ K,

ϕ(x′′ + λy′′) = (x′′ + λy′′)(ϕ) = x′′(ϕ) + λy′′(ϕ) = ϕ(x′′) + λϕ(y′′),

provando que ϕ é linear. De

|ϕ(x′′)| = |x′′(ϕ)| ≤ ‖x′′‖ · ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖ · ‖x′′‖,

segue que ϕ é contínuo e ‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖. Para todo x ∈ E,

(ϕ ◦ JE)(x) = ϕ(JE(x)) = JE(x)(ϕ) = ϕ(x),

donde concluímos que ϕ estende ϕ e

|ϕ(x)| = |(ϕ ◦ JE)(x)| = |ϕ(JE(x))| ≤ ‖ϕ‖ · ‖JE(x)‖ = ‖ϕ‖ · ‖x‖,

o que nos permite concluir que ‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖. Logo ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖.
Vejamos que ϕ é ω∗-contínuo. Para isso seja (x′′α)α∈Ω uma rede em E ′′ tal que x′′α

ω∗−−→
x′′ ∈ E ′′. Então x′′α(x′) −→ x′′(x′), para todo x′ ∈ E ′. De

ϕ(x′′) = x′′(ϕ) = lim
α
x′′α(ϕ) = lim

α
ϕ(x′′α),

segue que ϕ é ω∗-contínuo.
Finalmente suponha que existe outra extensão ω∗-contínua ψ ∈ E ′′′ de ϕ. Dado

x′′ ∈ E ′′, pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede (xα)α∈Ω em E tal que JE(xα)
ω∗−−→ x′′.

Como ϕ e ψ são extensões de ϕ então ϕ ◦ JE = ψ ◦ JE, e daí

ϕ(x′′) = lim
α
ϕ(JE(xα)) = lim

α
(ϕ ◦ JE)(xα) = lim

α
(ψ ◦ JE)(xα) = lim

α
ψ(JE(xα)) = ψ(x′′).

No Capítulo 2 definimos o adjunto de um operador u ∈ L(E;F ) entre espaços de
Banach. Faremos uso do biadjunto u′′ = (u′)′ para provar que u pode ser estendido ao
bidual no sentido de que o diagrama (4.1) é comutativo.

Para o próximo resultado precisamos do Teorema de Hahn-Banach na forma em que
aparece em [8, Corolário 3.1.5]: para todo espaço normado E 6= {0} e todo x ∈ E, tem-se

‖x‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = max
‖ϕ‖=1

|ϕ(x)|. (4.4)

Proposição 4.1.2. Se u ∈ L(E;F ), então u′ ∈ L(F ′;E ′) e ‖u‖ = ‖u′‖. Mais ainda, se
u é um isomorfismo isométrico, então u′ também o é.
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Demonstração. Vejamos primeiramente que o operador u′ está bem definido, isto é, u′(y′) ∈
E ′ para cada y′ ∈ F ′. De fato, dados x, y ∈ E e λ ∈ K, da linearidade de u e y′ segue que

u′(y′)(x+ λy) = y′(u(x+ λy)) = y′(u(x) + λu(y))

= y′(u(x)) + λy′(u(y)) = u′(y′)(x) + λu′(y′)(y).

Além disso, de
‖u′(y′)(x)‖ = ‖y′(u(x))‖ ≤ ‖y′‖ · ‖u‖ · ‖x‖,

segue que u′(y′) é linear e contínuo, ou seja, u′(y′) ∈ E ′.
Vejamos agora que o operador u′ é linear e contínuo. De fato, para todos y′1, y′2 ∈ F ′,

λ ∈ K e x ∈ E,

u′(y′1 + λy′2)(x) = (y′1 + λy′2)(u(x)) = y′1(u(x)) + λy′2(u(x)) = (u′(y′1) + λu′(y′2))(x),

donde concluímos que u′ é linear e para cada y′ ∈ F ′,

‖u′(y′)‖ = sup
x∈BE

|u′(y′)(x)| = sup
x∈BE

|y′(u(x))| ≤ ‖y′‖ sup
x∈BE

‖u(x)‖ = ‖y′‖ · ‖u‖,

mostrando que u′ é contínuo e ‖u′‖ ≤ ‖u‖. Por outro lado, para cada x ∈ E, de (4.4)
temos

‖u(x)‖ = sup
y′∈BF ′

|y′(u(x))| = sup
y′∈BF ′

|u′(y′)(x)| ≤ ‖x‖ sup
y′∈BF ′

‖u′(y′)‖ = ‖x‖ · ‖u′‖,

o que nos permite concluir que ‖u′‖ = ‖u‖.
Suponha agora que u seja um isomorfismo isométrico. Devemos provar que u′ é bijetor

e ‖u′(y′)‖ = ‖y′‖, para todo y′ ∈ F ′. Para verificar que u′ é injetor, note que se ψ ∈ ker(u′),
então

0 = u′(ψ)(x) = ψ(u(x)), para todo x ∈ E.

Como u é sobrejetor, isto é, u(E) = F , e ψ ∈ F ′, resulta que ψ = 0. Para provar a
sobrejetividade de u′, seja ψ ∈ E ′. Observe que y′ := ψ ◦ u−1 ∈ F ′, e portanto

u′(y′)(x) = u′(ψ ◦ u−1)(x) = (ψ ◦ u−1)(u(x)) = ψ(x).

Como isso vale para todo x ∈ E, segue que u′(y′) = ψ, provando que u′ é sobrejetora.
Finalmente, para cada x ∈ E tem-se ‖u(x)‖ = ‖x‖, donde segue que x ∈ BE se, e

somente se, u(x) ∈ BF . Logo, para todo y′ ∈ F ′,

‖u′(y′)‖ = sup
x∈BE

|u′(y′)(x)| = sup
x∈BE

|y′(u(x))| = sup
u(x)∈BF

|y′(u(x))| = sup
y∈BF

|y′(y)| = ‖y′‖,

completando a demonstração.

Dado u ∈ L(E;F ), aplicando a proposição acima duas vezes obtemos que o adjunto
u′ ∈ L(F ′;E ′) e que o biadjunto u′′ ∈ L(E ′′;F ′′), isto é, u′′ é um operador linear contínuo
de E ′′ em F ′′. Diz-se que u′′ é uma extensão de u no sentido do teorema a seguir.

Dados espaços de Banach E e F , dizemos que uma função f : E ′ −→ F ′ é ω∗- ω∗-
contínua se f é contínua considerando-se a topologia ω∗ em E ′ e em F ′.
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Teorema 4.1.3. Seja u ∈ L(E;F ). Então:
(i) u′′ ∈ L(E ′′;F ′′) estende u no sentido de que u′′◦JE = JF ◦u, isto é, o seguinte diagrama
é comutativo:

E ′′
u′′ // F ′′

E

JE

OO

u // F

JF

OO

(ii) u′′ é ω∗- ω∗-contínuo.
(iii) ‖u′′‖ = ‖u‖.

Mais ainda, u′′ é o único operador em L(E ′′;F ′′) satisfazendo (i) e (ii).

Demonstração. (i) Para todos x ∈ E e y′ ∈ F ′,

(u′′ ◦ JE)(x)(y′) = u′′(JE(x))(y′) = JE(x)(u′(y′)) = JE(x)(y′ ◦ u)

= (y′ ◦ u)(x) = JF (u(x))(y′) = (JF ◦ u)(x)(y′),

provando que u′′ ◦ JE = JF ◦ u.
(ii) Seja (x′′α)α∈Ω uma rede em E ′′ tal que x′′α

ω∗−−→ x′′ ∈ E ′′. Então x′′α(ψ) −→ x′′(ψ), para
todo ψ ∈ E ′. Como, para todo y′ ∈ F ′, u′(y′) ∈ E ′, tem-se que x′′α(u′(y′)) −→ x′′(u′(y′)).
Pela definição do biadjunto,

u′′(x′′α)(y′) = x′′α(u′(y′)) −→ x′′(u′(y′)) = u′′(x′′)(y′)

para todo y′ ∈ F ′. Segue que u′′(x′′α)
ω∗−−→ u′′(x′′), provando que u′′ é ω∗- ω∗-contínuo.

(iii) Como u′ é um operador linear contínuo de F ′ sobre E ′, pelo Teorema 4.1.2 temos que
‖u′‖ = ‖u′′‖, de novo pelo Teorema 4.1.2 tem-se que ‖u′‖ = ‖u‖, logo ‖u′′‖ = ‖u‖.

Finalmente provemos a unicidade de u′′. Suponha que exista outra extensão ω∗- ω∗-
contínua T de u. Como T e u′′ são extensões de u,

(u′′ ◦ JE)(x) = (T ◦ JE)(x), para todo x ∈ E. (4.5)

Dado x′′ ∈ E ′′, pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede (xα)α∈Ω em E tal que
JE(xα)

ω∗−−→ x′′. Por (4.5),

u′′(x′′) = ω∗- lim
α
u′′(JE(xα)) = ω∗- lim

α
T (JE(xα)) = T (x′′),

provando que u′′ = T.

4.2 Extensões bilineares de Aron-Berner
O Teorema 4.1.3 nos leva naturalmente a questionar se existe um resultado análogo para
o caso de operadores multilineares. Infelizmente, ao contrário do caso linear, o adjunto
de um operador multilinear não ajuda nesse sentido. Expliquemos a razão: dado um
operador n-linear A ∈ L(E1, . . . , En;F ), seu adjunto é definido por (veja [5])

A′ : F ′ −→ L(E1, . . . , En;K) , A′(y′)(x1, . . . , xn) = y′(A(x1, . . . , xn)).
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É fácil verificar que A′ é um operador linear contínuo, e portanto o biadjunto A′′ também
é um operador linear continuo. Assim, não há como esperar que o operador linear A′′ seja
uma extensão do operador n-linear A. Isso quer dizer que o caso multilinear demanda
uma nova abordagem.

Um dos primeiros a estudar este tipo de problema foi Richard Arens [2], que encontrou
um modo de estender operadores bilineares contínuos entre espaços de Banach ao produto
cartesiano dos biduais. Apresentaremos neste capítulo a construção de R. Aron and P.
Berner [3] para estender operadores n-lineares contínuos, n ≥ 2, ao produto cartesiano
dos biduais (veja diagrama (4.3)). Para facilitar a compreensão do leitor, faremos primei-
ramente o caso bilinear e depois o caso n-linear para n ≥ 2. A notação se complica no
caso geral, por isso é melhor entender bem o caso bilinear primeiro

Sejam E1 e E2 espaços de Banach. Começaremos construindo a extensão de for-
mas bilineares continuas, isto é, operadores bilineares contínuos tomando valores no
corpo dos escalares K. Ou seja, construiremos primeiro as extensões de formas biline-
ares A ∈ L(E1, E2;K). Sem perigo de ambiguidade, escreveremos L(E1, E2) no lugar de
L(E1, E2;K).

Para lograr nosso objetivo, dado A ∈ L(E1, E2) queremos construir um operador
A ∈ L(E ′′1 , E

′′
2 ) tal que o seguinte diagrama seja comutativo:

E ′′1 × E ′′2
A // K

E1

JE1

OO

× E2

JE2

OO

A

::

(4.6)

isto é, A = A◦(JE1 , JE2). Mais ainda, de acordo com o que vale no caso linear, gostaríamos
também que ‖A‖ = ‖A‖.

Comecemos a construção: dados x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, defina:

A(x1; •) : E2 −→ K , A(x1; •)(x2) = A(x1, x2), e

A(•;x2) : E1 −→ K , A(•;x2)(x1) = A(x1, x2).

Pelo Teorema 2.2.1 sabemos que A(x1; •) ∈ E ′2 e A(•;x2) ∈ E ′1. Mais ainda, de

|A(x1; •)(x2)| = |A(x1, x2)| ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · ‖x2‖,

|A(•;x2)(x1)| = |A(x1, x2)| ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · ‖x2‖,

segue que
‖A(x1; •)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ e ‖A(•;x2)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x2‖. (4.7)

Além disso, como A é bilinear segue que

A(x1 + λy1; •) = A(x1; •) + λA(y1; •) e A(•;x2 + λy2) = A(•;x2) + λA(•; y2)

para todos x1, y1 ∈ E1, x2, y2 ∈ E2 e λ ∈ K.

Teorema 4.2.1. Sejam E1, E2 espaços de Banach.
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(a) Dados x′′1 ∈ E ′′1 e x′′2 ∈ E ′′2 , defina

x′′1
1
: L(E1, E2) −→ E ′2 , x

′′
1

1
(A)(x2) = x′′1(A(•;x2)) ; x′′2

1
:= x′′2;

x′′2
2
: L(E1, E2) −→ E ′1 , x

′′
2

2
(A)(x1) = x′′2(A(x1, •)) ; x′′1

2
:= x′′1.

Então, para j = 1, 2, x′′j
1
e x′′j

2
são operadores lineares contínuos tais que

∥∥∥x′′j 1
∥∥∥ ≤

‖x′′j‖ e
∥∥∥x′′j 2

∥∥∥ ≤ ‖x′′j‖.
(b) Dado A ∈ L(E1, E2), defina

A1 : E ′′1 × E ′′2 −→ K , A1(x′′1, x
′′
2) =

(
x′′2

1 ◦ x′′1
1)

(A),

A2 : E ′′1 × E ′′2 −→ K , A2(x′′1, x
′′
2) =

(
x′′1

2 ◦ x′′2
2)

(A).

Então A1, A2 ∈ L(E ′′1 , E
′′
2 ) e A1 e A2 são extensões de A no sentido de que

A = A1 ◦ (JE1 , JE2) = A2 ◦ (JE1 , JE2).

Mais ainda, ‖A‖ =
∥∥A1

∥∥ =
∥∥A2

∥∥.
Demonstração. (a) É imediato das definições que x′′2

1
e x′′1

2
são lineares contínuos e∥∥∥x′′21

∥∥∥ = ‖x′′2‖ e
∥∥∥x′′12

∥∥∥ = ‖x′′1‖.

Vejamos que x′′1
1
está bem definido no sentido de que x′′1

1
(A) ∈ E ′2 para todo A ∈

L(E1, E2). De fato, para todos x2, y2 ∈ E2 e λ ∈ K,

x′′1
1
(A)(x2 + λy2) = x′′1(A(•;x2 + λy2)) = x′′1(A(•;x2) + λA(•; y2))

= x′′1(A(•;x2)) + λx′′1(A(•; y2)) = x′′1
1
(A)(x2) + λx′′1

1
(A)(y2)

e daí segue que x′′1
1
(A) é linear. De (4.7),

|x′′1
1
(A)(x2)| = |x′′1(A(•;x2))| ≤ ‖x′′1‖ · ‖A(•;x2)‖ ≤ ‖x′′1‖ · ‖A‖ · ‖x2‖,

o que nos permite concluir que x′′1
1
(A) é contínuo e

‖x′′1
1
(A)‖ ≤ ‖x′′1‖ · ‖A‖. (4.8)

Vejamos que x′′1
1
é linear: dados A,B ∈ L(E1, E2) e λ ∈ K,

x′′1
1
(A+ λB)(x2) = x′′1((A+ λB)(•;x2)) = x′′1(A(•;x2) + λB(•;x2))

= x′′1(A(•;x2)) + λx′′1(B(•;x2)) = x′′1
1
(A)(x2) + λx′′1

1
(B)(x2)

=
(
x′′1

1
(A) + λx′′1

1
(B)
)
(x2),

para todo x2 ∈ E2. Então

x′′1
1
(A+ λB) = x′′1

1
(A) + λx′′1

1
(B),
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provando que x′′1
1
é linear. De (4.8) concluímos que x′′1

1
é contínuo e

∥∥∥x′′11
∥∥∥ ≤ ‖x′′1‖. De

modo totalmente análogo mostra-se que x′′2
2
é linear contínuo e

∥∥∥x′′22
∥∥∥ ≤ ‖x′′2‖.

(b) Segue diretamente das definições que, para todos x′′j , z′′j ∈ E ′′j , j = 1, 2, e λ ∈ K,

x′′j + λz′′j
1

= x′′j
1

+ λz′′j
1
, j = 1, 2. (4.9)

Disso segue a bilinearidade de A1, e de∣∣A1(x′′1, x
′′
2)
∣∣ =

∣∣∣(x′′21 ◦ x′′1
1
)(A)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥x′′21 ◦ x′′1
1
∥∥∥ · ‖A‖

≤
∥∥∥x′′21

∥∥∥ · ∥∥∥x′′11
∥∥∥ · ‖A‖ ≤ ‖x′′2‖ · ‖x′′1‖ · ‖A‖

= ‖A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖,

para todos x′′1 ∈ E ′′1 , x′′2 ∈ E ′′2 , obtemos que A1 é contínuo e
∥∥A1

∥∥ ≤ ‖A‖.
Vejamos que A = A1 ◦ (JE1 , JE2): para todos x1 ∈ E1 e x2 ∈ E2, temos(

A1 ◦ (JE1 , JE2)
)

(x1, x2) = A1(JE1(x1), JE2(x2)) =
(
JE2(x2)

1
◦ JE1(x1)

1
)

(A)

= JE2(x2)
1
(
JE1(x1)

1
(A)
)

= JE2(x2)

JE1(x1)
1
(A)︸ ︷︷ ︸

∈E′2


= JE1(x1)

1
(A)(x2) = JE1(x1)(A(•;x2))

= A(•;x2)(x1) = A(x1, x2),

o que nos permite concluir que A1 ◦ (JE1 , JE2) = A. Além disso, para todos x1 ∈ E1 e
x2 ∈ E2,

|A(x1, x2)| =
∣∣(A1 ◦ (JE1 , JE2))(x1, x2)

∣∣ =
∣∣A1(JE1(x1), JE2(x2))

∣∣
≤
∥∥A1

∥∥ · ‖JE1(x1)‖ · ‖JE2(x2)‖ =
∥∥A1

∥∥ · ‖x1‖ · ‖x2‖.

Logo ‖A‖ ≤
∥∥A1

∥∥ e assim ‖A‖ =
∥∥A1

∥∥ . De modo análogo prova-se que A2 ∈ L(E
′′
1 , E

′′
2 ),

A = A2 ◦ (JE1 , JE2) e ‖A‖ =
∥∥A2

∥∥.
Seja x′′ ∈ E ′′ então pelo Teorema de Goldstine, x′′ ∈ JE(E)

ω∗

logo existe uma rede
(xλ)λ∈Ω ⊆ E tal que JE(xλ)

ω∗−−→ x′′.
As seguintes caracterizações das extensões de Aron-Berner são muito úteis e, algumas

vezes, são apresentadas como suas definições.

Corolário 4.2.2. Sejam E1, E2 espaços de Banach e A ∈ L(E1, E2). Então as extensões
de Aron-Berner A1 e A2 de A construídas no Teorema 4.2.1 são dadas por

A1(x′′1, x
′′
2) = lim

α2

lim
α1

A(xα1 , xα2) e

A2(x′′1, x
′′
2) = lim

α1

lim
α2

A(xα1 , xα2),

onde (xα1)α1∈Ω1 , (xα2)α2∈Ω2 são redes em E1 e E2, respectivamente, tais que JE1(xα1)
ω∗−−→

x′′1 ∈ E ′′1 e JE2(xα2)
ω∗−−→ x′′2 ∈ E ′′2 .
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Demonstração. Como JE1(xα1)
ω∗−−→ x′′1, então JE1(xα1)(x

′
1) −→ x′′1(x′1) para todo x′1 ∈

E ′1. Logo x′1(xα1) −→ x′′1(x′1) para todo x′1 ∈ E ′1 e, em particular, A(•;x2)(xα1) −→
x′′1(A(•;x2)) para todo x2 ∈ E2, isto é,

x′′1(A(•;x2)) = lim
α1

A(•;x2)(xα1) = lim
α1

A(xα1 , x2), para todo x2 ∈ E2. (4.10)

Do mesmo modo, como JE2(xα2)
ω∗−−→ x′′2, então JE2(xα2)(x

′
2) −→ x′′2(x′2) para todo x′2 ∈

E ′2. Logo x′2(xα2) −→ x′′2(x′2) para todo x′2 ∈ E ′2. Mas, para cada A ∈ L(E1, E2), tem-se
que x′′1

1
(A) ∈ E ′2, assim

x′′1(A(•;xα2)) = x′′1
1
(A)(xα2) −→ x′′2

(
x′′1

1
(A)
)

pelo Teorema 4.2.1, e de (4.10),

A1(x′′1, x
′′
2) = x′′2

1(
x′′1

1
(A)
)

= x′′2
(
x′′1

1
(A)
)

= lim
α2

x′′1(A(•;xα2)) = lim
α2

lim
α1

A(xα1 , xα2),

provando a primeira identidade desejada.
Para a segunda identidade, como JE2(xα2)

ω∗−−→ x′′2, então JE2(xα2)(x
′
2) −→ x′′2(x′2) para

todo x′2 ∈ E ′2, donde segue que x′2(xα2) −→ x′′2(x′2) para todo x′2 ∈ E ′2 e, em particular,
A(x1; •)(xα2) −→ x′′2(A(x1; •)) para todo x1 ∈ E1, isto é,

x′′2(A(x1; •)) = lim
α2

A(x1; •)(xα2) = lim
α2

A(xα2 , x1), para todo x1 ∈ E1. (4.11)

Por outro lado, como JE1(xα1)
ω∗−−→ x′′1, então JE1(xα1)(x

′
1) −→ x′′1(x′1) para todo x′1 ∈ E ′1,

e portanto x′1(xα1) −→ x′′1(x′1) para todo x′1 ∈ E ′1. Mas x′′2
2
(A) ∈ E ′1, e assim

x′′2(A(xα1 ; •)) = x′′2
2
(A)(xα1) −→ x′′1

(
x′′2

2
(A)
)

pelo Teorema 4.2.1, e de (4.11),

A2(x′′1, x
′′
2) = x′′1

2(
x′′2

2
(A)
)

= x′′1
(
x′′2

2
(A)
)

= lim
α1

x′′2(A(xα1 ; •)) = lim
α1

lim
α2

A(xα1 , xα2),

completando a demonstração.

Como já dito, os operadores bilineares A1 e A2 do Teorema 4.2.1 são chamados de
extensões de Aron-Berner do operador bilinear A ∈ L(E1, E2). A pergunta óbvia é se
essas extensões são iguais. Começamos com um exemplo em que as duas extensões de
Aron-Berner são iguais.

Exemplo 4.2.3. Considere o operador

A : c0 × c0 −→ K , A((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = x2 · y6.

É imediato que A é bilinear, contínuo e ‖A‖ = 1. Queremos estender A a c′′0×c′′0 = `∞×`∞.
Para isso, defina

A : `∞ × `∞ −→ K , A((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = x2 · y6.
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De novo é imediato que A ∈ L(`∞, `∞) é um operador bilinear contínuo. Como o mergulho
canônico Jc0 é na verdade a inclusão c0 ↪→ `∞, isto é, Jc0(z) = z, para todo z ∈ c0, temos

(A ◦ (Jc0 , Jc0))(x, y) = A(Jc0(x), Jc0(y)) = A(x, y) = x2 · y6 = A(x, y),

para todos x = (xn)∞n=1, y = (yn)∞n=1 ∈ c0. Disso segue que A ◦ (Jc0 , Jc0) = A, ou seja, A
estende A, e ‖A‖ = ‖A‖ = 1.

Vamos provar agora que as duas extensões de Aron-Berner de A coincidem com
A e portanto são iguais. Para isso sejam x = (xn)∞n=1, y = (yn)∞n=1 ∈ c′′0 = `∞ e
(xα1)α1∈Ω1 , (yα2)α2∈Ω2 redes em c0, onde xα1 = (xn,α1)

∞
n=1 e yα2 = (yn,α2)

∞
n=1, tais que

Jc0(xα1)
ω∗−−→ x e Jc0(yα2)

ω∗−−→ y. Da definição da topologia ω∗, para toda sequência
λ = (λn)∞n=1 ∈ c′0 = `1,

∞∑
n=1

λnxn,α1 = λ(xα1) = Jc0(xα1)(λ) −→ x(λ) =
∞∑
n=1

λnxn e

∞∑
n=1

λnyn,α2 = λ(xα2) = Jc0(xα2)(λ) −→ y(λ) =
∞∑
n=1

λnyn.

Tomando primeiramente λ = e2 = (0, 1, 0, 0, . . .) e depois λ = e6 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, . . .),
obtemos

x2,α1 −→ x2 e y6,α2 −→ y6.

Do Corolário 4.2.2 resulta que

A1(x, y) = lim
α2

lim
α1

A(xα1 , yα2) = lim
α2

lim
α1

(x2,α1 · y6,α2) = lim
α2

(
lim
α1

x2,α1

)
· y6,α2

= lim
α2

(x2 · y6,α2) = x2 · lim
α2

y6,α2 = x2y6 = A(x, y) = x2y6 =

(
lim
α1

x2,α1

)
· y6

= lim
α1

(x2,α1 · y6) = lim
α1

(
x2,α1 · lim

α2

y6,α2

)
= lim

α1

lim
α2

(x2,α1 · y6,α2)

= lim
α1

lim
α2

A(xα1 , yα2) = A2(x, y),

provando que A1 = A = A2.

Do Corolário 4.2.2 sabemos que as extensões de Aron-Berner A1 e A2 de A coinci-
dem se, e somente se, lim

α2

lim
α1

A(xα1 , xα2) = lim
α1

lim
α2

A(xα1 , xα2). No exemplo acima isso

acontece, mas no exemplo a seguir (obtido em [4]) veremos que nem sempre podemos
intercambiar esses limites, ou seja, as extensões de Aron-Berner podem ser distintas.

Exemplo 4.2.4. Considere o operador

A : `1 × `1 −→ K , A((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) =
∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
yk

)
.

Dados x = (xn)∞n=1 e y = (yn)∞n=1 em `1,
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣xn
(

n∑
k=1

k

k + 1
yk

)∣∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

|xn| ·

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

k

k + 1
yk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|xn| ·

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk|

)
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<
∞∑
n=1

|xn| ·
∞∑
k=1

|yk| = ‖x‖1 · ‖y‖1, (4.12)

provando que A está bem definida. Vejamos que A é bilinear: dados x = (xn)∞n=1, y =
(yn)∞n=1, z = (zn)∞n=1 ∈ `1 e λ ∈ K,

A(x, y + λz) =
∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
(yk + λzk)

)

=
∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
yk + λ

n∑
k=1

k

k + 1
zk

)

=
∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
yk

)
+ λ

∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
= A(x, y) + λA(x, z).

e

A(x+ λy, z) =
∞∑
n=1

(xn + λyn)

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)

=
∞∑
n=1

(
xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
+ λyn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

))

=
∞∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
+ λ

∞∑
n=1

yn

(
n∑
k=1

k

k + 1
zk

)
= A(x, z) + λA(y, z).

Uma vez provado que A é bilinear, sua continuidade segue de (4.12) e também o fato de
que ‖A‖ ≤ 1. Observe que, para todo n ∈ N, en ∈ B`1 e A(en, en) =

n

n+ 1
, logo

‖A‖ = sup{|A(x, y)| : x, y ∈ Bl1} ≥ |A(en, en)| = n

n+ 1
, para todo n ∈ N.

Tomando o limite quando n→∞, concluímos que ‖A‖ ≥ 1 e portanto ‖A‖ = 1.
Nosso objetivo neste exemplo é mostrar que as duas extensões de Aron-Berner de A,

denotadas por A1 e A2 no Teorema 4.2.1, não são iguais.
Observe que (en)∞n=1 ⊆ B`1 , logo a sequência (J`1(en))∞n=1 está contida em B`′′1

que
é compacta na topologia fraca-estrela, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki. Pelo
Teorema 1.6.7, existem z ∈ B`′′1

e uma subrede de (J`1(en))∞n=1, digamos (J`1(eϕ(α)))α∈Ω,

tal que J`1(eϕ(α))
ω∗−−→ z, onde ϕ : Ω −→ N é uma função crescente, cofinal em um conjunto

dirigido Ω. Pelo Teorema 1.6.6, z é um ponto de acumulação na topologia fraca-estrela
da rede (J`1(en))∞n=1.

Afirmação: A1(z, z) = 1 = ‖A‖ = ‖A1‖.

Provemos a afirmação: como J`1(eϕ(α))
ω∗−−→ z, toda subrede da subrede (J`1(eϕ(λ)))λ∈Ω

converge para z, isto é, se (J`1(eϕ(ψ(β))))β∈∧ é uma subrede da subrede (J`1(eϕ(λ)))λ∈Ω,
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tem-se que J`1(eϕ(ψ(β)))
ω∗−−→ z, onde ψ : ∧ −→ Ω é uma função crescente, cofinal em um

conjunto dirigido ∧. Pelo Corolário 4.2.2,

A1(z, z) = lim
β

lim
λ
A(eϕ(λ), eϕ(ψ(β))).

Da definição de A, fixando β ∈ ∧, lim
λ
A(eϕ(λ), eϕ(ψ(β))) =

ϕ(ψ(β))

ϕ(ψ(β)) + 1
, e assim

A1(z, z) = lim
β

lim
λ
A(eϕ(λ), eϕ(ψ(β))) = lim

β

ϕ(ψ(β))

ϕ(ψ(β)) + 1
= 1.

Provada a afirmação, para mostrar que A1 6= A2 basta mostrar que, para todos a, b ∈
B`′′1

, A2(a, b) 6= 1. Suponha, por absurdo, que existam y, w ∈ B`′′1
tais que A2(y, w) = 1.

Pelo Teorema de Goldstine existe uma rede (yβ)β∈Ω em B`1 , onde yβ = (yk,β)∞k=1 para
cada β, tal que J`1(yβ)

ω∗−−→ w. Provemos que yk,β
β−→ 0 para cada k ∈ N. Suponha o

contrário, isto é, que exista um k0 ∈ N tal que a rede (yk0,β)β∈Ω não convirja para zero.
Neste caso existe δ > 0 tal que

para todo β ∈ Ω, existe β
′ ∈ Ω, β

′ ≥ β tal que |yk0,β′ | ≥ δ. (4.13)

Vejamos que o conjunto ∧ = {β ′ ∈ Ω : β
′ ≥ β para algum β ∈ Ω} é um conjunto

dirigido com a mesma relação do conjunto dirigido (Ω,≤). De fato, como ∧ é um sub-
conjunto do conjunto dirigido Ω, é claro que β ′ ≤ β

′ para todo β ′ ∈ ∧ e, se β ′ ≤ α
′ e

α
′ ≤ ρ

′ , então β ′ ≤ ρ
′ , para todos β ′ , α′ , ρ′ ∈ ∧. Sejam agora β ′ , α′ ∈ ∧. Então β ′ , α′ ∈ Ω

e existem β, α ∈ Ω tais que β ′ ≥ β e α′ ≥ α. Como Ω é um conjunto dirigido existe um
ρ ∈ Ω tal que β ′ ≤ ρ e α′ ≤ ρ, assim ρ ≥ β e ρ ≥ α e portanto ρ ∈ ∧. Em resumo, existe
ρ ∈ ∧ tal que β ′ ≤ ρ e α′ ≤ ρ, provando que (∧,≤) é um conjunto dirigido.

Defina ϕ : ∧ −→ Ω , ϕ(β
′
) = β

′ . É claro que ϕ é crescente (na verdade, não-
decrescente). Vejamos que ϕ é cofinal no conjunto dirigido ∧: dado β ∈ Ω, por (4.13)
existe β ′ ∈ Ω tal que β ≤ β

′ , e então β ′ ∈ ∧ e β ≤ β
′

= ϕ(β
′
). Isso prova que ϕ é cofinal

em ∧. Assim, f ◦ϕ : ∧ −→ K é uma subrede da rede f : Ω −→ K, f(β) = yk0,β, que satisfaz
a seguinte condição: todo β ′ ∈ ∧, f(ϕ(β

′
)) = f(β

′
) = yk0,β′ é tal que |yk0,β′ | ≥ δ. Além

disso, como J`1(yβ)
ω∗−−→ w, toda subrede da rede (J`1(yβ))β∈Ω também converge para w

na topologia fraca-estrela. Segue que a subrede (J`1(yβ′ ))β′∈∧ é tal que J`1(yβ′ )
ω∗−−→ w.

Daí, para qualquer x = (xn)∞n=1 ∈ B`1 ,∣∣A2(J`1(x), w)
∣∣ =

∣∣∣∣lim
β′
A(x, yβ′ )

∣∣∣∣ = lim
β′
|A(x, yβ′ )|. (4.14)

Mais ainda, como a série A(x, y) é convergente, para todo β ′ ∈ ∧,

|A(x, yβ′ )| = lim
m→∞

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

xn

(
n∑
k=1

k

k + 1
yk,β′

)∣∣∣∣∣
≤ lim

m→∞

m∑
n=1

|xn|

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β′ |

)



48

≤
∞∑
n=1

|xn|

(
∞∑
k=1

k

k + 1
|yk,β′ |

)

=
∞∑
n=1

|xn|

(
∞∑

k=1,k 6=k0

k

k + 1
|yk,β′ |+

k0

k0 + 1
|yk0,β′ |

)

<

∞∑
n=1

|xn|

(
∞∑

k=1,k 6=k0

|yk,β′ |+
k0

k0 + 1
|yk0,β′ |

)

= ‖x‖1

(
∞∑

k=1,k 6=k0

|yk,β′ |

)
+

(
k0

k0 + 1
|yk0,β′ |

)
‖x‖1

≤
∞∑

k=1,k 6=k0

|yk,β′ |+
k0

k0 + 1
|yk0,β′ |

=

(
∞∑
k=1

|yk,β′ | − |yk0,β′ |

)
+

k0

k0 + 1
|yk0,β′ |

= ‖yβ′‖1 − |yk0,β′ |+
k0

k0 + 1
|yk0,β′ |

≤ 1− δ
(

1− k0

k0 + 1

)
=: 1−M, M > 0.

Isso nos permite concluir que |A(x, yβ′ )| < 1−M, para todo β ′ ∈ ∧ e para todo x ∈ B`1 .
Como y ∈ B`′′1

, pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede (xα)α∈Ω1 ⊆ B`1 tal que

J`1(xα)
ω∗−−→ y. Pelo Corolário 4.2.2 e de (4.14),

1 = |A2(y, w)| = lim
α

lim
β′
|A(xα, yβ′ )| ≤ 1−M < 1,

contradição essa que nos leva a concluir que, para cada k ∈ N, yk,β
β−→ 0.

Dado x = (xn)∞n=1 ∈ B`1 , para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que
∞∑

n=n0+1

|xn| <
ε

2
e,

como para cada k ∈ N, yk,β
β−→ 0, então

k

k + 1
yk,β

β−→ 0. Assim
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

β−→ 0 e

portanto podemos escolher β0 ∈ Ω tal que para todo β ≥ β0 tem-se
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β| <

ε

2
.

Segue que, para todo β ≥ β0,

|A(x, yβ)| ≤
∞∑
n=1

|xn|

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)

=

n0∑
n=1

|xn|

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
+

∞∑
n=n0+1

|xn|

(
n∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)

≤

(
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
n0∑
n=1

|xn|+
∞∑

n=n0+1

|xn|

(
∞∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
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≤

(
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
∞∑
n=1

|xn|+
∞∑

n=n0+1

|xn|

(
∞∑
k=1

|yk,β|

)

=

(
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|

)
‖x‖1 + ‖yβ‖1

∞∑
n=n0+1

|xn|

≤
n0∑
k=1

k

k + 1
|yk,β|+

∞∑
n=n0+1

|xn| < ε,

isto é, lim
β
A(x, yβ) = 0, para todo x ∈ B`1 . Daí,

1 = A2(y, w) = lim
α

lim
β
A(xα, yβ) = 0.

Essa contradição provém da suposição de que A2(y, w) = 1, o que nos faz concluir que
A2(y, w) 6= 1 para todos y, w ∈ B`′′1

. Dessa forma, tomando z ∈ B`′′1
como ponto de

acumulação na topologia fraca-estrela da rede (J`1(en))∞n=1, temos

A1(z, z) = 1 6= A2(z, z).

Até agora aprendemos apenas estender formas bilineares contínuas ao produto car-
tesiano dos biduais. Faremos em seguida o caso vetorial, isto é, operadores bilineares
contínuos tomando valores em espaços de Banach, e mostraremos que neste caso valem
os análogos do item (b) do Teorema 4.2.1 e o Corolário 4.2.2.

No seguinte teorema, x′′j
1
e x′′j

2
, j = 1, 2, são como no Teorema 4.2.1.

Teorema 4.2.5. Sejam E1, E2, F espaços de Banach e A ∈ L(E1, E2;F ). Defina:

A1 : E ′′1 × E ′′2 −→ F ′′ , A1(x′′1, x
′′
2)(y′) =

(
x′′2

1 ◦ x′′1
1)

(y′ ◦ A), para todo y′ ∈ F ′e

A2 : E ′′1 × E ′′2 −→ F ′′ , A2(x′′1, x
′′
2)(y′) =

(
x′′1

2 ◦ x′′2
2)

(y′ ◦ A), para todo y′ ∈ F ′.

Então A1, A2 ∈ L(E ′′1 , E
′′
2 ;F ′′) e A1 e A2 são extensões de A no sentido de que

A1 ◦ (JE1 , JE2) = JF ◦ A = A2 ◦ (JE1 , JE2).

Mais ainda, ‖A1‖ = ‖A‖ = ‖A2‖.

Demonstração. De (4.9) segue a bilinearidade de A1 e pelo Teorema 4.2.1, tem-se∣∣A1(x′′1, x
′′
2)(y′)

∣∣ =
∣∣∣(x′′21 ◦ x′′1

1)
(y′ ◦ A)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥x′′21 ◦ x′′1
1
∥∥∥ · ‖y′ ◦ A‖

≤
∥∥∥x′′21

∥∥∥ · ∥∥∥x′′11
∥∥∥ · ‖y′‖ · ‖A‖ ≤ ‖x′′2‖ · ‖x′′1‖ · ‖y′‖ · ‖A‖

= |‖A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖ · ‖y′‖,

para todo y ∈ F ′. Segue que
∥∥A1(x′′1, x

′′
2)
∥∥ ≤ ‖A‖ · ‖x′′2‖ · ‖x′′1‖, o que nos permite concluir

que A1 é contínuo e ‖A1‖ ≤ ‖A‖. Vejamos que A1 ◦ (JE1 , JE2) = JF ◦ A: de fato, para
todos x1 ∈ E1, x2 ∈ E2 e y′ ∈ F ′,(
A1 ◦ (JE1 , JE2)

)
(x1, x2)(y′) = A1(JE1(x1), JE2(x2))(y′) =

(
JE2(x2)

1
◦ JE1(x1)

1
)

(y′ ◦ A)
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= JE2(x2)
1
(
JE1(x1)

1
(y′ ◦ A)

)
= JE2(x2)

(
JE1(x1)

1
(y′ ◦ A)

)
= JE1(x1)

1
(y′ ◦ A)(x2) = JE1(x1) ((y′ ◦ A)(•;x2))

= (y′ ◦ A)(•;x2)(x1) = (y′ ◦ A)(x1, x2) = y′(A(x1, x2))

= JF (A(x1, x2))(y′) = (JF ◦ A)(x1, x2)(y′).

Finalmente, de (4.4), temos

|A(x1, x2)| = sup
y′∈BF ′

|y′(A(x1, x2))| = sup
y′∈BF ′

|JF (A(x1, x2))(y′)|

= sup
y′∈BF ′

|(JF ◦ A)(x1, x2)(y′)| = sup
y′∈BF ′

∣∣(A1 ◦ (JE1 , JE2))(x1, x2)(y′)
∣∣

= sup
y′∈BF ′

|A1(JE1(x1), JE2(x2))(y′)| =
∥∥A1(JE1(x1), JE2(x2))

∥∥
≤
∥∥A1‖ · ‖JE1(x1)

∥∥ · ‖JE2(x2)‖ =
∥∥A1

∥∥ · ‖x1‖ · ‖x2‖,

para todos x1 ∈ E1, x2 ∈2. Segue que ‖A‖ ≤ ‖A1‖ e portanto ‖A1‖ = ‖A‖. De modo
análogo, se mostra que o operador A2 é um operador bilinear contínuo, estende A e
‖A2‖ = ‖A‖.

Corolário 4.2.6. Sejam E1, E2, F espaços de Banach e A ∈ L(E1, E2;F ). Então as
extensões de Aron-Berner A1 e A2 de A construídas no Teorema 4.2.5 são dadas por

A1(x′′1, x
′′
2)(y′) = lim

α2

lim
α1

(y′ ◦ A)(xα1 , xα2), para todo y′ ∈ F ′ e

A2(x′′1, x
′′
2)(y′) = lim

α1

lim
α2

(y′ ◦ A)(xα1 , xα2) para todo y′ ∈ F ′

onde (xα1)α1∈Ω1 , (xα2)α2∈Ω2 são redes em E1 e E2, respectivamente, tais que JE1(xα1)
ω∗−−→

x′′1 ∈ E ′′1 e JE2(xα2)
ω∗−−→ x′′2 ∈ E ′′2 .

Demonstração. Para cada y′ ∈ F ′, temos y′◦A ∈ L(E1, E2). Logo, pelo feito no Corolário
4.2.2,

x′′1
1
(y′ ◦ A)(x2) = lim

α1

(y′ ◦ A)(xα1 , x2), para todo x2 ∈ E2.

Além disso,

x′′2
1
(x′′1

1
(y′ ◦ A)) = x′′2(x′′1

1
(y′ ◦ A)) = lim

α2

x′′1
1
(y′ ◦ A)(xα2), para todo x1 ∈ E1

e assim, pelo Teorema 4.2.5,

A1(x′′1, x
′′
2)(y′) = x′′2

1
(x′′1

1
(y′ ◦ A)) = lim

α2

x′′1
1
(y′ ◦ A)(xα2) = lim

α2

lim
α1

(y′ ◦ A)(xα1 , xα2),

para todo y′ ∈ F ′. De modo análogo, mostra-se que

A2(x′′1, x
′′
2)(y′) = lim

α1

lim
α2

(y′ ◦ A)(xα1 , xα2), para todo y′ ∈ F ′.
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4.3 Coincidência das extensões bilineares
Nos exemplos 4.2.3 e 4.2.4 vimos que as extensões A1 e A2 de um operador bilinear
A ∈ L(E1, E2) no Teorema 4.2.1 às vezes coincidem e às vezes não coincidem. Neste seção
estabeleceremos condições sob as quais as extensões A1 e A2 do operador A ∈ L(E1, E2;F )
no Teorema 4.2.5, e portanto aquelas do Teorema 4.2.1, coincidem. O primeiro resultado
é o seguinte.

Lema 4.3.1. Sejam E1, E2, F espaços de Banach e A ∈ L(E1, E2;F ). Se A tem uma
extensão Ã ∈ L(E ′′1 , E

′′
2 ;F ′′) separadamente ω∗- ω∗-contínua, então Ã é única, isto é,

qualquer outra extensão separadamente ω∗- ω∗-contínua coincide com Ã.

Demonstração. Suponha que Â ∈ L(E ′′1 , E
′′
2 ;F ′′) seja uma extensão de A separadamente

ω∗- ω∗-contínua. Devemos provar que Â = Ã, e para isso sejam x′′1 ∈ E ′′1 , x′′2 ∈ E ′′2 .
Pelo Teorema de Goldstine, para cada j = 1, 2 existe uma rede (xαj)αj∈Ωj em Ej tal que
JEj(xαj)

ω∗−−→ x′′j . Daí,

Â(x′′1, x
′′
2) = ω∗- lim

α1

Â(JE1(xα1), x
′′
2)

= ω∗- lim
α1

lim
α2

Â(JE1(xα1), JE2(xα2))

= ω∗- lim
α1

lim
α2

(Â ◦ (JE1 , JE2))(xα1 , xα2)

= ω∗- lim
α1

lim
α2

(JF ◦ A)(xα1 , xα2)

= ω∗- lim
α1

lim
α2

(Ã ◦ (JE1 , JE2))(xα1 , xα2)

= ω∗- lim
α1

lim
α2

Ã(JE1(xα1), JE2(xα2))

= ω∗- lim
α1

Ã(JE1(xα1), x
′′
2) = Ã(x′′1, x

′′
2).

Observe que o Lema 4.3.1 nos diz que se as extensões de Aron-Berner A1, A2 de A ∈
L(E1, E2;F ) forem separadamente ω∗- ω∗-contínuas, então A1 = A2. Entretanto, nem
sempre isso é verdade. Para comprovar este fato, suponha que as extensões de Aron-Berner
A1, A2 de A ∈ L(E1, E2;F ) sejam separadamente ω∗- ω∗-contínuas. Pelo Lema 4.3.1
teríamos que A1 = A2, mas no Exemplo 4.2.4 mostramos que isso nem sempre acontece.
Então, naquele caso, pelo menos uma das extensões A1 ou A2 não é separadamente ω∗- ω∗-
contínua. O máximo que vale, em geral, em relação à continuidade ω∗- ω∗ da extensões
de Aron-Berner é o seguinte:

Proposição 4.3.2. Sejam E1, E2, F espaços de Banach, A1 e A2 as extensões de Aron-
Berner de A ∈ L(E1, E2;F ). Então.

(a) Para cada x′′1 ∈ E ′′1 e cada x2 ∈ E2, os operadores

A1(x′′1; •) : E ′′2 −→ F ′′ , A1(x′′1; •)(x′′2) = A1(x′′1;x′′2),

A1(•; JE2(x2)) : E ′′1 −→ F ′′ , A1(•; JE2(x2))(x′′1) = A1(x′′1, JE2(x2)),

são ω∗- ω∗-contínuos.
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(b) Para cada x′′2 ∈ E ′′2 e cada x1 ∈ E1, os operadores

A2(•;x′′2) : E ′′1 −→ F ′′ , A2(•;x′′2)(x′′1) = A2(x′′1;x′′2),

A2(JE1(x1); •) : E ′′2 −→ F ′′ , A2(JE1(x1); •)(x′′2) = A2(JE1(x1), x′′2),

são ω∗- ω∗- contínuos.

Demonstração. (a) Vejamos que para cada x′′1 ∈ E ′′1 , A1(x′′1; •) é ω∗- ω∗-contínuo. Para isso
seja (x′′α2

)α2∈Ω2 uma rede em E ′′2 tal que x′′α2

ω∗−−→ x′′2 ∈ E ′′2 . Então x′′α2
(x′2) −→ x′′2(x′2) para

todo x′2 ∈ E ′2. Para todo y′ ∈ F ′, x′′1
1
(y′◦A) ∈ E ′2, logo x′′α2

(
x′′1

1
(y′◦A)

)
−→ x′′2

(
x′′1

1
(y′◦A)

)
,

isto é, para todo y′ ∈ F ′, A1(x′′1, x
′′
α2

)(y′) −→ A1(x′′1, x
′′
2)(y′). Daí,

A1(x′′1; •)(x′′α2
)(y′) −→ A1(x′′1; •)(x′′2)(y′) para todo y′ ∈ F ′,

isto é, A1(x′′1; •)(x′′α2
)

ω∗−−→ A1(x′′1; •)(x′′2), provando que A1(x′′1; •) é ω∗- ω∗-contínuo.
Vejamos agora que para todo x2 ∈ E2, A1(•; JE2(x2)) é ω∗- ω∗-contínuo. Para isso

seja (x′′α1
)α1∈Ω1 uma rede em E ′′1 tal que x′′α1

ω∗−−→ x′′1 ∈ E ′′1 . Então x′′α1
(x′1) −→ x′′1(x′1) para

todo x′1 ∈ E ′1. Para todo y′ ∈ F ′, (y′ ◦ A)(•;x2) ∈ E ′1, logo

A1(•; JE2(x2))(x′′1)(y′) = A1(x′′1, JE2(x2))(y′) = JE2(x2)
(
x′′1

1
(y′ ◦ A)

)
=
(
x′′1

1
(y′ ◦ A)

)
(x2) = x′′1 ((y′ ◦ A)(•;x2))

= lim
α1

x′′α1
((y′ ◦ A)(•;x2)) = lim

α1

x′′α1

1
(y′ ◦ A)(x2)

= lim
α1

A1(x′′α1
, JE2(x2))(y′) = lim

α1

A1(•; JE2(x2))(x′′α1
)(y′),

donde segue que A1(•; JE2(x2))(x′′α1
)

ω∗−−→ A1(•; JE2(x2))(x′′1), ou seja, A1(•; JE2(x2)) é
ω∗- ω∗-contínuo.
(b) Segue de modo totalmente similar ao item (a).

Um primeiro resultado que nos diz quando as extensões de Aron-Berner A1 e A2 do
operador A ∈ L(E1, E2;F ) coincidem é o seguinte:

Teorema 4.3.3. Seja A ∈ L(E1, E2;F ). Se A tem uma extensão Ã ∈ L(E ′′1 , E
′′
2 ;F ′′)

separadamente ω∗- ω∗-contínua, então as duas extensões de Aron-Berner de A coincidem
com Ã, isto é, Ã = A1 = A2. Em particular, as extensões de Aron-Berner A1 e A2 são
separadamente ω∗- ω∗-contínuas.

Demonstração. Sejam x′′j ∈ E ′′j , j = 1, 2. Pelo Teorema de Goldstine, existem redes

(xαj)αj∈Ωj em Ej tais que JEj(xαj)
ω∗−−→ x′′j , j = 1, 2. Pela Proposição 4.3.2,

Ã(x′′1, x
′′
2) = ω∗- lim

α2

Ã(x′′1, JE2(xα2)) = ω∗- lim
α2

lim
α1

Ã (JE1(xα1), JE2(xα2))

= ω∗- lim
α2

lim
α1

(Ã ◦ (JE1 , JE2))(xα1 , xα2) = ω∗- lim
α2

lim
α1

(JF ◦ A)(xα1 , xα2)

= ω∗- lim
α2

lim
α1

(
A1 ◦ (JE1 , JE2)

)
(xα1 , xα2) = ω∗- lim

α2

lim
α1

A1 (JE1(xα1), JE2(xα2))
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= ω∗- lim
α2

lim
α1

A1 (•; JE2(xα2)) (JE1(xα1)) = ω∗- lim
α2

A1 (•; JE2(xα2)) (x′′1)

= ω∗- lim
α2

A1(x′′1, JE2(xα2)) = ω∗- lim
α2

A1(x′′1; •)(JE2(xα2))

= A1(x′′1; •)(x′′2) = A1(x′′1, x
′′
2),

o que prova Ã = A1. Analogamente, prova-se que Ã = A2.

O Teorema 4.3.3 nos diz, em particular, que se uma das extensões de Aron-Berner
A1 ou A2 for separadamente ω∗- ω∗-contínua, então A1 = A2. Mas do Exemplo 4.2.4
podemos concluir que, em geral, as extensões de Aron-Berner A1 e A2 nem sempre são
separadamente ω∗- ω∗-contínuas. Agora podemos concluir que, neste caso, ambas as
extensões não são separadamente ω∗- ω∗-contínuas.

O seguinte lema e a teoria de operadores fracamente compactos nos levarão a condições
que garantem quando as extensões de Aron-Berner são separadamente ω∗- ω∗-contínuas
e, portanto, coincidentes.

Lema 4.3.4. Sejam E1, E2, F espaços de Banach, A ∈ L(E1, E2;F ) e A1, A2 suas exten-
sões de Aron-Berner de A. Então, para todo y′ ∈ F ′, os operadores

A1y′ : E1 −→ E ′2 , A1y′(x1) = (y′ ◦ A)(x1; •)

e
A2y′ : E2 −→ E ′1 , A2y′(x2) = (y′ ◦ A)(•;x2)

são lineares e contínuos. Além disso, A′1y′(x′′2) = x′′2
2
(y′ ◦ A) e A′2y′(x′′1) = x′′1

1
(y′ ◦ A).

Demonstração. Vejamos que, para qualquer y′ ∈ F ′, A1y′ ∈ L(E1;E ′2). Para isso, sejam
x1, y1 ∈ E1 e λ ∈ K. Para qualquer x2 ∈ E2,

A1y′(x1 + λy1)(x2) = (y′ ◦ A)(x1 + λy1; •)(x2) = (y′ ◦ A)(x1 + λy1, x2)

= (y′ ◦ A)(x1, x2) + λ(y′ ◦ A)(y1, x2)

= (y′ ◦ A)(x1; •)(x2) + λ(y′ ◦ A)(y1; •)(x2)

= ((y′ ◦ A)(x1; •) + λ(y′ ◦ A)(y1; •))(x2)

= (A1y′(x1) + λA1y′(y1))(x2),

o que nos permite concluir que A1y′ é linear. De (4.7),

‖A1y′(x1)‖ = ‖(y′ ◦ A)(x1; •)‖ ≤ ‖y′ ◦ A‖ · ‖x1‖ ≤ ‖y′‖ · ‖A‖ · ‖x1‖,

donde concluímos que A1y′ é contínuo e ‖A1y′‖ ≤ ‖y′‖ · ‖A‖. Além disso, para todos
x′′2 ∈ E ′′2 e x1 ∈ E1,

A′1y′(x
′′
2)(x1) = x′′2(A1y′(x1)) = x′′2((y′ ◦ A)(x1; •)) = x′′2

2
(y′ ◦ A)(x1),

provando que A′1y′(x′′2) = x′′2
2
(y′ ◦ A). De modo similar obtemos que, para cada y′ ∈ F ′,

A2y′ ∈ L(E2;E ′1) e A′2y′ = x′′1
1
(y′ ◦ A).
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Definição 4.3.5. Sejam E,F espaços de Banach. Um operador linear T : E −→ F
é compacto (fracamente compacto, respectivamente) se T (BE) é compacto (fracamente
compacto, respectivamente) em F.

É claro que todo operador compacto é fracamente compacto e todo operador fraca-
mente compacto é contínuo.

Teorema 4.3.6. As seguintes afirmações são equivalentes para um operador T ∈ L(E;F ):

(a) T ′ ∈ L(F ′;E ′) é ω∗- ω-contínuo.

(b) T é fracamente compacto.

(c) T ′′(E ′′) ⊆ JF (F ).

Demonstração. Veja [14, Teorema 2, pag. 482 e Lema 7 pag. 484]

O conjunto de todos os operadores lineares contínuos de E em F que são compactos
(fracamente compactos) será denotado por K(E;F ) (W(E;F ) respectivamente).

Da Proposicao 4.3.2 já sabemos que, para cada x′′1 ∈ E ′′1 , A1(x′′1; •) é ω∗- ω∗-contínuo;
e, para cada x′′2 ∈ E ′′2 , A2(•;x′′2) é ω∗- ω∗-contínuo. A seguinte proposição estabelece uma
condição suficiente para concluir que A1 e A2 são separadamente ω∗- ω∗-contínuas.

Proposição 4.3.7. Sejam E1, E2, F espaços de Banach, A ∈ L(E1, E2;F ) e A1, A2 as
extensões de Aron-Berner de A. Então:

(a) Se L(E2;E ′1) =W(E2;E ′1), então, para cada x′′2 ∈ E ′′2 , o operador

A1(•;x′′2) : E ′′1 −→ F ′′ , A1(•;x′′2)(x′′1) = A1(x′′1;x′′2),

é ω∗- ω∗-contínuo.

(b) Se L(E1;E ′2) =W(E1;E ′2), então, para cada x′′1 ∈ E ′′1 , o operador

A2(x′′1; •) : E ′′2 −→ F ′′ , A2(x′′1; •)(x′′2) = A2(x′′1;x′′2),

é ω∗- ω∗-contínuo.

Demonstração. (a) Seja x′′2 ∈ E ′′2 e tome (x′′α1
)α1∈Ω1 uma rede em E ′′1 tal que x′′α1

ω∗−−→ x′′1 ∈
E ′′1 . Pelo Lema 4.3.4, para qualquer y′ ∈ F ′ o operador A2y′ : E2 −→ E ′1 é linear e contínuo,
e por hipótese A2y′ é fracamente compacto. Pelo Teorema 4.3.6, A′2y′ : E ′′1 −→ E ′2 é ω∗- ω-
contínuo, logo A′2y′(x′′α1

)
ω−→ A′2y′(x

′′
1), donde segue que x′′2(A′2y′(x

′′
α1

)) −→ x′′2(A′2y′(x
′′
1)).

Pelo Lema 4.3.4 temos x′′2
(
x′′α1

1
(y′ ◦ A)

)
−→ x′′2

(
x′′1

1
(y′ ◦A)

)
. Disso segue que, para todo

y′ ∈ F ′,

lim
α1

A1(•;x′′2)(x′′α1
)(y′) = lim

α1

A1(x′′α1
, x′′2)(y′) = A1(x′′1, x

′′
2)(y′) = A1(•;x′′2)(x′′1)(y′),

o que implica que

A1(•;x′′2)(x′′α1
)(y′) −→ A1(•;x′′2)(x′′1)(y′), para todo y′ ∈ F ′.

Provamos que A1(•;x′′2)(x′′α1
)

ω∗−−→ A1(•;x′′2)(x′′1) e portanto A1(•;x′′2) é ω∗ - ω∗-continuo.
O item (b) segue de forma totalmente análoga.
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Observe que o Lema 4.3.1 nos diz que se todas as extensões de Aron-Berner foram
separadamente ω∗- ω∗-contínuas então A1 = A2, enquanto que o Teorema 4.3.3 nos diz,
em particular, que se uma extensão de Aron-Berner é separadamente ω∗- ω∗-contínua,
então A1 = A2. Assim temos o

Corolário 4.3.8. Sejam E1, E2, F espaços de Banach. Se L(E1;E ′2) = W(E1;E ′2) ou
L(E2;E ′1) =W(E2;E ′1), então para todo A ∈ L(E1, E2;F ) tem-se A1 = A2.

Demonstração. Pelo Proposição 4.3.7 temos que, para cada x′′2 ∈ E ′′2 , A1(•;x′′2) é ω∗- ω∗-
continuo e pela Proposição 4.3.2 temos que, para cada x′′1 ∈ E ′′1 , A1(x′′1; •) é ω∗- ω∗-
continuo. Daí, A1 é separadamente ω∗- ω∗-continua e do Teorema 4.3.3 segue que A1 =
A2.

O Corolário acima nos dá uma condição suficiente para mostrar que as extensões
de Aron-Berner de uma forma bilinear são iguais. A pergunta óbvia é se essa mesma
condição, ou seja, a hipótese do corolário acima, também garante que as extensões de
um operador bilinear a valores vetoriais são iguais. Mais precisamente: se todo operador
linear contínuo de Ei em E ′j, i 6= j, i, j ∈ {1, 2}, é fracamente compacto, será que, para
todo operador A ∈ L(E1, E2;F ), existe uma única extensão do operador A separadamente
ω∗- ω∗-contínua que ainda preserve a norma?. Em seguida mostraremos que a resposta é
afirmativa.

Lema 4.3.9. Sejam E,F espaços de Banach e T ∈ L(E;F ). Então T é fracamente
compacto se, e somente se, para cada x′′ ∈ E ′′ o operador T ′′(x′′) : F ′ −→ K é ω∗-
continuo.

Demonstração. Suponha que T seja fracamente compacto. Seja (y′α)α∈Ω uma rede em F ′

tal que y′α
ω∗−−→ y′ ∈ F ′. Então y′α(z) −→ y′(z), para todo z ∈ F . Como T é fracamente

compacto, pelo Teorema 4.3.6 temos T ′′(E ′′) ⊆ JF (F ). Assim, para cada x′′ ∈ E ′′ existe
y ∈ F tal que T ′′(x′′) = JF (y). Disso segue que

T ′′(x′′)(y′) = JF (y)(y′) = y′(y) = lim
α
y′α(y) = lim

α
JF (y)(y′α) = lim

α
T ′′(x′′)(y′α),

provando que, para cada x′′ ∈ E ′′, o operador T ′′(x′′) é ω∗-contínuo.
Reciprocamente, suponha que, para cada x′′ ∈ E ′′, o operador T ′′(x′′) : F ′ −→ K seja

ω∗-contínuo. Pela Proposição 1.7.3, existe x ∈ F tal que T ′′(x′′) = JF (x) e do Teorema
4.3.6 segue que T é fracamente compacto.

Teorema 4.3.10. Sejam E1, E2 espaços de Banach e A ∈ L(E1, E2). Se L(Ei;E
′
j) =

W(Ei;E
′
j), i, j = 1, 2, i 6= j, então existe uma única extensão Ã ∈ L(E ′′1 , E

′′
2 ) de A

separadamente ω∗-continua. Além disso, ‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. Para cada x1 ∈ E1, A(x1; •) ∈ E ′2. Pelo Lema 4.1.1 existe uma única ex-
tensão A(x1; •) : E ′′2 −→ K linear e contínua de A(x1; •) que é ω∗-continua e ‖A(x1; •)‖ =
‖A(x1; •)‖. Dado x′′2 ∈ E ′′2 , defina

Ax′′2 : E1 −→ K, Ax′′2 (x1) = A(x1; •)(x′′2).
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Observe que, para todos x1, y1 ∈ E1 e λ ∈ K,

A(x1 + λy1; •)(x′′2) = x′′2(A(x1 + λy1; •)) = x′′2(A(x1; •) + λA(y1; •))
= x′′2(A(x1; •)) + λx′′2(A(y1; •)) = A(x1; •)(x′′2) + λA(y1; •)(x′′2)

= (A(x1; •) + λA(y1; •))(x′′2),

para todo x′′2 ∈ E ′′2 . Disso segue que Ax′′2 é linear e de

|Ax′′2 (x1)| =
∣∣∣A(x1; •)(x′′2)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥A(x1; •)‖ · ‖x′′2
∥∥∥

= ‖A(x1; •)‖ · ‖x′′2‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · ‖x′′2‖ ≤ ‖A‖ · ‖x′′2‖ · ‖x1‖,

concluímos que Ax′′2 é contínuo e ‖Ax′′2‖ ≤ ‖A‖ · ‖x
′′
2‖. Sendo Ax′′2 um funcional linear

e contínuo, pelo Lema 4.1.1 existe uma única extensão Ax′′2 : E ′′1 −→ K linear contínua
de Ax′′2 que é ω∗-contínuo e

∥∥Ax′′2∥∥ = ‖Ax′′2‖. Além disso, se x′′2, y′′2 ∈ E ′′2 e λ ∈ K,
então Ax′′2+λy′′2

= Ax′′2 + λAy′′2 , Mais ainda, definindo os operadores Ax′′2+λy′′2
, Ax′′2 e Ay′′2

como acima, temos que cada um desses funcionais são lineares contínuos, portanto pelo
Lema 4.1.1 existem únicos operadores lineares contínuos Ax′′2+λy′′2

, Ax′′2 e Ay′′2 que esten-
dem Ax′′2+λy′′2

, Ax′′2 e Ay′′2 respectivamente, onde cada um desse funcionais é ω∗-contínuo.
Consequentemente, para todo x1 ∈ E1,((

Ax′′2 + λAy′′2
)
◦ JE1

)
(x1) =

(
Ax′′2 + λAy′′2

)
(JE1(x1)) = Ax′′2 (JE1(x1)) + λAy′′2 (JE1(x1))

=
(
Ax′′2 ◦ JE1

)
(x1) + λ

(
Ay′′2 ◦ JE1

)
(x1) = Ax′′2 (x1) + λAy′′2 (x1)

= (Ax′′2 + λAy′′2 )(x1) = Ax′′2+λy′′2
(x1),

provando que Ax′′2 + λAy′′2 estende Ax′′2+λy′′2
e é ω∗-contínuo, Mas como Ax′′2+λy′′2

é o único
funcional ω∗-contínuo que estende Ax′′2+λy′′2

, segue que Ax′′2+λy′′2
= Ax′′2 + λAy′′2 . Defina

Ã : E ′′1 × E ′′2 −→ K, Ã(x′′1, x
′′
2) = Ax′′2 (x′′1).

Vejamos que Ã ∈ L(E ′′1 , E
′′
2 ). Para todos x′′1, y′′1 ∈ E ′′1 e λ ∈ K,

Ã(x′′1 + λy′′1 , x
′′
2) = Ax′′2 (x′′1 + λy′′1) = Ax′′2 (x′′1) + λAx′′2 (y′′1) = Ã(x′′1, x

′′
2) + λÃ(y′′1 , x

′′
2),

e, para todos x′′2, y′′2 ∈ E ′′2 ,

Ã(x′′1, x
′′
2 + λy′′2) = Ax′′2+λy′′2

(x′′1) =
(
Ax′′2 + λAy′′2

)
(x′′1)

= Ax′′2 (x′′1) + λAy′′2 (x′′1) = Ã(x′′1, x
′′
2) + λÃ(x′′1, y

′′
2).

Isso prova que Ã é bilinear. De∣∣∣Ã(x′′1, x
′′
2)
∣∣∣ =

∣∣Ax′′2 (x′′1)
∣∣ ≤ ∥∥Ax′′2∥∥ · ‖x′′1‖ = ‖Ax′′2‖ · ‖x

′′
1‖ ≤ ‖A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖,

concluímos que Ã é contínuo e ‖Ã‖ ≤ ‖A‖. Para todos x1 ∈ E1 e x2 ∈ E2,(
Ã ◦ (JE1 , JE2)

)
(x1, x2) = Ã(JE1(x1), JE2(x2)) = AJE2

(x2)(JE1(x1))
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= (AJE2
(x2) ◦ JE1)(x1) = AJE2

(x2)(x1) = A(x1; •)(JE2(x2))

=
(
A(x1; •) ◦ JE2

)
(x2) = A(x1; •)(x2) = A(x1, x2),

provando que Ã◦ (JE1 , JE2) = A, isto é, Ã estende A. Como Ax′′2 é ω∗-contínuo, segue que
Ã é ω∗-contínuo na primeira variável. De

|A(x1, x2)| =
∣∣∣(Ã ◦ (JE1 , JE2)

)
(x1, x2)

∣∣∣ =
∣∣∣Ã(JE1(x1), JE2(x2))

∣∣∣
≤ ‖Ã‖ · ‖JE1(x1)‖ · ‖JE2(x2)‖ = ‖Ã‖ · ‖x1‖ · ‖x2‖,

obtemos ‖A‖ ≤ ‖Ã‖, portanto ‖Ã‖ = ‖A‖. Finalmente vejamos que, para cada x′′1 ∈ E ′′1 ,
Ã(x′′1; •) : E ′′2 −→ K é ω∗-contínuo. Para isso, considere o operador

T : E1 −→ E ′2 , T (x1) = A(x1; •).

De

T (x1 + λy1) = A(x1 + λy1; •)(x2) = A(x1; •) + λA(y1; •) = T (x1) + λT (y1)

e
‖T (x1)‖ = ‖A(x1; •)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖,

obtemos que T ∈ L(E1;E ′2) e ‖T‖ ≤ ‖A‖. Dado x′′1 ∈ E ′′1 , podemos tomar uma rede
(xα1)α1∈Ω1 em E1 tal que JE1(xα1)

ω∗−−→ x′′1. Como T ′′ é ω∗- ω∗-contínuo, T ′′(JE1(xα1))
ω∗−−→

T ′′(x′′1). Portanto, para todo x′′2,

T ′′(x′′1)(x′′2) = lim
α1

T ′′(JE1(xα1))(x
′′
2) = lim

α1

(T ′′ ◦ JE1)(xα1)(x
′′
2)

= lim
α1

(JE′2 ◦ T )(xα1)(x
′′
2) = lim

α1

JE′2(T (xα1))(x
′′
2)

= lim
α1

x′′2(T (xα1)) = lim
α1

x′′2(A(xα1 ; •))

= lim
α1

A(xα1 ; •)(x′′2) = lim
α1

Ax′′2 (xα1)

= lim
α1

(
Ax′′2 ◦ JE1

)
(xα1) = lim

α1

Ax′′2 (JE1(xα1))

= Ax′′2 (x′′1) = Ã(x′′1, x
′′
2) = Ã(x′′1; •)(x′′2).

Segue que T ′′(x′′1) = Ã(x′′1; •). Como T é linear e contínuo, por hipótese sabemos que T é
fracamente compacto. Pelo Lema 4.3.9, T ′′(x′′1) é ω∗-contínuo, logo Ã(x′′1; •) é ω∗-contínuo,
o que nos permite concluir que Ã é separadamente ω∗-contínuo. A unicidade de Ã segue
do Lema 4.3.1.

A seguir mostraremos o caso vetorial do Teorema 4.3.10 e, mais do que isso, mostra-
remos a recíproca desse teorema.

Teorema 4.3.11. As seguinte afirmações são equivalentes para os espaços de Banach
E1, E2.

(a) L(Ei;E
′
j) =W(Ei;E

′
j) para todos i, j = 1, 2, i 6= j.
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(b) Para todo espaço de Banach F , todo operador A ∈ L(E1, E2;F ) admite uma única
extensão Ã ∈ L(E ′′1 , E

′′
2 ;F ′′) de A que é separadamente ω∗- ω∗-continua. Além disso,

‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. (a)=⇒ (b) Seja A ∈ L(E1, E2;F ). Para todo y′ ∈ F ′, y′ ◦A ∈ L(E1, E2),
e então pelo Teorema 4.3.10 existe uma única extensão ỹ′ ◦ A ∈ L(E ′′1 , E

′′
2 ) de y′ ◦ A que

é separadamente ω∗-contínua. Mais ainda, ‖ỹ′ ◦ A‖ = ‖y′ ◦ A‖. Defina

Ã : E ′′1 × E ′′2 −→ F ′′, Ã(x′′1, x
′′
2)(y′) = ỹ′ ◦ A(x′′1, x

′′
2).

Como ỹ′ ◦ A é bilinear, segue que Ã é bilinear, e de∣∣∣Ã(x′′1, x
′′
2)(y′)

∣∣∣ =
∣∣∣ỹ′ ◦ A(x′′1, x

′′
2)
∣∣∣ ≤ ∥∥∥ỹ′ ◦ A∥∥∥ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖

= ‖y′ ◦ A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖ ≤ ‖y′‖ · ‖A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖
= ‖A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x′′2‖ · ‖y′‖,

segue que Ã é contínuo e ‖Ã‖ ≤ ‖A‖. Para todos x1 ∈ E1 e x2 ∈ E2,

(Ã ◦ (JE1 , JE2))(x1, x2)(y′) = Ã(JE1(x1), JE2(x2))(y′)

= ỹ′ ◦ A(JE1(x1), JE2(x2)) =
(
ỹ′ ◦ A ◦ (JE1 , JE2)

)
(x1, x2)

= (y′ ◦ A)(x1, x2) = y′(A(x1, x2))

= JF (A(x1, x2))(y′) = (JF ◦ A)(x1, x2)(y′),

provando Ã ◦ (JE1 , JE2) = JF ◦ A, isto é, Ã estende A. Também por (4.4), temos

‖A(x1, x2)‖ = sup
y′∈BF ′

|y′(A(x1, x2))| = sup
y′∈BF ′

|JF (A(x1, x2))(y′)|

= sup
y′∈BF ′

|(JF ◦ A)(x1, x2)(y′)| = sup
y′∈BF ′

∣∣∣(Ã ◦ (JE1 , JE2))(x1, x2)(y′)
∣∣∣

=
∥∥∥(Ã ◦ (JE1 , JE2))(x1, x2)

∥∥∥ =
∥∥∥Ã(JE1(x1), JE2(x2))

∥∥∥
≤ ‖Ã‖ · ‖JE1(x1)‖ · ‖JE2(x2)‖ = ‖Ã‖ · ‖x1‖ · ‖x2‖

donde concluímos que ‖A‖ ≤ ‖Ã‖ e então ‖Ã‖ = ‖A‖. Como ỹ′ ◦ A é separadamente ω∗-
contínua, segue que Ã é separadamente ω∗- ω∗-contínua. Finalmente, a unicidade segue
do Lema 4.3.1.
(b) =⇒ (a) Sejam Tij : Ei −→ E ′j, com i 6= j, i, j ∈ {1, 2}, operadores lineares e contínuos.
Defina

A1 : E1 × E2 −→ K , A1(x1, x2) = T12(x1)(x2).

Como T12 é linear e contínuo, segue que A1 ∈ L(E1, E2) é bilinear contínuo. Por hipótese
existe uma única extensão Ã1 ∈ L(E ′′1 , E

′′
2 ) de A1 separadamente ω∗-contínua. Dados x′′1 ∈

E ′′1 e x′′2 ∈ E ′′2 , podemos tomar redes (xα1)α1∈Ω1 e (xα2)α2∈Ω2 em E1 e E2, respectivamente,
tais que JE1(xα1)

ω∗−−→ x′′1 e JE2(xα2)
ω∗−−→ x′′2. Logo

Ã1(x′′1, x
′′
2) = lim

α1

lim
α2

Ã1(JE1(xα1), JE2(xα2)) = lim
α1

lim
α2

(
Ã1 ◦ (JE1 , JE2)

)
(xα1 , xα2)



59

= lim
α1

lim
α2

A1(xα1 , xα2) = lim
α1

lim
α2

T12(xα1)(xα2)

= lim
α1

lim
α2

JE2(xα2)(T12(xα1)) = lim
α1

x′′2(T12(xα1))

= lim
α1

T ′12(x′′2)(xα1) = lim
α1

JE1(xα1)(T
′
12(x′′2))

= x′′1(T ′12(x′′2)) = T ′′12(x′′2)(x′′1),

provando que Ã1(x′′1, x
′′
2) = T ′′12(x′′2)(x′′1). Como Ã1(•;x′′2) é ω∗-contínuo, segue que T ′′12(x′′2)

é ω∗-contínuo, e pelo Lema 4.3.9 concluímos que T12 é fracamente compacto. Do mesmo
modo, considerando a forma bilinear

A2 : E1 × E2 −→ K , A2(x1, x2) = T21(x2)(x1),

provamos que T21 : E2 −→ E ′1 é fracamente compacto.

4.4 Extensões multilineares de Aron-Berner
Todos os resultados da Seção 4.3 tratam de extensões de operadores Bilineares contínuos.
A partir desta seção vamos fazer o caso de operadores n-lineares para qualquer n ≥ 2.
Vale a pena notar que, na grande maioria dos textos, apenas o caso bilinear é feito, e
normalmente diz-se que o caso multilinear é análogo. Como o leitor poderá comprovar a
partir desta seção, essa afirmação é capciosa, pois no caso n > 2 a notação se complica
muito.

Começamos com a seguinte notação: dados espaços E1, . . . , En, uma permutação σ ∈
Sn e k ∈ 1, . . . , n, denotamos

E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k−1) , . . . , En =


E1, . . . , En se k = 1,
E1, . . . , En nessa mesma ordem onde Eσ(1), . . . ,

Eσ(k−1) são retirados se k = 2, . . . , n.

O mesmo define-se para (x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k−1) , . . . , xn).
Agora, se k = 1, . . . , n− 1, denotamos

E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k) , . . . , En = E1, . . . , En,

nessa mesma ordem, onde Eσ(1), . . . , Eσ(k) são retirados.

O mesmo define-se para (x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) , . . . , xn), {1, . . . , σ(1), . . . , σ(k) , . . . , n} e

‖x1‖ · · · ‖xσ(1)‖ · · · ‖xσ(k)‖ · · · ‖xn‖. Se k = n, denotamos

L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k) , . . . , En;K) = K.

Dados σ ∈ Sn e k = 1, . . . , n, seja A ∈ L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k−1) , . . . , En). Defini-
mos

A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn) : Eσ(k) −→ K,
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A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)(xσ(k)) = A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k−1) , . . . , xn),
(4.15)

onde o ponto • está na σ(k)-ésima coordenada. Aplicando o Teorema 2.2.1 obtemos que

A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn) ∈ E ′σ(k). No caso em que para k = n, em (4.15)
escrevemos A(−; •)(xσ(n)) = A(xσ(n)), isto é, A(−; •) = A.

Note que, para todos xj, yj ∈ Ej, j ∈ {1, . . . , σ(1), . . . , σ(k) , . . . , n} e λ ∈ K, fazendo

x = (x1, . . . , xj + λyj, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn), tem-se que

A(x) = A(x1, . . . , xj, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)

+λA(x1, . . . , yj, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn).

(4.16)

Além disso,∥∥∥∥∥A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xσ(1)‖ · · · ‖xσ(k)‖ · · · ‖xn‖.

(4.17)

Proposição 4.4.1. Sejam E1, . . . , En espaços normados, σ ∈ Sn, k ∈ {1, . . . , n} e
x′′σ(k), y

′′
σ(k) ∈ E ′′σ(k). Então:

(a) O operador

x′′σ(k)

σ
: L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k−1) , . . . , En) −→ L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k) , . . . , En),

x′′σ(k)

σ
(A)(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) , . . . , xn) = x′′σ(k)(A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)), é

linear, contínuo e
∥∥∥x′′σ(k)

σ
∥∥∥ ≤ ‖x′′σ(k)‖.

(b) Para todo λ ∈ K,
x′′σ(k) + λy′′σ(k)

σ
= x′′σ(k)

σ
+ λ y′′σ(k)

σ
.

Demonstração. (a) A boa definição de x′′σ(k)

σ
segue de (4.16), (4.17), da linearidade e da

continuidade de x′′σ(k). Chame x = (x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) , . . . , xn).

Vejamos que x′′σ(k)

σ
é linear. De fato, dadosA,B ∈ L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k−1) , . . . , En)

e λ ∈ K, chamando y = (x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn),

x′′σ(k)

σ
(A+ λB)(x) = x′′σ(k)((A+ λB)(y)) = x′′σ(k)(A(y) + λB(y))

= x′′σ(k)(A(y)) + λx′′σ(k)(B(y)) = x′′σ(k)

σ
(A)(x) + λx′′σ(k)

σ
(B)(x)

=
(
x′′σ(k)

σ
(A) + λx′′σ(k)

σ
(B)
)
(x),
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provando que x′′σ(k)

σ
é linear. De (4.17),

∣∣∣x′′σ(k)

σ
(A)(x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣x′′σ(k)(A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn))

∣∣∣∣∣
≤ ‖x′′σ(k)‖ ·

∥∥∥∥∥A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)

∥∥∥∥∥
≤ ‖x′′σ(k)‖ · ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xσ(1)‖ · · · ‖xσ(k)‖ · · · ‖xn‖,

segue que x′′σ(k)

σ
é contínuo e

∥∥∥x′′σ(k)

σ
∥∥∥ ≤ ‖x′′σ(k)‖.

(b) Sejam λ ∈ K, A ∈ L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(k−1) , . . . , En) e x = (x1, . . . , xσ(1), , . . . , xσ(k)

, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × Eσ(1) × · · · × Eσ(k) × · · · × En. Então

x′′σ(k) + λy′′σ(k)

σ
(A)(x) = (x′′σ(k) + λy′′σ(k))

(
A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)

)

= x′′σ(k)

(
A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)

)

+ λy′′σ(k)

(
A(x1, . . . , xσ(1), . . . , xσ(k) ; •; . . . , xn)

)
= x′′σ(k)

σ
(A)(x) + λ y′′σ(k)

σ
(A)(x) =

(
x′′σ(k)

σ
+ λ y′′σ(k)

σ)
(A)(x),

provando a igualdade desejada.

Note que se fixamos uma permutação σ ∈ Sn, então no caso k = n o operador
x′′σ(n)

σ
: Eσ(n) −→ K é tal que

x′′σ(n)

σ
(A) = x′′σ(n)(A(−; •)) = x′′σ(n)(A),

isto é, x′′σ(n)

σ
= x′′σ(n).

Observe que, da Proposição 4.4.1(a), fixando σ ∈ Sn e fazendo variar k, temos n
operadores lineares contínuos, e fazendo a composição de todos eles, obtemos a seguinte
cadeia:

L(E1, . . . , En)
x′′
σ(1)

σ

−−−−−−→ L(E1, . . . , Eσ(1) , . . . , En)
x′′
σ(2)

σ

−−−−−−→ L(E1, . . . , Eσ(1), Eσ(2) , . . . , En)

x′′
σ(3)

σ

−−−−−−−→ · · ·
x′′
σ(n−3)

σ

−−−−−−−−→ L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(n−3) , . . . , En)
x′′
σ(n−2)

σ

−−−−−−−→ L(E1, . . . ,

Eσ(1), . . . , Eσ(n−2) , . . . , En)
x′′
σ(n−1)

σ

−−−−−−−→ L(E1, . . . , Eσ(1), . . . , Eσ(n−1) , . . . , En)
x′′
σ(n)

σ

−−−−−−→ K.
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Como isso vale para cada permutação σ ∈ Sn, temos na verdade n! cadeias deste tipo.
São essas composições que nos permitirão estender operadores multilineares.

Teorema 4.4.2. Sejam E1, . . . , En espaços de Banach, σ ∈ Sn e A ∈ L(E1, . . . , En).
Definindo

Aσ : E1 × · · · × E ′′n −→ K, Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n) =

(
x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A),

tem-se que Aσ ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
n) estende A no sentido de que A = Aσ ◦ (JE1 , . . . , JEn) e

‖Aσ‖ = ‖A‖.

Demonstração. A n-linearidade de Aσ segue da Proposição 4.4.1(b). Da Proposição
4.4.1(a), temos

|Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)| =

∣∣∣(x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)
∣∣∣

≤
∥∥∥(x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)∥∥∥ · ‖A‖
≤
∥∥∥x′′σ(n)

σ
∥∥∥ · · · ∥∥∥x′′σ(1)

σ
∥∥∥ · ‖A‖

≤ ‖x′′σ(n)‖ · · · ‖x′′σ(1)‖ · ‖A‖ = ‖A‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′n‖,

para todos x′′j ∈ E ′′j , j = 1, . . . , n. Segue que Aσ é contínuo e ‖Aσ‖ ≤ ‖A‖. Para todo
(x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En,

Aσ(JE1(x1), . . . , JEn(xn)) =
(
JEσ(n)(xσ(n))

σ
◦ · · · ◦ JEσ(1)(xσ(1))

σ)
(A)

= JEσ(n)(xσ(n))
σ((

JEσ(n−1)
(xσ(n−1))

σ
◦ · · · ◦ JEσ(1)(xσ(1))

σ)
(A)
)

= JEσ(n)(xσ(n))
(((

JEσ(n−1)
(xσ(n−1))

σ
◦ · · · ◦ JEσ(1)(xσ(1))

σ)
(A)
)
(−; •)

)
=
(((

JEσ(n−1)
(xσ(n−1))

σ
◦ · · · ◦ JEσ(1)(xσ(1))

σ)
(A)
)
(−; •)

)
(xσ(n))

=
((
JEσ(n−1)

(xσ(n−1))
σ
◦ · · · ◦ JEσ(1)(xσ(1))

σ)
(A)
)
(xσ(n))

...

= JEσ(2)(xσ(2))
σ(
JEσ(1)(xσ(1))

σ
(A)
)(

x1, . . . , xσ(1), xσ(2) , . . . , xn

)

= JEσ(2)(xσ(2))

((
JEσ(1)(xσ(1))

σ
(A)
)(

x1, . . . , xσ(1), xσ(2) ; •; . . . , xn

))

=
((
JEσ(1)(xσ(1))

σ
(A)
)(

x1, . . . , xσ(1), xσ(2) ; •; . . . , xn)

)
(xσ(2))

= JEσ(1)(xσ(1))
σ
(A)

(
x1, . . . , xσ(1) , . . . , xn

)

= JEσ(1)(xσ(1))

(
A(x1, . . . , xσ(1) ; •; . . . , xn)

)
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= A

(
x1, . . . , xσ(1) ; •; . . . , xn

)
(xσ(1)) = A(x1, . . . , xn),

onde a primeira igualdade é óbvia, a segunda decorre da definição de Aσ, a terceira é óbvia,
a quarta segue da Proposição 4.4.1(a), a quinta decorre da definição do mergulho canônico,
a sexta segue de (4.15), e assim sucessivamente. Segue que Aσ ◦(JE1 , . . . , JEn) = A e dessa
igualdade, como já fizemos antes, decorre que ‖A‖ ≤ ‖Aσ‖ e portanto ‖Aσ‖ = ‖A‖.

Observe que no Teorema 4.4.2 temos n! extensões para o operador A ∈ L(E1, . . . , En),
extensões essas que são chamadas de extensões de Aron-Berner de A. O próximo resultado
fornece uma caracterização dessas extensões que, conforme vimos no caso bilinear, é muito
útil (veja também [7]).

Corolário 4.4.3. Sejam E1, . . . , En espaços de Banach e Se A ∈ L(E1, . . . , En). Então
os operadores Aσ, σ ∈ Sn, do Teorema 4.4.2 são dados por

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n) = lim

ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
A(xα1 , . . . , xαn),

onde, para cada k = 1, . . . , n, (xασ(k))ασ(k)∈Ωσ(k) é uma rede em Eσ(k) tal que JEσ(k)(xασ(k))
ω∗−−→

x′′σ(k) ∈ E ′′σ(k).

Demonstração. Sejam σ ∈ Sn e k = 1, . . . , n. Como JEσ(k)(xασ(k))
ω∗−−→ x′′σ(k), então

JEσ(k)(xασ(k))(x
′
σ(k)) −→ x′′σ(k)(x

′
σ(k)), para todo x′σ(k) ∈ E ′σ(k), isto é,

x′′σ(k)(x
′
σ(k)) = lim

ασ(k)
x′σ(k)(xασ(k)) para todo x′σ(k) ∈ E ′σ(k). (4.18)

Daí,

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n) =

(
x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)

= x′′σ(n)

σ((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)
)

= x′′σ(n)

(((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)
)
(−; •)

)
= lim

ασ(n)

(((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)
)
(−; •)

)
(xασ(n))

= lim
ασ(n)

((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)
)
(xασ(n))

...

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(3)

((
x′′σ(2)

σ ◦ x′′σ(1)

σ)
(A)
)(

xα1 , . . . , xασ(1) , xασ(2) , . . . , xαn

)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(3)
x′′σ(2)

σ(
x′′σ(1)

σ
(A)
)(

xα1 , . . . , xασ(1) , xασ(2) , . . . , xαn

)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(3)
x′′σ(2)

((
x′′σ(1)

σ
(A)
)(

xα1 , . . . , xασ(1) , xασ(2) ; •; . . . , xαn

))
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= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(3)
lim
ασ(2)

(
x′′σ(1)

σ
(A)
)(

xα1 , . . . , xασ(1) , xασ(2) ; •; . . . , xαn

)
(xασ(2))

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(2)
x′′σ(1)

σ
(A)

(
xα1 , . . . , xασ(1) , . . . , xαn

)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(2)
x′′σ(1)

(
A

(
xα1 , . . . , xασ(1) ; •; . . . , xαn

))

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(2)
lim
ασ(1)

A

(
xα1 , . . . , xασ(1) , . . . ; •; . . . , xαn

)
(xασ(1))

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
A(xα1 , . . . , xαn),

onde a primeira igualdade segue do Teorema 4.4.2, a segunda é óbvia, a terceira decorre da
Proposição 4.4.1(a), a quarta segue de 4.18, a quinta segue de 4.15, e assim sucessivamente.

Provemos agora os casos vetoriais do Teorema 4.4.2 e do Corolário 4.4.3.

Teorema 4.4.4. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach, σ ∈ Sn e A ∈ L(E1, . . . , En;F ).
Definindo

Aσ : E ′′1 × · · · × E ′′n −→ F ′′, Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′) =

(
x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A),

para todo y′ ∈ F ′, tem-se que Aσ ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
n;F ′′) estende A no sentido de que

Aσ ◦ (JE1 , . . . , JEn) = JF ◦ A e
∥∥Aσ∥∥ = ‖A‖.

Demonstração. A n−linearidade de Aσ segue da Proposição 4.4.1(b). De

|Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′)| =

∣∣∣(x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

∣∣∣
≤
∥∥∥(x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)∥∥∥ · ‖y′ ◦ A‖
≤
∥∥∥x′′σ(n)

σ
∥∥∥ · · · ∥∥∥x′′σ(1)

σ
∥∥∥ · ‖y′‖ · ‖A‖

≤ ‖x′′σ(n)‖ · · · ‖x′′σ(1)‖ · ‖y′‖ · ‖A‖
= ‖A‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′n‖ · ‖y′‖,

segue que Aσ é contínuo e ‖Aσ‖ ≤ ‖A‖. Como y′ ◦A ∈ L(E1, . . . , En), pelo Teorema 4.4.2
temos

(Aσ ◦ (JE1 , . . . , JEn))(x1, . . . , xn)(y′) = Aσ(JE1(x1), . . . , JEn(xn))(y′)

=
(
JEσ(n)(xσ(n))

σ
◦ · · · ◦ JEσ(1)(xσ(1))

σ)
(y′ ◦ A)

= (y′ ◦ A)σ(JE1(x1) ◦ · · · ◦ JEn(xn))

=
(
(y′ ◦ A)σ ◦ (JE1 , . . . , JEn)

)
(x1, . . . , xn)

= (y′ ◦ A)(x1, . . . , xn) = y′(A(x1, . . . , xn))
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= JF (A(x1, . . . , xn))(y′) = (JF ◦ A)(x1, . . . , xn)(y′),

para todo y′ ∈ F ′, provando que Aσ ◦ (JE1 , . . . , JEn) = JF ◦ A. Finalmente, de (4.4),

|A(x1, . . . , xn)| = sup
y′∈BF ′

|y′(A(x1, . . . , xn))|

= sup
y′∈BF ′

|JF (A(x1, . . . , xn))(y′)|

= sup
y′∈BF ′

|(JF ◦ A)(x1, . . . , xn))(y′)|

= sup
y′∈BF ′

|(Aσ ◦ (JE1 , . . . , JEn))(x1, . . . , xn)(y′)|

= sup
y′∈BF ′

|(Aσ ◦ (JE1(x1), . . . , JEn(xn))(y′)|

=
∥∥Aσ ◦ (JE1(x1), . . . , JEn(xn))

∥∥
≤
∥∥Aσ∥∥ · ‖JE1(x1)‖ · · · ‖JEn(xn)‖

=
∥∥Aσ∥∥ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖,

provando que ‖A‖ ≤
∥∥Aσ∥∥ e portanto

∥∥Aσ∥∥ = ‖A‖.

Mais uma vez, os operadores Aσ, σ ∈ Sn, são chamados de extensões de Aron-Berner
de A.

Corolário 4.4.5. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach e A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Então
os operadores Aσ, σ ∈ Sn, do Teorema 4.4.4, são dados por

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′) = lim

ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
(y′ ◦ A)(xα1 , . . . , xαn), para todo y′ ∈ F ′,

onde, para cada k = 1, . . . , n, (xασ(k))ασ(k)∈Ωσ(k) é uma rede em Eσ(k) tal que JEσ(k)(xασ(k))
ω∗−−→

x′′σ(k) ∈ E ′′σ(k).

Demonstração. Para todo y′ ∈ F ′, tem-se y′ ◦ A ∈ L(E1, . . . , En). Logo pelo Teorema
4.4.2 e pelo Corolário 4.4.3,

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′) =

(
x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A) = (y′ ◦ A)σ(x′′1, . . . , x

′′
n)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
(y′ ◦ A)(xα1 , . . . , xαn).

4.5 Coincidência das extensões multilineares

Sabemos que em geral as extensões de Aron-Berner não são iguais e por esse fato estamos
interessados em mostrar sobre quais condições todas as n! extensões de Aron-Berner do
operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ) coincidem. Um primeiro resultado é o seguinte:
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Lema 4.5.1. Seja A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Se A admite uma extensão Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
n;

F ′′) separadamente ω∗- ω∗-contínua, então ela é única no sentido de que qualquer outra
extensão separadamente ω∗- ω∗-contínua de A coincide com Ã.

Demonstração. Suponha que Â ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
n;F ′′) seja uma extensão de A separada-

mente ω∗- ω∗-contínua. Dados x′′j ∈ E ′′j , j = 1, . . . , n, tomemos redes (xαj)αj∈Ωj em Ej,

j = 1, . . . , n, tais que JEj(xαj)
ω∗−−→ x′′j . Como Ã e Â são separadamente ω∗- ω∗-contínuas,

Â(x′′1, . . . , x
′′
n) = ω∗- lim

α1

· · · lim
αn

Â(JE1(xα1), . . . , JEn(xαn))

= ω∗- lim
α1

· · · lim
αn

(Â ◦ (JE1 , . . . , JEn))(xα1 , . . . , xαn)

= ω∗- lim
α1

· · · lim
αn

(JF ◦ A)(xα1 , . . . , xαn)

= ω∗- lim
α1

· · · lim
αn

(Ã ◦ (JE1 , . . . , JEn))(xα1 , . . . , xαn)

= ω∗- lim
α1

· · · lim
αn

Ã(JE1(xα1), . . . , JEn(xαn))

= Ã(x′′1, . . . , x
′′
n),

provando que Â = Ã.

Observe que se σ = id ∈ Sn, isto é, id(m) = m, m = 1, . . . , n, então a extensão de
Aron-Berner de A ∈ L(E1, . . . , En;F ) associada à permutação Id é dada por

Aid(x
′′
1, . . . , x

′′
n)(y′) =

(
x′′n

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(y′ ◦ A), para todo y′ ∈ F ′. (4.19)

Proposição 4.5.2. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach, A ∈ L(E1, . . . , En;F ) e Aid
a extensão de Aron-Berner (4.19) de A. Para todos k ∈ {1, . . . , n} e x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x′′k−1 ∈
E ′′k−1, xk+1 ∈ Ek+1, . . . , xn ∈ En, o operador

Aid(x
′′
1, . . . , x

′′
k−1; •; JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn)) : E ′′k −→ F ′′ dado por

Aid(x
′′
1, . . . , x

′′
k−1; •; JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn))(x
′′
k) = Aid(x

′′
1, . . . , x

′′
k, JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn)),

é ω∗- ω∗-contínuo.

Demonstração. Dados k ∈ {1, . . . , n} e x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x′′k−1 ∈ E ′′k−1, xk+1 ∈ Ek+1, . . . , xn ∈
En, tome (x′′αk)αk∈Ωk uma rede em E ′′k tal que x′′αk

ω∗−−→ x′′k ∈ E ′′k . Então

x′′αk(x
′
k) −→ x′′k(x

′
k), para todo x′k ∈ E ′k. (4.20)

Chamando L = Aid(x
′′
1, . . . , x

′′
k−1; •; JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn))(x′′k)(ψ), para todo ψ ∈ F ′,
temos

L = Aid(x
′′
1, . . . , x

′′
k, JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn))(ψ)

=
(
JEn(xn)

id
◦ · · · ◦ JEk+1

(xk+1)
id
◦ x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)

= JEn(xn)
id((

JEn−1(xn−1)
id
◦ · · · ◦ JEk+1

(xk+1)
id
◦ x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
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= JEn(xn)
(((

JEn−1(xn−1)
id
◦ · · · ◦ JEk+1

(xk+1)
id
◦ x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(−; •)

)
=
(((

JEn−1(xn−1)
id
◦ · · · ◦ JEk+1

(xk+1)
id
◦ x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(−; •)

)
(xn)

=
((
JEn−1(xn−1)

id
◦ · · · ◦ JEk+1

(xk+1)
id
◦ x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(xn)

...

=
((
JEk+1

(xk+1)
id
◦ x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(xk+2, . . . , xn)

= JEk+1
(xk+1)

id((
x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(xk+2, . . . , xn)

= JEk+1
(xk+1)

(((
x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(•;xk+2, . . . , xn)

)
=
(((

x′′k
id ◦ · · · ◦ x′′1

id)
(ψ ◦ A)

)
(•;xk+2, . . . , xn)

)
(xk+1)

=
((
x′′k

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(xk+1, . . . , xn)

= x′′k
id((

x′′k−1

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(xk+1, . . . , xn)

= x′′k
(((

x′′k−1

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(•;xk+1, . . . , xn)

)
,

onde a primeira igualdade é óbvia, a segunda decorre da definição de Aσ, a terceira é
óbvia, a quarta segue pela Proposição 4.4.1(a), a quinta decorre da definição do mergulho
canônico, a sexta igualdade segue de 4.3.3 e assim sucessivamente. Em resumo,

L = x′′k
(((

x′′k−1

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(ψ ◦ A)
)
(•;xk+1, . . . , xn)

)
, para todo ψ ∈ F ′. (4.21)

Seja y′ ∈ F ′. Como
((
x′′k−1

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(y′ ◦ A)
)
(•;xk+1, . . . , xn) ∈ E ′k, de (4.20) e de

(4.21), chamando x = (x′′1, . . . , x
′′
k−1; •; JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn)), obtemos

Aid(x)(x′′k)(y
′) = x′′k

(((
x′′k−1

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(y′ ◦ A)
)
(•;xk+1, . . . , xn)

)
= lim

αk
x′′αk
(((

x′′k−1

id ◦ · · · ◦ x′′1
id)

(y′ ◦ A)
)
(•;xk+1, . . . , xn)

)
= lim

αk
Aid(x

′′
1, . . . , x

′′
k−1; •; JEk+1

(xk+1), . . . , JEn(xn))(x′′αk)(y
′)

= lim
αk
Aid(x)(x′′αk)(y

′).

Isso nos permite concluir que, para cada k ∈ {1, . . . , n}, Aid(x) é ω∗ -ω∗-contínuo.

Observação 4.5.3. Da demonstração da Proposição 4.5.2 é imediato que o mesmo resul-
tado vale para qualquer outra extensão de Aron-Berner de A com as seguintes modificações
na ordem das coordenadas: dados σ ∈ Sn, k ∈ {1, . . . , n} e x′′σ(1) ∈ E ′′σ(1), . . . , x

′′
σ(k−1) ∈

E ′′σ(k−1), xσ(k+1) ∈ Eσ(k+1), . . . , xσ(n) ∈ Eσ(n), as coordenadas de (x′′1, . . . ; •; . . . , x′′n) são

x′′σ(j) =

{
x′′σ(j) se j = 1, . . . , k − 1

JEσ(j)(xσ(j)) se j = k + 1, . . . , n,

onde • está na σ(k)-ésima coordenada.
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Teorema 4.5.4. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach. Se A ∈ L(E1, . . . , En;F ) ad-
mite uma extensão Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n;F ′′) separadamente ω∗- ω∗-contínua, então todas

as extensões de Aron-Berner de A coincidem com Ã. Em particular, todas as extensões
de Aron-Berner de A são separadamente ω∗- ω∗-contínuas.

Demonstração. Sejam σ ∈ Sn e Aσ ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
n;F ′′) a extensão de Aron-Berner de

A ∈ L(E1, . . . , En;F ) associada à partição σ. Dados x′′k ∈ E ′′k , k = 1, . . . , n, pelo Corolário
4.4.5,

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′) = lim

ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
(y′ ◦ A)(xα1 , . . . , xαn) para todo y′ ∈ F ′,

onde (xαk)αk∈Ωk é uma rede em Ek tal que JEk(xαk)
ω∗−−→ x′′k ∈ E ′′k , k = 1, . . . , n. Combi-

nando isso com o fato de Ã ser extensão separadamente ω∗- ω∗-contínua de A, obtemos

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′) = lim

ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
(y′ ◦ A)(xα1 , . . . , xαn)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
y′(A(xα1 , . . . , xαn))

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
JF (A(xα1 , . . . , xαn))(y′)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
(JF ◦ A)(xα1 , . . . , xαn)(y′)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
(Ã ◦ (JE1 , . . . , JEn))(xα1 , . . . , xαn)(y′)

= lim
ασ(n)
· · · lim

ασ(1)
Ã(JE1(xα1), . . . , JEn(xαn))(y′)

= Ã(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′),

para todo y′ ∈ F ′, o que completa a demonstração.

O Teorema 4.5.4 sugere mostrar que se uma extensão de Aron-Berner é separadamente
ω∗- ω∗-contínua, então todas as extensões de Aron-Berner são iguais e separadamente
ω∗- ω∗-contínuas. Entretanto, optamos por um caminho mais curto, provando alguns re-
sultados que estabelecem uma condição suficiente para que um operador multilinear tenha
uma única extensão, não necessariamente de Aron-Berner, separadamente ω∗-contínua.
Faremos primeiramente o caso de formas multilineares.

Teorema 4.5.5. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En espaços de Banach. Se L(Ei;E
′
j) =W(Ei;E

′
j),

i, j = 1, . . . , n, i 6= j, então toda forma A ∈ L(E1, . . . , En) admite uma única extensão
Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n) de A separadamente ω∗-contínua. Mais ainda, ‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. Faremos a demonstração por indução sobre o grau de multilinearidade.
Para n = 2 o resultado segue do Teorema 4.3.10. Suponha que o teorema seja válido para
n = k, isto é, a hipótese indutiva é que se todo operador linear e contínuo de Ei em E ′j,
com i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , k}, é fracamente compacto, então toda forma B ∈ L(E1, . . . , Ek)

admite uma única extensão B̃ ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
k ) separadamente ω∗-contínua e ‖B̃‖ = ‖B‖.

Provemos que o teorema é válido para n = k+ 1. Para isso seja A ∈ L(E1, . . . , Ek+1).
Dados x1 ∈ E1, . . . , xk ∈ Ek, defina

Ax1,...,xk : Ek+1 −→ K, Ax1,...,xk(xk+1) = A(x1, . . . , xk, xk+1).
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Como A é (k + 1)-linear, segue que Ax1,...,xk é linear e de

|Ax1,...,xk(xk+1)| = |A(x1, . . . , xk, xk+1)| ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xk‖ · ‖xk+1‖,

concluímos que Ax1,...,xk é contínuo e ‖Ax1,...,xk‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xk‖. Pelo Lema 4.1.1
existe uma única extensão ω∗-contínuaAx1,...,xk ∈ E ′′′k+1 deAx1,...,xk e

∥∥Ax1,...,xk∥∥ = ‖Ax1,...,xk‖.
A n-linearidade de A também garante que se xi, yi ∈ Ei, i = 1, . . . , k, e λ ∈ K, então

Ax1,...,xi+λyi,...,xk = Ax1,...,xi,...,xk + λAx1,...,yi,...,xk . (4.22)

Dado x′′k+1 ∈ E ′′k+1, defina

Ax′′k+1
: E1 × · · · × Ek −→ K , Ax′′k+1

(x1, . . . , xk) = Ax1,...,xk(x
′′
k+1).

Note que que se x1 ∈ E1, . . . , xk ∈ Ek, x′′k+1, y
′′
k+1 ∈ E ′′k+1 e λ ∈ K, então

Ax′′k+1+λy′′k+1
(x1, . . . , xk) = Ax1,...,xk(x

′′
k+1 + λy′′k+1) = Ax1,...,xk(x

′′
k+1) + λAx1,...,xk(y

′′
k+1)

= Ax′′k+1
(x1, . . . , xk) + λAy′′k+1

(x1, . . . , xk)

= (Ax′′k+1
+ λAy′′k+1

)(x1, . . . , xk),

o que nos permite concluir que

Ax′′k+1+λy′′k+1
= Ax′′k+1

+ λAy′′k+1
. (4.23)

De (4.22) segue que Ax′′k+1
é k-linear e de∣∣∣Ax′′k+1

(x1, . . . , xk)
∣∣∣ =

∣∣Ax1,...,xk(x′′k+1)
∣∣ ≤ ∥∥Ax1,...,xk∥∥ · ‖x′′k+1‖

= ‖Ax1,...,xk‖ · ‖x′′k+1‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xk‖ · ‖x′′k+1‖,

obtemos que Ax′′k+1
é contínuo e ‖Ax′′k+1

‖ ≤ ‖A‖ · ‖x′′k+1‖. Assim Ax′′k+1
∈ L(E1, . . . , Ek), e

pela hipótese indutiva existe uma única extensão Ãx′′k+1
∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
k ) de Ax′′k+1

sepa-
radamente ω∗-contínua e ‖Ãx′′k+1

‖ = ‖Ax′′k+1
‖. Defina

Ã : E ′′1 × · · · × E ′′k+1 −→ K, Ã(x′′1, . . . , x
′′
k+1) = Ãx′′k+1

(x′′1, . . . , x
′′
k).

Provemos que Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E
′′
k+1). A linearidade de Ã nas primeiras k variáveis segue

da k-linearidade de Ãx′′k+1
. Sejam x′′k+1, y

′′
k+1 ∈ E ′′k+1 e λ ∈ K. Definindo Ax′′k+1+λy′′k+1

,
Ax′′k+1

e Ay′′k+1
como acima, obtemos que Ax′′k+1+λy′′k+1

, Ax′′k+1
, Ay′′k+1

∈ L(E1, . . . , Ek) e,
novamente pela hipótese indutiva, existem únicas extensões Ãx′′k+1+λy′′k+1

, Ãx′′k+1
, Ãy′′k+1

∈
L(E ′′1 , . . . , E

′′
k ) de Ax′′k+1+λy′′k+1

, Ax′′k+1
e Ay′′k+1

, respectivamente, cada uma delas separada-
mente ω∗-contínua. Chamando L =

((
Ãx′′k+1

+ λÃy′′k+1

)
◦ (JE1 , . . . , JEk)

)
(x1, . . . , xk), de

(4.23),

L =
(
Ãx′′k+1

+ λÃy′′k+1

)
(JE1(x1), . . . , JEk(xk))

= Ãx′′k+1
(JE1(x1), . . . , JEk(xk)) + λÃy′′k+1

(JE1(x1), . . . , JEk(xk))
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=
(
Ãx′′k+1

◦ (JE1 , . . . , JEk)
)
(x1, . . . , xk) + λ

(
Ãy′′k+1

◦ (JE1 , . . . , JEk)
)
(x1, . . . , xk)

= Ax′′k+1
(x1, . . . , xk) + λAy′′k+1

(x1, . . . , xk)

= (Ax′′k+1
+ λAy′′k+1

)(x1, . . . , xk) = Ax′′k+1+λy′′k+1
(x1, . . . , xk)

e assim Ãx′′k+1
+λÃy′′k+1

estende Ax′′k+1+λy′′k+1
. Mais ainda, como Ãx′′k+1

e Ãy′′k+1
são separada-

mente ω∗-contínuas, então Ãx′′k+1
+λÃy′′k+1

também é separadamente ω∗-contínua. Sendo o
operador Ãx′′k+1+λy′′k+1

a única extensão de Ax′′k+1+λy′′k+1
separadamente ω∗-contínua, segue

que
Ãx′′k+1+λy′′k+1

= Ãx′′k+1
+ λÃy′′k+1

. (4.24)

Daí, para todos x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x′′k ∈ E ′′k ,

Ã(x′′1, . . . , x
′′
k, x

′′
k+1 + λy′′k+1) = Ãx′′k+1+λy′′k+1

(x′′1, . . . , x
′′
k)

= (Ãx′′k+1
+ λÃy′′k+1

)(x′′1, . . . , x
′′
k)

= Ãx′′k+1
(x′′1, . . . , x

′′
k) + λÃy′′k+1

(x′′1, . . . , x
′′
k)

= Ã(x′′1, . . . , x
′′
k, x

′′
k+1) + λÃ(x′′1, . . . , x

′′
k, y
′′
k+1),

concluindo a demonstração de que Ã é (k + 1)-linear. Além disso, temos∣∣∣Ã(x′′1, . . . , x
′′
k+1)

∣∣∣ =
∣∣∣Ãx′′k+1

(x′′1, . . . , x
′′
k)
∣∣∣ =

∥∥∥Ãx′′k+1

∥∥∥ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′k‖ =
∥∥∥Ax′′k+1

∥∥∥ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′k‖
≤ ‖A‖ · ‖x′′k+1‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′k‖ = ‖A‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′k‖ · ‖x′′k+1‖,

donde concluímos que Ã é contínuo e
∥∥∥Ã∥∥∥ ≤ ‖A‖. Vejamos que Ã estende A: para todos

x1 ∈ E1, . . . , xk+1 ∈ Ek+1, temos(
Ã ◦ (JE1 , . . . , JEk+1

)
)
(x1, . . . , xk+1) = Ã(JE1(x1), . . . , JEk+1

(xk+1))

= ÃJEk+1
(xk+1)(JE1(x1), . . . , JEk(xk))

=
(
ÃJEk+1

(xk+1) ◦ (JE1 , . . . , JEk)
)
(x1, . . . , xk)

= AJEk+1
(xk+1)(x1, . . . , xk)

= Ax1,...,xk(JEk+1
(xk+1)) =

(
Ax1,...,xk ◦ JEk+1

)
(xk+1)

= Ax1,...,xk(xk+1) = A(x1, . . . , xk+1),

donde segue que Ã ◦ (JE1 , . . . , JEk+1
) = A, isto é, Ã estende A. Disso também segue,

conforme fizemos várias vezes antes, que
‖A‖ ≤ ‖Ã‖, logo ‖Ã‖ = ‖A‖.
Observe que Ã é separadamente ω∗-contínuo nas k primeiras variáveis pois o operador

Ãx′′k+1
é separadamente ω∗-contínua. Vejamos agora que o operador

Ã(x′′1, . . . , x
′′
k; •) : E ′′k+1 −→ K

é ω∗-contínuo. Dados x2 ∈ E2, . . . , xk ∈ Ek, defina

Ax2,...,xk : E1 −→ E ′k+1, Ax2,...,xk(x1) = A(x1, . . . , xk; •).
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Como A é (k + 1)-linear, em particular é linear na primeira variável, e portanto Ax2,...,xk
é linear. Também temos

‖Ax2,...,xk(x1)‖ = ‖A(x1, . . . , xk; •)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xk‖ =
(
‖A‖ · ‖x2‖ · · · ‖xk‖

)
‖x1‖,

donde podemos concluir que Ax2,...,xk é contínuo e ‖Ax2,...,xk‖ ≤ ‖A‖ · ‖x2‖ · · · ‖xk‖. Por
outro lado, dado x′′1 ∈ E ′′1 , tomemos uma rede (xα1)α1∈Ω1 em E1 tal que JE1(xα1)

ω∗−−→ x′′1.
Pelo Teorema 4.1.3, tem-se que A′′x2,...,xk é ω∗- ω∗-contínuo, logo A′′x2,...,xk(JE1(xα1))

ω∗−−→
A′′x2,...,xk(x

′′
1). Dessa forma, para todo x′′k+1 ∈ E ′′k+1,

A′′x2,...,xk(x
′′
1)(x′′k+1) = lim

α1

A′′x2,...,xk(JE1(xα1))(x
′′
k+1) = lim

α1

JE1(xα1)(A
′
x2,...,xk

(x′′k+1))

= lim
α1

A′x2,...,xk(x
′′
k+1)(xα1) = lim

α1

x′′k+1(Ax2,...,xk(xα1))

= lim
α1

x′′k+1(Axα1 ,x2,...,xk) = lim
α1

Axα1 ,x2,...,xk(x
′′
k+1)

= lim
α1

Ax′′k+1
(xα1 , x2, . . . , xk)

= lim
α1

(
Ãx′′k+1

◦ (JE1 , JE2 , . . . , JEk)
)
(xα1 , x2, . . . , xk)

= lim
α1

Ãx′′k+1
(JE1(xα1), JE2(x2), . . . , JEk(xk))

= Ãx′′k+1
(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk(xk)) = Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk(xk), x

′′
k+1),

ou seja,

A′′x2,...,xk(x
′′
1)(x′′k+1) = Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk(xk), x

′′
k+1), para todo x′′k+1 ∈ E ′′k+1. (4.25)

Dados x′′1 ∈ E ′′1 , x3 ∈ E3, . . . , xk ∈ Ek, defina

Ax′′1 ,x3,...,xk : E2 −→ E ′k+1 , Ax′′1 ,x3,...,xk(x2)(xk+1) = Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk+1
(xk+1)).

Como Ã é (k + 1)-linear, em particular é linear na segunda variável, e sendo o mergulho
canônico JE2 linear, segue que Ax′′1 ,x3,...,xk é linear. Também podemos calcular∣∣Ax′′1 ,x3,...,xk(x2)(xk+1)

∣∣ =
∣∣∣Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk+1

(xk+1))
∣∣∣

≤
∥∥∥Ã∥∥∥ · ‖x′′1‖ · ‖JE2(x2)‖ · · · ‖JEk+1

(xk+1)‖

≤
∥∥∥Ã∥∥∥ · ‖x′′1‖ · ‖x2‖ · · · ‖xk+1‖

=
(
‖A‖ · ‖x′′1‖ · ‖x3‖ · · · ‖xk‖

)
‖x2‖ · ‖xk+1‖

e concluímos que Ax′′1 ,x3,...,xk é contínuo e ‖Ax′′1 ,x3,...,xk‖ ≤ ‖A‖ · ‖x
′′
1‖ · ‖x3‖ · · · ‖xk‖.

Observe que, para todo x2 ∈ E2, Ax′′1 ,x3,...,xk(x2) ∈ E ′k+1 e então, pelo Lema 4.1.1,
existe uma única extensão ω∗-contínua Ax′′1 ,x3,...,xk(x2) ∈ E ′′′k+1 de Ax′′1 ,x3,...,xk(x2). Dado

x′′k+1 ∈ E ′′k+1, tome uma rede (xαk+1
)αk+1∈Ωk+1

em Ek+1 tal que JEk+1
(xαk+1

)
ω∗−−→ x′′k+1.

Como Ax2,...,xk é linear e contínuo, a hipótese nos garante que é fracamente compacto.
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Daí, pelo Lema 4.3.9, para cada x′′1 ∈ E ′′1 tem-se que A′′x2,...,xk(x
′′
1) é ω∗-contínuo. Disso e

por (4.25), segue que

Ax′′1 ,x3,...,xk(x2)(x′′k+1) = lim
αk+1

Ax′′1 ,x3,...,xk(x2)(JEk+1
(xαk+1

))

= lim
αk+1

(
Ax′′1 ,x3,...,xk(x2) ◦ JEk+1

)
(xαk+1

)

= lim
αk+1

Ax′′1 ,x3,...,xk(x2)(xαk+1
)

= lim
αk+1

Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk+1
(xαk+1

))

= lim
αk+1

A′′x2,...,xk(x
′′
1)(JEk+1

(xαk+1
))

= A′′x2,...,xk(x
′′
1)(x′′k+1)

= Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk(xk), x
′′
k+1),

ou seja,

Ax′′1 ,x3,...,xk(x2)(x′′k+1) = Ã(x′′1, JE2(x2), . . . , JEk(xk), x
′′
k+1), para todo x2 ∈ E2. (4.26)

Dado x′′2 ∈ E ′′2 , tome uma rede (xα2)α2∈Ω2 em E2 tal que JE2(xα2)
ω∗−−→ x′′2. Pelo

Teorema 4.1.3, tem-se que A′′x′′1 ,x3,...,xk é ω∗- ω∗-contínuo, logo A′′x′′1 ,x3,...,xk
(JE2(xα2))

ω∗−−→
A′′x′′1 ,x3,...,xk

(x′′2). Assim, para todo x′′k+1 ∈ E ′′k+1, de (4.26) temos

A′′x′′1 ,x3,...,xk(x
′′
2)(x′′k+1) = lim

α2

A′′x′′1 ,x3,...,xk(JE2(xα2))(x
′′
k+1)

= lim
α2

JE2(xα2)(A
′
x′′1 ,x3,...,xk

(x′′k+1))

= lim
α2

A′x′′1 ,x3,...,xk(x
′′
k+1)(xα2)

= lim
α2

x′′k+1(Ax′′1 ,x3,...,xk(xα2))

= lim
α2

Ax′′1 ,x3,...,xk(xα2)(x
′′
k+1)

= lim
α2

Ã(x′′1, JE2(xα2), . . . , JEk(xk), x
′′
k+1)

= Ã(x′′1, x
′′
2, JE3(x3), . . . , JEk(xk), x

′′
k+1)

e provamos que

A′′x′′1 ,x3,...,xk(x
′′
2)(x′′k+1) = Ã(x′′1, x

′′
2, JE3(x3), . . . , JEk(xk), x

′′
k+1).

Repetindo este mesmo procedimento (k − 3) vezes, concluímos que

A′′x′′1 ,...,x′′k−2,xk
(x′′k−1)(x′′k+1) = Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, JEk(xk), x

′′
k+1), (4.27)

onde o operador Ax′′1 ,...,x′′k−2,xk
: Ek−1 −→ E ′k+1 é dado por

Ax′′1 ,...,x′′k−2,xk
(xk−1)(xk+1) = Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−2, JEk−1

(xk−1), JEk(xk), JEk+1
(xk+1)),
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com x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x′′k−2 ∈ E ′′k−2, xk ∈ Ek fixados arbitrariamente. Pelo feito acima, segue
que Ax′′1 ,...,x′′k−2,xk

é linear e contínuo. Finalmente, dados x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x′′k−1 ∈ E ′′k−1, defina

Ax′′1 ,...,x′′k−1
: Ek −→ E ′k+1 , Ax′′1 ,...,x′′k−1

(xk)(xk+1) = Ã(x′′1, . . . , x
′′
k−1, JEk(xk), JEk+1

(xk+1)).

Mais uma vez pelo calculo acima, sabemos que Ax′′1 ,...,x′′k−1
é linear e contínuo. Observe

que, para todo xk ∈ Ek, Ax′′1 ,...,x′′k−1
(xk) ∈ E ′k+1 e então, pelo Lema 4.1.1, existe uma única

extensão ω∗-contínua Ax′′1 ,...,x′′k−1
(xk) ∈ E ′′′k+1 de Ax′′1 ,...,x′′k−1

(xk). Dado x′′k+1 ∈ E ′′k+1, tome

uma rede (xαk+1
)αk+1∈Ωk+1

em Ek+1 tal que JEk+1
(xαk+1

)
ω∗−−→ x′′k+1. Como Ax′′1 ,...,x′′k−2,xk

é linear e contínuo, por hipótese é fracamente compacto e, pelo Lema 4.3.9, para cada
x′′k−1 ∈ E ′′k−1 tem-se que A′′x′′1 ,...,x′′k−2,xk

(x′′k−1) é ω∗-contínuo. Disso e por (4.27), temos

Ax′′1 ,...,x′′k−1
(xk)(x

′′
k+1) = lim

αk+1

Ax′′1 ,...,x′′k−1
(xk)(JEk+1

(xαk+1
))

= lim
αk+1

(
Ax′′1 ,...,x′′k−1

(xk) ◦ JEk+1

)
(xαk+1

)

= lim
αk+1

Ax′′1 ,...,x′′k−1
(xk)(xαk+1

)

= lim
αk+1

Ã(x′′1, . . . , x
′′
k−1, JEk(xk), JEk+1

(xαk+1
))

= lim
αk+1

A′′x′′1 ,...,x′′k−2,xk
(x′′k−1)(JEk+1

(xαk+1
))

= A′′x′′1 ,...,x′′k−2,xk
(x′′k−1)(x′′k+1)

= Ã(x′′1, . . . , x
′′
k−1, JEk(xk), x

′′
k+1),

ou seja,
Ax′′1 ,...,x′′k−1

(xk)(x
′′
k+1) = Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, JEk(xk), x

′′
k+1). (4.28)

Dado x′′k ∈ E ′′k , tome uma rede (xαk)αk∈Ωk em Ek tal que JEk(xαk)
ω∗−−→ x′′k. Pelo

Teorema 4.1.3, tem-se que A′′x′′1 ,...,x′′k−1
é ω∗- ω∗-contínuo logo A′′x′′1 ,...,x′′k−1

(JEk(xαk))
ω∗−−→

A′′x′′1 ,...,x′′k−1
(x′′k). Assim, para todo x′′k+1 ∈ E ′′k+1, de (4.28) temos

A′′x′′1 ,...,x′′k−1
(x′′k)(x

′′
k+1) = lim

αk
A′′x′′1 ,...,x′′k−1

(JEk(xαk))(x
′′
k+1)

= lim
αk
JEk(xαk)(A

′
x′′1 ,...,x

′′
k−1

(x′′k+1))

= lim
αk
A′x′′1 ,...,x′′k−1

(x′′k+1)(xαk)

= lim
αk
x′′k+1(Ax′′1 ,...,x′′k−1

(xαk))

= lim
αk
Ax′′1 ,...,x′′k−1

(xαk)(x
′′
k+1)

= lim
αk
Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, JEαk (xk), x

′′
k+1)

= Ã(x′′1, . . . , x
′′
k−1, x

′′
k, x

′′
k+1),

provando que
A′′x′′1 ,...,x′′k−1

(x′′k)(x
′′
k+1) = Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, x

′′
k, x

′′
k+1),
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para todo x′′k+1 ∈ E ′′k+1, isto é,

A′′x′′1 ,...,x′′k−1
(x′′k) = Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, x

′′
k; •).

Como Ax′′1 ,...,x′′k−1
é linear e contínuo, por hipótese é fracamente compacto e, pelo Lema

4.3.9, segue queA′′x′′1 ,...,x′′k−1
(x′′k) é ω∗-contínuo, portanto Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, x

′′
k; •) é ω∗-contínuo,

como queríamos mostrar. A unicidade segue do Lema 4.5.1.

A seguir mostraremos o caso vetorial do Teorema 4.5.5 assim como a reciproca desse
mesmo teorema.

Teorema 4.5.6. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En espaços de Banach. Então as seguintes afir-
mações são equivalentes.

(a) L(Ei;E
′
j) =W(Ei;E

′
j), i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

(b) Para todo espaço de Banach F , todo operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ) admite uma
única extensão Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n;F ′′) de A separadamente ω∗- ω∗-contínua. Mais

ainda, ‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. (a) =⇒ (b) Seja A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Para todo y′ ∈ F ′, (y′ ◦ A) ∈
L(E1, . . . , En) e então, pelo Teorema 4.5.5, existe uma única extensão ỹ′ ◦ A ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n)

de (y′ ◦ A) separadamente ω∗-contínua e
∥∥∥ỹ′ ◦ A∥∥∥ = ‖y′ ◦ A‖. Defina

Ã : E ′′1 × · · · × E ′′n −→ F ′′ , Ã(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′) = ỹ′ ◦ A(x′′1, . . . , x

′′
n).

Como ỹ′ ◦ A é n-linear, segue que Ã é n-linear. Além disso∣∣∣Ã(x′′1, . . . , x
′′
n)(y′)

∣∣∣ =
∣∣∣ỹ′ ◦ A(x′′1, . . . , x

′′
n)
∣∣∣ ≤ ∥∥∥ỹ′ ◦ A∥∥∥ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′n‖

= ‖y′ ◦ A‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′n‖ ≤ ‖y′‖ · ‖A‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′n‖
= ‖A‖ · ‖x′′1‖ · · · ‖x′′n‖ · ‖y′‖,

para todos x′′j ∈ E ′′j , j = 1, . . . , n, e y′ ∈ F ′, donde obtemos que Ã é contínuo e ‖Ã‖ ≤ ‖A‖.
Vejamos que Ã estende A: para todos x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En e y′ ∈ F ′, temos(

Ã ◦ (JE1 , . . . , JEn)
)
(x1, . . . , xn)(y′) = Ã(JE1(x1), . . . , JEn(xn))(y′)

= ỹ′ ◦ A(JE1(x1), . . . , JEn(xn)) =
(
ỹ′ ◦ A ◦ (JE1 , . . . , JEn)

)
(x1, . . . , xn)

= (y′ ◦ A)(x1, . . . , xn) = y′(A(x1, . . . , xn))

= JF (A(x1, . . . , xn))(y′) = (JF ◦ A)(x1, . . . , xn)(y′)

e concluímos que Ã ◦ (JE1 , . . . , JEn) = JF ◦ A, isto é, Ã estende A. Mais ainda, de (4.4),
segue que

‖A(x1, . . . , xn)‖ = sup
y′∈BF ′

‖y′(A(x1, . . . , xn))‖ = sup
y′∈BF ′

‖JF (A(x1, . . . , xn))(y′)‖
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= sup
y′∈BF ′

‖(JF ◦ A)(x1, . . . , xn)(y′)‖

= sup
y′∈BF ′

∥∥∥(Ã ◦ (JE1 , . . . , JEn)
)
(x1, . . . , xn)(y′)

∥∥∥
= sup

y′∈BF ′

∥∥∥Ã(JE1(x1), . . . , JEn(xn))(y′)
∥∥∥ =

∥∥∥Ã(JE1(x1), . . . , JEn(xn))
∥∥∥

≤
∥∥∥Ã∥∥∥ · ‖JE1(x1)‖ · · · ‖JEn(xn)‖ =

∥∥∥Ã∥∥∥ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖.

Podemos concluir que ‖A‖ ≤ ‖Ã‖ e portanto ‖Ã‖ = ‖A‖. Vejamos que Ã é separadamente
ω∗- ω∗-contínua: seja (x′′αk)αk∈Ωk uma rede em E ′′k tal que x′′αk

ω∗−−→ x′′k ∈ E ′′k , k = 1, . . . , n.

Como ỹ′ ◦ A é separadamente ω∗-contínua, para todo y′ ∈ F ′, temos

Ã(x′′1, . . . , x
′′
k . . . , x

′′
n)(y′) = ỹ′ ◦ A(x′′1, . . . , x

′′
k . . . , x

′′
n)

= lim
αk
ỹ′ ◦ A(x′′1, . . . , x

′′
k−1, x

′′
αk
, x′′k+1 . . . , x

′′
n)

= lim
αk
Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, x

′′
αk
, x′′k+1 . . . , x

′′
n)(y′)

e portanto

Ã(x′′1, . . . , x
′′
k . . . , x

′′
n) = ω∗- lim

αk
Ã(x′′1, . . . , x

′′
k−1, x

′′
αk
, x′′k+1 . . . , x

′′
n),

o que prova que Ã é separadamente ω∗- ω∗-contínua. A unicidade segue do Lema 4.5.1.

(b) =⇒ (a) Seja T : Ei −→ E ′j, com i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, um operador linear e
contínuo. Suponha que i < j e provemos que T é fracamente compacto. Pelo Lema 4.3.9
basta mostrar que, para cada x′′i ∈ E ′′i , o funcional linear contínuo T ′′(x′′i ) : E ′′j −→ K é
ω∗-contínuo. Para isso, escolha x′k ∈ E ′k \ {0}, k = 1, . . . , n, com k 6= i, j, e defina

A : E1 × · · · × En −→ K , A(x1 . . . , xn) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k)

)
T (xi)(xj).

Vejamos que o operador A é n-linear e contínuo:: para todos xk ∈ Ek, k = 1, . . . , n,
k 6= i, j, e λ ∈ K, temos

A(x1, . . ., xk + λyk, . . . , xn) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk + λyk)(x
′
k)

)
T (xi)(xj)

=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

(JEk(xk) + λJEk(yk))(x
′
k)

)
T (xi)(xj)

=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k) + λJEk(yk)(x

′
k)

)
T (xi)(xj)
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=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k)

)
T (xi)(xj) + λ

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(yk)(x
′
k)

)
T (xi)(xj)

= A(x1, . . . , xk, . . . , xn) + λA(x1, . . . , yk, . . . , xn).

Isso prova que A é linear nas variáveis xk, para k 6= i, j. Como o operador T e, para todo
xi ∈ Ei, o operador T (xi) sao lineares, segue que A é n-linear. Mais ainda, para todos
x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En,

|A(x1, . . . , xn)| =

∣∣∣∣∣∣∣
(

n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k)

)
T (xi)(xj)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k)

∣∣∣∣∣∣∣ |T (xi)(yj)|

=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

|x′k(xk)|

)
|T (xi)(xj)| ≤

(
n∏
k=1
k 6=i,j

‖x′k‖ · ‖xk‖

)
‖T (xi)‖ · ‖xj‖

≤

(
n∏
k=1
k 6=i,j

‖x′k‖ · ‖xk‖

)
‖T‖ · ‖xi‖ · ‖xj‖ =

(
‖T‖

n∏
k=1
k 6=i,j

‖x′k‖

)
n∏

m=1

‖xm‖

e portanto A é contínuo e ‖A‖ ≤ ‖T‖·
n∏
k=1
k 6=i,j

‖x′k‖. Por hipótese, existe uma única extensão Ã

de A separadamente ω∗-contínua. Dados x′′m ∈ E ′′m, m = 1, . . . , n, tome redes (xαm)αm∈Em
em Em tais que JEm(xαm)

ω∗−−→ x′′m, m = 1, . . . , n. Então JEm(xαm)(x′m) −→ x′′m(x′m), para
todo x′m ∈ E ′m. Daí,

Ã(x′′1, . . . , x
′′
i , . . . , x

′′
j , . . . , x

′′
n) = lim

αn
. . . ̂lim

αj
lim
αi
. . . lim

α1

lim
αi

lim
αj
Ã(JE1(xα1), . . . , JEn(xαn))

= lim
αn

. . . ̂lim
αj

lim
αi
. . . lim

α1

lim
αi

lim
αj

(
Ã ◦ (JE1 , . . . JEn)

)
(xα1 , . . . , xαn)

= lim
αn

. . . ̂lim
αj

lim
αi
. . . lim

α1

lim
αi

lim
αj
A(xα1 , . . . , xαn)

= lim
αn

. . . ̂lim
αj

lim
αi
. . . lim

α1

lim
αi

lim
αj

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xαk)(x
′
k)

)
T (xαi)(xαj)

=

(
lim
αn

. . . ̂lim
αj

lim
αi
. . . lim

α1

n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xαk)(x
′
k)

)
lim
αi

lim
αj
T (xαi)(xαj)

=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
lim
αi

lim
αj
JEj(xαj)(T (xαi)) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
lim
αi
x′′j (T (xαi))

=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
lim
αi
T ′(x′′j )(xαi) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
lim
αi
JEi(xαi)(T

′(x′′j ))
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=

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
x′′i (T

′(x′′j )) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
T ′′(x′′i )(x

′′
j ).

Reescrevendo,

Ã(x′′1, . . . , x
′′
i , . . . , x

′′
j , . . . , x

′′
n) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

x′′k(x
′
k)

)
T ′′(x′′i )(x

′′
j ),

para todos x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x′′n ∈ E ′′n. Como x′k 6= 0, para todo k = 1, . . . , n, k 6= i, j, existem
xk ∈ Ek tais que

JEk(xk)(x
′
k) = x′k(xk) = 1

(pois x′k é sobrejetor) para todo k = 1, . . . , n, k 6= i, j. Assim

Ã(JE1(x1), . . . , x′′i , . . . , x
′′
j , . . . , JEn(xn)) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k)

)
T ′′(x′′i )(x

′′
j ) = T ′′(x′′i )(x

′′
j ).

Como Ã é separadamente ω∗-contínua, segue que T ′′(x′′i ) é ω∗-contínuo, como queríamos
mostrar. De modo similar mostra-se que T : Ei −→ E ′j, com j < i, é fracamente compacto.
Na verdade, basta trocar i por j e j por i no argumento acima.

O seguinte resultado nos será de grande ajuda para mostrar uma das equivalências do
corolário a seguir.

Lema 4.5.7. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach e seja Aσ a extensão de Aron-
Berner do operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ) associada à permutação σ ∈ Sn. Então o
operador

Aσ(x′′1, . . . ; •; . . . , x′′n) : E ′′σ(n) −→ F ′′,

Aσ(x′′1, . . . ; •; . . . , x′′n)(x′′σ(n)) = Aσ(x′′1, . . . , x
′′
σ(n), . . . , x

′′
n),

onde o ponto • encontra-se na σ(n)-ésima coordenada, é ω∗- ω∗-contínuo.

Demonstração. Seja (x′′ασ(n))ασ(n)∈Ωσ(n) uma rede em E ′′σ(n) tal que x
′′
ασ(n)

ω∗−−→ x′′σ(n) ∈ E ′′σ(n).
Então x′′ασ(n)(x

′
σ(n)) −→ x′′σ(n)(x

′
σ(n)), para todo x′σ(n) ∈ E ′σ(n). Por outro lado, para todo

y′ ∈ F ′,
(
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A) ∈ E ′σ(n) e portanto

x′′ασ(n)
((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

)
−→ x′′σ(n)

((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

)
.

Combinando isso com o Teorema 4.4.4, para todo y′ ∈ F ′, segue que

Aσ(x′′1, . . . ; •; . . . , x′′n)(x′′σ(n))(y
′) = Aσ(x′′1, . . . , x

′′
σ(n), . . . , x

′′
n)(y′)

=
(
x′′σ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

= x′′σ(n)

((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

)
= lim

ασ(n)
x′′ασ(n)

((
x′′σ(n−1)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

)
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= lim
ασ(n)

(
x′′ασ(n)

σ ◦ · · · ◦ x′′σ(1)

σ)
(y′ ◦ A)

= lim
ασ(n)

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
ασ(n)

, . . . , x′′n)(y′)

= lim
ασ(n)

Aσ(x′′1, . . . ; •; . . . , x′′n)(x′′ασ(n))(y
′),

provando que Aσ(x′′1, . . . ; •; . . . , x′′n) é ω∗- ω∗-contínuo.

Observe que no Lema 4.5.7 temos até n! operadores ω∗- ω∗contínuos e no Teorema
4.5.6 temos até n(n − 1) operadores fracamente compactos de Ei em E ′j, com i 6= j,
i, j ∈ {1, . . . , n}. Combinando esses resultados com o Teorema 4.5.4 temos o:

Corolário 4.5.8. Sejam n ∈ N e E1, . . . , En espaços de Banach. Então as seguintes
afirmações são equivalentes.

(a) L(Ei;E
′
j) =W(Ei;E

′
j), i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

(b) Para todo espaço de Banach F e para todo operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ), todas as
extensões de Aron-Berner de A coincidem.

(c) Para todo espaço de Banach F e para todo operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ), todas as
extensões de Aron-Berner de A são separadamente ω∗- ω∗-contínuas.

(d) Para todo espaço de Banach F , todo operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ) admite uma
extensão de Aron-Berner separadamente ω∗- ω∗-contínua.

(e) Para todo espaço de Banach F , todo operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ) admite uma
extensão separadamente ω∗- ω∗-contínua.

Demonstração. As implicações (c) =⇒ (d) e (d) =⇒ (e) são óbvias.

(a) =⇒ (b) Seja A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Por hipótese, todo operador linear e contínuo
de Ei em E ′j, com i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, é fracamente compacto. Pelo Teorema 4.5.6
existe uma única extensão Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n;F ′′) de A separadamente ω∗- ω∗-contínua e

pelo Teorema 4.5.4 todas as extensões de Aron-Berner de A coincidem com Ã, portanto
coincidem entre si.

(b) =⇒ (c) Seja A ∈ L(E1, . . . , En;F ) e seja Aσ a extensão de Aron-Berner de A associada
a uma permutação σ ∈ Sn qualquer. Para mostrar que Aσ é separadamente ω∗- ω∗-
contínua, basta mostrar que, dados j ∈ {1, . . . , n} e x′′1 ∈ E ′′1 , . . . , x

′′
j−1 ∈ E ′′j−1, x

′′
j+1 ∈

E ′′j+1, . . . , x
′′
n ∈ E ′′n, o operador

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
j−1; •;x′′j+1, . . . , x

′′
n) : E ′′j −→ F ′′,

é ω∗- ω∗-contínuo. Para isso tome ρ ∈ Sn tal que ρ(n) = j. Pelo Lema 4.5.7, o operador

Aρ(x
′′
1, . . . , x

′′
j−1; •;x′′j+1, . . . , x

′′
n) : E ′′j −→ F ′′,

é ω∗- ω∗-contínuo e por hipótese todas as extensões de Aron-Berner de A coincidem, logo

Aσ(x′′1, . . . , x
′′
j−1; •;x′′j+1, . . . , x

′′
n) = Aρ(x

′′
1, . . . , x

′′
j−1; •;x′′j+1, . . . , x

′′
n).
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Segue que Aσ é ω∗- ω∗-contínuo em cada variável, isto é, Aσ é separadamente ω∗- ω∗-
contínua.

(e) =⇒ (a) Seja T : Ei −→ E ′j com i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n} um operador linear e contínuo.
Suponha que i < j e vejamos que T é fracamente compacto. Pelo Lema 4.3.9 basta
mostrar que, para cada x′′i ∈ E ′′i , o funcional linear contínuo T ′′(x′′i ) : E ′′j −→ K é ω∗-
contínuo. Para isso seja x′k ∈ E ′k \ {0}, k = 1, . . . , n, com k 6= i, j, e defina

A : E1 × · · · × En −→ K, A(x1 . . . , xn) =

(
n∏
k=1
k 6=i,j

JEk(xk)(x
′
k)

)
T (xi)(xj).

Assim, como na demonstração do Teorema 4.5.6, prova-se que A ∈ L(E1, . . . , En). Por
hipótese, A admite uma extensão separadamente ω∗- ω∗-contínua. Daí, novamente como
foi feito no Teorema 4.5.6, segue que, para cada x′′i ∈ E ′′i , T ′′(x′′i ) é ω∗-contínuo, como
queríamos mostrar. Do mesmo modo, obtemos que T : Ei −→ Ej, com j < i, é fracamente
compacto.

4.6 Extensões genuínas
No Teorema 4.3.6 vimos que o biadjunto u′′ de um operador linear u ∈ L(E;F ) é uma
extensão genuína de u, no sentido de que u′′(E ′′) ⊆ JF (F ), se, e somente se, o operador u é
fracamente compacto. Mas existem muitos operadores que não são fracamente compactos,
por exemplo o operador identidade em um espaço não reflexivo (por exemplo, c0, `∞ ou
`1). Em resumo, às vezes, mas nem sempre, o biadjunto é uma extensão genuína de u.

Nesta seção vamos tratar do caso multilinear desta questão, ou seja, estamos interessa-
dos em saber quando uma extensão de Aron-Berner de um operador A ∈ L(E1, . . . , En;F )
é uma extensão genuína no sentido de que sua imagem está contida em JF (F ).

Na seção anterior vimos condições sob as quais as extensões de Aron-Berner são bem
comportadas no sentido de serem todas coincidentes. Uma primeira tentativa então é
verificar se, sob aquelas condições, as extensões de Aron-Berner são extensões genuínas.
Começamos a seção com o seguinte contra-exemplo.

Exemplo 4.6.1. Defina

A : c0 × c0 −→ c0 , A((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = (xnyn)∞n=1.

É fácil verificar que A ∈ L(c0, c0; c0). Na seção seguinte veremos que todo operador de
c0 em `1 = c′0 é compacto, e portanto fracamente compacto. Segue então do Corolário
4.5.8 que as duas extensões de Aron-Berner de A são coincidentes. Vejamos a seguir que,
mesmo satisfazendo as condições da seção anterior, as extensões de Aron-Berner de A não
são genuínas, ou sejam, não tomam valores em Jc0(c0).

Dadas (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ `∞ = c′′0, tome (xα)α∈Ω e (yβ)β∈4 redes em c0 tais que
Jc0(xα)

ω∗−−→ (xn)∞n=1 e Jc0(yβ)
ω∗−−→ (yn)∞n=1. Escrevemos xα = (xα,n)∞n=1, para todo α ∈ Ω,

e yβ = (yβ,n)∞n=1, para todo β ∈ 4. Assim, Jc0((xα,n)∞n=1)
ω∗−−→ (xn)∞n=1, isto é,

Jc0((xα,n)∞n=1)(x′) −→ (xn)∞n=1(x′), para todo x′ ∈ c′0 = `1.
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Para x′ ∈ `1, escrevemos x′ = (x′n)∞n . Dessa forma, (xn)∞n=1((x′n)∞n ) = lim
α

(x′n)∞n ((xα,n)∞n=1),
o que implica que, para toda (x′n)∞n ∈ `1,

∞∑
n=1

xnx
′
n = lim

α

∞∑
n=1

x′nxα,n. (4.29)

De modo análogo,

∞∑
n=1

yny
′
n = lim

β

∞∑
n=1

y′nyβ,n, para toda (y′n)∞n ∈ `1. (4.30)

Dadas (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ `∞ = c′′0 e (zn)∞n=1 ∈ c′0 = `1, pelo Corolário 4.2.6 e por (4.29) e
(4.30), temos

A1((xn)∞n=1, (yn)∞n=1)((zn)∞n=1) = lim
β

lim
α

(
(zn)∞n=1 ◦ A

)
((xα,n)∞n=1, (yβ,n)∞n=1)

= lim
β

lim
α

(zn)∞n=1

(
A((xα,n)∞n=1, (yβ,n)∞n=1)

)
= lim

β
lim
α

(zn)∞n=1

(
(xα,nyβ,n)∞n=1

)
= lim

β
lim
α

∞∑
n=1

(znyβ,n)xα,n

= lim
β

∞∑
n=1

xn(znyβ,n) = lim
β

∞∑
n=1

(xnzn)yβ,n

=
∞∑
n=1

(ynxn)zn = (xnyn)∞n=1((zn)∞n=1)

e então

A1((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = (xnyn)∞n=1, para todas (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ `∞ = c′′0.

Tomando x = (1, 1, . . .) ∈ `∞, temos

A1(x, x) = x /∈ Jc0(c0) = c0,

provando que a extensão de Aron-Berner não é genuína.

Está estabelecido então que as condições da seção anterior, a saber, todo operador de
Ei em E ′j, i 6= j, é fracamente compacto, não são suficientes. Nos próximos resultados
mostraremos que basta exigir também que todo operador de Ei em F seja fracamente
compacto para todo i.

Teorema 4.6.2. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach e A ∈ L(E1 . . . En;F ). Se A
tem uma extensão Ã ∈ L(E ′′1 , . . . , E

′′
n;F ′′) separadamente ω∗- ω∗-contínua e L(Ei;F ) =

W(Ei;F ), para todo i = 1, . . . , n, então Ã toma valores em JF (F ).

Demonstração. Dados x1 ∈ E1, . . . , xn−1 ∈ En−1, defina

Ax1,...,xn−1 : En −→ F, Ax1,...,xn−1(xn) = A(x1, . . . , xn).
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É claro que Ax1,...,xn−1 é linear e de

‖Ax1,...,xn−1(xn)‖ = ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖

podemos concluir que Ax1,...,xn−1 é contínuo, portanto fracamente compacto por hipótese.
Dado x′′n ∈ E ′′n, tome (xαn)αn∈Ωn uma rede em En tal que JEn(xαn)

ω∗−−→ x′′n. Usando
que o operador A′′x1,...,xn−1

: E ′′n −→ F ′′ é ω∗- ω∗-contínuo (Teorema 4.1.2) e que Ã é uma
extensão separadamente ω∗- ω∗-contínua de A, para todo y′ ∈ F ′, temos

A′′x1,...,xn−1
(x′′n)(y′) = lim

αn
A′′x1,...,xn−1

(JEn(xαn))(y′) = lim
αn

JEn(xαn)(A′x1,...,xn−1
(y′))

= lim
αn

A′x1,...,xn−1
(y′)(xαn) = lim

αn
y′(Ax1,...,xn−1(xαn))

= lim
αn

y′(A(x1, . . . , xαn)) = lim
αn

JF (A(x1, . . . , xαn))(y′)

= lim
αn

(JF ◦ A)(x1, . . . , xαn)(y′)

= lim
αn

(Ã ◦ (JE1 , . . . , JEn))(x1, . . . , xαn)(y′)

= lim
αn

Ã(JE1(x1), . . . , JEn(xαn))(y′)

= Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xn−1), x′′n)(y′).

Provamos que, para todos x1 ∈ E1, . . . , xn−1 ∈ En−1, x
′′
n ∈ E ′′n,

A′′x1,...,xn−1
(x′′n) = Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xn−1), x′′n). (4.31)

Da compacidade fraca de Ax1,...,xn−1 segue pelo Teorema 4.3.6 que A′′x1,...,xn−1
(E ′′n) ⊆ JF (F ),

logo Ã(JE1(E1)×· · ·×JEn−1(En−1)×E ′′n) ⊆ JF (F ) por (4.31). Dados x1 ∈ E1, . . . , xn−2 ∈
En−2, x

′′
n ∈ E ′′n, podemos então definir

Ax1,...,xn−2,x′′n : En−1 −→ F , Ax1,...,xn−2,x′′n(xn−1) = J−1
F (Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xn−1), x′′n)).

Como JEn−1 e J
−1
F são lineares e Ã é linear na (n−1)-ésima variável, segue que Ax1,...,xn−2,x′′n

é linear e de

‖Ax1,...,xn−2,x′′n(xn−1)‖ =
∥∥∥J−1

F (Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xn−1), x′′n))
∥∥∥

≤ ‖J−1
F ‖ ·

∥∥∥Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xn−1), x′′n)
∥∥∥

≤ ‖Ã‖ · ‖JE1(x1)‖ · · · ‖JEn−1(xn−1)‖ · ‖x′′n‖
= ‖Ã‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn−1‖ · ‖x′′n‖
=
(
‖Ã‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn−2‖ · ‖x′′n‖

)
‖xn−1‖,

podemos concluir que o operador Ax1,...,xn−2,x′′n é continuo. Seja agora x′′n−1 ∈ E ′′n−1 e
tome (xαn−1)αn−1∈Ωn−1 uma rede em En−1 tal que JEn−1(xαn−1)

ω∗−−→ x′′n−1. Por hipó-
tese o operador Ax1,...,xn−2,x′′n é fracamente compacto e, pelo Teorema 4.1.2, o operador
A′′x1,...,xn−2,x′′n

: E ′′n−1 −→ F ′′ é ω∗- ω∗-contínuo. Combinando isso com (4.31), para todo
y′ ∈ F ′, temos

A′′x1,...,xn−2,x′′n
(x′′n−1)(y′) = lim

αn−1

A′′x1,...,xn−2,x′′n
(JEn−1(xαn−1))(y

′)
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= lim
αn−1

JEn−1(xαn−1)(A
′
x1,...,xn−2,x′′n

(y′))

= lim
αn−1

A′x1,...,xn−2,x′′n
(y′)(xαn−1)

= lim
αn−1

y′(Ax1,...,xn−2,x′′n(xαn−1))

= lim
αn−1

y′(J−1
F (Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xαn−1), x

′′
n))

= lim
αn−1

JF (J−1
F (Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xαn−1), x

′′
n)))(y′)

= lim
αn−1

(JF ◦ J−1
F )(Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xαn−1), x

′′
n))(y′)

= lim
αn−1

Id|JF (F )(Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xαn−1), x
′′
n))(y′)

= lim
αn−1

Ã(JE1(x1), . . . , JEn−1(xαn−1), x
′′
n)(y′)

= Ã(JE1(x1), . . . , JEn−2(xn−2), x′′n−1, x
′′
n))(y′).

Provamos que, para todos x1 ∈ E1, . . . , xn−2 ∈ En−2, x
′′
n−1 ∈ E ′′n−1, x

′′
n ∈ E ′′n,

A′′x1,...,xn−2,x′′n
(x′′n−1) = Ã(JE1(x1), . . . , JEn−2(xn−2), x′′n−1, x

′′
n).

Da compacidade fraca do operador linear contínuo Ax1,...,xn−2,x′′n , pelo Teorema 4.3.6 segue
que A′′x1,...,xn−2,x′′n

(E ′′n−1) ⊆ JF (F ) e assim

Ã(JE1(E1)× · · · × JEn−2(En−2)× E ′′n−1 × E ′′n) ⊆ JF (F ).

Repetindo esse procedimento (n − 2) vezes, concluímos que Ã(E ′′1 × · · · × E ′′n) ⊆ JF (F ),
isto é, Ã toma valores em JF (F ).

Como consequência do Corolário 4.5.8 e do Teorema 4.6.2, temos o seguinte

Corolário 4.6.3. Sejam E1, . . . , En, F espaços de Banach e A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Se
L(Ei;E

′
j) =W(Ei;E

′
j), i, j = 1, . . . , n, i 6= j, e L(Ei;F ) =W(Ei;F ), i = 1, . . . , n, então

todas as extensões de Aron-Berner de A coincidem e tomam valores em JF (F ).

4.7 Exemplos e espaços Arens-regulares
Nas seções anteriores provamos vários resultados que têm como hipótese o fato de todo
operador linear contínuo de um determinado espaço de Banach a valores em um outro
espaço de Banach ser fracamente compacto. Algumas vezes o espaço de chegada deve ser
um espaço dual. Daremos nesta seção um grande número de exemplos de espaços E e F
tais que todo operador linear contínuo de E em F é fracamente compacto; situações essas
nas quais os teoremas das seções anteriores podem ser aplicados.

Começamos com um resultado que, apesar de simples, fornece uma grande quantidade
de exemplos.

Proposição 4.7.1. Sejam E,F espaços de Banach. Se E ou F é reflexivo, então
L(E;F ) =W(E;F ) e L(E;F ′) =W(E;F ′).
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Demonstração. Seja T ∈ L(E;F ). Suponha primeiramente que E seja reflexivo. Por [8,
Proposição 6.2.9] sabemos que T é ω- ω-contínuo, e por [8, Teorema 6.4.2] sabemos que a
bola unitária fechada BE é fracamente compacta. Como funções contínuas transformam
compactos em compactos, segue que T (BE) é fracamente compacto em F . Como F é
um um espaço de Hausdorff, T (BE) é fracamente fechado. Sendo T linear e T (BE) é
convexo, por [8, Teorema 6.2.11] segue que T (BE) é fechado em norma, portanto T (BE)
é fracamente compacto em F , provando que T é fracamente compacto.

Suponha agora que F seja reflexivo. De ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x‖, para todo x ∈ E, segue
que ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖, para todo x ∈ BE, e portanto T (BE) ⊆ ‖T‖BF . Como F é reflexivo,
novamente por [8, Teorema 6.4.2], temos que ‖T‖BF é fracamente compacto. Como temos

T (BE)
ω

= T (BE) ⊆ ‖T‖BF = ‖T‖BF = ‖T‖BF ,

segue que T (BE) é um subconjunto fracamente fechado do conjunto fracamente compacto
‖T‖BF , logo fracamente compacto em F, pois a topologia fraca é de Hausdorff. Segue
que T é fracamente compacto.

Isso prova a primeira igualdade e a segunda segue da primeira e do fato de que F é
reflexivo se, e somente, se F ′ é reflexivo.

A proposição acima nos permite concentrar em exemplos em que L(E;F ) =W(E;F )
com ambos E e F não reflexivos. Também nesse caso temos muitos exemplos, como
mostramos até o fim desta seção.

Começamos com um resultado clássico, cuja demonstração pode ser encontada em,
por exemplo, [15, Proposição 4.49].

Teorema 4.7.2. (Pitt) Todo operador linear contínuo de c0 em `1 é compacto, e portanto
fracamente compacto.

Sejam F uma álgebra de subconjuntos do conjunto S e A uma σ-álgebra de subcon-
juntos do conjunto S. O símbolo χE denota a função característica do conjunto E. O
espaço B(A) (respectivamente B(F)) é o espaço de Banach com a norma do supremo, de
todas as funções f : S −→ K limitadas que podem ser aproximadas uniformemente por

funções da forma
m∑
n=1

αnχEn , onde m ∈ N, αn ∈ K e En ∈ A (respectivamente em F),

para todo n = 1, . . . ,m.
Seja K um espaço topológico compacto de Hausdorff. Por C(K) denotamos o espaço

de Banach das funções f : K −→ K contínuas com a norma do máximo.

Exemplo 4.7.3. Sejam K um espaço compacto de Hausdorff, F uma álgebra em S, A
uma σ-álgebra em S e E um espaço de Banach. Então:

1. Se E não possui um subespaço isomorfo a c0, então L(B(F);E) =W(B(F);E).

2. Se E não possui um subespaço isomorfo a `∞, então L(B(A);E) =W(B(A);E).

3. Se E ′′ não possui um subespaço isomorfo a `∞, então L(C(K);E) =W(C(K);E).

4. Se E não possui um subespaço isomorfo a c0, então L(C(K);E) =W(C(K);E).
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Para a demonstração, veja [13, Capítulo VI, Corolário 2, Corolário 3, Proposição 4 e
Teorema 15], respectivamente.

Como consequência de [21, Corolário 1.4] temos os seguintes exemplos:

Proposição 4.7.4. Seja E um espaço de Banach que não possui um subespaço isomorfo
a `∞. Então L(`∞;E) =W(`∞;E).

Definição 4.7.5. Um espaço topológico X é chamado Stonean (ou extremamente desco-
nexo) se o fecho de cada conjunto aberto é aberto.

Observe que o espaço topológico X ser Stonean não implica que X seja um espaço de
Hausdorff. De fato, tomando X = {a, b}, a 6= b e τ = {∅, X}, é claro que (X, τ) é um
espaço topológico Stonean que não é de Hausdorff. Os seguintes resulados valem mesmo
para compactos Stonean que não são de Hausdorff.

Teorema 4.7.6. (a) (Rosenthal) Se o espaço de Banach E não contém um subespaço
isomorfo a `∞ e K é compacto Stonean, então L(C(K);E) =W(C(K);E).
(b) (Grothendieck) Se K é compacto Stonean e E é um espaço de Banach separável,
então L(C(K);E) =W(C(K);E).

Demonstração. Para (a) veja [13, Teorema 10] e para (b) veja [13, Corolário 12].

Definição 4.7.7. Um espaço de Banach E é dito Arens-regular se todo operador linear
contínuo de E em E ′ é fracamente compacto, isto é, se L(E;E ′) =W(E;E ′).

A Proposição 4.7.1 diz que todo espaço reflexivo é Arens-regular e o Teorema de Pitt
diz que c0 é Arens-regulares.

Como consequência do Corolário 4.5.8 e do Corolário 4.6.3, obtemos os seguintes re-
sultados. Quando E1 = · · · = En = E, escrevemos L(nE;F ) no lugar de L(E, . . . , E;F ).

Corolário 4.7.8. Sejam n ∈ N e E um espaço de Banach. Então as seguintes afirmações
são equivalentes.

(a) E é Arens-regular.

(b) Para todo espaço de Banach F e para todo operador A ∈ L(nE;F ), todas as exten-
sões de Aron-Berner de A coincidem.

(c) Para todo espaço de Banach F e para todo operador A ∈ L(nE;F ), todas as exten-
sões de Aron-Berner de A são separadamente ω∗- ω∗-contínuas.

(d) Para todo espaço de Banach F , todo operador A ∈ L(nE;F ) admite uma extensão
de Aron-Berner separadamente ω∗- ω∗-contínua.

(e) Para todo espaço de Banach F , todo operador A ∈ L(nE;F ) admite uma extensão
separadamente ω∗- ω∗-contínua.

Corolário 4.7.9. Sejam E,F espaços de Banach e A ∈ L(nE;F ). Se E é Arens-regular
e L(E;F ) =W(E;F ), então todas as extensões de Aron-Berner de A coincidem e tomam
valores em JF (F ).
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Terminaremos esta dissertação com vários exemplos de espaços Arens-regulares.
Seja D ⊆ C o disco unitário fechado nos complexos. Por A(D) denotamos a álgebra

do disco, isto é, o espaço de todas as funções contínuas f : D −→ C que são analíticas no
interior do disco D. A álgebra disco é um espaço de Banach com a norma

‖f‖ = sup
|z|≤1

|f(z)|. (4.32)

Por H∞ denotamos o espaço de Hardy, que consiste de todas as funções f : D −→ C que
são analíticas e limitadas. O espaço de Hardy H∞ é completo com a norma dada em
(4.32).

Exemplo 4.7.10. A álgebra do disco A(D) e o espaço de Hardy H∞ são Arens-regulares.
Para as demonstrações, veja [23, Teorema 2.8 e Teorema 2.10].

Seja R uma álgebra sobre os números complexos C. Uma involução em R é uma
função ∗ : R −→ R , x 7−→ x∗, tal que:

(i) (x∗)∗ = x, para todo x ∈ R.

(ii) (x+ y)∗ = x∗ + y∗, para todos x, y ∈ R.

(iii) (λx)∗ = λx∗, para todos x ∈ R e λ ∈ C.

(iv) (xy)∗ = y∗x∗, para todos x, y ∈ R.

Uma álgebra R munida de uma involução ∗ é chamada de álgebra involutiva.

Exemplo 4.7.11. A função f : C −→ C , f(z) = z, onde z é o conjugado de z, é uma
involução em C, que assim se torna uma álgebra involutiva.

Uma álgebra involutiva normada é uma álgebra normada R munida de uma involução
x 7−→ x∗ tal que ‖x∗‖ = ‖x‖, para todo x ∈ R. Se R é um espaço de Banach, então dizemos
que R é uma álgebra de Banach involutiva. No Exemplo 4.7.11, definindo ‖z‖ = |z|, para
todo z ∈ C, e relembrando que |z| = |z|, segue que C é uma álgebra de Banach involutiva.

Definição 4.7.12. Uma C∗-álgebra é uma álgebra de Banach involutiva R tal que ‖x‖2 =
‖x∗x‖, para todo x ∈ R.

As C∗-álgebras formam uma classe central dentro da teoria dos espaços de Banach
(veja, por exemplo, [9, Capítulos VIII e IX]).

Exemplo 4.7.13. Toda C∗-álgebra é Arens-regular. Para a demonstração, veja [23,
Teorema 2.9].

Definição 4.7.14. O espaço de James J consiste de todas as sequências (xn)∞n=1 de
números reais tais que lim

n→∞
xn = 0 e

‖(xn)∞n=1‖J := sup
n1,...,nk

(
(xn1 − xn2)

2 + · · ·+ (xnk−1
− xnk)2

) 1
2 <∞,

onde o supremo é tomado sobre os n1, . . . , nk ∈ N tais que n1 < · · · < nk.
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De [15, Pag. 205] sabemos que o espaço de James J é um espaço de Banach não
reflexivo. Na verdade este espaço foi o primeiro exemplo de um espaço de Banach não
reflexivo que é isomorfo isometricamente ao seu bidual.

Exemplo 4.7.15. O espaço de James J é Arens-regular. Para a demonstração, veja [16].

As funções de Rademacher (rn)∞n=1 são definidas por

rn : [0, 1] −→ R , rn(t) = sign(sen2nπt),

onde sign é a função sinal.

Definição 4.7.16. Um espaço de Banach E é de tipo 2 se existe uma constante C ≥ 0
tal que ∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt ≤ C

n∑
k=1

‖xk‖2,

para todo n ∈ N e todos x1, . . . , xn ∈ E.

Para muitos exemplos de espaços de tipo 2 veja [12, Capítulo 11].

Exemplo 4.7.17. Todo espaço de Banach de tipo 2 é Arens-regular. Para a demonstra-
ção, veja [6, Proposition 22(b)].
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