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Resumo

Esta dissertagao consiste do estudo detalhado das técnicas relacionadas ao estudo do conjunto
dos pontos criticos generalizados apresentada por P. Rabier em [32], com foco no estudo de
trés resultados fundamentais. Seguindo [25], provamos o cldssico Teorema de Morse-Sard.
Apresentamos a prova do Teorema de Fibracao de P. Rabier apresentada por Z. Jelonek em
[10]. Por ultimo estudamos dois teoremas do tipo Morse-Sard para o conjunto dos valores
criticos generalizados, o primeiro para aplicagdes semi-algébricas diferenciaveis e o segundo
para aplicacoes polinomiais complexas.

Palavras-chave: Teorema Morse-Sard, Teoremas de Fibragao, Conjunto de bifurcagao.
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PERICO MONSALVE, G. E. Generalized critical values an fibration. 2019. (ix+47 pages) M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG, Brazil.

Abstract

This dissertation consists of a detailed study of the techniques belonging to the theory of
generalized critical values announced by P. Rabier in [32], focusing on applications of three
fundamental theorems. Following [25], we prove the classical Morse-Sard theorem. We present
the proof of Rabier’s fibration theorem given by Z. Jelonek in [10]. Finally, we study two
theorems like Morse-Sard theorem to the generalized critical values, the first one for semi-
algebraic differentiable mappings and the second one for complex polynomial mappings.

Keywords: Morse-Sard Theorem, Fibration theorems, Bifurcation set.
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Introducao

Neste trabalho pretendemos sintetizar algumas técnicas da teoria de valores criticos generaliza-
dos de aplicagoes diferencidveis inicialmente introduzidas por P. Rabier [32]. Com este objetivo,
apresentamos trés teoremas principais.

O primeiro teorema é um resultado classico e de grande importancia teérica em Topologia
Diferencial. Tal teorema é conhecido como Teorema de Sard ou Teorema de Morse-Sard e sera
apresentado no nosso Teorema 1.1.

Essencialmente, sob certas hipdteses sobre a diferenciabilidade da aplicagao, esse teorema
diz que conjunto de walores criticos (veja Teorema 1.1) de uma aplicagdo possui medida nula.
Mais precisamente, em [26], Morse demonstrou que se f : U C R" — R é uma fungao de classe
C" definida em um aberto U de R", entdao o conjunto de valores criticos de f possui medida
nula. Alguns anos depois, em [33], Sard generaliza o Teorema de Morse para aplicagoes obtendo
o seguinte resultado:

Seja f : U C R™ — R"™ uma aplicacdo diferencidvel de classe C™ "1 definida em um aberto
U de R™ com m > n. Entdo o conjunto dos valores criticos de f possui medida nula em R™.

O teorema acima ¢é conhecido como Teorema de Sard ou Teorema de Morse-Sard. A prova
dada por Sard do resultado acima utiliza um resultado conhecido como o Lema de decomposicao
de Morse. Este lema diz que o conjunto de pontos criticos de uma fungao g : U C R” — R de
classe C" pode ser decomposto em subconjuntos Ay, Ao, ... tais que se x,, € A; com z, # z e

T, — T, entao
iy 19() = g(@)]

Tn—T |,]jn — g}”’

=0.

Nesta dissertacao nao apresentamos a prova original dada por Sard. Expomos a demons-
tragao dada em [25] por G. Moreira e M. Aparecida.

Uma das principais colaboragoes de [25] é utilizar o Lema de selecao da curva (Lema 1.15)
para mostrar que na prova do Teorema de Morse-Sard nao é necessario decompor o conjunto
de pontos criticos como no Lema de decomposi¢ao de Morse (veja Lema 1.18).

O segundo resultado principal que estudamos é o Teorema 2.5, que trata de um caso parti-
cular de um resultado provado por P. Rabier em [32]. Este resultado pode ser visto como uma
generalizacao do classico Teorema de Fibragao de C. Ehresmann [5] que diz que

Toda submersao propria € uma fibragao trivial local.

Dada uma aplicacao diferencidvel f : K® — K™ de classe C?, K = R ou C, denotamos por
B(f) o conjunto formado pelos pontos de K™ onde f nao é uma fibragao trivial, veja Definigoes
2.1 e 2.2. Em [32], Rabier define o conjunto dos valores criticos generalizados, que denotamos
por K(f). Entao ele prova que B(f) C K(f). Observamos que se f é uma submersao prépria
entdo K(f) = (), o que fornece uma generalizacao do Teorema de Ehresmann. Observamos
também que o resultado de Rabier é para aplicagoes definidas sobre variedades de Finsler,
muito mais geral que a versao apresentada nesta dissertacao.



A prova do Teorema 2.5 que apresentaremos neste trabalho foi apresentada por Jelonek [10].
Essencialmente, a ideia é obter a trivializacao de f através do fluxo de um campo de vetores
construido a partir do menores da matriz jacobiana de f.

Por ltimo, estudamos um teorema do tipo Morse-Sard para o conjunto dos valores criticos
generalizados apresentado por Kurdyka, Orro e Simon [17]. Este resultado possui uma versao
para o caso de aplicacoes semi-algébricas diferencidveis (Teorema 3.1) e uma versao para o caso
de aplicagoes polinomiais complexas (Teorema 3.2).

Teorema 3.1 mostra que o conjunto dos valores criticos generalizados K (f) é semi-algébrico
e de dimensao menor que k para uma aplicacio semi-algébrica diferencidvel f : R* — RF.
Teorema 3.2 mostra que o conjunto dos valores criticos generalizados K(f) é um conjunto
algébrico e de dimensao menor que k para uma aplicacdo polinomial f : C* — CF. Em
particular, Teoremas 3.1 e 3.2 provam que o conjunto de valores criticos generalizados possui
medida nula para as classes de aplica¢oes acima. Como consequéncia, segue que B(f) também
possui medida nula.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma :no Capitulo 1, apresentamos algumas de-
finigoes e propriedades de Geometria Semi-Algébrica que serao utilizadas nesta dissertagao.
Apresentamos também os resultados preliminares para a prova do Teorema 1.1 e no final apre-
sentamos a prova deste teorema. A prova apresentada neste trabalho segue [25] onde os autores
utilizam o Lema de sele¢ao da curva (Lema 1.15) para provar a desigualdade do Teorema 1.17.

No Capitulo 2, apresentamos a definicao da funcao de Rabier v que sera utilizada para
a definicao do conjunto de valores criticos generalizados. Apresentamos propriedades de v e
fungbes equivalentes a v que serdo utilizadas no trabalho (veja definigoes 2.15, 2.21, 2.24).
Baseados em [10] apresentamos a prova do teorema de fibragdo de Rabier para o caso de
aplicagoes de K" em K™ (Teorema 2.5).

No Capitulo 3, apresentamos algumas defini¢oes e propriedades de Geometria Algébrica que
serao utilizadas. Apresentamos também os resultados preliminares para a prova dos resultados:
Teorema 3.1 e Teorema 3.2. Com estes teoremas se garante que o conjunto K (f) (veja Defini¢ao
2.4) é uma boa aproximacao de B(f) para estas classes de aplicagoes.



Capitulo 1

O Teorema de Morse-Sard

O Teorema de Morse-Sard, também conhecido como Teorema de Sard diz o seguinte:

Teorema 1.1. Seja f : U C R™ — R™ wuma aplicacio diferencidvel de classe C™ "1, com
m >n e U um conjunto aberto em R™. Entdo f(crit(f)) possui medida nula em R™.

No teorema acima, crit(f) := {x € U | posto(d(f(x)) < n} e df(xz) : R™ — R™ denota a
diferencial de f em =x.

O teorema anterior foi motivado por varias observagoes intuitivas para depois evoluir a sua
versao mais geral apresentada acima. Ele possui varias aplicagoes e implicagoes em Topologia
Diferencial e outras dreas, como por exemplo o Teorema de Imersao de Whitney provado em
[35], que diz que toda variedade diferencidvel de dimensao n pode ser mergulhada em R*".

Uma das motivacoes para o Teorema de Morse-Sard é o seguinte resultado bem conhecido:
seja f uma funcao de classe Ct, definida num intervalo conexo I C R. Se df(x) = 0 para todo
x € I, entdo f € uma funcdao constante. Como consequéncia, surge a pergunta natural se é
possivel obter o mesmo resultado para fungoes reais de vérias variaveis. Em 1935, Whitney
apresenta em [36] um exemplo de uma funcao f : R* — R de classe C! e um arco A C R?, tais
que df (x) = 0, para todo x € A, mas f nao é constante sobre A. De fato, neste exemplo f(A)
¢ um conjunto de medida nao nula em R. No mesmo trabalho, Whitney indica a construcao
de uma aplicagao de R” em R""! e de um arco A C R™ tal que df(x) = 0, para todo x € A,
mas f nao é constante sobre A.

Estudos feitos por Matson Morse e Arthur Sard, levaram a considerar o estudo do problema
do ponto de vista da medida do conjunto f(crit(f)) e assumindo hipdteses sobre a classe de
diferenciabilidade. Como resultado preliminar ao resultado geral, Morse demonstrou em [26]
que se f: U C R™ = R € uma funcdao de classe C™ definida no aberto U, entao o conjunto
f(erit(f)) possui medida nula em R, para a prova veja Corolario 1.21. Em 1942, Sard [33]
enuncia e publica a demonstragao do Teorema 1.1.

O Teorema de Morse-Sard traz muitas aplicacoes em diversas areas da Matematica. Para
mais detalhes das aplicagoes ou mesmo sobre o Teorema de Morse-Sard indicamos por exemplo
[11].

O nosso principal propdsito neste capitulo é estudar a demonstragao do Teorema de Morse-
Sard dada em [25]. A prova original de Sard em [33] utiliza o seguinte préximo resultado,
conhecido como Lema de decomposicao de Morse:

Lema 1.2. Dado um inteiro positivo v e um conjunto A no conjunto das varidveis x. Entao
existe uma decomposicao Ao, A1, As, ... de conjuntos limitados com as propriedades:

(i) Ao € enumerdvel ou finito.

(ii) Seja f uma funcdao de classe C™. Se o seu conjunto de pontos criticos contém A e se xq,xs
sao pontos em Ay, entdo



lim fxa) — f(xl)

we—ar |2y — xq]|"

=0.

A demonstracao de Sard utiliza o Lema 1.2 para decompor o conjunto dos pontos criticos
de f.

Em [25], Moreira e Ruas utilizam o Lema de sele¢io da curva(Lema 1.15) para provar a
desigualdade do Teorema 1.17 e com isso provar que a decomposi¢ao usada na prova original de
Sard nao é necessaria para a prova do Teorema de Sard (veja Lema 1.18). Mais precisamente
eles demonstram que

@)~ S

yechtx(f) \x B y‘r

=0.

Na secao 1.1 apresentamos algumas nocoes basicas de Geometria Semi-Algébrica. As de-
finigoes assim como as demonstragoes dos resultados podem ser encontrados em [2] e [25]. Na
segao 1.2 apresentamos a prova do Teorema de Sard (Corolario 1.21) e do Teorema de Morse-
Sard (Teorema 1.1) apresentada em [25] por Moreira e Ruas.

1.1 Conjuntos semi-algébricos

Comecamos com a definicao de conjuntos semi-algébricos.

Definicao 1.3. Dizemos que um subconjunto W C R™ é um conjunto semi-algébrico se W =
UNV, onde V. C R"™ é um conjunto algébrico e U C R™ é um conjunto aberto definido por
finitas desigualdades de polinomios, isto €,

U:={xeR"|gi(x) >0,...,gx(x) > 0}.

Conjuntos semi-algébricos em R™ possuem um ntmero finito de componentes conexas que
sdo conjuntos semi-algébricos também. Mais precisamente, temos (veja [2], Teorema 2.4.4):

Proposicao 1.4. Todo subconjunto semi-algébrico A C R™ € uma unidgo disjunta de um nimero
finito de conjuntos conexros e semi-algébricos.

A descricao dos conjuntos semi-algébricos esta relacionada com alguns conceitos de légica,
desta forma considere a seguinte definicao:

Definicao 1.5. Uma férmula de primeira ordem ®(xq,...x,) na linguagem dos corpos or-
denados com parametros em R é um niumero finito de conjuncées, disjuncgoes, negacgoes, e
quantificadores universais ou existenciais, sobre varidveis, onde as formulas atomicas que sao
formaulas do tipo f(x1,...,x,) =0 ou g(x1,...,2,) >0, onde f e g sdo polindmios com coefici-
entes em R. As varidveis livres da formula sao aquelas varidveis dos polinomios que aparecem
na formula e que nao estao quantificadas.

Em alguns casos, o préximo resultado é bastante 1til para mostrar se um dado conjunto é
ou nao um conjunto semi-algébrico.

Proposicao 1.6. Seja ®(xq,...,x,) uma formula de primeira ordem na linguagem dos corpos
ordenados com parametros em R, com varidveis livres x1,...,T,. Entao W = {x € R" :
D(xq,...,2,)} € um conjunto semi-algébrico de R™.

Exemplo 1.7. Considere o conjunto {(x,y) € R*: 2/25 +y*/16 < 1}. Pela Proposigio 1.6 é
semi-algébrico.



Temos a seguinte nocao de aplicacoes semi-algébricas:

Definicao 1.8. Sejam A C R™ e B C R™ dois subconjuntos semi-algébricos. Dizemos que uma
aplicagao f : A — B € semi-algébrica se o seu grdfico é um conjunto semi-algébrico de R"™™,

Alguns exemplos de conjuntos semi-algébricos e aplicacoes semi-algébricas sao:

Exemplo 1.9.

(i) Se A, B C R" sdo conjuntos semi-algébricos, entio R*"\ A, A, AUB e ANDB sdo conjuntos
semi-algébricos.

(ii) Conjuntos algébricos sao conjuntos semi-algébricos e aplicagoes polinomiais f : R™ — R™
sao aplicacoes semi-algébricas.

(iii) A funcao ||-|| : R™ = R, tal que para cada (z1,...,x,) € R,

|(x1, .. x| = /22 + - + 22
¢ uma func¢do semi-algébrica.
(iv) Seja A C R™ um subconjunto semi-algébrico. Entdo a fun¢ao
dist(z, A) .= inf({||z — y|| : y € A})
¢ uma func¢ao semi-algébrica.
(v) A projecao candnica I1 : R"™™ — R™ ¢ uma aplica¢ao semi-algébrica.

Aplicagoes semi-algébricas possuem a propriedade de preservar conjuntos semi-algébricos,
assim temos:

Proposicao 1.10. Seja f : A — B wma aplicagao semi-algébrica entre conjuntos semi-
algébricos. Se S C A é um conjunto semi-algébrico, entao f(S) € um conjunto semi-algébrico.
Se T C B é um conjunto semi-algébrico, entio f~1(T) é um conjunto semi-algébrico.

A seguir, apresentamos uma proposicao que garante que a derivada de uma funcdo semi-
algébrica diferencidvel é ainda uma funcao semi-algébrica, veja [2] Proposi¢ao 2.9.1.

Proposicao 1.11. Seja f : (a,b) — R uma fun¢ao semi-algébrica e diferencidvel no intervalo
(a,b). Entao a derivada f": (a,b) = R é uma fung¢ao semi-algébrica.

Relembramos o conceito de variedade em R"”, que sera 1til para definir a no¢ao de dimensao
para conjuntos semi-algébricos. Utilizaremos a referéncia [19].

Definicao 1.12. Seja Uy um subconjunto aberto de R™. Dizemos que ¢ : Uy — R"™ é uma
parametrizacdao de classe C* e dimensdo m se ¢ é uma imersdio de classe C* e ¢ é um homeo-
morfismo de Uy sobre o(Uy).

Definigao 1.13. Uma variedade m-dimensional do R™ (de classe C*) é um subconjunto ndo
vazio M = M™ C R™ no qual todo ponto p possui uma vizinhanc¢a aberta W C M de modo que
existe uma parametrizacao ¢ : Uy — W de classe C* e dimensdo m.

A seguinte defini¢ao de [7] apresenta a nogao de dimensao para conjuntos semi-algébricos.



Definicao 1.14. Seja V- C R™ um conjunto semi-algébrico. Dizemos que um ponto x € V
¢ reqular de dimensao d, quando x possui uma vizinhanca U em R"™ tal que U NV é uma
variedade de R" de dimensao d. Definimos a dimensao de V' como sendo a dimensao mdzima
dos pontos requlares. Para o conjunto vazio, definimos a dimensao como sendo —1. Denotamos
por dim(V') a dimensdo de um conjunto semi-algébrico V.

Segue o Lema de selegao da curva, cuja demonstragdo pode ser encontrada em Milnor [23,

§3].

Lema 1.15 ([23]). Se W ¢é um conjunto semi-algébrico de R™ que contém pontos arbitraria-
mente prozimos da origem. Entdo existe uma curva semi-algébrica p : [0,€¢) — R™, analitica
em (0,¢€) tal que p(0) =0 e p(t) € W, para todo t € (0,¢).

Observacao 1.16. Uma curva analitica, como a curva dada no Lema 1.15, pode ser escrita
na origem como

p(t) = akt’“ + ak+1tk+1 + ak+2tk+2 s

(veja Lema 3.3 [23]) onde ay, € o primeiro termo nao nulo na expansio de Taylor de p em 0.
, : . Et1 Et2

Assim, para o > 0, consideremos a curva y(a) = p(¥a) = ara + a1k + apioa *

Podemos reparametrizar esta curva pelo comprimento de arco como seque. Primeiro conside-

s(t) = / ()] dov

Temos que s'(t) = ||7/(t)]| > 0. Pelo Teorema da Fungdo Inversa, podemos considerar
g(t) = s7(t). Portanto, obtemos a curva v(a) = g(a)ay, + 9(Q) T apr + g(a) 7 apyatht2
Temos que s(0) =0 e assim g(0) = 0. Logo,

1
lim 9(@) = lim ¢'(a) = .
a—0 a—0 ||a'k||
Portanto
(@) (@) ()
) o . o o
lim [| 2| = 1 || £ Y, + 2 eyr + - |
a—0 (0% a—0 (0% «Q
) 1 o 1.1
hm | ak+g( )g(oz)l/kak+1+~--|| ( )
a=0"||ay]| a

O préximo teorema foi apresentado em [3, Lemma 2], com o propésito de provar a reciproca
de um teorema de Kuiper-Kuo (veja [13] e [15]). A demonstracao apresentada em [3] utiliza
o Lema 1.15, mas nao considerando o conjunto W como semi-algébrico mas considerando W
como um conjunto descrito por finitas desigualdades de fungbes analiticas. Seguindo [25],
apresentamos a prova do proximo resultado utilizando o Lema de selecao da curva apresentado
acima.

Teorema 1.17. Seja f : U C R" — R uma fun¢ao polinomial tal que f(0) = 0. Dada uma
contante C > 1, existe uma vizinhanga W C U da origem em R" tal que

|[f (@) < Clafld(f(x))], Ve € W. (1.2)



Demonstracao. Por contradicao, suponha que a origem esta no fecho do seguinte conjunto
A={z e R":|f(x)] > Clz|ld(f(x))[}.

Como o conjunto A pode ser escrito como intersegao finita de conjuntos expressos com férmulas
de primeira ordem, segue que A é um conjunto semi-algébrico (veja Proposi¢ao 1.6).

Pelo Lema 1.15 e Observagao 1.16, temos que existe uma curva 7 : [0,¢) — R", tal que v
é de classe C' no intervalo (0,¢) e satisfaz que v(0) = 0, v(t) € A e |/ (t)] = 1, Vt € (0,¢).
Considere ¢ = f o~. Pela hipdtese de contradicao aplicada a ¢, temos que:

()] > Cv ()¢ ()],
que implica

i3 /
Cw(mlf(v(t))l > [t]]¢" ()] (1.3)

- . T 1 ; L

Da observacao 1.16 temos que lim;_,q ROl = lim;_,q 7o = 1, que segue que lim;_.g ha =
%. Este limite e pelo fato que C' > 1, temos que existem 6 € (0,1) e p € [%, 1) tais que se
t € (0,9], entao p > % Portanto, nestas condigoes, obtemos de (1.3) que:

plo()] = [t][¢'(2)], vt € (0, ]. (1.4)
Defina g(t) = In|¢(t)|, para todo t € (0, d]. Temos que propriedades de logaritmo implicam:
1 1
9(t) = 5ln ()" = 5 In((¢(2), o(1)))-

Diferenciando a fungao g, obtemos ¢'(t) = % Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
esta ultima igualdade e a desigualdade de (1.4) implicam que:

lg'(t)] < =,Vt € (0,6]. (1.5)

+ 1D

Integrando de s até § a fungao ¢'(t), com s € (0,0], e usando a desigualdade (1.5) obtemos:

(290 - 0 <o (2) < (2)') 0

Como In(¢) é uma fungao crescente, temos que

9] = (3) 1600)!.
#(s)

Ed
5

Mas, usando L’Hospital e que 0 < p < 1, obtemos que lim,_.q = 0, o que contradiz a

ultima desigualdade acima e que termina nossa prova. O

1.2 Teorema de Sard e Teorema de Morse-Sard

Nesta segao apresentamos a demonstra¢ao do Teorema de Morse (Corolario 1.21) e do Teorema
de Morse-Sard (Teorema 1.1) seguindo a prova de [25]. Um resultado chave na demonstracao
destes teoremas que iremos apresentar ¢ o préoximo resultado, Lema 1.18, que mostra que na
prova original do Teorema de Morse-Sard nao é necessario o lema de decomposicao de Morse.



Lema 1.18. Seja f : U C R™ — R uma funcao de classe C", entdo

@) 1)

yeycr_i)f(f) \x B y‘r

=0,

para todo x € crit(f)NU, e como antes crit(f) == {z € U | posto(df(z)) < 1}.

Demonstracao. Observamos primeiramente que para fungoes f : U C R™ — R, temos que
crit(f) ={z € U | df(z) = 0}.

Por contradi¢ao, suponha que existam uma sequéncia {yx }ren C crit(f) e um nimero € > 0
tais que

|f(yx) — f(2)] > €lyr, — 2|" e [d(f(yr))] = O, (1.7)
para todo k. Seja
Flo) =32 9@ (v - o),

o polinoémio de Taylor de grau r de f no ponto x. Portanto, f(y) = f(y) + o(|ly — z|").
Para k suficientemente grande, obtemos:

fw) = f(@)] = [flux) — f(x) = of|lyx — 2|")|
> [ f(yr) = f(2)] = [o(lyx — 2|")]
> | f(ye) = f(@)] = lo(lyr. — 2[")] (1.8)
> elyr —x|" —€¢/2|yx — x|"

€ (s
Z 5" e — 2"
Para obtermos a pentltima desigualdade acima, utilizamos (1.7) e que lim,_,, % =0
(propriedade de polinémio de Taylor).
Por outro lado, temos que df (y) = df(y) + o(jy — z|""*). Como df(y,) = 0, para todo k,
temos a seguinte igualdade:

df (ye) = —ollye — 2|""). (1.9)

Agora, considere a fungdo polinomial h(z) = f(z — z) — f(z). Temos que h(0) = 0 e
assim, pelo Teorema 1.17 para C' = 2, segue que para k suficientemente grande vale a seguinte
desigualdade:

[h(2k)] < 2|zk]|dh(z)]

onde zj 1= x —yi. Ouseja, |f(yx) — f(x)] < 2|yr —z||df(y)|. Esta dltima desigualdade implica:

|f(yr) — f(2)] <9 df(yr)]

lye —x|” T e — x|t

(1.10)

Usando (1.9) e propriedade de polinémio de Taylor, obtemos
ry _ aalr—1
B 8 O (T )
vz |y —x|7T e lyp — x|7—1

=0.

Esta ultima desigualdade e (1.10), mostram que

1)~ )

v |yp — x|

=0,

o que é uma contradigdo com (1.8). Portanto, a prova segue. [



O Teorema 1.20 e o Corolario 1.21 sdo casos particulares do Teorema de Morse-Sard (Teo-
rema 1.1) e também passos intermedidrios para o teorema geral. Para a demonstracao destes
resultados, faremos uso do Lema 1.19, conhecido como Lema de cobertura de Vitali.

Lema 1.19. Seja U C R™ um subconjunto aberto com wvolume a < +o0o e X C U tal que,
para todo x € X, associamos a bola B(x,6,) C U. Entdo existe um subconjunto enumerdvel

{z;} C X tal que X C UB(z;,6,,) e >, vol(B(z;,04,)) < 3™a.

Demonstracao. Escolhemos de forma recursiva para cada ¢ > 1 o ponto z; € X tal que

B(JZ'Z', (512/3) N Uj<iB(.Z'j, (536]/3) = @,

1
O, > §sup{(5x > 0| B(x,0,/3) NUj<;B(zj,0,,/3) = 0}.

No caso em que o conjunto {z € X | B(z,d,/3) NU;<sB(x;,0,,/3)} = 0, para algum s > 2,
a construgao anterior é finita. Caso contrario, temos una construgao enumeravel.
Segue da construcao acima que as bolas B(x;,0,,/3) sao disjuntas. Portanto

Z vol(B(x;,6,./3)) < a,

o que implica
ZUOZ(B(ZL’Z', dz,)) < 3"a.
i

Para terminar a prova, provaremos que X C U;B(z;,d,,). Dado x € X, é necessario que
B(x,0,/3)NU;B(x;,0,,/3) # 0. Caso contrario, pela construcao, z estaria incluido no conjunto
{zi}. Assim, suponha que iy é o primeiro indice tal que B(z,d,/3) N B(w4y, 0, /3) # 0. Pela
escolha de 0., na construgao acima, temos que o, > %I. Logo,

6y Oxy 20 0

]x—xio|§§m+ 3 31‘0 + ?:O = Ouy 5

o que mostra que = € B(z;,, 0, ). O
A seguir provemos uma versao particular do Teorema 1.1.

Teorema 1.20. Seja f: U C R™ — R™ uma fungao de classe C°P e m > n. Se p > m/n, entdio
f(C(f)) tem medida nula em R™, onde C(f) :={x € U | d(f(x)) = 0}.

Demonstracao. Como U pode ser descrito como uma uniao enumeravel de conjuntos limitados
e como uniao enumeravel de conjuntos de medida nula é também de medida nula, podemos
supor sem perda de generalidade que vol(U) < +oo. Para simplificar notagdes, denotemos por
¢, o volume da bola unitdria em R¥, ou seja, ¢; := vol(B(0,1)). Desta forma, o volume da bola
de raio r em R¥ ¢é dado por c;r*.

Para cada componente de f, apliquemos o Lema 1.18 para obtermos que

i L@ =IO cen
vz o —ylp

yeC(f)

Assim, dado € > 0, temos que para todo x € C(f), existe §, € (0,1) tal que se y €
C(f)N B(x,d,), entao
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3=

100~ 1@ < (i) lo=ab (111)

A desigualdade (1.11) significa que f(C(f) N B(z,d,)) C D,, onde

D,:=D (f(x), (Cn . 3;..0170[((]))31 .5g> :

Temos que o volume de D, ¢é finito. Como p > ™* e §, < 1, obtemos:

3=

vol(D,) = ¢, [( ) 55] |

€-c
< _ € Cm sm (1.12)
— 3m-wol(U) %
€
= ——+—— -vol(B .
3m - wol(U) vol(B(w.0.))

Pelo Lema 1.19, segue que existe um conjunto enumerével {z;} C C(f) tal que C(f) C
U; B(x4,64,) € Y, vol(B(z;,6,,)) < 3™ -vol(U). Estes implicam

%

F(O(f) = Uif(C(f) N B(xi,6s,)) C UiDy,,

e junto com a desigualdade (1.12), obtemos:

S wol(D,,) < m Z vol(B(x;,6,,))

%
€

= 3w vol(U)

= €.

3™ - wol(U)

Portanto, mostramos que dado qualquer € > 0, temos que f(C(f)) estd contido em um conjunto
de medida menor que €. Isto mostra que f(C(f)) possui medida nula, o que termina a prova [J

Observamos que se n = 1 no teorema anterior, entao crit(f) = C(f). Logo, o Teorema 1.20
implica diretamente no Teorema 1.1 (Teorema de Morse-Sard) para n = 1. Mais precisamente,
temos:

Corolario 1.21. Seja f : U C R™ — R uma funcgdo de classe C™. Entao f(crit(f)) é um
conjunto de medida nula em R.

O corolério acima é conhecido como o Teorema de Morse. Vamos mostrar que ele implica o
Teorema de Morse-Sard (Teorema 1.1). Seguindo [25], provamos inicialmente o préximo lema
que é um caso particular do Teorema de Fubini.

Lema 1.22. Seja K C R" = RP x R"™P um conjunto compacto. Suponha que para todo x € RP,
o conjunto K, := {y € R*? | (z,y) € K} possui medida nula em R"P. Entio K é um
conjunto de medida nula em R™.

Demonstra¢ao. Como K é compacto em R", existe R > 0 tal que K C B(0, R) x R"? onde
B(0, R) C R? denota a bola com centro na origem e raio R.
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Pela hipétese, para todo x € B(0, R), o conjunto K, possui medida nula. Logo, dado € > 0,
existem bolas B(y;,r;) C R" P tais que K, C U;B(y;, ;) e

Z vol(B(y;, ;) < €.

Afirmamos que como K é compacto existe d, > 0 tal que
KN (B(x,0,) x R"™P) C U;B(x,0,) X B(ys, ;). (1.13)

De fato, se supormos que nao existe tal d,, podemos construir uma sequéncia (u,,v,) € K
com limu, =z e v, ¢ U;B(y;,r;). Como K é compacto, podemos tomar uma subsequéncia
convergente com limv, = v € K. Como v, ¢ U;B(y;,r;), segue que v ¢ U;B(y;,r;). Desta
forma, lim(u,,v,) = (v,v) € K e v € K, \ U;B(y;,7;), o que é uma contradigao com o fato de
que U;B(y;,r;) é uma cobertura de K,. Portanto, a existéncia de 0, satisfazendo (1.13) estd
assegurada.

Continuando com a demonstragao, usamos as construgoes anteriores e o Lema 1.19 para
obtermos uma cobertura de B(0, R) com bolas B(x;,d,;) satisfazendo ), vol(B(x;,d,,)) <
3" -vol(B(0, R)) e de modo que para cada x; temos uma cobertura de K, com bolas B(y;j, ;)
satisfazendo ) vol(B(yij, 1i;)) < €. Além destes, temos ainda que (1.13) ¢ satisfeita para todo
j, ou seja:

KN (B(xj,0,)) x R"™P) C U;B(x5,04,) X B(yij,7ij).

Portanto, U; jB(x,0.;) X B(yij,i;) ¢ uma cobertura de K e
Zvol(B(xj,(Szj) X B(yij, 1)) < EZUOZ(B(ZE]',(5$].)
i3 J

< 3"-e-vol(B(0, R)).

Escolhendo € tao pequeno como desejarmos, obtemos que K é um conjunto de medida nula
em R". ]

A seguir apresentamos a demonstracao do Teorema 1.1

Demonstragao Teorema 1.1. Considere C, := {x € U | posto(df(z)) = p}. Como crit(f) =
UZ;&CP, segue que para mostrarmos que f(crit(f)) possui medida nula é suficiente provarmos
que f(C,) possui medida nula para p < n — 1. Como U pode ser descrito como uma uniao
enumeravel de conjuntos compactos, podemos supor sem perda de generalidade que C,, e f(C))
sao conjuntos compactos. Desta forma, mostraremos que, para todo z € C,, existe J, > 0 tal
que f(B(x,d,) N C,y) é um conjunto de medida nula.

Como posto(df(z)) = p, existe uma vizinhanga V' C R™ de x tal que posto(df(y)) > p,
para todo y € V e, através de uma mudanca de coordenadas adequada, podemos escrever
R™ = R? x R"? de modo que m; o df(y) : R™ — R? seja uma transformagao linear sobrejetora
para todo y € V. Aqui, m; : R” = RP x R""P — RP denota a projecao canonica sobre a primeira
coordenada.

Portanto, a restricao my o f : V_— RP é uma submersao. Pelo teorema da fungao implicita,
existe um difeomorfismo local h : Uy x Uy — V, de classe Cm "+l sendo U; C RP, Uy C R™P
eV CV C R™ abertos e de modo que h satisfaz (m; o f) o h(u,v) = u. Portanto, temos que

foh(u,v) = (u, f(u,v)). (1.14)

Como h é um difeomorfismo, podemos supor sem perda de generalidade que f é como (1.14).
Assim,

(u,v) € Cp & dyf(u,v) = 0.
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Dado (ug,vg) € Cp, consideramos F,, := {(ug,v) | v € R™P}. Logo,
f(Fuo N Cp) - {UO} X ﬁto(N>7

onde Foy(v) i= Flug,v) ¢ N = {v € U | dfiy(v) = 0}.

Temos que f,, : Uy C R™? — R"? é de classe C™ "1, Além disto, como n—1 > p, temos

que m —n > ’Z:g, o que implica que m —n+1 > %. Portanto, podemos aplicar Teorema

1.20 para concluir que ﬁO(N ) possui medida nula em R"™? | Vu, € U,. Utilizando Lema 1.22,
obtemos que f(C},) tem medida nula em R", o que termina a prova. O

Em [36], Whitney mostrou que a hipotese sobre a classe de diferenciabilidade deve ser
considerada no Teorema de Morse-Sard. Depois da demonstragao de Sard do Teorema 1.1,
outros trabalhos em busca de generalizagoes apareceram. Por exemplo, em [24], C. Moreira
apresenta uma generalizagao do Teorema de Morse-Sard considerando a medida de Hausdorff
e também mostrando a necessidade da hipdtese de diferenciabilidade no Teorema 1.1.

O Teorema 1.1 garante que f(crit(f)) possui medida nula, mas ndo garante por exemplo
que este conjunto é fechado. Em efeito, o proximo exemplo mostra uma fungao de classe C*°
tal que f(crit(f)) é denso em R.

Exemplo 1.23. Primeiro vamos construir uma func¢ao f : R — R de classe C*° com suporte
no intervalo (—1/2,1/2) tal que f(0) =1 e f'(0) = 0. Seguindo [19], consideramos a fun¢ao
a(t) = exp(—1/t), para t > 0, e a(t) = 0 para t < 0. A fungio «(t) é de classe C* em
R\ {0} e a suas derivadas de todos as ordens convergem para 0, quando t — 0. Logo a é
de classe C*. Considere agora a fungao B(t) = a(t +1/2) - a(—t — 1/4). Temos que B(t) =
exp([(t+1/2)(=t — 1/4)]7 "), quando —1/2 < t < —1/4, e B(t) = 0, caso contrdrio. Assim,
tome b = fj;o B(s)ds = f:ll/;ﬁ(s)ds e a fungao

1 +o0

W=7 [ s

¢ de classe C* tal que 0 < y(t) <1 e~(t) =1 parat > —1/4 . Entdao definimos f : R — R
como f(t) = v(—|t|). Para terminar, note que v € constante perto de t = 0. Portanto f é de
classe C* e satisfaz as condi¢oes mencionadas.

Considere também qi, qs, . .. uma ordem de Q. Agora considere a fungao
g(x) = anf(x —n).
neN

Como f € C*, entdo g € C*>. Note que se m € N entdo g(m) = ¢,, e g'(m) = 0. Portanto,
N C crit(g) e f(N) = Q. Logo, Q C f(erit(f)) .

Observacgao 1.24. Seja f : R* — R € uma funcao semi-algébrica de classe C"™. FEntao o
congunto f(crit(f)) € semi-algébrico. Pela Proposi¢ao 1.4, f(crit(f)) é uma unido finita de
pontos e de intervalos. Por wltimo, pelo Coroldrio 1.21, seque que f(crit(f)) é um conjunto
finito de pontos.



Capitulo 2

Teorema de Rabier

Um objetivo no estudo de Topologia Diferencial é entender propriedades e resultados globais.
Um conceito global relacionado ao trabalho que consideraremos nos préximos capitulos ¢ a
nocao de fibragao, que apresentamos a seguir:

Definicao 2.1. Seja f : K* — K™ uma aplicagao continua, n > m, onde K = R ou C.
Dizemos que [ é uma fibragao trivial em y € K™, se existe uma vizinhanga U C K™ de y e um
homeomorfismo h : U x f~(y) — f~Y(U) tal que foh = Py. Onde By :U x f~(y) > U € a
projecao sobre o primeiro fator.

Em outra palavras, f € uma fibracdo trivial em y € K™, se o diagrama a sequir comuta

Ux [ y) L U

R\lf

u

De modo natural, a definicdo acima se estende para aplicacoes definidas entre variedades
suaves. Relacionado a nocao de fibracao, temos o Teorema de Ehresmann que diz: se M, N
sao variedades suaves de dimensao finita e f : M — N € uma aplicacao propria e submersao,
entao f € uma fibragcao trivial em todo y € N. Sendo que prépria significa que a pré-imagem
de qualquer conjunto compacto de N é ainda um conjunto compacto de M.

Em 1997, P. Rabier [32] generaliza o Teorema de Ehresmann para o caso de dimensao infi-
nita, introduzindo os conceitos de submersao forte e niicleos uniformemente separados, obtendo
diferentes aplicacoes, entre elas um teorema de funcao implicita global e ideias para uma teoria
de pontos criticos generalizados.

Neste capitulo, apresentamos uma versao particular do Teorema de Rabier (Teorema 2.5).
A demonstragdo que apresentaremos deste resultado foi dada por Z. Jelonek [10]. Para apre-
sentarmos o Teorema de Rabier precisamos das definigoes a seguir.

Relacionada a Defini¢cao 2.1, temos:

Definicao 2.2. Seja f : R" — R™ uma aplica¢ao continua, n > m. Dizemos que um valor
y € R™ é um valor tipico de [ se [ € uma fibragao trivial em y. Caso contrdrio, dizemos que y
¢ um valor atipico de f. Denotamos o conjunto dos valores atipicos de f por B(f) e chamamos
este conjunto de conjunto de bifurcacdo de f.

A defini¢ao a seguir é devida a [32]:

Definigao 2.3 (Funcao de Rabier). Consideramos L(K",K™) o conjunto das transformagoes
lineares de K" em K™, onde K = C ou K =R. Seja A € LIK",K™). Definimos:

v(A) = inf [[A%|],

llell=1

13
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onde A* : (K™)* — (K")* denota a adjunta de A é (K9)* denota o espaco dual de K7 .
Com a fungao definida acima temos:

Definicao 2.4. Dada f : K* — K™ wma aplicagdo diferenciavel, n > m. Definimos os
sequintes dois conjuntos:

Ko(f) == ferit(f)),

onde crit(f) denota o conjunto dos pontos criticos de f (veja pdgina 3) e
Ko(f) ={y € K™ : Jz; € K" tal que |x;| — oo, f(x;) = y e |z|v(df (x;)) — 0}.
Com isso definimos o conjunto K(f) = Ko(f) U K (f).

O conjunto K (f) é chamado de conjunto de valores criticos assintéticos. Com as defini¢oes
acima apresentamos a seguir o Teorema de Rabier, cuja prova serd dada na secao 2.2.

Teorema 2.5. Seja f : K® — K™ uma aplicacio de classe C* para K = R, ou holomorfa para
K =C. Entao

B(f) € K(f) = Ko(f) U Koo (f)-

A funcao v na Definigao 2.3 permite definir o conjunto K (f) = Ko(f)U K (f) da Defini¢ao
2.4 que é uma extensao do conjunto de valores criticos e que também contém os valores criticos
assintoticos, chamamos de conjunto de valores criticos generalizados. Neste capitulo apresenta-
mos fungdes equivalentes a v (veja Defini¢oes 2.15, 2.21, e 2.24) e que podem ser utilizadas para
definir o mesmo conjunto K (f). Em [32], P. Rabier prova para aplicagoes entre variedades de
Finsler que o conjunto de bifurcagdo de uma aplicagao B(f) é um subconjunto do conjunto de
valores criticos generalizados K(f). Seguimos Jelonek em [10] para apresentar o Teorema de
Rabier para aplicacoes de R” em R™.

Na secao 2.1, apresentamos propriedades e fungoes equivalentes a v. Na secao 2.2 apresen-
tamos uma prova do Teorema 2.5. Na secao 2.3 apresentamos o Determinante de Gram com
algumas propriedades que foram utilizadas na secao 2.1.

2.1 Funcao de Rabier

Nesta se¢ao, provaremos uma equivaléncia entre a funcao de Rabier, da distancia de Kuo,
do nimero de Gaffney e do numero ¢, além de algumas propriedades destes nimeros (veja
Definigoes 2.3, 2.15, 2.21 e 2.24). Para a prova destas equivaléncias, na segao 2.3 apresentamos
a definicao do determinante de Gram que sera utilizada na demonstracao da equivaléncia entre o
nimero de Gaffney e a distancia de Kuo (veja Proposicao 2.23). No que segue nesta dissertacao
denotamos por || - || a norma usual.

2.1.1 Propriedades e equivaléncias de v

Em [32], a fungdo v definida em Definigao 2.3 é utilizada para o estudo do conjunto de bifurcacao
(veja Definigao 2.2 e Teorema 2.5).

Nesta secao, mostraremos interpretacoes geométricas da funcao v, como por exemplo Pro-
posicao 2.13 e Proposicao 2.14, além de propriedades interessantes da funcao v. Comecamos
com o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Seja A € L(K",K™). Sao equivalentes:

(i) A € sobrejetora.
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(ii) Ewiste uma constante ¢ > 0 tal que:

lell < cl|A%pl|, para todo ¢ € (K™)*.
onde (K™)* € o espaco dual de K™ e A* é a adjunta de A.

O Teorema 2.6 é um resultado classico de Andlise Funcional cuja prova pode ser vista,
por exemplo, em [4, Theo II.19]. A seguir caracterizamos a nulidade da fungdo v com a
sobrejetividade do operador A.

Lema 2.7. Seja A € L(K",K™). Temos que v(A) > 0 se, e somente se, A € sobrejetora.

Demonstragao. Suponha v(A) > 0. Segue pela Defini¢ao 2.3 que

v(A) < |47

A igualdade acima implica

,H —llAl], Yo € (K™)" e p # 0.

[l H@H

1
< ——||A%p]].
lell < Soglatel

Logo, a condigao (ii) do Teorema 2.6 ¢ satisfeita para ¢ := v(A)~!. Portanto, pelo mesmo

Teorema 2.6 concluimos que A é sobrejetora.
Agora, suponha que A é sobrejetora. Pelo Teorema 2.6, existe ¢ > 0 tal que

1A%l > ¢ Ylpl], Y € Y™
Esta desigualdade e Definicao 2.3 implicam que
v(A) >

0 que termina nossa prova.

A Proposicao 2.8 mostra propriedades tteis para o decorrer do trabalho.
Proposicao 2.8. Sejam A, B € L(K", K™).
(i) Sem =1, entao v(A) = ||A]|.
(i) Se A € GL(K",K"), entio v(A) = ||[A7Y|™'. Onde GL(K",K") € o conjunto das matrizes

mvertiveis.
(i) A fungdo v é 1—Lipschitz. Isto é, |v(A) —v(B)| < ||A— B||.

Demonstragao. Primeiro mostremos o item (i). Se A nao é sobrejetora, temos que A é o

operador nulo e portanto ||A|| = 0. Por outro lado, segue pelo Lema 2.7 que v(A) = 0.
Assim, se A nao é sobrejetora, a prova segue. Suponhamos agora que A é sobrejetora. Sejam
1, 2 € K* tais que ||¢1|| = 1 e @2 é ndo nula. Afirmamos que

* « P2
A% = [[A" |-
2|l

De fato, como dim(K*) = 1, existe ¢ € K tal que ¢y = cp;. Logo,

(2.1)

g P2 1 el A" ]| .
1A | = [lA" | = = [[ A% ]
(2]l ch I ]
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o que prova a igualdade (2.1). Em particular, para ¢; = Ik, ou seja considerando ¢; como
sendo a identidade de K em K, obtemos com a igualdade (2.1) que

inf [[A%pl| = [[A%@n]].

[ll|=1

Mas, como A*p; = IgA = A, concluimos que

inf || A"l = [|A]l.

llell=1

Pela Definigao 2.3, segue que v(A) = ||Al|, o que mostra item (i).
Para (ii) lembremos que ||A*|| = ||A]| e (A71)* = (A*)~L. Portanto, segue:

1
inf ||A%p|| =
Hsollle I Sup| =1 |1 (A*) 1ol
1
(A=) =]
=A™,

o que mostra o item (ii).
Para terminar a prova, temos que provar que o item (iii). Ou seja, temos que provar que

[(4) = v(B)| < ||A - BI|, VA, B € L(K",K™).

Mas, para quaisquer A, B € L(K",K™) e ¢ € (K™)*, com ||¢|| = 1, temos a seguinte
desigualdade:
1Al = [[B | — [[(A" = B)¢]]. (2:2)

Como ||C]| = [|C*]|, para qualquer C' € L(K™, K™) (veja por exemplo [9]), temos que ||B*¢|| —
[|(A* — B*)o|| > ||B*¢|| — ||]A — B|| > v(B) — ||A — Bl|. Esta desigualdade e (2.2) implicam
que:

V(4) > u(B) — | A— B|.

Consequentemente
|A = B[ > v(B) = v(A).
Similarmente, trocando A por B, mostra-se que ||A — B|| > v(A) — v(B). Portanto, temos
v(A) —v(B)| < ||A - B,
0 que termina a prova. O

Agora provaremos que v(A) pode ser interpretada como a distancia do operador A €
LK™ K™) ao conjunto singular de L(K™ K™) assim definido:

Definigao 2.9. Definimos X2 como o conjunto das transformagoes lineares B € L(K™ K™) tais
que B nao € sobrejetor. O conjunto 3 é chamado de conjunto singular de L(K"™ K™).

Os préximos trés lemas serao tuteis para a prova de que v(A) é exatamente a distancia de
A ao conjunto ¥ (veja Proposigao 2.13).

Lema 2.10. Seja ¢ € (K™)* com ¢ ndao nula. Sey € K™ € tal que p(y) = 1, entao:

K™ = ker(¢) @ (y).
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Demonstracao. Suponha z € ker(p) N (y). Entdo ¢(z) = 0 e z = ¢y para algum ¢ € K.
Logo 0 = ¢(2) = cp(y) = ¢, o que mostra que z = 0. Agora, dado w € K™, escrevemos
w = (w— p(w)y) + ¢(w)y. Temos que (w — p(w)y) € ker(y) e p(w)y € (y). Portanto, o lema
vale. O]

Lema 2.11. Seja ¢ € (K™)* com ¢ nao nula. Para todo y € K™, temos:

dist(y, ker(¢)) = o)l

~lgll

Demonstragao. Para qualquer = € ker(¢), pela definigdo de norma, temos ‘(b (ﬁ)‘ < ||9|], o

que mostra que

oWl _
Tor <l ==l

[l < dist(y, ker(¢)).

9]l

Para a outra desigualdade, considere uma sequéncia {x, }nen tal que |¢(722-)| — |[|@]| e os

M
vetores x" =y — %xn € ker(¢). Logo, temos

Consequentemente,

disy. ker(@) < nt [y~ 71| =ty — (v~ 5250 )|

¢(xn
. xn
= |¢(y)llgfll¢(xn>!!
[¢(y)]
el
0 que termina a prova. O]

Lema 2.12. Seja A € L(K™,K™) um operador sobrejetor e € > 0. Entdo

dist(A,X) <v(A) +e.

Demonstragao. Dado € > 0, segue da Defini¢ao 2.3 que existe ¢ € (K™)*, com ||| = 1, tal
que

[lpe 0 Al| < v(A) +e. (2.3)

Considere y, tal que ¢ (y.) = 1. Pelo Lema 2.10, temos K™ = ker(p.) ® (y.). Consideremos
a projecao canonica p. de K™ sobre (y.) e a aplicagao linear B, := A — p. o A.
Logo, para todo x € K" existem k € ker(y.) e ¢ € K tal que A(x) = k + cy.. Portanto:

Be(z) = A(z) — pe o A(x)
= (k + CyE) - pe(/{: + C@/E)
= (k+cye) — cye
= k.

Das igualdades acima, concluimos que Im(B.) N (y.) = {0} e consequentemente B, nao é
sobrejetor, ou seja, B, € X. Segue entao que vale:

dist(A, %) <[|A = Be|| = [lpe o All = sup [|pe o A(x)]] = [[yell|le o All, (2.4)

lll=1
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sendo que na tltima desigualdade usamos o fato de que p. o A(z) = (¢, o A(x))y., V.
De (2.3) e (2.4), concluimos:

dist(A,Y)

o < lleco Al <) e

Pelo Lema 2.11, temos dist(y., ker(ye)) = % =1
Entao existe uma sequéncia u,, € ker(p.) tal que ||y, — u,| é uma sequéncia decrescente e
que converge para 1. Agora, definindo y” := y. — u,,, temos ¢ (y") = 1 e desta forma aplicando

0 mesmo processo a sequéncia crescente {y!'} obtemos

dist(A, YD)
[lyell

Como [|y”|| converge para 1, segue que

<v(A)+e,

dist(A, ) < v(A) + e,
0 que termina a prova. O
Finalmente, temos a seguinte interpretacao para v:
Proposicao 2.13. Seja A € L(K",K™). Entdo
V(A) = dist(A, ).

Demonstragao. Segue da Proposicao 2.8 que |v(A) — v(B)| < ||A — B||, para qualquer B. Se
B € 3, temos pelo Lema 2.7 que v(B) = 0 e consequentemente obtemos a seguinte desigualdade:

v(A) < [|[A- Bl
Portanto, a igualdade acima garante que:
v(A) < dist(A,X).
O fato de que v(A) > dist(A, X) segue pelo Lema 2.12 e isto conclui a prova. O

No proximo resultado apresentamos mais uma interpretagao geométrica da fungao v:

Proposicao 2.14. Seja A € L(K",K™). Temos:
v(A) =sup{r > 0:B™(0,r) C A(B"(0,1))},
onde B1(0,r) representa a bola em K9 com centro na origem e de raio r.

Demonstragao. Denote R :=sup{r > 0: B™(0,r) C A(B"(0,1))}.

Primeiramente vamos provar que v(A) > R. Para isto, considere r < R, e > 0 e ¢ € (K™)*
com ||¢|| = 1. Denotamos por y € S771(0,r) = {z € K?| ||z|| = r}. Logo, existe y € S™ (0, r)
tal que |p(y)| > 1—e. Sejar <7 < R. Temos que r'y € S™1(0,7") e |o(r'y)| > |¢o(ry)|. Pela
definicao de R existe z € B™(0,1) tal que Az = r'y e portanto obtemos:

lp(Az)| = rle(y)] > r(1 —¢),

que implica
o Al = r(1 — ), Ve > 0.

Como 7, € e o sao arbitrarios, segue que v(A) > R.
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Agora, mostremos que v(A) < R. Para isto, fixe e > 0 ey € B™(0,R+¢€) \ A(B"(0,1)).
Defina H = A~ '((y)). Entao Ay define o funcional A\ € (H)* tal que A(h) = A(h)y, para
h € H. Pelo Teorema de Hahn-Banach (veja [12], Teorema 4.2-1) A pode ser estendido a K"

de tal forma que se X é a extensdo de A, entdo ||\|| = ||A|].

Afirmamos que |[A|| < 1. De fato, se supormos que ||A|| = ¢ > 1, entdo, como |||| = ||\,
existe uma sequéncia {h,} € H com ||h,|| = 1 tal que |[A(h,)|| = [|A(hn)|| — c. A menos de
subsequéncia podemos supor que existe € K tal que h, — = e ||z]| = 1. Logo A(z) = .

Considere agora o elemento £ € B"(0,1). Temos A(£) = A(%)y = y o que é uma contradigio
com o fato de que y € B™(0, R+ ¢) \ A(B"(0,1)). Portanto temos ]| < 1.
Continuando com a prova, considere B, = A — Ay € ¥, pois B, nao atinge y e
1A= Byl =Ml < llyll < R+e.

Portanto dist(A,Y) < R+ e. Segue da Proposicao 2.13 que v(A) < R+ €. Como € é arbitrario,
concluimos que v(A) < R, o que termina a prova. O

2.1.2 Funcao de Kuo

Em 1972 T.C.Kuo [16] estudou caracterizacoes de jatos para fungoes reais. Para isso apresentou
a Defini¢do 2.15. Seguindo [17] utilizamos a distancia de Kuo para provar Teorema 3.1. Na
Proposigao 2.18 provamos a equivaléncia de v com a distancia de Kuo. Seguindo [17] utiliza-
remos tal equivaléncia no Capitulo 3 para provar o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2. Comecamos
com a definicao e alguns resultados preliminares:

Defini¢ao 2.15 ([16], pagina 116). Sejam ny,...,n. de vetores K". A distancia de Kuo entre
esses vetores € definida da sequinte forma

K- me) = min dist (i, ((0;)5i)),
onde ((n;);2) denota o espago vetorial gerado pelos vetores (1;);zi-

O seguinte lema sera utilizado para relacionarmos as fungoes v e a distancia de Kuo, veja
Proposicao 2.18.

Lema 2.16. Seja (£1,...,&) uma base ortogonal de K* e v € S¥71(0,1) entdo:
(i) Ewiste ig € {1,...,k} tal que ﬁ“fzo” < [, &y ) |-

(i) Seja (ey,...,ex) uma base ortonormal de K* e escreva por € o elipsoide definido nessa
2
base por {x:Zle (z—) :1} onde 0 < |ay| < -++ < lag] € RY , para 1 < i < k.

Suponha que & € € para 1 < i <k . Entdo mini<;<;, ||&]| < VE|ad].

Demonstragao. Comegamos com a prova do item (i). Tome u tal que |ju|| = 1. Como (&1, ..., &)
é uma base ortogonal de K¥, segue pela desigualdade de Bessel (veja [9]) que:

(o)
el

2
>

k

L=lul®=7

=1

2

Assim, existe ig € {1,...,k} tal que

“ e

e il =}
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Consequentemente
1€,
|<u, gzo>| > \/ZE )
o que prova o item (i).
Agora a prova do item (ii). Pelo item (i), tomando u = e;, obtemos que existe iy € {1,...,k}

tal que:

1
ﬁ“fioﬂ < [{e1 s &i)l- (2.5)

Como &, € &, temos que

com x; = |{e; , &,)| e portanto

T

» §1:>I‘1:|<€17€i0>|§|a1|'
1

Esta ultima desigualdade e (2.5) implicam que:
1€ ll < Vlaa.

Tomando o minimo, obtemos

min [|& < Vklail,

1<i<k

o que termina a prova do item (ii). O
A Proposicao 2.18 mostra que v e k sao equivalentes no seguinte sentido:

Definigao 2.17. Sejam f e f' duas fungoes definidas sobre L(K™, KF) dizemos que f é equiva-
lente & f' e escrevemos f ~ f', se existem constantes c,d > 0 tais que para todo A € L(K", KF)
vale a desigualdade:

d-f(A) < f'(A) <c- f(A).

Proposicao 2.18. Seja A = (Ay,..., Ay) € L(K",K*). Parai € {1,...,k} denote por n; a
linha A;. Entao
V(A) < “(7717 cee 777k) < \/EV(A)

Demonstracao. Primeiro se A nao for sobrejetora, entao pela definicao 2.15 de x temos que
K(m,.-.,m) = 0 e pelo Lema 2.7 v(A) = 0 e a desigualdade segue. Por outro lado, se A for
sobrejetora, entao para cada 1 <17 < k, defina

Vi={z eK" : (x,n;) =0,j #i}.

Entao V; = ((n;),2:)" (veja [9] pagina 285) e portanto V- = ((n;),£i)-
Temos o seguinte fato geométrico:

dist(n;, Vi~) = ||y, (m:), (2.6)

onde Py, : K* — V; é a projecio sobre V;. De fato, como V;* = ((1;);z) temos que
Py, (ni

dist (Vi) = dist(, ((17);1)) = | 2201 = | P (), com ;= (s € V; unitdirio.
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Consideramos para cada i € {1,...,k}, o vetor z; € V; N S(0,1) como acima. Desta forma,
{z1,..., 2%} é um conjunto ortonormal de K" e tal que |(z;, n;)| = || Pv;(m:)]|-

Defina & = A(x;) = Ai(xi)er + - - Ap(x)er = Aij(x) e; = (z;, miye;. Assim {&, ..., &} é
uma base ortogonal de K* e satisfazem ||&|| = || Py (n;)]|-

Agora, dado ¢ € (K*)* com ||| = 1, temos que |[@A(z;)|| = {(p,&). Pelo Lema 2.16,
existe i € {1,...,k} tal que \/LEHSZOH < Kp,&,)|. Com esta desigualdade e pelo fato que
H&OH = HPVz'(nio)Hv obtemos:

1P, (20| < VEIlA.

A desigualdade acima, a defini¢ao de x e (2.6) implicam

K0, me) < VE[pA.

Como ¢ ¢é arbitréaria, obtemos:

k(.. ome) < VEv(A). (2.7)

Mostremos agora a desigualdade v(A) < k(m,...nx). Para cada i € {1,...,k}, consi-

deramos o funcional ¢;(y1,...,yx) = ;. Entdo ||¢;]| = 1, para todo i, e vale ||@ Al =

&l = [|[Pv,(m)|| = dist(n;, V/h), onde a tltima igualdade segue de (2.6). Logo, v(A4) <
ming <;<x || Py, (m:)|| = (01, . .., M), e portanto:

v(A) < k(... ) < VEv(A).
L]

Definigao 2.19. Seja A = (A4, ..., Ay) € LK™, K*) e sejam n; as linhas A; de A. Definimos

K(A) == k(N1 ... Mk).

Corolario 2.20. Seja kK como na Definicao 2.15 e seja v como na Definicao 2.5. Entao k ~ v.

2.1.3 Numero de Gaffney

Nesta secao mostraremos que, a distancia de Kuo, o nimero de Gaffney e ¢’ sdo fungoes sobre
aplicagoes lineares que estao relacionadas com a fungao v.

Definigao 2.21 ([6], pagina 158). Sejam A € L(K",K™), com n > m, e a = [a;;] a matriz
de A. Considere I = (iy,...,iy) um multi-indice de ordem m, com 1 < i) < ... < iy, < n.
Definimos M; o menor de ordem m x m da matriz a dado pelas colunas indexadas por I.
Dado wm multi-indice J de ordem m —1 x m — 1, definimos M;(j) o menor de a de ordem
m — 1 xm — 1 dado pelas colunas indexadas por J e deletando a j-ésima linha. Se m = 1,
definimos M;(j) = 1.
Definimos o nimero de Gaffney para A como seque:

(O [M*)' 2
(51 My (7))

No caso em que o denominador da expressao acima se anular, definimos g(A) = 0.

g(A) =

Segue um exemplo para calcular o numero de Gaffney.
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Exemplo 2.22. Considere a aplicagio polinomial f : R® — R? definida por f(x,y,z) =
(ry — 1,y%2). Assim

z 0
df(.f(],y,Z) = |:g 23/2 ,y2 :| .

Sejam I, = (1,2) , Iy = (1,3) e I3 = (2,3) os multi-indices de ordem 2. Assim

2
T
’Mh‘zz‘g 2yz :4’y422"
2
y 0
P =] g o | = e
2
z 0
Ml = g | =l

Agora sejam J; = (1) , Jo = (2) e J3 = (3) 0s multi-indices de ordem 1 . Entao |My, (1)]* =
97, M5, (2)17 = 0, [My,(1)]* = |27 , [My,(2)]F = 4]y?2%|, [My()P =0 e [My(2)* = [y'].
Com isso obtemos que

Aly* 2| + |y°| + 22y
d p— .
g( f(a:,y,z)) |y2‘+|$2‘+4’y222‘+‘y4‘

Proposicao 2.23. Seja A € L(K",K™), n > m. Entio g(A) ~ k(A).

Demonstragao. Note que dist(n;, ((nj);-)) na notagdo da Definicao 2.36 (ii) é o hy portanto
pela Proposicao 2.35 e a Observagao 2.37 temos

ist(n; N (G({mi}ieqi,..., m))Y? B (27| My|?)Y/? (37| M;[2)1/2
dist(n;, ((n));)) = (G({nj}#i))uz - (2, M, () 2)1 72 > S )P

sendo que a segunda igualdade segue da Proposi¢ao 2.41. Tomando minimo, obtemos a desi-
gualdade x(A) > g(A). Por outro lado, existe iy tal que (XM (ig)|?)"/? é maximo. Logo,

(gl My(DP)2 = (2,(S[ My (r) )2 < V(S| My i) )2,
o que implica

(3| My |?)/?
(XM (i0)|?)4/2

g(A) >C = CdiSt(nim <(77j)j752'0>) = C’%(A)’

onde C'=1/4y/m. Com esta ultima desigualdade concluimos a prova. ]

Definigao 2.24 ([10], definigao 2.3). Seja A € L(K",K™), com n > m. Seja a = |a;;] a matriz
de A. Definimos o sequinte niumero:

/ . |MI|
g (A) = max{minjc;———1},
W) = mazrminci iy Gy

onde My, M;(j) sdo definidos como em Defini¢ao 2.21. Se todos M;(j) sao zero, definimos
g9'(A) =0.

Proposigao 2.25. ¢ ~ g.
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. . o . . . . M

Demonstracao. Fixemos um indice I = (i,...,%,) e consideremos os nimeros ﬁ, onde
. ;o M

J C I. Como M;(s) é um menor de M; de ordem (m —1xm — 1), temos que os nimeros #

sao elementos da matriz A(I)~", onde A(J) = [a;k], .., re; - Pelo item (ii) da Proposicao 2.8
e o fato de que todas as normas em um espaco vetorial de dimensao finita serem equivalentes

temos:
. | M|
——— ~v(A(l
minser gy~ Y AD)

sendo que a dltima desigualdade segue da Proposigao 2.14 e o fato de que A(I) ser restri¢ao de
A.

Pela Proposigao 2.23 existe uma constante ¢; tal que k(A) < ¢19(A) e pela Proposigao 2.18
existe uma constante ¢y tal que v(A) < cakr(A), obtemos que existe uma constante C' tal que
g'(A) < Cg(A).

Por outro lado, existe [ tal que o menor M, é maximo. Portanto

o que completa nossa demonstracgao. O

Proposicoes 2.18, 2.23 e 2.25 mostram que os numeros v, k, g e ¢’ sdo equivalentes. Portanto
o conjunto de valores criticos generalizados pode ser descrito em termos de qualquer um destes
niumeros. Observamos que v é utilizado por P. Rabier, para demonstrar o Teorema 2.5. Por
outro lado, Z. Jelonek demonstra em [10] uma versao do Teorema 2.5 para aplicagdes de R™ em
R™ utilizando o nimero ¢’. Em [17], os autores utilizam « para provar Teorema 3.1 e Teorema
3.2. Gaffney utiliza o numero g para provar um teorema de fibragao para fungdes polinomiais
complexas em [6]. Observamos também que em [16], T. C. Kuo utilizou s para caracterizagoes
da v-suficiéncia de jatos.

2.2 Prova do Teorema de Rabier

Apresentamos nesta se¢ao a prova do Teorema de Rabier (Teorema 2.5) seguindo a prova dada
por Z. Jelonek em [10]. Comegamos com os seguintes lemas que serao uteis para a prova do
Teorema 2.5.

Lema 2.26. Sejam U C K" um conjunto aberto e V : U — K" uma aplicacao suave. Suponha
que existam constantes R > 0 e M > 0 tais que para todo x € K™ com ||z|| > R temos que
|V (2)|| < M||z||. Considerey € U e a sequinte equagio diferencial:

Z'(t) = V(x), z(0) = y.

Seja x(y, t) uma solug¢ao da equagao diferencial acima, comt € [0,ty). Entdo a sua trajetoria
¢ limitada. Em particular, temos que a trajetoria estd definida para todo t > 0 ou intersecta a
fronteira OU de U.

Demonstragdo. Considere r(t) = ||z(y,t)||*. Temos que provar que r ¢ limitada. Por con-
tradicao, assuma que existe uma sequéncia de pontos t; tais que r(¢;) — oo quando t; — t.

Considere N um valor regular de r tal que N > R. Como N é um valor regular, temos que
a sua pré-imagem r~*(N) é no maximo um conjunto enumeréavel 7~} (N) = {wy,ws, ...}. Logo,
para cada w; € 7~ }(N), temos dois casos possiveis:

(i) r(t) < N para todo t € [w;, wiy1).
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(ii) r(t) > N para todo t € [w;, w;41).

Se w; 41 nao estiver definido, escolhemos w; 1 = ty. O caso que interessa é o caso do item (ii).
Temos

r'(t) = 2{x(y, 1), 2'(y, 1)) < 2/l"(y, Ol|la(y, Ol < 2M[Ja(y, )| = 2Mr (1),

onde a tltima desigualdade segue do fato de que ||V (z(y,t))|| < M||z(y,t)|| , YVt € [w;, wit1).
Portanto [In(r(¢))]' < 2M. Integrando esta desigualdade de w; até ¢ e aplicando a exponen-
cial, obtemos:

T(t) < r(,wi>e2M(t7wi) — N62M(t7w¢) < N€2M(t7w1).

Desta forma, a desigualdade acima mostra que o conjunto {r(t) : w; <t < to} é limitado,
o que é uma contradicao e a prova segue. O]

Lema 2.27. Seja f : R" — R™ uma aplicagdo diferencidvel, entio K(f) e Ko (f) sao fechados.

Demonstracao. Tome uma sequéncia {y; }neny em K(f) (em Ko(f)) convergindo a y. Vamos
provar que y € K(f) (em K(f)): Como y; € K(f) para todo i € N, entao para todo i existe
uma sequéncia {z}} tal que f(zy) — v e [|zg) ||v(df(x})) — 0, quando k — co. Assim, para
N € N dado, tome zy = a3 tal que |yy — f(zp )] < + e ||lzp [[v(df(z),)) < +. Entdo
||z [Jv(df (27 ) = 0 quando N — oo e limy o f(2n) = y. De fato,

ly— flan)| < |y —un| + luv — f(z2))]

<e+ !
6 J—
- N

0 que termina a prova do lema.

Estamos prontos para apresentar a prova do teorema de Rabier:

Prova do Teorema 2.5. Seja a ¢ K(f). Sem perda de generalidade e para simplificar notagoes
vamos supor que a = 0. Como K(f) é fechado (Lema 2.27 ), temos que existem R > 0, € > 0,
n > 0 tais que, para todo x com ||z|| > R e || f(z)|] < n vale:

| M|
|M;(5)]

onde M; é o menor de df (z) indexado pelo multi-indice I. Mais ainda, existe w > 0 tal que se
x com ||z]| < R e ||f(x)|| < n entdo max|M(z)| > w.

Tome U = {y € K™ : ||y|| < n} eseja ' = f~1(0). O objetivo é provar que f~H(U) =T x U
e ap6s uma mudanca de coordenadas f é a projecao

mazx{min;cr||z|| } >,

I'xU —U
(7, u) = .

Para isto, definimos os seguintes dois conjuntos:

| M|

Ur = {z € f_l(U) 2 se ||z]| > R, entao minjcr||z|| |M;(5)|

> €, sellz|| < R, entao |M(z)| > w}
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e

| M|

Vi={z € f1(U):sellz|| > R,entao min ;||| M (5)]

< €/2, se||z|| < R, entao |M(x)| < w/2}.

Pela definicao Uy e V; sdo conjuntos disjuntos e fechados. Além disto, como K" é um espago
normal, existe uma fungao oy : K" — [0, 1] de classe C* tal que 6y =1 em Uy e 6y = 0 em V7.

Consideramos a cobertura de f~!(U) dada pelos conjuntos H; = {x : §; > 0} e definimos
6= 216[ (§ A[ = 51/5

Tome y = (y1,..-,Ym) € U. Escolha o indice I = (1,...,m) e considere o seguinte sistema
de equagoes diferenciaveis:

Denote M (i) := My, para J = I \ {k}. Pela regra de Cramer, temos:

' (t)= > (1) g My /M,
k=1
)= > (=1 Ry, /My,
k=1
‘T;n—&-l (t): Oa
()=

Escrevendo o sistema de uma forma mais simplificada, temos:

'(t) = Vi(y, (t)).

Assim
df (Vi(y, ) = y.

Similarmente, definimos V; para todo indice I = (i1, . .., i ). A seguir consideramos o campo
vetorial

Viz,y) = Z ArVi(z,y),
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definido em f~1(U).

Temos a seguinte estimativa:

V@) <> IIVi)ll

< (;) m?n/e

< 2mn/ellx|],

sendo a dltima desigualdade valida para ||z|| > R. Finalmente, consideramos a equagao dife-
rencial:
v(t) = Viy,z(t),  2(0) =7, (2.8)
com v € I
Portanto df (V(y,x)) = df (5;A;Vi(y, x)) = Zidf (AVi(y,z)) = SiAdf(Vily,z)) = y e
entdo, se z(t,y,7) ¢ solucdo do sistema (2.8), temos que f(z(t),y,v) = yt. Como y € U, temos
que a trajetéria z(t,y,7), t € [0,to) nao intersecta a fronteira f ~(U) para todo 0 <ty < d+1,
para algum 0 > 0. Logo, Lema 2.26 garante que a trajetéria x(t,y,) estd definida em [0, 1].
Como f(z(t,y,7)) = yt, entdo o fluxo de fase z(¢,y,7),t € [0,1] transforma f~'(0) = T' em
f~Hy) e pela simetria transforma f~!(y) em I'. Para terminar consideramos o difeomorfismo:

©:TxU>(v,y) = a(lyn) e f(U)
Portanto, 0 ¢ B(f), o que termina nossa prova. O

Exemplo 2.28. Considere a fungio polinomial f : R?* — R tal que f(z,y) = x(zy+1). Temos
que f710) = {(z,y) e R? : 2 = 0}U{(z,y) € R*: y = —1/x} possui trés componentes conexas.
Mas, para € # 0, temos que f~'(e) = {(z,y) € R? : (e — x)/2*} possui duas componentes
conezxas. Portanto 0 € B(f). Por outro lado, V f(x,y) = (2zy + 1,2%) e assim Ko(f) = 0.
Pelo Teorema 2.5, temos que 0 € K (f). De fato, considere x, — 0 ey, = —1/2x,. A
sequéncia (T,,y,) € R? satisfaz:

T || (e, )| P11 22 + La)|P = lim (@ + 92) (22090 + 1)° + 27)
= lim 2} + 22 /2 (2.9)

n—o0

=0.

Mais ainda B(f) = {0}. De fato, considere ® : R* x Ryg — f~1(Rsg) tal que ®(t,¢) =
(t,(e —t)/t?). Entao f(®(t,€)) =e€. Ou seja, temos que o sequinte diagrama comuta:

R* x Ry 2. fﬁl(R>0)

S b

onde Il € a projecio sobre R~y. De forma similar, podemos mostrar para R.q. Portanto,

B(f) = {0}.

Observacgoes

A prova do Teorema 2.5 apresentada primeiramente por Rabier em [32] utiliza no lugar de K (f)
o seguinte conjunto:

K(f) = Ko(f)UKux(f), (2.10)
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onde
[?Oo(f) = {y € K™ : dx; € K" tal que |z;|| = oo, f(x;) — y ev(df(z;)) — 0}.

Note que K(f) C [?Oo(f).

Nao obstante, o préprio Rabier comenta em [32, pdgina 76] que seu Teorema continua
verdadeiro se, na definicio de K. (f), substituirmos a condicao de v/(df (z;)) — 0 pela condigao
w(|x;|)v(df (z;)) — 0, onde w : [0,00) — [0,00) é qualquer fungao continua que satisfaz

/ < du
— =00
o wlu)
A prova apresentada neste trabalho é feita para a condigao ||z;||v(df(x;)) — 0 e que segue
a prova dada por Jelonek [10].

Observamos que em alguns casos o conjunto K (f) pode ser grande em comparacao a B(f)
e mesmo a K (f). Vejamos um exemplo para um polinomio de trés variaveis.

Exemplo 2.29 ([29], Exemplo 1.11). Considere o polinémio f : R® — R, dado por f(x,y,z) =
T+ 2%y + 2'yz. Temos que Ko(f) =0, Koo(f) =R e Koo(f) = {0}. De fato, temos:

Vi(x,y,2) = (14 2yz + 42’yz, 2 + 2z, 2'y).

Note que V f(x,y,2) # 0, para todo (z,y,z) € R?, o que mostra que Ko(f) = 0.
Por outro lado, temos K« (f) = R. De fato, considere a sequéncia {(—%,n, ) bnen- Logo,

Vf(=%,n,0) =0 e f(—5=,n,0) = 0, quando n — co. Portanto 0 € K (f).
Agora, dado a € R*, tomemos a curva:

= (320, r 0

252
Vale
f(va(s)) =a+s <1 — %1) — a,
e
Vf(7a.(s)) = (0,52 (% — 8%) ,2@32) — 0,

quando s — 0. Portanto, K+ (f) = R.
Para mostrarmos que K« (f) = {0}, consideramos:

Vf(z,y, z2) = (14 22y + da’yz, 2° + 22, 2'y) == (A, B,C).

Se supormos que t 0, et € K (f) e m = (x,y, z) seque que se |m|v(df(m)) — 0, quando
|m| — oo, entdo v(df(m)) — 0. Pela Proposi¢ao 2.8, isso significa que V f(m) — 0. Assim ndo
¢ possivel que x — 00 pois nesse caso, pelo fato de A, B — 0 entao y — 0 e z € limitado.Logo
tanto 2xy como 4x3yz vdio para 0 e assim A - 0, entdo x —+ oo. Por outro lado no caso em
que x tem limite diferente do 0, pelo fato de B,C — 0 teria que z,y sdo limitados, desse modo
xz — 0.

Agora como x(1 + 2xy + 4x3yz) — t e x — 0, entdo y — oo de fato se y € limitado entdo
A=1+azy+ 23yz + ay + 23yz + 223y2 — 0o, assim temos y — 0.

Como Im|V(f(m)) — 0, entdo |m|C — 0 em particular

2Byt — 0 (1) e 28%9%2% = 0(2)

. De (1) obtemos |z%y| := e(m) — 0, assim como (x+2x*y+4ztyz) — t, temos x*yz = t+46(m)
com § — 0 quando |m| — oo. Mas de (2) obtemos z'yz — 0, assim t = 0. Desta forma,
Koo(f) = {0}. Seque do Teorema 2.5, que o polindmio f é uma fibragao em cada componente
conexa de R*.
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Em [8], mostra-se que Koo(f) = Ko(f) para qualquer funcio polinomial f : K2 — K.
Usando este fato, mostremos um exemplo onde B(f) ¢ diferente do conjunto K (f).

Exemplo 2.30 ([34], Exemplo 3.4). Considere f : R? - R, com f(x,y) = 2z%y* — 9zy* + 12y.
Entao f nao tem pontos criticos, 0 € K (f), mas f é uma fibra¢ao sobre R.
De fato, Vf(z,y) = (dxy® — 9y?,6(zy)? — 18(zy) + 12) e para que este gradiente seja
9

zero devemos ter x,y # 0. Pela primeira componente, obtemos a condigao vy = 3. Mas

esta condi¢ao implica que a sequnda coordenada do gradiente € diferente de zero. Portanto,
Ko(f ) = 0. "

Por outro lado, mostremos que 0 € K(f) = K (f). Para isto, consideramos a sequéncia
{(@ns Yn) bnens = {(%nv %)}HEN*- Logo,

e também

quando n — co. Assim, 0 € Kuoo(f).
Sequindo [3]], consideramos a aplica¢ao

F:R? - R?,

tal que

Floa) = (o) o).

g(x,y)

onde g(z,y) = 22*y* — 9y + 12. Temos que F' = F~' e portanto F é um difeomorfismo. Isto
mostra que f € uma fibragao e consequentemente B(f) = ().

No Capitulo 3 provaremos que para aplicacoes semi-algébricas diferencidveis o conjunto
K(f) possui medida nula. E portanto K(f) pode ser visto como uma boa aproximagao para

B(f).
2.3 Determinante de Gram

O determinante de Gram esté relacionado com o volume do paralelepipedo formado pelos
vetores vq,...,v;. Essa relacao permite provar uma identidade conhecida como a Identidade
de Lagrange que apresentamos na Proposicao 2.41.

Definigao 2.31 ([22, Capitulo 38|). Dados os vetores vy,...vx € R, a matriz de Gram €
a matriz g(vi,...,vk) = [Gijliys onde cada gi; € o produto interno entre v; e v;. Ou seja,

gij = (vi,v;). Também denotamos a matriz de Gram dos vetores vy, ... v, como g({v; }1<i<k)-

Dados vy, v, v3, a matriz de Gram é dada por:

Q(U17U27U3) = <U27v1> <1)27/U2> <U2,U3>

Uma observacao que sera 1til nesta secao é a seguinte:
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Observacao 2.32. Sejam vy, ..., v vetores em RY. Considere a matriz A de ordem q X k, com
colunas vy,...,vg. Entao

g({vithi<i<) = A'A,

onde At representa a matriz transposta de A.

Definicao 2.33. Dados vy, ...,vr € RY, definimos o determinante de Gram como

G({viti<ick) = det(g({vihi<icr)) = det(A"A).
Proposicao 2.34. Se vy, ... v sdo vetores linearmente dependentes, entao G({v; }1<i<x) = 0.

Demonstragao. Como vy, . .., vy sdo linearmente dependentes, entao existe um vetor a = (ay, .. ., ax)
- k .
nao nulo tal que ) 7, a;u; = 0. Logo para todo j temos

k
Z(aﬂfj, v;) =0,
i=1

isto é a' estd no nicleo de g({v; }1<i<k). Portanto G({v;}1<i<k) = 0.
[

A Proposigao 2.35 fornece uma intuicao geométrica que sera formalizada na Proposi¢ao
2.38.

Proposicao 2.35. Sejam vy, ..., v, vetores em R, Se vy é perpendicular a vo, . .., vy, entao
G({vihick) = [ PG ({vi}osizh)-

Demonstragao. Se vy é perpendicular a vy, ..., v, entdao (vy,v;) =0, quando j # 1. Portanto

|Ul\2 0 0
0 ‘U2‘2 <7127’Uk>
g({viti<i<k) = .
0 (vgvg) -+ |ukf

Calculando o determinante pela primeira linha, obtemos:

G({vih<i<k) = [1?G({vi ba<i<k)-
]

A seguir apresentamos a nocao de volume de um paralelepipedo em R? e mostraremos a
seguir que o determinante de Gram estd relacionado com o volume do paralelepipedo dos vetores
Viy.oooy Uk

Definicao 2.36. Dados vy, ..., v, vetores em RY, definimos:

(i) O paralelepipedo formado pelos vetores vy, ..., v € R™ € 0 conjunto P [vy,...vx] formado
por todas as combinagoes lineares t1vy + - - -+ tpvp com 0 <t; <1, parai=1,... k.
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(ii) Para P [vq,...vy] definimos seu volume, denotado por vol(P [vy, ... vg]), como 0 sewvy, ..., vy,
sao linearmente dependentes. Se vy,...,vx, sao linearmente independentes definimos
vol(P [vq,...vg]) de forma recursiva em k da sequinte forma:

(a) para k =1, temos vol(P [v1]) := ||v1||;
(b) suponha definido vol(P [vy,...vy]), entdo defina

vol(P vy, ... v;]) = |hi|vol(P [vg, ... vk]),

onde hy = v — wy, sendo wy a projecao ortogonal de vy no espaco vetorial gerado por
Vo, ..., V.

Observacao 2.37. Note que se vy,...,v; sao linearmente independentes entdao

G({viti<i<k) = G({h1,va, ..., vk }),

onde hy = vy —wy com wy a projecao ortogonal de vy no espaco gerado pelos vetores va, ..., Vg.

De fato, considerando que hy € ortogonal ao espaco gerado pelos vetores vs, . .., v, temos:
(wi 4+ hi,wi +h1) (w1 +hy,v2) -+ (w1 + hi, k)
(w1 + hi1,v2) |2 (v, vg)
G({viti<i<k) = .
(w1 + hy,vk) (vk, v2) |vg|?
(wy,wi)  (wi,ve) - (wy,vk) (h1,h1) (h1,v2) --+ (h1,vg)
B (wy + hi,v9) v oo (o, k) N (wy + hi,v9)  Jva? oo (v, vk)
(w1 + hi,vg)  (vg,v2) e ol (wi+hy,op) (og,v2) - fogl?
(wi,wi) (wi,ve) -+ (wi,vg) 0 (wi,v2) -+ (w1, vg)
B (wi,v2)  Jve® o+ (vg,vp) N (hi,v9)  |va* -+ (v, v)
(wi,vE)  (vg,v2) oo |ogl? (hi,vk)  {(vg,v2) - |ogl?
(hi,h1) (hi,v2) -+ (h1,vg) (hi,h1) (h1,v2) -+ (h1,vk)
(hi,v9) o> -+ (v2,uR) N (wi,v2) o oo (v2,vp)
(hi,vk)  (vg,v2) -+ |ul? (wi,vE) (g, va) oo Jugl?
0 <w17 '02> e <w17 'Uk>
0 |wof> o (vo,up)
:G({wl,vg,...vk}) =+ : : : +G({h1,U2,.. ’Uk})
0 (vg,v2) -+ |ogf?
(h1,h1) 0 0
<w1,02> |U2\2 <U2,Uk>
(wi,v) (vg,v2) -+ |ogf?

:G({wl, v, .. ’Uk}) + G({hl, V9, .. ’l}k})
Sendo valida a penultima igualdade pela Proposi¢ao 2.3/ temos que G({v; }1<i<x) = G({h1,vq,... vk }).

Desta forma, temos a seguinte relagao entre o determinante de Gram e a defini¢ao de volume
apresentada acima:
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Proposicao 2.38. Sejam vy, ..., v, vetores em RY. Entdo
’UOl(P [Ul, . ,?Jk]) = \/G({Ui}lgigk)'
Demonstragao. A prova serd por indugao em k. Para k = 1, temos que vol(P [v1]) = ||v1]|. Por

outro lado, temos G(vy) = (v, v1), o que implica que vol(P [v1]) = /G (v1).

Agora, suponha a proposicao verdadeira para k — 1. Pela Defini¢ao 2.36 temos:
vol(P vy, ... vx]) = ||ha]|vol (P [vg, . . . vg]),

onde hy = v; —w; e wy é a projecao ortogonal de vy no espago vetorial gerado por vy, ..., V.
Da igualdade acima e com a hipétese de inducao, obtemos:

’UOl(P [1)1, e Uk]) = ||h1HUOl(P [’UQ, e Uk]) = Hh1|| G({Ui}QSiSk)-
Por outro lado, juntando a Observagao 2.37 e a Proposigao 2.35 temos que G({v; h1<i<k) =
|71 PG({v; }a<i<k). Segue dai que vol(P [vy, ... vx]) = /G({viti<i<k)- O

Definicao 2.39. Sejam vy, ...,v, € R"™ sew, ..., v, sdo linearmente dependentes, definimos
o produto vetorial v X -+ X v, = 0. Caso que vq,...v, sejam linearmente independentes
definimos o produto vetorial de vy, ...,v, como sendo o unico vetor nao nulo v = vy X - -+ X vy,
tal que para todo w € R™ temos (w,v) = det(vy,...,v,,w) € o determinante da matriz com
colunas vy, ..., vy, w.

O préximo resultado é bem conhecido e diz como descrever o produto vetorial de vy, ..., v,:
Proposicao 2.40. Sejam vy, ..., v, € R,

(i) Considere A = (vy,...,v,) a matriz de ordem n + 1 X n cujas colunas sao os vetores
V1, .., Up. Para cada 1 <1 < n+1, seja A; a matriz obtida pela omissao da i-ésima
linha de A. Entdio a i- ésima coordenada do vetor v =1v; X -+ X v, € (=1)"T " det(A;).

(il) Sev =1wv; X -+ X v,, entao ||v|| = vol(P [vq,...,v,)).

Demonstragao. Comegamos com a prova de (i). Pela Definigao 2.39 temos que a i-ésima co-

ordenada de v é (v,e;) = det(vy,...,v,, ;). Ou seja, sua i-ésima coordenada é dada por
(—1)++det(A,).
Mostremos agora o item (ii). Denotemos por B a matriz com colunas v,vy,...,v,. A

Observagao 2.32 e a Definicao 2.33 implicam
G(v,v1,...,v,) = (det(B))>.
Pela definicao de produto vetorial temos:
(det(B)) = (=1)"det(v,vy,...,v,) = (=1)"(v,v) = (—1)"||v]|*.
Com as duas igualdades acima, concluimos:
VG, ..., 0) = |v]]%

Como v é perpendicular a vy, ..., v,, segue da Proposicao 2.35 que:

G(v1,...,v,) = ||v]].

Finalmente, a igualdade acima e Proposicao 2.38 garantem que:
vol(P vy, ...,u,]) = ||[v]|,

0 que termina nossa prova. [



Terminamos esta secao com o seguinte resultado:

Proposigao 2.41 (Identidade de Lagrange). Sejam vi,...,v, vetores em R™™'. Entdo

n+1

G({vihicicn) = > (det(A)).

=1

Demonstracdao. As proposicao 2.38 e 2.40 garantem as seguintes igualdades:
G({viticizn) = vol(P [vr,..., va])* = [Jo] %

Pela Proposigao 2.40 e igualdade acima obtemos:

n+1

G({vitigicns) = > _(det(A;))?,

=1

0 que termina a prova.
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Capitulo 3

Teorema de tipo Morse-Sard para
valores criticos generalizados

No Capitulo 1, o Teorema 1.1 mostra que para uma aplicacao de classe C* de R” em R*, com s >
n —k+ 1, o conjunto dos valores criticos Ky(f) possui medida nula. No Capitulo 2, o Teorema
2.5 generaliza o teorema de fibragdo de Ehresmann ao mostrar que B(f) C Ko(f) U Ko (f),
mas nao fornece nenhuma estimativa sobre K (f).

Relacionado a esta estimativa, apresentamos os seguintes resultados de Kurdyka, Orro e
Simon [17]:

s

Teorema 3.1. Seja f : R — R* uma aplicagio semi-algébrica diferencidvel. Entao K. (f) é
um conjunto semi-algébrico fechado de dimensdo menor do que k.

Teorema 3.2. Se f : C* — C¥ uma aplicagdo polinomial, entdo K. (f) é um conjunto algébrico
e dimcK(f) < k.

Com estes resultados e o Teorema de Morse-Sard (Teorema 1.1), temos que para ambas
classes de aplicacoes dos resultados acima o conjunto K (f) é um conjunto de medida nula. Em
particular, estes resultados mostram que K (f) é uma boa estimativa para B(f) e que B(f) é
um conjunto de medida nula também.

Apresentamos a prova do caso real na segao 3.1 (mais especificamente na subsecao 3.1.2) e
do caso complexo na segao 3.2. Na se¢ao 3.3, apresentamos a relacao entre K (f) e o conjunto
dos pontos nao préprios de uma aplicacao semi-algébrica equidimensional de classe C2.

3.1 Aplicacoes semi-algébricas reais

Apresentamos alguns resultados prévios para a prova do Teorema 3.1. Apresentaremos também
alguns resultados conhecidos de Geometria Semi-Algébrica e apresentamos uma versao semi-
algébrica do Lema de selecao da curva para curvas no infinito, veja Lema 3.7.

Comecamos com o seguinte resultado que garante que a funcao v é semi-algébrica:

Proposicao 3.3. Se as normas em R™ e R* sdo semi-algébraicas, entdo v é semi-algébrica em
L(R", R¥).

Demonstragao. O conjunto X (veja Defini¢ao 2.9) é um conjunto semi-algébrico porque depende
dos determinantes dos menores de B € Y. Pela Proposicao 2.13, v é a funcao distancia de ¥ e
como a fungao distancia é uma aplicagao semi-algébrica (veja [2] e Exemplo 1.9), temos que v
é semi-algébrica. |

Vamos utilizar fortemente o fato de que K. (f) pode ser expresso pelo conjunto K (f), que
¢ definido como segue:
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Definicao 3.4. Dada f : R" — R¥ uma aplicacdo diferencidvel, define-se
KN(f)={y eR* : Im € R"; |la]| = 00, f(m1) = ye |l ¥ u(df (1)) — 0}.

Segue o Lema 3.5 que serd ttil para a prova da caraterizacao de K (f) apresentada no
Lema 3.6

Lema 3.5 (Wing Lemma). /2, Teorema 9.7.10] Sejam B, dois conjuntos semi-algébricos de
R™. Assuma que B =B C Q\ Q. Entdo existe um conjunto semi-algébrico A C Q) tal que
B=An(Q\Q).

Lema 3.6. Seja f : R® — R* uma aplicagdo semi-algébrica diferencidvel. Entdo existe N € N*
tal que

Demonstragao. Considere i, : R* — S® C R"! a inversa da projecao estereografica onde
Sa=1 = §971(0,1) . Entao

graph(in) = {(m) eR" x R": (Z(m%) + 4) Yi = 42¥1<i<n € (Z(z?) + 4) Ynt1 =2 (Z x?) } ,

=1 =1 =1
(3.1)

que é um conjunto semi-algébrico e portanto 4, é semi-algébrica. Denote {oo} = S™\i,(R™).
De forma similar, consideramos a compactificacio de R* e R.
Tomemos a funcao

o(z) = |z[lv(df (x)), Ve € R".

Pela Proposicao 3.3, segue que o é semi-algébrica.
Agora

o R" > RF xR S* x S,
z = (f(z),0(x)).

Denotemos 2 = graph(p) C S™ x S* x St e B = {oo} x Ko(f) x {0} em S™ x S* x S™.
Em geral o conjunto {oo} x K (f) x {0} nao é fechado, mas

{oo} X Koo (f) x{0} = {(z,4,0)} : |zl > [lz[|Vz € R"™ e Ja; com ||z1]| — oo, f(21) = y, v(df (z1)) — 0}

Logo {00} x Koo(f) x {0} é um conjunto semi-algébrico, bem como o seu fecho, a saber B.
Assim é facil ver que B C Q\ Q.
Segue, pelo Lema 3.5 que existe A C 2 tal que

B =AnR" x Im(f) x Im(o)). (3.2)

Consideremos I' = m(A), onde 7 : R x R* x R — R™ é a projecao canonica. Por outro
lado, a igualdade (3.2) significa que {oco} x y x {0} € B se, e somente se, existe uma sequéncia
;€' com |z;| = o0, f(x;) = y e o(x;) — 0. Assim, definimos

0(r)=r sup v(df(z)),

zel,|x|=r
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sendo que 0(r) = 0, se T N.S"71(0,r) = (). A fungao 6 ¢é semi-algébrica pois v ¢ semi-algébrica
(Proposicao 3.3). Logo, tomemos uma sequéncia |z;| — oo em I' tal que o(x;) — 0. Conse-
quentemente, a desigualdade de Puiseux garante que 6(r) < cr™®, em oo, para algum o € Q%
e ¢ > 0. Logo, escolhendo N € N* tal que % < «, obtemos

Pl v(df(x;)) < 07’_%9(7").

Para terminar, como 0(r) — 0, quando r — 0o, segue entdo que |z;|" ¥ v(df(z;)) — 0. Isto
significa que K (f) € KX (f). O

3.1.1 Arcos semi-algébricos no infinito

No Capitulo 1, Lema 1.15, apresentamos o classico lema de selegao da curva. A seguir apresen-
tamos uma versao no infinito deste lema.

Lema 3.7 (Lema de selegao da curva no infinito). Seja A C R™ e seja ¢ : A — R? uma aplicagdo
semi-algébrica. Assuma que existe uma sequéncia x; € A tal que |x;| — oo e ¢(x;) — y, para
algum y € R Entdo existe uma curva analitica semi-algébrica v : (a,00) — R"™ tal que
V() € A, limyoo [¥(1)] = 00 e limy,oo [|0((2))]| = y-

Demonstracao. Seja 1, a inversa da projecao estereografica como no Lema 3.6. Denotemos
As = i,(A). O conjunto Ag é um conjunto semi-algébrico de R"*! pois A é um conjunto
semi-algébrico e i,, ¢ uma funcao semi-algébrica (veja Proposi¢ao 1.10).

Como |z;| — oo em R", segue que i,(x;) — oo em S™, ou seja, oo € 0Ag. Logo,
(in(x1), ¢(x1)) = (00,y). Pelo Lema 1.15, existe uma curva semi-algébrica p : [0,€) — S™ xR% e
analitica em (0, €) tal que p(0,¢) C AgxR% e p(0) = (oo,y). Consideremos 7 := i, 'op; : (0,¢€) —
A. Temos que ¥ é analitica e semi-algébrica. Para terminar, tomemos v : (1/€,00) — A,

Y(t) =5(1/t). O
Observagao 3.8. Sem perda de generalidade podemos supor que v no lema anterior satisfaz
l|v(r)|| = r, ¥Yr. De fato, como a curva vy na proposi¢ao anterior € semi-algébrica, podemos

supor sem perda de generalidade que para o suficiente grande a curva 7y : (g, 00) — R™ satisfaz
('(t),v(t)) # 0, para todo t > ay. Desta forma, a funcao f : (ag,00) — R, f(t) = ||7(t)|| ndo
possui pontos criticos e portanto € crescente. Além disto, f € analitica. Seque pelo Teorema de
Funcao Inversa que existe f~1 analitica. Portanto, B := o f~' € uma reparametrizacio de ~y
que satisfaz ||B(r)|| = r. Além disto, 5 € analitica e semi-algébrica.

Com as condigbes acima temos o seguinte resultado:

Lema 3.9. Seja v : (o,00) — R"™ curva semi-algébrica e analitica como no Lema 3.7 e que

/
satisfaz ||y(r)|| = r, Vr, como na Observagdo 3.8. Entdo os limites lim (1) e lim 7/(7,)
roo ||y (r)]| - r=ee [[y/(r)]]

eristem e Sao 1guais.

Demonstragio. Consideremos a funcdo h : (o, 00) — S, com h(r) = 20 ¢ a sequéncia
’ [l ()]l

{h(n)}ren. Como esta sequéncia estd contida em um conjunto compacto, existe uma sub-
sequéncia {h(ny) }n,en convergente. Seja v € S™ o limite desta subsequéncia. Para e > 0 e pela
convergéncia existe um N € N tal que se k > N entao h(ny) € B.(v)NS™. Portanto, temos in-
finitos ng em B.(v)NS™. Por outro lado, como v é semi-algébrica segue que h é semi-algébrica.
Logo h™'(B.(v)NS™) é um conjunto semi-algébrico em R. Mas como conjuntos semi-algébricos
em R sdo unido finita de pontos e unides finitas de intervalos, segue que A~ (B.(v) N S™) é da

y(r) v (r)

forma (d,00). Portanto, lim, mon = v Que lim,_, o T existe, segue do fato de que

a derivada de uma funcao semi-algébrica é semi-algébrica, ou seja, segue do fato de que ~/
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também é semi-algébrica e podemos utilizar o argumento anterior para concluir que o limite
existe.

Por outro lado para provar a igualdade, como 7 é analitica podemos escrever v(r) = agr® +
ag_1rP71 + aﬁ_grfB*Q + ..., com (> 1. Portanto,

v(r) _ aﬁrﬁ + aﬁflrﬁ_l + GB,QT’B_Q + ...
O~ s+ aparP T+ ag a7 ]
rP(ag + ag_1rt +ag_or 2+ ...)
[78|lag + ag_1r=! +ag_or=2 4+ ... ||
agtagar +agor 4.
n ||a5 + CLB_IT'_I + a5_2r—2 + ... ||

Aplicando o mesmo argumento para 7'(r), obtemos:

V) _ Bag+ (8= Dagor~ + (8= 2agar+...
VI lBas + (8 = Dag—ar= + (B = 2)agor=> + ... ||

Com as duas expressoes acima segue

/
lim () = &7
r=oo [[y(r)I| - Hagll 7= ||/ (r)]]
o que conclui a prova. Observe que v = IIZZII' O

Lema 3.10. Seja v a curva obtida no Lema 3.7, com ||y(r)|| = r (Observagdo 3.8). Entao
lim ||/ (r)|| = 1. Em particular, v/'(r) € limitada.
r—r00

Demonstragdo. Diferenciando a igualdade ||y(r)||> = r?, obtemos (y(r),'(r)) = r. Esta igual-

dade implica que ||7/'(r)|| = m, com «(r) sendo o angulo entre v/(r) e y(r). Pelo Lema
3.9, temos a(r) — 0, quando r — oo. Portanto, lim [|7/(r)|| = 1 e a prova segue. O
r—r00

3.1.2 Prova do Teorema Kurdyka-Orro-Simon

Nesta secao apresentaremos uma prova do Teorema 3.1 seguindo [17]. Antes da prova, apre-
sentaremos alguns lemas fundamentais para a prova do resultado final. Para estes lemas,
consideramos as seguintes convengoes: fixemos um N € N tal que K. (f) = KX(f) como no
Lema 3.4 e pela Proposicao 2.18, podemos substituir a funcao v pela distancia de Kuo «.

Definigao 3.11. Sejai € {1,...k}. Definimos
D; :={x € R" : k(df (x)) = dist(V f;(z), Vi) },
onde V; € o espago gerado pelos vetores V(f;(x)), com j=1,...k e j #1i.
Para cada D; acima, definimos:
Koo(fip,) ={y € R* : 3x; € Dy, |z;| = 0o, f(ay) — oo e |a|v(df (z;)) — 0}.
Temos:
Lema 3.12. D; é um conjunto semi-algébrico.

Demonstrag¢ao. Considere a funcao semi-algébrica h;(x) = k(df (z)) —dist(V(fi(z),V;)). Temos
que h;*(0) = D; e portanto D; é um conjunto semi-algébrico em R”. O]
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Lema 3.13.
Koo(f) = Uil Koo (fip))-

Demonstragao. A inclusio U¥ Ko (fip,) C Koolf), segue diretamente das definigoes destes
conjuntos.

Para a outra inclusdo, observamos primeiramente que R" = U¥_, D;. Logo, dado y € K..(f),
existe uma sequéncia z; € R™ tal que |x;] — oo, f(z;) — oo e |z|k(df (2;)) — 0. Logo existe
1 < j < k e uma subsequéncia x;, tal que x;, € D;. Portanto, x;, satisfaz |z;| — oo,
limp—wo f(:'vlp) =ye lep|y(df(l’lp)) - Oa ou Sejav y e Koo(lej) - Uf:lKOO(ﬂDi)' [

A prova do Teorema 3.1 segue diretamente do préximo resultado:

Lema 3.14. Temos que
vol (Koo (fip;)) = 0,

para cada i € {1,...k}. Em particular dim(K«(f)) < oo.
Demonstracao. Para fixar as ideias, provaremos para ¢ = 1. Os outros casos sao analogos.

Sejam D = Dy e f = (fy, ..., fx). Fixemos uma bola aberta B em R*~! e um intervalo
limitado (o, 5) em R. Nosso objetivo é provar que

volp (K (fip) N (o, B) x B) =0, (3.3)

o que implica diretamente a prova do lema.
Considere os conjuntos

S,={reD:la| =7, filz) € (@,B), f{@) € Be o] " Nu(df(x)) < 1},
onde r > 0. Definimos os seguintes dois conjuntos:

Ar = f(ET)a

A= ﬂr>0A_r-

Cada A, é um conjunto semi-algébrico e portanto é mensuravel (na medida de Lebesgue).
Temos que (A,),~o ¢ uma sequéncia decrescente de conjuntos. Pelo Teorema da convergéncia

mondtona e o fato de que volg(A,) = volg(A,), segue que (veja [1], Teorema 4.6):

volp(A) = lim voli(A,).

r—00

Por outro lado, temos K (fip) N (e, ) x B C A. Assim basta provarmos que vol(A) = 0.
Primeiramente, usando o Teorema de Fubini (veja [1], Teorema 10.10 ), escrevemos

voli(A,) :/er(b)db,

onde db é a medida de Lebesgue em R*~! e

m,(b) = voli({y1 € R: (y1,0) € A, }), (3.4)

com m,(b) mensuravel. Agora fixemos b € B. Temos que a funcao r — m,.(b) > 0 é decrescente.
Denote

m(b) := lim m,(b),

T—00
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e segue que o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (veja por exemplo [1], Teorema
5.6) garante que:

voli(A) :/Bm(b)db.

Para terminarmos a demonstragao, vamos provar no lema 3.17 que m = 0, o que implica
que voli(A) = 0. O

Para a prova do Lema 3.17 utilizaremos que um conjunto semi-algébrico pode ser decom-
posto como a uniao de conjuntos semi-algébricos com a propriedade de Whitney com constante
M, propriedade esta que definimos a seguir.

Defini¢ao 3.15 (Propriedade de Whitney com constante M). Dizemos que um conjunto L
possui a propriedade de Whitney com constante M, se quaisquer x,y € L podem ser ligados por
um arco em L continuo por partes de comprimento menor ou igual a M||y — z||.

K. Kurdyka em [18] demonstrou que todo conjunto semi-algébrico A C R"™ é uma unido
finita de conjuntos L' com a propriedade de Whitney. Seguindo [17], apresentamos o Teorema
3.16 que é uma decomposi¢ao uniforme do resultado provado em [18].

Teorema 3.16. Eriste M = M(n) > 0 tal que, qualquer conjunto semi-algébrico A C R™ x RP
pode ser decomposto em uma unido finita e disjunta A = U;cr Lt de modo que para cada t € RP,
0s conjuntos Lt = {y € R" : (y,t) € L'} tem a propriedade de Whitney com constante M. Em
particular Ay = Uier LY, para cada t € RP.

Com este teorema, segue a prova do Lema 3.17:

Lema 3.17. Existe uma constante ¢ > 0, tal que para r suficientemente grande temos:

z|~

m,(b) < er ¥,
onde m, é como em (3.4).

Demonstracao. Definimos

onde b € Ber>0. Seja:

= S |

Er,b = Er N f_ (b) = Uszrzsvb'
Observamos que

m,(b) = voly (f1(Ers))-

Segue do Teorema 3.16 que existe uma familia finita L} C R* x R x R¥1 | § € I, de
subconjuntos semi-algébricos tais que

Er,b = U Li,lﬂ

i€l

com cada L, tendo a propriedade de Whitney com constante M.

A condicao |z|""Vkr(d(f)) < 1, quando = € 7_1(6) = W, significa que V fjjw,(xz) = 0.
Portanto,

IV fuws, ()] < |2 =05, (3.5)
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Assim, fi(L%,) é um segmento de comprimento d(r) e pelo Teorema do Valor Médio temos

d(r) =V fijw,(2')|z — y|

S SUP ‘Vf1|Wb |P)/x,y
L

<M sup [V fuyw, |l = y|
Lis

<2Mr sup |V fw,|
L

§2Mr’%,

(3.6)

onde v,, ¢ o comprimento de arco em Lf«,b ligando x com y.

Fixado b € B e 7 € I, assuma que Lf«,b # (), para r suficientemente grande. Pelo Lema 3.7
existe um arco semi-algébrico 7 : [r, +00) — R™ tal que v(s) € Lcp. Em particular v(s) € Wy e
()] =s.

Pelo Lema 3.10, podemos supor |y(s)| < 2 e usando (3.5) temos a seguinte estimativa para
o comprimento de f; o y([r, +00)):

+00 +o0
|l nsooplas < [ a0 —anp k. (37
De (3.6) e (3.7), fi(Us, Lt;) esta contido em um segmento de comprimento

(2M + 2N)r~w~.

Como f(i]rb) estd contido em #/ segmentos desse comprimento, entao, se ¢ = (#1)(2M +2N),
segue que m,(b) < ¢r~ ¥, 0 que termina nossa prova. O

Para terminar a secao, formalizemos a prova do Teorema 3.1:

Demonstragao Teorema 3.1. Pela prova do Lema 3.4, temos que a aplicacao ¢ = (f,0) é semi-
algébrica, logo o conjunto K(f) é semi-algébrico em R*. Como K(f) = Ko(f) U Koo(f),
segue pelo Teorema de Sard (Teorema 1.1) que dim(Ko(f)) < k. Pelo Lema 3.14, temos
dim(K)(f) < k e portanto dim(K(f)) < k, o que termina a prova. O

3.2 Aplicacoes polinomiais complexas

No caso complexo, F. Pham em [31] considerou f : C* — C uma fungao polinomial e demons-
trou que existe um conjunto finito A C C tal que B(f) C A. Em [28], A. Parusinski descreveu
o conjunto de bifurcacao de f, B(f), em termos de K(f) e Ko (f) para uma classe especial de
fungoes polinomiais. Na literatura podemos encontrar véarios trabalhos em busca de descrever
B(f), por exemplo [30], [32], [34], [28], etc. Seguindo [17], apresentamos o Teorema 3.2, que
pode ser visto por exemplo como uma generalizagao do trabalho de F. Pham [31].

Dividimos a prova do caso complexo em dois casos, o primeiro para aplicacoes polinomiais
dominantes e o segundo para nao dominantes. Comecamos apresentando a nocao de dimensao
para um conjunto algébrico, tendo como referéncia [23].

Definicao 3.18. Dizemos que um subconjunto V- C C"™ € um conjunto algébrico se V € o
conjunto de zeros de um cole¢ao de funcgoes polinomiais definidas em C".
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Considere I(V) C Clzy,...x,] o conjunto de todas as fungdes polinomiais que se anulam
em V. E facil ver que I(V) é um ideal de C[z1, ... x,]. Pelo Teorema da base de Hilbert (veja
[14], Proposicao 2.3) todo conjunto algébrico V' pode ser definido como uma colegao finita de
equacoes polinomiais. Pelo Teorema da base de Hilbert também, para toda cadeia de conjuntos
algébricos V) D Vo D -+ existei € N tal que V; =V, 1 =V, =

Definicao 3.19. Um conjunto algébrico é dito irredutivel se ele nao pode ser escrito como
uniao de dois conjuntos algébricos proprios.

E bem conhecido que um conjunto algébrico V' C C™ é irredutivel se, e somente se, I(V) é
um ideal primo de C [y, ... z,)].

Se V' é irredutivel podemos falar do corpo de fragoes f/g com f e g no dominio de integridade
Clzy,...x,] /I(V). Este corpo de fragoes é chamado de corpo de fungoes racionais de V.
Definimos a dimensao de um conjunto algébrico irredutivel V' sobre C da seguinte forma:

Definicao 3.20. A dimensdo de um conjunto algébrico irredutivel V' sobre C € o grau de
transcendéncia de Clxy,...x,) /I(V) sobre C.

Dada uma variedade V sobre K = R ou K = C, ent@o o conjunto V' \ ¥(V') é uma variedade
analitica, onde ¥(V') denota o conjunto dos pontos criticos de V.

Quando a variedade V' é uma variedade irredutivel a dimensao da variedade analitica V'\
¥ (V) sobre K coincide com a dimensao algébrica de V' sobre K.

Segue a definicao de conjunto construtivel:

Definigao 3.21 ([27],pagina 51). Um subconjunto W de C™ €é chamado de construtivel se ele
¢ uniao finita de conjunto localmente fechados de C™. Isto é unido finita de conjuntos que sao
intersecoes de um conjunto aberto com um conjunto fechado na topologia de Zariski.

Proposicao 3.22 ([27], pagina. 51, Corolario 2). Seja f : C* — C™ uma aplicagao polinomial
complexa, entdo imagem de conjuntos construtivel é construtivel.

Proposicao 3.23 ([27],pagina. 60). Seja W um conjunto construtivel entio seus fechos na
topologia de Zariski e na topologia forte sao iguais.

Lema 3.24. Se W € um conjunto construtivel e fechado entao ele é algébrico.

Demonstracao. Como W é construtivel, pela Proposicao 3.23 os fechos nas duas topologias sao
iguais. Como W é fechado, entao também é fechado na topologia de Zariski, portanto W é
algébrico.

m

Defini¢ao 3.25 ([27], pagina 48). Dada f : C* — C™ uma aplicagdo polinomial, dizemos que
f € dominante se a imagem de f é densa em C™, ou seja, se f(C") =C™.

O Teorema 3.26 é fundamental para a prova do caso em que f é dominante:

Teorema 3.26 ([27], pagina 48). Seja f : C* — C™ uma aplicag¢do polinomial dominante com
n>m edefinar =n—m. Tome W C C™ um subconjunto fechado irredutivel e seja Z uma
componente de f~Y(W) que domina W. Entao

dimZ > dimW +r.

Lema 3.27. Seja f : C* — C™ wma aplicagao polinomial, n > m. Se f o dominante,

€ na
entdo posto(df (x)) < m. Ou seja, se f é nao dominante, entio Ko(f) = f(C").
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Demonstracao. Por contradigdo, suponha que existe x € C" tal que df(z) : C* — C™ é
sobrejetora. Pela forma local das submersoes (veja [21]), segue que f apds uma mudanca de
coordenadas, f pode ser vista como uma projecao (aplicacao aberta) e portanto existe um e > 0

tal que B.(f(x)) C f(C"). Logo, dimf(C") = m, o que implica f(C") = C™, o que contradiz
o fato de f ser nao dominante. Portanto, a prova segue. O

Segue um exemplo que mostra que Ko(f) = Im(f) e Im(f) € Im(f) = Kx(f).

Exemplo 3.28. Considere a aplicacio polinomial complexa f : C> — C* dada por f(z,y, z,w,t) =
((zy — D)%, y,y, 2 +w+1t). Temos que o Jacobiano de f € dado pela matriz

2@y —1)y 2(zxy—1)z 0 0 0O
0 1 0 00
0 1 0 00
0 0 1 11

Temos que rank(df (z,y, z,w,t)) < 3, ou seja, crit(f) = C° e portanto Ko(f) = Im(f). Por
outro lado, temos que Im(f) = {(a,b,b,¢) : a,b,c € C}\{(a,0,0,c) € C°: a # 1} que ndo é um
conjunto fechado. Note também que, pelo Lema 2.7, temos Ko (f) = {(a,b,b,¢) : a,b,c € C}.

Lema 3.29. Seja f : C* — C™ wma aplicagao polinomial, n > m. Se f é nao dominante,
entio f(C") C K(f).

Demonstracao. Considere f como uma aplicagao sobre o fecho de sua imagem, ou seja, f :
C" — f(Cm). Desta forma, esta aplicacao é dominante e como f sobre C™ é ndo dominante
segue que dimf(C") = p < m. Consideremos {y} = W e f~}(W) = Z. Segue pelo Teorema

3.26 que:

dimf'(y) >n—p>n—m>0.

Portanto, dim f~'(y) > 1 e consequentemente f~!(y) ¢ um conjunto algébrico nao compacto.
Logo, existe uma sequéncia x; — oo com f(xy) = y e pelo Lema 3.27, temos que v(df (zx)) = 0.
Portanto, y € K. (f), o que conclui a prova. O

Lema 3.30. Seja f : C* — C™ wuma aplicagao polinomial, n > m. Se f € nao dominante,
entio f(C") = Ko (f).

Demonstracao. Segue diretamente da definigao de K. (f) a inclusao K..(f) C f(C"). Agora a
prova termina usando Lema 3.29.
[

A seguir, apresentamos a prova do Teorema 3.2.

Demonstracao Teorema 3.2. Inicialmente, suponha que f é nao dominante. Neste caso, pelo
Lema 3.30 temos que K (f) = f(C") e portanto K (f) é um conjunto algébrico de dimensao
menor que m.

Agora, suponhamos que f é dominante. Pela Proposigao 2.18, podemos utilizar a fungao

no lugar da fungao v. Seja f = (fi,..., fr). Paracada j =1,..., k, escrevemos

fi= (o i Fn e fr) 1 €0 = CFL

Sejam Vj(z) = ker(dfj(z)) e w;(z) arestricao de df;(z) em V;(2). Pela defini¢do da distancia
de Kuo temos

r(df(z)) = min [lw;(z)]].

1<j<k
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Por outro lado, seja z = (z1,...,2,) € C" e, para cada s = 1,...n, consideremos a seguinte
mudanca de coordenadas:

21 Zs—1 1 zsp Zn
s(z)=|—,..., ,—, o — .

Zs Zs Zs Rs Zs

Observe que se z; = 0, entao 75(2) = 0.
Denotemos por G = G,,_x4+1(C" x C) o Grasmanniano dos hiperplanos de dimensao n—k+1
do espaco C"*!. Fixemos j, s e consideremos a aplicacao racional

Al C"\ {2z, =0} = C* x G,
dada por A3(2) :.(f(Ts(Z)), Wi(z)), onde W(z) ¢ o grifico da fungio -w;(z).
A aplicagao AJ(z) esta bem definida para aqueles z tais que V;(z) é de dimensao n — k + 1.
Como f é dominante, entao esta condicao é satisfeita fora de um conjunto algébrico nunca
denso. Consideremos o conjunto A = G,_x1+1(C" x 0) C G. Note que, cada A € A pode ser

visto como o grafico de uma aplicagdo constante (igual ao 0) sobre o plano A de dimensdo
n — k + 1. Tome

Bl = graph(Ag) N{zeC":z,=0} x Ck x A.

O fecho é considerado na topologia forte, mas é igual ao fecho de Zariski, assim BJ é um
conjunto algébrico. Se 7 : C" x C¥ x G — CF denota a projecdo, entdo seja

K] =m(B)).

Como K7 é a projegao de um conjunto algébrico, entao é construtivel. Agora, assumindo
que

n,k
Ko(f)= | Kl

s=1,j=1

(veja Lema 3.31 ) temos que K (f) é construtivel e fechado, (Lema 2.27 ) e entao, pelo Lema
3.24, ele ¢ um conjunto algébrico. O]

Lema 3.31. Sejam K como na construcao feita na prova do Teorema 5.2 entdo

n,k
Ko(f)= |J Ki

s=1,5=1

Demonstragdo. Primeiro, suponha que y € K7. Entao existe um arco real de Puiseux n =
(M- ymn) = (0,€) = C™ com |ns(t)| = ¢, tal que fo7s0n(t) — y quando t — 0. Como A ¢é
compacto entao existe W7 € A, tal que W7 (7,(n(t))) — W7 quando t — 0, o que significa que
y € Ko(f).

Agora, tome y € Ko (f), Entao existe um arco indo ao infinito z(t) = (21(¢), ..., 2,(t)) tal
que f(2(t)) = ye

[|2(6)]|k(df (2(t))) = 0. (3.8)
Seja z, a coordenada que vai mais rapido para infinito do que as outras e tome j tal que
k(df(2(t))) = |Jwj(z(¢))||]. Assim, usando a aplicagao racional A’ existe um limite W/ de

graficos de zsw;(z(t)). Segue entao que (0,y, W?) € BI, consequentemente y € K. O
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Para fungoes polinomiais f : C* — C a condigao de ty ¢ K (f) significa que ¢, satisfaz
a condicao de Malgrange. Nesta direcao, apresentamos como exemplo uma caracterizagao da
condi¢ao de Malgrange obtida por Parusinski (veja por exemplo [29]).

Primeiro, dada uma fungao polinomial complexa f : C" — C, seja d = deg(f) e escreva
f=fo+ fi+ -+ fa como na sua decomposi¢ao em componentes homogéneas com f; Z 0.
Dizemos que f possui singularidades isoladas no infinito se o seguinte conjunto:

{p € P" [ 0fa/0x1(p) = -+ = Ofa/Oxn(p) = fa-1(p) = 0}

é um conjunto finito em P". Para mais detalhes, veja [28, pagina 370]. Com estas nogdes temos:

Teorema 3.32. Seja f : C* — C uma aplicagao polinomial com singularidades isoladas no
nfinito e to um valor reqular, as sequintes condi¢coes sao equivalentes:

(i) to & B(f)-

(ii) to satisfaz a condi¢ao de Malgrange, isto €, 36 > 0 : |x||V f(z)| > ¢ para x suficientemente
grande.

(iii) x(fY(t)) € constante perto de to, onde x(f~(t)) denota a caracteristica de Euler de
7).

Em particular, o teorema anterior caracteriza B(f) para polinémios se n = 2. Neste caso,
em [8], mostra-se que Koo(f) = Koo(f).

3.3 O conjunto Jy de pontos nao proprios

Nesta secao, mostraremos que no caso equidimensional o conjunto de pontos nao proprios de
f, denotado por Jy (veja Definigdo 3.34 e Teorema 3.36), coincide com K (f). Comegamos
com a seguinte definicao:

Definicao 3.33. Uma aplicacio continua f : K* — K™ € dita propria em y € K™, se existe
um conjunto aberto U contendo y tal que fi- vy : f~YU) = U é uma aplicacio prépria, ou
seja, que pré-imagem de qualquer compacto é compacto.

Defini¢ao 3.34. Seja f : K" — K™. Definimos o conjunto J; como sendo o conjunto dos
pontos y € K™ tais que f nao é propria em y.

Dados dois espacos topologicos X, Y, uma aplicacao f : X — Y é dita de homeomorfismo
local se para cada x € X existe uma vizinhanga U, com = € U, tal que a aplicagao f|y : U —
f(U) é um homeomorfismo Na sequéncia precisaremos do seguinte resultado de topologia que
pode ser visto em [20].

Lema 3.35 ([20], pagina 121). Sejam X um espago de Hausdorff e f : X — Y um homeomor-
fismo local. Se existe n € N tal que a imagem inversa f~'(y) possui exatamente n elementos,
Yy €Y, entio f é uma aplicagao propria, ou seja, Jp = 0.

O Lema 3.35 é uma modificacao da Proposi¢ao 3.1 apresentada em [17]. Acrescentamos a
hipotese de submersao e utilizamos o resultado acima.

Teorema 3.36. Seja f : R — R™ uma aplicagdao semi-algébrica de classe C*. Suponha que f
¢ uma submersao, entao Koo(f) = Jy.
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Demonstragao. A inclusdo Ko(f) C Jr segue diretamente da defini¢do destes conjuntos.
Suponha que p ¢ K, (f). Pelo Teorema da Funcao Inversa, temos que f é um difeomorfismo
local e portanto f~!(p) é um conjunto de pontos isolados. Além disto, como f é uma aplicacao
semi-algébrica segue que f~!(p) é um conjunto finito, pois a quantidade de componentes conexas
de um conjunto semi-algébrico é finita. Portanto, f~'(p) = {x1,...x,} e pelo Teorema 2.5 existe
U, C R" tal que f ¢é uma fibragao local trivial sobre U,. Assim, #(f~'(2)) = #(f~*(p)), para
todo z € U,. Assim, o Lema 3.35 implica que f é prépria em U, e portanto p ¢ J;. O
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