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Conjunto de valores cŕıticos generalizados e
fibração

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
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Área de Concentração: Matemática.
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(ix+ 47 p.) Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG,
Brasil.

Resumo

Esta dissertação consiste do estudo detalhado das técnicas relacionadas ao estudo do conjunto
dos pontos cŕıticos generalizados apresentada por P. Rabier em [32], com foco no estudo de
três resultados fundamentais. Seguindo [25], provamos o clássico Teorema de Morse-Sard.
Apresentamos a prova do Teorema de Fibração de P. Rabier apresentada por Z. Jelonek em
[10]. Por último estudamos dois teoremas do tipo Morse-Sard para o conjunto dos valores
cŕıticos generalizados, o primeiro para aplicações semi-algébricas diferenciáveis e o segundo
para aplicações polinomiais complexas.

Palavras-chave: Teorema Morse-Sard, Teoremas de Fibração, Conjunto de bifurcação.
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PERICO MONSALVE, G. E. Generalized critical values an fibration. 2019. (ix+47 pages) M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG, Brazil.

Abstract

This dissertation consists of a detailed study of the techniques belonging to the theory of
generalized critical values announced by P. Rabier in [32], focusing on applications of three
fundamental theorems. Following [25], we prove the classical Morse-Sard theorem. We present
the proof of Rabier’s fibration theorem given by Z. Jelonek in [10]. Finally, we study two
theorems like Morse-Sard theorem to the generalized critical values, the first one for semi-
algebraic differentiable mappings and the second one for complex polynomial mappings.

Keywords : Morse-Sard Theorem, Fibration theorems, Bifurcation set.
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Introdução

Neste trabalho pretendemos sintetizar algumas técnicas da teoria de valores cŕıticos generaliza-
dos de aplicações diferenciáveis inicialmente introduzidas por P. Rabier [32]. Com este objetivo,
apresentamos três teoremas principais.

O primeiro teorema é um resultado clássico e de grande importância teórica em Topologia
Diferencial. Tal teorema é conhecido como Teorema de Sard ou Teorema de Morse-Sard e será
apresentado no nosso Teorema 1.1.

Essencialmente, sob certas hipóteses sobre a diferenciabilidade da aplicação, esse teorema
diz que conjunto de valores cŕıticos (veja Teorema 1.1) de uma aplicação possui medida nula.
Mais precisamente, em [26], Morse demonstrou que se f : U ⊂ Rn → R é uma função de classe
Cn definida em um aberto U de Rn, então o conjunto de valores cŕıticos de f possui medida
nula. Alguns anos depois, em [33], Sard generaliza o Teorema de Morse para aplicações obtendo
o seguinte resultado:

Seja f : U ⊂ Rm → Rn uma aplicação diferenciável de classe Cm−n+1 definida em um aberto
U de Rm com m ≥ n. Então o conjunto dos valores cŕıticos de f possui medida nula em Rn.

O teorema acima é conhecido como Teorema de Sard ou Teorema de Morse-Sard. A prova
dada por Sard do resultado acima utiliza um resultado conhecido como o Lema de decomposição
de Morse. Este lema diz que o conjunto de pontos cŕıticos de uma função g : U ⊂ Rn → R de
classe Cr pode ser decomposto em subconjuntos A1, A2, . . . tais que se xn ∈ Ai com xn 6= x e
xn → x, então

lim
xn→x

|g(xn) − g(x)|
|xn − x|r = 0.

Nesta dissertação não apresentamos a prova original dada por Sard. Expomos a demons-
tração dada em [25] por G. Moreira e M. Aparecida.

Uma das principais colaborações de [25] é utilizar o Lema de seleção da curva (Lema 1.15)
para mostrar que na prova do Teorema de Morse-Sard não é necessário decompor o conjunto
de pontos cŕıticos como no Lema de decomposição de Morse (veja Lema 1.18).

O segundo resultado principal que estudamos é o Teorema 2.5, que trata de um caso parti-
cular de um resultado provado por P. Rabier em [32]. Este resultado pode ser visto como uma
generalização do clássico Teorema de Fibração de C. Ehresmann [5] que diz que

Toda submersão própria é uma fibração trivial local.

Dada uma aplicação diferenciável f : Kn → Km de classe C2, K = R ou C, denotamos por
B(f) o conjunto formado pelos pontos de Km onde f não é uma fibração trivial, veja Definições
2.1 e 2.2. Em [32], Rabier define o conjunto dos valores cŕıticos generalizados, que denotamos
por K(f). Então ele prova que B(f) ⊂ K(f). Observamos que se f é uma submersão própria
então K(f) = ∅, o que fornece uma generalização do Teorema de Ehresmann. Observamos
também que o resultado de Rabier é para aplicações definidas sobre variedades de Finsler,
muito mais geral que a versão apresentada nesta dissertação.
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A prova do Teorema 2.5 que apresentaremos neste trabalho foi apresentada por Jelonek [10].
Essencialmente, a ideia é obter a trivialização de f através do fluxo de um campo de vetores
constrúıdo a partir do menores da matriz jacobiana de f .

Por último, estudamos um teorema do tipo Morse-Sard para o conjunto dos valores cŕıticos
generalizados apresentado por Kurdyka, Orro e Simon [17]. Este resultado possui uma versão
para o caso de aplicações semi-algébricas diferenciáveis (Teorema 3.1) e uma versão para o caso
de aplicações polinomiais complexas (Teorema 3.2).

Teorema 3.1 mostra que o conjunto dos valores cŕıticos generalizados K(f) é semi-algébrico
e de dimensão menor que k para uma aplicação semi-algébrica diferenciável f : Rn → Rk.
Teorema 3.2 mostra que o conjunto dos valores cŕıticos generalizados K(f) é um conjunto
algébrico e de dimensão menor que k para uma aplicação polinomial f : Cn → Ck. Em
particular, Teoremas 3.1 e 3.2 provam que o conjunto de valores cŕıticos generalizados possui
medida nula para as classes de aplicações acima. Como consequência, segue que B(f) também
possui medida nula.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma :no Caṕıtulo 1, apresentamos algumas de-
finições e propriedades de Geometria Semi-Algébrica que serão utilizadas nesta dissertação.
Apresentamos também os resultados preliminares para a prova do Teorema 1.1 e no final apre-
sentamos a prova deste teorema. A prova apresentada neste trabalho segue [25] onde os autores
utilizam o Lema de seleção da curva (Lema 1.15) para provar a desigualdade do Teorema 1.17.

No Caṕıtulo 2, apresentamos a definição da função de Rabier ν que será utilizada para
a definição do conjunto de valores cŕıticos generalizados. Apresentamos propriedades de ν e
funções equivalentes à ν que serão utilizadas no trabalho (veja definições 2.15, 2.21, 2.24).
Baseados em [10] apresentamos a prova do teorema de fibração de Rabier para o caso de
aplicações de Kn em Km (Teorema 2.5).

No Caṕıtulo 3, apresentamos algumas definições e propriedades de Geometria Algébrica que
serão utilizadas. Apresentamos também os resultados preliminares para a prova dos resultados:
Teorema 3.1 e Teorema 3.2. Com estes teoremas se garante que o conjunto K(f) (veja Definição
2.4) é uma boa aproximação de B(f) para estas classes de aplicações.



Caṕıtulo 1

O Teorema de Morse-Sard

O Teorema de Morse-Sard, também conhecido como Teorema de Sard diz o seguinte:

Teorema 1.1. Seja f : U ⊂ Rm → Rn uma aplicação diferenciável de classe Cm−n+1, com
m ≥ n e U um conjunto aberto em Rm. Então f(crit(f)) possui medida nula em Rn.

No teorema acima, crit(f) := {x ∈ U | posto(d(f(x)) < n} e df(x) : Rm → Rn denota a
diferencial de f em x.

O teorema anterior foi motivado por várias observações intuitivas para depois evoluir à sua
versão mais geral apresentada acima. Ele possui várias aplicações e implicações em Topologia
Diferencial e outras áreas, como por exemplo o Teorema de Imersão de Whitney provado em
[35], que diz que toda variedade diferenciável de dimensão n pode ser mergulhada em R2n.

Uma das motivações para o Teorema de Morse-Sard é o seguinte resultado bem conhecido:
seja f uma função de classe C1, definida num intervalo conexo I ⊂ R. Se df(x) = 0 para todo
x ∈ I, então f é uma função constante. Como consequência, surge a pergunta natural se é
posśıvel obter o mesmo resultado para funções reais de várias variáveis. Em 1935, Whitney
apresenta em [36] um exemplo de uma função f : R2 → R de classe C1 e um arco A ⊂ R2, tais
que df(x) = 0, para todo x ∈ A, mas f não é constante sobre A. De fato, neste exemplo f(A)
é um conjunto de medida não nula em R. No mesmo trabalho, Whitney indica a construção
de uma aplicação de Rn em Rn−1 e de um arco A ⊂ Rn tal que df(x) = 0, para todo x ∈ A,
mas f não é constante sobre A.

Estudos feitos por Matson Morse e Arthur Sard, levaram a considerar o estudo do problema
do ponto de vista da medida do conjunto f(crit(f)) e assumindo hipóteses sobre a classe de
diferenciabilidade. Como resultado preliminar ao resultado geral, Morse demonstrou em [26]
que se f : U ⊂ Rm → R é uma função de classe Cm definida no aberto U , então o conjunto
f(crit(f)) possui medida nula em R, para a prova veja Corolário 1.21. Em 1942, Sard [33]
enuncia e publica a demonstração do Teorema 1.1.

O Teorema de Morse-Sard traz muitas aplicações em diversas áreas da Matemática. Para
mais detalhes das aplicações ou mesmo sobre o Teorema de Morse-Sard indicamos por exemplo
[11].

O nosso principal propósito neste caṕıtulo é estudar a demonstração do Teorema de Morse-
Sard dada em [25]. A prova original de Sard em [33] utiliza o seguinte próximo resultado,
conhecido como Lema de decomposição de Morse:

Lema 1.2. Dado um inteiro positivo r e um conjunto A no conjunto das variáveis x. Então
existe uma decomposição A0, A1, A2, . . . de conjuntos limitados com as propriedades:

(i) A0 é enumerável ou finito.

(ii) Seja f uma função de classe Cr. Se o seu conjunto de pontos cŕıticos contém A e se x1, x2

são pontos em Ak, então

3
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lim
x2→x1

f(x2) − f(x1)

||x2 − x1||r
= 0.

A demonstração de Sard utiliza o Lema 1.2 para decompor o conjunto dos pontos cŕıticos
de f .

Em [25], Moreira e Ruas utilizam o Lema de seleção da curva(Lema 1.15) para provar a
desigualdade do Teorema 1.17 e com isso provar que a decomposição usada na prova original de
Sard não é necessária para a prova do Teorema de Sard (veja Lema 1.18). Mais precisamente
eles demonstram que

lim
y→x

y∈crit(f)

|f(x) − f(y)|
|x− y|r = 0.

Na seção 1.1 apresentamos algumas noções básicas de Geometria Semi-Algébrica. As de-
finições assim como as demonstrações dos resultados podem ser encontrados em [2] e [25]. Na
seção 1.2 apresentamos a prova do Teorema de Sard (Corolário 1.21) e do Teorema de Morse-
Sard (Teorema 1.1) apresentada em [25] por Moreira e Ruas.

1.1 Conjuntos semi-algébricos

Começamos com a definição de conjuntos semi-algébricos.

Definição 1.3. Dizemos que um subconjunto W ⊂ Rn é um conjunto semi-algébrico se W =
U ∩ V , onde V ⊂ Rn é um conjunto algébrico e U ⊂ Rn é um conjunto aberto definido por
finitas desigualdades de polinômios, isto é,

U := {x ∈ Rn | g1(x) > 0, . . . , gk(x) > 0}.

Conjuntos semi-algébricos em Rn possuem um número finito de componentes conexas que
são conjuntos semi-algébricos também. Mais precisamente, temos (veja [2], Teorema 2.4.4):

Proposição 1.4. Todo subconjunto semi-algébrico A ⊂ Rn é uma união disjunta de um número
finito de conjuntos conexos e semi-algébricos.

A descrição dos conjuntos semi-algébricos está relacionada com alguns conceitos de lógica,
desta forma considere a seguinte definição:

Definição 1.5. Uma fórmula de primeira ordem Φ(x1, . . . xn) na linguagem dos corpos or-
denados com parâmetros em R é um número finito de conjunções, disjunções, negações, e
quantificadores universais ou existenciais, sobre variáveis, onde as fórmulas atômicas que são
fórmulas do tipo f(x1, . . . , xn) = 0 ou g(x1, . . . , xn) > 0, onde f e g são polinômios com coefici-
entes em R. As variáveis livres da fórmula são aquelas variáveis dos polinômios que aparecem
na fórmula e que não estão quantificadas.

Em alguns casos, o próximo resultado é bastante útil para mostrar se um dado conjunto é
ou não um conjunto semi-algébrico.

Proposição 1.6. Seja Φ(x1, . . . , xn) uma fórmula de primeira ordem na linguagem dos corpos
ordenados com parâmetros em R, com variáveis livres x1, . . . , xn. Então W := {x ∈ Rn :
Φ(x1, . . . , xn)} é um conjunto semi-algébrico de Rn.

Exemplo 1.7. Considere o conjunto {(x, y) ∈ R2 : x2/25 + y2/16 < 1}. Pela Proposição 1.6 é
semi-algébrico.
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Temos a seguinte noção de aplicações semi-algébricas:

Definição 1.8. Sejam A ⊂ Rn e B ⊂ Rm dois subconjuntos semi-algébricos. Dizemos que uma
aplicação f : A → B é semi-algébrica se o seu gráfico é um conjunto semi-algébrico de Rn+m.

Alguns exemplos de conjuntos semi-algébricos e aplicações semi-algébricas são:

Exemplo 1.9.

(i) Se A,B ⊂ Rn são conjuntos semi-algébricos, então Rn\A, Ā, A∪B e A∩B são conjuntos
semi-algébricos.

(ii) Conjuntos algébricos são conjuntos semi-algébricos e aplicações polinomiais f : Rn → Rm

são aplicações semi-algébricas.

(iii) A função || · || : Rn → R, tal que para cada (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

||(x1, . . . , xn)|| =
√

x2
1 + · · · + x2

n

é uma função semi-algébrica.

(iv) Seja A ⊂ Rn um subconjunto semi-algébrico. Então a função

dist(x,A) := inf({||x− y|| : y ∈ A})

é uma função semi-algébrica.

(v) A projeção canônica Π : Rn+m → Rn é uma aplicação semi-algébrica.

Aplicações semi-algébricas possuem a propriedade de preservar conjuntos semi-algébricos,
assim temos:

Proposição 1.10. Seja f : A → B uma aplicação semi-algébrica entre conjuntos semi-
algébricos. Se S ⊂ A é um conjunto semi-algébrico, então f(S) é um conjunto semi-algébrico.
Se T ⊂ B é um conjunto semi-algébrico, então f−1(T ) é um conjunto semi-algébrico.

A seguir, apresentamos uma proposição que garante que a derivada de uma função semi-
algébrica diferenciável é ainda uma função semi-algébrica, veja [2] Proposição 2.9.1.

Proposição 1.11. Seja f : (a, b) → R uma função semi-algébrica e diferenciável no intervalo
(a, b). Então a derivada f ′ : (a, b) → R é uma função semi-algébrica.

Relembramos o conceito de variedade em Rn, que será útil para definir a noção de dimensão
para conjuntos semi-algébricos. Utilizaremos a referência [19].

Definição 1.12. Seja U0 um subconjunto aberto de Rm. Dizemos que ϕ : U0 → Rn é uma
parametrização de classe Ck e dimensão m se ϕ é uma imersão de classe Ck e ϕ é um homeo-
morfismo de U0 sobre ϕ(U0).

Definição 1.13. Uma variedade m-dimensional do Rn (de classe Ck) é um subconjunto não
vazio M = Mm ⊂ Rn no qual todo ponto p possui uma vizinhança aberta W ⊂ M de modo que
existe uma parametrização ϕ : U0 → W de classe Ck e dimensão m.

A seguinte definição de [7] apresenta a noção de dimensão para conjuntos semi-algébricos.
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Definição 1.14. Seja V ⊂ Rn um conjunto semi-algébrico. Dizemos que um ponto x ∈ V
é regular de dimensão d, quando x possui uma vizinhança U em Rn tal que U ∩ V é uma
variedade de Rn de dimensão d. Definimos a dimensão de V como sendo a dimensão máxima
dos pontos regulares. Para o conjunto vazio, definimos a dimensão como sendo −1. Denotamos
por dim(V ) a dimensão de um conjunto semi-algébrico V .

Segue o Lema de seleção da curva, cuja demonstração pode ser encontrada em Milnor [23,
§3].

Lema 1.15 ([23]). Se W é um conjunto semi-algébrico de Rn que contém pontos arbitraria-
mente próximos da origem. Então existe uma curva semi-algébrica p : [0, ε) → Rn, anaĺıtica
em (0, ε) tal que p(0) = 0 e p(t) ∈ W , para todo t ∈ (0, ε).

Observação 1.16. Uma curva anaĺıtica, como a curva dada no Lema 1.15, pode ser escrita
na origem como

p(t) = akt
k + ak+1t

k+1 + ak+2t
k+2 · · ·

(veja Lema 3.3 [23]) onde ak é o primeiro termo não nulo na expansão de Taylor de p em 0.

Assim, para α > 0, consideremos a curva γ(α) = p( k
√
α) = akα + ak+1α

k+1

k + ak+2α
k+2

k · · · .
Podemos reparametrizar esta curva pelo comprimento de arco como segue. Primeiro conside-
remos:

s(t) =

∫ t

0

||γ′(α)||dα.

Temos que s′(t) = ||γ′(t)|| > 0. Pelo Teorema da Função Inversa, podemos considerar

g(t) = s−1(t). Portanto, obtemos a curva γ(α) = g(α)ak + g(α)
k+1

k ak+1 + g(α)
k+2

k ak+2t
k+2 · · · .

Temos que s(0) = 0 e assim g(0) = 0. Logo,

lim
α→0

g(α)

α
= lim

α→0
g′(α) =

1

||ak||
.

Portanto

lim
α→0

||γ(α)

α
|| = lim

α→0
||g(α)

α
ak +

g(α)
k+1

k

α
ak+1 + · · · ||

= lim
α→0

|| 1

||ak||
ak +

g(α)

α
g(α)1/kak+1 + · · · ||

= 1

(1.1)

O próximo teorema foi apresentado em [3, Lemma 2], com o propósito de provar a rećıproca
de um teorema de Kuiper-Kuo (veja [13] e [15]). A demonstração apresentada em [3] utiliza
o Lema 1.15, mas não considerando o conjunto W como semi-algébrico mas considerando W
como um conjunto descrito por finitas desigualdades de funções anaĺıticas. Seguindo [25],
apresentamos a prova do próximo resultado utilizando o Lema de seleção da curva apresentado
acima.

Teorema 1.17. Seja f : U ⊂ Rn → R uma função polinomial tal que f(0) = 0. Dada uma
contante C > 1, existe uma vizinhança W ⊂ U da origem em Rn tal que

|f(x)| ≤ C|x||d(f(x))|, ∀x ∈ W. (1.2)
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Demonstração. Por contradição, suponha que a origem está no fecho do seguinte conjunto

A := {x ∈ Rn : |f(x)| > C|x||d(f(x))|}.

Como o conjunto A pode ser escrito como interseção finita de conjuntos expressos com fórmulas
de primeira ordem, segue que A é um conjunto semi-algébrico (veja Proposição 1.6).

Pelo Lema 1.15 e Observação 1.16, temos que existe uma curva γ : [0, ε) → Rn, tal que γ
é de classe C1 no intervalo (0, ε) e satisfaz que γ(0) = 0, γ(t) ∈ A e |γ′(t)| = 1, ∀t ∈ (0, ε).
Considere φ = f ◦ γ. Pela hipótese de contradição aplicada à φ, temos que:

|f(γ(t))| > C|γ(t)||φ′(t)|,
que implica

|t|
C|γ(t)| |f(γ(t))| > |t||φ′(t)|. (1.3)

Da observação 1.16 temos que limt→0
|t|

|γ(t)| = limt→0
1

|γ′(t)| = 1, que segue que limt→0
|t|

C|γ(t)| =
1
C

. Este limite e pelo fato que C > 1, temos que existem δ ∈ (0, 1) e ρ ∈ [ 1
C
, 1) tais que se

t ∈ (0, δ], então ρ > |t|
C|γ(t)| . Portanto, nestas condições, obtemos de (1.3) que:

ρ|φ(t)| ≥ |t||φ′(t)|, ∀t ∈ (0, δ]. (1.4)

Defina g(t) = ln |φ(t)|, para todo t ∈ (0, δ]. Temos que propriedades de logaritmo implicam:

g(t) =
1

2
ln |φ(t)|2 =

1

2
ln(〈φ(t), φ(t)〉).

Diferenciando a função g, obtemos g′(t) = 〈φ′(t),φ(t)〉
|φ(t)|2 . Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

esta última igualdade e a desigualdade de (1.4) implicam que:

|g′(t)| ≤ ρ

t
, ∀t ∈ (0, δ]. (1.5)

Integrando de s até δ a função g′(t), com s ∈ (0, δ], e usando a desigualdade (1.5) obtemos:

ln

( |φ(δ)|
|φ(s)|

)
= g(δ) − g(s) ≤ ρ ln

(
δ

s

)
= ln

((
δ

s

)ρ)
. (1.6)

Como ln(t) é uma função crescente, temos que

|φ(s)| ≥
(s
δ

)ρ
|φ(δ)|.

Mas, usando L’Hospital e que 0 < ρ < 1, obtemos que lims→0
φ(s)
sρ

δ

= 0, o que contradiz a

última desigualdade acima e que termina nossa prova.

1.2 Teorema de Sard e Teorema de Morse-Sard

Nesta seção apresentamos a demonstração do Teorema de Morse (Corolário 1.21) e do Teorema
de Morse-Sard (Teorema 1.1) seguindo a prova de [25]. Um resultado chave na demonstração
destes teoremas que iremos apresentar é o próximo resultado, Lema 1.18, que mostra que na
prova original do Teorema de Morse-Sard não é necessário o lema de decomposição de Morse.
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Lema 1.18. Seja f : U ⊂ Rm → R uma função de classe Cr, então

lim
y→x

y∈crit(f)

|f(x) − f(y)|
|x− y|r = 0,

para todo x ∈ crit(f) ∩ U , e como antes crit(f) := {z ∈ U | posto(df(z)) < 1}.
Demonstração. Observamos primeiramente que para funções f : U ⊂ Rm → R, temos que
crit(f) = {z ∈ U | df(z) = 0}.

Por contradição, suponha que existam uma sequência {yk}k∈N ⊂ crit(f) e um número ε > 0
tais que

|f(yk) − f(x)| > ε|yk − x|r e |d(f(yk))| = 0, (1.7)

para todo k. Seja

f̃(y) =
r∑

k=0

1

k!
f (k)(x) · (y − x)k,

o polinômio de Taylor de grau r de f no ponto x. Portanto, f(y) = f̃(y) + o(|y − x|r).
Para k suficientemente grande, obtemos:

|f̃(yk) − f̃(x)| = |f(yk) − f(x) − o(|yk − x|r)|
≥ ||f(yk) − f(x)| − |o(|yk − x|r)||
≥ |f(yk) − f(x)| − |o(|yk − x|r)|
≥ ε|yk − x|r − ε/2|yk − x|r

≥ ε

2
· |yk − x|r.

(1.8)

Para obtermos a penúltima desigualdade acima, utilizamos (1.7) e que limy→x
o(|y−x|r)
|y−x|r = 0

(propriedade de polinômio de Taylor).

Por outro lado, temos que df(y) = df̃(y) + o(|y − x|r−1). Como df(yk) = 0, para todo k,
temos a seguinte igualdade:

df̃(yk) = −o(|yk − x|r−1). (1.9)

Agora, considere a função polinomial h(z) = f̃(x − z) − f̃(x). Temos que h(0) = 0 e
assim, pelo Teorema 1.17 para C = 2, segue que para k suficientemente grande vale a seguinte
desigualdade:

|h(zk)| ≤ 2|zk||dh(zk)|,
onde zk := x−yk. Ou seja, |f̃(yk)− f̃(x)| ≤ 2|yk−x||df̃(yk)|. Esta última desigualdade implica:

|f̃(yk) − f̃(x)|
|yk − x|r ≤ 2

|df̃(yk)|
|yk − x|r−1

. (1.10)

Usando (1.9) e propriedade de polinômio de Taylor, obtemos

lim
yk→x

2
|df̃(yk)|
|yk − x|r−1

= lim
yk→x

2
|o(|yk − x|r−1)|

|yk − x|r−1
= 0.

Esta última desigualdade e (1.10), mostram que

lim
yk→x

|f̃(yk) − f̃(x)|
|yk − x|r = 0,

o que é uma contradição com (1.8). Portanto, a prova segue.
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O Teorema 1.20 e o Corolário 1.21 são casos particulares do Teorema de Morse-Sard (Teo-
rema 1.1) e também passos intermediários para o teorema geral. Para a demonstração destes
resultados, faremos uso do Lema 1.19, conhecido como Lema de cobertura de Vitali.

Lema 1.19. Seja U ⊂ Rm um subconjunto aberto com volume a < +∞ e X ⊂ U tal que,
para todo x ∈ X, associamos a bola B(x, δx) ⊂ U . Então existe um subconjunto enumerável
{xi} ⊂ X tal que X ⊂ ∪B(xi, δxi

) e
∑

i vol(B(xi, δxi
)) ≤ 3ma.

Demonstração. Escolhemos de forma recursiva para cada i ≥ 1 o ponto xi ∈ X tal que

B(xi, δxi
/3) ∩ ∪j<iB(xj, δxj

/3) = ∅,

e

δxi
>

1

2
sup{δx > 0 | B(x, δx/3) ∩ ∪j<iB(xj, δxj

/3) = ∅}.

No caso em que o conjunto {x ∈ X | B(x, δx/3)∩∪j<sB(xj, δxj
/3)} = ∅, para algum s ≥ 2,

a construção anterior é finita. Caso contrário, temos una construção enumerável.
Segue da construção acima que as bolas B(xi, δxi

/3) são disjuntas. Portanto

∑

i

vol(B(xi, δxi
/3)) < a,

o que implica ∑

i

vol(B(xi, δxi
)) < 3ma.

Para terminar a prova, provaremos que X ⊂ ∪iB(xi, δxi
). Dado x ∈ X, é necessário que

B(x, δx/3)∩∪iB(xi, δxi
/3) 6= ∅. Caso contrário, pela construção, x estaria inclúıdo no conjunto

{xi}. Assim, suponha que i0 é o primeiro ı́ndice tal que B(x, δx/3) ∩ B(xi0 , δxi0
/3) 6= ∅. Pela

escolha de δxi0
na construção acima, temos que δxi0

> δx
2

. Logo,

|x− xi0 | ≤
δx
3

+
δxi0

3
<

2δxi0

3
+

δxi0

3
= δxi0

,

o que mostra que x ∈ B(xi0 , δxi0
).

A seguir provemos uma versão particular do Teorema 1.1.

Teorema 1.20. Seja f : U ⊂ Rm → Rn uma função de classe Cp e m ≥ n. Se p ≥ m/n, então
f(C(f)) tem medida nula em Rn, onde C(f) := {x ∈ U | d(f(x)) = 0}.

Demonstração. Como U pode ser descrito como uma união enumerável de conjuntos limitados
e como união enumerável de conjuntos de medida nula é também de medida nula, podemos
supor sem perda de generalidade que vol(U) < +∞. Para simplificar notações, denotemos por
ck o volume da bola unitária em Rk, ou seja, ck := vol(B(0, 1)). Desta forma, o volume da bola
de raio r em Rk é dado por ckr

k.
Para cada componente de f , apliquemos o Lema 1.18 para obtermos que

lim
y→x

y∈C(f)

|f(x) − f(y)|
|x− y|p = 0, ∀x ∈ C(f) ∩ U.

Assim, dado ε > 0, temos que para todo x ∈ C(f), existe δx ∈ (0, 1) tal que se y ∈
C(f) ∩ B(x, δx), então
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|f(y) − f(x)| <
(

ε · cm
cn · 3m · vol(U)

) 1

n

|y − x|p. (1.11)

A desigualdade (1.11) significa que f(C(f) ∩ B(x, δx)) ⊂ Dx, onde

Dx := B

(
f(x),

(
ε · cm

cn · 3m · vol(U)

) 1

n

· δpx

)
.

Temos que o volume de Dx é finito. Como p ≥ m
n

e δx < 1, obtemos:

vol(Dx) = cn

[(
ε · cm

cn · 3m · vol(U)

) 1

n

· δpx

]n

≤ ε · cm
3m · vol(U)

· δmx

=
ε

3m · vol(U)
· vol(B(x, δx)).

(1.12)

Pelo Lema 1.19, segue que existe um conjunto enumerável {xi} ⊂ C(f) tal que C(f) ⊂
∪iB(xi, δxi

) e
∑

i vol(B(xi, δxi
)) < 3m · vol(U). Estes implicam

f(C(f)) = ∪if(C(f) ∩ B(xi, δxi
)) ⊂ ∪iDxi

,

e junto com a desigualdade (1.12), obtemos:

∑

i

vol(Dxi
) ≤ ε

3m · vol(U)

∑

i

vol(B(xi, δxi
))

<
ε

3m · vol(U)
· 3m · vol(U)

= ε.

Portanto, mostramos que dado qualquer ε > 0, temos que f(C(f)) está contido em um conjunto
de medida menor que ε. Isto mostra que f(C(f)) possui medida nula, o que termina a prova

Observamos que se n = 1 no teorema anterior, então crit(f) = C(f). Logo, o Teorema 1.20
implica diretamente no Teorema 1.1 (Teorema de Morse-Sard) para n = 1. Mais precisamente,
temos:

Corolário 1.21. Seja f : U ⊂ Rm → R uma função de classe Cm. Então f(crit(f)) é um
conjunto de medida nula em R.

O corolário acima é conhecido como o Teorema de Morse. Vamos mostrar que ele implica o
Teorema de Morse-Sard (Teorema 1.1). Seguindo [25], provamos inicialmente o próximo lema
que é um caso particular do Teorema de Fubini.

Lema 1.22. Seja K ⊂ Rn = Rp×Rn−p um conjunto compacto. Suponha que para todo x ∈ Rp,
o conjunto Kx := {y ∈ Rn−p | (x, y) ∈ K} possui medida nula em Rn−p. Então K é um
conjunto de medida nula em Rn.

Demonstração. Como K é compacto em Rn, existe R > 0 tal que K ⊂ B(0, R) × Rn−p, onde
B(0, R) ⊂ Rp denota a bola com centro na origem e raio R.
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Pela hipótese, para todo x ∈ B(0, R), o conjunto Kx possui medida nula. Logo, dado ε > 0,
existem bolas B(yi, ri) ⊂ Rn−p tais que Kx ⊂ ∪iB(yi, ri) e

∑

i

vol(B(yi, ri)) < ε.

Afirmamos que como K é compacto existe δx > 0 tal que

K ∩ (B(x, δx) × Rn−p) ⊂ ∪iB(x, δx) × B(yi, ri). (1.13)

De fato, se supormos que não existe tal δx, podemos construir uma sequência (un, vn) ∈ K
com lim un = x e vn /∈ ∪iB(yi, ri). Como K é compacto, podemos tomar uma subsequência
convergente com lim vn = v ∈ K. Como vn /∈ ∪iB(yi, ri), segue que v /∈ ∪iB(yi, ri). Desta
forma, lim(un, vn) = (x, v) ∈ K e v ∈ Kx \ ∪iB(yi, ri), o que é uma contradição com o fato de
que ∪iB(yi, ri) é uma cobertura de Kx. Portanto, a existência de δx satisfazendo (1.13) está
assegurada.

Continuando com a demonstração, usamos as construções anteriores e o Lema 1.19 para
obtermos uma cobertura de B(0, R) com bolas B(xj, δxj

) satisfazendo
∑

i vol(B(xj, δxj
)) <

3n · vol(B(0, R)) e de modo que para cada xj temos uma cobertura de Kxj
com bolas B(yij, rij)

satisfazendo
∑

j vol(B(yij, rij)) < ε. Além destes, temos ainda que (1.13) é satisfeita para todo
j, ou seja:

K ∩ (B(xj, δxj
)) × Rn−p) ⊂ ∪iB(xj, δxj

) × B(yij, rij).

Portanto, ∪i,jB(xj, δxj
) × B(yij, rij) é uma cobertura de K e

∑

i,j

vol(B(xj, δxj
) × B(yij, rij)) < ε

∑

j

vol(B(xj, δxj
)

< 3n · ε · vol(B(0, R)).

Escolhendo ε tão pequeno como desejarmos, obtemos que K é um conjunto de medida nula
em Rn.

A seguir apresentamos a demonstração do Teorema 1.1

Demonstração Teorema 1.1. Considere Cp := {x ∈ U | posto(df(x)) = p}. Como crit(f) =
∪n−1
p=0Cp, segue que para mostrarmos que f(crit(f)) possui medida nula é suficiente provarmos

que f(Cp) possui medida nula para p ≤ n − 1. Como U pode ser descrito como uma união
enumerável de conjuntos compactos, podemos supor sem perda de generalidade que Cp e f(Cp)
são conjuntos compactos. Desta forma, mostraremos que, para todo x ∈ Cp, existe δx > 0 tal
que f(B(x, δx) ∩ Cp) é um conjunto de medida nula.

Como posto(df(x)) = p, existe uma vizinhança V ⊂ Rm de x tal que posto(df(y)) ≥ p,
para todo y ∈ V e, através de uma mudança de coordenadas adequada, podemos escrever
Rn = Rp ×Rn−p de modo que π1 ◦ df(y) : Rm → Rp seja uma transformação linear sobrejetora
para todo y ∈ V . Aqui, π1 : Rn = Rp×Rn−p → Rp denota a projeção canônica sobre a primeira
coordenada.

Portanto, a restrição π1 ◦ f : V → Rp é uma submersão. Pelo teorema da função impĺıcita,
existe um difeomorfismo local h : Ũ1 × Ũ2 → Ṽ , de classe Cm−n+1, sendo Ũ1 ⊂ Rp, Ũ2 ⊂ Rm−p

e Ṽ ⊂ V ⊂ Rm abertos e de modo que h satisfaz (π1 ◦ f) ◦ h(u, v) ≡ u. Portanto, temos que

f ◦ h(u, v) = (u, f̃(u, v)). (1.14)

Como h é um difeomorfismo, podemos supor sem perda de generalidade que f é como (1.14).
Assim,

(u, v) ∈ Cp ⇔ dvf̃(u, v) = 0.
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Dado (u0, v0) ∈ Cp, consideramos Fu0
:= {(u0, v) | v ∈ Rm−p}. Logo,

f(Fu0
∩ Cp) ⊂ {u0} × f̃u0

(N),

onde f̃u0
(v) := f̃(u0, v) e N = {v ∈ Ũ2 | df̃u0

(v) = 0}.

Temos que f̃u0
: Ũ2 ⊂ Rm−p → Rn−p é de classe Cm−n+1. Além disto, como n−1 ≥ p, temos

que m − n ≥ m−n
n−p

, o que implica que m − n + 1 ≥ m−p
n−p

. Portanto, podemos aplicar Teorema

1.20 para concluir que f̃u0
(N) possui medida nula em Rn−p , ∀u0 ∈ Ũ1. Utilizando Lema 1.22,

obtemos que f(Cp) tem medida nula em Rn, o que termina a prova.

Em [36], Whitney mostrou que a hipotese sobre a classe de diferenciabilidade deve ser
considerada no Teorema de Morse-Sard. Depois da demonstração de Sard do Teorema 1.1,
outros trabalhos em busca de generalizações apareceram. Por exemplo, em [24], C. Moreira
apresenta uma generalização do Teorema de Morse-Sard considerando a medida de Hausdorff
e também mostrando a necessidade da hipótese de diferenciabilidade no Teorema 1.1.

O Teorema 1.1 garante que f(crit(f)) possui medida nula, mas não garante por exemplo
que este conjunto é fechado. Em efeito, o próximo exemplo mostra uma função de classe C∞

tal que f(crit(f)) é denso em R.

Exemplo 1.23. Primeiro vamos construir uma função f : R → R de classe C∞ com suporte
no intervalo (−1/2, 1/2) tal que f(0) = 1 e f ′(0) = 0. Seguindo [19], consideramos a função
α(t) = exp(−1/t), para t > 0, e α(t) = 0 para t ≤ 0. A função α(t) é de classe C∞ em
R \ {0} e a suas derivadas de todos as ordens convergem para 0, quando t → 0. Logo α é
de classe C∞. Considere agora a função β(t) = α(t + 1/2) · α(−t − 1/4). Temos que β(t) =
exp([(t + 1/2)(−t− 1/4)]−1), quando −1/2 < t < −1/4, e β(t) = 0, caso contrário. Assim,

tome b =
∫ +∞
−∞ β(s)ds =

∫ −1/4

−1/2
β(s)ds e a função

γ(t) =
1

b

∫ +∞

−∞
β(s)ds

é de classe C∞ tal que 0 ≤ γ(t) ≤ 1 e γ(t) = 1 para t ≥ −1/4 . Então definimos f : R → R

como f(t) = γ(−|t|). Para terminar, note que γ é constante perto de t = 0. Portanto f é de
classe C∞ e satisfaz as condições mencionadas.

Considere também q1, q2, . . . uma ordem de Q. Agora considere a função

g(x) =
∑

n∈N
qnf(x− n).

Como f ∈ C∞, então g ∈ C∞. Note que se m ∈ N então g(m) = qm e g′(m) = 0. Portanto,
N ⊂ crit(g) e f(N) = Q. Logo, Q ⊂ f(crit(f)) .

Observação 1.24. Seja f : Rn → R é uma função semi-algébrica de classe Cn. Então o
conjunto f(crit(f)) é semi-algébrico. Pela Proposição 1.4, f(crit(f)) é uma união finita de
pontos e de intervalos. Por último, pelo Corolário 1.21, segue que f(crit(f)) é um conjunto
finito de pontos.



Caṕıtulo 2

Teorema de Rabier

Um objetivo no estudo de Topologia Diferencial é entender propriedades e resultados globais.
Um conceito global relacionado ao trabalho que consideraremos nos próximos caṕıtulos é a
noção de fibração, que apresentamos a seguir:

Definição 2.1. Seja f : Kn → Km uma aplicação cont́ınua, n ≥ m, onde K = R ou C.
Dizemos que f é uma fibração trivial em y ∈ Km, se existe uma vizinhança U ⊂ Km de y e um
homeomorfismo h : U × f−1(y) → f−1(U) tal que f ◦ h = PU . Onde PU : U × f−1(y) → U é a
projeção sobre o primeiro fator.

Em outra palavras, f é uma fibração trivial em y ∈ Km, se o diagrama a seguir comuta

U × f−1(y) h
//

PU

''

f−1(U)

f
��

U
De modo natural, a definição acima se estende para aplicações definidas entre variedades

suaves. Relacionado à noção de fibração, temos o Teorema de Ehresmann que diz: se M,N
são variedades suaves de dimensão finita e f : M → N é uma aplicação própria e submersão,
então f é uma fibração trivial em todo y ∈ N . Sendo que própria significa que a pré-imagem
de qualquer conjunto compacto de N é ainda um conjunto compacto de M .

Em 1997, P. Rabier [32] generaliza o Teorema de Ehresmann para o caso de dimensão infi-
nita, introduzindo os conceitos de submersão forte e núcleos uniformemente separados, obtendo
diferentes aplicações, entre elas um teorema de função impĺıcita global e ideias para uma teoria
de pontos cŕıticos generalizados.

Neste caṕıtulo, apresentamos uma versão particular do Teorema de Rabier (Teorema 2.5).
A demonstração que apresentaremos deste resultado foi dada por Z. Jelonek [10]. Para apre-
sentarmos o Teorema de Rabier precisamos das definições a seguir.

Relacionada à Definição 2.1, temos:

Definição 2.2. Seja f : Rn → Rm uma aplicação cont́ınua, n ≥ m. Dizemos que um valor
y ∈ Rm é um valor t́ıpico de f se f é uma fibração trivial em y. Caso contrário, dizemos que y
é um valor at́ıpico de f . Denotamos o conjunto dos valores at́ıpicos de f por B(f) e chamamos
este conjunto de conjunto de bifurcação de f .

A definição a seguir é devida à [32]:

Definição 2.3 (Função de Rabier). Consideramos L(Kn,Km) o conjunto das transformações
lineares de Kn em Km, onde K = C ou K = R. Seja A ∈ L(Kn,Km). Definimos:

ν(A) = inf
||ϕ||=1

||A∗ϕ||,

13
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onde A∗ : (Km)∗ → (Kn)∗ denota a adjunta de A é (Kq)∗ denota o espaço dual de Kq .

Com a função definida acima temos:

Definição 2.4. Dada f : Kn → Km uma aplicação diferenciável, n ≥ m. Definimos os
seguintes dois conjuntos:

K0(f) := f(crit(f)),

onde crit(f) denota o conjunto dos pontos cŕıticos de f (veja página 3) e

K∞(f) = {y ∈ Km : ∃xl ∈ Kn tal que |xl| → ∞, f(xl) → y e |xl|ν(df(xl)) → 0}.

Com isso definimos o conjunto K(f) = K0(f) ∪K∞(f).

O conjunto K∞(f) é chamado de conjunto de valores cŕıticos assintóticos. Com as definições
acima apresentamos a seguir o Teorema de Rabier, cuja prova será dada na seção 2.2.

Teorema 2.5. Seja f : Kn → Km uma aplicação de classe C2 para K = R, ou holomorfa para
K = C. Então

B(f) ⊂ K(f) = K0(f) ∪K∞(f).

A função ν na Definição 2.3 permite definir o conjunto K(f) = K0(f)∪K∞(f) da Definição
2.4 que é uma extensão do conjunto de valores cŕıticos e que também contém os valores cŕıticos
assintóticos, chamamos de conjunto de valores cŕıticos generalizados. Neste caṕıtulo apresenta-
mos funções equivalentes à ν (veja Definições 2.15, 2.21, e 2.24) e que podem ser utilizadas para
definir o mesmo conjunto K∞(f). Em [32], P. Rabier prova para aplicações entre variedades de
Finsler que o conjunto de bifurcação de uma aplicação B(f) é um subconjunto do conjunto de
valores cŕıticos generalizados K(f). Seguimos Jelonek em [10] para apresentar o Teorema de
Rabier para aplicações de Rn em Rm.

Na seção 2.1, apresentamos propriedades e funções equivalentes à ν. Na seção 2.2 apresen-
tamos uma prova do Teorema 2.5. Na seção 2.3 apresentamos o Determinante de Gram com
algumas propriedades que foram utilizadas na seção 2.1.

2.1 Função de Rabier

Nesta seção, provaremos uma equivalência entre a função de Rabier, da distância de Kuo,
do número de Gaffney e do número g′, além de algumas propriedades destes números (veja
Definições 2.3, 2.15, 2.21 e 2.24). Para a prova destas equivalências, na seção 2.3 apresentamos
a definição do determinante de Gram que será utilizada na demonstração da equivalência entre o
número de Gaffney e a distância de Kuo (veja Proposição 2.23). No que segue nesta dissertação
denotamos por || · || a norma usual.

2.1.1 Propriedades e equivalências de ν

Em [32], a função ν definida em Definição 2.3 é utilizada para o estudo do conjunto de bifurcação
(veja Definição 2.2 e Teorema 2.5).

Nesta seção, mostraremos interpretações geométricas da função ν, como por exemplo Pro-
posição 2.13 e Proposição 2.14, além de propriedades interessantes da função ν. Começamos
com o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Seja A ∈ L(Kn,Km). São equivalentes:

(i) A é sobrejetora.
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(ii) Existe uma constante c ≥ 0 tal que:

||ϕ|| ≤ c||A∗ϕ||, para todo ϕ ∈ (Km)∗.

onde (Km)∗ é o espaço dual de Km e A∗ é a adjunta de A.

O Teorema 2.6 é um resultado clássico de Análise Funcional cuja prova pode ser vista,
por exemplo, em [4, Theo II.19]. A seguir caracterizamos a nulidade da função ν com a
sobrejetividade do operador A.

Lema 2.7. Seja A ∈ L(Kn,Km). Temos que ν(A) > 0 se, e somente se, A é sobrejetora.

Demonstração. Suponha ν(A) > 0. Segue pela Definição 2.3 que

ν(A) ≤ ||A∗ ϕ

||ϕ|| || =
1

||ϕ|| ||A
∗ϕ||, ∀ϕ ∈ (Km)∗ e ϕ 6= 0.

A igualdade acima implica

||ϕ|| ≤ 1

ν(A)
||A∗ϕ||.

Logo, a condição (ii) do Teorema 2.6 é satisfeita para c := ν(A)−1. Portanto, pelo mesmo
Teorema 2.6 conclúımos que A é sobrejetora.

Agora, suponha que A é sobrejetora. Pelo Teorema 2.6, existe c > 0 tal que

||A∗ϕ|| ≥ c−1||ϕ||, ∀ϕ ∈ Y ∗.

Esta desigualdade e Definição 2.3 implicam que

ν(A) ≥ c−1,

o que termina nossa prova.

A Proposição 2.8 mostra propriedades úteis para o decorrer do trabalho.

Proposição 2.8. Sejam A,B ∈ L(Kn,Km).

(i) Se m = 1, então ν(A) = ||A||.

(ii) Se A ∈ GL(Kn,Kn), então ν(A) = ||A−1||−1. Onde GL(Kn,Kn) é o conjunto das matrizes
invert́ıveis.

(iii) A função ν é 1−Lipschitz. Isto é, |ν(A) − ν(B)| ≤ ||A− B||.

Demonstração. Primeiro mostremos o item (i). Se A não é sobrejetora, temos que A é o
operador nulo e portanto ‖A‖ = 0. Por outro lado, segue pelo Lema 2.7 que ν(A) = 0.
Assim, se A não é sobrejetora, a prova segue. Suponhamos agora que A é sobrejetora. Sejam
ϕ1, ϕ2 ∈ K∗ tais que ||ϕ1|| = 1 e ϕ2 é não nula. Afirmamos que

‖A∗ϕ1|| = ‖A∗ ϕ2

‖ϕ2‖
‖. (2.1)

De fato, como dim(K∗) = 1, existe c ∈ K tal que ϕ2 = cϕ1. Logo,

||A∗ ϕ2

||ϕ2||
|| = ||A∗ cϕ1

||cϕ1||
|| =

|c|||A∗ϕ1||
|c| = ||A∗ϕ1||,
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o que prova a igualdade (2.1). Em particular, para ϕ1 = IK, ou seja considerando ϕ1 como
sendo a identidade de K em K, obtemos com a igualdade (2.1) que

inf
||ϕ||=1

||A∗ϕ|| = ||A∗ϕ1||.

Mas, como A∗ϕ1 = IKA = A, conclúımos que

inf
||ϕ||=1

||A∗ϕ|| = ‖A‖.

Pela Definição 2.3, segue que ν(A) = ‖A‖, o que mostra item (i).
Para (ii) lembremos que ||A∗|| = ||A|| e (A−1)∗ = (A∗)−1. Portanto, segue:

inf
||ϕ||=1

||A∗ϕ|| =
1

sup||ϕ||=1 ||(A∗)−1ϕ||

=
1

||(A∗)−1||
= ||A−1||−1,

o que mostra o item (ii).
Para terminar a prova, temos que provar que o item (iii). Ou seja, temos que provar que

|ν(A) − ν(B)| ≤ ||A− B||, ∀A,B ∈ L(Kn,Km).

Mas, para quaisquer A,B ∈ L(Kn,Km) e ϕ ∈ (Km)∗, com ||ϕ|| = 1, temos a seguinte
desigualdade:

||A∗ϕ|| ≥ ||B∗ϕ|| − ||(A∗ − B∗)ϕ||. (2.2)

Como ‖C‖ = ‖C∗‖, para qualquer C ∈ L(Kn,Km) (veja por exemplo [9]), temos que ||B∗ϕ|| −
||(A∗ − B∗)ϕ|| ≥ ||B∗ϕ|| − ||A − B|| ≥ ν(B) − ||A − B||. Esta desigualdade e (2.2) implicam
que:

ν(A) ≥ ν(B) − ||A− B||.
Consequentemente

||A− B|| ≥ ν(B) − ν(A).

Similarmente, trocando A por B, mostra-se que ||A− B|| ≥ ν(A) − ν(B). Portanto, temos

|ν(A) − ν(B)| ≤ ||A− B||,

o que termina a prova.

Agora provaremos que ν(A) pode ser interpretada como a distância do operador A ∈
L(Kn,Km) ao conjunto singular de L(Kn,Km) assim definido:

Definição 2.9. Definimos Σ como o conjunto das transformações lineares B ∈ L(Kn,Km) tais
que B não é sobrejetor. O conjunto Σ é chamado de conjunto singular de L(Kn,Km).

Os próximos três lemas serão úteis para a prova de que ν(A) é exatamente a distância de
A ao conjunto Σ (veja Proposição 2.13).

Lema 2.10. Seja ϕ ∈ (Km)∗ com ϕ não nula. Se y ∈ Km é tal que ϕ(y) = 1, então:

Km = ker(ϕ) ⊕ 〈y〉.
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Demonstração. Suponha z ∈ ker(ϕ) ∩ 〈y〉. Então ϕ(z) = 0 e z = cy para algum c ∈ K.
Logo 0 = ϕ(z) = cϕ(y) = c, o que mostra que z = 0. Agora, dado w ∈ Km, escrevemos
w = (w − ϕ(w)y) + ϕ(w)y. Temos que (w − ϕ(w)y) ∈ ker(ϕ) e ϕ(w)y ∈ 〈y〉. Portanto, o lema
vale.

Lema 2.11. Seja φ ∈ (Km)∗ com φ não nula. Para todo y ∈ Km, temos:

dist(y, ker(φ)) =
|φ(y)|
||φ|| .

Demonstração. Para qualquer x ∈ ker(φ), pela definição de norma, temos φ
(

y−x
||y−x||

)
≤ ||φ||, o

que mostra que
|φ(y)|
||φ|| ≤ ||y − x||.

Consequentemente,
|φ(y)|
||φ|| ≤ dist(y, ker(φ)).

Para a outra desigualdade, considere uma sequência {xn}n∈N tal que |φ( xn

||xn||)| −→ ||φ|| e os

vetores xn = y − φ(y)
φ(xn)

xn ∈ ker(φ). Logo, temos

dist(y, ker(φ)) ≤ inf
n
||y − xn|| = inf

n
‖y −

(
y − φ(y)

φ(xn)
xn

)
‖

= |φ(y)| inf
n
|| xn

φ(xn)
||

=
|φ(y)|
||φ|| ,

o que termina a prova.

Lema 2.12. Seja A ∈ L(Kn,Km) um operador sobrejetor e ε > 0. Então

dist(A,Σ) ≤ ν(A) + ε.

Demonstração. Dado ε > 0, segue da Definição 2.3 que existe ϕε ∈ (Km)∗, com ||ϕε|| = 1, tal
que

||ϕε ◦ A|| ≤ ν(A) + ε. (2.3)

Considere yε tal que ϕε(yε) = 1. Pelo Lema 2.10, temos Km = ker(ϕε)⊕〈yε〉. Consideremos
a projeção canônica pε de Km sobre 〈yε〉 e a aplicação linear Bε := A− pε ◦ A.

Logo, para todo x ∈ Kn existem k ∈ ker(ϕε) e c ∈ K tal que A(x) = k + cyε. Portanto:

Bε(x) = A(x) − pε ◦ A(x)

= (k + cyε) − pε(k + cyε)

= (k + cyε) − cyε

= k.

Das igualdades acima, conclúımos que Im(Bε) ∩ 〈yε〉 = {0} e consequentemente Bε não é
sobrejetor, ou seja, Bε ∈ Σ. Segue então que vale:

dist(A,Σ) ≤ ||A− Bε|| = ||pε ◦ A|| = sup
||x||=1

||pε ◦ A(x)|| = ||yε||||ϕε ◦ A||, (2.4)
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sendo que na última desigualdade usamos o fato de que pε ◦ A(x) = (ϕε ◦ A(x))yε, ∀x.
De (2.3) e (2.4), conclúımos:

dist(A,Σ)

||yε||
≤ ||ϕε ◦ A|| ≤ ν(A) + ε.

Pelo Lema 2.11, temos dist(yε, ker(ϕε)) = |ϕε(yε)|
||ϕε|| = 1.

Então existe uma sequência un ∈ ker(ϕε) tal que ‖yε − un‖ é uma sequência decrescente e
que converge para 1. Agora, definindo ynε := yε−un, temos ϕε(y

n
ε ) = 1 e desta forma aplicando

o mesmo processo à sequência crescente {ynε } obtemos

dist(A,Σ)

||ynε ||
≤ ν(A) + ε,

Como ||ynε || converge para 1, segue que

dist(A,Σ) ≤ ν(A) + ε,

o que termina a prova.

Finalmente, temos a seguinte interpretação para ν:

Proposição 2.13. Seja A ∈ L(Kn,Km). Então

ν(A) = dist(A,Σ).

Demonstração. Segue da Proposição 2.8 que |ν(A) − ν(B)| ≤ ||A − B||, para qualquer B. Se
B ∈ Σ, temos pelo Lema 2.7 que ν(B) = 0 e consequentemente obtemos a seguinte desigualdade:

ν(A) ≤ ||A− B||.

Portanto, a igualdade acima garante que:

ν(A) ≤ dist(A,Σ).

O fato de que ν(A) ≥ dist(A,Σ) segue pelo Lema 2.12 e isto conclui a prova.

No próximo resultado apresentamos mais uma interpretação geométrica da função ν:

Proposição 2.14. Seja A ∈ L(Kn,Km). Temos:

ν(A) = sup{r ≥ 0 : Bm(0, r) ⊂ A(Bn(0, 1))},

onde Bq(0, r) representa a bola em Kq com centro na origem e de raio r.

Demonstração. Denote R := sup{r ≥ 0 : Bm(0, r) ⊂ A(Bn(0, 1))}.
Primeiramente vamos provar que ν(A) ≥ R. Para isto, considere r < R, ε > 0 e ϕ ∈ (Km)∗

com ||ϕ|| = 1. Denotamos por y ∈ Sq−1(0, r) = {x ∈ Kq| ||x|| = r}. Logo, existe y ∈ Sm−1(0, r)
tal que |ϕ(y)| ≥ 1 − ε. Seja r ≤ r

′

< R. Temos que r
′

y ∈ Sm−1(0, r
′

) e |ϕ(r
′

y)| ≥ |ϕ(ry)|. Pela
definição de R existe x ∈ Bn(0, 1) tal que Ax = r

′

y e portanto obtemos:

|ϕ(Ax)| ≥ r|ϕ(y)| ≥ r(1 − ε),

que implica
||ϕ ◦ A|| ≥ r(1 − ε), ∀ε > 0.

Como r, ε e ϕ são arbitrários, segue que ν(A) ≥ R.
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Agora, mostremos que ν(A) ≤ R. Para isto, fixe ε > 0 e y ∈ Bm(0, R + ε) \ A(Bn(0, 1)).
Defina H = A−1(〈y〉). Então A|H define o funcional λ ∈ (H)∗ tal que A(h) = λ(h)y, para
h ∈ H. Pelo Teorema de Hahn-Banach (veja [12], Teorema 4.2-1) λ pode ser estendido a Kn

de tal forma que se λ é a extensão de λ, então ||λ|| = ||λ||.
Afirmamos que ||λ|| < 1. De fato, se supormos que ||λ|| = c ≥ 1, então, como ||λ|| = ||λ||,

existe uma sequência {hn} ∈ H com ||hn|| = 1 tal que ||λ(hn)|| = ||λ(hn)|| −→ c. A menos de
subsequência podemos supor que existe x ∈ Kn tal que hn −→ x e ||x|| = 1. Logo λ(x) = c.
Considere agora o elemento x

c
∈ Bn(0, 1). Temos A(x

c
) = λ(x

c
)y = y o que é uma contradição

com o fato de que y ∈ Bm(0, R + ε) \ A(Bn(0, 1)). Portanto temos ||λ|| < 1.
Continuando com a prova, considere By = A− λy ∈ Σ, pois By não atinge y e

||A− By|| = ||λy|| ≤ ||y|| ≤ R + ε.

Portanto dist(A,Σ) ≤ R+ ε. Segue da Proposição 2.13 que ν(A) ≤ R+ ε. Como ε é arbitrário,
conclúımos que ν(A) ≤ R, o que termina a prova.

2.1.2 Função de Kuo

Em 1972 T.C.Kuo [16] estudou caracterizações de jatos para funções reais. Para isso apresentou
a Definição 2.15. Seguindo [17] utilizamos a distância de Kuo para provar Teorema 3.1. Na
Proposição 2.18 provamos a equivalência de ν com a distância de Kuo. Seguindo [17] utiliza-
remos tal equivalência no Capitulo 3 para provar o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2. Começamos
com a definição e alguns resultados preliminares:

Definição 2.15 ([16], página 116). Sejam η1, . . . , ηk de vetores Kn. A distância de Kuo entre
esses vetores é definida da seguinte forma

κ(η1, . . . , ηk) = min
1≤i≤k

dist(ηi, 〈(ηj)j 6=i〉),

onde 〈(ηj)j 6=i〉 denota o espaço vetorial gerado pelos vetores (ηj)j 6=i.

O seguinte lema será utilizado para relacionarmos as funções ν e a distância de Kuo, veja
Proposição 2.18.

Lema 2.16. Seja (ξ1, . . . , ξk) uma base ortogonal de Kk e u ∈ Sk−1(0, 1) então:

(i) Existe i0 ∈ {1, . . . , k} tal que 1√
k
‖ξi0‖ ≤ |〈u, ξi0〉|.

(ii) Seja (e1, . . . , ek) uma base ortonormal de Kk e escreva por E o elipsoide definido nessa

base por

{
x :
∑k

i=1

(
xi

ai

)2
= 1

}
onde 0 ≤ |a1| ≤ · · · ≤ |ak| ∈ R∗

+ , para 1 ≤ i ≤ k.

Suponha que ξi ∈ E para 1 ≤ i ≤ k . Então min1≤i≤k ‖ξi‖ ≤
√
k|a1|.

Demonstração. Começamos com a prova do item (i). Tome u tal que ‖u‖ = 1. Como (ξ1, . . . , ξk)
é uma base ortogonal de Kk, segue pela desigualdade de Bessel (veja [9]) que:

1 = ‖u‖2 =
k∑

i=1

∣∣∣∣
〈
u ,

ξi
‖ξi‖

〉∣∣∣∣
2

.

Assim, existe i0 ∈ {1, . . . , k} tal que

∣∣∣∣〈u ,
ξi0
‖ξi0‖

〉
∣∣∣∣
2

≥ 1

k
.
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Consequentemente

|〈u , ξi0〉| ≥
‖ξio‖√

k
,

o que prova o item (i).
Agora a prova do item (ii). Pelo item (i), tomando u = e1, obtemos que existe i0 ∈ {1, . . . , k}

tal que:

1√
k
‖ξi0‖ ≤ |〈e1 , ξi0〉|. (2.5)

Como ξi0 ∈ E , temos que
k∑

i=1

∣∣∣∣
xi

ai

∣∣∣∣
2

= 1,

com xi = |〈ei , ξi0〉| e portanto

∣∣∣∣
x1

a1

∣∣∣∣ ≤ 1 ⇒ x1 = |〈e1 , ξi0〉| ≤ |a1|.

Esta última desigualdade e (2.5) implicam que:

‖ξi0‖ ≤
√
k|a1|.

Tomando o mı́nimo, obtemos
min
1≤i≤k

‖ξi‖ ≤
√
k|a1|,

o que termina a prova do item (ii).

A Proposição 2.18 mostra que ν e κ são equivalentes no seguinte sentido:

Definição 2.17. Sejam f e f ′ duas funções definidas sobre L(Kn,Kk) dizemos que f é equiva-
lente à f ′ e escrevemos f ∼ f ′, se existem constantes c, d > 0 tais que para todo A ∈ L(Kn,Kk)
vale a desigualdade:

d · f(A) ≤ f ′(A) ≤ c · f(A).

Proposição 2.18. Seja A = (A1, . . . , Ak) ∈ L(Kn,Kk). Para i ∈ {1, . . . , k} denote por ηi a
linha Ai. Então

ν(A) ≤ κ(η1, . . . , ηk) ≤
√
k ν(A).

Demonstração. Primeiro se A não for sobrejetora, então pela definição 2.15 de κ temos que
κ(η1, . . . , ηk) = 0 e pelo Lema 2.7 ν(A) = 0 e a desigualdade segue. Por outro lado, se A for
sobrejetora, então para cada 1 ≤ i ≤ k, defina

Vi := {x ∈ Kn : 〈x , ηj〉 = 0, j 6= i}.

Então Vi = 〈(ηj)j 6=i〉⊥ (veja [9] pagina 285) e portanto V ⊥
i = 〈(ηj)j 6=i〉.

Temos o seguinte fato geométrico:

dist(ηi, V
⊥
i ) = ‖PVi

(ηi)‖, (2.6)

onde PVi
: Kn → Vi é a projeção sobre Vi. De fato, como V ⊥

i = 〈(ηj)j 6=i〉 temos que

dist(ηi, V
⊥
i ) = dist(ηi, 〈(ηj)j 6=i〉) = ‖〈ηi, xi〉xi‖ = ‖PVi

(ηi)‖, com xi =
PVi

(ηi)

‖PVi
(ηi)‖ ∈ Vi unitário.
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Consideramos para cada i ∈ {1, . . . , k}, o vetor xi ∈ Vi ∩ S(0, 1) como acima. Desta forma,
{x1, . . . , xk} é um conjunto ortonormal de Kn e tal que |〈xi, ηi〉| = ‖PVi

(ηi)‖.

Defina ξi = A(xi) = A1(xi)e1 + · · ·Ak(xi)ek = Ai(xi) ei = 〈xi , ηi〉ei. Assim {ξ1, . . . , ξk} é
uma base ortogonal de Kk e satisfazem ‖ξi‖ = ‖PVi

(ηi)‖.

Agora, dado ϕ ∈ (Kk)∗ com ‖ϕ‖ = 1, temos que ‖ϕA(xi)‖ = 〈ϕ, ξi〉. Pelo Lema 2.16,
existe i0 ∈ {1, . . . , k} tal que 1√

k
‖ξi0‖ ≤ |〈ϕ, ξi0〉|. Com esta desigualdade e pelo fato que

‖ξi0‖ = ‖PVi
(ηi0)‖, obtemos:

‖PVi0
(ηi0)‖ ≤

√
k‖ϕA‖.

A desigualdade acima, a definição de κ e (2.6) implicam

κ(η1, . . . , ηk) ≤
√
k‖ϕA‖.

Como ϕ é arbitrária, obtemos:

κ(η1, . . . , ηk) ≤
√
k ν(A). (2.7)

Mostremos agora a desigualdade ν(A) ≤ κ(η1, . . . ηk). Para cada i ∈ {1, . . . , k}, consi-
deramos o funcional ϕi(y1, . . . , yk) = yi. Então ‖ϕi‖ = 1, para todo i, e vale ‖ϕiA‖ =
‖ξi‖ = ‖PVi

(ηi)‖ = dist(ηi, V
⊥
i ), onde a última igualdade segue de (2.6). Logo, ν(A) ≤

min1≤i≤k ‖PVi
(ηi)‖ = κ(η1, . . . , ηk), e portanto:

ν(A) ≤ κ(η1, . . . , ηk) ≤
√
kν(A).

Definição 2.19. Seja A = (A1, . . . , Ak) ∈ L(Kn,Kk) e sejam ηi as linhas Ai de A. Definimos

κ(A) := κ(η1, . . . , ηk).

Corolário 2.20. Seja κ como na Definição 2.15 e seja ν como na Definição 2.3. Então κ ∼ ν.

2.1.3 Número de Gaffney

Nesta seção mostraremos que, a distância de Kuo, o número de Gaffney e g′ são funções sobre
aplicações lineares que estão relacionadas com a função ν.

Definição 2.21 ([6], página 158). Sejam A ∈ L(Kn,Km), com n ≥ m, e a = [aij] a matriz
de A. Considere I = (i1, . . . , im) um multi-́ındice de ordem m, com 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n.
Definimos MI o menor de ordem m×m da matriz a dado pelas colunas indexadas por I.

Dado um multi-́ındice J de ordem m− 1×m− 1, definimos MJ(j) o menor de a de ordem
m − 1 × m − 1 dado pelas colunas indexadas por J e deletando a j-ésima linha. Se m = 1,
definimos MJ(j) = 1.

Definimos o número de Gaffney para A como segue:

g(A) :=
(
∑

I |MI |2)1/2
(ΣJ,j|MJ(j)|2)1/2 .

No caso em que o denominador da expressão acima se anular, definimos g(A) = 0.

Segue um exemplo para calcular o numero de Gaffney.
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Exemplo 2.22. Considere a aplicação polinomial f : R3 → R2 definida por f(x, y, z) =
(xy − 1, y2z). Assim

df(x, y, z) =

[
y x 0
0 2yz y2

]
.

Sejam I1 = (1, 2) , I2 = (1, 3) e I3 = (2, 3) os multi-́ındices de ordem 2. Assim

|MI1 |2 =

∣∣∣∣
y x
0 2yz

∣∣∣∣
2

= 4|y4z2|.

|MI2 |2 =

∣∣∣∣
y 0
0 y2

∣∣∣∣
2

= |y6|.

|MI3 |2 =

∣∣∣∣
x 0

2yz y2

∣∣∣∣
2

= |x2y4|.

Agora sejam J1 = (1) , J2 = (2) e J3 = (3) os multi-́ındices de ordem 1 . Então |MJ1(1)|2 =
|y2|, |MJ1(2)|2 = 0 , |MJ2(1)|2 = |x2| , |MJ2(2)|2 = 4|y2z2|, |MJ3(1)|2 = 0 e |MJ3(2)|2 = |y4|.
Com isso obtemos que

g(df(x, y, z)) =
4|y4z2| + |y6| + |x2y4|

|y2| + |x2| + 4|y2z2| + |y4| .

Proposição 2.23. Seja A ∈ L(Kn,Km), n ≥ m. Então g(A) ∼ κ(A).

Demonstração. Note que dist(ηi, 〈(ηj)j 6=i〉) na notação da Definição 2.36 (ii) é o h1 portanto
pela Proposição 2.35 e a Observação 2.37 temos

dist(ηi, 〈(ηj)j 6=i〉) =
(G({ηi}i∈{i,...,m))1/2

(G({ηj}j 6=i))1/2
=

(ΣI |MI |2)1/2
(ΣJ |MJ(i)|2)1/2 ≥ (ΣI |MI |2)1/2

(ΣJ,j|MJ(j)|2)1/2 ,

sendo que a segunda igualdade segue da Proposição 2.41. Tomando mı́nimo, obtemos a desi-
gualdade κ(A) ≥ g(A). Por outro lado, existe i0 tal que (ΣJ |MJ(i0)|2)1/2 é máximo. Logo,

(ΣJ,j|MJ(j)|2)1/2 = (Σr(ΣJ |MJ(r)|2))1/2 ≤ √
m(ΣJ |MJ(i0)|2)1/2,

o que implica

g(A) ≥ C
(ΣI |MI |2)1/2

(ΣJ |MJ(i0)|2)1/2
= Cdist(ηi0 , 〈(ηj)j 6=i0〉) ≥ Cκ(A),

onde C = 1/
√
m. Com esta última desigualdade conclúımos a prova.

Definição 2.24 ([10], definição 2.3). Seja A ∈ L(Kn,Km), com n ≥ m. Seja a = [aij] a matriz
de A. Definimos o seguinte número:

g′(A) = maxI{minJ⊂I
|MI |

|MJ(j)|},

onde MI , MJ(j) são definidos como em Definição 2.21. Se todos MJ(j) são zero, definimos
g′(A) = 0.

Proposição 2.25. g′ ∼ g.
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Demonstração. Fixemos um ı́ndice I = (i1, . . . , im) e consideremos os números |MI |
|MJ (s)| , onde

J ⊂ I. Como MJ(s) é um menor de MI de ordem (m−1×m−1), temos que os números MJ (s)
MI

são elementos da matriz A(I)−1, onde A(I) = [ai,k]1≤i≤m,k∈I . Pelo item (ii) da Proposição 2.8
e o fato de que todas as normas em um espaço vetorial de dimensão finita serem equivalentes
temos:

minJ⊂I
|MI |

|MJ(j)| ∼ ν(A(I)) ≤ ν(A),

sendo que a última desigualdade segue da Proposição 2.14 e o fato de que A(I) ser restrição de
A.

Pela Proposição 2.23 existe uma constante c1 tal que κ(A) ≤ c1g(A) e pela Proposição 2.18
existe uma constante c2 tal que ν(A) ≤ c2κ(A), obtemos que existe uma constante C tal que
g′(A) ≤ Cg(A).

Por outro lado, existe I0 tal que o menor MI0 é máximo. Portanto

g(A) ≤
(
n

m

)1/2 |MI0 |
(ΣJ,j|MJ(j)|2)1/2 ≤

(
n

m

)1/2

minJ⊂I0{
|MI0 |

|MJ(j)|} ≤
(
n

m

)1/2

g(′A),

o que completa nossa demonstração.

Proposições 2.18, 2.23 e 2.25 mostram que os números ν, κ, g e g′ são equivalentes. Portanto
o conjunto de valores cŕıticos generalizados pode ser descrito em termos de qualquer um destes
números. Observamos que ν é utilizado por P. Rabier, para demonstrar o Teorema 2.5. Por
outro lado, Z. Jelonek demonstra em [10] uma versão do Teorema 2.5 para aplicações de Rn em
Rm utilizando o número g′. Em [17], os autores utilizam κ para provar Teorema 3.1 e Teorema
3.2. Gaffney utiliza o numero g para provar um teorema de fibração para funções polinomiais
complexas em [6]. Observamos também que em [16], T. C. Kuo utilizou κ para caracterizações
da v-suficiência de jatos.

2.2 Prova do Teorema de Rabier

Apresentamos nesta seção a prova do Teorema de Rabier (Teorema 2.5) seguindo a prova dada
por Z. Jelonek em [10]. Começamos com os seguintes lemas que serão úteis para a prova do
Teorema 2.5.

Lema 2.26. Sejam U ⊂ Kn um conjunto aberto e V : U → Kn uma aplicação suave. Suponha
que existam constantes R > 0 e M > 0 tais que para todo x ∈ Kn com ||x|| > R temos que
||V (x)|| < M ||x||. Considere y ∈ U e a seguinte equação diferencial:

x′(t) = V (x), x(0) = y.

Seja x(y, t) uma solução da equação diferencial acima, com t ∈ [0, t0). Então a sua trajetória
é limitada. Em particular, temos que a trajetória está definida para todo t > 0 ou intersecta a
fronteira ∂U de U .

Demonstração. Considere r(t) = ||x(y, t)||2. Temos que provar que r é limitada. Por con-
tradição, assuma que existe uma sequência de pontos ti tais que r(ti) → ∞ quando ti → t0.

Considere N um valor regular de r tal que N > R. Como N é um valor regular, temos que
a sua pré-imagem r−1(N) é no máximo um conjunto enumerável r−1(N) = {w1, w2, . . .}. Logo,
para cada wi ∈ r−1(N), temos dois casos posśıveis:

(i) r(t) < N para todo t ∈ [wi, wi+1).
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(ii) r(t) > N para todo t ∈ [wi, wi+1).

Se wi+1 não estiver definido, escolhemos wi+1 = t0. O caso que interessa é o caso do item (ii).
Temos

r′(t) = 2〈x(y, t), x′(y, t)〉 ≤ 2||x′(y, t)||||x(y, t)|| ≤ 2M ||x(y, t)||2 = 2Mr(t),

onde a última desigualdade segue do fato de que ||V (x(y, t))|| < M ||x(y, t)|| , ∀t ∈ [wi, wi+1).
Portanto [ln(r(t))]′ ≤ 2M . Integrando esta desigualdade de wi até t e aplicando a exponen-

cial, obtemos:

r(t) ≤ r(wi)e
2M(t−wi) = Ne2M(t−wi) ≤ Ne2M(t−w1).

Desta forma, a desigualdade acima mostra que o conjunto {r(t) : w1 ≤ t ≤ t0} é limitado,
o que é uma contradição e a prova segue.

Lema 2.27. Seja f : Rn → Rm uma aplicação diferenciável, então K(f) e K∞(f) são fechados.

Demonstração. Tome uma sequência {yi}n∈N em K(f) (em K∞(f)) convergindo a y. Vamos
provar que y ∈ K(f) (em K∞(f)): Como yi ∈ K(f) para todo i ∈ N, então para todo i existe
uma sequência {xi

k} tal que f(xi
k) → yi e ||xN

kN
||ν(df(xi

k)) → 0, quando k → ∞. Assim, para
N ∈ N dado, tome xN := xN

kN
tal que |yN − f(xN

kN
)| ≤ 1

N
e ||xN

kN
||ν(df(xN

kN
)) < 1

N
. Então

||xN
kN
||ν(df(xN

kN
)) → 0 quando N → ∞ e limN→∞ f(xN) = y. De fato,

|y − f(xN)| ≤ |y − yN | + |yN − f(xN
kN

)|

≤ ε +
1

N

o que termina a prova do lema.

Estamos prontos para apresentar a prova do teorema de Rabier:

Prova do Teorema 2.5. Seja a /∈ K(f). Sem perda de generalidade e para simplificar notações
vamos supor que a = 0. Como K(f) é fechado (Lema 2.27 ), temos que existem R > 0, ε > 0,
η > 0 tais que, para todo x com ||x|| > R e ||f(x)|| < η vale:

maxI{minJ⊂I ||x||
|MI |

|MJ(j)|} > ε,

onde MI é o menor de df(x) indexado pelo multi-́ındice I. Mais ainda, existe ω > 0 tal que se
x com ||x|| ≤ R e ||f(x)|| ≤ η então maxI |MI(x)| ≥ ω.

Tome U = {y ∈ Km : ||y|| < η} e seja Γ = f−1(0). O objetivo é provar que f−1(U) ∼= Γ×U
e após uma mudança de coordenadas f é a projeção

Γ × U → U

(γ, u) → u.

Para isto, definimos os seguintes dois conjuntos:

UI = {x ∈ f−1(U) : se ||x|| ≥ R, então minJ⊂I ||x||
|MI |

|MJ(j)|
≥ ε, se ||x|| ≤ R, então |MI(x)| ≥ ω}
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e

VI = {x ∈ f−1(U) : se ||x|| ≥ R, então minJ⊂I ||x||
|MI |

|MJ(j)|
≤ ε/2, se ||x|| ≤ R, então |MI(x)| ≤ ω/2}.

Pela definição UI e VI são conjuntos disjuntos e fechados. Além disto, como Kn é um espaço
normal, existe uma função δI : Kn → [0, 1] de classe C∞ tal que δI = 1 em UI e δI = 0 em VI .

Consideramos a cobertura de f−1(U) dada pelos conjuntos HI = {x : δI > 0} e definimos
δ := ΣIδI e ∆I := δI/δ.

Tome y = (y1, . . . , ym) ∈ U . Escolha o ı́ndice I = (1, . . . ,m) e considere o seguinte sistema
de equações diferenciáveis:

n∑

j=1

∂f1
∂xj

(x(t))x′
j(t)= y1,

...
...

n∑

j=1

∂fm
∂xj

(x(t))x′
j(t)=ym,

x′
m+1(t)= 0,

...
...

x′
n(t) = 0.

Denote MJ(i) := Mk,i, para J = I \ {k}. Pela regra de Cramer, temos:

x′
1(t)=

m∑

k=1

(−1)1+kykM1,k/MI ,

...
...

x′
m(t)=

m∑

k=1

(−1)m+kykMm,k/MI ,

x′
m+1(t)= 0,

...
...

x′
n(t)= 0.

Escrevendo o sistema de uma forma mais simplificada, temos:

x′(t) = VI(y, x(t)).

Assim
df(VI(y, x)) = y.

Similarmente, definimos VI para todo ı́ndice I = (i1, . . . , im). A seguir consideramos o campo
vetorial

V (x, y) =
∑

I

∆IVI(x, y),
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definido em f−1(U).
Temos a seguinte estimativa:

||V (x)|| ≤
∑

I

||VI(x)||

≤
(
n

m

)
m2η/ε

≤ 2mη/ε||x||,

sendo a última desigualdade valida para ||x|| ≥ R. Finalmente, consideramos a equação dife-
rencial:

x′(t) = V (y, x(t)), x(0) = γ, (2.8)

com γ ∈ Γ.
Portanto df(V (y, x)) = df(ΣI∆IVI(y, x)) = ΣIdf(∆IVI(y, x)) = ΣI∆Idf(VI(y, x)) = y e

então, se x(t, y, γ) é solução do sistema (2.8), temos que f(x(t), y, γ) = yt. Como y ∈ U , temos
que a trajetória x(t, y, γ), t ∈ [0, t0) não intersecta a fronteira ∂f−1(U) para todo 0 ≤ t0 ≤ δ+1,
para algum δ > 0. Logo, Lema 2.26 garante que a trajetória x(t, y, γ) está definida em [0, 1].
Como f(x(t, y, γ)) = yt, então o fluxo de fase x(t, y, γ), t ∈ [0, 1] transforma f−1(0) = Γ em
f−1(y) e pela simetria transforma f−1(y) em Γ. Para terminar consideramos o difeomorfismo:

Φ : Γ × U 3 (γ, y) → x(1, y, γ) ∈ f−1(U).

Portanto, 0 /∈ B(f), o que termina nossa prova.

Exemplo 2.28. Considere a função polinomial f : R2 → R tal que f(x, y) = x(xy+1). Temos
que f−1(0) = {(x, y) ∈ R2 : x = 0}∪{(x, y) ∈ R2 : y = −1/x} possui três componentes conexas.
Mas, para ε 6= 0, temos que f−1(ε) = {(x, y) ∈ R2 : (ε − x)/x2} possui duas componentes
conexas. Portanto 0 ∈ B(f). Por outro lado, ∇f(x, y) = (2xy + 1, x2) e assim K0(f) = ∅.
Pelo Teorema 2.5, temos que 0 ∈ K∞(f). De fato, considere xn → 0 e yn = −1/2xn. A
sequência (xn, yn) ∈ R2 satisfaz:

lim
n→∞

||(xn, yn)||2||(2xnyn + 1, x2
n)||2 = lim

n→∞
(x2

n + y2n)((2xnyn + 1)2 + x4
n)

= lim
n→∞

x4
n + x2

n/2

= 0.

(2.9)

Mais ainda B(f) = {0}. De fato, considere Φ : R∗ × R>0 → f−1(R>0) tal que Φ(t, ε) =
(t, (ε− t)/t2). Então f(Φ(t, ε)) = ε. Ou seja, temos que o seguinte diagrama comuta:

R∗ × R>0
Φ

//

Π
&&

f−1(R>0)

f

��

R>0

onde Π é a projeção sobre R>0. De forma similar, podemos mostrar para R<0. Portanto,
B(f) = {0}.

Observações

A prova do Teorema 2.5 apresentada primeiramente por Rabier em [32] utiliza no lugar de K(f)
o seguinte conjunto:

K̃(f) = K0(f) ∪ K̃∞(f), (2.10)
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onde

K̃∞(f) := {y ∈ Km : ∃xl ∈ Kn tal que ‖xl‖ → ∞, f(xl) → y e ν(df(xl)) → 0}.
Note que K∞(f) ⊂ K̃∞(f).

Não obstante, o próprio Rabier comenta em [32, página 76] que seu Teorema continua

verdadeiro se, na definição de K̃∞(f), substituirmos a condição de ν(df(xl)) → 0 pela condição
ω(|xl|)ν(df(xl)) → 0, onde ω : [0,∞) → [0,∞) é qualquer função cont́ınua que satisfaz

∫ ∞

0

du

ω(u)
= ∞.

A prova apresentada neste trabalho é feita para a condição ||xl||ν(df(xl)) → 0 e que segue
a prova dada por Jelonek [10].

Observamos que em alguns casos o conjunto K̃∞(f) pode ser grande em comparação à B(f)
e mesmo à K∞(f). Vejamos um exemplo para um polinômio de três variáveis.

Exemplo 2.29 ([29], Exemplo 1.11). Considere o polinômio f : R3 → R, dado por f(x, y, z) =

x + x2y + x4yz. Temos que K0(f) = ∅, K̃∞(f) = R e K∞(f) = {0}. De fato, temos:

∇f(x, y, z) = (1 + 2yx + 4x3yz, x2 + x4z, x4y).

Note que ∇f(x, y, z) 6= 0, para todo (x, y, z) ∈ R3, o que mostra que K0(f) = ∅.
Por outro lado, temos K̃∞(f) = R. De fato, considere a sequência {(− 1

2n
, n, 0)}n∈N. Logo,

∇f(− 1
2n
, n, 0) → 0 e f(− 1

2n
, n, 0) → 0, quando n → ∞. Portanto 0 ∈ K̃∞(f).

Agora, dado a ∈ R∗, tomemos a curva:

γa(s) =

(
s,

2a

s2
,−(1 + (4a)−1s)

2s2

)
.

Vale

f(γa(s)) = a + s

(
1 − 1

4

)
→ a,

e

∇f(γa(s)) =

(
0, s2

(
1

2
− s

8a

)
, 2as2

)
→ 0,

quando s → 0. Portanto, K̃∞(f) = R.
Para mostrarmos que K∞(f) = {0}, consideramos:

∇f(x, y, z) = (1 + 2xy + 4x3yz, x2 + x4z, x4y) := (A,B,C).

Se supormos que t 6= 0, e t ∈ K∞(f) e m = (x, y, z) segue que se |m|ν(df(m)) → 0, quando
|m| → ∞, então ν(df(m)) → 0. Pela Proposição 2.8, isso significa que ∇f(m) → 0. Assim não
é posśıvel que x → ∞ pois nesse caso, pelo fato de A,B → 0 então y → 0 e z é limitado.Logo
tanto 2xy como 4x3yz vão para 0 e assim A 9 0, então x 9 ∞. Por outro lado no caso em
que x tem limite diferente do 0, pelo fato de B,C → 0 teria que z, y são limitados, desse modo
x → 0.

Agora como x(1 + 2xy + 4x3yz) → t e x → 0, então y → ∞ de fato se y é limitado então
A = 1 + xy + x3yz + xy + x3yz + 2x3yz → ∞, assim temos y → ∞.

Como |m|∇(f(m)) → 0, então |m|C → 0 em particular

x8y4 → 0 (1) e x8y2z2 → 0 (2)

. De (1) obtemos |x2y| := ε(m) → 0, assim como (x+2x2y+4x4yz) → t, temos x4yz = t+δ(m)
com δ → 0 quando |m| → ∞. Mas de (2) obtemos x4yz → 0, assim t = 0. Desta forma,
K∞(f) = {0}. Segue do Teorema 2.5, que o polinômio f é uma fibração em cada componente
conexa de R∗.
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Em [8], mostra-se que K∞(f) = K̃∞(f) para qualquer função polinomial f : K2 → K.
Usando este fato, mostremos um exemplo onde B(f) é diferente do conjunto K∞(f).

Exemplo 2.30 ([34], Exemplo 3.4). Considere f : R2 → R, com f(x, y) = 2x2y3− 9xy2 + 12y.

Então f não tem pontos cŕıticos, 0 ∈ K̃∞(f), mas f é uma fibração sobre R.

De fato, ∇f(x, y) = (4xy3 − 9y2, 6(xy)2 − 18(xy) + 12) e para que este gradiente seja
zero devemos ter x, y 6= 0. Pela primeira componente, obtemos a condição xy = 9

4
. Mas

esta condição implica que a segunda coordenada do gradiente é diferente de zero. Portanto,
K0(f) = ∅.

Por outro lado, mostremos que 0 ∈ K̃∞(f) = K∞(f). Para isto, consideramos a sequência
{(xn, yn)}n∈N∗ = {(4n

9
, 9
4n

)}n∈N∗. Logo,

f((xn, yn)) =
45

4n
→ 0,

e também

∇f((xn, yn)) =

(
92

4n2
− 93

16n2
, 0

)
→ 0,

quando n → ∞. Assim, 0 ∈ K̃∞(f).

Seguindo [34], consideramos a aplicação

F : R2 → R2,

tal que

F (x, y) =

(
f(x, y),

x

g(x, y)

)
,

onde g(x, y) = 2x2y2 − 9xy + 12. Temos que F = F−1 e portanto F é um difeomorfismo. Isto
mostra que f é uma fibração e consequentemente B(f) = ∅.

No Caṕıtulo 3 provaremos que para aplicações semi-algébricas diferenciáveis o conjunto
K(f) possui medida nula. E portanto K(f) pode ser visto como uma boa aproximação para
B(f).

2.3 Determinante de Gram

O determinante de Gram está relacionado com o volume do paraleleṕıpedo formado pelos
vetores v1, . . . , vk. Essa relação permite provar uma identidade conhecida como a Identidade
de Lagrange que apresentamos na Proposição 2.41.

Definição 2.31 ([22, Caṕıtulo 38]). Dados os vetores v1, . . . vk ∈ Rq, a matriz de Gram é
a matriz g(v1, . . . , vk) = [gij]k×k, onde cada gij é o produto interno entre vi e vj. Ou seja,
gij = 〈vi, vj〉. Também denotamos a matriz de Gram dos vetores v1, . . . vk como g({vi}1≤i≤k).

Dados v1, v2, v3, a matriz de Gram é dada por:

g(v1, v2, v3) =




〈v1, v1〉 〈v1, v2〉 〈v1, v2〉
〈v2, v1〉 〈v2, v2〉 〈v2, v3〉
〈v3, v1〉 〈v3, v2〉 〈v3, v3〉


 .

Uma observação que será útil nesta seção é a seguinte:
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Observação 2.32. Sejam v1, . . . , vk vetores em Rq. Considere a matriz A de ordem q×k, com
colunas v1, . . . , vk. Então

g({vi}1≤i≤k) = AtA,

onde At representa a matriz transposta de A.

Definição 2.33. Dados v1, . . . , vk ∈ Rq, definimos o determinante de Gram como

G({vi}1≤i≤k) := det(g({vi}1≤i≤k)) = det(AtA).

Proposição 2.34. Se v1, . . . vk são vetores linearmente dependentes, então G({vi}1≤i≤k) = 0.

Demonstração. Como v1, . . . , vk são linearmente dependentes, então existe um vetor a = (a1, . . . , ak)
não nulo tal que

∑k
i=1 aivi = 0. Logo para todo j temos

k∑

i=1

〈aivj, vi〉 = 0,

isto é at está no núcleo de g({vi}1≤i≤k). Portanto G({vi}1≤i≤k) = 0.

A Proposição 2.35 fornece uma intuição geométrica que será formalizada na Proposição
2.38.

Proposição 2.35. Sejam v1, . . . , vk vetores em Rq. Se v1 é perpendicular a v2, . . . , vk, então

G({vi}1≤i≤k) = |v1|2G({vi}2≤i≤k).

Demonstração. Se v1 é perpendicular à v2, . . . , vk, então 〈v1, vj〉 = 0, quando j 6= 1. Portanto

g({vi}1≤i≤k) =




|v1|2 0 · · · 0
0 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉
...

...
...

0 〈vk, v2〉 · · · |vk|2


 .

Calculando o determinante pela primeira linha, obtemos:

G({vi}1≤i≤k) = |v1|2G({vi}2≤i≤k).

A seguir apresentamos a noção de volume de um paraleleṕıpedo em Rq e mostraremos a
seguir que o determinante de Gram está relacionado com o volume do paraleleṕıpedo dos vetores
v1, . . . , vk.

Definição 2.36. Dados v1, . . . , vk, vetores em Rq, definimos:

(i) O paraleleṕıpedo formado pelos vetores v1, . . . , vk ∈ Rn é o conjunto P [v1, . . . vk] formado
por todas as combinações lineares t1v1 + · · · + tkvk com 0 ≤ ti ≤ 1, para i = 1, . . . , k.
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(ii) Para P [v1, . . . vk] definimos seu volume, denotado por vol(P [v1, . . . vk]), como 0 se v1, . . . , vk,
são linearmente dependentes. Se v1, . . . , vk, são linearmente independentes definimos
vol(P [v1, . . . vk]) de forma recursiva em k da seguinte forma:

(a) para k = 1, temos vol(P [v1]) := ||v1||;
(b) suponha definido vol(P [v2, . . . vk]), então defina

vol(P [v1, . . . vk]) = |h1|vol(P [v2, . . . vk]),

onde h1 = v1 − w1, sendo w1 a projeção ortogonal de v1 no espaço vetorial gerado por
v2, . . . , vk.

Observação 2.37. Note que se v1, . . . , vk são linearmente independentes então

G({vi}1≤i≤k) = G({h1, v2, . . . , vk}),

onde h1 = v1−w1 com w1 a projeção ortogonal de v1 no espaço gerado pelos vetores v2, . . . , vk.
De fato, considerando que h1 é ortogonal ao espaço gerado pelos vetores v2, . . . , vk, temos:

G({vi}1≤i≤k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈w1 + h1, w1 + h1〉 〈w1 + h1, v2〉 · · · 〈w1 + h1, vk〉
〈w1 + h1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈w1 + h1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈w1, w1〉 〈w1, v2〉 · · · 〈w1, vk〉
〈w1 + h1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈w1 + h1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈h1, h1〉 〈h1, v2〉 · · · 〈h1, vk〉
〈w1 + h1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈w1 + h1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈w1, w1〉 〈w1, v2〉 · · · 〈w1, vk〉
〈w1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈w1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 〈w1, v2〉 · · · 〈w1, vk〉
〈h1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈h1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈h1, h1〉 〈h1, v2〉 · · · 〈h1, vk〉
〈h1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈h1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈h1, h1〉 〈h1, v2〉 · · · 〈h1, vk〉
〈w1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈w1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=G({w1, v2, . . . vk}) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 〈w1, v2〉 · · · 〈w1, vk〉
0 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+G({h1, v2, . . . vk})

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈h1, h1〉 0 · · · 0
〈w1, v2〉 |v2|2 · · · 〈v2, vk〉

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈w1, vk〉 〈vk, v2〉 · · · |vk|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=G({w1, v2, . . . vk}) +G({h1, v2, . . . vk}).

Sendo valida a penultima igualdade pela Proposição 2.34 temos que G({vi}1≤i≤k) = G({h1, v2, . . . vk}).

Desta forma, temos a seguinte relação entre o determinante de Gram e a definição de volume
apresentada acima:
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Proposição 2.38. Sejam v1, . . . , vk vetores em Rq. Então

vol(P [v1, . . . , vk]) =
√

G({vi}1≤i≤k).

Demonstração. A prova será por indução em k. Para k = 1, temos que vol(P [v1]) = ||v1||. Por
outro lado, temos G(v1) = 〈v1, v1〉, o que implica que vol(P [v1]) =

√
G(v1).

Agora, suponha a proposição verdadeira para k − 1. Pela Definição 2.36 temos:

vol(P [v1, . . . vk]) = ||h1||vol(P [v2, . . . vk]),

onde h1 = v1 − w1 e w1 é a projeção ortogonal de v1 no espaço vetorial gerado por v2, . . . , vk.
Da igualdade acima e com a hipótese de indução, obtemos:

vol(P [v1, . . . vk]) = ||h1||vol(P [v2, . . . vk]) = ||h1||
√

G({vi}2≤i≤k).

Por outro lado, juntando a Observação 2.37 e a Proposição 2.35 temos que G({vi}1≤i≤k) =
||h1||2G({vi}2≤i≤k). Segue dáı que vol(P [v1, . . . vk]) =

√
G({vi}1≤i≤k).

Definição 2.39. Sejam v1, . . . , vn ∈ Rn+1, se v1, . . . , vn são linearmente dependentes, definimos
o produto vetorial v1 × · · · × vn = 0. Caso que v1, . . . vn sejam linearmente independentes
definimos o produto vetorial de v1, . . . , vn como sendo o único vetor não nulo v = v1 × · · · × vn
tal que para todo w ∈ Rn+1 temos 〈w, v〉 = det(v1, . . . , vn, w) é o determinante da matriz com
colunas v1, . . . , vn, w.

O próximo resultado é bem conhecido e diz como descrever o produto vetorial de v1, . . . , vn:

Proposição 2.40. Sejam v1, . . . , vn ∈ Rn+1.

(i) Considere A = (v1, . . . , vn) a matriz de ordem n + 1 × n cujas colunas são os vetores
v1, . . . , vn. Para cada 1 ≤ i ≤ n + 1, seja Ai a matriz obtida pela omissão da i-ésima
linha de A. Então a i- ésima coordenada do vetor v = v1 × · · · × vn é (−1)n+i+1det(Ai).

(ii) Se v = v1 × · · · × vn, então ||v|| = vol(P [v1, . . . , vn]).

Demonstração. Começamos com a prova de (i). Pela Definição 2.39 temos que a i-ésima co-
ordenada de v é 〈v, ei〉 = det(v1, . . . , vn, ei). Ou seja, sua i-ésima coordenada é dada por
(−1)n+i+1det(Ai).

Mostremos agora o item (ii). Denotemos por B a matriz com colunas v, v1, . . . , vn. A
Observação 2.32 e a Definição 2.33 implicam

G(v, v1, . . . , vn) = (det(B))2.

Pela definição de produto vetorial temos:

(det(B)) = (−1)ndet(v, v1, . . . , vn) = (−1)n〈v, v〉 = (−1)n||v||2.

Com as duas igualdades acima, conclúımos:
√

G(v, v1, . . . , vn) = ||v||2.

Como v é perpendicular a v1, . . . , vn, segue da Proposição 2.35 que:
√

G(v1, . . . , vn) = ||v||.

Finalmente, a igualdade acima e Proposição 2.38 garantem que:

vol(P [v1, . . . , vn]) = ||v||,

o que termina nossa prova.
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Terminamos esta seção com o seguinte resultado:

Proposição 2.41 (Identidade de Lagrange). Sejam v1, . . . , vn vetores em Rn+1. Então

G({vi}1≤i≤n) =
n+1∑

i=1

(det(Ai))
2.

Demonstração. As proposição 2.38 e 2.40 garantem as seguintes igualdades:

G({vi}1≤i≤n) = vol(P [v1, . . . , vn])2 = ||v||2.

Pela Proposição 2.40 e igualdade acima obtemos:

G({vi}1≤i≤n+1) =
n+1∑

i=1

(det(Ai))
2,

o que termina a prova.



Caṕıtulo 3

Teorema de tipo Morse-Sard para

valores cŕıticos generalizados

No Caṕıtulo 1, o Teorema 1.1 mostra que para uma aplicação de classe Cs de Rn em Rk, com s ≥
n− k + 1, o conjunto dos valores cŕıticos K0(f) possui medida nula. No Caṕıtulo 2, o Teorema
2.5 generaliza o teorema de fibração de Ehresmann ao mostrar que B(f) ⊂ K0(f) ∪ K∞(f),
mas não fornece nenhuma estimativa sobre K∞(f).

Relacionado a esta estimativa, apresentamos os seguintes resultados de Kurdyka, Orro e
Simon [17]:

Teorema 3.1. Seja f : Rn → Rk uma aplicação semi-algébrica diferenciável. Então K∞(f) é
um conjunto semi-algébrico fechado de dimensão menor do que k.

Teorema 3.2. Se f : Cn → Ck uma aplicação polinomial, então K∞(f) é um conjunto algébrico
e dimCK∞(f) < k.

Com estes resultados e o Teorema de Morse-Sard (Teorema 1.1), temos que para ambas
classes de aplicações dos resultados acima o conjunto K(f) é um conjunto de medida nula. Em
particular, estes resultados mostram que K(f) é uma boa estimativa para B(f) e que B(f) é
um conjunto de medida nula também.

Apresentamos a prova do caso real na seção 3.1 (mais especificamente na subseção 3.1.2) e
do caso complexo na seção 3.2. Na seção 3.3, apresentamos a relação entre K∞(f) e o conjunto
dos pontos não próprios de uma aplicação semi-algébrica equidimensional de classe C2.

3.1 Aplicações semi-algébricas reais

Apresentamos alguns resultados prévios para a prova do Teorema 3.1. Apresentaremos também
alguns resultados conhecidos de Geometria Semi-Algébrica e apresentamos uma versão semi-
algébrica do Lema de seleção da curva para curvas no infinito, veja Lema 3.7.

Começamos com o seguinte resultado que garante que a função ν é semi-algébrica:

Proposição 3.3. Se as normas em Rn e Rk são semi-algébraicas, então ν é semi-algébrica em
L(Rn,Rk).

Demonstração. O conjunto Σ (veja Definição 2.9) é um conjunto semi-algébrico porque depende
dos determinantes dos menores de B ∈ Σ. Pela Proposição 2.13, ν é a função distância de Σ e
como a função distância é uma aplicação semi-algébrica (veja [2] e Exemplo 1.9), temos que ν
é semi-algébrica.

Vamos utilizar fortemente o fato de que K∞(f) pode ser expresso pelo conjunto KN
∞(f), que

é definido como segue:

33
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Definição 3.4. Dada f : Rn → Rk uma aplicação diferenciável, define-se

KN
∞(f) = {y ∈ Rk : ∃xl ∈ Rn ; ‖xl‖ → ∞ , f(xl) → y e ‖xl‖1+

1

N ν(df(xl)) → 0}.

Segue o Lema 3.5 que será útil para a prova da caraterização de K∞(f) apresentada no
Lema 3.6

Lema 3.5 (Wing Lemma). [2, Teorema 9.7.10] Sejam B,Ω dois conjuntos semi-algébricos de
Rn. Assuma que B = B ⊂ Ω \ Ω. Então existe um conjunto semi-algébrico A ⊂ Ω tal que

B = A ∩ (Ω \ Ω).

Lema 3.6. Seja f : Rn → Rk uma aplicação semi-algébrica diferenciável. Então existe N ∈ N∗

tal que

K∞(f) = KN
∞(f).

Demonstração. Considere in : Rn → Sn ⊂ Rn+1 a inversa da projeção estereográfica onde
Sq−1 = Sq−1(0, 1) . Então

graph(in) =

{
(x, y) ∈ Rn × Rn+1 :

(
n∑

i=1

(x2i ) + 4

)
yi = 4xi∀1≤i≤n e

(
n∑

i=1

(x2i ) + 4

)
yn+1 = 2

(
n∑

i=1

x2i

)}
,

(3.1)

que é um conjunto semi-algébrico e portanto in é semi-algébrica. Denote {∞} = Sn\in(Rn).
De forma similar, consideramos a compactificação de Rk e R.

Tomemos a função

σ(x) = ‖x‖ν(df(x)), ∀x ∈ Rn.

Pela Proposição 3.3, segue que σ é semi-algébrica.
Agora

ϕ :Rn → Rk × R ⊂ Sk × S1,

x → (f(x), σ(x)).

Denotemos Ω = graph(ϕ) ⊂ Sn × Sk × S1 e B = {∞} ×K∞(f) × {0} em Sn × Sk × S1.
Em geral o conjunto {∞} ×K∞(f) × {0} não é fechado, mas

{∞}×K∞(f)×{0} = {(x, y, 0)} : ‖x‖ > ‖x‖∀x ∈ Rn e ∃xl com ‖xl‖ → ∞, f(xl) → y, ν(df(xl)) → 0}.

Logo {∞}×K∞(f)×{0} é um conjunto semi-algébrico, bem como o seu fecho, a saber B.
Assim é fácil ver que B ⊂ Ω \ Ω.

Segue, pelo Lema 3.5 que existe A ⊂ Ω tal que

B = A ∩ (Rn × Im(f) × Im(σ)). (3.2)

Consideremos Γ = π(A), onde π : Rn × Rk × R → Rn é a projeção canônica. Por outro
lado, a igualdade (3.2) significa que {∞}× y×{0} ∈ B se, e somente se, existe uma sequência
xl ∈ Γ com |xl| → ∞ , f(xl) → y e σ(xl) → 0. Assim, definimos

θ(r) = r sup
x∈Γ,|x|=r

ν(df(x)),
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sendo que θ(r) = 0, se Γ ∩ Sn−1(0, r) = ∅. A função θ é semi-algébrica pois ν é semi-algébrica
(Proposição 3.3). Logo, tomemos uma sequência |xl| → ∞ em Γ tal que σ(xl) → 0. Conse-
quentemente, a desigualdade de Puiseux garante que θ(r) ≤ cr−α, em ∞, para algum α ∈ Q∗

+

e c > 0. Logo, escolhendo N ∈ N∗ tal que 2
N

< α, obtemos

r1+
1

N ν(df(xl)) < cr−
1

N θ(r).

Para terminar, como θ(r) → 0, quando r → ∞, segue então que |xl|1+
1

N ν(df(xl)) → 0. Isto
significa que K∞(f) ⊂ KN

∞(f).

3.1.1 Arcos semi-algébricos no infinito

No Caṕıtulo 1, Lema 1.15, apresentamos o clássico lema de seleção da curva. A seguir apresen-
tamos uma versão no infinito deste lema.

Lema 3.7 (Lema de seleção da curva no infinito). Seja A ⊂ Rn e seja φ : A → Rq uma aplicação
semi-algébrica. Assuma que existe uma sequência xl ∈ A tal que |xl| → ∞ e φ(xl) → y, para
algum y ∈ Rq. Então existe uma curva anaĺıtica semi-algébrica γ : (α,∞) → Rn tal que
γ(t) ∈ A, limt→∞ |γ(t)| = +∞ e limt→∞ ||φ(γ(t))|| = y.

Demonstração. Seja in a inversa da projeção estereográfica como no Lema 3.6. Denotemos
AS = in(A). O conjunto AS é um conjunto semi-algébrico de Rn+1 pois A é um conjunto
semi-algébrico e in é uma função semi-algébrica (veja Proposição 1.10).

Como |xl| → ∞ em Rn, segue que in(xl) → ∞ em Sn, ou seja, ∞ ∈ ∂AS. Logo,
(in(xl), φ(xl)) → (∞, y). Pelo Lema 1.15, existe uma curva semi-algébrica p : [0, ε) → Sn×Rq e
anaĺıtica em (0, ε) tal que p(0, ε) ⊂ AS×Rq e p(0) = (∞, y). Consideremos γ̃ := i−1

n ◦p1 : (0, ε) →
A. Temos que γ̃ é anaĺıtica e semi-algébrica. Para terminar, tomemos γ : (1/ε,∞) → A,
γ(t) = γ̃(1/t).

Observação 3.8. Sem perda de generalidade podemos supor que γ no lema anterior satisfaz
||γ(r)|| = r, ∀r. De fato, como a curva γ na proposição anterior é semi-algébrica, podemos
supor sem perda de generalidade que para α0 suficiente grande a curva γ : (α0,∞) → Rn satisfaz
〈γ′(t), γ(t)〉 6= 0, para todo t ≥ α0. Desta forma, a função f : (α0,∞) → R, f(t) = ||γ(t)|| não
possui pontos cŕıticos e portanto é crescente. Além disto, f é anaĺıtica. Segue pelo Teorema de
Função Inversa que existe f−1 anaĺıtica. Portanto, β := γ ◦ f−1 é uma reparametrização de γ
que satisfaz ||β(r)|| = r. Além disto, β é anaĺıtica e semi-algébrica.

Com as condições acima temos o seguinte resultado:

Lema 3.9. Seja γ : (α,∞) → Rn curva semi-algébrica e anaĺıtica como no Lema 3.7 e que

satisfaz ||γ(r)|| = r, ∀r, como na Observação 3.8. Então os limites lim
r→∞

γ(r)

||γ(r)|| e lim
r→∞

γ′(r)

||γ′(r)||
existem e são iguais.

Demonstração. Consideremos a função h : (α,∞) → Sn, com h(r) = γ(r)
||γ(r)|| e a sequência

{h(n)}n∈N. Como esta sequência está contida em um conjunto compacto, existe uma sub-
sequência {h(nk)}nk∈N convergente. Seja v ∈ Sn o limite desta subsequência. Para ε > 0 e pela
convergência existe um N ∈ N tal que se k > N então h(nk) ∈ Bε(v)∩Sn. Portanto, temos in-
finitos nk em Bε(v)∩Sn. Por outro lado, como γ é semi-algébrica segue que h é semi-algébrica.
Logo h−1(Bε(v)∩Sn) é um conjunto semi-algébrico em R. Mas como conjuntos semi-algébricos
em R são união finita de pontos e uniões finitas de intervalos, segue que h−1(Bε(v) ∩ Sn) é da

forma (δ,∞). Portanto, limr→∞
γ(r)

||γ(r)|| = v. Que limr→∞
γ′(r)

||γ′(r)|| existe, segue do fato de que

a derivada de uma função semi-algébrica é semi-algébrica, ou seja, segue do fato de que γ′



36

também é semi-algébrica e podemos utilizar o argumento anterior para concluir que o limite
existe.

Por outro lado para provar a igualdade, como γ é anaĺıtica podemos escrever γ(r) = aβr
β +

aβ−1r
β−1 + aβ−2r

β−2 + . . . , com β ≥ 1. Portanto,

γ(r)

||γ(r)|| =
aβr

β + aβ−1r
β−1 + aβ−2r

β−2 + . . .

||aβrβ + aβ−1rβ−1 + aβ−2rβ−2 + . . . ||

=
rβ(aβ + aβ−1r

−1 + aβ−2r
−2 + . . . )

|rβ|||aβ + aβ−1r−1 + aβ−2r−2 + . . . ||

=
aβ + aβ−1r

−1 + aβ−2r
−2 + . . .

||aβ + aβ−1r−1 + aβ−2r−2 + . . . || .

Aplicando o mesmo argumento para γ′(r), obtemos:

γ′(r)

||γ′(r)|| =
βaβ + (β − 1)aβ−1r

−1 + (β − 2)aβ−2r
−2 + . . .

||βaβ + (β − 1)aβ−1r−1 + (β − 2)aβ−2r−2 + . . . || .

Com as duas expressões acima segue

lim
r→∞

γ(r)

||γ(r)|| =
aβ

||aβ||
= lim

r→∞

γ′(r)

||γ′(r)|| ,

o que conclui a prova. Observe que v =
aβ

||aβ || .

Lema 3.10. Seja γ a curva obtida no Lema 3.7, com ||γ(r)|| = r (Observação 3.8). Então
lim
r→∞

||γ′(r)|| = 1. Em particular, γ′(r) é limitada.

Demonstração. Diferenciando a igualdade ||γ(r)||2 = r2, obtemos 〈γ(r), γ′(r)〉 = r. Esta igual-
dade implica que ||γ′(r)|| = 1

cos(α(r))
, com α(r) sendo o ângulo entre γ′(r) e γ(r). Pelo Lema

3.9, temos α(r) → 0, quando r → ∞. Portanto, lim
r→∞

||γ′(r)|| = 1 e a prova segue.

3.1.2 Prova do Teorema Kurdyka-Orro-Simon

Nesta seção apresentaremos uma prova do Teorema 3.1 seguindo [17]. Antes da prova, apre-
sentaremos alguns lemas fundamentais para a prova do resultado final. Para estes lemas,
consideramos as seguintes convenções: fixemos um N ∈ N tal que K∞(f) = KN

∞(f) como no
Lema 3.4 e pela Proposição 2.18, podemos substituir a função ν pela distância de Kuo κ.

Definição 3.11. Seja i ∈ {1, . . . k}. Definimos

Di := {x ∈ Rn : κ(df(x)) = dist(∇fi(x), Vi)},

onde Vi é o espaço gerado pelos vetores ∇(fj(x)), com j = 1, . . . k e j 6= i.

Para cada Di acima, definimos:

K∞(f|Di
) := {y ∈ Rk : ∃xl ∈ Di, |xl| → ∞ , f(xl) → ∞ e |xl|ν(df(xl)) → 0}.

Temos:

Lema 3.12. Di é um conjunto semi-algébrico.

Demonstração. Considere a função semi-algébrica hi(x) = κ(df(x))−dist(∇(fi(x), Vi)). Temos
que h−1

i (0) = Di e portanto Di é um conjunto semi-algébrico em Rn.
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Lema 3.13.

K∞(f) = ∪k
i=1K∞(f|Di

).

Demonstração. A inclusão ∪k
i=1K∞(f|Di

) ⊂ K∞(f), segue diretamente das definições destes
conjuntos.

Para a outra inclusão, observamos primeiramente que Rn = ∪k
i=1Di. Logo, dado y ∈ K∞(f),

existe uma sequência xl ∈ Rn tal que |xl| → ∞, f(xl) → ∞ e |xl|κ(df(xl)) → 0. Logo existe
1 ≤ j ≤ k e uma subsequência xlp tal que xlp ∈ Dj. Portanto, xlp satisfaz |xlp | → ∞,
limp→∞ f(xlp) = y e |xlp |ν(df(xlp)) → 0, ou seja, y ∈ K∞(f|Dj

) ⊂ ∪k
i=1K∞(f|Di

).

A prova do Teorema 3.1 segue diretamente do próximo resultado:

Lema 3.14. Temos que

volk(K∞(f|Di
)) = 0,

para cada i ∈ {1, . . . k}. Em particular dim(K∞(f)) < ∞.

Demonstração. Para fixar as ideias, provaremos para i = 1. Os outros casos são análogos.
Sejam D = D1 e f = (f2, . . . , fk). Fixemos uma bola aberta B em Rk−1 e um intervalo
limitado (α, β) em R. Nosso objetivo é provar que

volk(K∞(f|D) ∩ (α, β) × B) = 0, (3.3)

o que implica diretamente a prova do lema.
Considere os conjuntos

Σ̃r = {x ∈ D : |x| ≥ r , f1(x) ∈ (α, β) , f(x) ∈ B e |x|1+ 1

N ν(df(x)) ≤ 1},
onde r > 0. Definimos os seguintes dois conjuntos:

∆r = f(Σ̃r),

∆ = ∩r>0∆r.

Cada ∆r é um conjunto semi-algébrico e portanto é mensurável (na medida de Lebesgue).
Temos que (∆r)r>0 é uma sequência decrescente de conjuntos. Pelo Teorema da convergência
monótona e o fato de que volk(∆r) = volk(∆r), segue que (veja [1], Teorema 4.6):

volk(∆) = lim
r→∞

volk(∆r).

Por outro lado, temos K∞(f|D)∩ (α, β)×B ⊂ ∆. Assim basta provarmos que volk(∆) = 0.
Primeiramente, usando o Teorema de Fubini (veja [1], Teorema 10.10 ), escrevemos

volk(∆r) =

∫

B

mr(b)db,

onde db é a medida de Lebesgue em Rk−1 e

mr(b) = vol1({y1 ∈ R : (y1, b) ∈ ∆r}), (3.4)

com mr(b) mensurável. Agora fixemos b ∈ B. Temos que a função r → mr(b) ≥ 0 é decrescente.
Denote

m(b) := lim
r→∞

mr(b),
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e segue que o teorema da convergência dominada de Lebesgue (veja por exemplo [1], Teorema
5.6) garante que:

volk(∆) =

∫

B

m(b)db.

Para terminarmos a demonstração, vamos provar no lema 3.17 que m ≡ 0, o que implica
que volk(∆) = 0.

Para a prova do Lema 3.17 utilizaremos que um conjunto semi-algébrico pode ser decom-
posto como a união de conjuntos semi-algébricos com a propriedade de Whitney com constante
M , propriedade esta que definimos a seguir.

Definição 3.15 (Propriedade de Whitney com constante M). Dizemos que um conjunto L
possui a propriedade de Whitney com constante M , se quaisquer x, y ∈ L podem ser ligados por
um arco em L cont́ınuo por partes de comprimento menor ou igual a M ||y − x||.

K. Kurdyka em [18] demonstrou que todo conjunto semi-algébrico A ⊂ Rn é uma união
finita de conjuntos Li com a propriedade de Whitney. Seguindo [17], apresentamos o Teorema
3.16 que é uma decomposição uniforme do resultado provado em [18].

Teorema 3.16. Existe M = M(n) > 0 tal que, qualquer conjunto semi-algébrico A ⊂ Rn ×Rp

pode ser decomposto em uma união finita e disjunta A = ∪i∈IL
i de modo que para cada t ∈ Rp,

os conjuntos Li
t = {y ∈ Rn : (y, t) ∈ Li} tem a propriedade de Whitney com constante M . Em

particular At = ∪i∈IL
i
t, para cada t ∈ Rp.

Com este teorema, segue a prova do Lema 3.17:

Lema 3.17. Existe uma constante c > 0, tal que para r suficientemente grande temos:

mr(b) ≤ cr−
1

N ,

onde mr é como em (3.4).

Demonstração. Definimos

Σr,b = Σ̃r ∩ f
−1

(b) ∩ Sn(0, r),

onde b ∈ B e r > 0. Seja:

Σ̃r,b = Σ̃r ∩ f
−1

(b) = ∪s≥rΣs,b.

Observamos que

mr(b) = vol1(f1(Σ̃r,b)).

Segue do Teorema 3.16 que existe uma famı́lia finita Li ⊂ Rn × R × Rk−1 , i ∈ I, de
subconjuntos semi-algébricos tais que

Σr,b =
⋃

i∈I
Li
r,b,

com cada Li
r,b tendo a propriedade de Whitney com constante M .

A condição |x|1+ 1

N κ(d(f)) ≤ 1, quando x ∈ f
−1

(b) = Wb, significa que ∇fj|Wb
(x) = 0.

Portanto,

|∇f1|Wb
(x)| ≤ |x|−(1+ 1

N
). (3.5)
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Assim, f1(L
i
r,b) é um segmento de comprimento d(r) e pelo Teorema do Valor Médio temos

d(r) =∇f1|Wb
(x′)|x− y|

≤ sup
Li
r,b

|∇f1|Wb
|γx,y

≤M sup
Li
r,b

|∇f1|Wb
||x− y|

≤2Mr sup
Li
r,b

|∇f1|Wb
|

≤2Mr−
1

N ,

(3.6)

onde γx,y é o comprimento de arco em Li
r,b ligando x com y.

Fixado b ∈ B e i ∈ I, assuma que Li
r,b 6= ∅, para r suficientemente grande. Pelo Lema 3.7

existe um arco semi-algébrico γ : [r,+∞) → Rn tal que γ(ς) ∈ Lς,b. Em particular γ(ς) ∈ Wb e
|γ(ς)| = ς.

Pelo Lema 3.10, podemos supor |γ(ς)| ≤ 2 e usando (3.5) temos a seguinte estimativa para
o comprimento de f1 ◦ γ([r,+∞)):

∫ +∞

r

|(f1 ◦ γ)′([r,+∞))|dς ≤ 2

∫ +∞

r

ς−(1+ 1

N
) = 2Nr−

1

N . (3.7)

De (3.6) e (3.7), f1(
⋃

ς≥r L
i
ς,b) está contido em um segmento de comprimento

(2M + 2N)r−
1

N .

Como f(Σ̃r,b) está contido em #I segmentos desse comprimento, então, se c = (#I)(2M +2N),

segue que mr(b) ≤ cr−
1

N , o que termina nossa prova.

Para terminar a seção, formalizemos a prova do Teorema 3.1:

Demonstração Teorema 3.1. Pela prova do Lema 3.4, temos que a aplicação ϕ = (f, σ) é semi-
algébrica, logo o conjunto K(f) é semi-algébrico em Rk. Como K(f) = K0(f) ∪ K∞(f),
segue pelo Teorema de Sard (Teorema 1.1) que dim(K0(f)) < k. Pelo Lema 3.14, temos
dim(K∞)(f) < k e portanto dim(K(f)) < k, o que termina a prova.

3.2 Aplicações polinomiais complexas

No caso complexo, F. Pham em [31] considerou f : Cn → C uma função polinomial e demons-
trou que existe um conjunto finito ∆ ⊂ C tal que B(f) ⊂ ∆. Em [28], A. Parusinski descreveu
o conjunto de bifurcação de f , B(f), em termos de K(f) e K∞(f) para uma classe especial de
funções polinomiais. Na literatura podemos encontrar vários trabalhos em busca de descrever
B(f), por exemplo [30], [32], [34], [28], etc. Seguindo [17], apresentamos o Teorema 3.2, que
pode ser visto por exemplo como uma generalização do trabalho de F. Pham [31].

Dividimos a prova do caso complexo em dois casos, o primeiro para aplicações polinomiais
dominantes e o segundo para não dominantes. Começamos apresentando a noção de dimensão
para um conjunto algébrico, tendo como referência [23].

Definição 3.18. Dizemos que um subconjunto V ⊂ Cn é um conjunto algébrico se V é o
conjunto de zeros de um coleção de funções polinomiais definidas em Cn.
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Considere I(V ) ⊂ C [x1, . . . xn] o conjunto de todas as funções polinomiais que se anulam
em V . É fácil ver que I(V ) é um ideal de C [x1, . . . xn]. Pelo Teorema da base de Hilbert (veja
[14], Proposição 2.3) todo conjunto algébrico V pode ser definido como uma coleção finita de
equações polinomiais. Pelo Teorema da base de Hilbert também, para toda cadeia de conjuntos
algébricos V1 ⊃ V2 ⊃ · · · existe i ∈ N, tal que Vi = Vi+1 = Vi+2 = · · · .

Definição 3.19. Um conjunto algébrico é dito irredut́ıvel se ele não pode ser escrito como
união de dois conjuntos algébricos próprios.

É bem conhecido que um conjunto algébrico V ⊂ Cn é irredut́ıvel se, e somente se, I(V ) é
um ideal primo de C [x1, . . . xn].

Se V é irredut́ıvel podemos falar do corpo de frações f/g com f e g no domı́nio de integridade
C [x1, . . . xn] /I(V ). Este corpo de frações é chamado de corpo de funções racionais de V .
Definimos a dimensão de um conjunto algébrico irredut́ıvel V sobre C da seguinte forma:

Definição 3.20. A dimensão de um conjunto algébrico irredut́ıvel V sobre C é o grau de
transcendência de C [x1, . . . xn] /I(V ) sobre C.

Dada uma variedade V sobre K = R ou K = C, então o conjunto V \Σ(V ) é uma variedade
anaĺıtica, onde Σ(V ) denota o conjunto dos pontos cŕıticos de V .

Quando a variedade V é uma variedade irredut́ıvel a dimensão da variedade anaĺıtica V \
Σ(V ) sobre K coincide com a dimensão algébrica de V sobre K.

Segue a definição de conjunto construt́ıvel:

Definição 3.21 ([27],pagina 51). Um subconjunto W de Cm é chamado de construt́ıvel se ele
é união finita de conjunto localmente fechados de Cm. Isto é união finita de conjuntos que são
interseções de um conjunto aberto com um conjunto fechado na topologia de Zariski.

Proposição 3.22 ([27], página. 51, Corolário 2). Seja f : Cn → Cm uma aplicação polinomial
complexa, então imagem de conjuntos construt́ıvel é construt́ıvel.

Proposição 3.23 ([27],página. 60). Seja W um conjunto construt́ıvel então seus fechos na
topologia de Zariski e na topologia forte são iguais.

Lema 3.24. Se W é um conjunto construt́ıvel e fechado então ele é algébrico.

Demonstração. Como W é construt́ıvel, pela Proposição 3.23 os fechos nas duas topologias são
iguais. Como W é fechado, então também é fechado na topologia de Zariski, portanto W é
algébrico.

Definição 3.25 ([27], página 48). Dada f : Cn → Cm uma aplicação polinomial, dizemos que
f é dominante se a imagem de f é densa em Cm, ou seja, se f(Cn) = Cm.

O Teorema 3.26 é fundamental para a prova do caso em que f é dominante:

Teorema 3.26 ([27], página 48). Seja f : Cn → Cm uma aplicação polinomial dominante com
n ≥ m e defina r = n −m. Tome W ⊂ Cm um subconjunto fechado irredut́ıvel e seja Z uma
componente de f−1(W ) que domina W . Então

dimZ ≥ dimW + r.

Lema 3.27. Seja f : Cn → Cm uma aplicação polinomial, n ≥ m. Se f é não dominante,
então posto(df(x)) < m. Ou seja, se f é não dominante, então K0(f) = f(Cn).
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Demonstração. Por contradição, suponha que existe x ∈ Cn tal que df(x) : Cn → Cm é
sobrejetora. Pela forma local das submersões (veja [21]), segue que f após uma mudança de
coordenadas, f pode ser vista como uma projeção (aplicação aberta) e portanto existe um ε > 0
tal que Bε(f(x)) ⊂ f(Cn). Logo, dimf(Cn) = m, o que implica f(Cn) = Cm, o que contradiz
o fato de f ser não dominante. Portanto, a prova segue.

Segue um exemplo que mostra que K0(f) = Im(f) e Im(f) ( Im(f) = K∞(f).

Exemplo 3.28. Considere a aplicação polinomial complexa f : C5 → C4 dada por f(x, y, z, w, t) =
((xy − 1)2, y, y, z + w + t). Temos que o Jacobiano de f é dado pela matriz




2(xy − 1)y 2(xy − 1)x 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1




Temos que rank(df(x, y, z, w, t)) ≤ 3, ou seja, crit(f) = C5 e portanto K0(f) = Im(f). Por
outro lado, temos que Im(f) = {(a, b, b, c) : a, b, c ∈ C}\{(a, 0, 0, c) ∈ C5 : a 6= 1} que não é um
conjunto fechado. Note também que, pelo Lema 2.7, temos K∞(f) = {(a, b, b, c) : a, b, c ∈ C}.

Lema 3.29. Seja f : Cn → Cm uma aplicação polinomial, n ≥ m. Se f é não dominante,
então f(Cn) ⊂ K∞(f).

Demonstração. Considere f como uma aplicação sobre o fecho de sua imagem, ou seja, f :
Cn → f(Cn). Desta forma, esta aplicação é dominante e como f sobre Cm é não dominante
segue que dimf(Cn) = p < m. Consideremos {y} = W e f−1(W ) = Z. Segue pelo Teorema
3.26 que:

dimf−1(y) ≥ n− p > n−m ≥ 0.

Portanto, dimf−1(y) ≥ 1 e consequentemente f−1(y) é um conjunto algébrico não compacto.
Logo, existe uma sequência xk → ∞ com f(xk) = y e pelo Lema 3.27, temos que ν(df(xk)) = 0.
Portanto, y ∈ K∞(f), o que conclui a prova.

Lema 3.30. Seja f : Cn → Cm uma aplicação polinomial, n ≥ m. Se f é não dominante,
então f(Cn) = K∞(f).

Demonstração. Segue diretamente da definição de K∞(f) a inclusão K∞(f) ⊂ f(Cn). Agora a
prova termina usando Lema 3.29.

A seguir, apresentamos a prova do Teorema 3.2.

Demonstração Teorema 3.2. Inicialmente, suponha que f é não dominante. Neste caso, pelo
Lema 3.30 temos que K∞(f) = f(Cn) e portanto K∞(f) é um conjunto algébrico de dimensão
menor que m.

Agora, suponhamos que f é dominante. Pela Proposição 2.18, podemos utilizar a função κ
no lugar da função ν. Seja f = (f1, . . . , fk). Para cada j = 1, . . . , k, escrevemos

f̃j = (f1, . . . , fj−1, fj+1, . . . , fk) : Cn → Ck−1.

Sejam Vj(z) = ker(df̃j(z)) e wj(z) a restrição de dfj(z) em Vj(z). Pela definição da distância
de Kuo temos

κ(df(z)) = min
1≤j≤k

||wj(z)||.
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Por outro lado, seja z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn e, para cada s = 1, . . . n, consideremos a seguinte
mudança de coordenadas:

τs(z) =

(
z1
zs
, . . . ,

zs−1

zs
,

1

zs
,
zs+1

zs
. . . ,

zn
zs

)
.

Observe que se zs = 0, então τs(z) = ∞.
Denotemos por G = Gn−k+1(C

n×C) o Grasmanniano dos hiperplanos de dimensão n−k+1
do espaço Cn+1. Fixemos j, s e consideremos a aplicação racional

Aj
s : Cn \ {zs = 0} → Ck ×G,

dada por As
j(z) = (f(τs(z)),W j

s (z)), onde W j
s (z) é o gráfico da função 1

zs
wj(z).

A aplicação Aj
s(z) está bem definida para aqueles z tais que Vj(z) é de dimensão n− k + 1.

Como f é dominante, então esta condição é satisfeita fora de um conjunto algébrico nunca
denso. Consideremos o conjunto Λ = Gn−k+1(C

n × 0) ⊂ G. Note que, cada λ ∈ Λ pode ser
visto como o gráfico de uma aplicação constante (igual ao 0) sobre o plano λ de dimensão
n− k + 1. Tome

Bj
s = graph(Aj

s) ∩ {z ∈ Cn : zs = 0} × Ck × Λ.

O fecho é considerado na topologia forte, mas é igual ao fecho de Zariski, assim Bj
s é um

conjunto algébrico. Se π : Cn × Ck ×G → Ck denota a projeção, então seja

Kj
s = π(Bj

s).

Como Kj
s é a projeção de um conjunto algébrico, então é construt́ıvel. Agora, assumindo

que

K∞(f) =

n,k⋃

s=1,j=1

Kj
s ,

(veja Lema 3.31 ) temos que K∞(f) é construt́ıvel e fechado, (Lema 2.27 ) e então, pelo Lema
3.24, ele é um conjunto algébrico.

Lema 3.31. Sejam Kj
s como na construção feita na prova do Teorema 3.2 então

K∞(f) =

n,k⋃

s=1,j=1

Kj
s .

Demonstração. Primeiro, suponha que y ∈ Kj
s . Então existe um arco real de Puiseux η =

(η1, . . . , ηn) : (0, ε) → Cn com |ηs(t)| = t, tal que f ◦ τs ◦ η(t) → y quando t → 0. Como Λ é
compacto então existe W j

s ∈ λ, tal que W j
s (τs(η(t))) → W j

s quando t → 0, o que significa que
y ∈ K∞(f).

Agora, tome y ∈ K∞(f), Então existe um arco indo ao infinito z(t) = (z1(t), . . . , zn(t)) tal
que f(z(t)) → y e

||z(t)||κ(df(z(t))) → 0. (3.8)

Seja zs a coordenada que vai mais rápido para infinito do que as outras e tome j tal que
κ(df(z(t))) = ||wj(z(t))||. Assim, usando a aplicação racional Aj

s existe um limite W j
s de

gráficos de zswj(z(t)). Segue então que (0, y,W j
s ) ∈ Bj

s , consequentemente y ∈ Kj
s .
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Para funções polinomiais f : Cn → C a condição de t0 /∈ K∞(f) significa que t0 satisfaz
a condição de Malgrange. Nesta direção, apresentamos como exemplo uma caracterização da
condição de Malgrange obtida por Parusinski (veja por exemplo [29]).

Primeiro, dada uma função polinomial complexa f : Cn → C, seja d = deg(f) e escreva
f = f0 + f1 + · · · + fd como na sua decomposição em componentes homogêneas com fd 6≡ 0.
Dizemos que f possui singularidades isoladas no infinito se o seguinte conjunto:

{p ∈ Pn | ∂fd/∂x1(p) = · · · = ∂fd/∂xn(p) = fd−1(p) = 0}
é um conjunto finito em Pn. Para mais detalhes, veja [28, página 370]. Com estas noções temos:

Teorema 3.32. Seja f : Cn → C uma aplicação polinomial com singularidades isoladas no
infinito e t0 um valor regular, as seguintes condições são equivalentes:

(i) t0 /∈ B(f).

(ii) t0 satisfaz a condição de Malgrange, isto é, ∃δ > 0 : |x||∇f(x)| ≥ δ para x suficientemente
grande.

(iii) χ(f−1(t)) é constante perto de t0, onde χ(f−1(t)) denota a caracteŕıstica de Euler de
f−1(t).

Em particular, o teorema anterior caracteriza B(f) para polinômios se n = 2. Neste caso,

em [8], mostra-se que K∞(f) = K̃∞(f).

3.3 O conjunto Jf de pontos não próprios

Nesta seção, mostraremos que no caso equidimensional o conjunto de pontos não próprios de
f , denotado por Jf (veja Definição 3.34 e Teorema 3.36), coincide com K∞(f). Começamos
com a seguinte definição:

Definição 3.33. Uma aplicação cont́ınua f : Kn → Km é dita própria em y ∈ Km, se existe
um conjunto aberto U contendo y tal que f|f−1(U) : f−1(U) → U é uma aplicação própria, ou
seja, que pré-imagem de qualquer compacto é compacto.

Definição 3.34. Seja f : Kn → Km. Definimos o conjunto Jf como sendo o conjunto dos
pontos y ∈ Km tais que f não é própria em y.

Dados dois espaços topológicos X, Y , uma aplicação f : X → Y é dita de homeomorfismo
local se para cada x ∈ X existe uma vizinhança U , com x ∈ U , tal que a aplicação f |U : U →
f(U) é um homeomorfismo Na sequência precisaremos do seguinte resultado de topologia que
pode ser visto em [20].

Lema 3.35 ([20], página 121). Sejam X um espaço de Hausdorff e f : X → Y um homeomor-
fismo local. Se existe n ∈ N tal que a imagem inversa f−1(y) possui exatamente n elementos,
∀y ∈ Y , então f é uma aplicação própria, ou seja, Jf = ∅.

O Lema 3.35 é uma modificação da Proposição 3.1 apresentada em [17]. Acrescentamos a
hipótese de submersão e utilizamos o resultado acima.

Teorema 3.36. Seja f : Rn → Rn uma aplicação semi-algébrica de classe C2. Suponha que f
é uma submersão, então K∞(f) = Jf .
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Demonstração. A inclusão K∞(f) ⊂ Jf segue diretamente da definição destes conjuntos.
Suponha que p /∈ K∞(f). Pelo Teorema da Função Inversa, temos que f é um difeomorfismo

local e portanto f−1(p) é um conjunto de pontos isolados. Além disto, como f é uma aplicação
semi-algébrica segue que f−1(p) é um conjunto finito, pois a quantidade de componentes conexas
de um conjunto semi-algébrico é finita. Portanto, f−1(p) = {x1, . . . xn} e pelo Teorema 2.5 existe
Up ⊂ Rn tal que f é uma fibração local trivial sobre Up. Assim, #(f−1(z)) = #(f−1(p)), para
todo z ∈ Up. Assim, o Lema 3.35 implica que f é própria em Up e portanto p /∈ Jf .



Referências Bibliográficas
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[29] Adam Parusiński. A note on singularities at infinity of complex polynomials. Banach Cen-
ter Publications, 39(1):131–141, 1997. doi:https://doi.org/10.4064/-39-1-131-141.
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