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Resumo

A teoria de grupos é uma ferramenta matematica muito importante na fisica de materiais.
A forga e beleza deste método reside na sua estrutura algébrica simples, capaz de resumir
uma série de operagoes complexas de simetrias. Ela fornece autoestados e regras de selecao
de Hamiltonianos, auxiliando na descri¢cao dos niveis de energia eletronicos nos estados
ocupados e nao-ocupados. Quando estudamos as propriedades eletronicas dos materiais
lidamos com calculos complexos e também interpretacoes dos resultados experimentais.
Os grupos pontuais tratam das simetrias das redes cristalinas, e a partir destas operagoes

de simetria é possivel simplificar a resolucao da equagdo de Schrodinger.

O grafeno é apenas uma monocamada da estrutura que forma o grafite, contendo apenas
dois atomos de carbono por célula unitaria. Para compreender a tabela de caracteres
do grafeno, é preciso apresentar os elementos basicos da teoria de grupos. Faremos uma
introducao para o leitor de conceitos elementares, que serao necessarios para a melhor
compreensao do grupo de simetrias. Neste trabalho temos também como objetivo deixar
mais claro e simples os conceitos de teoria de grupos para entao apresentar a tabela de

caracteres do grafeno.

Através da teoria de grupos, é possivel encontrar operagoes que deixam a estrutura em
estudo invariante. Como o grafeno é um material que apresenta simetria em sua rede,
conseguimos classificar sua célula unitaria dentro de um dos grupos. E a partir das
operagoes de simetria, é possivel encontrar o Hamiltoniano, através de diferentes métodos.
Faremos um calculo simples através do método de Hiickel para obter uma aproximacao

para relagao de dispersao do grafeno e compreender melhor suas propriedades fisicas.

Palavras-chave: teoria de grupos. simetrias. grafeno. método de Hiickel. Schrédinger.



Abstract

Group theory is a very important mathematical tool in materials physics. The strength
and beauty of this method lie in its simple algebraic structure, capable of summarizing
a series of complex symmetry operations. It provides eigenvalues and selection rules for
Hamiltonians, helping in the description of electronic energy levels in the occupied and
unoccupied states. When one studies the electronic properties of materials one deals with
complex calculations as well as interpretations of experimental results. The point groups
deal with the symmetries of the crystalline lattices, and from these symmetry operations

it is possible to simplify the resolution of the Schrédinger equation.

Graphene is only a monolayer of the graphite-forming structure containing only two carbon
atoms per unit cell. To understand the character table of graphene, one needs to present
the basic elements of group theory. We will present an introduction to the reader of
elementary concepts, which will be necessary for a better understanding of the symmetry
group. In this work we also aim to make the concepts of group theory clearer, thus easier

to comprehend the graphene character table.

Through group theory, it is possible to find operations that leave the structure under study
invariant. Since graphene is a material that has lattice symmetry, we can classify its unit
cell into one of the groups. And from the operations of symmetry, it is possible to find the
Hamiltonian, through different methods. We will present a simple calculation using the
Hiickel method to obtain an approximation for the graphene dispersion relation and to

better understand its physical properties.

Keywords: group theory. symmetries. graphene. Huckel’s method. Schrodinger.
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1 Introducao

A teoria de grupos pode ser descrita como a linguagem matematica que descreve a
simetria e o estudo de suas propriedades. A palavra simetria tem origem grega, algo como
"medida igual", uma ideia mais préxima de proporcionalidade e geometria. Se pensarmos
em dois triangulos, um equilatero e um isosceles, pode-se dizer que o equilatero é mais
simétrico do que um tridngulo isésceles, por possuir trés, e nao dois, lados iguais. No senso
comuin, as pessoas tém a nogao de simetria bilateral, de esquerda e direita, associando-a a
beleza estética. Esta ¢ uma forma de simetria, de reflexdo em torno do eixo que passa pelo

centro do rosto.

Na concepc¢ao mais moderna, do século XVIII, entende-se por simetria como algo
que ¢ imune a mudancas, uma transformacao que mantém o sistema fisico inalterado. Em
outras palavras, o sistema ¢é invariante sob essas transformagoes. Um poligono regular
de n lados se mantém inalterado apds rotacoes de angulos multiplos de 27” radianos. Por
exemplo, o tridngulo equilatero possui n = 3 lados, e é invariante por rotagdes em torno do
eixo que passa pelo centro do tridngulo, de 8 = 120° = 7 /3 radianos, conforme ilustrado

na Figura 1. Na linguagem de teoria de grupos, este é o grupo de rotacoes ciclico Cj.

As simetrias estao relacionadas a uma rela¢gdo mais profunda com leis de conserva-
¢ao da fisica, que seriam invariantes sob diversas transformacoes. Por exemplo, pode-se
questionar se as leis da fisica seriam alteradas pela passagem do tempo. Esta propriedade,
a invariancia sob a translagdo no tempo, da origem ao principio de conservacao da energia.
As leis fisicas nao devem depender de onde vocé estd no universo. Esta invaridncia de
translag@o espacial da origem a conservagdo do momento linear, invariancia sob certas
rotagoes levam a conservagao do momento angular. O teorema que relaciona como as leis

de conservacao com as simetrias é devido a matematica Emmy Noether.

Em fisica, estamos frequentemente interessados nas simetrias que um certo sistema

fisico exibe. Quando um sistema fisico ou uma estrutura matematica possui alguma forma

Figura 1 — Tlustracdo de tridngulo isdsceles, com simetria bilateral, invariante por uma operacao
de simetria espelho, e um tridngulo equilatero, que possui mais simetrias, por exemplo,
rotacionais de 120° . A direita, uma rotacio de um angulo qualquer que nao é uma
operacgdo de simetria do tridngulo equilétero.
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de simetria, sua descricao pode ser dramaticamente simplificada apenas pelas consideragoes
de simetria. Para ter acesso a esse poder, extraindo informacoes e propriedades de um
dado sistema, ¢é preciso utilizar a teoria de grupos, que é o estudo sistematico das simetrias,
de todas elas. Nesse contexto, a simetria, como vimos, é definida como a invariancia sob

certas transformacoes, e o grupo é simplesmente o conjunto destas transformagoes.

No inicio do século XX a teoria de grupos finitos, isto é, de niimero de elementos
finitos, desenvolveu-se em paralelo com a mecanica quantica produzindo muitas aplicacoes,
como o grupo de rotagoes, associado ao momento angular, e o grupo de permutacoes,
associado a natureza indistinguivel dos elétrons, governando as possiveis configuragoes

eletronicas de um atomo ou ion.

Uma importante aplicacao da teoria de grupos, desde seu principio, era a simetria de
cristais. A cristalografia é a ciéncia que investiga as estruturas e propriedades de conjuntos
formado por um nimero muito grande de unidades idénticas. As unidades podem ser
constituidas de atomos, moléculas, nanoestruturas. Uma pergunta muito importante em
cristalografia é saber como essas unidades irdo se arranjar de modo a que cada unidade
“veja” o seu entorno de maneira idéntica . A cristalografia possui imensa importancia no

estudo da ciéncia de materiais, e faz forte uso da teoria de grupos (LIVIO, 2006, p.246).

Um cristal é definido como uma rede infinita com repeticdo de uma estrutura
elementar, como atomos, onde temos uma simetria de translacao R= n1di + Nods + N3ds,
onde n; sao inteiros e d@; os vetores da rede. O grupo formado por essas translagoes,
rotagoes, reflexoes, e possivelmente a inversao, ¢ denominado grupo espacial do cristal. Se

as translagoes forem removidas, o grupo é denominado grupo pontual (ZEE, 2016, p. 147).

Na teoria de grupos é preciso encontrar operagoes que tornem a estrutura invariante.
Visto que a equacao de Schrodinger torna-se extremamente complexa para sistemas de
muitos elétrons, tentamos resolvé-la de uma maneira mais simples utilizando as tabelas de
caracteres das representacgoes irredutiveis do grupo de simetria do material estudado, no

nosso caso, o grafeno.

O grafeno é um sistema cristalino com dois atomos por célula unitaria, formando
uma estrutura hexagonal. Devido as simetrias de sua rede, conseguimos classificar sua célula
unitaria dentro de um dos grupos pontuais. A partir das operagdes de simetria, é possivel
construir aproximagoes para o Hamiltoniano do grafeno (PAULA, 2016; DORNELAS,
2018), estudar as bandas de energias do mesmo, bem como excitagdoes (MAFRA, 2008).
Portanto, a teoria de grupos aplicada ao grafeno nos permite compreender melhor suas

propriedades fisicas.

O método de Hiickel utilizado no trabalho tem por objetivo nos dar os autovalores
do determinante da matriz secular do grafeno de modo que depois podemos plotar um

grafico e analisar as bandas de energia para as ligagoes 7 e 7" dentro da primeira zona de
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Brillouin do grafeno. Analisando os pontos de alta simetria da zona de Brillouin podemos

clagsificar o grafeno como um material que apresenta caratér metalico.

Este trabalho tem como objetivo abordar bem os conceitos de teoria de grupos
desde sua origem matemdatica até uma aplicacao no estudo do grafeno. Realizaremos uma
revisdo de elementos basicos da teoria de grupos e também sobre a fisica de sistemas
cristalinos, em particular, do grafeno, pois trata-se de um tema muito importante na fisica

de materiais.
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?2 Fundamentos tedricos

Antes de apresentar os elementos de teoria de grupos, abordaremos para o leitor
alguns conceitos gerais de mecanica quantica e estado sélido, que serao necessarios para a

melhor compreensao da periodicidade dos cristais e seus efeitos.

2.1 Equacdo de Schrodinger

Diferentemente da mecanica de Newton, da eletrodindmica de Maxwell e da re-
latividade de Einstein, a teoria quantica lida com fenémenos em pequenas escalas, no
mundo atomico. De maneira geral, para se resolver um problema quéntico, frequentemente
busca-se a chamada func¢io de onda (7, t), obtida através da solugdo da equagdo de

Schrodinger dependente do tempo:

R, . Lo 0u(rt)
—%V + V(7, 1) w(r,t)—th, (2.1)

que descreve a evolugao espacial e temporal da funcao de onda.

Para muitos problemas estacionarios estamos estamos interessados em encontrar
as possiveis energias do sistema. Esta é calculada resolvendo a equagao de Schrodinger

independente do tempo, dada por:
h?
g TV 000 = 0 2.2)

A funcdo de onda é comumente interpretada de maneira estatistica. Esta interpre-
tagdo contribui para uma forma de indeterminagdo dentro da mecanica quéntica, pois
mesmo que saibamos tudo o que a teoria tem a dizer sobre a fung¢ao de onda, ndo podemos
prever com exatidao o resultado de um experimento. Nesse sentido, tudo o que a mecanica
quantica tem a oferecer é informagao estatistica sobre os resultados possiveis. Define-se
|1 (7,t)|> como a densidade de probabilidade de encontrar a particula no ponto 7, no

instante ¢, de modo que sua integral fornece:

b
/ 1 (7, t)|> d*r = probabilidade de encontrar a particula entre a e b, no instante t.
a

Ao considerar um conjunto de realizagoes iguais, ao final das medi¢oes tem-se um

conjunto de resultados que pode ser expresso em um grafico, a probabilidade sera a area
sob o grafico de [¢(7,t)|*.

Para resolver a equagao (2.2) precisamos especificar o potencial V' (7), que depende

do tipo de sistema estudado. Em sistemas cristalinos este potencial sera periédico.
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2.2 Fisica do estado sdlido

A fisica do estado sélido tem os cristais como intenso objeto de estudo, basicamente
devido a periodicidade dos atomos, que facilita a modelagem matematica. Materiais sélidos
possuem ainda um grande nimero de atomos interagentes, tornando sua descricao um
desafio. Neste ramo, utilizam-se de modelos tedricos da mecanica quantica e da fisica
estatistica para entender o comportamento dos atomos, ions e elétrons presentes nos
materiais. Devido a grande importancia da simetria dos cristais a teoria de grupos ¢ uma

grande aliada para facilitar muitos cédlculos.

Um cristal ideal é construido pela repeticao infinita de uma mesma estrutura
elementar. Como sabemos os cristais possuem periodicidade, entao podemos descrever
sua rede cristalina como sendo um conjunto infinito de pontos ordenados regularmente no

espago, em que, qualquer ponto no espaco possa ser localizado por um vetor do tipo:
R= n1aj + nedy + naaz, (2.3)

onde ny, ny, n3 sdo numeros inteiros e aj, as, az sao os chamados vetores de base da célula
unitaria.

A equagao (2.3) define a chamada rede de Bravais. Devido a periodicidade do
cristal, podemos restringir nosso problema a anélise de uma tnica célula, que pode ser
expandida "infinitamente'por vetores de translagao. Através da transformada de Fourier,

temos outra rede no espaco k, denominada rede reciproca.

2.3  Grafeno

Materiais bidimensionais como o grafeno tém despertado o interesse em pesquisas
de diversas areas do conhecimento, desde a pesquisa basica, a engenharia de dispositivos
eletronicos e células de energia solar (NOVOSELOV, 2011). Esse interesse deve-se as suas
extraordindrias propriedades fisico-quimicas, mecanicas, térmicas, elétricas, e também
Opticas, que possibilitam uma variedade de aplicacoes tecnolégicas. O grafeno é um sistema
composto apenas por atomos de carbono organizados em uma rede bidimensional, formando
uma estrutura hexagonal. A presenca de diversas simetrias em sua rede e a simplicidade
de seu modelo permite o estudo através de varias metodologias tedricas, como método
de ligagoes fortes (tight-binding), teoria de grupos, teoria de perturbagio, e calculos de

primeiros principios.

O grafeno ¢é o ingrediente basico do grafite, de nanotubos de carbono e de fulerenos.
A estrutura tridimensional do grafite é formada por varios planos de grafeno, conforme
ilustrado na Figura 2. Cada um desses planos é acoplado entre si por ligacoes de van der

Waals (NETO et al., 2009). Como as ligagdes de van der Waals sdo muito fracas, ao se
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escrever com um lapis temos um desprendimento de folhas de grafeno e sua transferéncia

para o papel.

Figura 2 — Ilustracao da estrutura do grafite, formada por varios planos de dtomos de carbono
organizados em um padrdo hexagonal que lembram o formato de uma colmeia. Figura
extraida da Ref. (COMMONS, 2014).

Em 2004, o grafeno foi sintetizado através da técnica de esfoliacao por fita adesiva
(NOVOSELOV et al., 2004). Em mar¢o de 2012, um grupo de pesquisadores das universida-
des do Cairo e da Califérnia descobriram um método de producao de grafeno extremamente
eficiente e barato. Aplicando a radiacdo laser de um gravador de DVD LightScribe sob um
filme de éxido de grafite produziu-se uma camada finissima de grafeno, de alta qualidade
e muito resistente, excelente para funcionar como capacitor ou semicondutor (EL-KADY;

KANER, 2014). Atualmente existem diversas técnicas, inclusive quimicas, para sua sintese.

Pelo fato da estrutura eletronica do grafeno formar pontos conicos na primeira
zona de Brillouin, com uma relagdo de dispersao linear, os elétrons podem ser entendidos
como comportando-se como férmions “sem massa”, em uma analogia com a equacao de
Dirac, deslocando-se a uma velocidade de cerca de 10°m/s. Também é o material mais
fino ja conhecido, além de apresentar uma propriedade 6ptica de absorver uma fracao de

2.3% da luz na faixa do visivel.

Com o crescente desenvolvimento da tecnologia cresceu também a demanda por
energia. Atualmente exige-se o desenvolvimento de sistemas e dispositivos de alto desem-
penho que tragam um consumo mais eficiente, beneficiando o meio ambiente e evitando o
esgotamento dos recursos naturais a longo prazo. Diante deste dilema crescem os esforgos
em pesquisa e desenvolvimento de novos materiais que ajudem no sistema de armazena-
mento a aproveitamento de energia. Os materiais a base de carbono tem sido também
alvo destas pesquisas, pois possuem propriedades fisicas interessantes e sao abundantes na
natureza. Dentre as propriedades do grafeno, podemos mencionar a alta condutividade

elétrica e térmica, boa transparéncia, boa resisténcia mecanica, flexibilidade inerente e
enorme area superficial especifica (SEGUNDO; VILAR, 2016; NETO et al., 2009).
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Todas essas propriedades fazem do grafeno um material que permite ser utilizado
desde materiais poliméricos a sensores, transitores, dispositivos eletonicos portateis e
sistemas de armazenamento de energia eletroquimica. Em particular, o grafeno esta sendo
implementado como um substrato de sensor, pois abrange a detec¢ao de uma grande
variedade de moléculas bioldgicas, gases e varios compostos organicos e inorganicos de
modo que podemos fazer aplicagoes eletroquimicas relacionadas a deteccao e a energia
(KONG et al., 2014).
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3 Nocoes sobre teoria de grupos

A teoria de grupos é um ramo da matematica que despontou no século XIX, no
estudo de equagoes, permutacoes, na teoria de niimeros e na geometria, com contribuigoes
de matemaéticos como Cauchy, Galois, Ruffini, Gauss, Abel, entre outros. Segundo Weyl
(WEYL; ROBERTSON, 1930), Klein considerou o conceito de grupo como o conceito mais
caracteristico da matematica do século XIX. Nesta época ja havia uma grande aplicacao

no estudo de simetrias cristalinas.

No inicio do século XX, a teoria de grupos encontrou aplicagoes profundas nas
simetrias esféricas atomicas, de momento angular, e nas simetrias das particulas indis-
tinguiveis. M. H. Stone afirma que muitos fisicos da época preferiam a matematica de
fungdes especiais, por exemplo, de harmonicos esféricos, a uma teoria geral e abstrata
como a teoria de grupos (STONE, 1936, p.167).

Na fisica existem muitas aplicagbes dos chamados grupos discretos e continuos.
Consideremos por exemplo um conjunto de transformacgoes T4, Ts, etc que deixe o sistema
invariante, por exemplo, uma rotacao de £60° em um hexagono. Notemos que as transfor-
macoes T; podem ter um indice ¢ que seja discreto, como neste caso de um poligono, ou
pode ser continuo, como no caso de uma rotagdo de um circulo de um angulo qualquer.
No primeiro caso, temos um grupo de simetria finito de transformagoes, e no segundo, um

grupo de simetria continuo, permitindo transformacoes continuas infinitesimais.

A teoria de grupos apresenta linguagem de teoria de conjuntos e fundamentos
algebra linear. Diversos teoremas e definigdes sao necessarios para que ela possa ser colocada
em pratica. Utilizaremos muitos dos conceitos das referéncias (FAZZIO; WATARI, 2009).

Vamos a discussao do conceito abstrato de um grupo.

3.1 Definicao de um grupo e exemplos

Um grupo G é um conjunto’ onde existe uma operagao (que se assemelha & multi-

plicagdo comum) entre dois elementos de G, que deve satisfazer as seguintes propriedades:

1. Fechamento: a operacao entre elementos do grupo deve dar um elemento do proprio
grupo, ou seja, a operacao ¢ interna;

2. Associatividade: para todos elementos do grupo é vélida a lei:

(AB)C = A(BC), (3.1)

L Um conjunto é uma colecdo de entidades bem definidas chamadas de elementos ou objetos.
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sendo A, B e C elementos do grupo.

3. Elemento identidade: para todo A pertencente ao grupo, existe um elemento E

pertencente ao grupo tal que:

EA=AE = A. (3.2)

4. Elemento inverso: para todo A pertencente ao grupo, existe um elemento correspon-

dente tal que:
ATA=EF. (3.3)

Notemos que nao exigimos a comutatividade das operagoes para que haja um
grupo. Caso o grupo exiba esta propriedade, ou seja, AB = BA, esse grupo ¢ dito abeliano
ou comutativo. Na Figura 3 temos um exemplo de duas operagdes que ndo comutam. O

produto de matrizes também nao é comutativo.

oy
90° |

ABC

DAV

ABC

Figura 3 — Ilustrago da ndo comutatividade das operagoes de rotagdo de um livro. Na primeira
linha, temos um giro de 90 graus e uma operacao que tomba a face do livro para baixo.
Na segunda, trocamos a ordem das operagoes, tombando a face primeiro e girando de
90 graus. Os resultados sdo distintos, ou seja, essas operagGes ndo comutam.

¥

Se o grupo G possuir um numero de elementos finito, ele é chamado grupo finito, e
representado como |G|. O nimero de elementos do grupo é denominado ordem do grupo.
Notemos que a palavra ordem surge em outros contextos, como ordem do subgrupo, ordem

do elemento, e outros.

Exemplos

Um grupo é um conjunto de elementos onde esta definida uma operacgao binaria,
entre dois elementos, satisfazendo algumas propriedades especiais. Para ilustrar a defini¢ao

de um grupo, vejamos alguns exemplos:

1. Um grupo bem simples, o conjunto que contém apenas o nimero 1 sob multiplicacao.
Ele é fechado, 1-1 = 1; associativo, (1-1)1 = 1(1 - 1); possui elemento identidade

1-1 = 1; possui elemento inverso 17! -1 = 1. Este é um grupo finito de ordem 1.
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2. A adicao de numeros inteiros, m + n, forma um grupo. Esta adicao é fechada,
m +n € Z; associativa, (m +n) + o =m+ (n+ 0); o elemento identidade é o zero,
n+0=0+n =n; e o elemento inverso é —n, pois (—n) + n = 0. Além disso, este
grupo é abeliano, pois a adi¢do de ntimeros inteiros é comutativa: m +n =n + m.

Este um grupo infinito.

3. A multiplicacdo de nimeros inteiros nao forma um grupo, pois na tltima propriedade
surge um problema: o inverso de um nimero inteiro nao é sempre inteiro, pode ser

real.

4. O conjunto que contém {1, —1} sob multiplicagao, o chamado grupo Z,. Ele é fechado,
pois todos os produtos resultam em elementos do grupo; associativo, por exemplo
(1-(=1))-1=1-((—1)-1); possui elemento identidade, que é o 1; e possui elemento
inverso, que é —1 para o —1, pois (—1)7! - (=1) =1, e 1 para o 1. Este é um caso

particular do grupo das n raizes de 1, e é um grupo finito, de ordem n = 2.

3.2 Tabela de multiplicacao e grupos ciclicos

Dado um grupo finito, o conjunto dos resultados das operacoes sucessivas entre
dois elementos quaisquer do grupo, denominada multiplicagdo, pode ser representado por

meio de uma tabela de multiplicagdo, ou tabela de Cayley.

Consideremos um grupo finito de ordem g (ordem do grupo significa a quantidade de
elementos que formam esse grupo). A tabela de multiplicagao do grupo contém exatamente

g linhas e g colunas, além de satisfazer as seguintes propriedades:

o Teorema do Rearranjo: um dado elemento aparece uma, e somente uma vez numa
dada linha ou coluna. Ou seja, os elementos nao podem se repetir nem nas linhas e

nem nas colunas. A operacao de todos os elementos da tabela dara todos os elementos
do grupo (FAZZIO; WATARI, 2009).

e Toda linha é diferente de outra linha assim como toda coluna é diferente da outra

coluna;

o A tabela de multiplicacao de um grupo abeliano é simétrica em relagao a diagonal
da tabela.

No 1ultimo exemplo citado acima, do grupo Zs, podemos organizar as operagoes
através de uma tabela de multiplicacao, ilustrada na Tabela 1. Se dois grupos possuem a
mesma tabela de multiplicagao, eles sao ditos isomdrficos. Notemos que este é um grupo

abeliano, a ordem da multiplicacao nao altera o produto. Na Tabela 1, ilustramos também
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2

—_— 1 w w
1 -1

—_— 1 1 w  w?

11 1 ,

111 1 w |l w w 1
- - Wwlw?r 1 w

Tabela 1 — Tabelas de multiplicacdo dos grupos Zsy (a esquerda) e Zs, formados pelos conjuntos
{1,-1} e {1, w, w?}, respectivamente, com operacio de multiplicacio, onde w = e>™/3,

a tabela de multiplicagao do grupo Zs = {1,w,w?}, das trés raizes de 1, onde atribuimos

w = e2mi/3

De maneira mais geral, o grupo formado pelas n raizes de 1 sob a operacao de
multiplicacdo formam um grupo abeliano: Z, = {w?,p = 1---n}, onde w = /™. Neste
grupo, o elemento identidade é w™ = 1, o elemento inverso de wP é w™P = W"P. Este

também é um grupo finito.

Grupos ciclicos

O grupo Z, ¢ um exemplo de grupo ciclico, um conjunto de elementos que é
reproduzido pelas poténcias de um termo, denominado gerador. Se a partir de um elemento
A, um conjunto com uma sequéncia de n elementos pode ser gerado, e este conjunto
satisfaz todas as propriedades de um grupo, esse grupo gerado é chamado de grupo ciclico
de ordem n, e o elemento A é chamado de gerador. No exemplo do grupo Z,, o gerador
é o fator w, que se repete produzindo uma sequéncia de elementos até em w™, igual a
identidade.

Uma propriedade importante dos grupos ciclicos é que todos eles sao abelianos,
ou seja, possui propriedade comutativa, pois todos os elementos sio da forma A™. E
importante ressaltar que todo grupo ciclico é abeliano, mas nem todo grupo abeliano ¢é

ciclico.

Subgrupos e cosets

Um subgrupo nada mais é do que um subconjunto que também satisfaz as pro-
priedades de grupo. Consideremos o grupo Zs = {1,—1} e o grupo Z, = {1, —i, —1,i}.
Podemos ver que Zs é subgrupo préprio de Z,, e dizer que um estd contido no outro:

Zo C Z4. Notemos que todos os subgrupos devem conter a identidade.

Formalmente, um subgrupo é definido como sendo um conjunto S de ordem g, de

um grupo G de ordem maior h, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Todos os elementos pertencentes a S pertencem a G também, ou seja, S esta contido

em G;
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2. Todos os elementos de S satisfazem as quatro condi¢oes que definem um grupo, isto

é, S é ele proprio um grupo.

Alguns subgrupos ébvios sdo o da identidade {E}, subgrupo trivial, e outro, o
préprio grupo G. Neste tltimo caso, quando o subgrupo é formado pelo préprio grupo,
chamamos de subgrupo improprio. Todos os demais subgrupos sao denominados proprios.
Subgrupos possuem propriedade transitiva, isto é, se S é um subgrupo de G e se K é um

subgrupo de S, entdao K é um subgrupo de G.

A partir de um subgrupo podemos definir um conjunto denominado coset, ou
conjunto complementar. Seja um subgrupo S de ordem s de um grupo G de ordem maior
g. A partir de um elemento x, um elemento de G mas nao de S, o conjunto do produto
dos s elementos do subgrupo S por = é chamado de coset ou conjunto complementar. Se o
conjunto for dado pelo produto Sz é denominado coset a direita, e se for xS é o coset a
esquerda. Podemos pensa-los como uma forma de deslocamento. Notemos que o coset é um
conjunto, nao é necessariamente um grupo. Por exemplo, dado o grupo Z, = {1, —1,i, —i}
que utiliza a operacao de multiplicacao, selecionemos o elemento x = i do grupo e o
subgrupo {1, —1}. Construindo o coset a esquerda i{1l,—1} = {i, —i}, vemos que este

conjunto nao possui a identidade.

Em posse desta ferramenta vamos apresentar um teorema importante. Seja G um
grupo de ordem g e seja S um subgrupo de ordem s contido em G. Qualquer que seja o
subgrupo S contido em G, g deve ser sempre um multiplo inteiro de s (FAZZIO; WATARI,

2009). Duas consequéncias imediatas deste teorema sao:

o Grupos cuja ordem g é um nimero primo nao tém subgrupo préprio, pois s6 possuem

dois subgrupos, o trivial, a identidade, e ele mesmo;

e Se a ordem ¢ do grupo é um nimero primo, entao esse grupo é ciclico. Caso contrario,
a ordem de algum elemento apareceria como a de um subgrupo cuja ordem seria
divisor inteiro de um nimero primo. Como se sabe, os divisores de um nimero primo

sao somente ele préprio e o nimero um.

Outra consequéncia ¢ que um grupo finito pode ser escrito como a uniao de um

dos subgrupos mais um ntmero finito de cosets.

3.3 Elementos conjugados e classes

Os elementos de um grupo G podem ser particionados em cosets mas também
em classes, ou classes de conjugacao. Nela os elementos do grupo agem sobre si mesmos

através de uma transformacao, denominada transformacgdio de semelhanca.



Capitulo 3. Nogdes sobre teoria de grupos 20

Defini¢ao: dados os elementos a, b e x de um grupo, b é a transformacao de

semelhanca de a por z se

var ' =b, (3.4)
onde denominamos que a e b sao elementos conjugados, que denotaremos a ~ b.

Dito de outra forma, dois elementos do grupo sao chamados conjugados, se existe
um elemento x tal que a transformacao de semelhanca (3.4) é satisfeita, ou seja, ou seja,

existe um elemento = que leva a em b.

Os elementos conjugados tém as seguintes propriedades:

1. Reflexividade: cada elemento é o seu proprio conjugado, a ~ a.
2. Simetria: se a é conjugado de b, entdao b é conjugado de a.

3. Transitividade: se a é conjugado de b e a é conjugado de ¢, entao b e ¢ sao conjugados

entre si.

Um conjunto de seus elementos conjugados entre si é denominado classe desse

grupo. O nimero de elementos de uma classe é definido como ordem dessa classe.

As ordens de todas as classes de qualquer grupo sao fatores inteiros da ordem do

grupo. E importante ressaltar que um grupo G sempre pode ser fatorado em classes.

3.4 Representacao de um grupo e representacoes irredutiveis

Como vimos, os grupos correspondem a um conjunto de elementos que satisfazem
propriedades especiais. Na teoria de representacoes, é possivel utilizar o formalismo de
algebra linear e descrever os grupos como transformagoes lineares em espacos vetoriais.
Em particular, pode-se representar os elementos do grupo como matrizes, e a operagao
do grupo como um produto de matrizes. Esta forma de representagao de um grupo é
particularmente importante no estudo de grupos finitos. Uma representacio de um grupo

G é um conjunto de matrizes que satisfaz as mesmas relacoes de multiplicacao do grupo.

Seja um grupo G de ordem g, com elementos {F,--- , XY, Z}. Dizemos que D é
uma representacao de G se a todo elemento de G, estd associada uma matriz quadrada

n X n de maneira que

D(X)D(Y) = D(XY) (3.5)

ou seja, a representacao preserva a estrutura dos produtos. Entao o grupo de matrizes

D(X) é uma representagao n-dimensional do grupo G, desde que D(E) = I.
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Vejamos um exemplo, o grupo Zs = {1, —1}, cuja relacdo de multiplicagao foi

apresentada na Tabela 1. Podemos representar este mesmo grupo utilizando as matrizes

10 1 0
(0 1) <0—1)’ (3:6)

onde a primeira corresponde ao elemento identidade, e a segunda, ao elemento —1.

Representacdes redutiveis e irredutiveis

Como vimos os elementos grupo passam a ser transformagoes lineares, e a uma
representacao possivel é utilizar matrizes quadradas. Caso a matriz seja bloco-diagonal,
a representacao é a soma direta de duas outras representagoes, e denominamos esta
representacao como completamente redutivel. Em se tratando de grupos finitos, podemos

dizer também que a representagao é redutivel.

Seja L um grupo de matrizes n X n que representa um grupo de operadores, na

L' 0
L:(O L?)’ (3.7)

onde L' é uma matriz quadrada m x m, e L? uma matriz quadrada (n —m) x (n —m). Se

forma

todas as matrizes L puderem ser escritas na forma bloco-diagonal (3.7) simultaneamente,
a representacao é completamente redutivel. Além disso, a matriz L é dita soma direta de
L'e L2

L=L'®oIL?. (3.8)

Por outro lado, uma representacao é dita irredutivel se nao for redutivel. De uma
)
forma geral, uma matriz redutivel L pode ser decomposta como uma soma direta de

matrizes irredutiveis:
L=L'¢ol*®. - LF, (3.9)
sendo p o nimero de matrizes irredutiveis (FAZZIO; WATARI, 2009, p.79).

Em mecanica quantica o conjunto de autoestados degenerados do Hamiltoniano
formam um espaco vetorial. Nele atua o grupo de simetrias do Hamiltoniano, que possui
representacoes irredutiveis. Através do estudo dessas representacoes podemos catalogar os
niveis de energia do sistema, e predizer se havera desdobramento apds perturbacoes, ou

transicoes entre estados.

3.5 Caracteres de uma representacao

Segundo (FAZZIO; WATARI, 2009), existe uma grande arbitrariedade na escolha

das matrizes de representacao, pois em um grupo finito, todas as representacoes via
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conjuntos de matrizes relacionadas por transformagoes unitarias, que preservam o produto

interno, sao equivalentes.

Devido a essa arbitrariedade, é interessante adotar um critério que seja invariante
diante dessas transformacoes, como os tragos das matrizes, pois sabe-se que o traco ¢ uma
quantidade invariante sob conjugacao. Portanto o traco de uma matriz depende apenas da
classe de conjugagao que ela se encontra (NOVAES, 2014). Na teoria de representagoes, o

trago de uma matriz irredutivel é denominado caracter.

Dado um grupo finito G, de ordem g, os tragos das matrizes { D*(R)} que formam

a representacao ['*
= Y Di(R) (3.10)
sao denominados caracteres da representacao I'*.

Como consequéncia, temos que duas representagoes possuem os mesmos caracteres

se e somente se elas forem isomorfas ou conjugadas. Em outras palavras,

» Duas representacoes equivalentes de um mesmo grupo possuem os mesmos caracteres,

pois os tracos de matrizes equivalentes por transformacao unitaria sao iguais.

« Em uma dada representacao, o caracter de todos os elementos pertencentes a uma
mesma classe sdo iguais, pois eles sdo relacionados por uma transformacao de

semelhanca.

o O caracter do elemento identidade é igual a dimensao da representacao.

Os caracteres das diversas representagoes irredutiveis de um grupo podem ser
reunidos em uma tabela de caracteres. Na primeira coluna sao elencadas as representagoes
irredutiveis, por ordem de dimensionalidade. Na primeira linha, sdo mostradas as diferentes

classes, que sao os elementos conjugados entre si.

Existem algumas regras para sua construcao, por exemplo:

1. O ntimero de representagoes irredutiveis ¢ igual ao nimero de classes dos elementos

do grupo.

2. Se h e p sado, respectivamente, a ordem e o nimero de classes de um grupo, as

dimensoes das representacoes irredutiveis d,, sdo dadas pela solug¢ao da equacao:
p
Y di=h (3.11)
a=1

3. Sempre existe uma represent acao irredutivel unidimensional, referida como total-

mente simétrica, onde todos os caracteres sao iguais a 1. Assim a primeira linha
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pode ser preenchida imediatamente tomando-se
X' =1 (3.12)

. Costuma-se denominar esta representagao com a letra A.

Além disso temos duas regras sobre as linhas e colunas da tabela, que devem
obedecer a uma relagao de ortogonalidade e dimensionalidade, fundamentadas em teoremas,

que nao abordaremos neste texto, porém podem ser consultados na literatura (FAZZIO;
WATARI, 2009):

4. As linhas da tabela de caracteres (isto é, para uma dada classe C, fixa) devem

obedecer a relagao de ortogonalidade dos caracteres entre representagoes irredutiveis

p
S X (COXP(CL)N = h bag, (3.13)
pn=1

onde « e [ sao indices da representacao, u € o indice da classe, h é a ordem do grupo,

p € o numero de classes N, ¢ o niimero de elementos na py—ésima classe.

5. As colunas da tabela de caracteres (isto é, para uma dada representacao x® fixa)

devem obedecer a relagdo de ortogonalidade dos caracteres entre classes
p
> X CIX(Co)Ny =~ Oy - (3.14)
a=1 Nﬂ

A tabela de caracteres possui entao regras para seu preenchimento e uma notagao
especifica indicando propriedades adicionais de simetria. Segundo ela, representacoes unidi-
mensionais sao designadas como A, bidimensionais sao denotadas como B. Os subindices
de A e B designam as que sao simétricas ou antisimétricas com relacao a rotacao ao redor
de um eixo Cy perpendicular ao eixo principal C),, (simétricas 1 e antisimétricas 2). Caso
este Uy nao exista, considera-se em relagao a reflexdao em um plano de simetria vertical
(FAZZ10; WATARI, 2009, p.106). As representagoes tridimensionais sao denotadas como
T. H& um outro subindice g ou u, que denotam simetria ou antissimetria com relacao a
uma operagao de inversao, que leva 7 em —r. Por fim, a notagao permite também denotar
se a representacao é simétrica (apdstrofo simples) ou antisimétrica (apéstrofo duplo) com
relacdo a reflexdo oy,. Estas operagoes de simetria de inversao e reflexao serao detalhadas

no préximo capitulo.

Analisaremos um exemplo para ilustrar sua estrutura.

3.6 Representacao do grupo Ds

O grafeno pertence ao grupo Dgp,, um grupo de ordem 24, que pode ser decomposto

em um produto direto do grupo do hexdagono com um grupo que contém planos de reflexao.
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Mesmo assim, por simplicidade, iremos considerar um grupo mais simples para exemplificar

os conceitos apresentados.

Na secao 3.4 vimos que uma representa¢io de um grupo G é um conjunto de
matrizes que satisfaz as mesmas relacoes de multiplicacao do grupo. O grupo diedral D,, é

o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados.

Consideremos um tridngulo equilatero, de vértices A, B e C'. Na Figura 4, ilustramos
as possiveis transformacoes, formadas por rotagoes e reflexdes. Na tltima linha indicamos
que estas operagoes podem ser agrupadas em classes, no caso, a classe (3, de operagoes
de rotacoes de 120° e na classe (s, de rotagdes em torno de um eixo, de 180°. Na Tabela 2

temos a tabela de multiplicacao correspondente. Este é um grupo de ordem seis, o grupo

Ds.
A B ( A C B
B C C A \ B B A A C

B C
E r 72 t u v
Cy 'y Ch s Ca

Figura 4 — Iustracdo das operacbes de simetria de um tridngulo equilatero, o grupo Dg, formado
pelas operacdes identidade (E), rotacio de 120° (r), dupla rotacao de 120° (r?), de
uma rotagdo de 180° em relagio ao eixo vertical que passa pelo centro do tridngulo
(t), e outras duas rotagoes andlogas, denotadas como u e v. Pelo fato da figura ser
totalmente planar, esta rotacdo de 180° é equivalente a uma reflexdo, porém nem
sempre € o caso. Na tltima linha denotamos que as duas primeiras rotacdes pertencem
a uma mesma classe, (3, de rotagdes de 120°, e as trés ultimas, na classe Cy, de
rotagoes de 180°.

Esta mesma tabela de multiplicagao é satisfeita por um grupo de matrizes quadradas
2 x 2 abaixo. Estes dois grupos sdo chamados homomorfos, e o grupo de matrizes quadradas
abaixo pode ser uma das possiveis representagoes do grupo de operacoes de simetria do

triangulo equilatero.

10 —1/2 —/3/2 ) —1/2  V/3/2
E= ) r= ) r= )
01 V3/2  —1/2 —V3/2 —1/2
1 0 —1/2 /3/2 —1/2  —/3/2
t — , U = s v = . (315)
0 —1 V3/2  1/2 —V3/2  1/2
A partir das operagoes da Tabela 2, podemos identificar os elementos inversos,
definidos pela relacio a la=FE: E ' =E, r ! =r, P2t = ritl=tutl=uv'!=nu

Também podemos calcular os elementos conjugados a e b (a ~ b, ver segao 3.3) vinculados

por uma transformacao de semelhanca xaz ! = b, onde a, b e x sdo elementos do grupo. Por
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DO

E r r t u v
E|E r r» t u v
rir 2 E v t wu
| E r u v t
tlt u v E r 1
uluw v t r E 7
viv t uw r 1 FE

Tabela 2 — Tabela de multiplicagdo das operacoes de simetria do tridngulo equilatero.

exemplo, calculemos as transformagoes de semelhanca de r, usando a tabela de caracteres

e os elementos inversos. Obtém-se que:

ErE'=r=r~r

~1
P =r=r~r

trt =1 =r~1?
uru ' =12 =1 ~r?
vt =% = ~r?

Ou seja, temos que 7 é conjugado a ele mesmo (r ~ r), de acordo com a propriedade

2 our ~ 72 Pela propriedade de

de reflexividade de conjugacao, e r é conjugado a r
simetria de conjugacdo, r? ~ r. O conjunto de seus elementos conjugados entre si é
denominado classe. Temos uma classe de dois elementos (r,7?), que denominaremos Cs,

pois ambas operagoes pertencem a classe de rotacoes de 120°.

Realizando as demais transformacoes de semelhanga, encontramos que (t,u,v) sdo
também conjugados entre si. Esta classe é de ordem 3, e é denominada Cj, pois esta
relacionada a uma simetria de rotacao de 180°. Veremos no Capitulo 4 a descrigdo destas

rotagoes.

Existe mais uma classe, do elemento identidade F, uma classe de um tnico elemento

(ordem 1). Dado qualquer elemento do grupo, temos que aEa™! = E, e E ~ E.

Vamos comegar a construir a tabela de caracteres. Os tragos das matrizes (3.15)
fornecem os caracteres desta representacao bidimensional que na notacao de Schoenflies é

denominada também como E (infelizmente), segundo a Eq.(3.10), mostrado na Tabela 3.

Ds | E r 12 t u w
EF12 -1 =10 00

Tabela 3 — Tabela de caracteres da representacido bidimensional do grupo Ds

Para construir o restante da tabela de caracteres, podemos utilizar as regras
apresentadas anteriormente. Pela regra 1, o nimero de representacoes irredutiveis é igual

ao numero de classes dos elementos do grupo. Temos que a ordem do grupo é o nimero
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de elementos, h = 6, e o nimero de classes é 3 (F, C5 e C5). As dimensionalidades das

representagoes que ja temos sao 1 (a trivial), 2 (de matrizes), e falta uma, que chamaremos

de d:

p
S d2 =h
a=1

1?+224+d%=6.

A tnica solucao possivel para a equacao acima é uma outra representacao irredutivel
de dimensionalidade d = 1, que na notacao de Schoenflies serd denotada como A,. Portanto
nossa tabela tem trés linhas, as representagoes irredutiveis (A;, Ay e F) e trés colunas, as
classes (F, C3 e Cs). Ay é a representacao trivial da Eq.(3.12) onde todos os elementos
sao 1 (regra 3). A tabela completa de caracteres do grupo D3 possui entdo trés incognitas,

apresentadas na Tabela 4.

D3y | E 2C5 (r,r?) 3Cy (tu,v)
A |1 1 1
Ay | x Y z
E |2 -1 0

Tabela 4 — Tabela de caracteres incompleta do grupo Ds, das operacoes de simetria do tridngulo
equilatero.

Na primeira linha da Tabela 4, utilizamos os rotulos das diferentes classes perten-
centes a uma mesma representagao irredutivel, por exemplo C3, acompanhada pelo niimero
de elementos desta classe, que no caso ¢ 2. Sao duas operagdes agrupadas na classe Cj, de

2

giros de 120°, a operacao r e r*, explicitadas nos rétulos da primeira linha. A primeira

coluna da Tabela 4 apresenta o rétulo das diversas representacoes irredutiveis do grupo.

Vamos utilizar as regras de ortogonalidade para determinar os demais elementos.
Notemos que o nimero N corresponde a ordem da classe. Para a primeira classe, £/, N = 1.
Para a segunda, ('3, temos dois elementos, N = 2, e na terceira, Cy, N = 3. Pela quarta

regra, Fq.(3.13), temos uma ortogonalidade de linhas, que fornecem

p
Z X*O((Cu)xﬁ(CM)Nu = h 0ap
pn=1

)24+ X (Co)xH(Cy) -3 =12 +1%-2+12-3=60,, =6
)2+ X' (Co)x*(C) -
) - 24 X)X (Cy) -
)24+ X2 (Co)XA(Ch) - 3=a"+1y*-24+22-3=60=6
) -2+ X (Ca)x*(Cy) -
) (Ca)x*(Ca) -

24+ x3(Cy 3=2"4(-1)*2+0°-3=06033 =2.

3=1-241-(-1)-24+1-0-3=6013=0

3=a2-2+y-(—1)-2+2-0-3=605 =0
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Das equagOes acima, temos que © = y e z = —z. Mas notemos que x = 1, pois
tratando-se da identidade, o seu trago é a propria dimensionalidade. Portanto o caracter x

deve ser 1, e temos a tabela de caracteres completa do grupo D3, apresentada na Tabela 5

Ds | E 205 3C,
A1 1 1
Ay 11 —1
E|2 -1 o0

Tabela 5 — Tabela de caracteres do grupo D3, das operagoes de simetria do tridngulo equilatero.
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4 Simetria e Grupos de Simetria

Simetria neste contexto significa uma caracteristica fisica ou mateméatica de um
determinado sistema que é preservada apds uma transformacgao. Os grupos de simetria sao

o conjunto destas transformacoes.

Podemos classifcar moléculas e sélidos a partir das operacoes que as deixam
invariantes. Estas operac¢oes sao conhecidas como operagoes de simetria, pois permitem

através de critérios matematicos rigorosos dizer que um solido ¢ mais simétrico que outro.

Os cristais presentes na natureza podem ser representados por grupos de simetria.
Para compreender o grupo pontual e grupo de translagoes, apresentaremos o grupo de

simetrias.

4.1 Operacoes e elementos de simetria

Uma operacao de simetria consiste em uma transformacao um corpo de tal maneira
que a configuracao final seja indistinguivel da inicial, ou seja, a operacao deixa o corpo
numa configuracao geométrica equivalente daquela que estava antes de aplicar a operagao.

O conjunto de operagoes de simetria possui pelo menos um elemento, o operador identidade
E.

Notemos que a operacao de simetria é diferente de um elemento de simetria, que
consiste em uma entidade geométrica com relacio a qual se efetuam uma ou mais operagoes

de simetria, por exemplo, um ponto, reta ou plano.

No estudo de sistemas finitos, como moléculas e aglomerados, existem somente
quatro tipos de operacoes: reflexoes, inversdes ou rotagoes, apresentadas na Tabela 6.

Vamos detalhar cada uma delas.

Planos de simetria

Um plano de simetria deve passar através de um dado corpo, de maneira que, ao
aplicarmos uma operacao de reflexdao a todos os seus componentes, o resultado sera uma
configuracao geometricamente equivalente a inicial. Isto é, trata-se de uma transformacao

do plano que transporta linhas e preserva distancias.

Consideremos um plano o que atravessa um corpo. Selecionemos um ponto de um
lado do objeto, que chamaremos P, e um ponto do outro lado do plano P’, equidistante
do plano. Tomemos como exemplo uma ampulheta vazia como corpo, e um plano que

atravessa seu centro, conforme ilustrado na Figura 5. A operacgao de transformacao que
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Elemento de simetria | Simbolo Operagao de simetria

Plano de simetria o Reflexao no plano

Centro de simetria ou 1 Inversao de todos os atomos através de

Centro de inversao um centro

Eixo Préprio Ch Uma ou mais rotagoes ao redor do eixo
de 27 /n

Eixo Improéprio Sh Sequéncia de rotacdo seguida de uma
reflexdo em um plano perpendicular ao
eixo de rotagao

(nenhum) E Identidade

Tabela 6 — Os quatro tipos de elementos de simetria, com a notacao de Schonflies, e respectivas
operagoes de simetria. Adaptado da referéncia (FAZZIO; WATARI, 2009, p.42).

leva o ponto P para P’ é denominada reflezdo em relagao ao plano o. Se a configuracao
apos a operacao de reflexdo ¢ indistinguivel da original, o é um plano de simetria deste
corpo sob a operacao de reflexdao. Para isso precisaremos ignorar os rétulos P e P, que sao
apenas para esclarecer a transformacao. Na Figura 5 ilustramos a operacao de reflexdo em
um hexagono, em relacao a um plano o perpendicular ao plano do hexagono, que passa

pelos vértices B e F.

¥ T

(7

W W .
D ( I

Figura 5 — Ilustracio de dois objetos, uma ampulheta e um hexigono, e um determinado plano
de simetria o. Realizamos a operacio de reflexdo de um ponto P da ampulheta e
a reflexdo do hexdgono em torno deste plano. No caso do hexdgono, o plano ¢ é
perpendicular ao plano do hexagono e passa pelos vértices B e E. Apéds a reflexdo, os
vértices A e I’ ocupam a posigdo de C' e D.

Centro de inversao

Um centro de inversdo é um ponto em relagao ao qual uma transformacao de coor-
denadas que leva (z,y, z) para (—z, —y, —z), deixa todos os atomos em uma configuragao
geometricamente equivalente a original, equidistante deste centro, porém do lado oposto.
Uma operagao de inversao é denotada pelas letras ¢ ou J. Na Figura 6, temos um exemplo
da operacgao de inversdo sobre um hexdgono, onde o centro de inversdo é o ponto em seu

centro. Ocorre uma troca da coordenada de cada ponto de 7" para —7.
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1 \ ¢ D
0
B« »B B o »EF
D C (U

Figura 6 — Ilustracio da aplicagdo da operacio de inversdo, que leva ¥ — —7, em um hexagono.
O centro de inversdo é o ponto, que ndo necessariamente pertence ao corpo.

Ao admitir a existéncia do centro de inversao teremos uma restrigdo quanto ao

numero de atomos fora do ponto de inversao: este deve ser um nimero par.

Eixo de rotacao

O eizxo de rotagio é uma linha ao redor da qual o corpo é transformado em si
préprio n vezes em um giro de 360°. Imaginemos novamente um hexigono, onde o seu
eixo proprio de rotagdo consiste em uma reta perpendicular ao plano da figura passando
pelo seu centro geométrico, como mostrado na Figura 7. Essa reta é chamada de eixo de

rotacao propria ou eixo proprio.

' "'._ _;\ _ ]"‘. f"
A | C
p Y [ e » 3 ‘ D — . A

Figura 7 — Ilustragio do eixo proprio de rotacdo do hexagono, perpendicular ao plano do poligono,
e uma operacio de rotagio de /3 radianos.

Ao aplicar uma rotagio de 60° (ou % rad) ao redor do eixo escolhido, levaremos
nossa figura a uma configuracao geométrica equivalente a original. A designacao genérica,

usada para o eixo proprio é C,, em que n é a ordem do eixo. A ordem n do eixo de rotagao

2
i13

propria pode ser entendido como o maior valor de n (££ é o menor dngulo de rotagdo) ao

redor do eixo proprio, que leva um sistema em uma configuracdo geométrica equivalente.

Por outro lado, uma rotacao improépria S,, € uma operacao de simetria dada em duas
etapas: uma rotagao propria, seguida de uma reflexdo num plano perpendicular ao eixo de
rotacdo. O eixo sobre o qual ocorre a rotagao é chamado de eixo de rotacao imprépria ou
eixo impréprio e é denotado por S, em que n é novamente a ordem do eixo e o menor
angulo de rotacao é 27“ E importante notar que se existe um eixo préprio de rotacio C, e
um plano de reflexao perpendicular a este eixo proprio, entao independentemente existe
também o eixo S,,. Entretanto, pode se existir uma operagao de simetria impropria sem

que exista o eixo préprio ou o plano de reflexao.
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4.2  Grupo espacial

Um grupo espacial de simetria de um cristal contém as operagoes de simetria
translacional, as operagoes do grupo pontual e a combinacao destas (FAZZIO; WATARI,
2009). Todas estas operagbes do grupo satisfazem a relagdo de comutagao RH=H R, ou
seja, esse Hamiltoniano H comuta com todas as operacoes de simetria desse grupo, para
qualquer operagao de simetria R do cristal. Este grupo de translagoes, rotacoes, inversoes
e reflexoes, que levam um cristal a uma outra configuragdo geometricamente equivalente,

chama-se grupo espacial.

Vamos utilizar a seguinte notacao para designar um elemento do grupo espacial:
{a|t}, onde a representa uma rotacio (prépria ou imprépria), inversio ou uma reflexao,

enquanto ¢ representa uma translacao.

Em geral o produto de operacdes do grupo espacial nao é comutativo: {a|t}{ 5|7’} #
{8l alt}.

Caso a rotagao seja de zero graus, ou seja, uma translagao, denotaremos como
a = e. Portanto as operacoes que consistem apenas de translagoes podem ser escritas
como {e|f}. Enquanto que as operacoes do grupo pontual, isto é, rotacoes, inversoes e
reflexdes podem ser denotadas como {«|0}, cujo vetor 0 representa uma translagao nula.

Portanto, com essas convengoes, pode-se escrever a operacao {a|f} €Omo:
{alt} = {elt}{al0}. (4.1)

O grupo espacial possui dois subgrupos, o grupo de translagao e o grupo de ponto

(grupo pontual).

4.3 Grupo de translacoes e o teorema de Bloch

O grupo de translagdo é um grupo que consiste apenas de operacoes de transla-
cao {e\f}, que leva o cristal & uma configuracao geometricamente equivalente, ou seja,

indistinguivel da anterior.

Notemos que as operacoes de translacoes comutam entre si:
{elt}{e]} = {elf + 5} = {e]5+ 1} = {e[5Helt}. (4.2)

Portanto o grupo de translagoes é abeliano e cada operacao de translagao constitui

uma classe. Consequentemente, as representacoes irredutiveis desse grupo sao todas
unidimensionais (FAZZIO; WATARI, 2009).

Os cristais sao sélidos ordenados, nos quais as unidades de repetigao estao arranjadas

de forma peridédica, em uma rede formada por infinitos pontos ordenados regurlamente
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por todo o espago, constituindo a chamada rede de Bravais. Em uma rede periédica,
V() = V(7 + Ry), (4.3)

em que R, é um vetor da rede de Bravais, ou seja, um vetor de translacao que leva de um

ponto da rede ao outro.

Sendo assim, desses pontos da rede sempre conseguimos separar um conjunto
minimo de modo que forme um sélido geométrico, denominado célula unitaria, que se
repete periodicamente no espaco. Portanto, uma rede de Bravais possui simetria de
translagao, ou seja, um ponto é geometricamente equivalente ao outro por uma operacao

de translacao nos pontos dessa rede.

Uma estrutura cristalina é definida pela rede de Bravais e um conjunto de posigoes
de um ou mais tipos de atomos, os quais denominamos de base. A rede periddica do
cristal possibilita a compreensao dos diferentes materiais, como isolantes e condutores.
Adicionalmente, estabelece novas propriedades, como a banda proibida dos sistemas. Neste
contexto, para explicar melhor o que acontece no cristal, surge um teorema importante
que descreve a solucao da equacao de Schrodinger para um elétron que se desloca em um

cristal.

Consideremos o problema de solucao da equacao de Schrodinger para um potencial
periédico, onde R, é um vetor de translagdo da rede de Bravais de um cristal. Seja ¢(7)

uma base para uma representacao irredutivel do grupo de translacoes. E possivel mostrar
(FAZZIO; WATARI, 2009) que o autovalor A, da equagao

{e|Ru}(7) = M (7). (4.4)
satisfaz uma condi¢ao de periodicidade:

A, = ¢FBn (4.5)

Cada vetor de onda k produz uma representacao irredutivel do grupo de translacoes,

cujo caractere é dado por (4.5). Substituindo a equagao (4.5) na equagao (4.4) obtém-se:
{e|Ru}o(r) = ¢(r + Ry) = ™ g(r). (4.6)

Este resultado foi desenvolvido pelo fisico suico Felix Bloch e é comumente apre-
sentado como:

Yp(7) = ug(7)e™, (4.7)
em que ug(r) possui a periodicidade da rede, ou melhor dizendo, uz(7) = uz(7"+ R). Sendo
assim, elétrons submetidos a algum potencial periddico comportam-se como uma “onda
plana", modulada por uma fungao ug(7). O teorema de Bloch é portanto uma condigao de

contorno das solucoes da equagdo de Schrodinger para qualquer potencial periddico.

Os autovalores e as autofungoes dos estados monoeletronicos sao, entao, classificados

pelos vetores de onda k utilizados como rétulos dos estados tal como em Ej, e ¢(r).
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4.4  Grupos pontuais

Uma operagao de simetria pontual é uma operacao de simetria especificada com
relagdo a pelo menos um ponto no espago que nao se move durante a operacao (GLAZER;
BURNS, 2013, p.7). Por exemplo, as rotagdes de um poligono regular em torno do seu
centro. Como dito anteriormente, as translacbes nao tém esta propriedade de serem

realizadas com relagdo a um ponto fixo, como a rotagao.

Na natureza nés encontramos 32 grupos pontuais que exaurem todas as possiveis
simetrias de um cristal (FAZZIO; WATARI, 2009). Estes 32 grupos podem ser divididos
em duas categorias: grupos de rotagoes simples, nos quais ha um tnico eixo de rotacao de
ordem maior que a dos outros; e grupos de alta simetria, nos quais ha mais de um eixo
de rotagao de maior ordem. No nosso trabalho analisaremos o grafeno, que é um sistema
cristalino formado por dois atomos por célula unitaria, sendo uma estrutura bidimensional,

formando uma rede hexagonal, e sendo constituido apenas por atomos de carbono.
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5 Grafeno

Vamos apresentar alguns aspectos basicos da teoria deste material bidimensional
tao simples e tao relevante na ciéncia de mamteriais. Inicialmente, vamos descrever a
estrutura cristalina e depois discutiremos como a teoria de grupos pode ser aplicada

explorando as simetrias de nosso material.

5.1 Estrutura cristalina

O grafeno é um sistema cristalino composto por uma rede de Bravais triangular

tendo uma base de dois atomos. Os vetores primitivos, mostrados na Figura 8, sdo:

, 3. V3.
a =a <§x + 73;) ) (5.1)
» 3. V3.
a2:a<§x—7y>, (5.2)

Figura 8 — (a) Rede cristalina do grafeno, constituida de duas redes triangulares interpenetradas,
os vetores primitivos @y e dg, e a célula primitiva. 41, d2 e d3 s8o os vetores dos
primeiros vizinhos. (b) Primeira zona de Brillouin, vetores da rede reciproca by e b,
e os pontos de alta simetria: T', K, K’ e M. Adaptado da Ref.(NETO et al., 2009).

A rede primitiva do grafeno ndo é uma rede hexagonal, mas uma rede obliqua
bidimensional com dois atomos de base por célula costumeiramente denotados por A e B.
Cada célula primitiva possui dois sitios, um de cada subrede. A area desta célula pode ser
calculada por ||d; x dy||. Estas duas subredes triangulares sdo entrelagadas formando o
hexagono. Cada dtomo da subrede A possui trés primeiros vizinhos, pertencentes a subrede
B e vice-versa, mostrados na Figura 8. Os vetores de translagdo para os primeiros vizinhos

sao dados por:
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&:%@+¢%L Oy =

De maneira analoga a rede cristalina no espaco real, pode-se construir também
uma célula unitdria da rede reciproca, mostrada também na Figura 8. E convencionado
que a escolha seja uma célula de Wigner-Seitz, centrada num ponto escolhido como sendo
a origem da rede reciproca, denominado ponto I'. Esta célula unitaria tem todas as

propriedades de simetria da rede reciproca, e é denominada primeira zona de Brillouin.

Dado os vetores da rede no espaco real e usando a definicao de zona de Brillouin,
pode-se determinar os vetores primitivos de rede no espago reciproco (ASHCROFT;
MERMIN, 2011) de modo que:

51:;;(§:+\/§@), EQZ?;(@—\@@), (5.3)

Na Figura 8(b) temos também os pontos de alta simetria (I, M, K, K') no espaco
reciproco. O ponto I' esta situado no centro da zona de Brillouin, enquanto os pontos
K e K’ estdo nos vértices do hexdgono e os pontos médios das arestas da rede sdo os
pontos M. Tem-se grande interesse nos pontos K e K, pois estes apresentam propriedades

interessantes para o estudo do grafeno. Estes pontos podem ser representados por:

21 1 - 2 1
K=—|7+—y K =—|7—-—7v]|. 5.4
» <x+ \/gy) : » (w \/gy> (5-4)

Notemos que os pontos K e K  néo podem ser conectados por um vetor qualquer da rede

reciproca, e sao considerados como nao equivalentes.

Para compreender a estrutura eletronica do grafeno é importante discutir a configu-
racao dos atomos de carbono. Quando isolado, no estado fundamental, sua distribuicao de
Pauling ¢ 1s2 2s% 2p?. Ao formar o grafeno, formam-se ligacdes quimicas, onde os orbitais
1s% nao sao afetados, mas outros orbitais atomicos sofrem hibridizacao sp?. Ou seja, o
orbital 2s interage com dois orbitais 2p e resulta em trés orbitais hibridos sp?.Estes orbitais
hibridos sp? formam ligacdes do tipo o, e sdo responsaveis pelas ligacoes entre os dtomos
de carbono no plano. O outro orbital 2p, que nao participa da hibridizagao, é perpendicular
a estrutura planar e o elétron deste orbital pode formar ligacoes covalentes com elétrons
dos atomos de carbono vizinhos dando origem as bandas 7 no grafeno, perpendiculares ao
plano que contém as outras ligagoes (MELO, 2015). Os orbitais 7 sdo impares por uma

reflexdo e os orbitais o sao pares.

5.2  Grupo de simetria do grafeno

O grafeno faz parte do grupo pontual Dg,, um grupo de rotagoes simples, com

24 elementos de simetria. Este grupo tem os elementos de D, adicionado a a reflexao
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num plano horizontal e a planos diagonais de reflexdo, que sdo bissetores dos eixos duplos
perpendiculares ao eixo principal de rotagao de maior ordem. D, possui portanto duas
vezes o numero de elementos de simetria em relacdo a D,, (FAZZIO; WATARI, 2009).

Cada grupo é classificado pelos seus elementos.

Vamos encontrar as simetrias do grafeno. As operagoes de simetria deste grupo sao

listadas na Tabela 7 e os respectivos eixos na Figura 9.

@ o ® | ., © .

Figura 9 — Tlustragao dos eixos de simetria do grafeno, grupo D6h. (a) O eixo z, perpendicular
ao plano da figura, define as rotagoes 2Cg, 2C5 e (5, e as rotagoes impréprias 25g e
2S55. (b) Os eixos ou planos que cortam os vértices definem as rotagoes 3C% e reflexes
304 . (c) Os eixos ou planos que cortam as arestas definem as rotagoes 3C4 e reflexoes
30,. Figura extraida da Referéncia (DORNELAS, 2018).

E identidade

2Cs | rotagoes proprias em torno de z por um angulo +27/6
256 | rotagoes impréprias em torno de z por um angulo +27/6
2C3 | rotagoOes préprias em torno de z por um angulo +27/3
253 | rotagoes impréprias em torno de z por um angulo +27/3

Cy rotagoes de m em torno do eixo z
3C% rotacoes de m em torno dos eixos que cortam vértices
3CY rotagoes de m em torno dos eixos que cortam arestas
o reflexao no plano zy, leva z — —z
30y reflexoes nos planos que cortam os vértices
30, reflexdes nos planos que cortam arestas

I inversao em torno da origem, leva 77— —7

Tabela 7 — Operagdes de simetria do grupo Dgj,, adaptado da Ref. (DORNELAS, 2018). Para
visualizar as operagoes de simetria consultar a webpage <http://symmetry.otterbein.
edu/gallery/index.html>.

Na rede reciproca, o vetor de onda do ponto I' tem o mesmo grupo espacial da rede
real, pertencendo ao grupo de simetria Dg,. O ponto I' é o centro da zona de Brillouin e
o ponto de mais alta simetria. Isto significa que ele é invariante sob todas as operagoes
do grupo. Aplicando as operagoes do grupo Dg, nos demais vetores de onda, como K,
K', X e M, obtém-se que algumas operacgoes nao pertencem ao grupo dos vetores de
onda destes pontos, ou seja, eles nao sao invariantes sob todas as operagoes. Por exemplo,
o grupo do vetor de onda k no ponto K e K’ é o Dsj,. Também podemos analisar as

linhas de simetria, por exemplo, na linha I' — K o grupo é o Cy, (KOGAN, 2013). Além
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D6h E 206 203 02 BC% 305/ 1 253 256 Op 30d 301,
Ay | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ay | 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 11-1 -1
By, | 1] -1 1 -1 1 -1 1| -1 1 ]-1] 1 -1
By | 1| -1 I |-11] -1 1 17-1 -1 1]-1]-1 1
FEiy | 2 1 -1 | -2 0 0 2 1 -1 1210 0
FEo | 2| -1 -1 2 0 21 -1 | -1 |2 0 0
A | 1] 1 1T [ 1] 1 T |1 -1 | -1 1|11
Agy | 1 1 1 1 -1 -1 |-1} -1 -1 1]-1]1 1
B | 1| 1 [ 1 |1 1 [ 1Al 1 [ al1a]1
By, | 1] -1 1 -1 -1 1 |-1) 1 -1 1 1 -1
Ey, | 2 1 -1 -210 0 0 |-2] -1 1 210 0
FEou |21 -1 [ 127 0 0 [2] 1 1 ]=2]070

Tabela 8 — Tabela de caracteres do grupo Dgp, com 24 elementos de simetria.

disso, as representagoes dos grupos Dg, e D3, podem ser escritas como produtos diretos:

D3y, = D, x Cyp, € Dgp, = Cgyy X Cip,.

5.3 Reflexoes sobre aplicacoes

Em posse de uma tabela de caracteres, podemos analisar como se transformam
certos atomos ou orbitais de estudo. Se um atomo esta sujeito a um campo nao esférico,
pode-se examinar quais rotagoes mantém esse sistema invariante. Aplicando-se as operagoes
de simetria ao seu sistema, obtém-se uma representacao redutivel que pode ser decomposta
em uma matriz bloco-diagonal, contendo as contribuicoes das representagoes irredutiveis.
Isto simplifica muito a andlise, por exemplo, pode-se obter uma base otimizada para
a simetria do orbital de estudo. Também pode-se saber como determinado orbital se

transforma sob um campo externo, como desdobramentos.

Para determinar os caracteres da representacao redutivel, aplicam-se todas as
operagoes de simetria nos a&tomos da célula unitéria. Se o &tomo voltar para o mesmo lugar
ou for para a posicao de um atomo equivalente apos a operacao, a contribuicao dele para o
caracter é 1. Caso ele caia no lugar de outro &tomo nao equivalente, entao sua contribuicao
é 0 (MAFRA, 2008). Determinando todos esses caracteres, é possivel fazer combinagoes
lineares das representagoes irredutiveis. A partir dessa representagao redutivel é possivel
obter as simetrias dos orbitais e até de excitagoes elementares da rede, como fénons. Uma
das mais importantes aplicagoes da teoria de grupos na fisica do estado sélido consiste na
relagao das simetrias com as degenerescéncias das relagoes de dispersao, em particular,

nos pontos de alta simetria da zona de Brillouin.

Notemos que até o presente momento discutimos elementos e operagoes de simetria,

e as suas representacoes. Como as representacoes matriciais ndo sio tnicas, utilizamos os
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seus tracos, os caracteres. Além disso, associado a cada representagao irredutivel, existem
também fungoes de base, que podem ser usadas para gerar as matrizes que representam
os elementos de simetria de uma particular representagao irredutivel (DRESSELHAUS;
DRESSELHAUS; JORIO, 2010). Elas costumam aparecer também nas tabelas de carac-
teres, devido a sua importancia. Func¢oes de onda em mecanica quantica sao um caso

especial e importante de fungoes de base.

No contexto de mecéanica quantica notemos ainda que um conjunto de autofungoes
sempre pode ser classificado univocamente de acordo com a representacao irredutivel a
qual pertence. Desta forma, tem-se uma rotulagao através de bons niimeros quanticos.
Além disso, a degenerescéncia do autovalor é nada mais do que a dimensionalidade da
representagao. Uma aplicagdo de um campo externo pode reduzir a simetria do problema
e portanto hd uma quebra da degenerescéncia (FAZZIO; WATARI, 2009). Também é
importante observar que uma importante aplicagao da teoria de grupos é a simplificacao da
equagao caracteristica para obtencao dos autovalores da equagao de Schrodinger. Vamos

realizar um célculo para exemplificar.

5.4 Calculo das energias dos orbitais 7 e 7*

Como dito acima, a simplificacdo da equagao secular para obtencao das autoenergias
¢ uma das vantagens da usar teoria de grupos. Vamos considerar um método quantico
antigo, a combinacao linear de orbitais atomicos (LCAQO), na sua versdo mais simples, que

¢é a aproximacao de Hiickel.

O método de Hickel é bastante aplicado em sistemas com cadeias carbdnicas de
caratér m, pois os elétrons desses orbitais compdem as bandas de valéncia e de conducao
dos materiais. Ele é também utilizado para gerar uma aproximacao inicial das fungoes
de onda que servem como dados de entrada de célculos de primeiros principios (teoria
do funcional da densidade ou Hartree Fock, entre outros). Nos estudos de propriedades
eletronicas de sistemas cristalinos na fisica do estado sélido, a versao do método de Hiickel,

que inclui o tratamento da simetria translacional, é conhecido como método tight binding
(método das ligagoes fortes) (FAZZIO; WATARI, 2009).

Os orbitais atomicos p, do grafeno formam as ligagoes do tipo 7, onde os elétrons
estao mais fracamente ligados, permitindo sua locomogao pela rede cristalina. Estes estados
da ligacao m, por serem mais energéticos, comporao os tltimos niveis ocupados designados
como HOMO (orbital molecular mais alto ocupado). Este estudo sera restrito a andlise
dos orbitais compostos pela combinacao linear envolvendo somente orbitais p,. Vamos
considerar apenas um orbital p, por sitio, e as interagoes envolverao somente atomos

vizinhos.

Vamos nesta segao reproduzir os calculos da Referéncia (FAZZIO; WATARI, 2009).
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Na aproximacao de Hiickel, é admitida a separabilidade entre os elétrons que
ocupam os orbitais tipo ¢ e os elétrons que ocupam os orbitais tipo 7. Designando como
¢; os orbitais atomicos, os orbitais moleculares sao escritos como uma combinagao linear
de orbitais atomicos (LCAO):

U= ¢ (5.5)
i=1

em que os {¢;} constituem um conjunto de fungoes de base ortonormais, tal que (®;|®;) = 1.
Desejamos resolver a equagao de Schrodinger AU, = EV,., sendo que podemos reescrever

esta equacao na forma

i
onde definimos H;; como a energia do orbital atomico ¢;, Hj;, a energia entre os pares de

orbitais atomicos ¢; e ¢; e Sj;, a integral de superposicao entre os orbitais ¢; e ¢;:

Hi = (il fllon) = [ o Hondr, (5.7)
Hj; = (¢;|H|¢:) = /ij*ﬁqbidT; (5.8)
Sji = (djl¢i) = /¢j*¢id7- (5.9)

Para que este sistema admita solu¢ao nao trivial,

Portanto, num sistema com n fungoes de base, uma equagao com determinante

n x n deve ser resolvida para obter os valores de autoenergias que satisfazem (5.10).

No método de Hiickel sao feitas algumas aproximacoes, a saber: tomar H;; = 0
exceto quando os orbitais ¢; e ¢; sao provenientes de atomos vizinhos, isto ¢, consideraremos
apenas as interagoes entre atomos vizinhos. Além disso, descartamos a superposicao de

orbitais, fazendo todos S;; = 0 para j # 1.

Os orbitais de Bloch serdo escritos como combinacoes lineares de orbitais atoémicos

p., denominados ¢, centrados sobre os 4tomos da mesma sub-rede, A ou B:

ot \/_Z eFRag(7— B y) (5.11)

= =S e g7 - Rp). (5.12)

Para o grafeno, consideramos um orbital p, por atomo, considerando o termo Sxp

como 0,5 # 1, e Sq44 = Spp = 1, resultando no determinante secular:

=0 (5.13)

Hppg — E Hup
Hpy Hpp—FE
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Utilizando as equagoes (5.8) e (5.9), obtemos os elementos diagonais do Hamiltoni-

ano:
= (Al = [ o () At (5.14)

Hyp = WPIAWP) = [P ) Bf (r)dr (5.15)

Adotamos no nosso sistema de referéncia a posi¢ao do atomo de carbono A na

origem, ou seja, Ra = (0,0) enquanto que o dtomo de carbono da posigdo Rp ocupa

3(d@1 + dz), portanto:

™o = —=o1, (5.16)

1
\/_
ka — 767:]{:%1(;52 \/1_ zka¢27 (517>

onde a o comprimento de ligacao entre dois atomos de carbono mais proximos.

No nosso caso, nossa rede é formada por N atomos de carbono, em que cada sitio
(dtomo) contribui com um tnico orbital atomico p, designados como ¢; e ¢ para o caso

do 4tomo de carbono A e do atomo de carbono B. Desse modo temos:
A 1
Hppa = (WA H[p?) = N - y(@lH|e)] = e, (5.18)
. 1
Hpp = (WP|H[pP) = N - (92l ]2)] = e, (5.19)
onde « significa a energia intracentro.

Agora iremos calcular os elementos fora da diagonal dados por Hgy = (VP |H|[p4) =
H Ap, em que consideraremos a posi¢ao dos primeiros vizinhos para o sitio B localizado

m (0,0), conforme a Figura 8:

Han = Hoa = (07 A10%) = [ 00" () A00)

-] Gl

L 1,00 L h@ -
] ——e ) 4+ ——e"leT 2 +
<m W+ IR (1)

Desenvolvendo estas passagens obtemos

aQ
g
ot
&
[SIE
o
&
—~
ASS
S
N—
\_/

: \/52]“@’&) , (5.20)

. ik
Huap =7 (e_”“*’”“ +2e 2 cos
em que [ significa energia intercentro, conhecida também como termo de hopping, sendo
que < 0.

Calculados os termos da diagonal e fora da mesma iremos substitui-los na equacao

(5.13) e desenvolvé-la:

(Haa — E)(Hpp — E) — (Hap)(Hpa) =0

, » ikga 3k 2ikga 3k
— (CYQ . ECY _ E(]{+E2) . 52 l6—2lkxa +4€—kaaekT COS <\/—2 ya> +46kT C082 <\/—2 ya

I}
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Chamaremos de uma constante G todos os termos que acompanham 3? para

facilitar os calculos. Ao resolver a equacao acima, obtemos

= F =a+,/0°G

L 20% \/4a2 —z;[(—ﬁ?G) + 2] | p_ 20%VAFG ,2/45—%:

Devido a quantiza¢ao do vetor de onda k,a = nm, temos que cos(kza) = 1 e

sin(k,a) = 0, para n = 1,2, 3..., portanto

P (1 on (252 con (Y252 oo (Y )] o

2

Fazendo o grafico, os esbocos das faixas de energia para elétrons dos estados 7 e
7* para alguns pontos e linhas de alta simetria da primeira zona de Brillouin do grafeno

usando a equagao de autovalores dada por (5.21), temos:

Figura 10 — Ilustracdo do resultado da Eq.(5.21), das bandas de energias dos orbitais 7 e 7%,
obtidos pelo método de Hiickel. Extraido da Referéncia (FAZZIO; WATARI, 2009).

Substituindo-se k, e k, correspondentes aos pontos I', M, K e K’ na expressao

(5.21), obtemos as energias em cada ponto:

I''E=a=+35, em que k, = k, =0, pois I' esta localizado na origem da célula.

2T
M:E=a+p, nessecaso k, =0¢e k, = ————
P Y \/ga

K ou K': E = «, nesse caso 3 = 0.

Como podemos notar ha uma degenerescéncia com E = a em todos os pontos
K e K'. Como todos os estados com E < « estao ocupados, o grafeno apresenta um
cardter metdlico, tendo a faixa de valéncia (banda ocupada) tocando a banda de condugao

(desocupada) no ponto K. Esses pontos K sao chamados de pontos de Fermi e ao observar
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a figura de sua primeira zona de Brillouin (Figura 8(b)) percebemos que hé seis pontos K,
equivalentes trés a trés, ou seja, todos os vértices do hexagono que delimita a primeira

zona.

Notemos que, pelo fato de haver dois atomos por célula unitaria e cada orbital p,
contribuir com um elétron, a ocupagao de estados correspondentes de cada ponto K e K’
¢ de dois elétrons, obedecendo ao principio de Pauli, o qual nos diz que cada estado é

ocupado por dois elétrons sendo um com spin para cima, e outro com spin para baixo.

A conclusao que chegamos depois de utilizar o método de Hiickel para analisar o
grafeno é que é possivel obter relagao de dispersao E(k), a qual tem um comportamento
linear na vizinhanca do ponto de Fermi. Associado ao fato da banda de valéncia estar
ocupados, o grafeno apresenta um carater metdlico, onde as bandas se cruzam no ponto
K, o chamado cone de Dirac. Devido a essa particular estrutura eletronica, o grafeno

apresenta excelentes propriedades de conducao.
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6 Consideracoes finais

Nesta monografia apresentamos os conceitos de teoria de grupos desde sua origem
matematica até uma aplicagdo simples no grafeno. A teoria de grupos é um ramo da
matematica que explora as simetrias do material e estuda suas propriedades. Desenvolvemos
em detalhes alguns fundamentos do método, que usa uma linguagem abstrata de teoria de
conjuntos e algebra linear. Procuramos tornar o trabalho acessivel para estudantes futuros

e para todos aqueles que queiram aprender o bésico de teoria de grupos.

Uma importante aplicacao da teoria de grupos na fisica do estado sélido é a
cristalografia, ciéncia que estuda as estruturas e propriedades de conjuntos formados
por um nimero muito grande de unidades idénticas, investigando como essas unidades
se arranjam de modo que a cada unidade “veja” o seu entorno de maneira idéntica.

Desenvolvemos elementos de simetria, operagoes de simetria, os grupos espacial e pontual.

Na mecanica quéntica, a teoria de grupos auxilia na simplificacao da resolugao da
equagao de Schrodinger, utilizando as tabelas de caracteres das representacoes irredutiveis
do grupo de simetria do material estudado. No nosso caso, o grafeno, apresentamos sua
estrutura, suas simetrias e sua tabela de caracteres. Utilizamos a aproximacao de Hiickel
para obter o diagrama de bandas para os elétrons m e 7* do grafeno, incluindo apenas as
interagoes entre os primeiros vizinhos, onde vemos que as bandas de valéncia e de condugao

se tocam nos pontos de Dirac.

A teoria de grupos é uma area vasta. Existem nao somente os grupos discretos, mas
também os grupos continuos, e muitas outras aplicacoes das teorias de grupos pontuais
no estudo de espectros vibracionais, transicoes, magnetismo, momentos angulares, entre
outros. Todas essas aplicacoes estao fundamentadas na compreensao das simetrias do
sistema e como ela pode auxiliar a simplificar a analise. Esperamos que este trabalho possa

motivar trabalhos subsequentes.
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