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Resumo

Os niveis de energia de uma particula confinada sao dados de forma discreta. Em sélidos,
devido ao grande ntimero de dtomos (~ 10%3), surgem as bandas eletrénicas obedecendo
ao principio de exclusao de Pauli. Estas, explicam propriedades fisicas dos sélidos como
isolantes, semicondutores, metais, etc. Em semicondutores, tipicamente analisamos duas
bandas: conducao e valéncia. Devido, a periodicidade do cristal aparecem regices de energia
proibida (gap), onde os elétrons nao possuem mobilidade de propagagdo no material. O
estudo teodrico de bandas eletronicas tipicamente baseia-se em métodos perturbativos
e na simetria do material. Neste sentido, investigamos a estrutura eletronica do GaAs
e grafeno utilizando teoria de perturbacdo de Lowdin, método /;]5’ e teoria de grupos.
Para o potencial de Kronig-Penney obtivemos a massa efetiva. Além disso, no modelo do
grafeno analisamos as caracteristicas dos pontos de alta simetria I' e K encontrando o
Hamiltoniano efetivo do material: Hx = hv Fc?-lg. Os resultados desta monografia podem
ser estendidos: no modelo do GaAs a inclusao da interacao spin-orbita pode ser feita
utilizando teoria de grupos, além disso o método dos invariantes pode ser aplicado para

diferentes materiais, tal como PbSe e SnTe.

Palavras-chaves: Teoria de perturbacao de Léwdin, método /;ﬁ, teoria de grupos, massa

efetiva, grafeno, isolantes topoldgicos.






Abstract

The energy levels of a confined particle are given of discrete form. In solids, due to the big
number of atoms (~ 10?3), the electronic bands appear obeying the principle of exclusion
of Pauli. These, explain physics properties of solids as insulators, semiconductors, metals,
etc. In semiconductors, we typically analyze two bands: conduction and valence. Due, to
the periodicity of the crystal appear regions of prohibited energy (gap), where the electrons
have no propagation mobility in the material. The theoretical study of electronic bands is
typically based on perturbative methods and the symmetry of the material. In this sense,
we investigated the electronic structure of GaAs and graphene using Lowdin perturbation
theory, Eﬁ method and group theory. For the Kronig-Penney potential we obtained the
effective mass. Beyond thereof, in the graphene model we analyzed the characteristics of
the points of hight symmetry I' and K finding the effective Hamiltonian of the material:
Hyg = thﬁ-E. The results of this monograph can be extended: in the GaAs model the
inclusion of spin-orbit interaction can be done using group theory, beyond thereof the

invariant method can be applied for different materials, such as PbSe and SnTe.

Key-words: Lowdin perturbation theory, E-ﬁ method, group theory, effective mass,

graphene, topological insulators.
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1 Introducao

A fisica de semicondutores constantemente depara-se com novos desafios. Seja
pela miniaturizacao de dispositivos eletronicos freneticamente ao longo dos anos, ou pela
necessidade de novos materiais com melhores qualidades para aplicagoes tecnolégicas. O
grafeno e isolantes topoldgicos neste sentido sao materiais promissores para o futuro da
industria eletronica. Nestes, esperam-se dispositivos mais eficientes, uma vez que ha grande
interesse em processos de manipulacao do spin-eletronico, tendo como objetivo aplica¢oes

em spintrdnica, computagdo quantica e a recente computagao quantica topoldgica [1,2].

A manipulacdo da matéria na escala atomica e molecular desenvolveu-se ao longo
do século XX. Tais como, modelo de Drude, gas classico de elétrons, modelo de Sommerfeld,
gas de Férmions e culminando em um modelo mais realista que considera a estrutura
cristalina do so6lido. Assim, materiais bem conhecidos como GaAs e grafeno tem suas
caracteristicas determinadas pela estrutura de bandas, que explora a periodicidade e

simetrias do cristal.

Portanto, é fundamental conhecer a estrutura eletronica dos materiais. Por exemplo,
um gas bidimensional de elétrons aprisionado em GaAs é bem descrito pela teoria de massa
efetiva, incorporando-se os acoplamentos spin-érbita de Rashba e Dresselhaus. O grafeno
por sua vez, é constituido de um arranjo planar hexagonal de atomos de carbono. Este
apresenta uma estrutura eletronica peculiar dada por cones de Dirac (massa efetiva nula).
Mais recentemente, foram descobertos materiais cujo interior é isolante, mas apresenta

cones de Dirac na borda ou superficie: os isolantes topoldgicos [3].

Nesta monografia investigamos a estrutura eletronica de materiais de interesse
por diferentes métodos, em particular Lowdin, E-;ﬁ e teoria de grupos. Organizamos o
texto da seguinte maneira. Na introdugao apresento resumidamente (i) as caracteristicas
dos isolantes topolégicos; (ii) estrutura de bandas de materiais cristalinos; (iii) método
perturbativo de Lowdin e representacao Eﬁ, (iv) teoria de grupos aplicada a fisica da
matéria condensada. Em seguida, abordo o contetido da tese e apresento o resumo dos

resultados obtidos.
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Isolantes Topolégicos

A fisica da matéria condensada estuda os diferentes estados da matéria, por exemplo
liquidos, polimeros, vidros, etc. Busca-se compreender as propriedades fisicas na escala
atOomica, tais como, térmicas, transporte e conducgao. Para isso, utilizam-se conceitos da

mecanica quantica e mecanica estatistica para analisar os materiais.

Em geral, estamos interessados no comportamento dos elétrons em diferentes fases
da matéria. Em cristais, quando a faixa de energia permitida esta separada por um gap
com uma faixa vazia, classificamos esta estrutura de isolante. O elétron nao se move em
resposta a um campo elétrico. Em sistemas mais complexos ha grande interesse na simetria
do material. Por exemplo, no efeito Hall quantico observado em 1980 por Klaus Von
Klitzing, a quebra de simetria de reversao temporal induz estados de borda topologicos
e a quantizacao perfeita da condutividade Hall. Em isolantes topologicos, mesmo sem a
quebra de simetria de reversao temporal, surgem estados de borda devido a inversao de

bandas induzida pelo acoplamento spin-érbita [4,5].

Estrutura de Bandas de Materiais

Dispositivos eletronicos exploram a estrutura de bandas dos materiais. De fato, esta
define todas as propriedades de transporte, propriedades Oticas e estruturais do material
e sao descritas na mecanica quantica pela equacao de Schrodinger, ou seja, a relagao
de dispersao energia-momento. Em particular, dispositivos eletronicos sao usualmente
compostos por materiais cristalinos. Nestes, podemos utilizar o teorema de Bloch para
simplificar o problema e tratar apenas uma unidade do cristal periddico. Neste contexto,
utiliza-se o método lgﬁ para expandir a equacgao de Schrédinger na base de solugoes
conhecidas em um caso particular £ = 0. No PbSe nosso interesse é no ponto X e no

grafeno, no ponto K.

Em cristais os atomos sao dispostos de maneira regular. Essa periodicidade, por
sua vez, pode ser expressa por uma formula matematica chamada rede de Bravais, que
é um conjunto infinito de pontos que expande a estrutura cristalina independente do
ponto observado e pode ser escrito como um vetor R na base dos parametros de rede do
cristal. Adicionalmente, a simetria de translacdo impoe certas restricoes ao Hamiltoniano

do elétron na posicao 7. Essas restrigoes sao expressas pelo teorema de Bloch.

A teoria de perturbacao de Lowdin prové uma metodologia simples para se estabe-
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lecer Hamiltonianos efetivos para diferentes materiais junto ao método Eﬁ Tipicamente,
quando analisamos a estrutura eletronica de materiais, queremos estudar os estados de
energia préximo ao nivel de Fermi. Neste contexto, fundamentos de teoria de grupos sao
usados para se determinar a estrutura do Hamiltoniano efetivo de cada material. Diversos
materiais com propriedades peculiares vém sendo propostos baseados unicamente em

propriedades extraidas das simetrias dos cristais.

Aplicamos esta metodologia no contexto de materiais relevantes para aplicacoes em
spintronica, como GaAs, grafeno e isolantes topoldgicos. Neste sentido, busca-se manipular
o spin-eletronico para aplicar suas funcionalidades, no caso mais geral em dispositivos

eletronicos, computacao quantica e a recente computagao quantica topoldgica.

Método Perturbativo de Lowdin e Representacao E-ﬁ

Os elétrons tendem a ocupar estados de menor energia nos cristais. Assim, a
estrutura de bandas difere para cada tipo de material'. Por exemplo, em materiais
isolantes os elétrons preenchem completamente a faixa de energia permitida, separado
por um gap largo. Portanto, os elétrons nao podem propagar-se pela acao de um campo
elétrico, pois isso aumentaria sua energia colocando-os em uma faixa de energia proibida.
Em sistemas triviais, tipicamente analisamos duas faixas de energia: banda de valéncia e
conducao. Entretanto, quando estudamos a propriedade eletronica dos materiais buscamos
modelos mais simples, neste contexto o método perturbativo de Léwdin reduz a ordem

das bandas analisadas [6,7].

A ideia da teoria de perturbagao via Lowdin é utilizar um conjunto de base e
explorar a simetria do sistema. A base utilizada é da equacao de Schrodinger nao perturbada
Hylg®) = %|¢?), aqui conhecemos a energia €2 e o autoestado |¢2) [8-10]. Adicionalmente,
o método E-ﬁ é obtido pelo teorema de Bloch que explora a periodicidade da rede cristalina.
Portanto, reduzimos o cristal a analise de alguma banda de interesse, em geral, bandas de

energia proximo ao nivel de Fermi [11-14].

Assim, a teoria de perturbacao via Lowdin consiste em um esquema perturbativo
(Ho+ H') no qual realizo pequenas alteragoes ao sistema. Este método prové o Hamiltoniano
efetivo do material?. Somado a representacao Igﬁ, analisamos as bandas de energia em

materiais semicondutores.

1
2

Ex.: Isolantes, metais e semicondutores.

A perturbagdo deve ser pequena. Pois, as magnitudes fisicas (energia e autoestado) sdo gerados
automaticamente utilizando-se um sistema quantico mais simples. Isto é, estudamos sistemas quénticos
complexos baseando-nos nos sistemas simples.
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O método E-ﬁ foi desenvolvido por Bardeen e Seitz para determinar a massa efetiva
e as fungoes de onda proximas a pontos de alta simetria no espaco k, restritos a uma tnica
banda. Neste trabalho, utilizamos o método para analisar estruturas periddicas. Assim,
utilizamos a equacgao de Schrodinger independente do tempo com potencial externo, que é

tratado periodicamente [12].

O método consiste em quatro etapas: (i) reduzir o dominio da equacao de Schro-
dinger periédica a uma cela unitaria utilizando o teorema de Bloch; (ii) escolher uma
base adequada para reescrever a equagdao na forma matricial; (iii) utilizar a teoria de
perturbacao de Lowdin para reduzir a matriz as bandas de interesse; (iv) diagonalizar o

Hamiltoniano efetivo obtido.

Teoria de Grupos Aplicada a Fisica da Matéria Condensada

Os cristais podem ser representados por grupos de simetria. Nestes, busca-se encon-
trar operagbes que os deixem invariantes. Podemos citar: rotacoes, reflexdes, inversoes...,
como exemplos de regra. Adicionalmente, a fisica da matéria condensada estabelece os
tipos de estruturas cristalinas presentes nos materiais, ex.: (bcc, fee, blenda de zinco, etc).
Em muitas situagoes, hé grande interesse em classificar tais estruturas. Descri¢oes simples
das simetrias podem revelar resultados significativos acerca das propriedades fisicas do
sistema [11-15].

A luz da fisica quéntica, as propriedades de simetria sdo utilizadas com bastante
sucesso. Tipicamente, a solu¢ao da equacao de Schrodinger é complexa para determinados
sistemas. Neste sentido, podemos resolvé-la de uma maneira mais simples utilizando
as tabelas de caracteres das representacoes irredutiveis do grupo de simetria de cada
material. Dessa forma, entidades fisicas sao reveladas, por exemplo a relacao de dispersao

energia-momento.

Os recentes progressos tedricos e experimentais realcam a importancia dos estudos
de teoria de grupos aplicada a mecanica quantica. Visto que diversos materiais com pro-
priedades peculiares vém sendo propostos baseados unicamente em propriedades extraidas

das simetrias dos cristais [3, 16].

Neste trabalho investigamos o método dos invariantes, isto é, no grupo da equacao
de Schrodinger, queremos o Hamiltoniano efetivo que comute com as operagoes de simetria
do sistema. Dessa forma, a estrutura eletronica é analisada com base nos pontos de simetria

do espago real e do espago reciproco.
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Contetido da Monografia e Resumo dos Resultados

Nesta monografia investigamos a estrutura eletronica de materiais utilizando teoria
de perturbagao de Lowdin, representacao E-ﬁ e teoria de grupos. Concentramos em estudar
a estrutura cristalina do grafeno e estrutura de bandas do GaAs. Devido a periodicidade
do cristal, utilizamos o teorema de Bloch, que define a solugdao da equacao de Schrodinger
para um deslocamento R da rede de Bravais. Além disso, abordamos conceitos de teoria
de grupos uteis no método dos invariantes e deduzimos o Hamiltoniano efetivo do grafeno

no ponto de alta simetria K.

Nas préximas se¢Oes encontram-se a formulagao tedrica, bem como a analise dos
materiais estudados. Ao fim, apresento a conclusao do trabalho e abordo temas para a

continuagao desta monografia em um possivel programa de pods-graduagao.
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?2 Fundamentos Tedricos

Nesta monografia estudamos a estrutura cristalina de materiais de interesse por
diferentes métodos. Nesta secdo, apresento conceitos tteis de mecanica quantica e estado
solido, fazendo uma sintese sobre a periodicidade dos cristais. Em seguida discutimos o
teorema de Bloch, e a respectiva dedugao contextualizando-o com a representacao Eﬁ
Finalmente, descrevemos a teoria de perturbagao de Lowdin e a metodologia fundamental
do modelo. Por fim, discutimos de forma rapida modelos de bandas eletrénicas e zona
de Brillouin. Levando-se em consideragao esses aspectos, essa secao tem o objetivo de

detalhar a formulacao tedrica utilizada no trabalho.

A discussao sobre método dos invariantes encontra-se em uma segao a parte. De
modo que, a formulagao tedrica bem como a andlise da simetria da estrutura cristalina é

exposta linearmente facilitando a compreensao.

2.1 Mecanica Quantica e Fisica do Estado Sélido

Quando estudamos sistemas fisicos na escala atomica utilizamos a mecanica quéan-
tica. A funcao de onda da particula sem spin, ¥(7,t), dada pela equagao de Schrodinger
[8-10]:

h? .
2m
descreve a evolugao do objeto no espaco e no tempo. Adicionalmente, temos grande interesse
na energia do sistema. Esta, é obtida resolvendo a equacao de Schrodinger independente

do tempo:

=57 V(| ) = 20 22

Além disso, a fisica do estado sélido tem interesse nas propriedades de sistemas com grande
nimero de atomos que interagem quimicamente entre si, aproximadamente da ordem
de 10?3 4tomos por centimetro ciibico. Assim, busca-se entender o comportamento dos

atomos, ions e elétrons presentes nos materiais. Para isso, modelos tedricos baseiam-se
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na mecanica quantica e fisica estatistica. Devido a importancia da simetria dos cristais,

utiliza-se teoria de grupos como um grande aliado.

A fisica do estado solido trabalha com cristais. Nestes, devido a periodicidade do
cristal podemos descrever a rede cristalina por um conjunto infinito de pontos ordenados

regularmente no espaco, tal que qualquer ponto possa ser localizado por um vetor do tipo:

R = nyd} + nody + n3as, (2.3)

onde ny, ny e n3 sao inteiros, e ai, as e az sao vetores de base da célula unitaria.

A eq.(2.3) define a chamada rede de Bravais. Devido a periodicidade restringimos

o problema a andlise de uma tnica célula, tal como fig.(1) que pode ser expandida “infini-

tamente” por vetores de translagao. Tipicamente, queremos descrever o comportamento

do elétron submetido a algum potencial periédico. Além disso, outra definicdo importante

¢é a rede reciproca associada a uma dada rede cristalina é aquela formada por vetores de
onda k que satisfazem a seguinte condicao:

eFE = 1, (2.4)

para todo vetor R da rede direta®. Estas defini¢oes englobam as propriedades de periodici-

dade da rede de Bravais. De fato, considere a onda plana, ¢ transladada por um vetor

R da rede de Bravais:

kT _ ik (PR (2.5)

A tnica possibilidade de satisfazer a relacdo anterior é se a eq.(2.4) for verdadeira.

3 Rede direta é a rede de Bravais no espaco real e rede reciproca estd associada ao espaco k.
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(a) (b) (c)
R T
. °
cubica cubica de cubica de
primitiva corpo centrada  face centrada

Figura 1 — Exemplos de células convencionais. Da esquerda para a direita temos, a) Rede
ctibica simples, do inglés: simple cubic (sc). b) Rede cibica de corpo centrado,
do inglés: body-centered cubic (bcc). ¢) Rede cibica de face centrada, do
inglés: face-centered cubic: (fcc). Figura adaptada da webpage www.physics-in-
a-nutshell.com.

Levando-se em consideracao esses aspectos, podemos analisar a estrutura eletronica
de diferentes materiais. Neste contexto, modelos matematicos sao utilizados para analisar
o comportamento dos sistemas e aplicar suas funcionalidades. Podemos citar: teorema
de Bloch, teoria de perturbacao de Lowdin, representacao E-ﬁ entre outros para essa
finalidade.

2.1.1 Teorema de Bloch

A rede periddica do cristal possibilita a compreensao dos diferentes materiais. Por
exemplo, isolantes e condutores. Adicionalmente, estabelece novas propriedades, como a
banda proibida dos sistemas. Fato este nao é possivel no modelo do elétron livre. Neste
contexto, surge um importante teorema, descreve a solucdo da equacao de Schrodinger

para um elétron que se desloca em um cristal.

Este teorema foi desenvolvido pelo fisico suico Felix Bloch e tem a forma especial:

i (F) = ug (7) e*7, (2.6)

onde ug(7) possui a periodicidade da rede, ou seja, ug(r) = up(r + R). A eq.(2.6) é a
definicdo matemaética do teorema de Bloch. Assim, elétrons submetidos a algum potencial

periédico comportam-se como uma “onda plana”, modulada por uma fungao uz(7).

Adicionalmente, a periodicidade cristalina nos impoe:

V() =V (F+R), (2.7)

onde R é um vetor da rede de Bravais.
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Considere o operador de translagao Tz que ao ser atuado em uma funcao qualquer
f(7) resulta: Tz f (7) = f(7'+ R). O Hamiltoniano é invariante por translacdes de um vetor

R: H(7+ R) = H(7). Assim, podemos mostrar que o operador de translagio comuta com

o Hamiltoniano: [T, H] = 0, da seguinte maneira:

Ta[H (M) (7)) = H (F+ R) v (F+ R) = H(7) Tge (7). (2.8)

Analogamente podemos verificar que duas translagoes por vetores R e R’ comutam:

Talp(F) = (F+ B + R) = o(F+ R+ R') = T Tz (7). (2.9)

Portanto, H, T, Ty, T etc, constituem um conjunto de operadores que comutam e
consequentemente podem ser diagonalizados simultaneamente, ou seja, pode-se encontrar
autofuncoes v simultaneas de H e de um operador de translacao qualquer T, com

—

autovalores € e ¢(R) respectivamente:

Hip = e,
Ta = ¢ (R) . (2.10)
Agora determinaremos os autovalores c(]%) Como visto, diferentes operadores de
translagao comutam entre si. Adicionalmente, temos que T31z = T, 5. Portanto:
TaTrt =c(R)e(R)y = Tp 0 = c(R+ B) . (2.11)
Logo,
¢(R)e(R)=c(R+R). (2.12)

A fungao matematica com esta propriedade é a exponencial, consequentemente: c(R) =
cik-R

Para finalizarmos a demostragao, ainda falta mostrar que k£ é um vetor de onda
real. Para isso, vamos usar de novo a ideia de condigoes de contorno periédicas (Born-Von
Karman). Imagine que temos um cristal com dimensoes L, Ly e L3 nas diregoes dos

vetores unitarios aj, a3 e a3, de modo que L; = N;|a;|, onde N; é inteiro.

Utilizando entao as propriedades de contorno periodicas, temos:

-

Y() = (7 + Nidi) = e (), (2.13)
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resulta em e*(Vi4i) = 1 para todo i. Sabemos que os vetores unitarios da rede reciproca:
b1, by e b3, constituem uma base no espaco reciproco de modo que podemos escrever o
vetor de onda k£ como uma combinacao linear k = v1b; + v9by + v3b3. Portanto, utilizando

a propria descrigao de vetores unitarios da rede reciproca: b;-a; = 279;;, resulta:

21N, 21mng 27mns

= = = 2.14
(%1 Nl ) (% N2 ; VU3 N3 ) ( )

onde nq, ny e ng sao inteiros. Os coeficientes v; sao reais e desta forma k é um vetor real.

Portanto, o teorema de Bloch:

Vi (F4 R) =™y 1 (7). (2.15)

Onde n é o indice da banda.

2.1.2 Representacao k-p

O método /;-ﬁ foi desenvolvido por Bardeen e Seitz para a determinacao da massa
efetiva e as fungoes de onda proximas a pontos de alta simetria no espago k restritos a uma
unica banda. A equagao Eﬁ é obtida da equacao de Schrodinger independente do tempo

na qual aparece um potencial externo, que é tratado periodicamente, dada por [7,17]:

{_f;v? iV (f‘)} 0 () = 0 (R) 6, (7). (2.16)

Devido a periodicidade a solucao da eq.(2.16) é dada pelo teorema de Bloch:

wn,fé (F) = eik.Fun,lZ (F) : (217>
Podemos reescrever a eq.(2.16) da seguinte forma:

—

Hip,, 1(7) = e (k) v, 2(7). (2.18)
H é o Hamiltoniano do sistema e é definido como:

p2
H=—+V(r 2.19
V@), (219)

ou seja, a soma da energia cinética mais a energia potencial.
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Para o modelo de uma tinica banda a eq.(2.18) descreve o movimento dos elétrons
na rede cristalina. A trajetéria do elétron nessa banda é periddica, assim, devido a Bloch
obtenho a representacao lg-ﬁ para este modelo. Portanto, substituindo a eq.(2.17) na

eq.(2.18) e lembrando que U, (7) possui a periodicidade da rede de Bravais, temos:

2
p N - 2\ ikeF -
[27” +V (7’)] ek u, (1) = en (k:) ek u,, 5 (7). (2.20)
Desenvolvendo a equacao anterior e utilizando as técnicas de derivacao resulta
[18-20]:
R2 - e o .
— o [, 1 (7) + 2(R) e 1, 4(7) + €T, 5(7)]

+ V(AR 1 (7) = £a (F) ¥, 2(7), (2.21)

onde, p = %V ¢ o operador momento, V é o operador nabla e V2 é o Laplaciano que em

coordenadas cartesianas ¢ definido da seguinte forma:

Vies S+ ——+ . (2.22)

Na eq.(2.21) o termo ¢* 7 aparece nos dois lados da igualdade, assim eliminando-o e

reagrupando as variaveis por fim temos:

> Ly V(F)] u (7)) = <g (F) - W) u (7). (2.23)

2m  m n.k " 2m nk
A equacao anterior é a representacio E-ﬁ para o modelo de uma tunica banda na
auséncia de acoplamento spin-érbita, sendo V' (7) o potencial periédico da rede cristalina.
Seu mérito na mecanica quantica consiste em analisar estruturas de bandas de sistemas
isolados, por exemplo na aproximagao da massa efetiva do GaAs. Somado a teoria de
perturbacao de Lowdin estabelece o Hamiltoniano efetivo do material préximo a pontos

de simetria na zona de Brillouin. Adicionalmente, para pequenas perturbacoes ao sistema

determina a relagao de dispersao energia-momento proximo ao nivel de Fermi.

2.1.3 Teoria de Perturbacado de Lowdin

O surgimento de bandas eletronicas é devido ao potencial periédico na equacao

de Schrodinger. Neste sentido, busca-se encontrar modelos matematicos para descrever
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o comportamento do elétron submetido a determinado potencial. Por exemplo, a teoria
de perturbagao de Lowdin estabelece um conjunto de aproximagoes uteis no estudo de
determina banda. Esta consiste em um esquema perturbativo onde realizo uma pequena
alteracao ao sistema. Em geral, analiso sistemas quanticos complexos com base em sistemas
mais simples. De fato, geralmente conheco a energia () e o autoestado (|¢)) do sistema

nao perturbado®.

Desta forma, a utilizagdo da teoria é encorporada a representacao gﬁ que ¢é muito
utilizada no estudo de bandas de energia em semicondutores. Uma vez que, reduzimos
a analise do problema a alguma banda de interesse obtemos o Hamiltoniano efetivo do
material e a relacdo de dispersdo energia-momento para o sistema, tipicamente truncamos

a perturbagao em ordem 2.

Neste contexto, considere o Hamiltoniano geral escrito como: H = Hy + H'. Aqui,
conhecemos o autoestado e a energia de Hy, ¢2 e €% respectivamente. H, representa
o Hamiltoniano do sistema sem perturbacao, por exemplo o Hamiltoniano do elétron

confinado em uma caixa tridimensional.

(a)  Ho¢y = endy, (b) H" (2.24)

A equagao anterior é o Hamiltoniano geral que quero analisar. Item (a) representa
a equacao de Schrodinger (independente do tempo), item (b) corresponde a perturbagao
que realizo no sistema. Nosso interesse ¢ encontrar novos autoestados e novas energias a

seguir:

Hg) = ). (2.25)

As novas solugdes serao aproximadas. O problema consiste em realizar uma expansao
do autoestado geral ¢ na base do autoestado conhecido ¢° que forma um conjunto completo.
Este procedimento é ordenado pois quero obter as solugoes para o caso perturbado. Desta

forma temos:

A.B
6= and. (2.26)

Quando estudamos teoria de perturbacao queremos as solu¢ées do Hamiltoniano
proximo a pontos especificos. Em semicondutores, nosso interesse é em regides proximas ao
nivel de Fermi, uma vez que tal regiao determina as propriedades fisicas dos materiais. Em
consequéncia disso, os indices A e B na equacao anterior representam os dois subconjuntos

de autoestados. O subconjunto A corresponde ao subespaco que tenho interesse, o estado

4 Para uma abordagem similar, consultar o livro de mecénica quantica do David J. Griffiths capitulo 6

que fala sobre teoria de perturbagio independente do tempo [8].
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de Hy proximo ao nivel de Fermi. E o subconjunto B abrange todo o restante do autoestado
de Hy, tal como a fig.(2).

i\
B
EF —— ¢ A
B

Figura 2 — Representacao esquematica dos niveis de energia.

Considere a equagao de Schrodinger para ¢, ou seja, H|p) = £|¢), e os autoestados

#° ortonormalizados, isto é:

1 =
, sem =mn, (2.27)

0, sem #n,

(| H|B0) = Hypn, (2.28)
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onde d,,, ¢ a delta de kronecker e a eq.(2.28) sao os elementos de matriz do Hamiltoniano.

Fazendo o produto interno na equacao de Schrodinger, ou seja, multiplicando por (@9 |

temos:
A,B A,B
H|p) = el¢) = (O0|H| D andy) = (D3]] D andn), (2.:29)
logo:
A,B
Z anHpn — €t = 0. (2.30)

A medida que realizo a soma da eq.(2.30) em certo momento terei H, = H,,, ou

seja, os Indices n e m serao iguais. Neste momento retiro esse termo da equacao, isto

A B

é: am(Hpm —€) + X anHpn + > anHpy, = 0. Como jé realizei tal soma reescrevo o
n#Em n#m

somatério com os indices diferentes: n # m nos respectivos subconjuntos. Agora, assumindo

que o indice m € ao subconjunto A naturalmente ele ¢ ao subconjunto B, de modo que:

A B
am(Hpm — &) + Y anHmp + > anHyp = 0. (2.31)

n#m n
No subconjunto B utilizarei letras gregas para rotular as somas. O objetivo é
caracteriza-lo como estados virtuais de transicao. Nosso interesse é no subconjunto A pois
ele estd mais préximo do nivel de Fermi. Assim, fazendo a seguinte troca nos indices. Onde

tiver letras romanas (n) chamarei de letras gregas («), portanto:

A B
am(Hpm — &) + Y anHmn + > aoHpme = 0. (2.32)

n#m e}

Além disso, assumirei que m € ao subconjunto B consequentemente ele ¢ ao subconjunto
A. Assim tenho:

A B
am(Hpm — ) + > anHpn + Y aqHpma = 0. (2.33)

a#m
Percebe-se que, com este processo obtive duas equagoes eq.(2.32) e eq.(2.33). No

entanto, ainda preciso caracterizar o subconjunto de interesse. Portanto, utilizando a

eq.(2.33) isolarei ay,:

B A
aaHma anHmn

R _ , 2.34

= 2 o —2) % (o —2) (239

a#m mm "~
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Aqui, letras gregas representam estados virtuais de transicdo no subconjunto B
fig.(2). Mais uma vez farei alteragoes nos indices. Onde tiver letras romanas (m) trocarei
por letras gregas («) e letras gregas () serao trocadas por novas letras gregas (/3), assim

temos:

(o= —Pab R M - (2.35)
e (€ = Haa)

n

Nota-se que letras romanas representam o subconjunto de interesse e letras gregas
representam o subconjunto distante do nivel de Fermi. Reescrevendo a eq.(2.35) na eq.(2.32),

resulta:

iy (Ho — +Zan mn+ZHma Z apHap +zA:( —0. (2.36)

n#m B (5 - Haa) € — Haa)

Distribuindo os termos da equacao anterior, temos:

G (Hon — €) + Y @ Hyn + o +y Z i )5 0. (237
aa)  pra a

n#m n o

Novamente, usando a eq.(2.35) pg.(34). Onde tiver letras gregas («) trocarei por
novas letras gregas (/3), onde tiver letras gregas (/) trocarei por novas letras gregas (),

logo:

a,H A a,Hg,
ag = vﬁv)Jrz(ﬁ_ (2.38)

A (Hpm — €) + Z U H o, + ZZ e— Hup)
n#m n o« aa

PUD S e S 3 S e =0 (239)

Tendo em vista o desenvolvimento da eq.(2.39) em certo momento utilizei o fato dos
indices (n e m) serem iguais para realizar uma tnica soma no subespago. Agora, retornarei
esse termo para o somatério. O objetivo é obter uma equagao que possa ser truncada em
alguma ordem de interesse. Portanto, voltando o termo a,,(H,,,, — €) para o somatério

resulta:
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A A
Za (Hnn E)(Smn + Z anHmn
n n#m
A B A B B
anHmaHan anHmaHa,BH,Bn
+ — t
zn:zo; (E_Haa) ;gé%%:(e_[{aa)(g_[{ﬁﬁ)
B B B
Qa HmaHagHg
+ - T +...=0. (2.40)
%%2 (e = Haa)(e — Hpp)
Distribuindo os termos no primeiro somatorio e isolando-o, temos:
A B / / B B / / /
H H H,..H,zHj
an Hmn ‘l’ mao an + moT T o n
2 2 e ) T 2 o)~ 1)
B B B / / / A
a’YHmOcHaﬂHﬂv
+ +.oo | =) a0, (2.41)
%%g (e = Haa)(e — Hpp) ;
Finalmente, este processo conduz a uma equagao matricial dada por:
A
> (Uit = €6mn an = 0. (2.42)

Onde U2 sdo os elementos de matriz do Hamiltoniano efetivo, sendo dados pela

soma perturbativa:

B H/ H/ B B H’;ILQH(II Hln
U;:lm:Hmn_i_ ma~tan +ZZ BB
o (6 = Haa) B#a o (e = Haa)(e — Hﬁﬂ)

B B B l ! /
ayH), o H., s H}y.
. (243
+ZZZ(5_HQQ)<€_H55)+ ( )

BEaNEB O

2.1.4 Bandas Eletronicas

Os sélidos possuem elétrons em certas faixas de energia. A periodicidade da rede
por sua vez cria as bandas proibidas dos materiais e determina se o s6lido é um isolante
ou um condutor. A estrutura de bandas de um cristal considera a interacao dos fons da

rede sobre o deslocamento do “elétron livre”.
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A ltima banda ocupada é a de valéncia, sendo separada por uma regiao proibida
da banda de conducgao, parcialmente preenchida em metais. Na pratica, esta tltima ¢é a

banda onde os elétrons se movimentam livremente no material tal como na fig.(3) a seguir:

Isolante Semicondutor

Figura 3 — Estrutura de bandas de isolantes, metais e semicondutores. As regioes quadra-
das representam as bandas de valéncia (abaixo) e condugdo (acima), com os
preenchimentos até o nivel de Fermi ¢ indicados pela cor cinza.

Para descrever o movimento do elétron na rede utilizamos a equacao de Schrodinger

na aproximagao do elétron quase-livre:

-7 V| ) = 200 (2.44)

e a periodicidade do potencial da rede V(7) = V(7 + ﬁ) Neste contexto, o teorema de

Bloch descreve o autoestado do elétron submetido ao deslocamento no cristal:

Vi (F+ ) = e® Ry o (7). (2.45)
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Em semicondutores puros, ou seja, sem impurezas a baixa temperatura estes
comportam-se como isolantes. Isto é, as bandas de energia: valéncia e condugao estao
totalmente ocupadas e os elétrons nao possuem mobilidade no material. Neste sentido, o
grande interesse em aplicagoes tecnologicas sao em semicondutores dopados que exploram

as interagoes quimicas dos atomos na criagao de jungoes, por exemplo, em transistores e

diodos.

2.1.5 Rede reciproca

Um cristal ideal possui infinitos pontos localizados na rede com o mesmo espa-
camento. Assim, surge conceitos importantes como: rede de Bravais e zona de Brillouin

associada ao espago reciproco (ondas planas).

A rede reciproca esta associada ao vetor de onda k e ao conjunto de vetores que
possuem a mesma periodicidade de uma rede de Bravais. Por exemplo, uma onda plana

que é transladada por um vetor R da rede direta:

R, (2.46)

Os vetores da rede reciproca podem ser obtidos por meio dos vetores da rede direta,

da seguinte forma:

b =2 C?;(f” ot (2.47)
by = QW%, (2.48)
- 2w%. (2.49)
E satisfazem a seguinte relacao:
b = 210 (2.50)

Além disso, a rede reciproca também é uma rede de Bravais e pode ser escrita

CcOomao:

k= l1by + loby + l3bs. (2.51)
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Somado a isso, a definicdo de rede reciproca é muito importante no estudo de
estrutura eletronica de materiais. Uma vez que, em geral analisamos pontos de alta simetria

(TRIMs) para encontrar a relacio e(k).
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3 Arseneto de Galio

A industria eletronica tem grande interesse em materiais semicondutores. Estes,
em geral sao sélidos cristalinos e possui uma condutividade elétrica intermediaria entre
metais e isolantes. O silicio, germanio e arseneto de galio sao exemplos de semicondutores
classicos. As propriedades fisicas destes materiais sdo exploradas em diversos dispositivos
do nosso dia a dia. Por exemplo, em diodos, nanocircuitos e transistores. Tipicamente,
estamos interessados em semicondutores dopados. De fato, devido a estrutura quimica

caracteristicas importantes destes sistemas sao revelados.

Em particular, estudamos as propriedades eletronicas do GaAs. Devido a sua
constitui¢do quimica este elemento é chamado de composto III-V, ou seja, o Gélio é um
elemento trivalente e o Arsénio é um elemento pentavalente [6,13]. A célula unitaria do
cristal é uma estrutura chamada blenda de zinco, além disso os 4&tomos sdo unidos por

uma ligacao covalente.

Como em todo semicondutor sua faixa de energia proibida é pequena. Entretanto,
a baixas temperaturas comporta-se como um isolante, os elétrons nao possuem energia
para passarem para a faixa de condugao. Estudamos as bandas de energia no modelo
de Kronig-Penney na aproximacao da massa efetiva que descreve o comportamento dos
portadores de carga (elétrons e buracos) no cristal. Este modelo pode ser generalizado

para a estrutura do GaAs considerando as simetrias das bandas eletronicas.

Para isso, utilizamos a formulacao matematica desenvolvida nas se¢oes anteriores.
Tais como, teoria de perturbacao de Léwdin e representacao k-p. Na aproximacao da massa

efetiva as bandas de energia do material tornam-se parabdlicas.

3.1 Massa Efetiva

Para os elétrons livres, o vetor de onda k esta relacionado a energia por: (k) =
2 . . ~ 7 7 .
I k2. Assim, o termo de k? determina a curvatura da fungdo £(k). Além disso, a massa

do elétron, m, pode ser determinada pela curvatura da relagao E(E)

Em uma banda de energia a massa efetiva de um elétron pode ser positiva ou

-

negativa. Por exemplo, a fig.(4) representa a relacao (k) para o GaAs. Onde, aparece
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as seguintes bandas: conducao, valéncia, heavy-hole, light-hole e split-off. Analisando a
imagem podemos notar que, estados de massa efetiva positiva ocorre na extremidade
inferior de uma banda, e a curvatura da banda é positiva. Adicionalmente, estados de

massa efetiva negativa ocorre perto do topo de uma banda.

Experimentalmente, a massa efetiva pode ser determinada por ressonancia de
ciclotron [6,11,13,14,17]. Teoricamente, utiliza-se teoria de perturbagao as bordas das
bandas. Neste trabalho, abordamos a formulagao tedrica para o estudo das bandas. Neste

contexto, o método consiste:

e utilizar a equacado de Schrodinger independente do tempo:

{—fmw +V (F)} v, 5 (7) = en () ¥, 2(7), (3.1)

e encontrar a representacao E-ﬁ para o modelo da banda:

2 2.2
P h - . B SN
{2m ok vm} u, 5 (F) = {gn (k) - } u, 5 (7), (3.2)
e usar a teoria de perturbacao de Lowdin em 1° ordem:

B / !

H H
e & A 3.3
i o Ho) (3.3)
Por todos esses aspectos, a massa efetiva do GaAs pode ser calculada. A eq.(3.2)
somado a teoria de perturbacao de Lowdin estabelece uma metodologia sofisticada para
analisar bandas isoladas. O espirito do método E-ﬁ é assumir que EH(E) é conhecido no
ponto k = ky para a solucao da equacao de Schrodinger de algum modelo de potencial

V(7). Portanto, temos:

Hiu, o =en (/{:B) U, g (3.4)
onde:
A~
Hy = l2m e+ V(F)] , (3.5)
e
o (R) = B, (R) - 255, (36)
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Em geral conhecemos o Hamiltoniano E-ﬁ para os pontos de alta simetria, assim
podemos escrever k= k:_é + K. Tipicamente, expande-se a eq.(3.5) na base de suas solugoes
para k = 0, ou seja, dada por Hy = % + %k%-ﬁ—l— V (7). E o termo, H' = %E-ﬁé tratado

perturbativamente. O modelo de bandas do GaAs ¢é dado a seguir:

EF

=V

Figura 4 — Estrutura de bandas de energia do Arseneto de Galio. Onde temos as seguintes
bandas: condugao, valéncia, heavy-hole, light-hole e split-off.

Aplicando Léwdin para a banda de conducao:

B / /

H H
[7A — F[mn ma”“an_ 3.7
mn + §a: (8 _ [[aa) ( )

Em geral, queremos estudar o comportamento dos elétrons submetido a algum potencial

peridodico. Uma vez que, podemos reduzir o problema a anélise de apenas uma célula
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unitaria e expandir o cristal por meio do teorema de Bloch. Desta forma, considerando o

potencial a seguir:

('li‘l
S
ml CAY
S
D
S
C
Q

—Vo

Célula unitaria

Figura 5 — Potencial peridédico da rede cristalina.

O Hamiltoniano nao perturbado: (Hy = 2oy %k};-ﬁ—# V (7)) é solugao em todo espago,

2m

ou seja, de —oo < x < 400. Entretanto, devido a periodicidade do potencial reduzo o

dominio da equagao de Schrodinger peridédica a uma cela unitaria de -2a < x < 2a.

Em vista disso, fazendo a expansao na base Hy|ul) = £%]ul), resulta:

Hy jluy) = (Ho + H')|uy,). (3-8)

Na equacdo anterior fazendo o produto interno, isto é, multiplicando pelo Bra (u?], temos:

(tn | Hy gluiy) = (un| Holuy) + (un | H'|uy). (3.9)
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Agora explorando a hermiticidade de Hy. Ou seja, Holu®) = £2[u?) e substituindo a

perturbagao na eq.(3.9), temos:

h
(U Hy glun) = en(unlun) + —&-(up [Pluy)- (3.10)

Resolvendo a eq.(3.10) concluimos que:

HED — o, (3.11)

n

Ep
Assim, H =0e Hqgn 7) _ g% = H,,. A perturbagdo ¢é zero devido a paridade de u?.
Novamente, fazendo o produto interno na eq.(3.8) por (u? | e seguindo os procedimentos

anteriores, temos:

ia) h
g e m % n. (3.12)
m

Conclui-se que:

(3.13)

-~ .| =0, semen tem mesma paridade,
Pmn €

# 0, se m en tem paridade opostas.

A fig.(6) ilustra os casos analisados.
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9 impar

e) par

sz

Figura 6 — Paridade da fungao de onda. Fungao par e fungdo impar confinada em um pogo
de potencial unidimensional.

O mérito da teoria de perturbacao de Lowdin consiste em analisar sistemas isolados.
Neste contexto, vou tratar os seguintes casos: (i) bloco de interesse n = 0, representado
por letras romanas, (ii) bloco virtual n = 1, representado por letras gregas. Como pode ser

visualizado na fig.(7). No bloco de interesse m = n = 0. Devido a Léwdin tenho a seguinte

equagao:
B 4 l
H, H
Z an | Hyn + Z Z AnEOmn.- (3.14)
B
Isolando o Hamiltoniano temos: H,,, Z = H ) e substituindo a expressao da energia
o [e%e3
resulta:

2,.2 B / /
h”kg Hy, H

om _E(E—Haa)‘

[0}

HY,, = Eo(ko) — (3.15)

Os niveis de energia analisados sao dados a seguir:
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virtual a=1
@8

n
interesse n=~0

Figura 7 — Niveis de energia isolados.

Onde:

- 712/‘602 hﬁo ? |Z701 |2
HY = Ey(ko) — — 3.16
= Euli) - - (M) Il (3.10)

¢ o Hamiltoniano efetivo do sistema e pgp1 = pjy-

Se a perturbacao (H') for pequena, temos que ¢ - Hy; = ¢, e consequentemente:

. h2 h2|ﬁ01|2 h2/€2
HY = Ey(ko) — | — 2_g0_ 0 3.17
0 o(ko) <2m + me, o =€ — 5 (3.17)
. . . K2 ﬁ2|ﬁo1|2 . B2 .
Para satisfazer a igualdade deve-se ter: (% + stg) = 5= Portanto, a massa efetiva
do modelo é dada a seguir:
S 12
m
=1+ 2'&’;' . (3.18)
g

No GaAs a massa efetiva é obtida baseando-se na simetria da estrutura de bandas



46 Capitulo 3. Arseneto de Gdlio

do material, entretanto o resultado é semelhante a expressao anterior®.

®  Consultar o livro: Group Theory Application to the Physics of Condensed Matter [12] capitulo 13 para

mais informagoes sobre os grupos de simetria do material.
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4 Grafeno

As interacoes atomicas do carbono formam diversas estruturas cristalinas bastante
estudadas atualmente. Entre elas, podemos citar: grafite, grafeno, diamante, fulerenos etc.
O grande interesse nestes materiais devem-se a propriedades tinicas estruturais, eletronicas
e de transporte. Além disso, ha uma relativa facilidade de fabricacao. Do ponto de vista
tecnoldgico espera-se aplicar suas funcionalidades em dispositivos nanométricos e assim
contribuir com diversas areas do conhecimento [21,22]. Adicionalmente, existe um grande
interesse na aplicagao eletronica uma vez que dispositivos tradicionais a base de silicio
encontra certas limitagoes de velocidade e empacotamento a medida que diminuimos suas

dimensoes.

A busca de materiais melhores é fundamental. Neste sentido, o grafeno é visto com
grande entusiasmo no meio académico. Nao obstante, ainda podemos citar os isolantes
topoldgicos que nos ultimos anos mostraram propriedades interessantes do ponto de vista
fisico. O grafeno tem uma rede bidimensional de &tomos de carbono com uma monocamada
plana fortemente empacotada. Uma caracteristica peculiar do material é seu gap nulo. Ou
seja, nos pontos K e K’ as bandas de conducao e valéncia se tocam formando os cones de
Dirac. Neste contexto, o material pode ser tanto um semicondutor quanto um condutor.
Uma vez que, em outros pontos do material o gap varia em concordancia com o momento
k do elétron. Adicionalmente, o grafeno tem uma alta condutividade térmica e apresenta

uma grande resisténcia mecanica.

A estrutura cristalina do material é hexagonal, tal como fig.(8). O grafeno possui
uma hibridizaciao sp?, ou seja, o orbital 2s interage com dois orbitais 2p e resulta em trés
orbitais hibridos sp?. O orbital 2p, nao ¢ hibridizado e fica perpendicular ao plano que
contém as outras ligagoes [23]. No espago real o ponto I' pertence ao grupo de simetria

Dgj, e no espaco reciproco os pontos K e K’ pertencem ao grupo Dsy,.
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Figura 8 — Estrutura cristalina do Grafeno. Rede hexagonal planar. Imagem extraida de
[22].

A rede de Bravais do grafeno é triangular bidimensional, tendo uma base de dois
atomos por célula unitaria. Como pode ser visto na fig.(9). Os vetores da rede de Bravais

sao dados por:

— 3 A
1= §GOX + —apy, (4.1)

i = ok — S, (4.2

—

L =5 (4.3)

Pela propria definicao de zona de Brillouin os vetores da rede reciproca sao da

seguinte forma:

by = 3% (% +39), (4.4)

b= 2T (2 V39), (4.5)

3&0

by = 272 (4.6)
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(a)

Figura 9 — Rede cristalina do grafeno com duas redes triangulares. Onde aj e a3 sao vetores
primitivos da rede do material e 8; sdo os vetores dos vizinhos mais proximos. b)
zona de Brillouin do grafeno. ¢) Primeiros vizinhos dos atomos A e B. Imagem
extraida de [22].

Na rede reciproca do grafeno existem os pontos de alta simetria (I', M, K e K’).
O ponto I' estd no centro da zona de Brillouin, os pontos K e K’ estdao nos vértices do
hexagono e os pontos médios das arestas da rede sdo os pontos M. Os pontos K e K’ sdo
de grande interesse, pois apresentam propriedades interessantes do material. Por exemplo

a relagao de dispersdao (k) que é linear préximo aos pontos. Assim, estes pontos sao

representados como:

- 1
K=—|%+—V 4.7
o (x4 059, (@)

- 2 1
K=""(%-—%]. 4.
3a <X \/§y> (4.8)

Como pode ser visto os pontos K e K’ sdo distintos, nao posso ligd-los por vetores da rede

primitiva. Entretanto o Hamiltoniano efetivo destes pontos sao iguais.

Neste trabalho, estudamos a estrutura eletronica do grafeno explorando as simetrias
da rede (real e reciproca) utilizando teoria de grupos. Pela rela¢do de dispersao energia-
momento encontramos o Hamiltoniano efetivo do grafeno pelo método dos invariantes
nos pontos K e K’ da zona de Brillouin. Tal método consiste em encontrar no grupo da
equacao de Schrodinger o Hamiltoniano invariante sob operagoes de simetria do grupo.

Resumidamente a técnica é descrita a seguir:
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e encontrar o grupo de simetria da célula unitaria no espaco real: o ponto I' pertence ao

grupo Dgp,

e analisar as operacoes de simetria do espaco reciproco, em particular os pontos K e K’

pertencem ao grupo Ds;, ou seja, um subgrupo de Dgy,

e definir duas bases de estados A e B com orbitais p, obedecendo a periodicidade de Bloch

para o ponto K ou K’,
e encontrar a representacao matricial de simetria que atua nas bases anteriores,

e definir novas bases para k, e k, e novamente encontrar a representacao matricial de

simetria que age nessas bases,

e encontrar o Hamiltoniano efetivo para os pontos K e K.

4.1 Método dos Invariantes

O método dos invariantes baseia-se na simetria da rede cristalina do material. Assim,
antes de apresentarmos a teoria irei inicialmente abordar defini¢oes uteis de operagoes de
simetria, usando para isso a notacao padrao de Schoenflies. Na maioria das vezes quando
analisamos a simetria de um corpo agimos em relacdo a algo, ex: (eixo, reta, plano...).
Embora, algumas operagoes em certo momento nao modifique a base utilizada esta deve

satisfazer as condigbes do grupo.

Desta forma, um grupo é definido sob as seguintes condicoes:

(i) O grupo possui o elemento identidade, chamado de (E) que comuta
com todas as operacoes do grupo, ou seja, yEE = Ex, onde x representa
as operacoes de simetria do grupo.

(i) Os elementos x do grupo possuem um elemento inverso, x !, e fazem
parte do grupo, isto é, yx ! = E.

(iii) A multiplicagao de elementos do grupo xixz2Xs... resulta em outro
elemento que também pertence ao grupo.

(iv) As operagoes de simetria do grupo sao associativas, ou seja, x(af)

= (aB)x.

Além disso, quando analisamos as propriedades de simetria de um corpo busca-
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se operacoes que deixem a estrutura invariante. Tipicamente, as operagoes de simetria

utilizadas sao descritas na tabela a seguir:

E || identidade

C,, || rotacao de 27”, onde n é a ordem de rotagao
o || reflexdo no plano

oy || reflexdo no plano horizontal

O-’U

0d

S’I"L

1

reflexao no plano vertical

reflexao no plano diagonal

rotacdo impropria, ou seja, uma rotacio de 2* seguida de uma reflexao
n
inversao

Tabela 1 — Operagoes de simetria que agem sobre algum corpo utilizando a notacao padrao

de Schoenflies.

Levando-se em consideracao as definigdes de grupo e a tabela (1) o método dos
invariantes pode ser desenvolvido. Este método foi introduzido por Luttinger em 1954 e
tem o objetivo de obter o Hamiltoniano efetivo do material com base nas operagoes de
simetria do grupo, em termos fisicos o método é equivalente a representacao E'ﬁ no calculo
do Hamiltoniano efetivo de materiais. Desta forma, neste trabalho aplicamos o método no

estudo da estrutura eletronica do grafeno.

Os ingredientes do método dos invariantes sao dados a seguir. Inicialmente, definimos
dois vetores primitivos (espago real) da rede hexagonal do grafeno utilizando a defini¢ao

da rede de Bravais:

R = nydj + nody + nads, (4.9)

— 3 A 3 A — 3 3
onde a1 = ja0X + %agy, ay = 5 %

inteiros da seguinte forma n; = ny = 1 e ng = 0. A estrutura do grafeno é bidimensional,

apX — X2a0y e a3 = Z. Além disso defino os nimeros

assim o vetor a3 é escolhido no espago como pode ser visto na fig.(10) a seguir:
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ago

Figura 10 — Estrutura cristalina hexagonal do grafeno.

Como dito acima, dado os vetores da rede direta podemos obter os vetores da rede reciproca

utilizando as formulas a seguir, estes estao representados na fig.(11):

- Ao Xasg
by = om— 278 410
! aq (CLQXCLg) ( )
- azXaj
by = 2m——— 4.11
2 aq (CLQXCLg) ( )
- 11 X a9
by = 27?_,1_,7_,7 4.12
3 (X (4.12)

bi-d = 2mby;, MR =1, (4.13)
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Figura 11 — Estrutura cristalina do grafeno no espaco reciproco rotacionada de

em
relacao a rede no espaco real.

us
2

Assim, obtemos os seguintes conjuntos de vetores para a rede direta e para a rede
reciproca:

TR
I—QCLOX 200}’;
L3 . VB
Q_ZCLOX 2610}’;

az = 2,

) ’ (4.14)

— T ~ ~
6123—%<X+\/§)7
- 2 /. R

b_;;—27rz

-,

Devido a relagao de dispersao (k) estamos interessados nos pontos de alta simetria

K e K’ que pertencem ao subgrupo Dsy,, e sao representados da seguinte formas:
—~ 2w 1
K=—|X4+—¥], 4.15
o (24 o9) (1.15)
- 27 1
K=—|[x——¥]|. 4.16
3%< ¢g) (1.16)

Adicionalmente, o ponto I' corresponde ao centro da zona de Brillouin e pertence

ao grupo Dgp,. As operagoes de simetria do grupo sdo dadas na tabela a seguir:
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30’ Cortam os atomos
o, Leva z — -z
30" Cortam as arestas
i Leva 7 — —7 (inversdo)

256, 2Cs || Em torno do eixo z
253, 2C5 || Em torno do eixo z
Sy, O Em torno do eixo z
354, 3CY% || Em torno do “eixo x”, cortam os atomos
354, 3CY || Cortam arestas

Tabela 2 — Operagoes de simetria do grupo Dgj,. Para visualizar as operagoes de simetria
consultar a webpage http://symmetry.otterbein.edu/gallery/index.html.

As operagoes de simetria da tabela anterior sdo realizadas sobre a estrutura cristalina
do grafeno fig.(10) pg.(52). Portanto, deve-se imaginar retas atuando sobre os atomos de
carbono e arestas da rede. As operacoes de rotagao sao feitas na origem e em torno do
eixo z. Assim, as operagoes de simetria realizadas na estrutura sdo invariantes satisfazendo

a condi¢ao de um grupo.

O célculo do Hamiltoniano efetivo considera os niveis de energia em torno dos
pontos de alta simetria do material. Por exemplo, no grafeno temos os seguintes pontos
' M, K e K'. O foco deste trabalho foi nos pontos K e K’ que pertencem ao grupo
D3y, Este, por sua vez ¢ um subgrupo de Dg;, e devido a isso possui menos operacoes de
simetria, tais como: {E,2C3, 3CY, 0y, 255, 30, }.

Considere duas bases de estados 14 e ©g com orbitais p, obedecendo a periodicidade

de Bloch no ponto K ou K’ fig.(12) e fig.(13) respectivamente:
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e~

Figura 12 — Estrutura hexagonal do grafeno com o estado 1 4. Em a) encontra-se os vetores
primitivos aj e a3 com o respectivo deslocamento de Bloch em cada atomo.
Em b) o estado esta representado com a fase deslocada.



56 Capitulo 4. Grafeno

Figura 13 — Estrutura hexagonal do grafeno com os estados ¥4 e ¥5. Em b) esté repre-
sentado duas operagoes de simetria: o, e C5(z2).

Tenho interesse em analisar duas bandas, assim escolho duas bases para os estados da

seguinte maneira:

estado A =4 = (é) , (4.17)
0
estado B = = <1> . (4.18)

O teorema de Bloch nos diz: 97+ R) = ei’;‘ﬁwg(F). O vetor da rede reciproca é definido da
seguinte forma: k= vlb; + ’Ugb; + Ugb_;;,. Além disso, fazendo o produto escalar do ponto de

alta simetria K com os vetores da rede direta temos: K -d, = %}(ﬁ + %Sf)(%lfc + @agy)

=%e K-dy = ;Tﬂo(ﬁ + %y)(&%ﬁ — @aoy) = 2. Pelo circulo trigonométrico fig.(14)

sabemos que: —%’T = %’T}, que ¢ a fase dos estados ¥4 e ¥ dados acima.
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{_2_77 — 4_77} sen(o) A

cos(¢)

Figura 14 — Circulo trigonométrico. Exemplos de valores em radiano utilizados nas fases
dos estados 14 e ¥ acima.

Atuando as operagoes de simetria do grupo Dgj, nos estados 14 e ¥, obtemos as

10
E = (0 1) , (4.19)

op=—FE = <_1 0 ) , (4.20)

seguintes equacoes matriciais:

0 -1
e" 0 )
Cs(z) = ( 0 e”’) = 09cos(¢) — io,sen(p), (4.21)
0 e
Oy = (ew 0 ) = 0,c08(¢p) + o,sen(¢), (4.22)
S3(z) = —C5(2) = —{ogcos(¢p) — io,sen(p)}, (4.23)

Chy = —0, = {0,c08(p) + oysen(p)}. (4.24)
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Além disso, precisamos atuar as operacoes de simetria do grupo Ds;, no espago

reciproco k= {ks, ky}. Assim, escolhendo a base para o espago desta forma:

1

() o
0

ky = (1) . (4.26)

10
E— (0 1) : (4.27)

we= (g 7). (125

Cole) = ( cos(9)  sen(9)
~sen(9)  cos(9)

Encontramos as seguintes matrizes:

) = 0¢cos(¢) + ioysen(¢), (4.29)

S3(z) = C3(2) = agcos(¢) + ioysen(p), (4.30)

1
Cho = ( ! ) = 0., (4.31)

-1 0
Opa = ( ) = —0,. (4.32)
0 1

Pela propria definicao de grupo, a multiplicacao de dois elementos do grupo pertence

ao grupo, desta forma utilizando a tabela de multiplicagdo a seguir temos:
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E 03 Cg Oéa éb Céc Op Sg Sg Ova Oub Tye
E E Cs C?? Céa éb Céc Oh S3 S?? Ova | Ouvb | Oue
03 03 C§ Céa éb Céc E Oue Oh S, 3 S, 5’ Ova | Oub
c: | C: |, | Coel B | C3 | 0w | 0ve | on | S3 | S5 | Ouwa
Céa Céa éb Céc E C'3 C?? Ova Ovb Ouc Oh 53 S;?
Céb Céb Céc E Cs Cg? Céa S;? Ova | Ouvb | Ove | Oh Sy
ch. 1 Cy | E | Cy | C:|Cy, b | Ss | S5 | v | Oub | Tue | On
op, Op S S?? Ova | Oub | Ove | B Cs C?? Oéa éb Céc
Sy | Sz | S5 | 0w | 0w | Oue | o0 | Ch | E | C3 | C2 | CL, | Ch
S, ?? Sf’:) Ova | Oub | Ove | On | S3 o | Co. | £ | Cs C:? Cy,
Ova | Ova | Ovb | Ovec | Oh S Sg) Oéa éb Céc E Cs Cg
Oub | Oub | Ove | On | Ss | S5 | 0w | C5 | Cy, | Cy | Cy. | E | Cs
Ove | Ove | On | S3 | S5 | Owa | Ow | Cs | C2 | Ch, | Ch | Ch | E

Tabela 3 — Tabela de multiplicagao do grupo Ds;. Aqui E, C3, C3... representam as ope-
ragoes de simetria do grupo [15]. Para mais informagoes consultar a webpage
http://pt.webqc.org/symmetrypointgroup-d3h.html.

b = C,-C3(2) = 0, [o0cos(¢) + ioysen(d)] = o.cos(¢) + opsen(d), (4.33)

Cy. = C.-C3(2) = a.{og[cos*(¢) — sen®(9)] + 2ic,cos(¢)sen(¢)} =
0.(cos*(¢) — sen®(@)) + 20,cos(p)sen(¢), (4.34)

Opp = Opa-Cs(2) = —0,-[0gcos(@) + ioysen(¢p)| = —o,cos(p) — ozsen(d), (4.35)

Ove = 0pa-Ca(2) = —a.{0g[cos?(¢) — sen?(¢)] + 2io,cos(¢p)sen(¢)} =
— 0.(cos*(¢) — sen®(¢)) — 20.cos(¢)sen(d). (4.36)

O método dos invariantes consiste em encontrar o Hamiltoniano que comute
com as operagoes do grupo, basta analisar as operagoes: {C3(z),0,}, pois pela tabela de
multiplicagao do grupo D3, posso escrever as outras operagoes de simetria como produto de
C3(z) e 0,. Assim, precisamos encontrar a relagao que satisfaz [C3(z), H] =0 e [0, H| = 0.
Outra operacao matematica 1til é a transformagao de semelhanca, isto é, [A, H| = 0 que
implica em AH — HA=0ou H — A"'HA =0, portanto, H = A1 HA.
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O Hamiltoniano do grafeno ¢é expandido em série até 1° ordem em k e assume a

seguinte forma:

H = Hy+ M,K, + M,K,,. (4.37)

Para desenvolver o calculo utilizarei a base das matrizes de Pauli, definida da seguinte

%:(0 1), ay:(q _i), O’Z:(l 0). (4.38)
10 1 0 0 —1

Estas cumprem as regras de comutacao do grupo SU(2), isto é, [0y, 0] = 2ie;,0%, onde &

maneira:

é o simbolo de Levi-Civita. Além disso, o trago das matrizes sao Tr(o;) = 0, o determinante
de cada matriz é det(o;) = -1 e por fim o quadrado das matrizes de Pauli resulta na matriz
identidade:

10
or=o0.=0,= (O 1) =FE. (4.39)

Por exemplo, considere a relacdo de comutacao a seguir:

0 1\ [0 —2 0 —2\ (0 1
(04,04 = 040y — 040, = . "o . ! = 2i0,. (4.40)
1 0)\¢ O ¢t 0 10

De maneira andloga, temos: [0y, 0,] = 2i0, € [0,, 0] = 2i0,,.

Primeiro encontraremos a relacdo de comutacao de Hy com C5(z) e o, na base
Ya e Yp, onde Cs(z) = opcos(¢) — io,sen(¢) e o, = o,c05(p) + oysen(¢). Para isso, Hy

assume a seguinte forma:

Hy = aoyg + bo, + coy + do,. (4.41)
Para C3(z) obtemos: [Hy, C3(2)] = 2sen(¢)[—bo, + co,]. A tnica maneira da relagdo
anterior comutar é se b = ¢ = 0, para o, temos: [Hy, 0| = dcos(¢)2ic, — dsen(¢)2io,

novamente para a relacao comutar precisamos ter d = 0. Portanto, na base ¢4 e {5 temos

que Hy = aoy.

Além disso, precisamos encontrar a relagdo de comutagao do seguinte Hamiltoniano:
Hy, = MK, + M,K, onde:

Mx = ap0g + A101 + G209 + aszos, (442)
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My == bgUo + b101 + b202 + b303. (443)

Utilizando a transformagao de semelhanga, ou seja, M, K, +M,K, = A" M, K,+M,K,| A,
desta forma temos M, K, + M, K, = ]\ZE + ]\Zkvy Portanto, precisamos encontrar H

dado a seguir:

L= G MG) (4.44)
; UU_lanv

o CB_I(Z)Mycfi(Z)

M = 4.45
Y { U;lMyUrU ( )
—~ CiY(2)k,Cs(z

by = { 3 U(kagf ) (4.46)
—~ Cil(2)k,Cs(z

P - { 30(— 1){} 5(2) (47

v yruvu-

As matrizes e suas inversas na base dos estados ¥4 e 1 sdo dados por: Cs(z) =
oocos(¢) — io.sen(¢), o, = 0,c08(p) + a,sen(¢), Cy'(2) = ogcos(¢) +io.sen(p) e ot =

o,cos(p) + oysen(¢). Assim nesta base encontramos:

MZL‘C’S(Z) = Qp0p + a1 (e—o2i¢ ez¢) +az (Z‘eiid’ _igzm) + aso, (4-48>
ME® = boog + by (6_02,.¢ 6?) + b2 (ieiw —2'32@'@5) + b30, (4.49)
M = agog + a4 (;M) e_;w) + as (_Z,GOM ie;w) — a30,, (4.50)
M = booo + by (ef , e_;w) + by (_Z_eo_% , ie;w) ~ byo. (4.51)

Na base do vetor de onda k, temos as seguintes matrizes e suas inversas: C3(z) =

1

00cos(¢) +ioysen(d), 0,y = —0,, C5'(2) = ogcos(¢) —ioysen(¢) e o} = —0o,. De maneira

analoga obtemos:

kG5 = E,cos(¢) + kysen(e), (4.52)
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k53(z) = —kysen(¢) + kycos(o), (4.53)
kove = —ky, (4.54)
kgt = ky. (4.55)

No desenvolvimento das eq.(4.48) & eq.(4.55) utilizamos a seguinte propriedade
oriunda da teoria de grupos: H = x; 'H Xi = Xi 'H. Analisando os resultados, temos
ap =a; =az =0, by = by = b3 = 0 e by = ay. Substituindo-os na eq.(4.37) encontramos o

Hamiltoniano efetivo do grafeno no ponto K expresso da seguinte forma:

Hy = hopé-k. (4.56)

Onde definimos ag = 0 e ay = hvp.
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5 Conclusoes e Perspectivas Futuras

Apresentamos nesta monografia diferentes métodos para o calculo da estrutura
eletronica de materiais. Em particular, utilizamos métodos perturbativos para analisar
bandas eletronicas isoladas e teoria de grupos para o estudo de simetria da estrutura

cristalina.

Os resultados apresentados nesta monografia correspondem ao modelo de uma
unica banda na auséncia de acoplamento spin-6rbita, onde aparece o Hamiltoniano lz-ﬁ
do material. Além disso, utilizamos o potencial periddico, modelo de Kronig-Penney para
calcular a massa efetiva do GaAs e com base na simetria cristalina do grafeno aplicamos o

método dos invariantes para o ponto de alta simetria K.

Os resultados obtidos neste trabalho podem ser ampliados. Uma vez que, a intro-
dugao da interacao spin-érbita no GaAs pode ser feita analisando a simetria do material
com base em teoria de grupos. O Hamiltoniano efetivo com a interagao spin-érbita é dado

da seguinte forma:

2
p .o g .

H = + V(r) + V(V)|p. 1
2 (7) 4302[0X ()]p (5.1)

Adicionalmente, o método dos invariantes pode ser aplicado em diferentes materiais,
tais como: PbSe e SnTe. O procedimento utilizado para isso é semelhante ao desenvolvido
nesta monografia para o grafeno. Entretanto estes sistemas apresentam maiores complexi-
dades, devido ao spin-eletronico e ao fato da estrutura cristalina ser tridimensional, neste
caso, os chamados grupos duplos aparecem aumentando assim a tabela de caracteres de

cada material.
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