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Resumo

Investigamos a cadeia XXZ desordenada sob condigoes de contorno abertas (OBC,
do inglés Open Boundary Conditions). No caso especial em que a anisotropia A se
anula (a cadeia XX), mapeamos a cadeia desordenada em uma cadeia de férmions livres
(sem spin) com termos de hopping aleatérios. Isto nos permite investigar correlacoes
dindmicas e a entropia de emaranhamento (EE) para sistemas de tamanho L da ordem
de centenas de sitios. O Grupo de Renormalizagdo de Desordem Forte (SDRG, Strong
Disorder Renormalization Group) é utilizado como ferramenta auxiliar na exploracao
do caso geral, cujo tratamento exato é até entao desconhecido. Estudamos as correlagoes
estaticas efetivas médias e obtemos decaimentos por lei de poténcia, caracteristicos de
sistemas criticos; encontramos ainda que a média da entropia de emaranhamento dos
sistemas desordenados estudados escala logaritmicamente. Determinamos a carga central
efetiva para varios casos de desordem e anisotropia, constatando sua universalidade no

modelo para um intervalo —% <AL

Palavras-chave: Sistemas fortemente correlacionados, SDRG, modelo XXZ, desordem

magnética, Entropia de Emaranhamento, sistemas criticos.



Abstract

We investigate the disordered XXZ chain under open boundary conditions (OBC).
In the particular case of vanishing anisotropy A (the XX chain), we map the disordered
chain into a (spinless) free-fermions chain with random hopping terms. This allows the
investigation of dynamical correlations and of the entanglement entropy (EE) for systems
with a size L in the order of hundreds of sites. The Strong Disorder Renormalization
Group (SDRG) is utilized as a subsidiary tool for exploring the general case, whose exact
treatment is yet unknown. We study the effective average static correlations and find
power-law decays, characteristics of critical systems; we further learn that the mean EE
of these random systems scales logarithmically. The effective central charge is determined
for various realizations of disorder and anisotropy, highlighting its universality in the

model for the interval —% <A<I.

Keywords: Strongly correlated systems, SDRG, XXZ model, magnetic disorder, En-

tanglement Entropy, critical systems.
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1 Introducao

A primeira descri¢ao tedrica de sucesso de metais e isolantes é baseada em elétrons
livres ou fracamente interagentes. A distingdo entre metais e isolantes a temperatura
nula, segundo esta teoria, baseia-se em como as bandas eletronicas, que surgem devido a
periodicidade da rede cristalina, sao preenchidas. Essa disting¢ao foi proposta e estabele-
cida nos primérdios da mecanica quantica. O sucesso desta teoria levou a construgao de
um dos mais importantes dispositivos eletronicos da nossa sociedade contemporanea, os
transistores, que estao presentes nos mais variados produtos do nosso cotidiano, como TVs
e computadores. Contudo, ha uma certa classe de compostos no qual a teoria baseada em
elétrons livres e/ou fracamente interagentes nao descreve corretamente a fisica observada
experimentalmente. Foram Mott e Peierls alguns dos primeiros a sugerir que uma forte
interacao Coulombiana entre os elétrons poderia dar origem ao comportamento isolante.
Neste caso dizemos que o sistema é fortemente correlacionado.

Um dos exemplos mais célebres de modelos fortemente correlacionados é a cadeia XXZ

de spin-1/2 cuja Hamiltoniana é dada por [1]

N - K N
H(K|, Ky, ...Kp, A Z 5 (oF0tyy + 0¥l + Acfoi,, ) + L, (1)

i=1
sendo ¢%, 0¥ e 0* as matrizes de Pauli (veja Apéndice A), A a anisotropia e K; o termo
de interacao entre os spin nos sitios ¢ e i + 1 da cadeia de tamanho L. Consideraremos o

termo de superfice dado por

Ky

Hs = Hyg(¢) = [cos¢ (o701 + oL0f) + seng (o of — of07) + A(ofof)].  (2)

Note que esse termo descreve condigoes periddicas de contorno (PBC?) se ¢ = 0 e anti-
periédicas (APBC?) para ¢ = 7. Nas condicoes abertas de contorno, tomamos Hy =0.
A fisica de baixas energias do caso puro/limpo, K; = K Vi, é relativamente bem enten-
dida devido ao fato que o modelo pode ser exatamente solucionado via o método de ansatz
de Bethe [2] e pelo mesmo ser descrito por um liquido de Luttinger [3]. Em particular,

é bem conhecido que as fungoes de correlagoes estaticas comportam-se, assintoticamente,

2Periodic Boundary Conditions
3 Antiperiodic Boundary Conditions
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como [3] 1 1
I Ampl2’

z _z .
<00 >=

arccos(A)

sendo o expoente n = 1 — =

e A uma constante. O caso em que A = 0 (a cadeia
XX) é interessante pois pode-se obter varios resultados exatos mapeando-se a cadeia XX
em uma cadeia de Férmions livres via transformacgao de Jordan-Wigner [1, 4]. Alguns
deste resultados serao apresentados no capitulo 3.

Vale mencionar que impurezas ou imperfei¢oes na rede cristalina aparecem com frequén-
cia em materiais. Desta forma, se faz necessario entender qual o efeito das impure-
zas/imperfei¢des da rede cristalina na fisica do problema. Com isto em mente, neste
trabalho pretendemos considerar o efeito da desordem magnética, isto é, impurezas que
alteram a interacao magnética entre ions na cadeia XXZ. Para tanto, exigiremos que os
coeficientes K; comportem-se como variaveis aleatérias 0 < K; < 1, distribuidas de acordo
com P(K) = aK©@1, Essa distribuicdo é conveniente porque podemos sintonizar o grau
de desordem através da poténcia a > 0 [5]. Como ferramenta auxiliar no estudo de siste-
mas desordenados, empregaremos ainda o Grupo de Renormalizacao de Desordem Forte

(SDRG) [5, 6, 7], descrito no capitulo 2.

Nosso estudo gravita em torno das seguintes quantidades:

e Funcoes correlagao do tipo

Cna(t) = (V|55 ()57(0) [9) (3)

sendo |¥) o estado fundamental do respectivo hamiltoniano e Sz (t) = €'t S?(0)e =",
ou seja, a evolugdo temporal* do operador SZ(t). A transformada de Fourier no es-
paco e no tempo dessa grandeza é chamada func¢ao espectral e pode ser medida

experimentalmente via espalhamento de néutrons [8].

e Calculo da entropia de emaranhamento (EE) para um subsistema A de spin, sendo
que o subsistema, ou bloco A tem o tamanho | < L. Essa entropia é definida a

partir da matriz densidade reduzida [9].

= —Tr [palog(pa)], (4)

4Utilizamos unidades em que i = 1.
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sendo pa = Trp(pap) a matriz densidade reduzida do subsistema A e estamos
utilizando log como a funcao logaritmo na base e. Com isso é possivel também

sondar a ocorréncia de comportamentos universais [10, 11, 12, 13].

Ressaltamos que ha na natureza varias realizacoes experimentais de sistemas quasiunidi-
mensionais. O estudo é justificado nao apenas do ponto de vista basico, mas também
pela atualissima realidade em que a manipulacdo de atomos individuais em sistemas de
baixa dimensdo ¢ possivel mediante redes épticas [8, 14].

Este trabalho esta apresentado na seguinte forma: No capitulo 2 apresentaremos o
algoritmo do Grupo de Renormalizacao de desordem forte, em particular mostraremos
como determinar func¢oes correlacoes e a entropia de emaranhamento por este método.
No capitulo 3 focaremos na cadeia XX, a qual pode ser investigada exatamente. No
capitulo 4 apresentamos os nossos resultados. Finalmente, no capitulo 5 expomos nossas

conclusoes.
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2 O SDRG

Resolver um problema de muitos corpos de maneira exata, analiticamente, é quase
sempre impossivel. Isso nao significa que estamos impossibilitados de poder dizer algo a
respeito da natureza de tais sistemas; muita vez, como a Mecanica Estatistica iniciada
por Boltzmann® e formalizada por Gibbs® nos ensinou, a presenca de varias particulas
resulta em novos padroes coletivos que podemos reconhecer, tratar e entao construir uma
descricao e submeté-la a experiéncia.

Grande parte do esfor¢o em Fisica da Matéria Condensada é na criagao de métodos
que sirvam para uma boa descri¢do da fisica regida por fendomenos coletivos, apesar da
nao disponibilidade de solugoes analiticas exatas. E neste interim que a utilidade de um
processo de renormalizacio se encontra. E possivel obter uma ideia geral do sistema,
desde que - a priori - os detalhes “microscopicos” nao sejam tao importantes, construindo
uma coépia do problema original. Esperancosamente, a copia sera simples o suficiente
para abordarmos o hamiltoniano efetivo em maos e extrair dados relevantes, mas nao
simplista a ponto de que os dados estejam em desacordo com a experiéncia mesmo quali-

tativamente.

2.1 Renormalizagao

Primeiramente, discutimos e obtemos o procedimento geral de renormalizagao baseado no
Strong Disorder Renormalization Group (SDRG)[5, 7] para a cadeia dXXZ" , antiferro-
magnética com anisotropia A, sob OBC. Sabe-se que fisica de baixas energias desses sis-

temas no limite termodindmico (L — oo) é descrita pela Random Singlet Phase (RSP), ou

*“Ludwig Eduard Boltzmann (Viena, 20 de fevereiro de 1844 — Duino-Aurisina, 5 de setembro
de 1906) foi um fisico austriaco, conhecido pelo seu trabalho no campo da termodindmica estatistica. E
considerado junto com Josiah Willard Gibbs e James Clerk Maxwell como o fundador da mecéanica esta-
tistica. Foi defensor da teoria atémica, numa época em que esta ainda era bem controversa.” (Descrigdo
da Wikipedia: pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann.
Acesso em 10/11/2018.)

6«Josiah Willard Gibbs (New Haven, 11 de fevereiro de 1839 — New Haven, 28 de abril de 1903)
foi um cientista americano que realizou importantes contribui¢bes teéricas na fisica, quimica e mate-
matica. Seu trabalho sobre as aplicagoes da termodindmica contribuiu para transformar a quimica fi-
sica em uma ciéncia dedutiva rigorosa. Junto com James Clerk Maxwell e Ludwig Boltzmann, criou
a mecénica estatistica (um termo que ele cunhou), explicando as leis da termodindmica como con-
sequéncias das propriedades estatisticas de grandes agregados de particulas” (Descricao da Wikipe-
dia: pt.wikipedia.org/wiki/Josiah_Willard Gibbs pt.wikipedia.org/wiki/Josiah_Willard_Gibbs.
Acesso em 10/11/2018.)

"As cadeias XX e XXZ desordenadas serdo denotadas dXX e dXXZ respectivamente.
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Fase de Singletos Aleatorios, desde que a anisotropia se encontre no intervalo —% <A<,
para qualquer 0 < a < co. Passamos entdo ao calculo da correlacao dada pela Eq. (3),
por meio do estado fundamental aproximado e do hamiltoniano efetivo.
Considere o hamiltoniano
A L1 p¢.
Hxxz; = ZlZZ(UfJfH+a§/gf+1+AafafH). (5)
=
A idéia principal do SDRG é obter uma descricao da fisica de baixas energias eliminando
os graus de liberdade associados com as energias mais altas através de uma renormalizagao,
a qual descrevemos abaixo.
Suponha que inicialmente a configuracao de acoplamentos de uma cadeia de L sitios
seja (..., K, K, K,y ...) sendo K, o maior acoplamento desta distribui¢ao arbitraria.
Obter-se-4 um Hamiltoniano efetivo, abordando o sistema perturbativamente. Seja Hy o

hamiltoniano que descreve o par de spins com acoplamento K,

K
_ T T y Y z _Z
HO - 4 (Umam—i—l + 0m0m+1 + Aamam—l—l)’

e W uma perturbagao, associada com a interacao dos sitios com seus vizinhos préximos,

ie.,
K
_ Tt x x Yy Y z z T x x Yy Yy z z
W= (O.mflo-m—i_o-m—lo-m—i_AO—mflo-m)—i_ 4 (0m+10m+2+0m+10m+2+A0m+10m+2)7 (6)

2 12
DenotamOS |O> — |Tm¢m+1>\;§|im1\m+1>7|1> — |/]\7n/l\7n_"_1>7 |2> — ‘Tm¢m+1>\}‘§|¢m1\m+l> e |3> —

sendo of = 1 (U,j + 0,;) eol =+ (a,j — a,;) [veja o Apéndice A].

[dmdmi1) os autoestados de Hy com energias Ey = —%(1 + %), B, = KT’”A, Ey, =
%(1 — %) e b3 = %A respectivamente. Note que as energias F; e F3 sao iguais, o que
caracteriza um subespaco duplamente degenerado; se A = 1, temos os estados |1),]2) e
|3) constituindo um tripleto. Entretanto, nao serda necessario utilizar o aparato da teoria
de perturbacao degenerada, desde que —1 < A pois nesse intervalo o estado fundamental
¢ ndo degenerado. Ademais, defina S7 = 3741 107, Entao 7 [1) = [1), 57, [3) = [3) ¢

S%.12) = 0]2). Uma vez que [Ho, S%O} =0, |1),]2) e |3) permanecem bons estados para o
problema [9].
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O Hamiltoniano efetivo sera, portanto, o operador energia corrigido até segunda ordem

2 {0 W ) 7
Hepp = Ho+ (0| W0) + > Fo— B,
J

j=1
sendo importante notar que a teoria de perturbacao ¢ aqui conduzida de maneira tal a
projetar a perturbacao W em um subespaco, isto é, os “valores esperados” calculados nao
retornam quantidades escalares, mas operadores.

E facil ver que (0] W |0) = 0; por linearidade, as alteraces (spin-flip ou excitacio
magnética longitudinal devido a S#) nos sitios m e m + 1 resultam sempre em estados
ortogonais ao singleto. Na verdade, podemos interpretar essa anulagao fisicamente: devido
ao efeito de desordem magnética, em uma primeira ordem os spin nao interagem entre
si, visto que para a — 0T, ou seja, desordem infinita, tém-se os acoplamentos também

tendendo a zero, donde a correcao de primeira ordem anula-se. Obtemos

mMMz%—éWWWW—mﬁZME%MWWW- ™

Através dos resultados auxiliares

W 1) = 2 (Kt = Korfs).
OIW 12) = =2 (K~ Koo).
O W [3) = —— (Ko, — Ko071s)

V8
conclui-se que
OV 1) = ¢ [K? (0smms) + K2 (ohsa0mse) = K (coman +hc)] . (9

AZ
[(OIW |2)]* = —

" (K + K = 2K K07, 107,15) » (9)

em que foi utilizado o fato (02)2 = I, sendo I o operador identidade, e que

OIW B = & [KP (071000) + K2 (000000) — Kt (050 )] (10)
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Inserindo os resultados acima na Eq. (7) e utilizando das identidades {o",07} =T e

+ - 1 T T ) Y
Om—10my2 + h.c. = 3 (Um_lam+2 + am_10m+2), obtemos

A? (14 A))

i KK, [1
Hepy(A) = Hob Bo(A)+ — =" [ (o-:;_la:;+2 O 10l + Ta;_lafm)

Kn(1+A) |4

(11)

K24+ K?2 2
LTy (HLA + %) . Note que se A = 1, o que fornece a

em que definimos Ey(A) = — o

cadeia dXXX , o Hamiltoniano efetivo é dado por

KK, > -

Heff(l) - H0+E0(1>+ 9K Sm—l'Sm—l—Qa (12)
e se A =0, a cadeia dXX, temos
~ KK, - >
Heff(o) - HO + E0(0> + Ii— Sm—l' Sm+2' (13)

Vemos entao que é possivel construir uma hamiltoniana efetiva eliminando os graus de
liberdade associados com Hj e devido a este fato surge um acoplamento efetivo e uma

anisotropia efetiva entre os spins m — 1 e m + 2, dados por

K K,

Ko (Lt 4, s 14

AA, (1+4,,)

Sm—l Sm—I—Q

Figura 1: Esquema ilustrando o processo de renormalizacao do SDRG para a cadeia dXX:
os spin’s adjacentes ao par ligado pelo maior acoplamento sao efetivamente ligados através
de K, eff-

b
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Findo este procedimento, renormalizamos o sistema para uma cadeia com L —2 sitios e
um singleto isolado. Agora obtém-se uma configuracao do tipo(..., Kp—2, Kerr, Kimts, - ) -2
Observamos também que o aparecimento de anisotropias renormalizadas de acordo com
Eq. (15) mostra que o critério mais geral para determinar os dimeros de altas energias
¢, na verdade, observar a energia necessaria para levar um singleto ao primeiro estado
excitado |2) para a regiao de valores A considerada. Na Fig. 1 ilustramos o procedimento
de renormalizacao obtido pela teoria de perturbagao, em particular para uma cadeia dXX.
O algoritmo é executado até que o hamiltoniano efetivo final seja uma soma de dimeros
isolados, isto é, de termos do tipo Hy. Notamos que os pontos fixos na renormalizagao da
anisotropia sdo A = {0,1}, que se A < 1 tem-se anisotropia efetiva se aproximando de
zero e para A > 1 ela tende a divergir: esses comportamentos extremos sao mais nitidos
para os acoplamentos efetivos de longa distancia, visto que estes surgem em situagoes nas
quais um mesmo par de spins estd adjacente ao maior acoplamento em varios passos do

algoritmo.

2.2 Previsoes do SDRG

O estado fundamental e o hamiltoniano efetivo, com suas estruturas radicalmente mais
simples do que aquela do problema original, permite-nos obter as correlagoes e a EE [ver
Egs. (3) e (4)] de forma fechada, conforme mostraremos nas subsecoes 2.2.1 e 2.2.2 a
seguir. Adiante, no capitulo 3, derivamos as correlagoes e a EE para a cadeia dXX de
forma exata, o que fornece comparativos e, portanto, como referéncia para a eficacia do

SDRG em abordar os sistemas aqui estudados.

2.2.1 Correlagao

Desejamos agora calcular as correlacoes
CRPRe(t) = (7| Sp(1)S5(0) |T) (16)
z 7 z —1 ¢ L/2 Ky T x z z .
sendo S () = eMesstSE(0)e™Herrt, Hepp = S50 S (0500080 + 0h Ty + Drm)@ T3 )

os coeficientes Ky, e Ay, sdo dados pelo SDRG conforme discutido na segao anterior.

Os indices f(n) e g(n) sao fungoes bijetivas aleatérias, decorrente do SDRG. Denotemos
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D, e Img o dominio e a imagem, respectivamente, da funcao ¢. As funcoes f e g, acima

introduzidas, gozam das propriedades
1. Dy =D, =1{1,2,...,L/2} = D, visto que o hamiltoniano efetivo tem tamanho %
2. ImyNImy = {}, pois nenhum spin constitui dimero consigo mesmo, e

3. ImgUIm, = {1,2,3,..., L}, posto que os sitios componentes originam de uma cadeia

com tamanho L.

Note que o calculo de Cj ,(t) envolve o hamiltoniano original [veja Egs. (1), (2) e (3) [;
aqui desejamos verificar se 0 SDRG consegue descrever corretamente o comportamento
de Cp,(t) para o caso A = 0. Para tanto, vamos comparar Cj,(t) e CPLRC(t), uma vez
que a cadeia dXX pode ser resolvida de forma exata.

O estado fundamental, conforme discutido anteriormente, é dado por

L
= 1;[1 Q [ssm9tm) ) (17)

sendo
1
|sij) = /2 ([Tids) = [iTs)) - (18)

A fim de calcular CPHE(t) note primeiro que
(T] et = (T| etfo!, sendo Ey a energia do autoestado |T7).

Note ainda que, sem perda de generalidade, se j € Im; e f(l) = j para algum [, entao

S:|T) = S; ’Sf(l),g(1)> XX ’3j,g(l)> X ’Sf(%),g(%)> ’

usando o fato que

S*

J

s300) = 375 ([Toba) + [5100)) = 3 [510)

obtemos

S3T) = (ﬁ@’sﬂm ),9( m)>) ®‘ J9(1>'

m£i

Seja —sg a energia do singleto |s; . Uma vez que a energia do estado é
g g 73:9(1) S Jg(l)
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—50 + Kj, temos entao
e—thS; ’T> _ e—it(Eo—(_$0)+(_80+Kj))S; ’T> _ e—z’t(Eo-i-Kj)S; ’T> ’

em que no passo intermediario explicitamos a subtracao da energia do singleto e adigao

4

da energia do estado |s; g(i)>. Finalmente,

CSDRE(1) = et (1| S7S7 |T) .

Além da autocorrelacao, temos essencialmente duas possibilidades:
L k=g(j)

2. k#jek#g(j)

O primeiro caso, como ¢ facil ver, retorna

1 .
CRPTe(t) = —qe ™,

uma vez que os dimeros sao indexados pelo par (f(j),g(7)).

A segunda possibilidade resulta sempre zero, dado que no valor esperado final o termo

<5j,g(i) s; g(i)> = (0 aparecera no produto escalar®, entdo temos correlacao nula.

Desse modo, podemos escrever o resultado final genérico
1 . . . .
SDRG _ = —iKjt ( 59(4).k k,j . k,j
CRFRo(t) = Ze7 (6999% 4 6% (1 — 26%7) . (19)

Conforme ja mencionado, iremos comparar as correlacoes C;fj-) RG(t) com os resultados
exatos, a fim de verificar quao boa é a aproximacao de desordem forte para o modelo
dXX.

Uma grandeza relacionada a um observavel fisico para estudos via espalhamento é a
secao de choque. A Funcao Espectral do problema, ou Fator de Estrutura Dindmico, isto
é, a Transformada de Fourier espago-temporal da correlacao dinamica, esta relacionada a
esse observavel. O espalhamento de néutrons é frequentemente empregado no estudo de

propriedades dinamicas em sistemas magnéticos. Nota-se, portanto, que as frequéncias de

89(4) ¢ o valor distinto de k para o qual temos pareamento com j, conforme o SDRG.
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ressonancia esperadas sao exatamente os acoplamentos efetivos entre dimeros, podendo

ser estudadas a partir da transformada temporal.
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2.2.2 Entropia de Emaranhamento

A Mecéanica Quantica pode ser formulada sob diversas roupagens, consistentes e equi-
valentes, mais ou menos praticas e eficientes para as mais distintas classes de problemas.
Uma dessas formulacgoes é baseada no uso de operadores densidade para descricao dos
estados de um sistema. Particularmente, visto que se objetiva quantificar o grau de ema-
ranhamento da cadeia dXXZ, trata-se de ferramenta muito util. Referenciamos a exce-
lente obra [9] para uma introdugao aos operadores densidade, matriz densidade reduzida,
a decomposi¢ao de Schmidt bem como varias aplicagoes desse formalismo poderosissimo.

A entropia de emaranhamento? (EE) é definida, para um sistema bipartido, com sub-

sistemas A e B conforme Eq. (4)

= —Tr[palog (pa)].

Para os sistemas criticos unidimensionais e invariantes conforme [10] a E.E. do estado
fundamental se comporta como [11, 12, 13]

L [
S(L,1) = ?)Cnlog [nﬂsm (2)] + 0771 — (1 —mn) sp.

Sendo s, a entropia de fronteira [15, 16], ¢; uma constante nao universal e n = 2 para um
sistema com condigoes abertas de contorno (OBC), no limite termodindmico com [ finito,

temos

S(1) ~ ;;7109 (nl) + ﬁ; —(1=n)s

Embora os sistemas desordenados nao sejam invariantes conformes, é observado também
uma violagdo da lei de &area entrépica nestes sistemas [5, 15, 16, 17, 18]. Neste caso,
o quociente que vai na frente do termo logaritmo ¢ denotado carga central efetiva c.sy.
Tendo em maos a estrutura de singletos gerada no processo de decimagao do grupo de
renormalizacdo de desordem forte, podemos calcular facilmente a carga efetiva [5].

O estado fundamental aproximado obtido pelo SDRG para a cadeia dXXZ estudada

se trata de um conjunto de singletos isolados, conforme vimos na se¢ao anterior. Podemos

9A EE também é conhecida como entropia de von Neumann.
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assim escrever o operador densidade do sistema AB bipartido como

L)2

pap = |T)(T| = H@Pf )90

sendo

Pfi).9() = ‘Sf(j),g(j)> <$f(j>,g(j) ;

com f e g funcgoes aleatdrias decorrentes do SDRG cujas propriedades sao aquelas descritas
na secao 2.1 e ‘sf(j),g(j)> o estado singleto (veja Eq. (18)),

A matriz densidade reduzida para o subsistema A é dada por

pa=Trppas,

e a operagao traco parcial, denotada T'rg, a qual soma sobre os graus de liberdade do

sistema B.
Logo,
L/2
pa=11Trs0s6).00)-
j=1
Por definicao, podemos notar que'®
1
Trepsrea = 5 (Itore) (tor] + [Yors) (Lars|) (20)

se f € Bmas g ¢ B e vice-versa.

Ademais,

1, sef(j)eg(yj) € B
TrBP1G)9G) = v f(](j) , - (21)
PGt se f) eg(j) ¢ B

Utilizando a definicdo de EE, temos

L/2 L/2
S ==Tr | I Tropsem.gm Y. 109 |Trspsm)om] |
m=1 m=1

e podemos ver que se f(m) e g(m) pertencem ao subsistema B, a contribui¢ao do trago

parcial é zero devido ao termo logaritmo. Denotando as fung¢oes que extraem o trago por

10A notacio g/f significa que o indice poderia ser g ou f.
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0,y = [ ’ul > sendo possivel naturalmente que u} assuma 1 ou J, entdo

S == > (W IL, Trapsamaomlos [TreosGuwm)] V)
k

em que utilizamos a notacao de barra'? sobre o somatério e o produtério, a fim de indicar
restricao; no caso, restringimos as contribui¢des nao-nulas para S.

Veja que, se f e g pertencem a A, entao

TrppseG) = (‘Tf a0 > - \¢f<j>Tg<j>>) (<Tf<j>¢g<j>\ - <¢f<j>Tg<j>D ;

e dessa forma

log {Terf (N9(i) } W) = F [V) log(2),

pois nas fungoes |¥;) ambos os termos ‘Tf(j)ig(j)> e ‘Lf(j)Tg(j» aparececao no produto di-
reto que a compoe. Como os sinais estao trocados e o traco pega ambas as contribuigoes,
segue que, na verdade, os nicos possiveis termos nao-nulos da EE sao devido aos cruza-
mentos, isto é, quando um sitio f(j)[g(j)] estd no subsistema A e o sitio-par g(j)[f ()]

em B. Para encontrar essas contribuigoes, conforme Eq. (20), observe que

dim(

tog [ ([ts10) (Pt + [ba10) (bara]) 1040 = (H ®‘“l>)®log 5]

I#f/g

em que |v) = ‘Tf/g> ou |v) = ‘if/g>, ie., |v) = ‘u’}/g>. Supondo, sem perda de genera-
lidade, que os sitios pertencentes ao subsistema A sdo indexados por f(m) para algum

valor de m no produtério restrito das contribui¢oes nao nulas, temos

\I’k|H Trppfm H ® <k

o que implica

dim(A)

(Wl TL, Tromsim stmion [Trspsion) 190 = TL, & 5 (| 11 ®\ul>®log[

I£f

M Aqui também, “k” é utilizado como indice.
12Esta notacio serd sistematicamente utilizada ao longo do texto, com variacdes explicitadas quando
necessario, sempre adaptadas a conveniéncia da situacao.
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Por hipétese de f(m) € A, segue que |v) = ’u'}> , e portanto

dim(

_ 1, . A) . ] .
Hm®§ <“f<m)‘ ll;[ 09 ‘uz > &) log b |v)] = —5log (2).

!

Somando sobre todos os cruzamentos e lembrando que temos dois graus de liberdade

para o spin [|v) = |T) ou |v) = |])] obtemos simplesmente
S = Nlog(2),

em que N é o nimero de cruzamentos devido aos singletos formados por spins que se
encontram em subsistemas distintos, conforme ilustrado na Fig. 2.

A7\ O AN PN

X

Figura 2: Representagao pictérica de um sistema bipartido em que ha acoplamentos entre
sitios do subsistema A (de tamanho z) e sitios do subsistema B. Nesse caso, temos um
estado |ap) # |Ya) & [¥p), i.e., emaranhado. Figura retirada da Ref. [13].

A partir desse resultado, utiliza-se uma subrotina que gera configuracoes® da cadeia,
dXXZ e armazene os cruzamentos entre particio A e a particdo B do sistema bipartido.
Seremos capazes de encontrar a carga central efetiva através de cdlculo das médias sobre

varias realizagoes da cadeia dXXZ, conforme veremos no capitulo 4.

13Estas configuracdes sio dadas pelo SDRG.
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3 Cadeia dXX - tratamento exato

Tomando A = 0, é possivel obter de maneira exata as informagoes de interesse para
o modelo descrito pela Eq. (1). Isto se deve ao fato de que a cadeia XX pode ser
mapeada em uma cadeia de férmions livres, via a transformacao de Jordan-Wigner [19, 20].
Comparagoes as previsoes do SDRG serao conduzidas no capitulo seguinte. Os resultados,
como ja dissemos, também servem de motivacao inicial para emprego da metodologia no

estudo da cadeia dXXZ.

3.1 Diagonalizacao

Mostraremos inicialmente que é possivel mapear a cadeia dXX em uma cadeia de férmions
livres com termos de hopping proporcionais aos acoplamentos K; entre sitios. Numeros
aleatérios foram gerados por meio da fungao wniform(a,b), obtida por uso da biblio-
teca random em linguagem Python. Utilizamos a funcao linalg.eigh da biblioteca scipy,
também na linguagem Python, para diagonalizacao de matrizes. Uma vez utilizada a
distribuigao uniforme (distribuigao tipo “caixa”) no sorteio dos termos de acoplamento,
podemos alterar a desordem introduzindo um parametro «, tal que uma vez sorteado o
i-ésimo coeficiente, aplica-se KZ»I/ “ de modo que os limites & — 07 e a — 00 corres-

pondam a desordem infinita e nula, respectivamente. Esse procedimento resulta em uma

distribuicdo do tipo P(K) = aK @1,

3.1.1 Fermionizacao

Definimos os operadores fermiénicos ¢, e ¢/, como: [veja a Ref [20]]

m—1
Cm = exp(im Y oif o )o,, (22)
k=1
m—1
d, = eop(—in 3 ofop)oh, (23)
k=1

Devido ao fato que os operadores A = i 7' ooy e At = —ir S oo, sdo tais
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que [A, flq = 0, é possivel escrever

i At i AT
ettt = A AN — 1,

A partir deste fato e de que [fl, J;J = Vﬂ, 07_7‘;} = 0, obtém-se

chem=0

Utilizando a definicao dos operadores levantamento e abaixamento, acrescido as regras
Al12 e A13 do Apéndice A, podemos mostrar facilmente que os operadores definidos pelas

Eq. (22) e Eq. (23) sastifazem as seguintes relagoes de anticomutagao

{cjrep} ={cl.el} =0, (24)

{cl i} =16, (25)

Temos assim, explicitamente, a caracteristica fermionica dos operadores. Mostraremos
que podemos expressar a cadeia dX X quadraticamente em termos destes operadores.
Para tanto, note que podemos escrever os operadores de levantamento e abaixamento

CcOo1mo

j—1
o; = exp(—im Z ol or ey, (26)
k=1

j-1
ol = exp(im ) U,':a,;)c;,. (27)

k=1

Desde modo, é facil verificar que

0 0, = c}exp(—mojaj_)cjﬂ. (28)

Vamos mostrar abaixo que o lado direito da equacao acima é c}cjﬂ.
Note primeiramente que

[e) n + )n

exp Z7TO' O‘ Z—,
n=0
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entretanto, utilizando a relagdo A14 apresentada no Apéndice A, temos o seguinte

(Jjaj_)" = IU;_U]-_,TL €N,

sendo I a matriz identidade de ordem 2%, podemos escrever que

A

exp(imo; o) <

Logo
exp(ino;oy) =I(1—20]0;) = (—07),

exp(ino; o) = exp(mc}cj) =1I(1- QC;CJ').

Deste modo vemos que

005, = C ](1 —2c} 1Ci)Civ
= ciejin = 2(¢)Peiei = clejp. (29)
Assim
N - K A
Haxx Z - L (chejpr + hee) + Hs(9). (30)

De forma semelhante, o termo de superficie pode ser escrito

N K K ) )
Hs = TL KO’ZO’I_ + afaz) cos¢p + 1 (Uzal_ - 0{“0;) senqb] = (—1)”T+1TL(CTLclew—i—cIcLe_w’),

(31)
sendo n4 o nimero de particulas com spin-up na cadeia.

Assim, a cadeia dXX expressa em termos de operadores fermidnicos fica
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K, :
(chejpr + hee) + #(—1)”T+1(020161¢ + h.c.). (32)

Note que se ¢ = 0 e se ny for impar (par) a hamiltoniana acima esta sob condigoes

periédicas (antiperiddicas) de contorno. Podemos escrever (—1)"+! = ¢’ sendo

0, n4 impar
T, n4 par
Notamos que a hamiltoniana apresenta simetria de calibre para a seguinte transfor-

macao

. i(oj+¢)/L .
cjre Cjs

sendo o um nimero real qualquer'®. Fazendo-se esta transformacdo obtemos que a ha-

miltoniana, em cadeias fechadas, fica da forma

L
A K;
Hp = Z Y ( a+d)/ L. T +1+ h.C.) , (33)
j=1
que consiste em uma hamiltoniana de férmions livres, sem spin, com termos de hopping

complexos e aleatorios. Na presenca de uma cadeia aberta e ¢ = 0, temos simplesmente

a=y

j=1

S fg(c ejir +hec). (34)

Note que a hamiltoniana é real, independentemente das condigdes de contorno (C.C.),
desde que tomemos ¢ = 0. Nessa configuracao, portanto, ha possibilidade de construir

autofungoes reais ou imaginarias puras.

3.1.2 Obtencao do espectro

Partimos aqui da Eq. (33) com ¢ = 0, isto é

I:IF = Lil f;; (C}Cj_i'_l + h.c.) + [;L (eiacTLcl + h.c.) .
j=1

Objetivando a diagonaliza¢gdo numérica do problema, observamos que é possivel escre-

14 facil ver que a transformacao de calibre respeita a algebra dos operadores cj’s.
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ver as Hamiltonianas dos casos tratados na forma

em que definimos:

H=CTAC,

Q
Il

Cr-1

cr

e, tomando as devidas distingdes nos casos OBC e PBC,

0 Ky 0
K, 0 Ky

1 0 Ky O

A(v) = 2
0 0 K;j
v 0 0
0,
’7/ =
(_1>nT+1KL7

K3

0
K

OBC

K1
0

contornos fechados

20

(36)

(37)

(38)

Por construcao a matriz /A é real e simétrica, portanto diagonalizdvel [9]. Buscamos

uma transformacao unitaria A tal que D = ATAA, sendo D uma matriz diagonal, tnica a

menos de ordenamento de colunas e linhas. No caso em cena, A'® é a matriz cujas colunas

sao os autovetores de A.

Note que em vista de ATA = AAT = I, tém-se

H=CTAATAAATC = X'DX,

-
5Denotamos os elementos de A por a;;

(39)
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sendo

T

X2

b
I

= AfC. (40)

Tr—1

XL

Na forma diagonal, a hamiltoniana tem expressao genérica

L L
H = Z Fkl‘il‘k = Z Fknk,

k=1 k=1

e estamos definindo aqui ny = z}zy.

Pela unitaridade da transformagao segue

D aapals = oy (41)
B

Uma consequéncia importante do fato acima é a invariancia algébrica. Partindo da Eq.

(40), temos
L L
Ty = Z otzwcv — a:L = Z amcL,
y=1 y=1
{xaaxﬁ} = Zza?ﬂa; {c% ey} =0, (42)
7 A
e

{xL,xg} =Y apal, {CL, CA} =Y a5,ap09n = Y A apy = Oap. (43)
T A 7 )

Por meio dessas relacoes de comutagao, verifiquemos que [], <, 27 |0) é autoestado da
hamiltoniana de nosso interesse, com autovalor Ey = >>_, T',. Da mesma forma, veremos

que z, [T,<» 2}, |0) também é autoestado e seu autovalor E, =, + Ey =30, T

v=1-+v"
Temos que
H|0) =0,
L
Hzl |0) =Y Tpngal |0).
k=1

Mas para todo k£ na soma, tem-se

xk\O):: 0,
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e utilizando a Eq. (43) é facil ver que

nal, = al o + (1 - (5“) ahalay,.

Assim
ngx, |0) = 0 k7 :
zh|0), k=v
Entao,
Hz!|0) =T,zf |0).

Por indugao, segue

Hal T] =1 |0y = Toal I] =1 |0).
v=1

v<A v<A

Ja que, mediante procedimento acima descrito, é possivel gerar L autoestados orto-
gonais, segue que construimos todos autoestados possiveis na base de escolha, a menos é
6bvio de representagoes equivalentes [21]. Pode-se garantir ortogonalidade dos autoesta-
dos, dado que A = AT,

Estamos interessados em determinar as propriedades das hamiltonianas a temperatura
nula (7 = 0). A energia do estado fundamental serd dada por },I', = Eg.s., sendo a
soma restrita aos valores de v tais que I'), < 0.

Com as informacoes expostas acima, somos capazes de determinar as fungoes corre-

lagao de interesse e calcular a EE, numericamente, para sistemas de tamanho L ~ 100.

3.2 Correlagoes

Utilizando a relacdo cfc = 070~ = % + 5% e o Teorema de Wick [21], podemos escrever a
Eq. (3) como

Coa(t) = (W] ()ea(t) ) (] 0)cr(0) 1)+ ()er(0) [9) (W] () 0) W)+ (5 — €0

sendo O(t) = (U] ¢l (t)en () |¥) + (U] ¢f (0);(0) |T) .

Uma vez que (¥|cf(t)c,(t)|¥) = (¥]etficl (0)e,(0)e W), é facil notar a inva-
ridncia temporal dessa grandeza, seja por observar o resultado % (U|cf (t)c,(t) V) =
i (U] [H, ethcL(O)cn(O)e_th} |U) = 0, seja por utilizar que e~ |¥) = e~Fe.st W), Logo

(U] el (t)en(t) |¥) = (¥]cf(0)e,(0) [¥), do qué compreendemos nossas tarefas resumirem
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a calcular as seguintes grandezas:

a; = (] cH(0)¢; (0) W),

Bua(t) = (] c,(£)ci(0) ),

Yaa(t) = (U] ca(t)e] (0) V) .

Iniciaremos pela grandeza «;. De acordo com a Eq. (40), por definicao

T T ; _ |
Ty = Zakjcj C;rn - Zambxm
J b

C; = Z QjrLr.
T

coog =y ajeak, (V] a0
b,

23

(44)

(47)

(48)

Nas somatoérias acima, apenas caso b = 7 esses termos podem contribuir, devido a

ortogonalidade dos estados. Ademais, se Hx! [0) = ', |0) em que ', > 0, devido a Eq.

(43) segue z, |¥) = 0. Logo,

aj = ZT|FT§06LJTG]T7

sendo explicitada a restricao dos valores de 7, quais sejam, aqueles em que I', < 0.

(49)

Para lidar com as grandezas [3,,; € ¥, encontraremos expressao conveniente para xl (1).

Primeiro, escrevemos

eth — eitzk I‘knk.

Ja que [ng,ny] =0,

eitzk Trng — Heitl“knk_
k

Temos ainda

ni =ng(1— xkxz) = ny,

de que facilmente decorre

ng' =n, Ym € N.

(50)
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Vamos definir um operador auxiliar. Primeiro, note que

: = (itTyny,)’ = (itTyny,)’
ethknk — Z (Z k"n‘k) — _[ 4 Z (Z k?'n‘k‘) )

=0 J: =1 J

Pela Eq. (51) , podemos escrever

e thknk e (ZtFk)]
Z = M Z T
7j=1 7=1 :
€ por sua vez
j=1

coeteme — T (e — 1) = Ay,

— ] A
k

Perceba que [ny, n;| implica [Ag, A;] = 0. Temos, por meio da Eq. (52):

AkaclT = (5,26“”30,1 + (1 — (52) wLAl.

Por construcao

= [T Awzl TT AS-
k 0

Usando a Eq. (54) na equagao acima, segue o resultado
zh(t) = etlral .

Mas

portanto,

24

(52)

(53)

(54)
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Bua(t) =3 appane™ (U] zja, |T).

bix
Por argumentagoes idénticas as que nos conduziram da Eq. (48) a Eq. (49), obtemos

que

Bra(t) = ZX‘FXSOaZXalXe“FX : (56)

Quanto a v,,(t), escrevemos
Tna(t) = D ayame” " (U] apal, [0) .
k,m

Uma vez que se trata de sistema fermionico, caso m ou k correspondam a niveis ja
ocupados, pela Eq. (42) o valor esperado serd nulo. Novamente, por ortogonalidade,
m # k também corresponde a uma contribuicdo nula. Valores nao nulos, portanto,

corresponderao as contribuigoes de m = k tais que I'y, > 0.

S (t) = kapoazkame‘“k, (57)

com a soma restrita em conformidade ao que expomos no paragrafo anterior.

Finalmente, juntando tudo:

= = = = , 1/1
_ * * * % tC—Tk) , — (=
Cn(t) = ZTWTgozumugoa"T%Tal“alu+ZU|rXgozklrk>oanxankalxalk€Z x—Tk +2 <2 C)
(58)
sendo O(t) = O(0) = © = > r <o (@nra),, + ai7aj,) , € como antes os valores aqp sao
entradas da matriz de autovetores que diagonaliza a hamiltoniana. Note que as condigoes
de contorno inicialmente impostas estao embutidas nos valores dos I'’s e dos coeficientes

(ll'j7S.
3.3 Entropia de Emaranhamento - o método da matriz correla-

cao

Para a cadeia dXX existe um procedimento exato que permite obter numericamente

sua entropia de emaranhamento em um bloco de [ spins. Conforme veremos, é possivel de-

).



3 CADEIA DXX - TRATAMENTO EXATO 26

terminar a EE conhecendo os autovalores da matriz correlagao A (seguimos integralmente

a Ref. [22] nessa discussdo), cujos elementos sdo definidos como
A = (] el [0) (59)

sendo 0 < m,n < [. Por construcao A,,, = A}, , i.e., a matriz correlagdo é hermitiana.

nm?

Considere que o sistema bipartido de L sitios seja composto do subsistema A de tamanho [
e do subsistema B de tamanho L—I[. Seja p4(l) a matriz densidade reduzida do subsistema

A, entdo a matriz de correlagdo pode ser computada [22] pela relagao
Apn =Tr (cincnpA) ) (60)

J& que o objetivo ¢ encontrar a EE, devemos obter p4. Para tanto, utilizaremos a her-
miticidade de A,,, para diagonalizd-la via uma transformacao unitaria u;;, em busca de
relacionar os autovalores de p4 com dos autovalores da matriz correlagaio A. Definindo

g; =>. cLu;q e o escalar <g;gp> = 1), temos

Gpg = D UpmAmntiy, = <gztgp> Opq = VpOpg- (61)

m,n=0

Novamente, a matriz densidade do bloco governa os valores esperados, fornecendo

Gp,=Tr (g;gqu) = Vp0Opg- (62)
Vamos tentar uma solugao em que o operador densidade é separavel no sentido que

pPA =01 X 0, (63)

sendo g; a matriz densidade correspondendo ao j-ésimo modo fermionico excitado por g;-.

Em representacao matricial, temos

g; = gl = (64)
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a; G
05 = ) (65)
B; 1-— Oéj
sendo «; e f3; os elementos matriciais de p; que serao determinados. Uma vez que

Tr(om) = 1, escrevemos

(97) =0="Tr(gjpa) =Tr

Ademais, pela Eq.(61)temos

i 1 0 Q; 0
Tr (gjgij) =Tr = a; = ;. (67)
0 0 0 1-—q
Isto é, os coeficientes diagonais da matriz correlacao e do operador densidade reduzido
mantém uma correspondéncia.
Com o que foi apresentado, somos capazes de obter uma expressao fechada para a

entropia de emaranhamento S = —T'r [palog (p4)]. Vamos mostrar que podemos escrever

a EE da seguinte forma

S=3 H(), (68)

com a definigdo da entropia binaria: H(v) = —vlog(v) — (1 — v)log(1 — v), sendo v os

autovalores da matriz correlacao para o bloco de [ spins.

Temos
o= T 00, - H@(mo (0], + (1= w;) [1);{1];) , (69)
7=1
sendo
o= =" (70)
J 0 J 1 ’

os graus de liberdade do j-ésimo modo.
O logaritmo pode ser definido para um operador com espectro limitado pela unidade

a partir da expansao analoga para um numero real x tal que —1 < z < 1, qual seja:

n

log(l —x) = Zx—

n=1 n
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Denotando I o operador identidade no espaco de dimensdo 2!, defina

I —pa=0a, (71)

e entdo, como a norma dos autovalores de g, é tal que maz|g,| <1 —¢e parae — 0T, é

licito escrever

logpa = log(1 —04) = Z = — Z Z (—pa) ¥, (72)
n=1 M=o\ k

aplicando a Eq. (69) na equacao acima e utilizando a ortonormalidade dos estados defi-

nidos na Eq. (70), temos

logpa = — ili " 0T e (10, 0], + vy, ). (73)

n=1"r=o\ k j=1

Ora, pela separabilidade do operador densidade temos

l
Tr (palogpa) = Y (0], palogpa |0); + (1, palogpa 1), , (74)
7j=1

ou seja, tracamos os graus de liberdade do j-ésimo modo e somamos, pois observe que

logpa |0); = logv; |0); e logpa |1); = log (1 — v;) |1),. Disso resulta

l
Tr(palogpa) = ZTTJ o;logpa) (75)

Mas, utilizando a Eq. (73) segue

Try(ojlogpa) = = >~ > \ (D) * (v + (1= 1)) = jlogyy+(1 = v) log (1 - vy)
n=1 k=0

(76)
estabelecendo, portanto, a Eq. (68) .
Desta forma, tendo em maos uma subrotina que avalie os autovalores da matriz cor-

relacdo, calcula-se exatamente a entropia de emaranhamento. O resultado devolve, como

log2
6

esperado, uma carga central efetiva c.rr ~ , conforme veremos no capitulo seguinte.
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Isto serve como critério minimo de validagao para o calculo da entropia via SDRG, cujos
resultados discutimos no proximo capitulo. Como anteriormente ressaltamos, os resulta-
dos nas Eqs. (58) e (68) servirao para confrontar o SDRG no caso A = 0, assim como

para motivar a busca por leis de poténcia nas correlagoes médias que definimos a seguir.
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4 Resultados

Dedicamos este capitulo a exposi¢ao e comentario dos resultados obtidos, tanto aqueles
calculados de maneira exata, quais sejam, os referentes a cadeia dXX, quanto em relagao

ao procedimento geral provido pelo framework do SDRG, como anteriormente discutido.

4.1 A cadeia dXX

Para a cadeia dXX, todos problemas abordados em nosso trabalho admitem solugao nu-
mérica de forma exata, como apresentado no capitulo anterior. Esses resultados servirao
de comparativo para com as informagoes levantadas para a cadeia dXXZ, através do
SDRG em A = 0, fornecendo assim certo critério de validacdo dos resultados previstos

pelo SDRG.

4.1.1 Correlagoes estaticas

Vamos focar agora nas correlagoes médias, em ¢ = (

med _ <= (U S7SF |W),
On,ld = Z Tla

r=1

(77)

ou seja: (i) prepare uma cadeia com sua estrutura de acoplamentos K’s, para uma dada
desordem; (ii) calcule e guarde as correlagoes; (iii) repita N-1 vezes; (iv) calcule a média
sobre N realizacoes.

E bem conhecido que no caso desordenado C™¢?

¢ decaia seguindo lei de poténcia com

expoente p = 2, i.e., C’;Z?fd ~ ﬁ Este resultado pode ser obtido analiticamente
utilizando-se do SDRG [6]. De fato nossos resultados numéricos estao de acordo com
o resultado analitico, bem como resultados numéricos obtidos anteriormente [23]. A ni-
vel ilustrativo apresentamos na Fig. 3 log (C’[ﬁﬁ%an) para uma cadeia dXX de tamanho
L =200 sob OBC. A Fig. 3(a) corresponde aos dados exatos [veja Eq. (58)] e na Fig. 3(b)
sao apresentados os dados obtidos pelo SDRG. Conforme vemos, o decaimento da corre-

lacdo média é em lei de poténcia com expoente 2. Os dados numéricos foram interpolados

utilizando o pacote optimize da biblioteca scipy em linguagem Python.
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(a)
Resultado exato. L = 200.
a=1.0.
5000 realizagoes.

Ajuste linear:
—2.5 —— log(C(d)) = -2.083log(d) - 2.27
Erros parametros = 0.005 e, 0.006 respectivamente.
-3.0 1 e dados numéricos
-3.5
= o
[v]
‘6’—4‘5
o
504
554
6.0 4
—6.5 4 . . . . T . " . .
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
log(d)
(b)
a=1.0
A=0.0
5000 realizagdes.
3.5 1
3.0 4
2.5
% 2.01
&)
‘6 1.5
o
1.0 1
05 ] Ajuste linear:
“| —— log(C(d)) = -2.03log(d) + 3.71
00 Erros parametros = 0.04 e, 0.06 respectivamente.
e Dados numéricos
-0.5

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00

log(d)

Figura 3: log (Cﬂﬁ%mn) vs log(d), sendo d = n — [ para a cadeia dXX de tamanho L =
200. Nos calculamos as médias sob 5000 realizagoes de desordem. O circulo corresponde
ao valor numérico e a linha sélida é o resultado do fit. A curva superior consiste em
informacao obtida exatamente, através da Eq. (61); a curva abaixo desta discrimina o
resultado obtido através do SDRG.

Ressaltamos que, apesar do exemplo acima se referir a uma desordem particular,
representada por a = 1,0, o resultado ¢é universal e independe de a. Isso motiva a
pergunta para o caso em que A # 0: na cadeia dXXZ, a média das correlagoes cai com lei

de poténcia? Note que para este caso, a diagonalizagao exata ¢ limitada a redes pequenas
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(L ~ 30). Por esta razao, o SDRG se torna uma ferramenta importante na anélise destes

Casos.

4.1.2 Correlagoes dinamicas

A fim de verificar a validade das correlagoes dindmicas Cf,?RG(t), comparamos es-
tas correlagbes com o resultado exato dado pela Eq. (58). Para melhor visualizagao das
diferencas entre estas, calculamos a Transformada de Fourier das correlagoes. A Transfor-
mada de Fourier no tempo fornece o perfil de frequéncias de ressonancia. Pela paridade
das correlagoes Cy (t) = Cp (—t), a Transformada ¢ uma funcao real. Nas Fig. 4, 5
e 6 dispomos exemplos de curvas cujas principais nuances foram encontradas em varias
realizacoes da cadeia dXX. Classificamos de alta energia aqueles dimeros, tais como forne-
cidos pelo SDRG, nos quais a diferenga entre o estado fundamental e o primeiro excitado
é maior [veja p. 5], com relagdo aos demais. Em geral, os primeiros dimeros formados no
processo de decimagao tem esse gap mais proeminente, enquanto que os ultimos singletos
formados terao, no limite termodinamico, gap nulo. Razoavelmente portanto, espera-se

que os singletos formados em passos intermediarios apresentem um gap entre os extremos.

—200

—400 4

—600 -

—800 -

+1000 Resultado numérico
—— Interpolagdo

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 4: Parte real da Transformada de Fourier no tempo de uma correlacao que detém
perfil tipico dos dimeros de mais alta energia, como funcao da frequéncia w. A realizagao-
exemplo é de uma cadeia dXX de tamanho L = 200.
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200

100

200

600

Resultado numérico
= Interpolagéo

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Figura 5: Parte real da Transformada de Fourier no tempo de uma correlagdo que de-
tém perfil tipico dos dimeros de energia intermediaria, como funcao da frequéncia w. A
realizacao-exemplo é de uma cadeia dXX de tamanho L = 200.

=500 1

-1000

—1500

—2000

—2500

—3000

—3500

Resultado numérico
—— Interpolagao

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Figura 6: Parte real da Transformada de Fourier no tempo de uma correlacao que detém
perfil tipico dos dimeros de mais baixa energia, como funcao da frequéncia w. A realizagao-
exemplo é de uma cadeia dXX de tamanho L = 150.

Pudemos notar, em varios casos, a presenca de um pico bem definido, conforme es-
perado de acordo com a teoria efetiva, o que é uma assinatura da clusterizagao de pares

de singletos, i.e., da RSP [ver Eq. (19)]. O acoplamento efetivo é obtido por meio de
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conversao apropriada a partir da frequéncia w na Transformada. Para esses casos, acordo
numérico se mostrou pelo menos em 3 ou 4 ordens de grandeza. Noutros varios, temos a
presenca de picos bem menores [como apresentado na Figura 5]. Este resultado implica
que o SDRG néo é capaz de descrever bem algumas correlacdes temporais. E possivel que
estes picos sejam capturados mediante uma teoria de perturbagao de mais alta ordem,
ou mesmo corrigindo o estado fundamental efetivo. J& no contexto de varias frequén-
cias comparaveis o estudo deve ser conduzido mais cautelosamente, sendo possivel ainda
nao haver tratamento computacionalmente conveniente, ou mesmo de todo, por uma te-
oria de perturbacao. Observamos ainda que a energia do estado fundamental obtida via
SDRG superestima o valor exato. Isso, acrescido ao fato de que a renormalizacao ¢é exata
apenas em limites termodinamico e de desordem infinita, possibilita-nos inferir que uma
decomposicao talvez mais adequada para tratar sistemas finitos reais leve em considera-
cao efeitos de trés corpos (adi¢ao de trés Spin—%, resultando em subespagos com spin 1/2
e 3/2). O estado fundamental desse sistema ¢é obtido exatamente, com certa facilidade,
e talvez seja um caminho viavel para utilizar como teoria efetiva. Esse efeito pode ser
importante particularmente nos casos em que a diferenca entre o maior acoplamento e
o segundo maior, em uma determinada etapa do algoritmo, nao seja tdo proeminente e
suas distancias suficientemente pequenas, podendo mesmo tais acoplamentos ser primeiros
vizinhos.

A licdo a ser aprendida aqui, nos parece ser que o estudo das propriedades dinami-
cas da cadeia dXX é no minimo delicado, quando conduzido através do SDRG: mesmo
para o = 0,4 e L = 800 ainda se pode apreciar desvios significativos da teoria efetiva,
para varias correlagoes. Uma vez que se espera, para cadeias relativamente grandes, a
necessidade de pouca desordem para que uma RSP apareca, pode ser que o algoritmo
implementado sofra devido as limitagoes numéricas. Por outro lado, devido ao sucesso
da explicacao de propriedades estaticas - pois o acordo obtido foi relevante para assim
o considerarmos, nas correlacoes estaticas e na EE, como sera visto adiante - é forcoso
inferir que o que se encontra por tras da dinamica fisica desse sistema esta, na verdade,

subapreciado pelo SDRG convencional.

4.1.3 A Entropia de Emaranhamento
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A partir do ja discutido método da matriz correlacao, o calculo exato pode ser feito
para a entropia média de um sistema bipartido de tamanho L. Abaixo, segue o resultado
e a frente a EE obtida a partir do estado fundamental efetivo, como fornecido pelo SDRG.

(a)

a=20.3
5000 realizagdes.

0.90 A

0.85

0.80

0.75 A

S(1)

0.70

0.65

—e— Resultado numérico

Fit para logaritmo - y = 0.11log(x) + 0.54
Erros parametros = 0.009 e, 0.02 respectivamente.

0.60 -

0.55

T T T T T
5 10 15 20 25

(b)
A

0.3
0.0
5000 realizagdes.

0.95 A

0.90 A

0.85

0.80

0.75 A

S(1)

0.70

0.65

—e— Resultado numérico

0.60 -

Fit para logaritmo - y = 0.128log(x) + 0.54
Erros parametros = 0.01 e, 0.02 respectivamente.

0.55 A

T T T T T
5 10 15 20 25

Figura 7: Valor médio da entropia de emaranhamento como fun¢ao do tamanho do sub-
sistema A para a cadeia dXX de tamanho L = 120. A média foi calculada sob 5000
realizacoes de desordem. (a) Resultado obtido via diagonalizagao exata (matriz correla-
¢ao); (b) Resultados do SDRG.

log2

Nossos resultados indicam que o pré-fator do termo logaritmico ¢ c.pp ~ 0,1 &~ <=,
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em acordo com o resultado analitico [17].

4.2 A cadeia dXXZ

4.2.1 Correlagoes

Vamos calcular agora as fungoes correlagao estatica para uma cadeia dXXZ genérica, isto
é, a arbtitrario e —0,5 < A < 1. Determinaremos as correlagoes médias da seguinte
forma: para uma dada realizacdo r, calculamos todas as correlagoes < ojo; > na parte
central da cadeia, i. e., L/4 < k,j < 3L/4. Estas correlagoes sdo obtidas depois que
utilizamos o processo de decimacgao do grupo de renormalizagdo descrito no capitulo 2.

Uma vez encontradas estas correlacoes, determinamos a soma
_ z _z
Cr(d) = Zj’k < 007 >,

de correlagdes nao-nulas entre sitios a uma distancia d = |j — k| para a realizagao r.
Finalmente, obtemos a correlagio média para N realizacdes: C(d) = + YN, C,(d). Con-
centraremos nossos estudos em cadeias abertas (OBC).

Devido aos dados obtidos, somos naturalmente compelidos a inferir que para quaisquer
valores 0 < a < oo aliados a anisotropias A na condicao —0,5 < A < 1 as correlagoes
médias seguem uma lei de poténcia do tipo C(d) ~ d 2, caracteristica de sistemas criticos
[24]. Este comportamento foi encontrado sistematicamente por nés, tratando de sistemas
com L ~ 10%, para N ~ 103 ou N ~ 10* realizacoes.

[lustrando o comportamento universal observado que mencionamos, as figuras 9 e 10
trazem médias sobre realizagoes das cadeias dXXX e dXXZ respectivamente. Ressaltamos
que o resultado aproximado para a cadeia dXX é muito bem respaldado pela informagao
exata obtida numericamente através dos métodos dispostos na secao 3.2. Nisso, somado
ao fato de que as leis de poténcia com decaimento quadratico sao consistentemente recu-
peradas, com erros da ordem de L~!, contemplamos a eficadcia do SDRG para descricao
das correlagoes de spin < ojoj >. Ressaltamos que estes resultados sdo obtidos tam-
bém através do Density Matriz Renormalization Group (DMRG) modificado para tratar

sistemas desordenados, conforme proposto em [25].
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0.3

U

a=
A=1.
10000 realiz

a ©

coes.

1 Ajuste linear:
—— log(C(d)) = -2.09log(d) + 4.12
Erros parametros = 0.01 e, 0.02 respectivamente.

e Dados numéricos
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log(d)

Figura 8: log (C(d)) vs log(d) para a cadeia dXXX de tamanho L = 200. Calculamos as
médias por meio do SDRG sob 10000 realizacoes. O circulo corresponde ao valor numérico
e a linha sélida é a expressao obtida por ajuste.

a=20.3
A=0.5
5000 realizagdes.

Ajuste linear:
—— log(C(d)) = -2.06log(d) + 4.64
“] Erros parametros = 0.02 e, 0.02 respectivamente.

¢ Dados numéricos

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00

log(d)

Figura 9: log (C(d)) vs log(d) para a cadeia dXXZ de tamanho L = 500. Calculamos as
médias por meio do SDRG sob 5000 realizagoes. O circulo corresponde ao valor numérico
e a linha sélida é a expressao obtida por ajuste.
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4.2.2 Entropia

Para calcular a entropia de emaranhamento, constréi-se uma subrotina que gera varias
configuragoes da cadeia dXXZ e conta os cruzamentos para todas parti¢coes possiveis do
sistema AB bipartido (veja segao 2.2), calculando assim a média sobre realizagoes. Com
essa média, podemos inferir o valor do coeficiente do termo logaritmico. Observa-se aqui
também, para os limites em que a RSP ¢é verificada, uma dependéncia universal de escala.
A fim de ilustrar o comportamento geral observado, acrescentando ao que ja discutimos
no caso A = 0, disciminamos o resultado na Fig. 10 a seguir.
a=20.5

A=-0.25
5000 realizagdes.

1.2 4

11+

1.0 4

0.9 4

S(1)

0.8

071 ' —e— Resultado numérico
Fit para logaritmo - y = 0.123log(x) + 0.591
0.6 1 Erros parametros = 0.001 e, 0.005 respectivamente.

T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

Figura 10: Valor médio da entropia de emaranhamento como funcao do tamanho do
subsistema A para a cadeia dXXZ de tamanho L = 1000. A média foi calculada sob 5000
realizacoes de desordem. Resultado obtido via SDRG.

Ora, a carga central efetiva é

Ceff = @,
se a é o fator de escala nas curvas log acima. Isso implica que encontramos

NlogZNO 19
Ceff—TN y )

de forma razoavelmente consistente, explicitando a violagao da lei entréopica de drea bem
como a universalidade da EE para as cadeias dXXZ na regiao de anisotropia —0,5 < A <

1. Conforme ja mencionado, estes resultados estao de acordo com o resultado analitico
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obtido na Ref. [17].

39
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5 Conclusoes

Nesse trabalho, discutimos resultados exatos e aproximados para a cadeia dXXZ, ou
seja, a cadeia XXZ desordenada; quanto aos parametros de desordem e de anisotropia,
respectivamente o e A, concentramos na regiao 0 < a < oo e —0,5 < A < 1 que, é
sabido, tem sua fisica de baixas energias descrita por uma Fase de Singletos Aleatoérios
(RSP, do inglés Random Singlet Phase), no limite termodindmico. Os resultados exa-
tos, particularmente, referem-se a cadeia dXX que corresponde a A = 0; neste cenario,
construimos um algoritmo genérico para calculo de fungoes correlagao, estaticas e dinami-
cas, bem como para calcular de maneira exata a entropia de emaranhamento, por meio do
método da matriz correlacao. Essa solugao exata nos permitiu “calibrar” a aplicabilidade
do grupo de renormalizacao cuja receita geral apresentamos e discutimos: o Grupo de
Renormalizagao de Desordem Forte (SDRG) foi aplicado ao problema em maos. Verifi-
camos que o SDRG é bem sucedido na descricao das propriedades estaticas investigadas,
enquanto o tratamento da dinamica se mostra impreciso, visto que no primeiro caso as
solugoes exatas apresentam compatibilidade, porém no segundo a disparidade é muito
mais importante.

Uma vez que nossas solucoes exatas se restringiram ao caso A = 0, convém submeter
os nossos resultados no caso A # 0 ao escrutinio de técnicas consagradas para tratar pro-
blemas unidimensionais, como o DM RG [26] e algoritmos M onte Carlo[27, 28] . Em
face da dificuldade encontrada no caso dindmico, sugerimos que as excitagoes de vizinhos
proximos podem se tornar importantes com o tempo e que, mesmo em regime estatico,
os acoplamentos de grandeza comparavel podem enfraquecer a precisao do RG durante
um passo no qual o dimero com maior gap esteja, e.g., imediatamente ao lado daquele
com o segundo maior. Enfatizamos que essas limitagoes se mostraram no tratamento de
sistemas que, podemos dizer, estao algo na fronteira entre o bulk em limite termodinamico
e os sistemas finitos, legitimando talvez o questionamento das propriedades tratarem de
fenomenos de crossover. No entanto, o acordo obtido para a carga central efetiva seria um
indicio de que nossos métodos sao aplicaveis a sistemas grandes, bem como o fato de que
a descricao estatica das correlagoes para a cadeia dXX, via SDRG, encontra-se ressonante

aos resultados outrora obtidos de maneira exata.
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Apéndice A - Operadores Fundamentais

Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sdo defnididas como

E facil ver que estas matrizes satisfazem as seguintes propriedades,

A1l - Sao hermitianas.

A2 - (0%)? = (0¥)? = (07)* = 1.

A3 - Possuem tracgo nulo.

A4 - det(o?) = det(o¥) = det(o”) = —1.

A5 - {0',07} = (o' 4+ olo’) = 26y, 1, = {x,y,2}.
A6 - Tém autovalores iguais a +1.

1 0
A7 - Os autoestados de ¢* sao e

0 1

Operadores Levantamento e Abaixamento

Os operadores levantamento e abaixamento sdo definidos como

01
ot = )
0 0
~Joo
oo = ,
1 0

respectivamente.

A justificativa do nome que se da a estes operadores ¢é facilmente apreciada observando-

. 1
se a atuacao destes nos autoestados. E conveniente representarmos |1) = , que cor-
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responde ao estado com spin para cima e |]) =

para baixo. Deste modo, vemos que

=),
o |\L> = 07

o 1) =),
o 1) =0,

42

, que corresponde ao estado com spin

Nota-se também que, escrevendo (1| = {1 ()} , (I = [0 1}, podemos representar (a

verificagdo é imediata)

Algebra dos operadores o*
A8 - (oM =0".
A9 - (6%)2=0

A1l - oV =i(o™ — o).
Al12 - {oT, 07} =1.

A13 - [0, 07]

Al14 - (ct0F

Prova:

o' 0% e c”
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a) Note primeiramente que a propriedade A12 equivale a {o=, 07} = 1, logo

+

octocT =1—-0Fo*

o .

+

Multiplicando tudo por o@c¥ pela esquerda (obteriamos o mesmo se multiplicdssemos

pela direita)

(0F0T)? = oc%0F — 0% (0F)%0™.

Mas, por A9 isso equivale a

(ajEJ:F)2 =otoT,

Facilmente se conclui, por inducao, que

(cFoF)" = oF 0.

b) Utilizando A12 e A13, vemos que
{o%,0F} + [0F,0F] =2(cF0F) =1+ 0%

A15 - 0%, 0] = F207.
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