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Resumo

Investigamos a cadeia XXZ desordenada sob condições de contorno abertas (OBC,

do inglês Open Boundary Conditions). No caso especial em que a anisotropia ∆ se

anula (a cadeia XX), mapeamos a cadeia desordenada em uma cadeia de férmions livres

(sem spin) com termos de hopping aleatórios. Isto nos permite investigar correlações

dinâmicas e a entropia de emaranhamento (EE) para sistemas de tamanho L da ordem

de centenas de sítios. O Grupo de Renormalização de Desordem Forte (SDRG, Strong

Disorder Renormalization Group) é utilizado como ferramenta auxiliar na exploração

do caso geral, cujo tratamento exato é até então desconhecido. Estudamos as correlações

estáticas efetivas médias e obtemos decaimentos por lei de potência, característicos de

sistemas críticos; encontramos ainda que a média da entropia de emaranhamento dos

sistemas desordenados estudados escala logaritmicamente. Determinamos a carga central

efetiva para vários casos de desordem e anisotropia, constatando sua universalidade no

modelo para um intervalo −1
2
< ∆ ≤ 1.

Palavras-chave: Sistemas fortemente correlacionados, SDRG, modelo XXZ, desordem

magnética, Entropia de Emaranhamento, sistemas críticos.



Abstract

We investigate the disordered XXZ chain under open boundary conditions (OBC).

In the particular case of vanishing anisotropy ∆ (the XX chain), we map the disordered

chain into a (spinless) free-fermions chain with random hopping terms. This allows the

investigation of dynamical correlations and of the entanglement entropy (EE) for systems

with a size L in the order of hundreds of sites. The Strong Disorder Renormalization

Group (SDRG) is utilized as a subsidiary tool for exploring the general case, whose exact

treatment is yet unknown. We study the effective average static correlations and find

power-law decays, characteristics of critical systems; we further learn that the mean EE

of these random systems scales logarithmically. The effective central charge is determined

for various realizations of disorder and anisotropy, highlighting its universality in the

model for the interval −1
2
< ∆ ≤ 1.

Keywords: Strongly correlated systems, SDRG, XXZ model, magnetic disorder, En-

tanglement Entropy, critical systems.
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1 Introdução

A primeira descrição teórica de sucesso de metais e isolantes é baseada em elétrons

livres ou fracamente interagentes. A distinção entre metais e isolantes a temperatura

nula, segundo esta teoria, baseia-se em como as bandas eletrônicas, que surgem devido à

periodicidade da rede cristalina, são preenchidas. Essa distinção foi proposta e estabele-

cida nos primórdios da mecânica quântica. O sucesso desta teoria levou à construção de

um dos mais importantes dispositivos eletrônicos da nossa sociedade contemporânea, os

transistores, que estão presentes nos mais variados produtos do nosso cotidiano, como TVs

e computadores. Contudo, há uma certa classe de compostos no qual a teoria baseada em

elétrons livres e/ou fracamente interagentes não descreve corretamente a física observada

experimentalmente. Foram Mott e Peierls alguns dos primeiros a sugerir que uma forte

interação Coulombiana entre os elétrons poderia dar origem ao comportamento isolante.

Neste caso dizemos que o sistema é fortemente correlacionado.

Um dos exemplos mais célebres de modelos fortemente correlacionados é a cadeia XXZ

de spin-1/2 cuja Hamiltoniana é dada por [1]

Ĥ(K1, K2, ..., KL,∆) =
L−1
∑

i=1

Ki

4

(

σx
i σ

x
i+1 + σy

i σ
y
i+1 + ∆σz

i σ
z
i+1

)

+ Ĥs, (1)

sendo σx, σy e σz as matrizes de Pauli (veja Apêndice A), ∆ a anisotropia e Ki o termo

de interação entre os spin nos sítios i e i+ 1 da cadeia de tamanho L. Consideraremos o

termo de superfíce dado por

ĤS = ĤS(φ) =
KL

4
[cosφ (σx

Lσ
x
1 + σy

Lσ
y
1) + senφ (σx

Lσ
y
1 − σy

Lσ
x
1 ) + ∆ (σz

Lσ
z
1)] . (2)

Note que esse termo descreve condições periódicas de contorno (PBC2) se φ = 0 e anti-

periódicas (APBC3) para φ = π. Nas condições abertas de contorno, tomamos ĤS = 0.

A física de baixas energias do caso puro/limpo, Ki = K ∀i, é relativamente bem enten-

dida devido ao fato que o modelo pode ser exatamente solucionado via o método de ansatz

de Bethe [2] e pelo mesmo ser descrito por um líquido de Luttinger [3]. Em particular,

é bem conhecido que as funções de correlações estáticas comportam-se, assintoticamente,

2Periodic Boundary Conditions
3Antiperiodic Boundary Conditions
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como [3]

< σz
i σ

z
i+l >=

(−1)lA

lη
− 1

4π2ηl2
,

sendo o expoente η = 1 − arccos(∆)
π

e A uma constante. O caso em que ∆ = 0 (a cadeia

XX) é interessante pois pode-se obter vários resultados exatos mapeando-se a cadeia XX

em uma cadeia de Férmions livres via transformação de Jordan-Wigner [1, 4]. Alguns

deste resultados serão apresentados no capítulo 3.

Vale mencionar que impurezas ou imperfeições na rede cristalina aparecem com frequên-

cia em materiais. Desta forma, se faz necessário entender qual o efeito das impure-

zas/imperfeições da rede cristalina na física do problema. Com isto em mente, neste

trabalho pretendemos considerar o efeito da desordem magnética, isto é, impurezas que

alteram a interação magnética entre íons na cadeia XXZ. Para tanto, exigiremos que os

coeficientes Ki comportem-se como variáveis aleatórias 0 < Ki < 1, distribuídas de acordo

com P (K) = αK(α−1). Essa distribuição é conveniente porque podemos sintonizar o grau

de desordem através da potência α > 0 [5]. Como ferramenta auxiliar no estudo de siste-

mas desordenados, empregaremos ainda o Grupo de Renormalização de Desordem Forte

(SDRG) [5, 6, 7], descrito no capítulo 2.

Nosso estudo gravita em torno das seguintes quantidades:

• Funções correlação do tipo

Cn,l(t) = 〈Ψ|Sz
n(t)Sz

l (0) |Ψ〉 , (3)

sendo |Ψ〉 o estado fundamental do respectivo hamiltoniano e Sz
n(t) = eiHtSz

n(0)e−iHt,

ou seja, a evolução temporal4 do operador Sz
n(t). A transformada de Fourier no es-

paço e no tempo dessa grandeza é chamada função espectral e pode ser medida

experimentalmente via espalhamento de nêutrons [8].

• Cálculo da entropia de emaranhamento (EE) para um subsistema A de spin, sendo

que o subsistema, ou bloco A tem o tamanho l < L. Essa entropia é definida a

partir da matriz densidade reduzida [9].

S ≡ −Tr [ρAlog(ρA)] , (4)

4Utilizamos unidades em que ~ = 1.
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sendo ρA = TrB(ρAB) a matriz densidade reduzida do subsistema A e estamos

utilizando log como a função logaritmo na base e. Com isso é possível também

sondar a ocorrência de comportamentos universais [10, 11, 12, 13].

Ressaltamos que há na natureza várias realizações experimentais de sistemas quasiunidi-

mensionais. O estudo é justificado não apenas do ponto de vista básico, mas também

pela atualíssima realidade em que a manipulação de átomos individuais em sistemas de

baixa dimensão é possivel mediante redes ópticas [8, 14].

Este trabalho está apresentado na seguinte forma: No capítulo 2 apresentaremos o

algoritmo do Grupo de Renormalização de desordem forte, em particular mostraremos

como determinar funções correlações e a entropia de emaranhamento por este método.

No capítulo 3 focaremos na cadeia XX, a qual pode ser investigada exatamente. No

capítulo 4 apresentamos os nossos resultados. Finalmente, no capítulo 5 expomos nossas

conclusões.
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2 O SDRG

Resolver um problema de muitos corpos de maneira exata, analiticamente, é quase

sempre impossível. Isso não significa que estamos impossibilitados de poder dizer algo a

respeito da natureza de tais sistemas; muita vez, como a Mecânica Estatística iniciada

por Boltzmann5 e formalizada por Gibbs6 nos ensinou, a presença de várias partículas

resulta em novos padrões coletivos que podemos reconhecer, tratar e então construir uma

descrição e submetê-la à experiência.

Grande parte do esforço em Física da Matéria Condensada é na criação de métodos

que sirvam para uma boa descrição da física regida por fenômenos coletivos, apesar da

não disponibilidade de soluções analíticas exatas. É neste ínterim que a utilidade de um

processo de renormalização se encontra. É possível obter uma ideia geral do sistema,

desde que - a priori - os detalhes “microscópicos” não sejam tão importantes, construindo

uma cópia do problema original. Esperançosamente, a cópia será simples o suficiente

para abordarmos o hamiltoniano efetivo em mãos e extrair dados relevantes, mas não

simplista a ponto de que os dados estejam em desacordo com a experiência mesmo quali-

tativamente.

2.1 Renormalização

Primeiramente, discutimos e obtemos o procedimento geral de renormalização baseado no

Strong Disorder Renormalization Group (SDRG)[5, 7] para a cadeia dXXZ7 , antiferro-

magnética com anisotropia ∆, sob OBC. Sabe-se que física de baixas energias desses sis-

temas no limite termodinâmico (L → ∞) é descrita pela Random Singlet Phase (RSP), ou

5“Ludwig Eduard Boltzmann (Viena, 20 de fevereiro de 1844 — Duino-Aurisina, 5 de setembro
de 1906) foi um físico austríaco, conhecido pelo seu trabalho no campo da termodinâmica estatística. É
considerado junto com Josiah Willard Gibbs e James Clerk Maxwell como o fundador da mecânica esta-
tística. Foi defensor da teoria atómica, numa época em que esta ainda era bem controversa.” (Descrição
da Wikipedia: pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann.
Acesso em 10/11/2018.)

6“Josiah Willard Gibbs (New Haven, 11 de fevereiro de 1839 — New Haven, 28 de abril de 1903)
foi um cientista americano que realizou importantes contribuições teóricas na física, química e mate-
mática. Seu trabalho sobre as aplicações da termodinâmica contribuiu para transformar a química fí-
sica em uma ciência dedutiva rigorosa. Junto com James Clerk Maxwell e Ludwig Boltzmann, criou
a mecânica estatística (um termo que ele cunhou), explicando as leis da termodinâmica como con-
sequências das propriedades estatísticas de grandes agregados de partículas.” (Descrição da Wikipe-
dia: pt.wikipedia.org/wiki/Josiah_Willard_Gibbs pt.wikipedia.org/wiki/Josiah_Willard_Gibbs.
Acesso em 10/11/2018.)

7As cadeias XX e XXZ desordenadas serão denotadas dXX e dXXZ respectivamente.
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Fase de Singletos Aleatórios, desde que a anisotropia se encontre no intervalo −1
2
< ∆ ≤ 1,

para qualquer 0 ≤ α < ∞. Passamos então ao cálculo da correlação dada pela Eq. (3),

por meio do estado fundamental aproximado e do hamiltoniano efetivo.

Considere o hamiltoniano

ĤXXZ =
L−1
∑

i=1

Ki

4
(σx

i σ
x
i+1 + σy

i σ
y
i+1 + ∆σz

i σ
z
i+1). (5)

A idéia principal do SDRG é obter uma descrição da física de baixas energias eliminando

os graus de liberdade associados com as energias mais altas através de uma renormalização,

a qual descrevemos abaixo.

Suponha que inicialmente a configuração de acoplamentos de uma cadeia de L sítios

seja (..., Kl, Km, Kr, ...)L sendo Km o maior acoplamento desta distribuição arbitrária.

Obter-se-á um Hamiltoniano efetivo, abordando o sistema perturbativamente. Seja H0 o

hamiltoniano que descreve o par de spins com acoplamento Km

H0 =
Km

4
(σx

mσ
x
m+1 + σy

mσ
y
m+1 + ∆σz

mσ
z
m+1),

e W uma perturbação, associada com a interação dos sítios com seus vizinhos próximos,

i.e.,

W =
Kl

4
(σx

m−1σ
x
m+σy

m−1σ
y
m+∆σz

m−1σ
z
m)+

Kr

4
(σx

m+1σ
x
m+2+σy

m+1σ
y
m+2+∆σz

m+1σ
z
m+2), (6)

sendo σx
k = 1

2

(

σ+
k + σ−

k

)

e σy
k = 1

i2

(

σ+
k − σ−

k

)

[veja o Apêndice A].

Denotamos |0〉 = |↑m↓m+1〉−|↓m↑m+1〉√
2

, |1〉 = |↑m↑m+1〉 , |2〉 = |↑m↓m+1〉+|↓m↑m+1〉√
2

e |3〉 =

|↓m↓m+1〉 os autoestados de H0 com energias E0 = −Km

2
(1 + ∆

2
), E1 = Km

4
∆, E2 =

Km

2
(1 − ∆

2
) e E3 = Km

4
∆ respectivamente. Note que as energias E1 e E3 são iguais, o que

caracteriza um subespaço duplamente degenerado; se ∆ = 1, temos os estados |1〉 , |2〉 e

|3〉 constituindo um tripleto. Entretanto, não será necessário utilizar o aparato da teoria

de perturbação degenerada, desde que −1 < ∆ pois nesse intervalo o estado fundamental

é não degenerado. Ademais, defina Sz
T0

=
∑m+1

j=m
1
2
σz

j . Então Sz
T0

|1〉 = |1〉, Sz
T0

|3〉 = |3〉 e

Sz
T0

|2〉 = 0 |2〉. Uma vez que
[

H0, S
z
T0

]

= 0, |1〉 , |2〉 e |3〉 permanecem bons estados para o

problema [9].
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O Hamiltoniano efetivo será, portanto, o operador energia corrigido até segunda ordem

Heff = H0 + 〈0|W |0〉 +
3
∑

j=1

| 〈0|W |j〉 |2
E0 − Ej

,

sendo importante notar que a teoria de perturbação é aqui conduzida de maneira tal a

projetar a perturbação W em um subespaço, isto é, os “valores esperados” calculados não

retornam quantidades escalares, mas operadores.

É fácil ver que 〈0|W |0〉 = 0; por linearidade, as alterações (spin-flip ou excitação

magnética longitudinal devido a Sz) nos sítios m e m + 1 resultam sempre em estados

ortogonais ao singleto. Na verdade, podemos interpretar essa anulação fisicamente: devido

ao efeito de desordem magnética, em uma primeira ordem os spin não interagem entre

si, visto que para α → 0+, ou seja, desordem infinita, têm-se os acoplamentos também

tendendo a zero, donde a correção de primeira ordem anula-se. Obtemos

Heff (∆) = H0 − 1
Km

| 〈0|W |2〉 |2 − 2
Km (1 + ∆)

∑

j={1,3}
| 〈0|W |j〉 |2. (7)

Através dos resultados auxiliares

〈0|W |1〉 =
1√
8

(

Klσ
+
m−1 −Krσ

+
m+2

)

,

〈0|W |2〉 = −∆
8

(

Klσ
z
m−1 −Krσ

z
m+2

)

,

〈0|W |3〉 = − 1√
8

(

Klσ
−
m−1 −Krσ

−
m+2

)

,

conclui-se que

|〈0|W |1〉|2 =
1
8

[

K2
l

(

σ+
m−1σ

−
m−1

)

+K2
r

(

σ+
m+2σ

−
m+2

)

−KlKr

(

σ+
m−1σ

−
m+2 + h.c.

)]

, (8)

|〈0|W |2〉|2 =
∆2

16

(

K2
l +K2

r − 2KlKrσ
z
m−1σ

z
m+2

)

, (9)

em que foi utilizado o fato (σz)2 = I, sendo I o operador identidade, e que

|〈0|W |3〉|2 =
1
8

[

K2
l

(

σ−
m−1σ

+
m−1

)

+K2
r

(

σ−
m+2σ

+
m+2

)

−KlKr

(

σ+
m−1σ

−
m+2 + h.c.

)]

. (10)
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Findo este procedimento, renormalizamos o sistema para uma cadeia com L−2 sítios e

um singleto isolado. Agora obtém-se uma configuração do tipo(..., Km−2, Keff , Km+3, ...)L−2.

Observamos também que o aparecimento de anisotropias renormalizadas de acordo com

Eq. (15) mostra que o critério mais geral para determinar os dímeros de altas energias

é, na verdade, observar a energia necessária para levar um singleto ao primeiro estado

excitado |2〉 para a região de valores ∆ considerada. Na Fig. 1 ilustramos o procedimento

de renormalização obtido pela teoria de perturbação, em particular para uma cadeia dXX.

O algoritmo é executado até que o hamiltoniano efetivo final seja uma soma de dímeros

isolados, isto é, de termos do tipo H0. Notamos que os pontos fixos na renormalização da

anisotropia são ∆ = {0, 1}, que se ∆ < 1 tem-se anisotropia efetiva se aproximando de

zero e para ∆ > 1 ela tende a divergir: esses comportamentos extremos são mais nítidos

para os acoplamentos efetivos de longa distância, visto que estes surgem em situações nas

quais um mesmo par de spins está adjacente ao maior acoplamento em vários passos do

algoritmo.

2.2 Previsões do SDRG

O estado fundamental e o hamiltoniano efetivo, com suas estruturas radicalmente mais

simples do que aquela do problema original, permite-nos obter as correlações e a EE [ver

Eqs. (3) e (4)] de forma fechada, conforme mostraremos nas subseções 2.2.1 e 2.2.2 a

seguir. Adiante, no capítulo 3, derivamos as correlações e a EE para a cadeia dXX de

forma exata, o que fornece comparativos e, portanto, como referência para a eficácia do

SDRG em abordar os sistemas aqui estudados.

2.2.1 Correlação

Desejamos agora calcular as correlações

CSDRG
k,j (t) = 〈Υ |Sz

k(t)Sz
j (0) |Υ 〉 , (16)

sendo Sz
k(t) = eiHeff tSz

k(0)e−iHeff t, Heff =
∑L/2

n=1
Kf(n)

4

(

σx
f(n)σ

x
g(n) + σy

f(n)σ
y
g(n) + ∆f(n)σ

z
f(n)σ

z
g(n)

)

;

os coeficientes Kf(n) e ∆g(n) são dados pelo SDRG conforme discutido na seção anterior.

Os índices f(n) e g(n) são funções bijetivas aleatórias, decorrente do SDRG. Denotemos
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Dφ e Imφ o domínio e a imagem, respectivamente, da função φ. As funções f e g, acima

introduzidas, gozam das propriedades

1. Df = Dg = {1, 2, ..., L/2} = D, visto que o hamiltoniano efetivo tem tamanho L
2
,

2. Imf
⋂

Img = {}, pois nenhum spin constitui dímero consigo mesmo, e

3. Imf ∪Img = {1, 2, 3, ..., L}, posto que os sítios componentes originam de uma cadeia

com tamanho L.

Note que o cálculo de Ck,n(t) envolve o hamiltoniano original [veja Eqs. (1), (2) e (3) ];

aqui desejamos verificar se o SDRG consegue descrever corretamente o comportamento

de Ck,n(t) para o caso ∆ = 0. Para tanto, vamos comparar Ck,n(t) e CSDRG
k,n (t), uma vez

que a cadeia dXX pode ser resolvida de forma exata.

O estado fundamental, conforme discutido anteriormente, é dado por

|Υ 〉 =

L
2
∏

n=1

⊗

∣

∣

∣sf(n),g(n)

〉

, (17)

sendo

|si,j〉 =
1√
2

(|↑i↓j〉 − |↓i↑j〉) . (18)

A fim de calcular CSDRG
k,n (t) note primeiro que

〈Υ | eiHt = 〈Υ | eiE0t, sendo E0 a energia do autoestado |Υ 〉.
Note ainda que, sem perda de generalidade, se j ∈ Imf e f(l) = j para algum l, então

Sz
j |Υ 〉 = Sz

j

∣

∣

∣sf(1),g(1)

〉

⊗

...
⊗

∣

∣

∣sj,g(l)

〉

⊗

...
⊗

∣

∣

∣sf( L
2

),g( L
2

)

〉

,

usando o fato que

Sz
j

∣

∣

∣sj,g(l)

〉

=
1

2
√

2

(∣

∣

∣↑j↓g(l)

〉

+
∣

∣

∣↓j↑g(l)

〉)

=
1
2

∣

∣

∣s↑
j,g(l)

〉

,

obtemos

Sz
j |Υ 〉 =

1
2





L/2
∏

m6=i

⊗

∣

∣

∣sf(m),g(m)

〉





⊗

∣

∣

∣s↑
j,g(i)

〉

.

Seja −s0 a energia do singleto
∣

∣

∣sj,g(l)

〉

. Uma vez que a energia do estado
∣

∣

∣s↑
j,g(i)

〉

é
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−s0 +Kj, temos então

e−iHtSz
j |Υ 〉 = e−it(E0−(−s0)+(−s0+Kj))Sz

j |Υ 〉 = e−it(E0+Kj)Sz
j |Υ 〉 ,

em que no passo intermediário explicitamos a subtração da energia do singleto e adição

da energia do estado
∣

∣

∣s↑
j,g(i)

〉

. Finalmente,

CSDRG
k,j (t) = e−iKjt 〈Υ |Sz

kS
z
j |Υ 〉 .

Além da autocorrelação, temos essencialmente duas possibilidades:

1. k = g(j)

2. k 6= j e k 6= g(j).

O primeiro caso, como é fácil ver, retorna

CSDRG
k,j (t) = −1

4
e−iKjt,

uma vez que os dímeros são indexados pelo par (f(j), g(j)).

A segunda possibilidade resulta sempre zero, dado que no valor esperado final o termo
〈

sj,g(i)

∣

∣

∣ s↑
j,g(i)

〉

= 0 aparecerá no produto escalar8, então temos correlação nula.

Desse modo, podemos escrever o resultado final genérico

CSDRG
k,j (t) =

1
4
e−iKjt

(

δg(j),k + δk,j
) (

1 − 2δk,j
)

. (19)

Conforme já mencionado, iremos comparar as correlações CSDRG
k,j (t) com os resultados

exatos, a fim de verificar quão boa é a aproximação de desordem forte para o modelo

dXX.

Uma grandeza relacionada a um observável físico para estudos via espalhamento é a

seção de choque. A Função Espectral do problema, ou Fator de Estrutura Dinâmico, isto

é, a Transformada de Fourier espaço-temporal da correlação dinâmica, está relacionada a

esse observável. O espalhamento de nêutrons é frequentemente empregado no estudo de

propriedades dinâmicas em sistemas magnéticos. Nota-se, portanto, que as frequências de

8g(j) é o valor distinto de k para o qual temos pareamento com j, conforme o SDRG.
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ressonância esperadas são exatamente os acoplamentos efetivos entre dímeros, podendo

ser estudadas a partir da transformada temporal.



2 O SDRG 12

2.2.2 Entropia de Emaranhamento

A Mecânica Quântica pode ser formulada sob diversas roupagens, consistentes e equi-

valentes, mais ou menos práticas e eficientes para as mais distintas classes de problemas.

Uma dessas formulações é baseada no uso de operadores densidade para descrição dos

estados de um sistema. Particularmente, visto que se objetiva quantificar o grau de ema-

ranhamento da cadeia dXXZ, trata-se de ferramenta muito útil. Referenciamos a exce-

lente obra [9] para uma introdução aos operadores densidade, matriz densidade reduzida,

à decomposição de Schmidt bem como várias aplicações desse formalismo poderosíssimo.

A entropia de emaranhamento9 (EE) é definida, para um sistema bipartido, com sub-

sistemas A e B conforme Eq. (4)

S ≡ −Tr [ρAlog (ρA)] .

Para os sistemas críticos unidimensionais e invariantes conforme [10] a E.E. do estado

fundamental se comporta como [11, 12, 13]

S(L, l) =
c

3η
log

[

ηL

π
sin

(

πl

L

)]

+
c1

η
− (1 − η) sb.

Sendo sb a entropia de fronteira [15, 16], c1 uma constante não universal e η = 2 para um

sistema com condições abertas de contorno (OBC), no limite termodinâmico com l finito,

temos

S(l) ∼ c

3η
log (ηl) +

c1

η
− (1 − η) sb.

Embora os sistemas desordenados não sejam invariantes conformes, é observado também

uma violação da lei de área entrópica nestes sistemas [5, 15, 16, 17, 18]. Neste caso,

o quociente que vai na frente do termo logaritmo é denotado carga central efetiva ceff .

Tendo em mãos a estrutura de singletos gerada no processo de decimação do grupo de

renormalização de desordem forte, podemos calcular facilmente a carga efetiva [5].

O estado fundamental aproximado obtido pelo SDRG para a cadeia dXXZ estudada

se trata de um conjunto de singletos isolados, conforme vimos na seção anterior. Podemos

9A EE também é conhecida como entropia de von Neumann.
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assim escrever o operador densidade do sistema AB bipartido como

ρAB = |Υ 〉 〈Υ | =
L/2
∏

j=1

⊗

ρf(j),g(j),

sendo

ρf(j),g(j) =
∣

∣

∣sf(j),g(j)

〉 〈

sf(j),g(j)

∣

∣

∣ ,

com f e g funções aleatórias decorrentes do SDRG cujas propriedades são aquelas descritas

na seção 2.1 e
∣

∣

∣sf(j),g(j)

〉

o estado singleto (veja Eq. (18)),

A matriz densidade reduzida para o subsistema A é dada por

ρA = TrBρAB,

e a operação traço parcial, denotada TrB, a qual soma sobre os graus de liberdade do

sistema B.

Logo,

ρA =
L/2
∏

j=1

TrBρf(j),g(j).

Por definição, podemos notar que10

TrBρf(j),g(j) =
1
2

(∣

∣

∣↑g/f

〉 〈

↑g/f

∣

∣

∣+
∣

∣

∣↓g/f

〉 〈

↓g/f

∣

∣

∣

)

, (20)

se f ∈ B mas g /∈ B e vice-versa.

Ademais,

TrBρf(j),g(j) =











1, se f(j) e g(j) ∈ B

ρf(j),g(j), se f(j) e g(j) /∈ B
. (21)

Utilizando a definição de EE, temos

S = −Tr




L/2
∏

m=1

TrBρf(m),g(m)

L/2
∑

m=1

log
[

TrBρf(m),g(m)

]



 ,

e podemos ver que se f(m) e g(m) pertencem ao subsistema B, a contribuição do traço

parcial é zero devido ao termo logaritmo. Denotando as funções que extraem o traço por

10A notação g/f significa que o índice poderia ser g ou f .
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|Ψk〉= ∏dim(A)
l=1

⊗

∣

∣

∣uk
l

〉

11, sendo possível naturalmente que uk
l assuma ↑ ou ↓, então

S = −
∑

j

∑

k

〈Ψk|
∏

m
TrBρf(m)g(m)log

[

TrBρf(j)g(j)

]

|Ψk〉 ,

em que utilizamos a notação de barra12 sobre o somatório e o produtório, a fim de indicar

restrição; no caso, restringimos às contribuições não-nulas para S.

Veja que, se f e g pertencem a A, então

TrBρf(j)g(j) =
1
2

(∣

∣

∣↑f(j)↓g(j)

〉

−
∣

∣

∣↓f(j)↑g(j)

〉) (〈

↑f(j)↓g(j)

∣

∣

∣−
〈

↓f(j)↑g(j)

∣

∣

∣

)

,

e dessa forma

log
[

TrBρf(j)g(j)

]

|Ψk〉 = ∓ |Ψk〉 log(2),

pois nas funções |Ψk〉 ambos os termos
∣

∣

∣↑f(j)↓g(j)

〉

e
∣

∣

∣↓f(j)↑g(j)

〉

apareceção no produto di-

reto que a compõe. Como os sinais estão trocados e o traço pega ambas as contribuições,

segue que, na verdade, os únicos possíveis termos não-nulos da EE são devido aos cruza-

mentos, isto é, quando um sítio f(j)[g(j)] está no subsistema A e o sítio-par g(j)[f(j)]

em B. Para encontrar essas contribuições, conforme Eq. (20), observe que

log
[1
2

(∣

∣

∣↑f/g

〉 〈

↑f/g

∣

∣

∣+
∣

∣

∣↓f/g

〉 〈

↓f/g

∣

∣

∣

)

]

|Ψk〉 =





dim(A)
∏

l 6=f/g

⊗

∣

∣

∣uk
l

〉





⊗

log
[1
2

|v〉
]

,

em que |v〉 =
∣

∣

∣↑f/g

〉

ou |v〉 =
∣

∣

∣↓f/g

〉

, i.e., |v〉 =
∣

∣

∣uk
f/g

〉

. Supondo, sem perda de genera-

lidade, que os sítios pertencentes ao subsistema A são indexados por f(m) para algum

valor de m no produtório restrito das contribuições não nulas, temos

〈Ψk|
∏

m
TrBρf(m),g(m) =

∏

m

⊗ 1
2

〈

uk
f(m)

∣

∣

∣ ,

o que implica

〈Ψk|
∏

m
TrBρf(m),g(m)log

[

TrBρf(j),g(j)

]

|Ψk〉 =
∏

m

⊗ 1
2

〈

uk
f(m)

∣

∣

∣

dim(A)
∏

l 6=f

⊗

∣

∣

∣uk
l

〉

⊗

log
[1
2

|v〉
]

.

11Aqui também, “k” é utilizado como índice.
12Esta notação será sistematicamente utilizada ao longo do texto, com variações explicitadas quando

necessário, sempre adaptadas à conveniência da situação.
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3 Cadeia dXX - tratamento exato

Tomando ∆ = 0, é possível obter de maneira exata as informações de interesse para

o modelo descrito pela Eq. (1). Isto se deve ao fato de que a cadeia XX pode ser

mapeada em uma cadeia de férmions livres, via a transformação de Jordan-Wigner [19, 20].

Comparações às previsões do SDRG serão conduzidas no capítulo seguinte. Os resultados,

como já dissemos, também servem de motivação inicial para emprego da metodologia no

estudo da cadeia dXXZ.

3.1 Diagonalização

Mostraremos inicialmente que é possível mapear a cadeia dXX em uma cadeia de férmions

livres com termos de hopping proporcionais aos acoplamentos Kj entre sítios. Números

aleatórios foram gerados por meio da função uniform(a,b), obtida por uso da biblio-

teca random em linguagem Python. Utilizamos a função linalg.eigh da biblioteca scipy,

também na linguagem Python, para diagonalização de matrizes. Uma vez utilizada a

distribuição uniforme (distribuição tipo “caixa”) no sorteio dos termos de acoplamento,

podemos alterar a desordem introduzindo um parâmetro α, tal que uma vez sorteado o

i-ésimo coeficiente, aplica-se K
1/α
i , de modo que os limites α → 0+ e α → ∞ corres-

pondam a desordem infinita e nula, respectivamente. Esse procedimento resulta em uma

distribuição do tipo P (K) = αK(α−1).

3.1.1 Fermionização

Definimos os operadores fermiônicos cm e c†
m como: [veja a Ref [20]]

cm = exp(iπ
m−1
∑

k=1

σ+
k σ

−
k )σ−

m, (22)

c†
m = exp(−iπ

m−1
∑

k=1

σ+
k σ

−
k )σ+

m, (23)

m = {1, 2, ..., L}.

Devido ao fato que os operadores Â = iπ
∑m−1

k=1 σ
+
k σ

−
k e Â† = −iπ∑m−1

k=1 σ
+
k σ

−
k são tais
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que
[

Â, Â†
]

= 0, é possível escrever

eÂeÂ†

= e(Â+Â†) = 1.

A partir deste fato e de que
[

Â, σ−
m

]

=
[

Â†, σ+
m

]

= 0, obtém-se

c†
mcm = σ+

mσ
−
m.

Utilizando a definição dos operadores levantamento e abaixamento, acrescido às regras

A12 e A13 do Apêndice A, podemos mostrar facilmente que os operadores definidos pelas

Eq. (22) e Eq. (23) sastifazem as seguintes relações de anticomutação

{cj, cj′} =
{

c†
j, c

†
j′

}

= 0, (24)

e
{

c†
j, cj′

}

= δj,j′ . (25)

Temos assim, explicitamente, a característica fermiônica dos operadores. Mostraremos

que podemos expressar a cadeia dXX quadraticamente em termos destes operadores.

Para tanto, note que podemos escrever os operadores de levantamento e abaixamento

como

σ−
j = exp(−iπ

j−1
∑

k=1

σ+
k σ

−
k )cj, (26)

σ+
j′ = exp(iπ

j′−1
∑

k=1

σ+
k σ

−
k )c†

j′ . (27)

Desde modo, é facil verificar que

σ+
j σ

−
j+1 = c†

jexp(−iπσ+
j σ

−
j )cj+1. (28)

Vamos mostrar abaixo que o lado direito da equação acima é c†
jcj+1.

Note primeiramente que

exp(iπσ+
j σ

−
j ) =

∞
∑

n=0

(iπ)n(σ+
j σ

−
j )n

n!
,
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entretanto, utilizando a relação A14 apresentada no Apêndice A, temos o seguinte

(σ+
j σ

−
j )n = Iσ+

j σ
−
j , n ∈ N,

sendo I a matriz identidade de ordem 2L, podemos escrever que

exp(iπσ+
j σ

−
j ) = σ+

j σ
−
j

( ∞
∑

n=0

(iπ)n

n!
− I

)

+ I,

= σ+
j σ

−
j

(

eiπ − 1
)

+ I.

Logo

exp(iπσ+
j σ

−
j ) = I(1 − 2σ+

j σ
−
j ) = (−σz

j ),

e

exp(iπσ+
j σ

−
j ) = exp(iπc†

jcj) = I(1 − 2c†
jcj).

Deste modo vemos que

σ+
j σ

−
j+1 = c†

jI(1 − 2c†
jcj)cj+1

= c†
jcj+1 − 2(c†

j)
2cjcj+1 = c†

jcj+1. (29)

Assim

ĤdXX =
L−1
∑

j=1

Kj

2

(

c†
jcj+1 + h.c.

)

+ ĤS(φ). (30)

De forma semelhante, o termo de superfície pode ser escrito

ĤS =
KL

2

[(

σ+
Lσ

−
1 + σ+

1 σ
−
L

)

cosφ+ i
(

σ+
Lσ

−
1 − σ+

1 σ
−
L

)

senφ
]

= (−1)n↑+1KL

2
(c†

Lc1e
iφ+c†

1cLe
−iφ),

(31)

sendo n↑ o número de partículas com spin-up na cadeia.

Assim, a cadeia dXX expressa em termos de operadores fermiônicos fica
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ĤF =
L−1
∑

j=1

Kj

2
(c†

jcj+1 + h.c.) +
Kj

2
(−1)n↑+1(c†

Lc1e
iφ + h.c.). (32)

Note que se φ = 0 e se n↑ for ímpar (par) a hamiltoniana acima está sob condições

periódicas (antiperiódicas) de contorno. Podemos escrever (−1)n↑+1 = eiα sendo

α =











0, n↑ ímpar

π, n↑ par
.

Notamos que a hamiltoniana apresenta simetria de calibre para a seguinte transfor-

mação

cj 7→ ei(αj+φ)/Lcj,

sendo α um número real qualquer14. Fazendo-se esta transformação obtemos que a ha-

miltoniana, em cadeias fechadas, fica da forma

ĤF =
L
∑

j=1

Kj

2

(

ei(α+φ)/Lc†
jcj+1 + h.c.

)

, (33)

que consiste em uma hamiltoniana de férmions livres, sem spin, com termos de hopping

complexos e aleatórios. Na presença de uma cadeia aberta e φ = 0, temos simplesmente

ĤF =
L−1
∑

j=1

Kj

2

(

c†
jcj+1 + h.c.

)

. (34)

Note que a hamiltoniana é real, independentemente das condições de contorno (C.C.),

desde que tomemos φ = 0. Nessa configuração, portanto, há possibilidade de construir

autofunções reais ou imaginárias puras.

3.1.2 Obtenção do espectro

Partimos aqui da Eq. (33) com φ = 0, isto é

ĤF =
L−1
∑

j=1

Kj

2

(

c†
jcj+1 + h.c.

)

+
KL

2

(

eiαc†
Lc1 + h.c.

)

.

Objetivando a diagonalização numérica do problema, observamos que é possível escre-

14É fácil ver que a transformação de calibre respeita a álgebra dos operadores cj ’s.
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ver as Hamiltonianas dos casos tratados na forma

H = C†ΛC, (35)

em que definimos:

C ≡





























c1

c2

...

cL−1

cL





























(36)

e, tomando as devidas distinções nos casos OBC e PBC,

Λ(γ) ≡ 1
2



































0 K1 0 · · · 0 γ

K1 0 K2 · · · 0 0

0 K2 0 K3 0 0

0 0 K3
. . .

...
...

...
...

... · · · 0 KL−1

γ 0 0 · · · KL−1 0



































(37)

γ =











0, OBC

(−1)n↑+1KL, contornos fechados
. (38)

Por construção a matriz Λ é real e simétrica, portanto diagonalizável [9]. Buscamos

uma transformação unitária A tal que D = A†ΛA, sendo D uma matriz diagonal, única a

menos de ordenamento de colunas e linhas. No caso em cena, A15 é a matriz cujas colunas

são os autovetores de Λ.

Note que em vista de A†A = AA† = I, têm-se

H = C†AA†ΛAA†C = X†DX, (39)

15Denotamos os elementos de A por aij
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sendo

X ≡





























x1

x2

...

xL−1

xL





























= A†C. (40)

Na forma diagonal, a hamiltoniana tem expressão genérica

H =
L
∑

k=1

Γkx
†
kxk =

L
∑

k=1

Γknk,

e estamos definindo aqui nk = x†
kxk.

Pela unitaridade da transformação segue

∑

β

aαβa
∗
γβ = δαγ. (41)

Uma consequência importante do fato acima é a invariância algébrica. Partindo da Eq.

(40), temos

xα =
L
∑

γ=1

a∗
αγcγ → x†

α =
L
∑

γ=1

aαγc
†
γ,

∴ {xα, xβ} =
∑

γ

∑

λ

a∗
βλa

∗
αγ {cγ, cλ} = 0, (42)

e
{

x†
α, xβ

}

=
∑

γ

∑

λ

aβλa
∗
αγ

{

c†
γ, cλ

}

=
∑

γ

∑

λ

a∗
αγaβλδγλ =

∑

λ

a∗
αγaβγ = δαβ. (43)

Por meio dessas relações de comutação, verifiquemos que
∏

ν≤λ x
†
ν |0〉 é autoestado da

hamiltoniana de nosso interesse, com autovalor Eλ =
∑λ

ν=1 Γν . Da mesma forma, veremos

que x†
α

∏

ν≤λ x
†
ν |0〉 também é autoestado e seu autovalor Eα = Γα + Eλ =

∑α
ν=1 Γν .

Temos que

H |0〉 = 0,

Hx†
ν |0〉 =

L
∑

k=1

Γknkx
†
ν |0〉 .

Mas para todo k na soma, tem-se

xk |0〉 = 0,
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e utilizando a Eq. (43) é fácil ver que

nkx
†
ν = x†

kδ
kν +

(

1 − δkν
)

x†
νx

†
kxk.

Assim

nkx
†
ν |0〉 =











0, k 6= ν

x†
ν |0〉 , k = ν

.

Então,

Hx†
ν |0〉 = Γνx

†
ν |0〉 .

Por indução, segue

Hx†
α

∏

ν≤λ

x†
ν |0〉 =

α
∑

ν=1

Γνx
†
α

∏

ν≤λ

x†
ν |0〉 .

Já que, mediante procedimento acima descrito, é possível gerar L autoestados orto-

gonais, segue que construímos todos autoestados possíveis na base de escolha, a menos é

óbvio de representações equivalentes [21]. Pode-se garantir ortogonalidade dos autoesta-

dos, dado que Λ = Λ†.

Estamos interessados em determinar as propriedades das hamiltonianas a temperatura

nula (T = 0). A energia do estado fundamental será dada por
∑

νΓν = EG.S., sendo a

soma restrita aos valores de ν tais que Γν ≤ 0.

Com as informações expostas acima, somos capazes de determinar as funções corre-

lação de interesse e calcular a EE, numericamente, para sistemas de tamanho L ∼ 100.

3.2 Correlações

Utilizando a relação c†c = σ+σ− = 1
2

+ Sz e o Teorema de Wick [21], podemos escrever a

Eq. (3) como

Cn,l(t) = 〈Ψ| c†
n(t)cn(t) |Ψ〉 〈Ψ| c†

l (0)cl(0) |Ψ〉+〈Ψ| c†
n(t)cl(0) |Ψ〉 〈Ψ| cn(t)c†

l (0) |Ψ〉+1
2

(1
2

− Θ(t)
)

,

sendo Θ(t) = 〈Ψ| c†
n(t)cn(t) |Ψ〉 + 〈Ψ| c†

l (0)cl(0) |Ψ〉 .
Uma vez que 〈Ψ| c†

n(t)cn(t) |Ψ〉 = 〈Ψ| eiHtc†
n(0)cn(0)e−iHt |Ψ〉, é fácil notar a inva-

riância temporal dessa grandeza, seja por observar o resultado d
dt

〈Ψ| c†
n(t)cn(t) |Ψ〉 =

i 〈Ψ|
[

H, eiHtc†
n(0)cn(0)e−iHt

]

|Ψ〉 = 0, seja por utilizar que e−iHt |Ψ〉 = e−iEG.S.t |Ψ〉. Logo

〈Ψ| c†
n(t)cn(t) |Ψ〉 = 〈Ψ| c†

n(0)cn(0) |Ψ〉, do quê compreendemos nossas tarefas resumirem
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a calcular as seguintes grandezas:

αj = 〈Ψ| c†
j(0)cj(0) |Ψ〉 , (44)

βn,l(t) = 〈Ψ| c†
n(t)cl(0) |Ψ〉 , (45)

γn,l(t) = 〈Ψ| cn(t)c†
l (0) |Ψ〉 . (46)

Iniciaremos pela grandeza αj. De acordo com a Eq. (40), por definição

x†
k =

∑

j

akjc
†
j −→ c†

m =
∑

b

a∗
mbx

†
b, (47)

cj =
∑

τ

ajτxτ .

∴ αj =
∑

b,τ

ajτa
∗
jb 〈Ψ|x†

bxτ |Ψ〉 . (48)

Nas somatórias acima, apenas caso b = τ esses termos podem contribuir, devido à

ortogonalidade dos estados. Ademais, se Hx†
τ |0〉 = Γτ |0〉 em que Γτ > 0, devido à Eq.

(43) segue xτ |Ψ〉 = 0. Logo,

αj =
∑

τ |Γτ ≤0
ajτa

∗
jτ , (49)

sendo explicitada a restrição dos valores de τ , quais sejam, aqueles em que Γτ ≤ 0.

Para lidar com as grandezas βn,l e γn,l encontraremos expressão conveniente para x†
k(t).

Primeiro, escrevemos

eiHt = eit
∑

k
Γknk .

Já que [nk, nl] = 0,

eit
∑

k
Γknk =

∏

k

eitΓknk . (50)

Temos ainda

n2
k = nk(1 − xkx

†
k) = nk,

de que facilmente decorre

nm
k = nk ∀m ∈ N. (51)
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Vamos definir um operador auxiliar. Primeiro, note que

eitΓknk =
∞
∑

j=0

(itΓknk)j

j!
= I +

∞
∑

j=1

(itΓknk)j

j!
.

Pela Eq. (51) , podemos escrever

∞
∑

j=1

(itΓknk)j

j!
= nk

∞
∑

j=1

(itΓk)j

j!
,

e por sua vez
∞
∑

j=1

(itΓk)j

j!
= eitΓk − 1.

∴ eitΓknk = I + nk(eitΓk − 1) = Λk, (52)

∴ eitH =
∏

k

Λk. (53)

Perceba que [nk, nl] implica [Λk,Λl] = 0. Temos, por meio da Eq. (52):

Λkx
†
l = δl

ke
itΓkx†

k +
(

1 − δl
k

)

x†
kΛl. (54)

Por construção

x†
k(t) = eiHtx†

k(0)e−iHt

∴ x†
k(t) =

∏

k

Λkx
†
k

∏

θ

Λ†
θ.

Usando a Eq. (54) na equação acima, segue o resultado

x†
k(t) = eitΓkx†

k. (55)

Mas

c†
n(t) =

∑

b

a∗
nbe

itΓbx†
b,

portanto,
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βn,l(t) =
∑

b,χ

a∗
nbalχe

itΓb 〈Ψ|x†
bxχ |Ψ〉 .

Por argumentações idênticas às que nos conduziram da Eq. (48) à Eq. (49), obtemos

que

βn,l(t) =
∑

χ|Γχ≤0
a∗

nχalχe
itΓχ . (56)

Quanto a γn,l(t), escrevemos

γn,l(t) =
∑

k,m

a∗
nmalke

−itΓk 〈Ψ|xkx
†
m |Ψ〉 .

Uma vez que se trata de sistema fermiônico, caso m ou k correspondam a níveis já

ocupados, pela Eq. (42) o valor esperado será nulo. Novamente, por ortogonalidade,

m 6= k também corresponde a uma contribuição nula. Valores não nulos, portanto,

corresponderão às contribuições de m = k tais que Γk > 0.

∴γn,l(t) =
∑

k|Γk>0
a∗

nkalke
−itΓk , (57)

com a soma restrita em conformidade ao que expomos no parágrafo anterior.

Finalmente, juntando tudo:

Cn,l(t) =
∑

τ |Γτ ≤0

∑

u|Γu≤0
anτa

∗
nτalua

∗
lu+

∑

u|Γχ≤0

∑

k|Γk>0
a∗

nχa
∗
nkalχalke

it(Γχ−Γk)+
1
2

(1
2

− Θ(t)
)

,

(58)

sendo Θ(t) = Θ(0) = Θ =
∑

τ |Γτ ≤0 (anτa
∗
nτ + alτa

∗
lτ ) , e como antes os valores aαβ são

entradas da matriz de autovetores que diagonaliza a hamiltoniana. Note que as condições

de contorno inicialmente impostas estão embutidas nos valores dos Γk’s e dos coeficientes

aij’s.

3.3 Entropia de Emaranhamento - o método da matriz correla-

ção

Para a cadeia dXX existe um procedimento exato que permite obter numericamente

sua entropia de emaranhamento em um bloco de l spins. Conforme veremos, é possível de-
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terminar a EE conhecendo os autovalores da matriz correlação A (seguimos integralmente

a Ref. [22] nessa discussão), cujos elementos são definidos como

Amn = 〈Ψ| c†
mcn |Ψ〉 , (59)

sendo 0 < m,n ≤ l. Por construção Amn = A∗
nm, i.e., a matriz correlação é hermitiana.

Considere que o sistema bipartido de L sítios seja composto do subsistema A de tamanho l

e do subsistema B de tamanho L−l. Seja ρA(l) a matriz densidade reduzida do subsistema

A, então a matriz de correlação pode ser computada [22] pela relação

Amn = Tr
(

c†
mcnρA

)

. (60)

Já que o objetivo é encontrar a EE, devemos obter ρA. Para tanto, utilizaremos a her-

miticidade de Amn para diagonalizá-la via uma transformação unitária uij, em busca de

relacionar os autovalores de ρA com dos autovalores da matriz correlação A. Definindo

g†
p =

∑

n c
†
nu

∗
nq e o escalar

〈

g†
pgp

〉

= νp, temos

Gpq =
∑

m,n=0

upmAmnu
∗
nq =

〈

g†
pgp

〉

δpq = νpδpq. (61)

Novamente, a matriz densidade do bloco governa os valores esperados, fornecendo

Gpq = Tr
(

g†
pgqρA

)

= νpδpq. (62)

Vamos tentar uma solução em que o operador densidade é separável no sentido que

ρA = ̺1 ⊗ · · · ⊗ ̺l, (63)

sendo ̺j a matriz densidade correspondendo ao j-ésimo modo fermiônico excitado por g†
j .

Em representação matricial, temos

gj =







0 0

1 0





 g†
j =







0 1

0 0





 (64)
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e

̺j =







αj βj

β∗
j 1 − αj





 , (65)

sendo αj e βj os elementos matriciais de ̺j que serão determinados. Uma vez que

Tr(̺m) = 1, escrevemos

〈gj〉 = 0 = Tr (gjρA) = Tr













0 0

1 0













αj βj

β∗
j 1 − αj











 = Tr







0 0

αj βj





 = βj. (66)

Ademais, pela Eq.(61)temos

Tr
(

g†
jgjρA

)

= Tr













1 0

0 0













αj 0

0 1 − αj











 = αj = νj. (67)

Isto é, os coeficientes diagonais da matriz correlação e do operador densidade reduzido

mantém uma correspondência.

Com o que foi apresentado, somos capazes de obter uma expressão fechada para a

entropia de emaranhamento S = −Tr [ρAlog (ρA)]. Vamos mostrar que podemos escrever

a EE da seguinte forma

S =
∑

ν

H(ν), (68)

com a definição da entropia binária: H(ν) = −νlog(ν) − (1 − ν)log(1 − ν), sendo ν os

autovalores da matriz correlação para o bloco de l spins.

Temos

ρA =
l
∏

j=1

⊗̺j =
l
∏

j=1

⊗
(

νj |0〉j 〈0|j + (1 − νj) |1〉j 〈1|j
)

, (69)

sendo

|0〉j =







1

0





 |1〉j =







0

1





 , (70)

os graus de liberdade do j-ésimo modo.

O logaritmo pode ser definido para um operador com espectro limitado pela unidade

a partir da expansão análoga para um número real x tal que −1 ≤ x < 1, qual seja:

log(1 − x) = −
∞
∑

n=1

xn

n
.
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Denotando I o operador identidade no espaço de dimensão 2l, defina

I − ρA = θA, (71)

e então, como a norma dos autovalores de ̺m é tal que máx|̺m| ≤ 1 − ε para ε → 0+, é

lícito escrever

logρA = log(1 − θA) = −
∞
∑

n=1

(1 − ρA) n

n
= −

∞
∑

n=1

1
n

n
∑

k=0







n

k





 (−ρA) k, (72)

aplicando a Eq. (69) na equação acima e utilizando a ortonormalidade dos estados defi-

nidos na Eq. (70), temos

logρA = −
∞
∑

n=1

1
n

n
∑

k=0







n

k





 (−1) k
l
∏

j=1

⊗
(

νk
j |0〉j 〈0|j + (1 − νj)k |1〉j 〈1|j

)

. (73)

Ora, pela separabilidade do operador densidade temos

Tr (ρAlogρA) =
l
∑

j=1

〈0|j ρAlogρA |0〉j + 〈1|j ρAlogρA |1〉j , (74)

ou seja, traçamos os graus de liberdade do j-ésimo modo e somamos, pois observe que

logρA |0〉j = logνj |0〉j e logρA |1〉j = log (1 − νj) |1〉j. Disso resulta

Tr (ρAlogρA) =
l
∑

j=1

Trj (̺jlogρA) , (75)

Mas, utilizando a Eq. (73) segue

Trj (̺jlogρA) = −
∞
∑

n=1

1
n

n
∑

k=0







n

k





 (−1) k
(

νk+1
j + (1 − νj)k+1

)

= νjlogνj+(1 − νj) log (1 − νj) ,

(76)

estabelecendo, portanto, a Eq. (68) .

Desta forma, tendo em mãos uma subrotina que avalie os autovalores da matriz cor-

relação, calcula-se exatamente a entropia de emaranhamento. O resultado devolve, como

esperado, uma carga central efetiva ceff ≃ log2
6

, conforme veremos no capítulo seguinte.
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Isto serve como critério mínimo de validação para o cálculo da entropia via SDRG, cujos

resultados discutimos no próximo capítulo. Como anteriormente ressaltamos, os resulta-

dos nas Eqs. (58) e (68) servirão para confrontar o SDRG no caso ∆ = 0, assim como

para motivar a busca por leis de potência nas correlações médias que definimos a seguir.
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4 Resultados

Dedicamos este capítulo à exposição e comentário dos resultados obtidos, tanto aqueles

calculados de maneira exata, quais sejam, os referentes à cadeia dXX, quanto em relação

ao procedimento geral provido pelo framework do SDRG, como anteriormente discutido.

4.1 A cadeia dXX

Para a cadeia dXX, todos problemas abordados em nosso trabalho admitem solução nu-

mérica de forma exata, como apresentado no capítulo anterior. Esses resultados servirão

de comparativo para com as informações levantadas para a cadeia dXXZ, através do

SDRG em ∆ = 0, fornecendo assim certo critério de validação dos resultados previstos

pelo SDRG.

4.1.1 Correlações estáticas

Vamos focar agora nas correlações médias, em t = 0

Cmed
n,l ≡

N
∑

r=1

〈Ψ|Sz
nS

z
l |Ψ〉r

N
, (77)

ou seja: (i) prepare uma cadeia com sua estrutura de acoplamentos Kj’s, para uma dada

desordem; (ii) calcule e guarde as correlações; (iii) repita N-1 vezes; (iv) calcule a média

sobre N realizações.

É bem conhecido que no caso desordenado Cmed
n,l decaia seguindo lei de potência com

expoente p = 2, i.e., Cmed
n,l ∼ 1

|n−l|2 . Este resultado pode ser obtido analiticamente

utilizando-se do SDRG [6]. De fato nossos resultados numéricos estão de acordo com

o resultado analítico, bem como resultados numéricos obtidos anteriormente [23]. A ní-

vel ilustrativo apresentamos na Fig. 3 log
(

Cmed
l=100,n

)

para uma cadeia dXX de tamanho

L = 200 sob OBC. A Fig. 3(a) corresponde aos dados exatos [veja Eq. (58)] e na Fig. 3(b)

são apresentados os dados obtidos pelo SDRG. Conforme vemos, o decaimento da corre-

lação média é em lei de potência com expoente 2. Os dados numéricos foram interpolados

utilizando o pacote optimize da biblioteca scipy em linguagem Python.
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conversão apropriada a partir da frequência ω na Transformada. Para esses casos, acordo

numérico se mostrou pelo menos em 3 ou 4 ordens de grandeza. Noutros vários, temos a

presença de picos bem menores [como apresentado na Figura 5]. Este resultado implica

que o SDRG não é capaz de descrever bem algumas correlações temporais. É possível que

estes picos sejam capturados mediante uma teoria de perturbação de mais alta ordem,

ou mesmo corrigindo o estado fundamental efetivo. Já no contexto de várias frequên-

cias comparáveis o estudo deve ser conduzido mais cautelosamente, sendo possível ainda

não haver tratamento computacionalmente conveniente, ou mesmo de todo, por uma te-

oria de perturbação. Observamos ainda que a energia do estado fundamental obtida via

SDRG superestima o valor exato. Isso, acrescido ao fato de que a renormalização é exata

apenas em limites termodinâmico e de desordem infinita, possibilita-nos inferir que uma

decomposição talvez mais adequada para tratar sistemas finitos reais leve em considera-

ção efeitos de três corpos (adição de três spin-1
2
, resultando em subespaços com spin 1/2

e 3/2). O estado fundamental desse sistema é obtido exatamente, com certa facilidade,

e talvez seja um caminho viável para utilizar como teoria efetiva. Esse efeito pode ser

importante particularmente nos casos em que a diferença entre o maior acoplamento e

o segundo maior, em uma determinada etapa do algoritmo, não seja tão proeminente e

suas distâncias suficientemente pequenas, podendo mesmo tais acoplamentos ser primeiros

vizinhos.

A lição a ser aprendida aqui, nos parece ser que o estudo das propriedades dinâmi-

cas da cadeia dXX é no mínimo delicado, quando conduzido através do SDRG: mesmo

para α = 0, 4 e L = 800 ainda se pode apreciar desvios significativos da teoria efetiva,

para várias correlações. Uma vez que se espera, para cadeias relativamente grandes, a

necessidade de pouca desordem para que uma RSP apareça, pode ser que o algoritmo

implementado sofra devido às limitações numéricas. Por outro lado, devido ao sucesso

da explicação de propriedades estáticas - pois o acordo obtido foi relevante para assim

o considerarmos, nas correlações estáticas e na EE, como será visto adiante - é forçoso

inferir que o que se encontra por trás da dinâmica física desse sistema está, na verdade,

subapreciado pelo SDRG convencional.

4.1.3 A Entropia de Emaranhamento
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em acordo com o resultado analítico [17].

4.2 A cadeia dXXZ

4.2.1 Correlações

Vamos calcular agora as funções correlação estática para uma cadeia dXXZ genérica, isto

é, α arbtitrário e −0, 5 < ∆ ≤ 1. Determinaremos as correlações médias da seguinte

forma: para uma dada realização r, calculamos todas as correlações < σz
kσ

z
j > na parte

central da cadeia, i. e., L/4 < k, j < 3L/4. Estas correlações são obtidas depois que

utilizamos o processo de decimação do grupo de renormalização descrito no capítulo 2.

Uma vez encontradas estas correlações, determinamos a soma

Cr(d) =
∑

j,k
< σz

kσ
z
j >,

de correlações não-nulas entre sítios a uma distância d = |j − k| para a realização r.

Finalmente, obtemos a correlação média para N realizações: C(d) = 1
N

∑N
r=1 Cr(d). Con-

centraremos nossos estudos em cadeias abertas (OBC).

Devido aos dados obtidos, somos naturalmente compelidos a inferir que para quaisquer

valores 0 ≤ α < ∞ aliados a anisotropias ∆ na condição −0, 5 < ∆ ≤ 1 as correlações

médias seguem uma lei de potência do tipo C(d) ∼ d−2, característica de sistemas críticos

[24]. Este comportamento foi encontrado sistematicamente por nós, tratando de sistemas

com L ∼ 102, para N ∼ 103 ou N ∼ 104 realizações.

Ilustrando o comportamento universal observado que mencionamos, as figuras 9 e 10

trazem médias sobre realizações das cadeias dXXX e dXXZ respectivamente. Ressaltamos

que o resultado aproximado para a cadeia dXX é muito bem respaldado pela informação

exata obtida numericamente através dos métodos dispostos na seção 3.2. Nisso, somado

ao fato de que as leis de potência com decaimento quadrático são consistentemente recu-

peradas, com erros da ordem de L−1, contemplamos a eficácia do SDRG para descrição

das correlações de spin < σz
jσ

z
k >. Ressaltamos que estes resultados são obtidos tam-

bém através do Density Matrix Renormalization Group (DMRG) modificado para tratar

sistemas desordenados, conforme proposto em [25].
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obtido na Ref. [17].
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5 Conclusões

Nesse trabalho, discutimos resultados exatos e aproximados para a cadeia dXXZ, ou

seja, a cadeia XXZ desordenada; quanto aos parâmetros de desordem e de anisotropia,

respectivamente α e ∆, concentramos na região 0 ≤ α < ∞ e −0, 5 < ∆ ≤ 1 que, é

sabido, tem sua física de baixas energias descrita por uma Fase de Singletos Aleatórios

(RSP, do inglês Random Singlet Phase), no limite termodinâmico. Os resultados exa-

tos, particularmente, referem-se à cadeia dXX que corresponde a ∆ = 0; neste cenário,

construímos um algoritmo genérico para cálculo de funções correlação, estáticas e dinâmi-

cas, bem como para calcular de maneira exata a entropia de emaranhamento, por meio do

método da matriz correlação. Essa solução exata nos permitiu “calibrar” a aplicabilidade

do grupo de renormalização cuja receita geral apresentamos e discutimos: o Grupo de

Renormalização de Desordem Forte (SDRG) foi aplicado ao problema em mãos. Verifi-

camos que o SDRG é bem sucedido na descrição das propriedades estáticas investigadas,

enquanto o tratamento da dinâmica se mostra impreciso, visto que no primeiro caso as

soluções exatas apresentam compatibilidade, porém no segundo a disparidade é muito

mais importante.

Uma vez que nossas soluções exatas se restringiram ao caso ∆ = 0, convém submeter

os nossos resultados no caso ∆ 6= 0 ao escrutínio de técnicas consagradas para tratar pro-

blemas unidimensionais, como o DMRG [26] e algoritmos Monte Carlo[27, 28] . Em

face da dificuldade encontrada no caso dinâmico, sugerimos que as excitações de vizinhos

próximos podem se tornar importantes com o tempo e que, mesmo em regime estático,

os acoplamentos de grandeza comparável podem enfraquecer a precisão do RG durante

um passo no qual o dímero com maior gap esteja, e.g., imediatamente ao lado daquele

com o segundo maior. Enfatizamos que essas limitações se mostraram no tratamento de

sistemas que, podemos dizer, estão algo na fronteira entre o bulk em limite termodinâmico

e os sistemas finitos, legitimando talvez o questionamento das propriedades tratarem de

fenômenos de crossover. No entanto, o acordo obtido para a carga central efetiva seria um

indício de que nossos métodos são aplicáveis a sistemas grandes, bem como o fato de que

a descrição estática das correlações para a cadeia dXX, via SDRG, encontra-se ressonante

aos resultados outrora obtidos de maneira exata.
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Apêndice A - Operadores Fundamentais

Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli são defnididas como

σx =







0 1

1 0





 , σy =







0 −i
i 0





 , σz =







1 0

0 −1





 .

É fácil ver que estas matrizes satisfazem as seguintes propriedades,

A1 - São hermitianas.

A2 - (σx)2 = (σy)2 = (σz)2 = 1.

A3 - Possuem traço nulo.

A4 - det(σz) = det(σy) = det(σx) = −1.

A5 - {σi, σj} = (σiσj + σjσi) = 2δij, i, j = {x, y, z}.

A6 - Têm autovalores iguais a ±1.

A7 - Os autoestados de σz são







1

0





 e







0

1





 .

Operadores Levantamento e Abaixamento

Os operadores levantamento e abaixamento são definidos como

σ+ =







0 1

0 0





 ,

σ− =







0 0

1 0





 ,

respectivamente.

A justificativa do nome que se dá a estes operadores é facilmente apreciada observando-

se a atuação destes nos autoestados. É conveniente representarmos |↑〉 =







1

0





, que cor-
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responde ao estado com spin para cima e |↓〉 =







0

1





, que corresponde ao estado com spin

para baixo. Deste modo, vemos que

σ+ |↓〉 = |↑〉 ,

σ− |↓〉 = 0,

σ− |↑〉 = |↓〉 ,

e

σ+ |↑〉 = 0.

Nota-se também que, escrevendo 〈↑| =
[

1 0
]

, 〈↓| =
[

0 1
]

, podemos representar (a

verificação é imediata)

σ+ = |↑〉 〈↓|

σ− = |↓〉 〈↑|

Álgebra dos operadores σ±,σx, σy e σz

A8 - (σ+)† = σ−.

A9 - (σ±)2 = 0.

A10 - σx = σ+ + σ−

A11 - σy = i(σ− − σ+).

A12 - {σ+, σ−} = 1.

A13 - [σ+, σ−] = (σ+σ− − σ−σ+) = σz.

A14 - (σ±σ∓)n = σ±σ∓ = 1±σz

2
, n∈ N.

Prova:
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a) Note primeiramente que a propriedade A12 equivale a {σ±, σ∓} = 1, logo

σ±σ∓ = 1 − σ∓σ±.

Multiplicando tudo por σ±σ∓ pela esquerda (obteríamos o mesmo se multiplicássemos

pela direita)

(σ±σ∓)2 = σ±σ∓ − σ±(σ∓)2σ±.

Mas, por A9 isso equivale a

(σ±σ∓)2 = σ±σ∓.

Facilmente se conclui, por indução, que

(σ±σ∓)n = σ±σ∓.

b) Utilizando A12 e A13, vemos que

{σ±, σ∓} + [σ±, σ∓] = 2(σ±σ∓) = 1 ± σz.

A15 - [σ±, σz] = ∓2σ±.
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