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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados que melhoram a cota de Goppa para a distância mı́nima
de códigos de Goppa de dois pontos sobre o corpo de funções Hermitiano, utilizando a distri-
buição de lacunas do semigrupo de Weierstrass de dois lugares associado. A partir destes
resultados e sabendo a distância mı́nima exata para códigos de um ponto sobre o mesmo corpo
de funções, determinamos os casos onde o código de dois pontos tem distância mı́nima maior
ou igual à do código de um ponto de mesma dimensão.

Palavras-chave: Semigrupos de Weierstrass, Códigos Hermitianos, Códigos de Goppa.
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Abstract

In this work we present results that improve the Goppa bound for the minimum distance of
Goppa codes supported on two places and defined over the Hermitian function field, using the
gap distribution of the associated Weierstrass semigroup. Also, from the knowledge of the
minimum distance of Goppa codes defined over the same function field and supported on one
place, we determine the cases where the two place code has minimum distance greater or equal
the one place code of the same dimension.

Keywords : Weierstrass semigroup, Hermitian codes, Goppa codes.
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Introdução

Um código é um conjunto de śımbolos que, associados a uma forma de interpretação, podem
ser usados para transmitir informação. Durante uma transmissão, podem ocorrer erros, isto é,
o śımbolo recebido pode não ser o mesmo śımbolo que foi enviado, e nesse caso a eficácia da
comunicação está comprometida. Estamos interessados em códigos que permitem algum tipo
de detecção e correção de erros. Para que seja posśıvel detectar erros, é preciso que o conjunto
dos śımbolos interpretáveis (ou seja, o código) esteja mergulhado em um conjunto maior, de
śımbolos que podem ser recebidos. Assim, uma transmissão na qual o śımbolo enviado (sempre
interpretável) é substitúıdo por um śımbolo não interpretável pode ser acusada como um erro.
Por outro lado, se o śımbolo recebido ainda pertence ao código, o erro não poderá ser detectado.
Dessa forma, procura-se métodos que permitam minimizar a probabilidade de ocorrência de
um erro não detectável.

Uma estratégia para resolver este problema é definir uma métrica no conjunto dos śımbolos
que podem ser recebidos, de forma que śımbolos mais próximos tenham maior probabilidade de
serem confundidos entre si, isto é, de um deles ser enviado e o outro ser recebido. Nesse cenário,
escolhemos os śımbolos do código de forma que estejam bem distribúıdos nesse universo, ou
seja, de forma que a distância mı́nima entre śımbolos do código seja a maior posśıvel. Isso
dificultaria a ocorrência de erros não detectáveis. A seguir, descrevemos um modelo para esta
estratégia, que chamamos de código de bloco, munido da distância de Hamming.

Sejam A 6= ∅ um conjunto finito, o qual chamaremos de alfabeto, e seja n ∈ N. Uma
palavra sobre A de comprimento n é nada mais que um elemento de An. Um código (de
bloco) sobre A de comprimento n é um subconjunto ∅ 6= C ⊆ An. Dadas palavras a,b ∈ An,
digamos a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn), definimos a distância de Hamming entre a e b

como sendo

d(a,b) := #{i : ai 6= bi}.

Não é dif́ıcil provar que a distância de Hamming determina uma métrica em An. Para que esta
métrica tenha a propriedade que destacamos no parágrafo anterior, é suficiente que:

1. Cada elemento de A tenha a mesma probabilidade de ser recebido errado.

2. A probabilidade de um elemento a ∈ A ser enviado e outro elemento b ∈ A \ {a} ser
recebido seja independente de b.

Quando estas exigências são atendidas, dizemos que a transmissão está sendo realizada via um
canal simétrico. Finalmente, escolhemos as palavras do código C de forma que a distância
mı́nima d(C) := min{d(a,b) : a,b ∈ C} seja a maior posśıvel. O problema principal da teoria
de códigos [10] é o seguinte: dados r, n, d ≥ 1, encontrar o número de elementos do maior código
de comprimento n sobre um alfabeto de r elementos com distância mı́nima d.

Um caso particularmente interessante de códigos de bloco ocorre quando A = Fq é um
corpo com q elementos e C ⊆ Fn

q é um Fq-subespaço vetorial. Nesse caso, dizemos que C é um
código linear. Definimos o peso da palavra a ∈ Fn

q como sendo wt(a) := d(a, 0), e podemos
caracterizar a distância mı́nima como d(C) = min{wt(a) : a ∈ C \ {0}}.
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Em geral, não é fácil calcular a distância mı́nima de um código dado. Mesmo no caso de
códigos lineares, utilizando a caracterização em termos do peso, o custo computacional pode
ser muito alto. Assim, procura-se por métodos para construir códigos que tragam consigo
alguma maneira de determinar (pelo menos uma cota inferior para) a distância mı́nima do
código constrúıdo. Um exemplo são os chamados códigos de avaliação.

Seja L um Fq-espaço vetorial cujos elementos são funções V → Fq, e sejam P1, . . . , Pn ∈ V ,
onde V é um conjunto arbitrário. A imagem da transformação linear

ev : L → Fn
q

f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn))
.

é um código e, dependendo da estrutura de L , pode-se deduzir a dimensão e a distância mı́nima,
ou pelo menos cotas para tais parâmetros. Os códigos de Goppa são casos especiais de códigos
de avaliação, onde P1, . . . , Pn são pontos de uma curva algébrica V definida sobre Fq e L é
um certo tipo de Fq-subespaço vetorial do corpo de funções racionais sobre V . A dimensão do
código constrúıdo é determinada pela escolha de L e dos pontos P1, . . . , Pn, e usando o Teorema
de Riemann-Roch encontramos uma cota inferior para a distância mı́nima que depende de L

(Teorema 4.3). Uma segunda construção pode ser feita utilizando os chamados diferencial de
Weil, para a qual também obtemos cotas para a dimensão e a distância mı́nima (Teorema 4.8).
De acordo com a escolha da curva V e do subespaço L , essas cotas podem ser melhoradas, e
é nesse sentido que se apresentam os principais resultados discutidos neste trabalho.

Apesar de, classicamente, os códigos de Goppa serem descritos a partir da teoria de cur-
vas algébricas, os aspectos geométricos da teoria não são necessários. Aqui, como em [12], a
construção e os resultados sobre códigos de Goppa são baseados na teoria de corpos funções
algébricas, e se mostra uma maneira logicamente mais rápida de introdução ao assunto, em
comparação com a abordagem via curvas algébricas. Mesmo assim, a analogia entre curvas
algébricas e corpos de funções se mostra bastante útil psicologicamente, unindo o intuitivo con-
ceito de ponto de um ente geométrico à mais abstrata noção de lugar de um corpo de funções.
Por esse motivo, dedicamos a primeira seção do Caṕıtulo 1 à descrição dessa analogia. Nas
duas seções seguintes desenvolvemos a teoria de corpos de funções, chegando ao Teorema de
Riemann-Roch. No Caṕıtulo 2, definimos semigrupos de Weierstrass de um e vários lugares,
provamos as principais propriedades para semigrupos de Weierstrass de dois lugares e suas ge-
neralizações para m lugares e, no final, duas fórmulas envolvendo o número de lacunas para
o caso de dois lugares. Algumas demonstrações (especialmente o Corolário 2.22) foram con-
sideravelmente simplificadas em relação à fonte original. No caṕıtulo 3, definimos o corpo de
funções Hermitiano e descrevemos seus semigrupos de Weierstrass de um e dois lugares racio-
nais. No Caṕıtulo 4, descrevemos as duas construções dos códigos de Goppa, com as respectivas
cotas mais gerais. O Caṕıtulo 5 apresenta os resultados principais, reunindo o que foi visto nos
caṕıtulos anteriores para obter cotas cada vez melhores para a distância mı́nima de códigos de
Goppa de dois pontos sobre o corpo de funções Hermitiano, apenas acrescentando hipóteses a
respeito das lacunas do semigrupo de Weierstrass de dois lugares associado. Sabendo a distância
mı́nima exata para códigos de um ponto, as novas cotas permitem comparar os códigos de dois
pontos com códigos de um ponto de mesma dimensão.

Daniel Alves
Uberlândia-MG, 31 de Janeiro de 2019.



Caṕıtulo 1

Corpos de Funções Algébricas

Apesar de terem surgido em associação com as curvas algébricas, os corpos de funções podem
ser estudados de maneira independente. Esse é o ponto de vista adotado em [12], e é suficiente
(além de ser um caminho mais rápido) para a maioria das aplicações em códigos corretores de
erros. Mesmo assim, a literatura em códigos de Goppa ainda usa a linguagem da teoria de
curvas algébricas. Além disso, a associação de lugares de um corpo de funções a pontos de uma
curva algébrica é bastante útil do ponto de vista psicológico, e provê motivação para várias
definições. Para mais detalhes sobre a relação entre curvas algébricas e corpos de funções, veja
[4]. Neste caṕıtulo, depois de uma breve discussão visando esclarecer essa relação, passamos
à parte da teoria de corpos de funções necessária (e suficiente) para descrever a construção e
obter as primeiras propriedades dos chamados códigos de Goppa.

1.1 Curvas Algébricas Projetivas

Nesta seção, K denota um corpo algebricamente fechado.

Considere em Kn+1 \ {(0, . . . , 0)} a relação de equivalência ∼ definida por: (a0, . . . , an) ∼
(b0, . . . , bn) se, e somente se, existe λ ∈ K \ {0} tal que ai = λbi, i = 0, . . . , n. O conjunto
quociente Pn(K) := (Kn+1 \ {(0, . . . , 0)})/ ∼ é chamado espaço projetivo de dimensão n
sobre K. A classe do elemento (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 será denotada por (a0 : · · · : an), e pode ser
identificada com a reta em Kn+1 que passa por (a0, . . . , an) e pela origem (0, . . . , 0).

Observe que se f ∈ K[X0, . . . , Xn] é um polinômio homogêneo (isto é, todos os monômios de
f têm o mesmo grau), e f(a0, . . . , an) = 0, onde nem todos os ai’s são zero, então f(b0, . . . , bn) =
0 sempre que (b0, . . . , bn) ∼ (a0, . . . , an). Seja I ⊆ K[X0, . . . , Xn] um ideal gerado por po-
linômios homogêneos (ou seja, um ideal homogêneo). O conjunto algébrico (projetivo) associado
a I é (bem) definido como

V(I) := {(a0 : · · · : an) ∈ Pn(K) : f(a0, . . . , an) = 0, para todo f ∈ I}.

Dizemos que V ⊆ Pn(K) é um conjunto algébrico se for o conjunto algébrico associado a
algum ideal homogêneo. Um conjunto algébrico V pode estar associado a mais de um ideal,
mas podemos destacar o que chamamos de ideal de V , definido por

I(V ) := {f ∈ K[X0, . . . , Xn] : f(a0, . . . , an) = 0 para todo (a0 : · · · : an) ∈ V }.

Em geral, não podemos recuperar I a partir de V(I), mas vale o seguinte.

Teorema 1.1 (Nullstellensatz, [4], Corolário 4.1.4). Seja I ⊆ K[X0, . . . , Xn] um ideal ho-
mogêneo. Então

I(V(I)) = {f ∈ K[X0, . . . , Xn] : f
m ∈ I para algum m ≥ 1}.

Em particular, se I é um ideal primo, então I(V(I)) = I.

3
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Seja V ⊆ Pn(K) um conjunto algébrico, e suponha que I(V ) seja um ideal primo. Então
o quociente K[V ] := K[X0, . . . , Xn]/I(V ) é um domı́nio. Denotamos por K(V ) o corpo de
frações homogêneas de K[V ], isto é, o conjunto de frações onde numerador e denominador
(não nulo) são elementos de K[V ] homogêneos de mesmo grau. Para f ∈ K(V ), e P = (a0 :
· · · : an) ∈ V a avaliação f(P ) ∈ K ∪ {∞} pode ser (bem) definida como segue. Se existem
f1, f2 ∈ K[X0, . . . , Xn] homogêneos de mesmo grau com f2(a0, . . . , an) 6= 0, tais que f =
(f1+ I)/(f2+ I), defina f(P ) = f1(a0, . . . , an)/f2(a0, . . . , an); caso contrário, defina f(P ) = ∞.
Assim, os elementos de K(V ) podem ser vistos como funções V → K ∪ {∞} ∼= P1(K), e por
isso dizemos que K(V ) é o corpo de funções racionais do conjunto algébrico V . Dizemos
que a função f tem zero ou polo em P se f(P ) = 0 ou f(P ) = ∞, respectivamente.

As curvas algébricas (irredut́ıveis) são caracterizadas da seguinte forma: uma curva
algébrica (irredut́ıvel) V sobre K é um conjunto algébrico cujo ideal I(V ) é primo, e cujo corpo
de funções racionais K(V ) tem grau de transcendência um sobre K, isto é, existe x ∈ K(V )
tal que K(V ) é uma extensão algébrica de K(x). Pode-se mostrar que, neste caso, K(V )|K(x)
é, na verdade, uma extensão finita (veja Definição 1.2).

Seja V uma curva algébrica e P ∈ V . Pode ser que existam funções f ∈ K(V ) tais que
f(P ) = ∞ e (1/f)(P ) = ∞. O caso onde isto não ocorre caracteriza o que chamamos de ponto
não singular. Em outras palavras, P é um ponto não singular se (1/f)(P ) ∈ K sempre que
f(P ) = ∞. Dizemos que a curva V é não singular se todo ponto de V é não singular. Observe
que se P ∈ V é um ponto não singular, então o conjunto OP := {f ∈ K(V ) : f(P ) ∈ K} é
um anel de valorização discreta (veja Definição 1.3). As funções racionais que se anulam em P
são exatamente aquelas cujo inverso não está em OP , e formam um ideal maximal em OP . Por
outro lado, se V é não singular, a cada anel de valorização discreta O ⊆ K(V ) está associado
um ponto P ∈ V , sendo este o zero comum das funções racionais no ideal maximal de O (veja
Proposição 1.4). Pela Proposição 1.8, dentre as funções racionais que se anulam em P , existe
uma função t que divide (em OP ) todas as outras, e assim nos permite medir as ordens dos
zeros e polos em P . Uma função f ∈ K(V ) tem um zero de ordem n em P se f = tnu, onde
u ∈ K(V ) não tem zero nem polo em P , e f tem um polo de ordem n em P se f = t−nu, onde
u ∈ K(V ) não tem zero nem polo em P .

Em algumas situações, é útil associar números inteiros a alguns pontos da curva, como por
exemplo, os zeros e polos de uma função às respectivas ordens, ou os pontos de interseção da
curva com outro conjunto algébrico às respectivas multiplicidades. Neste momento entra em
cena o conceito de divisor, e a notação aditiva é sugerida pelas aplicações.

Uma das perguntas que podem ser feitas é a seguinte: dados pontos P1, . . . , Pr em uma curva
algébrica V , e inteiros n1, . . . , nr, inicialmente positivos, quais são as funções que têm polo em
Pi com ordem limitada por ni, para i = 1, . . . , r? Essa questão é generalizada para ni’s não
nulos arbitrários, perguntando pelas funções que tem zero em Pi de ordem pelo menos −ni, se
ni < 0. O Teorema de Riemann nos diz que existe um inteiro g (dependendo apenas da curva),
denominado gênero da curva V , de forma que essas funções formam um K-espaço vertorial
(um espaço de Riemann-Roch) de dimensão pelo menos n1 + · · · + nr + 1 − g. O Teorema de
Riemann-Roch substitui o “pelo menos”da frase anterior, determinando um termo de correção
que também pode ser interpretado como a dimensão de um espaço de Riemann-Roch.

1.2 Lugares, Divisores e o Teorema de Riemann

Passamos a listar definições e resultados da teoria de corpos de funções algébricas, que é a
base de tudo que será discutido neste trabalho. Todas as demonstrações omitidas podem ser
encontradas em [12], Caṕıtulo 1.
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Definição 1.2. Seja K um corpo. Dizemos que uma extensão F ⊇ K é um corpo de funções

algébricas sobre K (ou que F |K é um corpo de funções) se existe x ∈ F transcendente sobre
K tal que [F : K(x)] <∞.

No restante deste caṕıtulo, K denota um corpo arbitrário, e F é um corpo de funções
algébricas sobre K.

Definição 1.3. Seja O ⊆ F um subanel. Dizemos que O é um anel de valorização (discreta)
de F |K se

1. K ( O ( F ; e

2. para todo z ∈ F temos z ∈ O ou z−1 ∈ O.

Proposição 1.4. Seja O um anel de valorização de F |K. Então O possui um único ideal
maximal P , que pode ser caracterizado da seguinte forma: para 0 6= x ∈ F , temos x ∈ P se, e
somente se, x−1 /∈ O.

Demonstração. Seja P := {x ∈ O \ {0} : x−1 /∈ O} ∪ {0}. Temos 0 ∈ P . Para u ∈ O e x ∈ P ,
x 6= 0, se (ux)−1 = u−1x−1 ∈ O, então u(ux)−1 = x−1 ∈ O, contradição. Logo, (ux)−1 /∈ O,
e ux ∈ P . Sejam x, y ∈ P \ {0}. Pela definição de anel de valorização podemos assumir, sem
perda de generalidade, que y/x ∈ O. Assim, temos 1+y/x ∈ O, e logo x+y = x(1+y/x) ∈ P .
Isto prova que P é ideal de O. Além disso, se x ∈ O \ P , então x−1 ∈ O, e logo xO = O, ou
seja, qualquer ideal próprio de O deve estar contido em P . Portanto, P é o único ideal maximal
de O.

Definição 1.5. Um lugar do corpo de funções de F |K é o ideal maximal de algum anel de
valorização de F |K. Denotaremos o conjunto de lugares de F |K por PF .

Se O é um anel de valorização de F |K e P é seu ideal maximal, então O é unicamente
determinado por P . De fato, O = {z ∈ F : z−1 /∈ P} ∪ {0}. Dado P ∈ PF , denotamos por
OP := O o anel de valorização associado ao lugar P .

Proposição 1.6. Se P ∈ PF é um lugar, então P é um ideal principal em OP .

Definição 1.7. Um parâmetro local em P ∈ PF é um elemento t ∈ P com P = tOP , isto é,
um gerador do ideal P em OP .

Proposição 1.8. Se t é um parâmetro local em P ∈ PF , então cada z ∈ F, z 6= 0, tem uma
única representação na forma z = tnu, com n ∈ Z e u ∈ O×

P , onde O×
P := {u ∈ OP \ {0} :

u−1 ∈ OP}.

A um lugar P de F |K associamos uma aplicação

vP : F → Z ∪ {∞}

definida como segue. Escolha um parâmetro local t ∈ P . Então cada z ∈ F , z 6= 0, tem
uma única representação z = tnu, com n ∈ Z e u ∈ O×

P . Defina vP (z) := n e vP (0) := ∞.
Nesse contexto, o śımbolo ∞ representa um elemento que não está em Z tal que ∞ > m e
∞+∞ = ∞+ n = n+∞ = ∞ para todos m,n ∈ Z.

Vejamos que a aplicação vP definida no parágrafo anterior não depende da escolha do
parâmetro local t ∈ P . Seja s ∈ P outro parâmetro local. Como P = tOP = sOP , temos
s = tw, para algum w ∈ O×. Dado z ∈ F \ {0}, existem únicos n,m ∈ Z e u, v ∈ O× tais que
z = tnu = smv = (tw)mv = tm(wmv), com wmv ∈ O×. Portanto, n = m.
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Teorema 1.9. Seja P um lugar de F |K. Então vale o seguinte:

1. Um elemento t ∈ F é um parâmetro local para P se, e somente se, vP (t) = 1.

2. vP (xy) = vP (x) + vP (y), para todos x, y ∈ F .

3.

OP = {z ∈ F : vP (z) ≥ 0},

O×
P = {z ∈ F : vP (z) = 0},

P = {z ∈ F : vP (z) > 0}.

4. vP (x+ y) ≥ min{vP (x), vP (y)}, para todos x, y ∈ F .

5. Se x, y ∈ F são tais que vP (x) 6= vP (y), então vP (x+ y) = min{vP (x), vP (y)}.

6. Se x ∈ F \ {0} é algébrico sobre K, então vP (x) = 0.

Demonstração. 1. Se t ∈ P é um parâmetro local, como t = t1 · 1, temos vP (t) = 1.
Suponha que vP (t) = 1 e seja s ∈ P parâmetro local. Então t = su, com u ∈ O×

P , e logo
tOP = suOP = sOP = P , donde segue que t também é parâmetro local em P .

2. Se xy = 0, então a igualdade é trivial. Suponha xy 6= 0, e seja t ∈ P parâmetro local.
Então pela Proposição 1.8, xy = (tvP (x)u)(tvP (y)v) = tvP (x)+vP (y)uv, com u, v, uv ∈ O×

P , e
portanto vP (xy) = vP (x) + vP (y).

3. Seja z ∈ F , t ∈ P parâmetro local, e escreva z = tvP (z)u, com u ∈ O×
P (Proposição 1.8).

Se vP (z) ≥ 0, então z ∈ OP . Por outro lado, se z ∈ OP , então t
vP (z) = zu−1 ∈ OP .

Se vP (z) < 0, então t−vP (z) ∈ P , e logo tvP (z) /∈ OP , o que é uma contradição. Logo,
vP (z) ≥ 0. Portanto, OP = {z ∈ F : vP (z) ≥ 0}. As outras igualdades são triviais.

4. Suponha, sem perda de generalidade, que vP (x) ≤ vP (y) < ∞. Então x + y = tvP (x)u +
tvP (y)v = tvP (x)(u+ tvP (y)−vP (x)v), com u+ tvP (y)−vP (x)v ∈ OP , e logo, usando os itens (1),
(2) e (3), temos vP (x+ y) ≥ vP (x), como queŕıamos.

5. Sem perda de generalidade, podemos assumir vP (x) < vP (y) < ∞. Observando que
vP (y) = vP (−y), temos vP (x) = vP (x + y − y) ≥ min{vP (x + y), vP (y)}. Como vP (x) <
vP (y), temos min{vP (x + y), vP (y)} = vP (x + y) ≤ vP (x). Mas vP (x + y) ≥ vP (x) =
min{vP (x), vP (y)}. Portanto, vP (x+ y) = vP (x).

6. Afirmamos que se vP (x) > 0 então vP (f(x)) ≥ 0 para todo f(X) ∈ K[X]. Para provar
esta afirmação, procedemos por indução sobre o grau de f(X). Se o grau de f(X) é
zero, a afirmação é trivial, já que K ⊆ OP . Suponha que o grau de f(X) seja d ≥ 1.
Escreva f(X) = f(0) + Xg(X). Como deg g(X) < d, pela hipótese de indução temos
vP (g(x)) ≥ 0, e logo vP (f(0) + xg(x)) ≥ min{vP (f(0)), vP (x) + vP (g(x))} ≥ 0, como
queŕıamos.

Suponha que arx
r + · · · + a1x + a0 = 0, com a0, . . . , ar ∈ K. Podemos supor ar 6= 0 e

a0 6= 0. Se vP (x) > 0, então vP (arx
r + · · · + a1x) = vP (x) + vP (arx

r−1 + · · · + a1) >
0 = vP (a0), de acordo com a afirmação que acabamos de provar. Assim, vP (arx

r + · · ·+
a1x + a0) = vP (a0) = 0, o que é uma contradição. Se vP (x) < 0, então vP (x

−1) > 0 e
ar + · · ·+ a1(x

−1)r−1 + a0(x
−1)r = 0, e o resultado segue de forma similar.
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Seja P um lugar de F |K e OP o anel de valorização associado. Como P é um ideal maximal,
o anel quociente FP := OP/P é um corpo. Para x ∈ OP , denotaremos por x(P ) ∈ FP a classe
de x módulo P , e para x /∈ OP , definimos x(P ) := ∞. Pelo Teorema 1.9 (4) e (5), temos
K ⊆ OP e K ∩ P = {0}, logo a aplicação natural OP → OP/P = FP induz um mergulho de
K em FP e, assim, podemos considerar K ⊆ FP via esse mergulho. Definimos o grau do lugar
P como sendo degP := [FP : K]. Dizemos que P é um lugar racional se degP = 1.

Proposição 1.10. Seja P um lugar de F |K. Então degP <∞.

Seja P um lugar racional de F |K, isto é, degP = 1. Então temos FP = K. Se K é
algebricamente fechado, então todos os lugares são racionais e podemos ver um elemento z ∈ F
como uma função

z : PF → K ∪ {∞},
P 7→ z(P ).

Definição 1.11. Seja z ∈ F e P ∈ PF . Dizemos que P é um zero de z se z(P ) = 0, e que P
é um polo de z se z(P ) = ∞.

Observe que P é um zero de z se, e somente se, vP (z) > 0; e P é um polo de z se, e somente
se, vP (z) < 0.

Proposição 1.12. Seja z ∈ F transcendente sobre K. Então z tem pelo menos um zero, e pelo
menos um polo. Em particular, PF 6= ∅. Além disso, o número de zeros de z é finito, assim
como o número de polos.

A partir deste momento, vamos assumir que todo elemento de F algébrico sobre K já esteja
em K.

Definição 1.13. Um divisor de F |K é uma soma formal

D =
∑

P∈PF

nPP com nP ∈ Z, nP = 0 para quase todo P.

O suporte de D é definido como

SuppD := {P ∈ PF : nP 6= 0}.

Dois divisores D =
∑

nPP e D′ =
∑

n′
PP são somados coeficiente a coeficiente,

D +D′ =
∑

P∈PF

(nP + n′
P )P.

O divisor nulo é definido por

0 :=
∑

P∈PF

rPP, com rP = 0 para todo P.

Denotamos o conjunto dos divisores de F |K por Div(F ). Com a soma definida acima, Div(F )
é um grupo abeliano. Para Q ∈ PF e D =

∑

nPP , definimos vQ(D) := nQ, e logo

SuppD = {P ∈ PF : vP (D) 6= 0} e D =
∑

P∈SuppD

vP (D) · P.

Podemos equipar o conjunto Div(F ) com uma ordem parcial definindo

D1 ≤ D2 : ⇐⇒ vP (D1) ≤ vP (D2) para todo P ∈ PF .

Dizemos que D é um divisor efetivo se D ≥ 0. O grau de um divisor D é definido como

degD :=
∑

P∈PF

vP (D) · degP,

e fornece um homomorfismo deg : Div(F ) → Z.
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Vimos que um elemento não nulo x ∈ F tem um número finito de zeros e polos. Assim, faz
sentido a seguinte definição.

Definição 1.14. Seja 0 6= x ∈ F , e denote Z (resp. N) o conjunto de zeros (resp. polos) de x
em PF . Definimos:

(x)0 :=
∑

P∈Z

vP (x)P, o divisor de zeros de x,

(x)∞ :=
∑

P∈N

(−vP (x))P, o divisor de polos de x,

(x) := (x)0 − (x)∞, o divisor principal de x.

É claro que (x)0 ≥ 0, (x)∞ ≥ 0 e

(x) =
∑

P∈PF

vP (x)P.

Definição 1.15. Dizemos que dois divisores D,D′ ∈ Div(F ) são equivalentes (e denotamos
D ∼ D′) se D = D′ + (x) para algum x ∈ F \ {0}.

A próxima definição tem um papel fundamental na teoria de corpos de funções algébricas.

Definição 1.16. Seja D ∈ Div(F ). O conjunto L (D) := {x ∈ F : (x) + D ≥ 0} ∪ {0}
é um K-subespaço vetorial de F , denominado espaço de Riemann-Roch associado a D.
Denotamos ℓ(D) := dimK L (D).

Seja D = 0 o divisor nulo. Se x ∈ L (D), então (x) ≥ 0, isto é, x não tem polos. Pela
Proposição 1.12, x ∈ K. Logo, temos L (0) = K e ℓ(0) = 1.

Lema 1.17. Se D e E são divisores tais que D ≤ E, então L (D) ⊆ L (E) e

dimK

L (E)

L (D)
≤ deg(E −D).

Em particular, para um divisor D ≥ 0, temos dimK

L (D)

L (0)
= dimK

L (D)

K
≤ degD, ou

seja, ℓ(D) ≤ degD + 1.

Corolário 1.18. Para cada divisor D, o K-espaço vetorial L (D) tem dimensão finita.

Demonstração. Tomando um divisor E com D ≤ E e 0 ≤ E, temos ℓ(D) ≤ ℓ(E) ≤ degE +
1.

Teorema 1.19. Todos os divisores principais têm grau zero. Mais precisamente, dado x ∈
F \ K, temos deg(x)0 = deg(x)∞ = [F : K(x)], ou seja, o número de zeros de x é igual ao
número de polos (ambos contados com os respectivos graus).

Corolário 1.20. Se D é um divisor com degD < 0, então ℓ(D) = 0.

Demonstração. Suponha que existe x ∈ L (D) \ {0}, isto é, E := (x) + D ≥ 0. Então
degD = degE ≥ 0.

Corolário 1.21. Um divisor D é principal se, e somente se, degD = 0 e ℓ(D) > 0.
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Demonstração. Se D = (x) é principal, então degD = 0 (Teorema 1.19) e 0 = (x−1) + (x) ≥ 0,
ou seja, x−1 ∈ L (D). Suponha que degD = 0 e ℓ(D) > 0. Então existe x ∈ L (D) \ {0}, isto
é, E := (x) +D ≥ 0 e degE = 0. O fato de degE ser a soma nula de inteiros não negativos,
implica que cada um desses inteiros deve ser zero, ou seja, E = 0, e ogo D = (x−1).

Teorema 1.22 (Teorema de Riemann). Existe um inteiro g tal que, para cada divisor D ∈
Div(F ) vale

ℓ(D) ≥ degD + 1− g.

Pelo Teorema de Riemann, o conjunto {degD − ℓ(D) + 1 : D ∈ Div(F )} ⊆ Z é limitado, e
portanto possui um máximo.

Definição 1.23. Definimos o gênero do corpo de funções F |K como sendo

max{degD − ℓ(D) + 1 : D ∈ Div(F )}.

1.3 O Teorema de Riemann-Roch

O termo de correção na desigualdade do Teorema de Riemann i(D) := ℓ(D)− degD − 1 + g é
denominado ı́ndice de especialidade do divisor D. O Teorema de Riemann-Roch interpreta
i(D) como ℓ(W −D) para um divisor W adequado. No que segue, introduzimos as principais
ferramentas para demonstrá-lo. Mais uma vez, todas as demonstrações omitidas podem ser
encontradas em [12], Caṕıtulo 1.

Seja D um divisor de F |K. Para construir o espaço L (D), procuramos os elementos x ∈ F
tais que vP (x) + vP (D) ≥ 0 para cada P . A seguir, faremos uma espécie de generalização
dessa construção: para cada lugar P , escolhemos uma função αP tal que vP (αP ) + vP (D) ≥ 0.
Observe que, pela definição de divisor, temos vP (D) = 0 para quase todo P , e logo vP (αP ) ≥ 0
para quase todo P . Isso motiva a seguinte definição.

Definição 1.24. Um adele de F |K é uma aplicação

α :

{

PF → F,
P 7→ αP ,

tal que αP ∈ OP para quase todo P ∈ PF . Usamos a notação α = (αP )P∈PF
ou, por simplici-

dade, α = (αP ), e dizemos que αP é a componente do adele α em P . Denotamos ainda

AF := {α : α é um adele de F |K}.

Dados α, β ∈ AF e λ ∈ K, definimos α + β : PF → F por

(α + β)P := αP + βP ,

e
(λα)P := λαP .

Note que α + β e λα são elementos de AF , pois vP (αP + βP ) ≥ min{vP (αP ), vP (βP )} ≥ 0 e
vP (λαP ) = vP (αP ) ≥ 0 para quase todo P ∈ PF . Dessa forma, AF se torna um K-espaço
vetorial. O adele principal de um elemento x ∈ F é o adele cujas componentes são todas
iguais a x. Assim, podemos ver F como K-subespaço de AF , identificando cada elemento de
F a seu adele principal em AF . Para α ∈ AF e P ∈ PF , denotamos vP (α) := vP (αP ).

Para D ∈ Div(F ), definimos

AF (D) := {α ∈ AF : vP (α) + vP (D) ≥ 0 para todo P ∈ PF}.

Observe que AF (D) é um K-subespaço vetorial de AF . Além disso, por meio do mergulho
θ : F →֒ AF descrito no parágrafo anterior, podemos identificar L (D) com AF (D) ∩ θ(F ).
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Temos um resultado análogo ao Lema 1.17 para os espaços AF (D).

Lema 1.25. Se D e E são divisores tais que D ≤ E, então AF (D) ⊆ AF (E) e

dimK

AF (E)

AF (D)
= deg(E −D).

Além disso, para os divisores D que satisfazem a igualdade no Teorema de Riemann, o
espaço AF (D) é bastante grande.

Lema 1.26. Se D é um divisor de F |K com ℓ(D) = degD + 1− g, então AF = AF (D) + F .

O resultado a seguir oferece uma interpretação do ı́ndice de especialidade de um divisor em
termos das dimensões de espaços de adeles.

Teorema 1.27. Para cada divisor D, o ı́ndice de especialidade é dado por

i(D) = dimK

AF

AF (D) + F
.

Para uma segunda interpretação do ı́ndice de especialidade, que culminará no Teorema de
Riemann-Roch, introduzimos o conceito de diferencial de Weil.

Definição 1.28. Um diferencial de Weil de F |K é uma aplicação K-linear ω : AF → K
que se anula em AF (D) + F para algum D ∈ Div(F ). Denotamos

ΩF := {ω : ω é um diferencial de Weil de F |K}.

Para D ∈ Div(F ), definimos

ΩF (D) := {ω ∈ ΩF : ω se anula sobre AF (D) + F}.

Podemos ver ΩF como K-espaço vetorial. De fato, se ω1 se anula sobre AF (D1) + F e ω2

se anula sobre AF (D2) + F , então ω1 + ω2 se anula sobre AF (D3) + F para qualquer divisor
D3 com D3 ≤ D1 e D3 ≤ D2, e aω1 se anula sobre AF (D1) + F para todo a ∈ K. Observe que
ΩF (D) é um subespaço de ΩF .

Lema 1.29. Para D ∈ Div(F ) temos dimΩF (D) = i(D).

Demonstração. O espaço ΩF (D) é isomorfo ao espaço de funcionais lineares em AF/(AF (D)+
F ). Como AF/(AF (D) + F ) tem dimensão finita i(D) (Teorema 1.27), o resultado segue.

Podemos ainda dar um estrutura de F -espaço vetorial a ΩF . Para x ∈ F e ω ∈ ΩF definimos
xω : AF → K por

(xω)(α) := ω(xα).

É fácil ver que xω é um diferencial de Weil. De fato, se ω se anula sobre AF (D) + F então xω
se anula sobre AF (D + (x)) + F .

Proposição 1.30. ΩF é um F -espaço vetorial de dimensão um.

Gostaŕıamos de associar um divisor a um diferencial de Weil ω 6= 0.

Lema 1.31. Seja 0 6= ω ∈ ΩF . Defina

M(ω) := {D ∈ Div(F ) : ω se anula em AF (D) + F}.

EntãoM(ω) tem um único máximo com respeito à relação ≤, isto é, existe um únicoW ∈M(ω)
tal que D ≤ M para todo D ∈ M(ω). A este divisor damos o nome de divisor do diferencial
de Weil ω, e denotamos (ω) := W .
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Definição 1.32. 1. Para 0 6= ω ∈ ΩF e P ∈ PF definimos vP (ω) := vP ((ω)).

2. Dizemos que um lugar P ∈ PF é um zero (resp. polo) de ω se vP (ω) > 0 (resp.
vP (ω) < 0).

3. Dizemos que W é um divisor canônico se W = (ω) para algum ω ∈ ΩF \ {0}.

Segue imediatamente das definições que ΩF (D) = {ω ∈ ΩF : (ω) ≥ D} ∪ {0}.

Proposição 1.33. 1. Para 0 6= x ∈ F e 0 6= ω ∈ ΩF temos (xω) = (x) + (ω).

2. Quaisquer dois divisores canônicos são equivalentes.

Demonstração. Se ω se anula em AF (D) + F então xω se anula em AF (D + (x)) + F . Como
ω se anula em AF ((ω)) + F , temos

(ω) + (x) ≤ (xω).

Da mesma forma, (xω) + (x−1) ≤ (x−1xω) = (ω). Combinando estas desigualdades, ficamos
com

(ω) + (x) ≤ (xω) ≤ −(x−1) + (ω) = (ω) + (x).

Isto prova o item (1). Para o item (2), observe que, pela Proposição 1.30, dados quaisquer dois
diferenciais de Weil ω1 e ω2 não nulos, existe x ∈ F \ {0} tal que ω2 = xω1. Pelo item (1),
temos (ω2) = (x) + (ω1).

Teorema 1.34. Seja W = (ω) um divisor canônico de F |K. Para cada D ∈ Div(F ), a
aplicação

µ :

{

L (W −D) → ΩF (D),
x 7→ xω

está bem definida e é um isomorfismo de K-espaços vetoriais. Em particular, i(D) = ℓ(W−D).

Demonstração. Para x ∈ L (W −D), temos

(xω) = (x) + (ω) ≥ −(W −D) +W = D,

e logo xω ∈ ΩF (D). Assim, µ leva L (W −D) em ΩF (D). É fácil ver que µ é linear e injetora.
Para mostrar que µ é sobrejetora, tome ω1 ∈ ΩF (D). Pela Proposição 1.30, podemos escrever
ω1 = xω para algum x ∈ F . Como

(x) +W = (x) + (ω) = (xω) = (ω1) ≥ D,

ficamos com (x) ≥ −(W − D), donde x ∈ L (W − D) e ω1 = µ(x). Provamos, assim,
que ℓ(W − D) = dimK ΩF (D). Como i(D) = dimK ΩF (D) pela Proposição 1.27, segue que
i(D) = ℓ(W −D).

Teorema 1.35 (Riemann-Roch). Para cada divisor D ∈ Div(F ),

ℓ(D) = degD + 1− g + ℓ(W −D).

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 1.34 e da definição de i(D).

Corolário 1.36. 1. Para todo divisor canônico W temos degW = 2g − 2 e ℓ(W ) = g.

2. Um divisor D é canônico se, e somente se, degD = 2g − 2 e ℓ(D) ≥ g.

3. Se D é um divisor com degD > 2g − 2, então ℓ(D) = degG+ 1− g.
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Demonstração. 1. Basta tomar, no Teorema de Riemann-Roch, D = W e D = 0, respecti-
vamente.

2. Suponha que degD = 2g − 2 e ℓ(D) ≥ g. Seja W um divisor canônico. Então

g ≤ ℓ(D) = degD + 1− g + ℓ(W −D) = g − 1 + ℓ(W −D),

e logo ℓ(W −D) ≥ 1. Como deg(W −D) = 0, segue pelo Corolário 1.21 que W −D = (x)

é principal. Assim, se W = (ω) temos que D =

(

1

x
ω

)

é canônico.

3. Veja que pelo item (1), se W é um divisor canônico arbitrário, então deg(W − D) < 0.
Logo ℓ(W −D) = 0, e o resultado segue do Teorema de Riemann-Roch.

O item (2) do Corolário 1.36 poderia ter sido enunciado considerando a igualdade ℓ(D) = g
ao invés de ℓ(D) ≥ g. Entretanto, a afirmação ℓ(D) ≥ g é mais fraca do que ℓ(D) = g, de
forma que para concluir que o divisor D é canônico, por exemplo, basta mostrar que existem
g elementos linearmente independentes em L (D) (além de verificar que degD = 2g − 2). O
seguinte resultado complementa a cota inferior dada para ℓ(D) no Teorema de Riemann.

Teorema 1.37 (Teorema de Clifford). Para todo divisor D com 0 ≤ degD ≤ 2g − 2, tem-se

ℓ(D) ≤ 1 +
1

2
degD.



Caṕıtulo 2

Semigrupos de Weierstrass

Seja F |K um corpo de funções algébricas. Dado P ∈ PF , consideremos o conjunto

H(P ) := {α ∈ N0 : existe x ∈ F com (x)∞ = αP}.

Proposição 2.1. Para α ∈ N0, temos α ∈ H(P ) se, e somente se, ℓ(αP ) > ℓ((α− 1)P ).

Demonstração. Um elemento x ∈ F é tal que (x)∞ = αP se, e somente se, vP (x) = −α e
vQ(x) ≥ 0 para Q ∈ PF \ {P}, isto é, x ∈ L (αP ) \ L ((α− 1)P ).

Definição 2.2. Um semigrupo numérico é um subconjunto H ⊆ N0 tal que:

1. 0 ∈ H.

2. Se α1, α2 ∈ H, então α1 + α2 ∈ H.

3. N0 \H é finito.

Observe que 0 ∈ H(P ), já que (1)∞ = 0P . Além disso, dados α1, α2 ∈ H(P ), digamos
(x1)∞ = α1P e (x2)∞ = α2P , então (x1x2)∞ = (α1 + α2)P , isto é, α1 + α2 ∈ H(P ). Assim,
para concluir que H(P ) é um semigrupo numérico, precisamos mostrar que tem complemento
finito em N0. Isso é garantido pelo seguinte.

Teorema 2.3 (Teorema das Lacunas de Weierstrass). Suponha que F |K tenha gênero g > 0 e
P é um lugar de grau um. Então existem exatamente g lacunas i1, . . . , ig em P . Temos

i1 = 1 e ig ≤ 2g − 1.

Demonstração. Primeiro provemos cada lacuna em P é menor ou igual a 2g− 1. Suponha que
α ≥ 2g. Pelo Corolário 1.36, item (3), ℓ(αP ) = α+ 1− g e ℓ((α− 1)P ) = (α− 1) + 1− g. Da
Proposição 2.1, segue que α ∈ H(P ).

Veja que α ∈ N0 é uma lacuna em P se, e somente se, ℓ(αP ) = ℓ((α − 1)P ). Considere a
sequência de K-espaços vetoriais

K = L (0) ⊆ L (P ) ⊆ L (2P ) ⊆ · · · ⊆ L ((2g − 1)P ),

onde dimL (0) = 1 e dimL ((2g−1)P ) = g. Pelo Lema 1.17, temos dimL (αP )−dimL ((α−
1)P ) ≤ 1 para todo α ∈ N0. Logo existem exatamente g − 1 números 1 ≤ α ≤ 2g − 1 tais que
L ((α− 1)P ) ( L (αP ). Os g números restantes são as lacunas em P .

Resta mostrar que 1 é uma lacuna. Suponha 1 ∈ H(P ). Como H(P ) é um semigrupo,
devemos ter H(P ) = N0, e não existem lacunas. Mas isso contradiz a hipótese g > 0.

13
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O conjunto H(P ) é denominado semigrupo de Weierstrass associado a P . Se α ∈
J(P ) := N0 \H(P ), dizemos que α é uma lacuna em P .

De forma semelhante, definimos o semigrupo de Weierstrass associado a um m-upla de
lugares P1 . . . , Pm ∈ PF como sendo

H(P1, . . . , Pm) := {(α1, . . . , αm) ∈ Nm
0 : existe x ∈ F com (x)∞ = α1P1 + · · ·+ αmPm},

e dizemos que (α1, . . . , αm) é uma lacuna em (P1, . . . , Pm) se (α1, . . . , αm) ∈ J(P1, . . . , Pm) :=
Nm

0 \H(P1, . . . , Pm). Analogamente ao caso de um lugar, podemos mostrar que H(P1, . . . , Pm)
possui o elemento (0, . . . , 0) e é fechado em relação à soma. O Corolário 2.16 garante que, pelo
menos no caso onde #K ≥ m, o complemento de H(P1, . . . , Pm) em Nm

0 é finito. A noção de
semigrupo de Weierstrass de vários lugares foi introduzida em [1]. A seguir, listamos algumas
propriedades no caso m = 2 que aparecem em [7], e suas generalizações para m arbitrário, feitas
em [2].

Sejam F |K um corpo de funções algébricas de gênero g > 1, e P1, P2 ∈ PF lugares de grau
um distintos.

Lema 2.4. Se (α1, α2), (α
′
1, α

′
2) ∈ H(P1, P2) com α1 ≥ α′

1 e α2 ≤ α′
2, então (α1, α

′
2) ∈

H(P1, P2).

Demonstração. Se α1 = α′
1 ou α2 = α′

2, não há nada a provar. Suponha α1 > α′
1 e α2 < α′

2.
Sejam f1, f2 ∈ F tais que

(f1)∞ = α1P1 + α2P2 e (f2)∞ = α′
1P1 + α′

2P2.

Tome f = f1+f2. Temos vP1
(f) = −α1 e vP2

(f) = −α′
2. Além disso, se P é um polo de f , então

0 > vP (f) ≥ min{vP (f1), vP (f2)}, e logo P = P1 ou P = P2. Portanto, (f)∞ = α1P1 + α′
2P2 e

(α1, α
′
2) ∈ H(P1, P2).

α′
2

α2

α′
1

α1

⇒

α′
2

α2

α′
1

α1

Figura 2.1: Interpretação gráfica do Lema 2.4.

Na Figura 2.1, os pontos marcados com pertencem a H(P1, P2).

Lema 2.5. Seja α1 ≥ 1. Então ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2) + 1 se, e somente se,
existe α, 0 ≤ α ≤ α2, tal que (α1, α) ∈ H(P1, P2).

Demonstração. Temos ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2) + 1 se, e somente se, existe
f ∈ L (α1P1+α2P2)\L ((α1−1)P1+α2P2), ou seja, (f)∞ = α1P1+αP2, com 0 ≤ α ≤ α2.

Lema 2.6. Para (α1, α2) ∈ N2, são equivalentes:

1. (α1, α2) ∈ H(P1, P2);
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× ×α2

α1α1 − 1

⇐⇒

× ×α2

α1α1 − 1

α

Figura 2.2: Interpretação gráfica do Lema 2.5. O segmento no gráfico do lado esquerdo li-
gando os pontos marcados com × indica que estes pontos representam divisores com dimensões
diferentes.

2. ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2) + 1 = ℓ(α1P1 + (α2 − 1)P2) + 1.

Demonstração. A implicação (1) ⇒ (2) segue diretamente do Lema 2.5. Suponha (2). Pelo
Lema 2.5, existem α′

1, α
′
2 tais que 0 ≤ α′

1 ≤ α1, 0 ≤ α′
2 ≤ α2 tais que (α′

1, α2), (α1, α
′
2) ∈

H(P1, P2). Pelo Lema 2.4, temos (α1, α2) ∈ H(P1, P2).

×

×

α2

α2 − 1

α1α1 − 1

⇐⇒

× ×

×

α2

α1α1 − 1

α2 − 1

Figura 2.3: Interpretação gráfica do Lema 2.6.

Na Figura 2.3, um segmento ligando dois pontos indica que estes pontos representam divi-
sores com dimensões diferentes, e o ponto marcado com pertence a H(P1, P2).

Corolário 2.7. Se α1, α2 ∈ N0 e α1 + α2 ≥ 2g, então (α1, α2) ∈ H(P1, P2).

Demonstração. Se α1 = 0 ou α2 = 0, o resultado segue do Teorema 2.3. Suponha α1 ≥ 1
e α2 ≥ 1. Tome D := α1P1 + α2P2. Por hipótese, degD = α1 + α2 ≥ 2g. Pelo item (3)
do Corolário 1.36, ℓ(D) = α1 + α2 + 1 − g, ℓ(D − P1) = α1 − 1 + α2 + 1 − g = ℓ(D) − 1 e
ℓ(D−P2) = α1+α2−1+1−g = ℓ(D)−1. Pelo Lema 2.6, devemos ter (α1, α2) ∈ H(P1, P2).

Definição 2.8. Para α ∈ N0, definimos βα = min{β : (α, β) ∈ H(P1, P2)}. Observe que
α ∈ J(P1) se, e somente se, βα ≥ 1.

Corolário 2.9. Sejam α1, α2 ∈ N0, α1 ≥ 1. Então ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2) se,
e somente se, α2 < βα1

.

Demonstração. Segue diretamente do Lema 2.5.

Lema 2.10. Para uma lacuna α1 em P1, tem-se α1 = min{α : (α, βα1
) ∈ H(P1, P2)}. Além

disso, {βα1
: α1 ∈ J(P1)} = J(P2).
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Demonstração. Temos α1 ≥ 1 e βα1
≥ 1. Defina D := α1P1 + βα1

P2. Pelo Lema 2.6, temos
ℓ(D − P1) = ℓ(D − P2) = ℓ(D) − 1. Pelo Corolário 2.9, ℓ(D − P2 − P1) = ℓ(D − P2) =
ℓ(D) − 1. Suponha que exista α′

1 < α1 tal que (α′
1, βα1

) ∈ H(P1, P2). Então, pelo Lema 2.5,
ℓ(D − P1 − P2) = ℓ(D − P1)− 1 = ℓ(D)− 2, o que é uma contradição.

Agora, observe que βα1
∈ J(P2) (já que (0, βα1

) /∈ H(P1, P2)), e se α2 6= α1 então βα2
6= βα1

.
Assim, {βα1

: α1 ∈ J(P1)} está contido em J(P2), e sua cardinalidade é g, portanto deve ser
igual a J(P2).

Observação 2.11. Como consequência do Lema 2.10 e do Teorema 2.3, segue que a aplicação
J(P1) → J(P2) dada por α 7→ βα é bijetora. (A aplicação é sobrejetora e #J(P1) = #J(P2).)

Para generalizar estes resultados para semigrupos de Weierstrass de m lugares, fixemos a
seguinte notação. Sejam P1, . . . , Pm lugares racionais distintos de F |K. Denotaremos H :=
H(P1, . . . , Pm) e J := Nm

0 \H. Para n := (n1, . . . , nm) ∈ Zm, denotaremos L (n) := L (n1P1 +
· · ·+ nmPm) e ℓ(n) := ℓ(L (n)). Para i ∈ {1, . . . ,m}, definimos

∇i(n) := {(p1, . . . , pm) ∈ H : pi = ni e pj ≤ nj, ∀j 6= i}.

Definimos ainda n(i) := n−niei, onde ei denota o elemento de Nm
0 com 1 na i-ésima coordenada

e 0 nas outras.
No que segue, assumimos #K ≥ m. Os resultados acima podem ser generalizados, respec-

tivamente, da seguinte forma.

Lema 2.12. Para (n1, . . . , nm), (p1, . . . , pm) ∈ H, seja qi := max{ni, pi} para i = 1, . . . ,m.
Então (q1, . . . , qm) ∈ H.

Demonstração. Sejam f, g ∈ F tais que (f)∞ =
∑m

i=1 niPi e (g)∞ =
∑m

i=1 piPi. Para i =
1, . . . ,m, escolha um uniformizante local ti ∈ Pi, e defina ai :=

(

t−ni

i f
)

(Pi) e bi :=
(

t−pi
i g

)

(Pi).
Observe que ai, bi ∈ K \ {0}. Sejam α, β ∈ K e h := αf + βg. Se P ∈ PF \ {P1, . . . , Pm},
então vP (h) ≥ min{vP (f), vP (g)} ≥ 0. Se ni 6= pi então, vPi

(h) = min{vPi
(f), vPi

(g)} = −qi.
Se ni = pi, então

(

t−ni

i h
)

(Pi) = αai + βbi, e logo vPi
(h) = −qi desde que αai + βbi 6= 0. Assim,

se escolhemos (α, β) no conjunto

K2 \
⋃

i:ni=pi

{(α, β) ∈ K2 : αai + βbi = 0},

isto é, no complementar em K2 de uma união de no máximo m subespaços de dimensão 1,
teremos (h)∞ =

∑m

i=1 qiPi. Mas essa escolha é posśıvel, já que #K ≥ m.

Lema 2.13. Sejam n ∈ Nm
0 e i ∈ {1, . . . ,m}. Então ℓ(n) = ℓ(n − ei) + 1 se, e somente se,

∇i(n) 6= ∅.

Demonstração. Observe que f ∈ L (n) \ L (n − ei) se, e somente se, (f)∞ =
∑m

j=1 pjPj, com
pi = ni e pj ≤ nj para j 6= i. Portanto, o resultado segue.

Lema 2.14. Dado n ∈ Nm, temos n ∈ H se, e somente se, ℓ(n) = ℓ(n − ei) + 1 para todo
i = 1, . . . ,m.

Demonstração. Se n ∈ H, então ∇i(n) 6= ∅ para todo i = 1, . . . ,m. Pelo Lema 2.12, ℓ(n) =
ℓ(n− ei) + 1 para todo i = 1, . . . ,m.

Para a implicação inversa, tome fi ∈ L (n)\L (n−ei), isto é, vPi
(fi) = −ni e vPj

(fi) ≥ −nj

para j 6= i, onde i, j ∈ {1, . . . ,m}. Queremos mostrar que existe uma m-upla (α1, . . . , αm) ∈
Km tal que o divisor de polos de h :=

∑m

i=1 αifi é precisamente
∑m

i=1 niPi. Para cada
i = 1, . . . ,m, escolha um uniformizante local ti em Pi, e seja ai,j :=

(

t
nj

j fi
)

(Pj). Então te-

remos vPj
(h) = −nj desde que

(

t
nj

j h
)

(Pj) =
∑m

i=1 αiai,j 6= 0. Assim, só precisamos escolher
(α1, . . . , αn) no complemento em Kn da união de m subespaços de dimensão m− 1. Mas essa
escolha é posśıvel, já que #K ≥ m.
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Observação 2.15. Demonstração alternativa do Lema 2.14. Suponha que ℓ(n) = ℓ(n−ei)+1
para cada i = 1, . . . ,m. Pelo Lema 2.12, podemos tomar pi = (pi,1, . . . , pi,m) ∈ ∇i(n), isto é,
pi ∈ H, pi,i = ni e pi,j ≤ nj para i 6= j. Para cada j = 1, . . . ,m, temos nj = max{pi,j : i ∈
{1, . . . ,m}}. Pelo Lema 2.12 e um argumento de indução em i, conclúımos que n ∈ H.

Corolário 2.16. Se n ∈ Nm
0 e

∑m

i=1 ni ≥ 2g, então n ∈ H.

Demonstração. Procedemos por indução sobre m. O caso m = 2 é o Corolário 2.7. Seja m > 2,
e suponha que o resultado é válido sempre que o número de lugares é menor que m. Assim,
se algum ni é nulo, estamos na hipótese de indução. Suponha então que ni ≥ 1 para todo
i = 1, . . . ,m. Pelo item (3) do Corolário 1.36, temos ℓ(n) =

∑m

i=1 ni + 1 − g = ℓ(n − ei) + 1
para cada i = 1, . . . ,m. Pelo Lema 2.14, temos n ∈ H.

Corolário 2.17. Seja n ∈ Nm
0 . São equivalentes:

1. n ∈ J ;

2. Existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que ℓ(n) = ℓ(n− ei);

3. Existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que ∇i(n) = ∅.

Demonstração. Segue diretamente dos Lemas 2.13 e 2.14.

Podemos equipar Nm
0 com uma ordem parcial � como segue: (n1, . . . , nm) � (p1, . . . , pm) se

ni ≤ pi para todo i = 1, . . . ,m.
A generalização do Lema 2.10 pode ser pensada da seguinte forma.

Lema 2.18. Suponha que n seja uma lacuna em Pi e seja n um elemento minimal em {p ∈
H : pi = n} com respeito a �. Então n(i) ∈ J e n = min{p ∈ N : n(i) + pei ∈ H}.

Demonstração. Suponha que n(i) + qei ∈ H para algum q com 0 ≤ q < n. Tome f, g ∈ F
com (f)∞ =

∑m

j=1 njPj e (g)∞ =
∑

j=1,...,m
j 6=i

njPj + qPi. Para cada j ∈ {1, . . . ,m}, escolha um

uniformizante local tj em Pj, e defina a := (tni f) (Pi) e b := (tqi g) (Pi). Tomando h = bf − ag,
temos (tni h) (Pi) = b (tni f) (Pi) − a (tni g) (Pi) = ba 6= 0, e logo vPi

(h) = −n. Para j 6= i, temos
(

t
nj

j h
)

(Pj) = 0, ou seja, e vPj
(h) > −nj. Assim (h)∞ =

∑m

j=1 pjPj, com pi = n e pj < nj para
j 6= i, o que contradiz a minimalidade de n.

Por outro lado, se n ∈ Nm
0 é tal que n(i) ∈ J para algum i ∈ {1, . . . ,m}, tomando n :=

min{p ∈ N : n(i) + pei ∈ H}, pode-se concluir que n é uma lacuna em Pi. Nesse caso, nem
sempre é verdade que n(i) + nei é minimal em {p ∈ H : pi = n}. Mas vale o seguinte.

Lema 2.19. Sejam n ∈ Nm
0 e i ∈ {1, . . . ,m}, e suponha que n(i) ∈ J . Tome n := min{p ∈ N :

n(i)+ pei ∈ H}. Se p ∈ Nm
0 é tal que pi = n, e pj < nj ou pj = nj = 0 para j 6= i, então p ∈ J .

Em particular, n é uma lacuna em Pi.

Demonstração. Suponha que exista p ∈ H com pi = n e pj = nj = 0 ou pj < nj para j 6= i.
Tome f, g ∈ F com (f)∞ =

∑

j=1,...,m
j 6=i

njPj+nPi e (g)∞ =
∑m

j=1 piPi. Seja tj ∈ Pj uniformizante

local para cada j ∈ {1, . . . ,m}. Tomando a := (tni f)(Pi) e b := (tni g)(Pi) e h := bf − ag, temos
(tni h)(Pi) = 0 e (t

nj

j h)(Pj) = b(t
nj

j f)(Pj) + a(t
nj

j g)(Pj) = b(t
nj

j f)(Pj) 6= 0. Assim, vPi
(h) > −n

e vPj
(h) = −nj para j 6= i, ou seja, (h)∞ =

∑m

j=1 qjPj, com qi < n e qj = nj para j 6= i,
contradizendo a minimalidade de n.

Observação 2.20. Em [2], os autores descrevem um contra-exemplo para o Lema 2.14 quando
se tira a hipótese #K ≥ m.
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Voltando ao caso m = 2, estamos interessados no número de lacunas que pode ter um
semigrupo de Weierstrass. Para um lugar, o Teorema das Lacunas de Weierstrass nos diz que
este número é g. Para obter uma fórmula para o caso de dois lugares, antes façamos uma
descrição conveniente do conjunto de lacunas.

Teorema 2.21. Temos

J(P1, P2) = {(α, β) ∈ N2
0 : α ∈ J(P1), 0 ≤ β < βα} ∪ {(α, βα′) : α′ ∈ J(P1), 0 ≤ α < α′}.

Demonstração. Denotemos J1 := {(α, β) ∈ N2
0 : α ∈ J(P1), 0 ≤ β < βα} e J2 := {(α, βα′) : α′ ∈

J(P1), 0 ≤ α < α′}. Pela Definição 2.8, J1 ⊆ J(P1, P2), e pelo Lema 2.10, J2 ⊆ J(P1, P2).
Seja (α1, α2) ∈ J(P1, P2). Se α1 = 0, então α2 ∈ J(P2), e pelo Lema 2.10 temos α2 = βα′

para algum α′ ∈ J(P1), e logo (α1, α2) ∈ J2. Se α2 = 0, então α1 ∈ J(P1), e logo (α1, α2) ∈ J1.
Suponha agora α1 ≥ 1 e α2 ≥ 1. Pelo Lema 2.6, temos ℓ(α1P2 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 +
α2P2) ou ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ(α1P1 + (α2 − 1)P2). No primeiro caso, o Lema 2.5 nos diz que
(α1, α) ∈ J(P1, P2) para todo 0 ≤ α ≤ α2. Assim, α1 ∈ J(P1) e α2 < βα1

, donde segue
que (α1, α2) ∈ J1. No segundo caso, uma versão simétrica do Lema 2.5 nos dá (α1, α2) ∈ J2.
Portanto, J(P1, P2) ⊆ J1 ∪ J2.

Corolário 2.22. O número de lacunas em (P1, P2) é

#J(P1, P2) =
∑

α1∈J(P1)

α1 +
∑

α2∈J(P2)

α2 − r(P1, P2),

onde r(P1, P2) = #{(α1, α
′
1) ∈ J(P1)

2 : α1 < α′
1 e βα1

> βα′

1
}.

Demonstração. Sejam J1 e J2 como na demonstração do Teorema 2.21. Então

#J(P1, P2) = #J1 +#J2 −#(J1 ∩ J2).

É fácil ver que

#J1 =
∑

α∈J(P1)

βα =
∑

α∈J(P2)

α e #J2 =
∑

α′∈J(P1)

α′.

Temos
J1 ∩ J2 = {(α, βα′) ∈ N2

0 : α, α
′ ∈ J(P1), 0 ≤ βα′ < βα e 0 ≤ α < α′},

e logo #(J1 ∩ J2) = #{(α1, α
′
1) ∈ J(P1)

2 : α1 < α′
1 e βα1

> βα′

1
}.

Temos ainda uma elegante fórmula envolvendo dimensões de espaços de Riemann-Roch.

Proposição 2.23. O número de lacunas em (P1, P2) é:

#J(P1, P2) =

2g−1
∑

α=1

ℓ(αP1 + βαP2)− 1.

Demonstração. Observe que se α ∈ H(P1) então βα = 0. Sejam α ∈ J(P1) e β ≥ 1. Então
ℓ(αP1 + βP2) = ℓ(αP1 + (β − 1)P2) se, e somente se, β = βα′ para algum α′ > α (Corolário
2.9). Assim,

ℓ(αP1 + βαP2) = ℓ(αP1) +

βα
∑

β=1

(ℓ(αP1 + βP2)− ℓ(αP1 + (β − 1)P2))

= ℓ(αP1) + βα −#{α′ ∈ J(P1) : α
′ > α e βα′ < βα}.
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E logo, temos

2g−1
∑

α=1

ℓ(αP1 + βαP2) =

2g−1
∑

α=1

ℓ(αP1) +
∑

α∈J(P1)

(βα −#{α′ ∈ J(P1) : α
′ > α e βα′ < βα})

=
∑

α∈J(P1)

ℓ(αP1) +
∑

α∈H(P1)
1≤α≤2g−1

ℓ(αP1) +
∑

β∈J(P2)

β − r(P1, P2).

Agora, temos
α ∈ H(P1) ⇐⇒ ℓ(αP1) = ℓ((α− 1)P1) + 1

e
α ∈ J(P1) ⇐⇒ i(αP1) = i((α− 1)P1)− 1.

Dáı
∑

α∈H(P1)
1≤α≤2g−1

ℓ(αP1) = 2 + 3 + · · ·+ g =
(g + 2)(g − 1)

2
,

e

∑

α∈J(P1)

ℓ(αP1) =
∑

α∈J(P1)

(α + 1− g + i(αP1))

=
∑

α∈J(P1)

α + g(1− g) + (g − 1) + · · ·+ 2 + 1

=
∑

α∈J(P1)

α−
g(g − 1)

2
.

Portanto,

2g−1
∑

α=1

ℓ(αP1 + βαP2) =
∑

α∈J(P1)

α−
g(g − 1)

2
+

(g + 2)(g − 1)

2
+

∑

β∈J(P2)

β − r(P1, P2)

= #J(P1, P2) + 1



Caṕıtulo 3

O Corpo de Funções Hermitiano

No Caṕıtulo 4 falaremos de códigos, mais especificamente de códigos constrúıdos a partir de
corpos de funções. Observando as cotas para distância mı́nima apresentadas nos Teoremas 4.3
e 4.8, (n−degG e degG−2g+2, respectivamente), percebemos que pode-se obter códigos com
distância mı́nima maior em ambas as construções desde que o divisor G possa ser escolhido de
grau bem menor que n e bem maior que 2g−2, ou seja, desde que o número de lugares racionais
seja grande em relação ao gênero. Isso serve de motivação para encontrar e estudar corpos de
funções com o número máximo de lugares racionais para um dado gênero, os chamados corpos
de funções maximais. Um exemplo é o corpo de funções Hermitiano ([12], Exemplo 6.3.6).

Definição 3.1. Seja q = ps ∈ N para algum primo p e algum s > 0. O corpo de funções

Hermitiano sobre Fq2 é definido como sendo H = Fq2(x, y), onde y
q + y = xq+1.

No seguinte enunciado, colecionamos alguns resultados a respeito deH, cujas demonstrações
podem ser encontradas em [12] (Lema 6.4.4).

Teorema 3.2. O corpo de funções Hermitiano Fq2(x, y)|Fq2, com yq + y = xq+1, tem gênero
g = q(q − 1)/2, e possui q3 + 1 lugares de grau um sobre Fq2, que são

• o único polo comum P∞ de x e y; e

• para cada a ∈ Fq2 existem q elementos b ∈ Fq2 tais que bq + b = aq+1, e para cada um
desses pares (a, b) ∈ Fq2 × Fq2, existe um único lugar Pab de grau um tal que x(Pab) = a
e y(Pab) = b.

Além disso, os divisores de polos de x e y são (x)∞ = qP∞ e (y)∞ = (q + 1)P∞.

Observe que, pelo Teorema 3.2, existem q elementos b ∈ Fq2 tais que bq + b = 0, e os q
lugares associados P0b são zeros de x. Como deg(x) = 0, estes são todos os zeros de x:

(x) =
∑

bq+b=0

P0b − qP∞.

Além disso, se um lugar é zero de y, então também será zero de x, e logo deve ser P00. Dáı:

(y) = (q + 1)(P00 − P∞).

Queremos determinar o semigrupo de Weierstrass H(P ) para cada lugar P de grau um do
corpo de funções Hermitiano.

Primeiro considere P = P∞. Pelo Teorema 3.2, temos q, q+1 ∈ H(P ), e logo, iq+j(q+1) ∈
H(P ) para i, j inteiros não negativos. Defina H0 := {iq + j(q + 1) : i, j ∈ N0}.

20
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Lema 3.3. Dado n > 0, existem únicos inteiros t e k, com 0 ≤ k < q tais que n = tq + k.
Então n ∈ H0 se, e somente se, t ≥ k.

Demonstração. Suponha que n ∈ H0. Então existem i, j ∈ N0 tais que n = tq+ k = iq+ j(q+
1) = (i+ j)q+ j. Seja j′ o maior inteiro tal que j′q ≤ j. Então n = (i+ j + j′)q+ j − j′q, com
0 ≤ j − j′q < q, e logo, k = j − j′q e t = i + j + j′ ≥ j ≥ k. Por outro lado, se t ≥ k, então
n = tq + k = (t− k + k)q + k = (t− k)q + k(q + 1) ∈ H0.

Lema 3.4. Seja P um lugar de H de grau um. Se H0 ⊆ H(P ), então H(P ) = H0.

Demonstração. Pelo Lema 3.3, dado n > 0 temos n ∈ N0 \H0 se, e somente se, n = tq+ k com
0 ≤ t < k ≤ q − 1. Logo, o número de elementos de N0 \H0 é

q−1
∑

k=1

k =
q(q − 1)

2
.

Mas pelo Teorema 3.2, esse número é o gênero do corpo de funções, e pelo Teorema 2.3, é igual
a #J(P ) = #(N0 \ H(P )). Assim, N0 \ H(P ) ⊆ N0 \ H0 e são conjuntos finitos de mesma
cardinalidade. Portanto, N0 \H(P ) = N0 \H0, ou seja, H(P ) = H0.

Como H0 ⊆ H(P∞), pelo Lema 3.4, temos H(P∞) = H0. Tome x̃ = x/y e ỹ = 1/y. Temos

(x̃) = (x)− (y) =
∑

bq+b=0
b 6=0

P0b + P00 − qP∞ − (q + 1)P00 + (q + 1)P∞

=
∑

bq+b=0
b 6=0

P0b + P∞ − qP00,

e
(ỹ) = −(y) = (q + 1)(P∞ − P00).

Assim, q, q + 1 ∈ H(P00), e logo também temos H(P00) = H0.
Sejam agora a, b ∈ Fq2 tais que bq + b = aq+1. Considere x̃ = x − a. Se um lugar P é um

polo de x−a, então 0 > vP (x−a) ≥ min{vP (x), 0}, e logo P é um polo de x, ou seja, P = P∞.
Além disso, vP∞

(x− a) = vP∞
(x) = −q. Agora, pelo Teorema 3.2, x− a tem q zeros da forma

Paβ, onde β ∈ Fq2 é tal que βq + β = aq+1. Portanto,

(x̃) =
∑

βq+β=aq+1

Paβ − qP∞.

Tome ỹ = y − aqx + bq. Se P é um polo de ỹ, então 0 > vP (ỹ) ≥ min{vP (y), vP (x), 0}, e logo
vP (x) < 0 ou vP (y) < 0, e novamente devemos ter P = P∞. Mais ainda, vP∞

(ỹ) = vP∞
(y) =

−(q + 1). Agora observe que

ỹq + ỹ = (y − aqx+ bq)q + y − aqx+ bq

= yq − aq
2

xq + bq
2

+ y − aqx+ bq

= yq + y − axq − aqx+ b+ bq

= xq+1 − axq − aqx+ aq+1.

Por outro lado,

x̃q+1 = (x− a)q+1

= (x− a)q(x− a)

= (xq − aq)(x− a)

= xq+1 − axq − aqx+ aq+1.
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Assim, temos ỹq + ỹ = x̃q+1, ou ainda, ỹ = x̃q+1− ỹq. Se P é um zero de ỹ, então também é um
zero de x̃. Temos vP (x̃

q+1) = (q+ 1)vP (x̃) = q+ 1 (observe que todos os zeros de x̃ têm ordem
1) e vP (ỹ

q) = qvP (ỹ) 6= q+1. Se vP (ỹ
q) < q+1, então vP (ỹ) = min{vP (x̃

q+1), vP (ỹ
q)} = vP (ỹ

q),
donde vP (ỹ) = 0, o que é uma contradição. Logo, vP (ỹ

q) > q + 1, e vP (ỹ) = q + 1, mostrando
ainda que P é o único zero de ỹ. Veja que ỹ(Pab) = y(Pab)− aqx(Pab) + bq = b− aqa+ bq = 0,
donde segue que P = Pab. Portanto,

(ỹ) = (q + 1)(Pab − P∞).

Temos:

(

x̃

ỹ

)

= (x̃)− (ỹ)

=
∑

βq+β=aq

β 6=b

Paβ + Pab − qP∞ − (q + 1)Pab + (q + 1)P∞

=
∑

βq+β=aq

β 6=b

Paβ + P∞ − qPab,

e
(

1

ỹ

)

= (q + 1)(P∞ − Pab).

Desse modo, conclúımos que q, q + 1 ∈ H(Pab), e novamente H(Pab) = H0. Resumindo:

Teorema 3.5. Seja P um lugar de H de grau um. Então H(P ) = {iq + j(q + 1) : i, j ∈ N0},
e J(P ) = {tq + k : t, k ∈ N0, 0 ≤ t < k ≤ q − 1}.

Uma forma útil de dispor as lacunas em um lugar P de grau um é a seguinte:

1 2 3 · · · q − 2 q − 1
q + 2 q + 3 · · · q + (q − 2) q + (q − 1)

2q + 3 · · · 2q + (q − 2) 2q + (q − 1)
. . .

...
...

(q − 3)q + (q − 2) (q − 3)q + (q − 1)
(q − 2)q + (q − 1)

(3.1)

Lema 3.6. Sejam J0 ⊆ N0, n0 = min J0 e σ1, σ2 : J0 → J0 bijeções. Suponha que σ1(n) ≥ σ2(n)
para todo n ∈ J0, e que σ1(n0) = σ2(n0). Então σ1 = σ2.

Demonstração. Segue facilmente por indução.

A seguir determinamos o conjunto de lacunas para um par qualquer de lugares de grau um
distintos no corpo de funções Hermitiano.

Teorema 3.7 ([8], Teorema 3.4). Sejam P1 e P2 dois lugares de grau um distintos do corpo de
funções Hermitiano H. Então

βtq+k = (q − 1− k)q + q − 1− t (3.2)

para 0 ≤ t < k ≤ q − 1.
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Demonstração. Primeiro, observe que se os βi’s respeitam a regra dada em (3.2) em H(P1, P2),
então a mesma regra vale para H(P2, P1); isso segue do Lema 2.10, e do fato de que a aplicação
α 7→ βα definida por (3.2) é a própria inversa. Suponha inicialmente P1 = Pab, onde a, b ∈ Fq2

são tais que bq + b = aq+1, e P2 = P∞. Procuramos por f ∈ H tal que (f)∞ = (tq + k)P1 +
((q − 1− k)q + q − 1− t)P2. Vimos que

(x− a) =
∑

βq+β=aq+1

Paβ − qP∞ e (y − aqx+ bq) = (q + 1)(Pab − P∞).

Assim, obtemos o seguinte divisor:

(

(x− a)q+1−k+t

(y − aqx+ bq)t+1

)

= (q + 1− k + t)





∑

βq+β=aq+1

Paβ − qP∞





−(t+ 1)(q + 1)(Pab − P∞)

= (q + 1− k + t)
∑

βq+β=a
β 6=b

Paβ − (tq + k)Pab

−((q − 1− k)q + q − 1− t)P∞.

Isso mostra que

βtq+k ≤ (q − 1− k)q + q − 1− t. (3.3)

Dáı, temos β(q−2)(q+1)+1 ≤ 1, e logo β(q−2)(q+1)+1 = 1. As aplicações α 7→ βα e tq + k 7→
(q−1−k)q+q−1− t são bijeções J(P1) → J(P1), e suas inversas coincidem em 1 = min J(P1).
A equação (3.3) coloca essas bijeções sob as hipóteses do Lema 3.6 e, portanto, o resultado
segue no caso de um dos lugares ser P∞.

Para terminar a demonstração, precisamos mostrar que o resultado vale também quando
nenhum dos lugares é P∞. Para isto, vamos utilizar o conceito de automorfismo de corpos de
funções. Um automorfismo φ de F |K nada mais é que um automorfismo de F que fixa K,
isto é, φ(a) = a, para todo a ∈ K.

Observe que se O é um anel de valorização de F |K, então φ(O) tambem é. De fato, é
claro que φ(O) é um anel, com K ( φ(O) ( F ; além disso, para f ∈ F , se f /∈ φ(O), então
φ−1(f) /∈ O, e logo (φ−1(f))−1 ∈ O, ou seja, φ((φ−1(f))−1) = φ(φ−1(f−1)) = f−1 ∈ φ(O). A
restrição φO : O → φ(O) é um isomorfismo, e logo, se P é o lugar de F |K associado a O, então
o lugar associado a φ(O) é φ(P ). Além disso, para P ∈ PF , temos que Q := φ−1(P ) é um lugar
com φ(Q) = P . Assim, φ induz uma bijeção PF → PF , dada por P 7→ φ(P ), ou ainda, um
automorfismo do grupo Div(F ).

É interessante observar o efeito desse automorfismo sobre os divisores associados a funções
(ver Definição 1.14). Dado P ∈ PF , se t ∈ P é um uniformizante local, então φ(t) é uniformi-
zante local em φ(P ). Se f ∈ F se escreve como f = utn, com n ∈ Z e u ∈ OP um elemento
invert́ıvel, então φ(f) = φ(u)φ(t)n, onde φ(u) é um elemento invert́ıvel de φ(O). Consequen-
temente, se (f)0 =

∑m

i=1 niPi, então (φ(f))0 =
∑m

i=1 niφ(Pi), analogamente para o divisor de
polos e o divisor principal de f .

Considere o automorfismo φ1 de H|Fq2 induzido por φ1(x) := x/y e φ1(y) := 1/y. Na
discussão que leva ao Teorema 3.5, determinamos os divisores principais de φ1(x) e φ1(y). Por
eles percebemos que φ1(P00) = P∞ e φ1(P∞) = P00, isto é, φ1 leva P00 em P∞ e vice-versa.
Sejam a, b ∈ Fq2 com bq + b = aq+1, e seja φ2 o automorfismo induzido por φ2(x) = x − a e
φ2(y) = y − aqx + bq. Como antes, podemos concluir que φ2(P∞) = P∞, e φ2(P00) = Pab, ou
seja, φ2 fixa P∞ e leva P00 em Pab. Se φ3 é um automorfismo que fixa P∞ e leva P00 em Pcd,
então φ3 ◦ φ

−1
2 fixa P∞ e leva Pab em Pcd. Observe que φ1 ◦ φ

−1
2 leva Pab em P∞.
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Agora suponha P1 = Pab e P2 = Pcd com (a, b) 6= (c, d). Então existe um automorfismo que
fixa Pab e leva Pcd em P∞ (a saber, a composição φ4 ◦ φ5, onde φ5 é um automorfismo que leva
Pcd em P∞ e φ4 é um automorfismo que leva φ4(Pab) em Pab e fixa P∞). Assim, os βα’s para o
par (Pab, Pcd) são os mesmos para o par (Pab, P∞), que já calculamos.

Saber βα para cada lacuna α em P1 nos permite calcular #J(P1, P2) para quaisquer dois
lugares racionais distintos P1 e P2 do corpo de funções Hermitiano.

Teorema 3.8 ([8], Teorema 3.6). Para quaisquer dois lugares distintos P1 e P2 de grau um do
corpo de funções Hermitiano H,

#J(P1, P2) =
q

12
(3q3 − 4q2 + 3q − 2).

Demonstração. Usaremos o Corolário 2.22. A soma de todas as lacunas em P1 (equivalente-
mente, a soma de todas as lacunas em P2) é

∑

α1∈J(P1)

α1 =

q−1
∑

k=1

k−1
∑

t=0

tq + k

=

q−1
∑

k=1

qk(k − 1)

2
+ k2

=
q(q + 1)(q − 1)2

6

Agora calculamos r(P1, P2). Fixe (t, k) ∈ N0 com 0 ≤ t < k ≤ q − 1. Procuramos pelo
número de pares (t′, k′) ∈ N0 com 0 ≤ t′ < k′ ≤ q − 1 satisfazendo:

tq + k < t′q + k′ (3.4)

e
(q − 1− k′)q + q − 1− t′ < (q − 1− k)q + q − 1− t. (3.5)

Mas (3.4) e (3.5) são equivalentes, respectivamente, a

t < t′, ou t = t′ e k < k′ (3.6)

e
k < k′, ou k = k′ e t < t′. (3.7)

De (3.6) e (3.7) temos
t ≤ t′, k ≤ k′, (t, k) 6= (t′, k′). (3.8)

Mas é fácil ver que as três condições em (3.8) implicam (3.6) e (3.7). Assim, para cada par
(t, k), contamos

#{(t′, k′) : k ≤ k′ ≤ q − 1, t ≤ t′ ≤ k′ − 1} − 1 =

(

q−1
∑

k′=k

k′ − t

)

− 1

=
(q − 1 + k)(q − k)

2
− (q − k)t− 1.

Assim, temos

r(P1, P2) =

q−1
∑

k=1

k−1
∑

t=0

(q − 1 + k)(q − k)

2
− (q − k)t− 1

=

q−1
∑

k=1

kq2 − k2q − 2k

2

=
q4 − 7q2 + 6q

12
.





Caṕıtulo 4

Códigos de Goppa

Sejam n ≥ 1 e A 6= ∅ um conjunto finito, o qual chamaremos de alfabeto. Uma palavra de
comprimento n é um elemento do produto cartesiano An. Um código de comprimento n sobre
A é um subconjunto qualquer ∅ 6= C ⊆ An.

Dadas palavras a, b ∈ An, definimos a distância (de Hamming) entre a e b, denotada por
d(a, b), da seguinte forma: se a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn), então

d(a, b) = #{i : ai 6= bi}.

É fácil mostrar que d : An × An → R é uma métrica, isto é, para todos a, b, c ∈ An, tem-se:

• d(a, b) ≥ 0;

• d(a, b) = 0 se, e somente se, a = b;

• d(a, b) = d(b, a);

• d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c).

A distância mı́nima de um código C ⊆ An é definida por

d(C) := min{d(a, b) : a, b ∈ C, a 6= b}.

Se A é um corpo finito e C ⊆ An é um A-subespaço vetorial, dizemos que C é um código linear.
Se k = dimAC e d = d(C), dizemos que C é um [n, k, d]-código.

Se A é um corpo, definimos o peso da palavra a ∈ An como sendo wt(a) = d(a, 0). Assim,
temos d(a, b) = wt(a − b) para todos a, b ∈ An. Se C ⊆ An é um código, temos a seguinte
caracterização para a distância mı́nima: d(C) = min{wt(a) : a ∈ C \ {0}}.

Seja C ⊆ Fn
q um código, onde Fq é um corpo com q elementos. Para a, b ∈ Fn

q , digamos
a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn), defina a · b :=

∑n

i=1 aibi. O código dual de C é definido
como C⊥ := {c′ ∈ Fn

q : c′ · c = 0 para todo c ∈ C}.
Suponha que num certo canal a informação é transmitida em forma de palavras de com-

primento n sobre um alfabeto A. O conjunto das palavras que possuem algum significado é
um código C ⊆ An. Diremos que ocorreu um erro se uma das letras da palavra enviada foi
substitúıda por outra letra de A, formando a palavra recebida. Se a é a palavra enviada e
a′ é a palavra recebida, o número de erros cometidos é d(a, a′). Se a′ ainda é uma palava do
código, este erro não poderá ser detectado. Observe que se a distância mı́nima de C for d, serão
necessários d erros para que a palavra recebida esteja no código, e uma transmissão com d− 1
erros certamente será acusada. Além disso, se d(a, a′) ≤ ⌊(d−1)/2⌋, a será a palavra do código
mais próxima de a′ e, portanto, a com maior probabilidade de ser a palavra original. Nesse
caso, o erro poderá ser corrigido. A grosso modo, quanto maior a distância mı́nima, mais erros
podem ser detectados e corrigidos. No caso de códigos lineares, o seguinte resultado impõe
algumas restrições.

26
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Proposição 4.1 (Cota de Singleton). Seja C um [n, k, d]-código. Então k + d ≤ n+ 1.

Demonstração. Seja E ⊆ Fn
q o subespaço vetorial definido por

E := {(a1, . . . , an) ∈ Fn
q : ai = 0 para todo i ≥ d}.

Todo a ∈ E tem peso menor ou igual a d− 1, e logo E ∩C = {0}. Como dimE = d− 1, temos

k + (d− 1) = dimC + dimE

= dim(C + E) + dimC ∩ E = dim(C + E) ≤ n.

Os [n, k, d]-códigos para os quais vale k + d = n + 1 são chamamos de códigos MDS

(Maximum Distance Separable). Em geral, não é simples calcular a distância mı́nima de um
código dado. Assim, procuramos métodos para construir códigos que permitam determinar a
distância mı́nima, ou pelo menos fornecer uma cota inferior. O método que descrevemos neste
trabalho foi proposto por V. D. Goppa em 1983([5]), e faz uso de ferramentas da teoria de
corpos de funções algébricas.

Seja F um corpo de funções algébricas sobre Fq de gênero g, onde Fq é um corpo com q
elementos. Sejam P1, . . . , Pn ∈ PF lugares distintos de grau 1, e defina D := P1 + · · · + Pn.
Seja G um divisor de F |Fq tal que SuppG ∩ SuppD = ∅. Essa condição garante que, para
i ∈ {1, . . . , n}, tenhamos vPi

(x) ≥ 0 sempre que x ∈ L (G), e logo x(Pi) ∈ FPi
∼= Fq. Assim,

faz sentido a seguinte definição.

Definição 4.2. O código de Goppa CL (D,G) associado aos divisores D e G é definido
como

CL (D,G) := {(x(P1), . . . , x(Pn)) : x ∈ L (G)} ⊆ Fn
q .

Teorema 4.3. CL (D,G) é um [n, k, d]-código, com

n = degD, k = ℓ(G)− ℓ(G−D) e d ≥ n− degG.

Se degG < n, então k = ℓ(G) ≥ degG+1−g. Se 2g−2 < degG < n, então k = degG+1−g.

Demonstração. Considere a aplicação linear φ : L (G) → Fn
q dada por

φ(x) := (x(P1), . . . , x(Pn)) ∈ Fn
q .

Então, por definição, temos imφ = CL (D,G) e ainda

kerφ = {x ∈ L (G) : vPi
(x) > 0 para i = 1, . . . , n} = L (G−D).

Assim, temos k = dimCL (D,G) = dimL (G) − dimL (G − D) = ℓ(G) − ℓ(G − D). Se
degG < n, então ℓ(G −D) = 0, e logo k = ℓ(G) ≥ degG + 1 − g (Teorema de Riemann). Se
2g − 2 < degG < n, pelo Corolário 1.36 (3) temos k = degG+ 1− g.

A afirmação a respeito da distância mı́nima d só faz sentido se CL (D,G) 6= {0}. Seja
x ∈ L (G) tal que wt(φ(x)) = d. Então exatamente n− d lugares Pi1 , . . . , Pin−d

são zeros de x,
e logo, 0 6= x ∈ L (G− (Pi1 + · · ·+Pin−d

)). Pelo Corolário 1.20, temos 0 ≤ deg(G− (Pi1 + · · ·+
Pin−d

)) = degG− n+ d, ou seja, d ≥ n− degG.

Observe que se degG < degD, então CL (D,G) é um [n, k, d]-código com n+1−g ≤ k+d ≤
n + 1, onde a segunda desigualdade é a cota de Singleton. Assim, se g = 0 então CL (D,G) é
um código MDS.

Um outro código pode ser associado aos divisores G e D, usando componentes locais de
diferenciais de Weil.
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Definição 4.4. Seja P ∈ PF .

1. Para x ∈ F denotamos por ιP (x) ∈ AF o adele tal que ιP (x)(P ) = x e ιP (x)(Q) = 0 para
Q ∈ PF \ {P}.

2. Para um diferencial de Weil ω ∈ ΩF a componente local de ω em P é a aplicação
Fq-linear ωP : F → Fq, definida por

ωP (x) := ω(ιP (x)).

Proposição 4.5 ([12], Proposição 1.7.3). Seja ω 6= 0 um diferencial de Weil de F |K e P ∈ PF .
Então

vP (ω) = max{r ∈ Z : ωP (x) = 0 para todo x ∈ F com vP (x) ≥ −r}.

Em particular, ωP não é identicamente nulo.

Lema 4.6. Seja P um lugar de grau um e seja ω um diferencial de Weil com vP (ω) ≥ −1.
Então

ωP (1) = 0 ⇐⇒ vP (ω) ≥ 0.

Demonstração. Pela Proposição 4.5, para r ∈ Z temos

vP (ω) ≥ r ⇐⇒ ωP (x) = 0 para todo x ∈ F com vP (x) ≥ −r. (4.1)

Se vP (ω) ≥ 0, então por (4.1), temos ωP (1) = 0, já que vP (1) = 0. Suponha agora que
ωP (1) = 0. Seja x ∈ F com vP (x) ≥ 0. Como degP = 1, podemos escrever x = a + y,
com a ∈ Fq e vP (y) ≥ 1. Como vP (ω) ≥ −1 e vP (y) ≥ 1, por (4.1) temos ωP (y) = 0, e logo
ωP (x) = ωP (a) + ωP (y) = a · ωP (1) = 0.

Definição 4.7. O código de Goppa CΩ(D,G) associado aos divisores D e G é definido como

CΩ(D,G) := {(ωP1
(1), . . . , ωPn

(1)) : ω ∈ ΩF (G−D)}.

Teorema 4.8. Se CΩ(D,G) 6= {0}, então CΩ(D,G) é um [n, k, d]-código, com

n = degD, k = i(G−D)− i(G) e d ≥ degG− (2g − 2),

desde que degG−(2g−2) ≤ degD. Se degG > 2g−2, então k = i(G−D) ≥ n+g−1−degG.
Se 2g − 2 < degG < n, então k = n+ g − 1− degG.

Demonstração. Considere a aplicação linear ψ : ΩF (G−D) → Fn
q definida por

ψ(ω) := (ωP1
(1), . . . , ωPn

(1)).

Então temos imψ = CΩ(D,G) e pelo Lema 4.6,

kerψ = {ω ∈ ΩF (G−D) : ωPi
(1) = 0, para i = 1, . . . n}

= {ω ∈ ΩF (G−D) : vPi
(ω) ≥ 0, para i = 1, . . . , n}

= ΩF (G).

Portanto, a dimensão de CΩ(D,G) é k = i(G −D) − i(G). Se degG > 2g − 2, pelo Corolário
1.36 (3) temos i(G) = 0, e logo k = i(G−D) = ℓ(G−D)+g−1+n−degG ≥ n+g−1−degG.
Se 2g − 2 < degG < n, então ℓ(G−D) = 0 e k = n+ g − 1− degG.
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Seja ω ∈ ΩF (G − D) com wt(ψ(ω)) = m > 0. Então ωPi
= 0 para certos ı́ndices i =

i1, . . . , in−m, e pelo Lema 4.6, temos

ω ∈ ΩF (G− (D −
n−m
∑

j=1

Pij)).

Pelo Corolário 1.36 (3), temos

2g − 2 ≥ degG− (n− (n−m)) = degG−m.

Portanto, a distância mı́nima d de CΩ(D,G) satisfaz a desigualdade d ≥ degG− (2g − 2).

Os códigos CL (D,G) e CΩ(D,G) estão intimamente relacionados.

Teorema 4.9 ([12], Teorema 2.2.8). Os códigos CL (D,G) e CΩ(D,G) são duais um do outro,
isto é,

CΩ(D,G) = CL (D,G)⊥.

Se G = mP para algum lugar racional P , m ∈ N, e D é a soma de todos os outros
lugares racionais de F |Fq, dizemos que CL (D,G) e CΩ(D,G) são códigos de um ponto. Se
G = α1P1 + α2P2 para lugares racionais P1 e P2 distintos, α1, α2 ∈ N, e D é a soma de todos
os outros lugares racionais de F |Fq, dizemos que CL (D,G) e CΩ(D,G) são códigos de dois

pontos.



Caṕıtulo 5

Resultados para códigos sobre o corpo

de funções Hermitiano

Seguindo [8], podemos usar informação a respeito do semigrupo de Weierstrass de um par de
lugares para construir códigos com uma cota para a distância mı́nima melhor do que a dada pelo
Teorema 4.8. O primeiro resultado diz respeito a códigos sobre corpos de funções arbitrários.

Teorema 5.1. Seja F |Fq um corpo de funções de gênero g > 1, e sejam P1 e P2 lugares
racionais distintos. Assuma que (α1, α2) ∈ J(P1, P2) com α1 ≥ 0 e ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 −
1)P1 + α2P2). Suponha que (γ1, γ2 − δ − 1) ∈ J(P1, P2) para todo δ, 0 ≤ δ ≤ min{γ2 − 1, 2g −
1− (α1 + α2)}. Tome G = (α1 + γ1 − 1)P1 + (α2 + γ2 − 1)P2, e seja D = Q1 + · · ·+Qn, onde
os Qi’s são lugares racionais distintos, cada um dos quais não pertence ao suporte de G. Se a
dimensão de CΩ(D,G) é positiva, a distância mı́nima desse código é pelo menos degG−2g+3.

Demonstração. De acordo com o Teorema 4.8, só precisamos mostrar que não existe uma
palavra do código de peso d := degG − (2g − 2). Se tal palavra existe, então pelo Lema 4.6,
existe um diferencial ω ∈ ΩF (G − D) com exatamente d polos, digamos Q1, . . . , Qd. Temos
(ω) ≥ G− (Q1 + · · ·+Qd). Assim, 2g − 2 = deg(ω) ≥ degG− d = 2g − 2, e logo

(ω) = G− (Q1 + · · ·+Qd).

Pelo Teorema de Riemann-Roch, para um divisor canônico arbitrário W , temos

ℓ(α1P1 + α2P2) = deg(α1P1 + α2P2) + 1− g + ℓ(W − (α1P1 + α2P2))

e

ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2) = deg((α1 − 1)P1 + α2P2) + 1− g + ℓ(W − ((α1 − 1)P1 + α2P2)).

Como ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2), vale

ℓ(W − ((α1 − 1)P1 + α2P2)) = ℓ(W − (α1P2 + α2P2)) + 1,

ou seja, existe h ∈ L (W − ((α1 − 1)P1 + α2P2)) \ L (W − (α1P1 + α2P2)). Temos vP1
(h) =

α1 − 1 − vP1
(W ), e logo (h) = (α1 − 1)P1 + α2P2 −W + E, onde E ≥ 0 é um divisor de grau

2g − 1 − (α1 + α2) cujo suporte não contém P1. Escreva E = E ′ + tP2, onde E
′ é um divisor

efetivo cujo suporte não contém P2 (ou seja, 0 ≤ t ≤ degE = 2g − 1 − (α1 + α2)). Então
podemos escrever

(h) = (α1 − 1)P1 + (α2 + t)P2 −W + E ′.

Agora,
G− (Q1 + · · ·+Qd) = (ω) ∼ W ∼ (α1 − 1)P1 + (α2 + t)P2 + E ′.

30
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Segue que existe f ∈ F com divisor

(f) = (α1 − 1)P1 + (α2 + t)P2 + E ′ −G+ (Q1 + · · ·+Qd)

= −γ1P1 − (γ2 − t− 1)P2 + (Q1 + · · ·+Qd) + E ′

Se t ≤ γ2 − 1, então f tem divisor de polos (f)∞ = γ1P1 + (γ2 − t − 1)P2, contradizendo a
hipótese de que (γ1, γ2−t−1) ∈ J(P1, P2). Caso contrário, temos γ2−1 < t ≤ 2g−1−(α1+α2)
e, por hipótese, (γ1, 0) ∈ J(P1, P2). Mas f tem divisor de polos (f)∞ = γ1P1, o que é uma
contradição.

Observação 5.2. Trocando P1 por P2 e vice-versa no enunciado e na demonstração do Teorema
5.1, obtemos uma versão simétrica do resultado que contempla divisores G ignorados pela versão
original. No caso onde H(P1, P2) = H(P2, P1), como é o caso do corpo de funções Hermitiano,
isso significa que se o divisor G = n1P1 + n2P2 satisfaz as hipóteses do Teorema 5.1, então a
melhoria da cota para a distância mı́nima também vale se utilizamos o divisor n2P1 + n1P2 no
lugar de G.

Exemplo 5.3. Seja H|F16 corpo de funções com H = F16(x, y), y
4 + y = x5. Tome P1 = P00

e P2 = P∞ (notações como no Teorema 3.2). H|F16 tem gênero g = 4(4− 1)/2 = 6. A Figura
5.3 mostra J(P1, P2). O segmento de reta na Figura 5.3 é dado x+ y = 12.
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Figura 5.1: Escolha de (α1, α2) e (γ1, γ2) no exemplo 5.3

Seja (α1, α2) = (1, 7) (em vermelho ), (γ1, γ2) = (6, 4) (em azul ), e G = (α1+g1−1)P1+
(α2 + γ2 − 1)P1 = 6P1 + 10P2 (em preto ). Note que 7 < 11 = β1, e logo, pelo Corolário 2.9,
ℓ(P1 +7P2) = ℓ(7P2). Temos 2g− 1− (α1 +α2) = 3 e (6, 3), (6, 2), (6, 1) ∈ J(P1, P2) (em verde
). Assim, as hipóteses do Teorema 5.1 estão satisfeitas, e o código de dois pontos CΩ(D,G)

tem distância mı́nima pelo menos degG − 2g + 3 = 7. Temos degD = 43 − 1 = 63, e logo
2g− 2 < degG < degD, e pelo Teorema 4.8, CΩ(D,G) tem dimensão k = n+ g− 1− degG =
63 + 6− 1− 16 = 52. Portanto, CΩ(D,G) é um [63, 52,≥ 7]-código.

Porque muito se sabe a respeito de corpos de funções Hermitianos, impor restrições ao
conjunto de lacunas em um par de lugares permite obter códigos com cotas para a distância
mı́nima ainda melhores que a do Teorema 5.1. Antes, façamos uma comparação dos parâmetros
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dos códigos de dois pontos fornecidos pelo Teorema 5.1 com os de códigos de um ponto no corpo
de funções Hermitiano. Para isso, precisamos de alguns resultados sobre códigos de um ponto.
Com a notação do Teorema 3.2, defina

D′ :=
∑

α,β∈F
q2

βq+β=αq+1

Pαβ.

Observe que se m > q3 + q2 − q − 2 = degD′ + (2g − 2), então

dimCL (D′,mP∞) = ℓ(mP∞)− ℓ(mP∞ −D′)

= m+ 1− g − (m− q3 + 1− g) = q3,

e logo CL (D′,mP∞) = F
q3

q2
.

Proposição 5.4 ([12], Proposição 8.3.2). Para 0 ≤ m′ ≤ q3 + q2 − q − 2 temos

CΩ(D
′,m′P∞) = CL (D′, (q3 + q2 − q − 2−m′)P∞).

Proposição 5.5. 1. Se 0 ≤ m < q2 − q, então dimCL (D′,mP∞) = ℓ(mP∞) = #{t ∈
H(P∞) : t ≤ m} ≤ g.

2. Se q2 − q − 2 < m < q3, então dimCL (D′,mP∞) = m+ 1− g.

3. Se q3 ≤ m ≤ q3+ q2− q− 2, defina m′ = q3+ q2− q− 2−m. Então dimCL (D′,mP∞) =
dimCΩ(D

′,m′P∞) = q3 − dimCL (D′,m′P∞) = q3 −#{t ∈ H(P∞) : t ≤ m′} ≥ q3 − g.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 4.3 e da Proposição 5.4.

O seguinte resultado, devido a H. Stichtenoth([11]), K. Yang e P. V. Kumar([13]), fornece
a dimensão e a distância mı́nima exata para códigos de um ponto do tipo CL (D′,mP∞) para
qualquer valor de m.

Teorema 5.6. Sejam C := CL (D′,mP∞), n := degD′ = q3 e d′ := d(C).

1. Suponha que 0 ≤ m < q2 − q = 2g. Seja m̃ = max{t ∈ H(P∞) : t ≤ m}. Então
d′ = n− m̃.

2. Se q2 − q ≤ m < q3 − q2, então d′ = n−m.

3. Suponha q3 − q2 ≤ m < q3 e m = q3 − q2 + aq + b com 0 ≤ a, b ≤ q − 1. Se a < b, então
d′ = n−m; se a ≥ b, então d′ = n−m+ b = q2 − aq.

4. Suponha que q3 ≤ m ≤ q3 + q2 − q − 2. Seja m⊥ = q3 + q2 − q − 2−m e m̃⊥ = max{t ∈
H(P∞) : t ≤ m⊥}. Escreva m̃⊥ = aq + b com 0 ≤ b ≤ a < q − 1. Se b = a, então
d′ = a+ 2; se b < a, então d′ = a+ 1.

5. Se m > q3 + q2 − q − 2, então d′ = 1.

Utilizando estes valores, podemos ver quando o Teorema 5.1 pode ser usado para comparar
os parâmetros de códigos de dois pontos aos de códigos de um ponto. Observamos que um
código é mais eficiente à medida que a dimensão e a distância mı́nima são maiores em relação
ao comprimento. Assim, para um [n, k, d]-código, é natural considerar os parâmetros relativos
k/n, denominado taxa de informação, e d/n, denominado taxa de correção de erros.
Quanto maiores essas taxas, mais eficiente será o código ([6]).
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Seja CΩ(D,G) um código de dois pontos satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.1, isto é,
G = (α1 + γ2 − 1)P1 + (α2 + γ2 − 1)P2, onde P1 e P2 são dois lugares de grau um distintos
de H, D é a soma de todos os outros lugares de grau um de H, (α1, α2) ∈ J(P1, P2) é tal
que α1 ≥ 1 e ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2), (γ1, γ2 − t − 1) ∈ J(P1, P2) para
0 ≤ t ≤ min{γ2−1, 2g−1− (α1+α2)}, e k := dimF

q2
CΩ(D,G) > 0. Seja d a distância mı́nima

de CΩ(D,G). Pelo Teorema 5.1, d ≥ degG− 2g + 3.
Se d′ é a distância mı́nima do código de um ponto CΩ(D

′,m′P∞) de dimensão k, então este
código tem taxa de informação k/q3, que já é menor que a taxa de informação k/(q3 − 1) do
código CΩ(D,G). Se d ≥ d′, então também a taxa de correção de erros do código CΩ(D,G)
é maior que a do código CΩ(D

′,m′P∞), e nesse caso, o código de dois pontos é mais eficiente.
Vejamos sob que condições temos d ≥ d′.

Se degG ≤ 2g − 2, o Teorema 5.1 não melhora a cota óbvia d ≥ 1. Consideremos o caso
degG > 2g − 2. Como (α1, α2), (γ1, γ2 − 1) ∈ J(P1, P2), devemos ter α1 + α2 ≤ 2g − 1 e
γ1 + γ2 − 1 ≤ 2g − 1, e degG = α1 + α2 + γ1 + γ2 − 2 ≤ 4g − 3 = 2q2 − 2q − 3. Como estamos
assumindo g > 1, temos q > 2, e 2q2 < q3, 2q + 3 > 1, e logo degG < q3 − 1 = degD. Pelo
Teorema 4.8, nessas condições a dimensão de CΩ(D,G) é dada por

k = degD − 1 + g − degG = q3 + g − 2− degG.

Como 2g − 1 ≤ degG ≤ 4g − 3, temos

q3 − 3g + 1 ≤ k ≤ q3 − g − 1. (5.1)

Procuramos pelo código de um ponto CΩ(D
′,m′P∞) cuja dimensão é k. Pela Proposição

5.4, temos CΩ(D
′,m′P∞) = CL (D′,mP∞) para m = q3 + q2 − q− 2−m′. Pela Proposição 5.5,

tendo em vista (5.1), devemos ter q2 − q ≤ m < q3, e logo k = m+ 1− g, e mais uma vez por
(5.1),

q3 − q2 + q ≤ m ≤ q3 − 2.

Estamos no item (3) do Teorema 5.6. Escreva m = q3 − q2 + aq + b com 1 ≤ a ≤ q − 1 e
0 ≤ b ≤ q − 1. (Note que não podemos ter a = b = q − 1.) Temos

k = m− g + 1 = q3 − q2 + aq + b− g + 1

e
degG = q3 + g − 2− k = 2g + q2 − aq − b− 3.

A cota dada pelo Teorema 5.1 é d ≥ degG − 2g + 3 = q2 − aq − b. Temos dois casos para a
distância mı́nima d′ de CL (D′,mP∞):

• Se a < b, então d′ = q3−m = q2−aq− b. Portanto, neste caso o Teorema 5.1 garante que
o código de dois pontos CΩ(D,G) possui distância mı́nima maior ou igual à do código de
um ponto CΩ(D

′,m′) com a mesma dimensão.

• Se b ≤ a, então d′ = q2 − aq. Nesse caso, os códigos do Teorema 5.1 são melhores que os
códigos de um ponto com a mesma dimensão desde que b = 0.

Em resumo:

Proposição 5.7. Considere um código de dois pontos CΩ(D,G) satisfazendo as hipóteses do
Teorema 5.1. Se degG = 2g+ q2 − aq− b− 3, 1 ≤ a < b ≤ q− 1, ou degG = 2g+ q2 − aq− 3,
1 ≤ a ≤ q − 1, então CΩ(D,G) tem comprimento menor e distância mı́nima maior ou igual à
do código de um ponto CΩ(D

′,m′P∞) com a mesma dimensão.

O seguinte resultado é um complemento à Proposição 5.7.
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Proposição 5.8. Dado r = 2g+ q2−aq− b− 3 com 1 ≤ a < b ≤ q− 1, ou r = 2g+ q2−aq− 3
com 1 ≤ a ≤ q− 1 ,existe um código de dois pontos CΩ(D,G) no corpo de funções Hermitiano
satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.1 tal que o grau do divisor G é r.

Demonstração. Seja r = 2g + q2 − aq − b− 3 com 1 ≤ a < b ≤ q − 1, ou r = 2g − q2 − aq − 3
com 1 ≤ a ≤ q − 1. Tome (α1, α2) = (1, 2g − 2) e (γ1, γ2) = (1, q2 − aq − b − 1). Pelo
Teorema 3.7, temos β1 = q2 − q − 1 = 2g − 1. Logo, (α1, α2) ∈ J(P1, P2), e pelo Lema 2.5,
ℓ(P1 + (2g − 2)P2) = ℓ((2g − 2)P2). Temos 2g − 1 − (α1 + α2) = 0, e (γ1, γ2 − 1) ∈ J(P1, P2).
Assim, degG = α1 + γ1 − 1 + α2 + γ2 − 1 = r.

Exemplo 5.9. Considere o código constrúıdo no Exemplo 5.3. Observe que degG = 16 =
2 · 6 + 16 − 2 · 4 − 1 − 3, donde os parâmetros a e b da discussão anterior à Proposição 5.7
são a = 2 e b = 1. Como a ≥ b, e b 6= 0, o Teorema 5.1 não permite comparar este código ao
código de um ponto de mesma dimensão.

Exemplo 5.10. Seja H|F25 corpo de funções com H = F25(x, y) com y5 + y = x6. O gênero
de H|F25 é g = 10. A figura 5.10 mostra os posśıveis valores para os coeficientes do divisor G
satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.1 ou as condições simétricas.

Figura 5.2: Posśıveis coeficientes do divisor G no Teorema 5.1 para q = 5

Explicando as cores na figura 5.10: em verde , os divisores G com degG ≤ 2g − 2 = 18;
em preto , os divisores G para os quais o Teorema 5.1 permite concluir que o código de dois
pontos CΩ(D,G) tem distância mı́nima maior ou igual à do código de um ponto de mesma
dimensão; para os demais divisores (em branco ), o Teorema 5.1 não permite uma conclusão
desse tipo.

Podemos seguir impondo restrições ao conjunto de lacunas J(P1, P2) para produzir códigos
com um cota inferior para a distância mı́nima melhor que a dada no Teorema 5.1.
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Lema 5.11. Se P1 e P2 são dois lugares racionais de H distintos, então existe f ′ ∈ H com
(f ′) = (q + 1)(P1 − P2).

Demonstração. Se P1 = Pab e P2 = P∞, vimos que (y − aqx + bq) = (q + 1)(Pab − P∞). Se

P1 = Pab e P2 = Pcd temos

(

y − aqx+ bq

y − cqx+ dq

)

= (q + 1)(Pab − Pcd). Além disso, se f ′ ∈ H é tal

que (f ′) = (q + 1)(P2 − P1), então (1/f ′) = (q + 1)(P1 − P2).

Teorema 5.12. Considere CΩ(D,G) com G = (α1+γ1−1)P1+(α2+γ2−1)P2 e D = Q1+· · ·+
Qn, onde P1, P2, Q1, . . . , Qn são lugares racionais distintos. Suponha que (α1, α2) ∈ J(P1, P2),
α1 ≥ 1, e ℓ(α1P1+α2P2) = ℓ((α1−1)P1+α2P2). Suponha ainda que (γ1, γ2−δ−1), (γ1+1, γ2−δ−
1), (γ1+q+1, γ2−δ−1), (γ1, γ2) ∈ J(P1, P2) para todo δ, 0 ≤ δ ≤ min{γ2−1, 2g−1−(α1+α2)}.
Se a dimensão desse código é positiva, então a distância mı́nima é pelo menos degG− 2g + 4.

Demonstração. Pelo Teorema 5.1, a distância mı́nima de CΩ(D,G) é pelo menos degG−2g+3.
Ponha d =: degG−2g+3. Se existe uma palavra do código de peso d, então existe um diferencial
ω ∈ Ω(G−D) com exatamente d polos simples Q1, . . . , Qd. Temos (ω) ≥ G− (Q1 + · · ·+Qd).
Como deg(ω) = 2g − 2 = degG− d+ 1,

(ω) = G− (Q1 + · · ·+Qd) + A,

onde A é um lugar racional, A 6= Qi, 1 ≤ i ≤ d. Como na demonstração do Teorema 5.1,
usando a hipótese ℓ(α1P1+α2P2) = ℓ((α1−1)P1+α2P2) e o Teorema de Riemann-Roch, existe
h ∈ H cujo divisor pode ser escrito como

(h) = (α1 − 1)P1 + (α2 + t)P2 −W + E,

onde 0 ≤ t ≤ 2g − 1 − (α1 + α2), E é um divisor efetivo cujo suporte não contém P1 ou P2, e
W é um divisor canônico arbitrário. Então

G− (Q1 + · · ·+Qd) + A = (ω) ∼ W ∼ (α1 − 1)P1 + (α2 + t)P2 + E

implica que existe f ∈ H com divisor

(f) = −γ1P1 − (γ2 − t− 1)P2 − A+ (Q1 + · · ·+Qd) + E.

Primeiro, suponha que t ≤ γ2 − 1. Se A está no suporte de E, então (f)∞ = γ1P1 + (γ2 −
t− 1)P2, contradizendo a hipótese (γ1, γ2 − t− 1) ∈ J(P1, P2). Separamos os casos:

• Se A = P1 então (f)∞ = (γ1+1)P1+(γ2− t−1)P2, contradizendo a hipótese (γ1+1, γ2−
t− 1) ∈ J(P1, P2).

• Se A = P2 então (f)∞ = γ1P1 + (γ2 − t)P2. Se t = 0, contradição com a hipótese
(γ1, γ2) ∈ J(P1, P2); se t > 0, tomando δ = t − 1 temos (γ1, γ2 − δ − 1) ∈ J(P1, P2):
contradição.

• Suponha A /∈ {P1, P2, Q1, ..., Qd} ∪ SuppE. Seja f ′ ∈ H tal que (f ′) = (q + 1)(A − P1)
(Lema 5.11). Então (ff ′)∞ = (γ1 + q + 1)P1 + (γ2 − t − 1)P2, contradizendo a hipótese
(γ1 + q + 1, γ2 − t− 1) ∈ J(P1, P2).

Agora suponha γ2 − 1 < t ≤ 2g − 1 − (α1 + α2). Se A está no suporte de E ou A = P2,
então (f)∞ = γ1P1. Se A = P1, então (f)∞ = (γ1 + 1)P1. Cada um dos casos é uma
contradição já que γ1 e γ1 + 1 são lacunas em P1. Logo, A /∈ {P1, P2, Q1, ..., Qd} ∪ SuppE.
Então (ff ′)∞ = (γ1 + q + 1)P1, contradizendo a hipótese de que γ1 + q + 1 é uma lacuna em
P1.
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Exemplo 5.13. Seja H|F16, P1 e P2 como no Exemplo 5.3. Tome (α1, α2) = (6, 3), (γ1, γ2) =
(1, 6), e G = (α1 + g1 − 1)P1 + (α2 + γ2 − 1)P1 = 6P1 + 8P2. Note que 3 < 6 = β6, e
logo, pelo Corolário 2.9, ℓ(6P1 + 8P2) = ℓ(5P1 + 8P2). Temos 2g − 1 − (α1 + α2) = 2 e
(1, 5), (1, 4), (1, 3), (2, 5)(2, 4), (2, 3), (6, 5), (6, 4), (6, 3), (1, 6) ∈ J(P1, P2) (ver Figura 5.13). As-
sim, as hipóteses do Teorema 5.12 estão satisfeitas, e o código de dois pontos CΩ(D,G) tem
distância mı́nima pelo menos degG − 2g + 4 = 6. Temos degD = 43 − 1 = 63, e logo
2g− 2 < degG < degD, e pelo Teorema 4.8, CΩ(D,G) tem dimensão k = n+ g− 1− degG =
63 + 6− 1− 14 = 54. Portanto, CΩ(D,G) é um [63, 54,≥ 6]-código.
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Figura 5.3: Escolha de (α1, α2) e (γ1, γ2) no Exemplo 5.13.

Podemos repetir a análise feita para o Teorema 5.1, agora para um código de dois pontos
CΩ(D,G) sob as hipóteses do Teorema 5.12. Dessa vez consideramos degG > 2g − 3. (O caso
degG ≤ 2g − 3 não oferece melhoria à cota d ≥ 1.) Como (α1, α2), (γ1, γ2 − 1), (γ1 + 1, γ2 −
1), (γ1 + q + 1, γ2 − 1), (γ1, γ2) ∈ J(P1, P2), devemos ter

max{γ1 + γ2 − 1, γ1 + γ2, γ1 + γ2 + q} = γ1 + γ2 + q ≤ 2g − 1,

e logo degG = α1 + α2 + γ1 + γ2 − 2 ≤ 4g − 4− q, isto é,

q2 − q − 2 ≤ degG ≤ 2q2 − 3q − 4. (5.2)

Como antes, procuramos pelo código de um ponto CL (D′,mP∞) de dimensão k e distância
mı́nima d′. Primeiro suponha degG = 2g − 2 = q2 − q − 2. A cota dada pelo Teorema 5.12 é
d ≥ 2. Pelo Teorema 4.8, temos

k = i(G−D)− i(G)

= ℓ(G−D)− degG+ degD + g − 1− (ℓ(G)− degG+ g − 1)

= degD − ℓ(G).

Se G é canônico, então ℓ(G) = g e k = q3 − g − 1. Separamos os casos:

• Se 0 ≤ m < q2 − q, então dimCL (D′,mP∞) ≤ g < q3 − g − 1.
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• Se q2−q ≤ m < q3, então dimCL (D′,mP∞) = m−g+1 = q3−g−1 implicam = q3−2 =
q3 − q2 + (q − 1)q + q − 2. Pelo Teorema 5.6, temos d′ = q3 − (q3 − 2) + q − 2 = q > 2.

• Se m ≥ q3, então dimCL (D′,mP∞) ≥ q3 − g > q3 − g − 1.

Se G não é canônico, pelo item (2) do Corolário 1.36, temos ℓ(G) < g, e pelo Teorema de
Riemann, ℓ(G) ≤ degG+ 1− g = g − 1. Logo, ℓ(G) = g − 1 e k = q3 − g.

• Se 0 ≤ m < q2 − q, então dimCL (D′,mP∞) ≤ g < q3 − g.

• Se q2 − q ≤ m < q3, então dimCL (D′,mP∞) = m− g+ 1 = q3 − g implica m = q3 − 1 =
q3 − q2 + (q − 1)q + q − 1. Pelo Teorema 5.6, temos d′ = q3 − (q3 − 1) + q − 1 = q > 2.

• Se q3 ≤ m ≤ q3 + q2 − q − 2, definindo m̃⊥ como no item (4) do Teorema 5.6, temos
k = q3 − g desde que m̃⊥ = (q − 2)q + (q − 2) = q2 − q − 2. Nesse caso temos d′ = q > 2.

Portanto, se degG = 2g − 2 o Teorema 5.12 não produz códigos de dois pontos com distância
mı́nima maior ou igual à dos códigos de um ponto com mesma dimensão.

Suponha agora 2g− 1 ≤ degG ≤ 4g− 4− q. Do Teorema 4.8, k = q3+ g− 2−degG, e logo

q3 − 3g + q + 2 ≤ k ≤ q3 − g − 1.

Se 0 ≤ m < q2 − q então dimCL (D′,mP∞) ≤ g < q3 − 3g + 2 + q. Se m ≥ q3, então
dimCL (D′,mP∞) ≥ q3−g > q3−g−1. Se q2−q ≤ m < q3, então dimCL (D′,mP∞) = m−g+1,
o que nos dá

q3 − q2 + 2q + 1 ≤ m ≤ q3 − 2.

Assim, quando escrevemos m = q3 − q2 + aq + b, devemos ter 2 ≤ a ≤ q − 1 e 0 ≤ b ≤ q − 1,
excluindo os casos (a, b) = (2, 0) e a = b = q − 1. Pelo Teorema 5.12, d ≥ q2 − aq − b+ 1.

• Se a < b, temos d′ = q2−aq−b, e o código de dois pontos CΩ(D,G) tem distância mı́nima
maior e comprimento menor que o código de um ponto com a mesma dimensão.

• Se b ≤ a então d′ = q2 − aq. Temos d ≥ d′ desde que b = 0, 1.

Proposição 5.14. Considere um código de dois pontos CΩ(D,G) satisfazendo as hipóteses do
Teorema 5.12. Se degG = 2g + q2 − aq − b − 3 com 2 ≤ a < b ≤ q − 1, ou 2 ≤ a ≤ q − 1
e b = 0, 1, então CΩ(D,G) tem comprimento menor e distância mı́nima maior ou igual à do
código de um ponto com a mesma dimensão. Além disso, dado qualquer número da forma
r = 2q + q2 − aq − b − 3, com 2 ≤ a < b ≤ q − 1, ou 2 ≤ a ≤ q − 1, b = 0, 1 e (a, b) 6= (2, 0),
existe um código de dois pontos CΩ(D,G) satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.12 tal que o
grau do divisor G é r.

Demonstração. Seja r = 2g + q2 − aq − b − 3, com 2 ≤ a < b ≤ q − 1, ou 2 ≤ a ≤ q − 1,
b = 0, 1 e (a, b) 6= (2, 0). Tome (α1, α2) = (1, 2g − 2) e (γ1, γ2) = (1, q2 − aq − b − 1). Temos
β1 = q2−q−1 = 2g−1, β2 = q2−2q−1, βq+2 = q2−2q−2. Logo, (γ1, γ2), (α1, α2) ∈ J(P1, P2)
e pelo Lema 2.5, ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2). Ainda, 2g − 1 − (α1 + α2) = 0, e
(γ1, γ2 − 1), (γ1 + 1, γ2 − 1), (γ1 + q + 1, γ2 − 1) ∈ J(P1, P2). É claro que degG = α1 + γ1 − 1 +
α2 + γ2 − 1 = r.

Exemplo 5.15. Considere o código constrúıdo no Exemplo 5.13. Temos degG = 14 = 2 · 6 +
16 − 2 · 4 − 3 − 3, donde segue que a = 2 e b = 3. Como a < b, esse código de dois pontos é
mais eficiente que o código de um ponto de dimensão 54, que tem distância mı́nima 5.
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Exemplo 5.16. Seja H como no Exemplo 5.10. A figura 5.16 mostra os posśıveis valores
para os coeficientes do divisor G satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.12 ou as condições
simétricas. Explicando as cores na figura 5.16: em verde , os divisores G com degG ≤ 2g−3 =
17; em preto , os divisores G para os quais o Teorema 5.12 permite concluir que o código de
dois pontos CΩ(D,G) tem distância mı́nima maior ou igual à do código de um ponto de mesma
dimensão; para os demais divisores (em branco ), o Teorema 5.12 não permite uma conclusão
desse tipo.

Figura 5.4: Posśıveis coeficientes do divisor G no Teorema 5.12 para q = 5

Usando o fato de que não existem lugares de grau dois no corpo de funções Hermitiano [3]
e adicionando restrições no conjunto de lacunas J(P1, P2) podemos melhorar mais uma vez a
cota inferior para a distância mı́nima do código de dois pontos correspondente.

Teorema 5.17. Considere CΩ(D,G) com G = (α1 + γ1 − 1)P1 + (α2 + γ2 − 1)P2 e D =
Q1 + · · · + Qn, em P1, P2, Q1, . . . , Qn são lugares racionais distintos. Suponha que (α1, α2) ∈
J(P1, P2), α1 ≥ 1, e ℓ(α1P1 + α2P2) = ℓ((α1 − 1)P1 + α2P2). Suponha ainda que (γ1, γ2 −
t− 1), (γ1, γ2), (γ1, γ2 + 1), (γ1 + 1, γ2 − t− 1), (γ1 + 1, γ2), (γ1 + 2, γ2 − t− 1), (γ1 + q + 1, γ2 −
t − 1), (γ1 + q + 1, γ2), (γ1 + q + 2, γ2 − t − 1), (γ1 + 2q + 2, γ2 − t − 1) ∈ J(P1, P2) para todo
t, 0 ≤ t ≤ min{γ2 − 1, 2g − 1 − (α1 + α2)}. Se a dimensão de CΩ(D,G) é positiva, então a
distância mı́nima é pelo menos degG− 2g + 5.

Demonstração. Pelo Teorema 5.12, a distância mı́nima de CΩ(D,G) é degG − 2g + 4. Seja
d = degG − 2g + 4. Se existe uma palavra do código de peso d, então existe um diferencial
ω ∈ Ω(G−D) com divisor (ω) = G− (Q1 + · · ·+Qd) +A onde A é um divisor efetivo de grau
dois cujo suporte não contém Qi para 1 ≤ i ≤ d. Note que não exitem lugares de grau dois no
corpo de funções Hermitiano. Assim, A = 2P1, 2P2, P1 +P2, P1 +Q,P2 +Q, 2Q,P +Q, onde P
e Q são lugares distintos com P,Q /∈ {P1, P2, Q1, . . . , Qd}. Como antes, temos

0 ∼ −γ1P1 − (γ2 − t− 1)P2 − A+ (Q1 + · · ·+Qd) + E,

onde E é um divisor efetivo cujo suporte não contém P1 ou P2 e 0 ≤ t ≤ 2g − 1 − (α1 + α2).
Usando as hipóteses sobre o conjunto de lacunas do par, cada uma das possibilidades para A
podem ser descartadas. Portanto, a distância mı́nima é pelo menos degG− 2g + 5.
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Exemplo 5.18. Seja H|F16, P1 e P2 como no Exemplo 5.3. Tome (α1, α2) = (6, 5), (γ1, γ2) =
(0, 2), e G = (α1 + g1 − 1)P1 + (α2 + γ2 − 1)P1 = 5P1 + 6P2. Note que 5 < 6 = β6, e
logo, pelo Corolário 2.9, ℓ(6P1 + 5P2) = ℓ(5P1 + 5P2). Temos 2g − 1 − (α1 + α2) = 0 e
(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (5, 1), (5, 2), (6, 1), (10, 1) ∈ J(P1, P2) (veja Figura 5.18).
Assim, as hipóteses do Teorema 5.17 estão satisfeitas, e o código de dois pontos CΩ(D,G)
tem distância mı́nima pelo menos degG − 2g + 5 = 4 e dimensão k = n + g − 1 − degG =
63 + 6− 1− 11 = 57. Portanto, CΩ(D,G) é um [63, 57,≥ 4]-código.
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Figura 5.5: Escolha de (α1, α2) (em vermelho) e de (γ1, γ2) (em azul) no Exemplo 5.18

Vejamos quando os códigos de dois pontos CΩ(D,G) sob as hipóteses do Teorema 5.17 têm
melhores parâmetros que os códigos de um ponto com mesma dimensão. Consideramos apenas
o caso degG − 2g + 5 > 1, isto é, degG ≥ 2g − 3. Como (γ1 + 2q + 2, γ2 − 1) ∈ J(P1, P2),
devemos ter γ1 + 2q + 2 + γ2 − 1 ≤ 2g − 1, isto é, γ1 + γ2 − 1 ≤ 2g − 2q − 3. Assim,
α1+α2−1+γ1+γ2−1 ≤ 2g−2+2g−2q−3 = 4g−2q−5. Logo, 2g−3 ≤ degG ≤ 4g−2q−5,
ou ainda, q2 − q − 3 ≤ degG ≤ 2q2 − 4q − 5. Note que devemos ter 2g − 3 ≤ 4g − 2q − 5, isto
é, 2g − 2q − 2 ≥ 0, e logo q ≥ 4.

Seja CΩ(D
′,m′P∞) = CL (D′,mP∞) o código de um ponto com distância mı́nima d′ e

dimensão k = dimCΩ(D,G). Suponha inicialmente degG = 2g − 3. Nesse caso o Teorema
5.17 nos diz que CΩ(D,G) tem distância mı́nima d ≥ 2. Pelos Teoremas 1.22 e 1.37, temos
g−2 ≤ ℓ(G) ≤ g−1. Se ℓ(G) = g−2, então k = degD−ℓ(G) = q3−g+1. Se 0 ≤ m < q3, então
dimCL (D′,mP∞) < q3−g+1. Suponha que q3 ≤ m ≤ q3+q2−q−2. Se dimCL (D′,mP∞) =
q3−g+1, então #{t ∈ H(P∞) : t ≤ m′} = g−1, e logo m′ = 2g−2 ou m′ = 2g−1. Em ambos
os casos, max{t ∈ H(P∞) : t ≤ m′} = 2g − 2 = q2 − q − 2 = (q − 2)q + q − 2, e d′ = q > 2. Se
ℓ(G) = g− 1, então k = q3 − g, e já vimos que os códigos de um ponto de dimensão q3 − g têm
distância mı́nima q > 2.

Suponha agora degG = 2g − 2. A cota dada no Teorema é d ≥ 3. Se ℓ(G) = g, temos
k = q3 − g − 1. Se ℓ(G) = g − 1, então k = q3 − g. Já vimos que os códigos de um ponto de
dimensão q3 − g − 1 e q3 − g têm distância mı́nima d′ = q ≥ 4. Portanto, se degG = 2g − 3 ou
degG = 2g − 2, o Teorema 5.17 não apresenta melhoria em relação aos códigos de um ponto
com mesma dimensão.
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Finalmente, suponha 2g − 1 ≤ degG ≤ 4g − 2q − 5. Então

q3 − 3g + 2q + 3 ≤ k ≤ q3 − g − 1.

Se 0 ≤ m < q2 − q, então dimCL (D′,mP∞) ≤ g < q3 − 3g + 2q + 3. Se m ≥ q3, então
dimCL (D′,mP∞) ≥ q3 − q > q3 − g − 1. Para q2 − q ≤ m < q3, temos dimCL (D′,mP∞) =
m− g + 1, e logo

q3 − q2 + 3q + 2 ≤ m ≤ q3 − 2.

Assim, m = q3 − q2 + aq+ b com 3 ≤ a ≤ q− 1 e 0 ≤ b ≤ q− 1, mas (a, b) /∈ {(3, 0), (3, 1), (q−
1, q − 1)}. Pelo Teorema 5.17, CΩ(D,G) tem distância mı́nima d ≥ q2 − aq − b+ 2.

• Se a < b, então d′ = q2 − aq − b e d > d′.

• Se b ≤ a, então d ≥ d′ desde que b = 0, 1, 2.

Proposição 5.19. Considere um código de dois pontos CΩ(D,G) satisfazendo as hipóteses do
Teorema 5.17. Se degG = 2g + q2 − aq − b − 3 com 3 ≤ a < b ≤ q − 1, ou 3 ≤ a ≤ q − 1 e
b = 0, 1, 2, então CΩ(D,G) tem comprimento menor e distância mı́nima maior ou igual à do
código de um ponto com a mesma dimensão. Além disso, dado r = 2g + q2 − aq − b − 3 com
3 ≤ a < b ≤ q− 1, ou 3 ≤ a ≤ q− 1, b = 0, 1, 2 e (a, b) 6= (3, 0), (3, 1), existe um código de dois
pontos CΩ(D,G) satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.17 tal que o grau do divisor G é r.

Exemplo 5.20. Considere o código constrúıdo no Exemplo 5.18. Temos degG = 11 = 2 · 6 +
16 − 3 · 4 − 2 − 3, donde a = 3 e b = 2. Pelo que vimos acima, esse código de dois pontos é
mais eficiente que o código de um ponto de dimensão 57, que tem distância mı́nima 2.

Exemplo 5.21. Seja H como no Exemplo 5.10. A figura 5.21 mostra os posśıveis valores
para os coeficientes do divisor G satisfazendo as hipóteses do Teorema 5.17 ou as condições
simétricas. Explicando as cores na figura 5.21: em verde , os divisores G com degG ≤ 2g−4 =

Figura 5.6: Posśıveis coeficientes do divisor G no Teorema 5.17 para q = 5

16; em preto , os divisores G para os quais o Teorema 5.17 permite concluir que o código de
dois pontos CΩ(D,G) tem distância mı́nima maior ou igual à do código de um ponto de mesma
dimensão; para os demais divisores (em branco ), o Teorema 5.17 não permite uma conclusão
desse tipo.
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Exemplo 5.22. Seja H como no Exemplo 5.10. Na figura 5.22 vemos, em vermelho , os
divisores G que satisfazem as hipóteses do Teorema 5.1 mas não do Teorema 5.12. Veja que
para estes divisores, o código CΩ(D,G) é candidato a ter distância mı́nima exatamente degG−
2g + 3. Em azul , os divisores G que satisfazem as hipóteses do Teorema 5.12 mas não do
Teorema 5.17, para os quais o código CΩ(D,G) é candidato a ter distância mı́nima exatamente
degG− 2g + 4.

Figura 5.7: Coeficientes dos divisores G que satisfazem as hipóteses do Teorema 5.1 mas não
do Teorema 5.12, e que satisfazem as hipóteses do Teorema 5.12 mas não do Teorema 5.17.

Exemplo 5.23. Mais uma vez, seja H como no exemplo 5.10. A Figura 5.23 mostra os
divisores G para os quais o código CΩ(D,G) tem distância mı́nima maior ou igual ao código
CΩ(D

′,m′P∞) de mesma dimensão, segundo as análises feitas para os Teoremas 5.1, 5.12 e
5.17.

Figura 5.8: Coeficientes dos divisores G para os quais o código CΩ(D,G) tem distância mı́nima
maior ou igual ao código CΩ(D

′,m′P∞) de mesma dimensão.
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