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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados que melhoram a cota de Goppa para a distancia minima
de codigos de Goppa de dois pontos sobre o corpo de fungdes Hermitiano, utilizando a distri-
buigao de lacunas do semigrupo de Weierstrass de dois lugares associado. A partir destes
resultados e sabendo a distancia minima exata para cédigos de um ponto sobre o mesmo corpo
de funcoes, determinamos os casos onde o codigo de dois pontos tem distancia minima maior
ou igual a do cédigo de um ponto de mesma dimensao.

Palavras-chave: Semigrupos de Weierstrass, Codigos Hermitianos, Cédigos de Goppa.
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Abstract

In this work we present results that improve the Goppa bound for the minimum distance of
Goppa codes supported on two places and defined over the Hermitian function field, using the
gap distribution of the associated Weierstrass semigroup. Also, from the knowledge of the
minimum distance of Goppa codes defined over the same function field and supported on one
place, we determine the cases where the two place code has minimum distance greater or equal
the one place code of the same dimension.

Keywords: Weierstrass semigroup, Hermitian codes, Goppa codes.
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Introducao

Um cédigo é um conjunto de simbolos que, associados a uma forma de interpretacao, podem
ser usados para transmitir informagao. Durante uma transmissao, podem ocorrer erros, isto é,
o simbolo recebido pode nao ser o mesmo simbolo que foi enviado, e nesse caso a eficacia da
comunicagao esta comprometida. Estamos interessados em codigos que permitem algum tipo
de deteccao e correcao de erros. Para que seja possivel detectar erros, é preciso que o conjunto
dos simbolos interpretdveis (ou seja, o cédigo) esteja mergulhado em um conjunto maior, de
simbolos que podem ser recebidos. Assim, uma transmissao na qual o simbolo enviado (sempre
interpretdvel) é substituido por um simbolo nao interpretével pode ser acusada como um erro.
Por outro lado, se o simbolo recebido ainda pertence ao c6digo, o erro nao podera ser detectado.
Dessa forma, procura-se métodos que permitam minimizar a probabilidade de ocorréncia de
um erro nao detectavel.

Uma estratégia para resolver este problema ¢é definir uma métrica no conjunto dos simbolos
que podem ser recebidos, de forma que simbolos mais proximos tenham maior probabilidade de
serem confundidos entre si, isto é, de um deles ser enviado e o outro ser recebido. Nesse cenario,
escolhemos os simbolos do cédigo de forma que estejam bem distribuidos nesse universo, ou
seja, de forma que a distancia minima entre simbolos do cédigo seja a maior possivel. Isso
dificultaria a ocorréncia de erros nao detectaveis. A seguir, descrevemos um modelo para esta
estratégia, que chamamos de cédigo de bloco, munido da distancia de Hamming.

Sejam A # () um conjunto finito, o qual chamaremos de alfabeto, e seja n € N. Uma
palavra sobre A de comprimento n é nada mais que um elemento de A"™. Um cédigo (de
bloco) sobre A de comprimento n é um subconjunto () # C' C A". Dadas palavras a,b € A",
digamos a = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,), definimos a distancia de Hamming entre a e b
como sendo

d(a,b) := #{i: a; # b;}.

Nao é dificil provar que a distancia de Hamming determina uma métrica em A™. Para que esta
métrica tenha a propriedade que destacamos no paragrafo anterior, é suficiente que:

1. Cada elemento de A tenha a mesma probabilidade de ser recebido errado.

2. A probabilidade de um elemento a € A ser enviado e outro elemento b € A\ {a} ser
recebido seja independente de b.

Quando estas exigéncias sao atendidas, dizemos que a transmissao esta sendo realizada via um
canal simétrico. Finalmente, escolhemos as palavras do cédigo C' de forma que a distancia
minima d(C') := min{d(a,b) : a,b € C} seja a maior possivel. O problema principal da teoria
de cédigos [10] é o seguinte: dados r,m,d > 1, encontrar o nimero de elementos do maior cédigo
de comprimento n sobre um alfabeto de r elementos com distancia minima d.

Um caso particularmente interessante de cédigos de bloco ocorre quando A = F, é um
corpo com ¢ elementos e C' C Fy' ¢ um Fy-subespaco vetorial. Nesse caso, dizemos que C' ¢ um
cédigo linear. Definimos o peso da palavra a € F} como sendo wt(a) := d(a,0), e podemos
caracterizar a distancia minima como d(C') = min{wt(a):a € C \ {0}}.



Em geral, nao é facil calcular a distancia minima de um cédigo dado. Mesmo no caso de
codigos lineares, utilizando a caracterizagao em termos do peso, o custo computacional pode
ser muito alto. Assim, procura-se por métodos para construir cédigos que tragam consigo
alguma maneira de determinar (pelo menos uma cota inferior para) a distancia minima do
cddigo construido. Um exemplo sao os chamados cédigos de avaliagao.

Seja £ um F-espago vetorial cujos elementos sao fungées V- — F,, e sejam Py, ..., P, € V,
onde V' é um conjunto arbitrario. A imagem da transformacao linear

ev: Z — F

é um codigo e, dependendo da estrutura de .Z, pode-se deduzir a dimensao e a distancia minima,
ou pelo menos cotas para tais parametros. Os codigos de Goppa sao casos especiais de codigos
de avaliagao, onde Pj,..., P, sao pontos de uma curva algébrica V' definida sobre IF_‘q e L é
um certo tipo de F,-subespaco vetorial do corpo de fungoes racionais sobre V. A dimensao do
cédigo construido é determinada pela escolha de £ e dos pontos P, ..., P,, e usando o Teorema
de Riemann-Roch encontramos uma cota inferior para a distancia minima que depende de £
(Teorema 4.3). Uma segunda construgao pode ser feita utilizando os chamados diferencial de
Weil, para a qual também obtemos cotas para a dimensao e a distancia minima (Teorema 4.8).
De acordo com a escolha da curva V' e do subespacgo .Z, essas cotas podem ser melhoradas, e
¢é nesse sentido que se apresentam os principais resultados discutidos neste trabalho.

Apesar de, classicamente, os codigos de Goppa serem descritos a partir da teoria de cur-
vas algébricas, os aspectos geométricos da teoria ndo sdo necessarios. Aqui, como em [12], a
construcao e os resultados sobre codigos de Goppa sao baseados na teoria de corpos fungoes
algébricas, e se mostra uma maneira logicamente mais rapida de introdugao ao assunto, em
comparagao com a abordagem via curvas algébricas. Mesmo assim, a analogia entre curvas
algébricas e corpos de fungoes se mostra bastante 1til psicologicamente, unindo o intuitivo con-
ceito de ponto de um ente geométrico a mais abstrata nogao de lugar de um corpo de funcoes.
Por esse motivo, dedicamos a primeira secao do Capitulo 1 a descricao dessa analogia. Nas
duas segoes seguintes desenvolvemos a teoria de corpos de fungoes, chegando ao Teorema de
Riemann-Roch. No Capitulo 2, definimos semigrupos de Weierstrass de um e varios lugares,
provamos as principais propriedades para semigrupos de Weierstrass de dois lugares e suas ge-
neralizagoes para m lugares e, no final, duas férmulas envolvendo o nimero de lacunas para
o caso de dois lugares. Algumas demonstragoes (especialmente o Corolédrio 2.22) foram con-
sideravelmente simplificadas em relagao a fonte original. No capitulo 3, definimos o corpo de
fungoes Hermitiano e descrevemos seus semigrupos de Weierstrass de um e dois lugares racio-
nais. No Capitulo 4, descrevemos as duas construgoes dos cédigos de Goppa, com as respectivas
cotas mais gerais. O Capitulo 5 apresenta os resultados principais, reunindo o que foi visto nos
capitulos anteriores para obter cotas cada vez melhores para a distancia minima de cddigos de
Goppa de dois pontos sobre o corpo de funcoes Hermitiano, apenas acrescentando hipdteses a
respeito das lacunas do semigrupo de Weierstrass de dois lugares associado. Sabendo a distancia
minima exata para coédigos de um ponto, as novas cotas permitem comparar os cédigos de dois
pontos com codigos de um ponto de mesma dimensao.

Daniel Alves
Uberlandia-MG, 31 de Janeiro de 2019.



Capitulo 1

Corpos de Funcoes Algébricas

Apesar de terem surgido em associacao com as curvas algébricas, os corpos de fungoes podem
ser estudados de maneira independente. Esse é o ponto de vista adotado em [12], e é suficiente
(além de ser um caminho mais rapido) para a maioria das aplicagoes em c6digos corretores de
erros. Mesmo assim, a literatura em codigos de Goppa ainda usa a linguagem da teoria de
curvas algébricas. Além disso, a associagao de lugares de um corpo de funcgoes a pontos de uma
curva algébrica é bastante 1til do ponto de vista psicolégico, e prové motivacao para varias
defini¢oes. Para mais detalhes sobre a relagao entre curvas algébricas e corpos de fungoes, veja
[4]. Neste capitulo, depois de uma breve discussao visando esclarecer essa rela¢do, passamos
a parte da teoria de corpos de fungoes necessaria (e suficiente) para descrever a construgao e
obter as primeiras propriedades dos chamados codigos de Goppa.

1.1 Curvas Algébricas Projetivas

Nesta secao, K denota um corpo algebricamente fechado.

Considere em K"\ {(0,...,0)} a relacao de equivaléncia ~ definida por: (ag, ..., a,) ~
(bo, . ..,b,) se, e somente se, existe A € K \ {0} tal que a; = Ab;, i = 0,...,n. O conjunto
quociente P*(K) := (K" \ {(0,...,0)})/ ~ é chamado espago projetivo de dimensao n
sobre K. A classe do elemento (ay, . .., a,) € K™ serd denotada por (ag : -+ : a,), e pode ser
identificada com a reta em K™ que passa por (aq,...,a,) e pela origem (0, ..., 0).

Observe que se f € K[Xy, ..., X,] é um polinomio homogéneo (isto é, todos os monémios de
f tém o mesmo grau), e f(ao, ..., a,) = 0, onde nem todos os a;’s sdo zero, entao f(bg,...,b,) =
0 sempre que (bg,...,b,) ~ (ag,...,a,). Seja I C K[Xoy,...,X,] um ideal gerado por po-
linémios homogéneos (ou seja, um ideal homogéneo). O conjunto algébrico (projetivo) associado
a I é (bem) definido como

V(I):={(ap: - :a,) € P(K): f(ag,...,a,) =0, para todo f € I}.

Dizemos que V' C P"(K) é um conjunto algébrico se for o conjunto algébrico associado a
algum ideal homogéneo. Um conjunto algébrico V' pode estar associado a mais de um ideal,
mas podemos destacar o que chamamos de ideal de V', definido por

I(V):={f € K[ Xo,...,X,] : f(ao,...,a,) =0 para todo (ag:---:a,) € V}.
Em geral, ndo podemos recuperar I a partir de V(I), mas vale o seguinte.

Teorema 1.1 (Nullstellensatz, [4], Corolario 4.1.4). Seja I C K[Xy,...,X,] um ideal ho-
mogéneo. Entdo

(VD) ={f € K[Xo,...,Xy,] : f™ €I para algum m > 1}.
Em particular, se I € um ideal primo, entao I(V(I)) = I.

3



Seja V' C P"(K) um conjunto algébrico, e suponha que I(V') seja um ideal primo. Entao
o quociente K[V] := K[Xo,...,X,]/I(V) é um dominio. Denotamos por K (V) o corpo de
fragoes homogéneas de K[V], isto é, o conjunto de fragoes onde numerador e denominador
(nao nulo) sao elementos de K[V] homogéneos de mesmo grau. Para f € K(V), e P = (ay :

-1 ay) € V a avaliagdo f(P) € K U{oo} pode ser (bem) definida como segue. Se existem
fi, f2 € K[Xy,...,X,] homogéneos de mesmo grau com fo(ag,...,a,) # 0, tais que f =
(fi+D)/(f2+1), defina f(P) = fi(ag,...,a,)/f2(aq, ..., a,); caso contrario, defina f(P) = oo.
Assim, os elementos de K (V') podem ser vistos como fungoes V — K U {oo} = P!(K), e por
isso dizemos que K (V') é o corpo de fungoes racionais do conjunto algébrico V. Dizemos
que a fungao f tem zero ou polo em P se f(P) =0 ou f(P) = oo, respectivamente.

As curvas algébricas (irredutiveis) sdo caracterizadas da seguinte forma: uma curva
algébrica (irredutivel) V' sobre K é um conjunto algébrico cujo ideal I(V') é primo, e cujo corpo
de fungbes racionais K (V') tem grau de transcendéncia um sobre K, isto é, existe z € K(V)
tal que K (V') é uma extensao algébrica de K (z). Pode-se mostrar que, neste caso, K (V)| K (x)
é, na verdade, uma extensao finita (veja Definigao 1.2).

Seja V uma curva algébrica e P € V. Pode ser que existam fungoes f € K(V) tais que
f(P)=o00e (1/f)(P) = oc0. O caso onde isto nao ocorre caracteriza o que chamamos de ponto
nao singular. Em outras palavras, P é um ponto nao singular se (1/f)(P) € K sempre que
f(P) = oco. Dizemos que a curva V' é nao singular se todo ponto de V' é nao singular. Observe
que se P € V é um ponto nao singular, entao o conjunto Op := {f € K(V) : f(P) € K} é
um anel de valorizagao discreta (veja Defini¢ao 1.3). As fungdes racionais que se anulam em P
sao exatamente aquelas cujo inverso nao esta em Op, e formam um ideal maximal em Op. Por
outro lado, se V' é nado singular, a cada anel de valorizacao discreta O C K (V) estd associado
um ponto P € V' sendo este o zero comum das fungoes racionais no ideal maximal de O (veja
Proposigao 1.4). Pela Proposicao 1.8, dentre as fungbes racionais que se anulam em P, existe
uma fungao ¢ que divide (em Op) todas as outras, e assim nos permite medir as ordens dos
zeros e polos em P. Uma funcao f € K (V) tem um zero de ordem n em P se f = t"u, onde
u € K(V) nao tem zero nem polo em P, e f tem um polo de ordem n em P se f =t "u, onde
u € K (V) nao tem zero nem polo em P.

Em algumas situacoes, é ttil associar niimeros inteiros a alguns pontos da curva, como por
exemplo, os zeros e polos de uma funcao as respectivas ordens, ou os pontos de intersecao da
curva com outro conjunto algébrico as respectivas multiplicidades. Neste momento entra em
cena o conceito de divisor, e a notagao aditiva é sugerida pelas aplicacoes.

Uma das perguntas que podem ser feitas é a seguinte: dados pontos P, ..., P, em uma curva
algébrica V', e inteiros nq, ..., n,, inicialmente positivos, quais sao as fun¢oes que tém polo em
P; com ordem limitada por n;, para i = 1,...,77 Essa questao é generalizada para n;’s nao
nulos arbitrarios, perguntando pelas fungoes que tem zero em P; de ordem pelo menos —n;, se
n; < 0. O Teorema de Riemann nos diz que existe um inteiro g (dependendo apenas da curva),
denominado género da curva V', de forma que essas fungoes formam um K-espaco vertorial
(um espago de Riemann-Roch) de dimensao pelo menos ny + -+ +n, + 1 — g. O Teorema de
Riemann-Roch substitui o “pelo menos”da frase anterior, determinando um termo de correcao
que também pode ser interpretado como a dimensao de um espaco de Riemann-Roch.

1.2 Lugares, Divisores e o Teorema de Riemann

Passamos a listar defini¢oes e resultados da teoria de corpos de funcgoes algébricas, que é a
base de tudo que sera discutido neste trabalho. Todas as demonstragoes omitidas podem ser
encontradas em [12], Capitulo 1.



Definicao 1.2. Seja K um corpo. Dizemos que uma extensio F' O K ¢ um corpo de funcgoes
algébricas sobre K (ou que F|K é um corpo de fungoes) se existe x € F' transcendente sobre
K tal que [F : K(z)] < 0.

No restante deste capitulo, K denota um corpo arbitrario, e F' € um corpo de fungoes
algébricas sobre K.

Definigao 1.3. Seja O C F um subanel. Dizemos que O é um anel de valorizagao (discreta)
de F|K se

1. KCOCF;e
2. para todo z € F temos z € O ou 2z~ € O.

Proposicao 1.4. Seja O um anel de valorizagio de F|K. FEntao O possui um tunico ideal
mazximal P, que pode ser caracterizado da sequinte forma: para 0 # x € F, temos v € P se, e
somente se, z71 ¢ O.

Demonstragdo. Seja P:={x € O\ {0} : 271 ¢ O} U{0}. Temos 0 € P. Parau € Qe x € P,
x #0,se (ux)™! = vtz € O, entao u(ur)™' = 27! € O, contradigao. Logo, (ux)™! ¢ O,
eur € P. Sejam z,y € P\ {0}. Pela defini¢ao de anel de valoriza¢ao podemos assumir, sem
perda de generalidade, que y/x € O. Assim, temos 1+y/x € O, elogo z+y = x(1+y/x) € P.
Isto prova que P é ideal de O. Além disso, se x € O\ P, entao 7! € O, e logo 2O = O, ou
seja, qualquer ideal proprio de O deve estar contido em P. Portanto, P é o tinico ideal maximal

de O. O]

Definicao 1.5. Um lugar do corpo de fun¢ées de F|K € o ideal mazimal de algum anel de
valorizagdo de F|K. Denotaremos o conjunto de lugares de F|K por Pp.

Se O é um anel de valorizagdo de F|K e P é seu ideal maximal, entdao O é unicamente
determinado por P. De fato, O = {z € F : 27! ¢ P} U{0}. Dado P € P, denotamos por
Op = O o anel de valorizagao associado ao lugar P.

Proposicao 1.6. Se P € Pr é um lugar, entao P é um ideal principal em Op.

Definicao 1.7. Um parametro local em P € Pr é um elementot € P com P =1tOp, isto é,
um gerador do ideal P em Op.

Proposicao 1.8. Se t ¢ um parametro local em P € Pr, entdo cada z € F, z # 0, tem uma

tnica representagdo na forma z = t"u, comn € Z eu € OF, onde Op = {u € Op \ {0} :
-1

u € Op}

A um lugar P de F|K associamos uma aplicacao
vp: F— Z U {0}

definida como segue. KEscolha um parametro local ¢ € P. Entao cada z € F, z # 0, tem
uma tUnica representagao z = t"u, com n € Z ¢ u € Op. Defina vp(z) := n e vp(0) = 0.
Nesse contexto, o simbolo oo representa um elemento que nao estd em Z tal que oo > m e
00 + 00 =00 +n =n+ oo = oo para todos m,n € Z.

Vejamos que a aplicacao vp definida no pardgrafo anterior nao depende da escolha do
parametro local t € P. Seja s € P outro parametro local. Como P = tOp = sOp, temos
s = tw, para algum w € O*. Dado z € F'\ {0}, existem tnicos n,m € Z e u,v € O tais que
z =t"u = s"v = (tw)™v = t"(w™v), com wmv € O*. Portanto, n = m.



Teorema 1.9. Seja P um lugar de F|K. Entao vale o sequinte:

1. Um elemento t € F' é um parametro local para P se, e somente se, vp(t) = 1.

2. vp(xy) = vp(x) + vp(y), para todos x,y € F.

3.

Op = {z€ F:vp(z) >0},
Op = {z€F:vp(z) =0},
P = {z€F:vp(z) >0}

4. vp(x +y) > min{vp(x),vp(y)}, para todos x,y € F.

5. Se x,y € F sao tais que vp(x) # vp(y), entao vp(x +y) = min{vp(z), vp(y)}.

6. Se x € F\ {0} € algébrico sobre K, entdo vp(x) = 0.

Demonstragio. 1. Se t € P ¢ um parametro local, como t = t' -1, temos vp(t) = 1.
Suponha que vp(t) =1 e seja s € P parametro local. Entao t = su, com u € OF, e logo
tOp = suOp = sOp = P, donde segue que t também é parametro local em P.

2. Se xy = 0, entao a igualdade é trivial. Suponha zy # 0, e seja t € P parametro local.
Entdo pela Proposicio 1.8, xy = (t'7@u)(t"rWy) = t'r@+0rWyy, com u, v, uv € OF, e
portanto vp(zy) = vp(x) +vp(y).

3. Seja z € F, t € P parametro local, e escreva z = t"#?*)y, com u € Op (Proposigao 1.8).
Se vp(z) > 0, entdo z € Op. Por outro lado, se z € Op, entdo t'*) = zu=! € Op.
Se vp(z) < 0, entdo t™73) € P | e logo t'?*) ¢ Op, o que é uma contradicio. Logo,
vp(z) > 0. Portanto, Op = {z € F : vp(z) > 0}. As outras igualdades sdo triviais.

4. Suponha, sem perda de generalidade, que vp(z) < vp(y) < co. Entdo x +y = t"#@y +
toPWy = 1oP@) (y 4 vPW=vP@)y)  com u + t*PWUP@y € Op, e logo, usando os itens (1),
(2) e (3), temos vp(x +y) > vp(x), como queriamos.

5. Sem perda de generalidade, podemos assumir vp(z) < vp(y) < oco. Observando que
vp(y) = vp(—y), temos vp(z) = vp(x +y —y) > minf{vp(z + y),vp(y)}. Como vp(x) <
vp(y), temos min{vp(x + y),vp(y)} = vp(z +y) < vp(z). Mas vp(x +y) > vp(zr) =
min{vp(z),vp(y)}. Portanto, vp(x +y) = vp(x).

6. Afirmamos que se vp(z) > 0 entdo vp(f(z)) > 0 para todo f(X) € K[X]. Para provar

esta afirmagao, procedemos por indugao sobre o grau de f(X). Se o grau de f(X) é
zero, a afirmagao é trivial, j& que K C Op. Suponha que o grau de f(X) seja d > 1.
Escreva f(X) = f(0) + Xg(X). Como degg(X) < d, pela hipétese de indugao temos
up(g()) = 0, e logo vp(f(0) + zg(x)) > min{vp(f(0)), vp(x) + vp(g(x)} > 0, como
queriamos.

Suponha que a,x" + -+ + a1z + ag = 0, com ay,...,a, € K. Podemos supor a, # 0 e
ag # 0. Se vp(x) > 0, entao vp(a,x" + -+ + a1z) = vp(x) + vp(a, ™' + -+ ay) >
0 = vp(ap), de acordo com a afirmacdo que acabamos de provar. Assim, vp(a,z" + - - +
a1z + ag) = vp(ag) = 0, o que é uma contradi¢io. Se vp(z) < 0, entdo vp(z~™') > 0 e
ar+ -+ a(z™H) +ap(z7!)" = 0, e o resultado segue de forma similar.

[



Seja P um lugar de F|K e Op o anel de valorizagao associado. Como P é um ideal maximal,
o anel quociente Fp := Op/P é um corpo. Para x € Op, denotaremos por x(P) € Fp a classe
de x médulo P, e para z ¢ Op, definimos x(P) := oo. Pelo Teorema 1.9 (4) e (5), temos
K C Ope KNP ={0}, logo a aplicacao natural Op — Op/P = Fp induz um mergulho de
K em Fp e, assim, podemos considerar K C Fp via esse mergulho. Definimos o grau do lugar
P como sendo deg P := [Fp : K|. Dizemos que P é um lugar racional se deg P = 1.

Proposicao 1.10. Seja P um lugar de F|K. Entao deg P < cc.

Seja P um lugar racional de F|K, isto é, deg P = 1. Entao temos Fp = K. Se K é
algebricamente fechado, entao todos os lugares sao racionais e podemos ver um elemento z € F
como uma funcao

z:Pp - KU {OO},
P —  z(P).

Definicao 1.11. Seja z € F' ¢ P € Pr. Dizemos que P é um zero de z se z(P) =0, e que P
¢ um polo de z se z(P) = cc.

Observe que P é um zero de z se, e somente se, vp(z) > 0; e P é um polo de z se, e somente
se, vp(z) < 0.

Proposicao 1.12. Seja z € F transcendente sobre K. Entao z tem pelo menos um zero, e pelo
menos um polo. Em particular, Pr # 0. Além disso, o nimero de zeros de z € finito, assim
como o numero de polos.

A partir deste momento, vamos assumir que todo elemento de F algébrico sobre K ja esteja
em K.

Defini¢ao 1.13. Um divisor de F|K ¢é uma soma formal
D= Z npP com np € Z,np = 0 para quase todo P.
PE]PF

O suporte de D é definido como

Supp D := {P € Pr : np # 0}.
Dois divisores D =Y npP e D' = > n'p P sio somados coeficiente a coeficiente,

D+D'= > (np+np)P.
PePp
O divisor nulo ¢ definido por
0:= Z rpP, com rp =0 para todo P.

PePr
Denotamos o conjunto dos divisores de F|K por Div(F'). Com a soma definida acima, Div(F)
¢ um grupo abeliano. Para QQ € Pr e D =) npP, definimos vg(D) := ng, e logo

SuppD ={P € Pp:vp(D) #0} e D = Z vp(D) - P.
PeSupp D

Podemos equipar o conjunto Div(F') com uma ordem parcial definindo
Dy < Dy : <= vp(Dy) <wvp(D3) para todo P € Pg.

Dizemos que D é um divisor efetivo se D > 0. O grau de um divisor D € definido como
deg D := Z vp(D) - deg P,
PEPF

e fornece um homomorfismo deg : Div(F) — Z.



Vimos que um elemento nao nulo x € F' tem um nimero finito de zeros e polos. Assim, faz
sentido a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.14. Seja 0 # x € F, e denote Z (resp. N) o conjunto de zeros (resp. polos) de x
em Pr. Definimos:

(x)o = Z vp(x)P, o divisor de zeros de z,
Pez
(X))o = Z(—vp(a:))P, o divisor de polos de x,
PeN
() = (2)0— (T)o» 0 divisor principal de x.

E claro que (2)o > 0, (2)o > 0 e

() = > wp(x)P.

PePpr

Defini¢ao 1.15. Dizemos que dois divisores D, D" € Div(F) sao equivalentes (e denotamos
D~ D')se D=D"+ (x) para algum x € F \ {0}.

A préxima definigao tem um papel fundamental na teoria de corpos de fungoes algébricas.
Definicao 1.16. Seja D € Div(F). O conjunto £ (D) := {x € F : () + D > 0} U {0}
¢ um K-subespaco vetorial de F, denominado espaco de Riemann-Roch associado a D.

Denotamos ¢(D) := dimy Z (D).

Seja D = 0 o divisor nulo. Se x € Z(D), entao (z) > 0, isto é, x nao tem polos. Pela
Proposicao 1.12, x € K. Logo, temos Z(0) = K e £(0) = 1.

Lema 1.17. Se D e E sao divisores tais que D < E, entao £ (D) C Z(FE) e

dimg Z(D) < deg(E — D).

£(D)
Z(0)

Em particular, para um divisor D > 0, temos dimyg < deg D, ou
seja, (D) < deg D + 1.
Coroléario 1.18. Para cada divisor D, o K-espago vetorial £(D) tem dimensao finita.

Demonstra¢ao. Tomando um divisor £ com D < F e 0 < E, temos ¢(D) < {(E) < deg E +
1. O

Teorema 1.19. Todos os divisores principais tém grau zero. Mais precisamente, dado x €
F\ K, temos deg(x)y = deg(x)s = [F : K(x)], ou seja, o nimero de zeros de x € igual ao
numero de polos (ambos contados com os respectivos graus).

Corolario 1.20. Se D é um divisor com deg D < 0, entdo {(D) = 0.

Demonstragao. Suponha que existe x € Z(D) \ {0}, isto é, F := (x) + D > 0. Entao
deg D =deg E > 0. O

Corolario 1.21. Um divisor D é principal se, e somente se, deg D =0 e {(D) > 0.



Demonstragdo. Se D = (x) é principal, entao deg D = 0 (Teorema 1.19) e 0 = (z7!) + (z) > 0,
ou seja, z71 € Z(D). Suponha que deg D =0 e £(D) > 0. Entao existe z € (D) \ {0}, isto
é, E:=(x)+ D >0edegFE =0. O fato de deg E ser a soma nula de inteiros nao negativos,
implica que cada um desses inteiros deve ser zero, ou seja, £ =0, e ogo D = (z71). O

Teorema 1.22 (Teorema de Riemann). Existe um inteiro g tal que, para cada divisor D €
Div(F) vale
((D)>degD+1—g.

Pelo Teorema de Riemann, o conjunto {deg D — ¢(D) +1: D € Div(F)} C Z ¢é limitado, e
portanto possui um maximo.

Defini¢ao 1.23. Definimos o género do corpo de fungoes F|K como sendo

max{deg D — ¢(D)+1: D € Div(F)}.

1.3 O Teorema de Riemann-Roch

O termo de corregao na desigualdade do Teorema de Riemann i(D) := ¢(D) —degD — 1+ g é
denominado indice de especialidade do divisor D. O Teorema de Riemann-Roch interpreta
i(D) como ¢(W — D) para um divisor W adequado. No que segue, introduzimos as principais
ferramentas para demonstra-lo. Mais uma vez, todas as demonstracoes omitidas podem ser
encontradas em [12], Capitulo 1.

Seja D um divisor de F'|K. Para construir o espago .2 (D), procuramos os elementos « € F'
tais que vp(x) + vp(D) > 0 para cada P. A seguir, faremos uma espécie de generalizagao
dessa construcao: para cada lugar P, escolhemos uma fungao ap tal que vp(ap) + vp(D) > 0.
Observe que, pela definicao de divisor, temos vp(D) = 0 para quase todo P, e logo vp(ap) >0
para quase todo P. Isso motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.24. Um adele de F|K ¢é uma aplicagao

. ]P)F — F,
@ P - ap,

tal que ap € Op para quase todo P € Pp. Usamos a notagio o = (ap)pep, ou, por simplici-
dade, o = (ap), e dizemos que ap € a componente do adele « em P. Denotamos ainda

Ap :={a:a é um adele de F|K}.
Dados o, p € Ap e X\ € K, definimos a+ 8 : Pp — F por

(a+B)p :=ap+ fp,

(M) p == Aap.

Note que a4+ e A sdo elementos de Ap, pois vp(ap + Sp) > min{vp(ap),vp(Bp)} > 0 ¢
vp(Aap) = vp(ap) > 0 para quase todo P € Pp. Dessa forma, Ar se torna um K-espago
vetorial. O adele principal de um elemento v € F € o adele cujas componentes sdo todas
tguais a x. Assim, podemos ver F como K-subespaco de Ap, identificando cada elemento de
F a seu adele principal em Ap. Para o € Ap e P € Pr, denotamos vp(a) := vp(ap).

Para D € Div(F), definimos

Ap(D) :={a € Ap : vp(a) +vp(D) > 0 para todo P € Pr}.

Observe que Ap(D) é um K-subespago vetorial de Ap. Além disso, por meio do merqulho
0 : F — Ap descrito no pardgrafo anterior, podemos identificar £ (D) com Ap(D)NO(F).
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Temos um resultado andlogo ao Lema 1.17 para os espagos Ap(D).
Lema 1.25. Se D e E sao divisores tais que D < E, entdo Ap(D) C Ap(E) e

Ar(E)
Ar(D)

=deg(E — D).

dimK

Além disso, para os divisores D que satisfazem a igualdade no Teorema de Riemann, o
espago Ag(D) é bastante grande.

Lema 1.26. Se D ¢ um divisor de F|K com ¢(D) =deg D + 1 — g, entao Ar = Ap(D) + F.

O resultado a seguir oferece uma interpretacao do indice de especialidade de um divisor em
termos das dimensoes de espagos de adeles.

Teorema 1.27. Para cada divisor D, o indice de especialidade € dado por

Ap

Para uma segunda interpretacao do indice de especialidade, que culminara no Teorema de
Riemann-Roch, introduzimos o conceito de diferencial de Weil.

Defini¢ao 1.28. Um diferencial de Weil de F|K é uma aplicagao K-linear w : Ap — K
que se anula em Ap(D) + F para algum D € Div(F'). Denotamos

Qp :={w:w é um diferencial de Weil de F|K}.
Para D € Div(F), definimos
Qp(D) :={w € Qp : w se anula sobre Ap(D) + F'}.

Podemos ver Qr como K-espaco vetorial. De fato, se wy se anula sobre Ap(D;) + F e wy
se anula sobre Apr(Ds) + F, entdo w; + we se anula sobre Ap(D3) + F' para qualquer divisor
D3 com D3 < Dy e D3 < Dy, e aw; se anula sobre Ar(D;) 4+ F para todo a € K. Observe que
Qp(D) é um subespago de Qp.

Lema 1.29. Para D € Div(F') temos dim Qp(D) = i(D).

Demonstragao. O espago Qp(D) é isomorfo ao espago de funcionais lineares em Ap/(Ar(D)+
F). Como Ar/(Ar(D) + F) tem dimensao finita i(D) (Teorema 1.27), o resultado segue. [J

Podemos ainda dar um estrutura de F-espaco vetorial a Q0p. Parax € F e w € Qp definimos
rw: Ap — K por
(zw)(a) = w(za).

E facil ver que 2w ¢ um diferencial de Weil. De fato, se w se anula sobre Ap(D) + F entao zw
se anula sobre Ar(D + (z)) + F.

Proposicao 1.30. Qp é um F-espago vetorial de dimensao um.
Gostarfamos de associar um divisor a um diferencial de Weil w # 0.
Lema 1.31. Seja 0 # w € Qp. Defina
M(w) :={D € Div(F) : w se anula em Ap(D) + F'}.

Entdo M(w) tem um tinico mdzimo com respeito a relagdo <, isto €, existe um tunico W € M (w)
tal que D < M para todo D € M(w). A este divisor damos o nome de divisor do diferencial
de Weil w, e denotamos (w) :=W.
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Definigao 1.32. 1. Para 0 # w € Qp e P € Pr definimos vp(w) := vp((w)).

2. Dizemos que um lugar P € Pp é um zero (resp. polo) de w se vp(w) > 0 (resp.
vp(w) <0).

3. Dizemos que W € um divisor canénico se W = (w) para algum w € Qp \ {0}.

Segue imediatamente das defini¢oes que Qp(D) = {w € QF : (w) > D} U {0}.
Proposicao 1.33. 1. Para0#z € F e 0# w € Qp temos (zw) = (z) + (w).

2. Quaisquer dois divisores canonicos sao equivalentes.

Demonstragao. Se w se anula em Ap(D) + I entdo 2w se anula em Ap(D + (z)) + F. Como
w se anula em Ap((w)) + F, temos

(w) + () < (2w).

Da mesma forma, (zw) + (z7') < (z7'zw) = (w). Combinando estas desigualdades, ficamos
com

(W) + (2) < (aw) < —(271) + (W) = (w) + (2).

Isto prova o item (1). Para o item (2), observe que, pela Proposicao 1.30, dados quaisquer dois
diferenciais de Weil w; e wy nao nulos, existe x € F'\ {0} tal que wy = zw;. Pelo item (1),
temos (wq) = () + (wy). O

Teorema 1.34. Seja W = (w) um divisor canonico de F|K. Para cada D € Div(F), a
aplicacao
S ZW-=D) = Qp(D),
2 { x — Tw

estd bem definida e € um isomorfismo de K -espagos vetoriais. Em particular, i(D) = (W —D).
Demonstracao. Para x € (W — D), temos
(2w) = () + (w) > —-(W = D)+ W = D,

e logo 2w € Qp(D). Assim, p leva Z(W — D) em Qp(D). E facil ver que u ¢ linear e injetora.
Para mostrar que p é sobrejetora, tome w; € Qp(D). Pela Proposi¢ao 1.30, podemos escrever
wi; = xw para algum x € F. Como

(@) + W = (2) + (W) = (2w) = (1) 2 D,

ficamos com (z) > —(W — D), donde z € L(W — D) e w; = p(x). Provamos, assim,
que {(W — D) = dimg Qp(D). Como (D) = dimg Qr(D) pela Proposigao 1.27, segue que
i(D) =¢(W — D). O

Teorema 1.35 (Riemann-Roch). Para cada divisor D € Div(F),
(D) =degD+1—g+ (W — D).
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 1.34 e da definigao de i(D). O
Coroldrio 1.36. 1. Para todo divisor candnico W temos degW =2g —2 e (W) = g.
2. Um divisor D é canonico se, e somente se, deg D =29 —2 e (D) > g.

3. Se D € um divisor com deg D > 2g — 2, entao (D) = degG + 1 —g.
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Demonstracao. 1. Basta tomar, no Teorema de Riemann-Roch, D =W e D = 0, respecti-
vamente.

2. Suponha que deg D =2g — 2 e (D) > g. Seja W um divisor canénico. Entao
g<{lD)=degD+1—g+l(W —-D)=g—1+¢W — D),

e logo /(W —D) > 1. Como deg(W — D) = 0, segue pelo Corolario 1.21 que W — D = (x)

1
é principal. Assim, se W = (w) temos que D = (—w) ¢é canonico.
x

3. Veja que pelo item (1), se W é um divisor canénico arbitrario, entao deg(WW — D) < 0.
Logo (W — D) = 0, e o resultado segue do Teorema de Riemann-Roch.
]

O item (2) do Corolario 1.36 poderia ter sido enunciado considerando a igualdade ¢(D) = g
ao invés de ¢(D) > g. Entretanto, a afirmagao (D) > g é mais fraca do que ¢(D) = g, de
forma que para concluir que o divisor D é canonico, por exemplo, basta mostrar que existem
g elementos linearmente independentes em £ (D) (além de verificar que deg D = 29 — 2). O
seguinte resultado complementa a cota inferior dada para (D) no Teorema de Riemann.

Teorema 1.37 (Teorema de Clifford). Para todo divisor D com 0 < deg D < 2g — 2, tem-se

1
D) <1+ §degD.



Capitulo 2

Semigrupos de Weierstrass

Seja F'|K um corpo de fungoes algébricas. Dado P € Pp, consideremos o conjunto
H(P) :={a e Ny: existe z € F com (z)s = aP}.
Proposicao 2.1. Para a € Ny, temos a € H(P) se, e somente se, {(aP) > (((aw — 1) P).

Demonstracao. Um elemento x € F é tal que (2)o = aP se, e somente se, vp(x) = —a e
vo(z) > 0 para Q) € Pp \ {P}, isto ¢, z € L(aP)\ Z((a —1)P). O

Definicao 2.2. Um semigrupo numérico é um subconjunto H C Ny tal que:
1. 0e H.
2. Se ay,a9 € H, entao oy + an € H.
3. No \ H € finito.

Observe que 0 € H(P), ja que (1) = 0P. Além disso, dados a1,y € H(P), digamos
(Z1)oo = 1P € (22)00 = 2P, entdo (2122)0 = (g + a2) P, isto é, a1 + as € H(P). Assim,
para concluir que H(P) é um semigrupo numérico, precisamos mostrar que tem complemento
finito em Ny. Isso é garantido pelo seguinte.

Teorema 2.3 (Teorema das Lacunas de Weierstrass). Suponha que F|K tenha género g > 0 e
P ¢ um lugar de grau um. Entdo existem exatamente g lacunas iy, ...,i, em P. Temos

ih=1ei, <29—1.

Demonstracao. Primeiro provemos cada lacuna em P é menor ou igual a 2g — 1. Suponha que
a > 2g. Pelo Corolario 1.36, item (3), {(aP) =a+1—gel((a—1)P)=(a—1)+1—g. Da
Proposigao 2.1, segue que o € H(P).

Veja que o € Ny é uma lacuna em P se, e somente se, {(aP) = {((a — 1)P). Considere a
sequencia de K-espacos vetoriais

K =2(0)C.2(P)C.2(2P) C--- C 2((2g - 1)P),

onde dim .Z(0) = 1 e dim .Z((29—1)P) = g. Pelo Lema 1.17, temos dim .2 (aP) —dim .2 ((a —
1)P) < 1 para todo a € Ny. Logo existem exatamente g — 1 nimeros 1 < o < 2g — 1 tais que
Z((a—=1)P) € Z(aP). Os g nimeros restantes sao as lacunas em P.

Resta mostrar que 1 é uma lacuna. Suponha 1 € H(P). Como H(P) é um semigrupo,
devemos ter H(P) = Ny, e nao existem lacunas. Mas isso contradiz a hipétese g > 0. [

13
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O conjunto H(P) é denominado semigrupo de Weierstrass associado a P. Se a €
J(P):= Ny \ H(P), dizemos que o é uma lacuna em P.

De forma semelhante, definimos o semigrupo de Weierstrass associado a um m-upla de
lugares P; ..., P,, € Pr como sendo

H(Py,...,Pyn) ={(a1,...,an) € NJ': existe x € F com (2)s = Py + -+ + @ P},

e dizemos que (aq,...,q,) é uma lacuna em (Py,..., Py,) se (aq,...,apm) € J(P,...,Py) =
N\ H(Pi,..., Py). Analogamente ao caso de um lugar, podemos mostrar que H(Py, ..., Py,)
possui o elemento (0, ...,0) e é fechado em relacao a soma. O Corolario 2.16 garante que, pelo
menos no caso onde #K > m, o complemento de H(P, ..., P,) em N é finito. A nocao de
semigrupo de Weierstrass de varios lugares foi introduzida em [1]. A seguir, listamos algumas
propriedades no caso m = 2 que aparecem em 7], e suas generalizagoes para m arbitrério, feitas
em [2].

Sejam F|K um corpo de fungdes algébricas de género g > 1, e Py, P» € Pr lugares de grau
um distintos.

Lema 2.4. Se (o, a0), (o), 0) € H(P1,Py) com a; > o] e ay < of, entio (aq,0a)) €
H(P,P).

Demonstracao. Se oy = o ou as = o, ndo hé nada a provar. Suponha ay > o} e ay < aj.
Sejam fi, fo € F tais que

(f1)oo = a1 PL + @aPs e (f2)oo = a1 P1 + s Ps.

Tome f = fi+ fo. Temos vp, (f) = —aq e vp,(f) = —ad. Além disso, se P é um polo de f, entao
0 > vp(f) > min{vp(f1),ve(f2)}, e logo P = P, ou P = P,. Portanto, (f)e = a1 P + 4P €

/
(al,ag) EH(Pl,PQ) O
/ /
CYQ T . OéQ T . .
=

Qo + ) Qo + (
} } } }

/ o /
Q; 1 Q; aq

Figura 2.1: Interpretagao grafica do Lema 2.4.

Na Figura 2.1, os pontos marcados com @ pertencem a H (P, P,).

Lema 2.5. Seja oy > 1. Entdo {(a1 Py + o Py) = {((a; — 1) Py + o Py) + 1 se, e somente se,
eviste o, 0 < a0 < o, tal que (a1, ) € H(Py, P).

Demonstracao. Temos (a1 Py + asPs) = (((a; — 1)P; + asPs) + 1 se, e somente se, existe

feZL(aPi+asPo)\ L (a1 —1)Pi+asPy), ouseja, (floo = 1P +aPy,com0 < a < ay O

Lema 2.6. Para (o, ) € N?, sdo equivalentes:

1. (c1,a0) € H(Py, Py);
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Qg + X—X Qg + X X
<~

o + ([

} } } }

a1 — 1 g o] — 1 og

Figura 2.2: Interpretacao grafica do Lema 2.5. O segmento no gréafico do lado esquerdo li-
gando os pontos marcados com X indica que estes pontos representam divisores com dimensoes
diferentes.

2. l(ar Py + aoPy) = {((a1 — 1) P14 aaPs) + 1 = l(ay Py + (cp — 1) P3) + 1.

Demonstragao. A implicagao (1) = (2) segue diretamente do Lema 2.5. Suponha (2). Pelo
Lema 2.5, existem o}, ), tais que 0 < o) < a1, 0 < of < ay tais que (o), an), (a1, 04) €
H(Py, P,). Pelo Lema 2.4, temos (aq, ) € H(Py, Py). O

Qg + X ([ J g + j
as — 1+ X = a1t

| | | |
T T T T

061—1041 Oél—lal

Figura 2.3: Interpretagao grafica do Lema 2.6.

Na Figura 2.3, um segmento ligando dois pontos indica que estes pontos representam divi-
sores com dimensoes diferentes, e o ponto marcado com @ pertence a H(P;, P,).

Coroldrio 2.7. Se ay, a5 € Ny e a; + ag > 2g, entdo (aq,an) € H(Py, Py).

Demonstragcao. Se a; = 0 ou ap = 0, o resultado segue do Teorema 2.3. Suponha a; > 1
e ag > 1. Tome D := a1 P, + asP,. Por hipdtese, deg D = a3 + ap > 2g. Pelo item (3)
do Corolario 1.36, /(D) = oy + s +1—g, (D —P) =y —1+as+1—g=4{¢D)—1e
U(D—Py) =a;+as—14+1—g={(D)—1. Pelo Lema 2.6, devemos ter (ay,an) € H(Py, P,). O

Defini¢ao 2.8. Para a € Ny, definimos B, = min{f : (a, ) € H(Py, P)}. Observe que
a € J(Py) se, e somente se, B, > 1.

Coroldrio 2.9. Sejam o, as € Ny, ag > 1. Entao l(oq Py + asPs) = {((a; — 1)P1 + g Py) se,
e somente se, ag < Bq, .

Demonstracao. Segue diretamente do Lema 2.5. O

Lema 2.10. Para uma lacuna aq em Pi, tem-se oy = min{a : (a, o) € H(P1, Py)}. Além
disso, {Ba, 1 1 € J(P1)} = J(P2).
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Demonstracao. Temos a; > 1 e 8,, > 1. Defina D := ay Py, + B4, . Pelo Lema 2.6, temos
(D — P) =D — P) = (D) — 1. Pelo Corolério 2.9, {(D — P, — P) = {(D — P5) =
¢(D) — 1. Suponha que exista o/, < «a; tal que (o, Ba,) € H(Py, P»). Entao, pelo Lema 2.5,
D — P —P)=4D—P)—1=1¥¢D)— 2, 0 que é uma contradigao.

Agora, observe que S,, € J(P) (ja que (0, B4,) € H(Py, P»)), € se as # oy entao fa, # Pa,-
Assim, {f,, : an € J(P;)} estd contido em J(F2), e sua cardinalidade é g, portanto deve ser
igual a J(Pz). O

Observacao 2.11. Como consequéncia do Lema 2.10 e do Teorema 2.3, seque que a aplicacdo
J(P) — J(Py) dada por a — B, € bijetora. (A aplicagao € sobrejetora e #J(Py) = #J(P,).)

Para generalizar estes resultados para semigrupos de Weierstrass de m lugares, fixemos a
seguinte notagdo. Sejam P, ..., P, lugares racionais distintos de F'|K. Denotaremos H :=
H(Py,...,Py)eJ =N\ H. Paran:= (ny,...,n,) € Z"™, denotaremos .Z(n) := £ (n, P, +
<o+, Pp) e l(n) :=0(ZL(n)). Parai € {1,...,m}, definimos

vz(n> = {(plaapm) € Hp’L =T"N; €Pj < njavj 7é Z}

Definimos ainda n” := n—n;e;, onde e; denota o elemento de N{* com 1 na i-ésima coordenada
e 0 nas outras.

No que segue, assumimos #K > m. Os resultados acima podem ser generalizados, respec-
tivamente, da seguinte forma.

Lema 2.12. Para (ny,...,ny),(p1,...,pm) € H, seja q¢; == max{n;,p;} para i = 1,...,m.
Entao (q1,...,qm) € H.

Demonstragao. Sejam f,g € F tais que (f)oo = Doioq P € (9)oo = Yooy piP. Para i =
1,...,m, escolha um uniformizante local t; € P;, e defina a; := (ti_’”f) (P;) eb; := (t;pig) (P;).
Observe que a;,b; € K \ {0}. Sejam o, € K e h := af + Bg. Se P € Pp\{P,...,P,},
entao vp(h) > min{vp(f),vp(g)} > 0. Se n; # p; entdo, vp,(h) = min{vp,(f),vp(9)} = —a¢-
Se n; = p;, entao (t;”ih) (P;) = aa; + Bby, e logo vp,(h) = —¢; desde que aa; + Bb; # 0. Assim,
se escolhemos (o, ) no conjunto

K*\ U {(a, ) € K* : aa; + Bb; = 0},

4N =p;

isto é, no complementar em K? de uma unido de no méximo m subespacos de dimensao 1,
teremos (h)s = >, ¢;P;. Mas essa escolha é possivel, ja que #K > m. ]

Lema 2.13. Sejam n € NJ' e i € {1,...,m}. Entio {(n) = {(n— e;)+ 1 se, e somenle se,

Vi(n) # 0.

Demonstragio. Observe que f € Z(n)\ Z(n — e;) se, e somente se, (f)o = > 72, p; P, com
pi =n; e p; < n; para j # i. Portanto, o resultado segue. O

Lema 2.14. Dado n € N™, temos n € H se, e somente se, {(n) = {(n — €;) + 1 para todo
1=1,...,m.

Demonstragao. Se n € H, entao V;(n) # () para todo i = 1,...,m. Pelo Lema 2.12, {(n) =
{(n—e;)+1paratodoi=1,...,m.

Para a implicacao inversa, tome f; € £ (n)\ £ (n—e;), isto é, vp,(fi) = —ni e vp,(fi) > —n;
para j # i, onde 4,7 € {1,...,m}. Queremos mostrar que existe uma m-upla (aq,...,q,) €
K™ tal que o divisor de polos de h := Y " «;f; é precisamente > " n;P;. Para cada
¢ = 1,...,m, escolha um uniformizante local ¢; em F;, e seja a;; = (t?jfi) (P;). Entao te-
remos vp,(h) = —n; desde que (t;°h) (P;) = Y. aza;; # 0. Assim, s6 precisamos escolher
(v, ..., ap) no complemento em K™ da unido de m subespagos de dimensdo m — 1. Mas essa
escolha é possivel, ja que #K > m. O
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Observagao 2.15. Demonstra¢ao alternativa do Lema 2.14. Suponha que {(n) = {(n—e;)+1
para cada i = 1,...,m. Pelo Lema 2.12, podemos tomar p; = (pi1,...,Pim) € Vi(n), isto €,
p; € H, pii =n; ep; <njparai # j. Para cada j =1,...,m, temos n; = max{p;; : i €
{1,...,m}}. Pelo Lema 2.12 ¢ um argumento de indugao em i, concluimos que n € H.

Corolario 2.16. Se n e Nj* e > n; > 2g, entio ne€ H.

Demonstragao. Procedemos por indugao sobre m. O caso m = 2 é o Corolario 2.7. Sejam > 2,
e suponha que o resultado é valido sempre que o nimero de lugares é menor que m. Assim,
se algum n; é nulo, estamos na hipdétese de inducao. Suponha entao que n; > 1 para todo
i=1,...,m. Pelo item (3) do Corolario 1.36, temos {(n) = > n;+1—g=4{((n—e;) +1
para cada ¢ =1,...,m. Pelo Lema 2.14, temos n € H. O

Corolario 2.17. Seja n € Ni'. Sao equivalentes:
1. ne J;
2. Existe i € {1,...,m} tal que {(n) ={(n— ¢e);

3. Ezistei € {1,...,m} tal que V;(n) = 0.

Demonstragao. Segue diretamente dos Lemas 2.13 e 2.14. [
Podemos equipar Njj* com uma ordem parcial < como segue: (nq,...,1,) < (P1,...,Pm) se
n; < p; paratodoi=1,...,m.

A generalizacao do Lema 2.10 pode ser pensada da seguinte forma.

Lema 2.18. Suponha que n seja uma lacuna em P; e seja n um elemento minimal em {p €
H :p; =n} com respeito a <. Entdo n” € J en =min{p € N: n() + pe; € H}.

Demonstracdo. Suponha que n® + ge; € H para algum ¢ com 0 < ¢ < n. Tome f,g € F
com (f)oo = D50 1P € (9)oo = Doj=1,..m Py + qP;. Para cada j € {1,...,m}, escolha um
j#i

uniformizante local t; em P;, e defina a := (tI'f) (P;) e b := (tlg) (P;). Tomando h = bf — ag,
temos (t7'h) (P;) = b(t?f)( ) —a(thg) (P;) = ba # 0, e logo vp,(h) = —n. Para j # i, temos
(t;°h) (P;) = 0, ou seja, e vp,(h) > —n;. Assim (h)s = > iy piPj, com p; =n e p; < n; para
j # i, o que contradiz a minimalidade de n. O

Por outro lado, se n € NI é tal que n” € J para algum i € {1,...,m}, tomando n :=
min{p € N : n® +pe; € H }, pode-se concluir que n é uma lacuna em H. Nesse caso, nem
sempre ¢ verdade que n¥ + ne; é minimal em {p € H : p; = n}. Mas vale o seguinte.

Lema 2.19. Sejam n € NI' ei € {1,...,m}, e suponha que n') € J. Tome n := min{p € N :
n +pe; € H}. Se p € NI € tal que p; = n, ep; <njoup; =mn; =0 para j #1i, entiop € J.
Em particular, n é uma lacuna em P;.

Demonstragao. Suponha que exista p € H com p; = n e p; = n; = 0 ou p; < n; para j # 1.

Tome f,g € F com (f)oo = Y j=1,.mjPj+nP; e (9)ee = D_1_  pils. Sejat; € Pjuniformizante
i

local para cada j € {1,...,m}. Tomando a := (¢} f)(F}) e b:= (¢} g)(F;) e h := bf — ag, temos

(L7h)(P) =0 e (t;-”h)(P) = bt f)(Fy) + alt’ 9)(P;) = b(t}” f)(P;) # 0. Assim, vp,(h) > —n

e vp,(h) = —n; para j # i, ou seja, (h)oo = > L,14Pj, com gi < neq =n;para j # i,
contradizendo a minimalidade de n. O

Observagao 2.20. Em [2], os autores descrevem um contra-exemplo para o Lema 2.1} quando
se tira a hipotese #K > m.
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Voltando ao caso m = 2, estamos interessados no nimero de lacunas que pode ter um
semigrupo de Weierstrass. Para um lugar, o Teorema das Lacunas de Weierstrass nos diz que
este numero é g. Para obter uma férmula para o caso de dois lugares, antes facamos uma
descricao conveniente do conjunto de lacunas.

Teorema 2.21. Temos
J(P, Py) ={(o, ) eNJ : v € J(P1),0 < B < B} U{(a, Bw) : 0’ € J(P1),0 < v < '}

Demonstragdo. Denotemos J; := {(o,8) e N2 :a € J(P,),0< < Bu} e Jo:={(a,Bu): 0 €
J(P1),0 <« < o'}, Pela Defini¢ao 2.8, J; C J(Py, P»), e pelo Lema 2.10, Jo C J(Py, Ps).

Seja (a1, a9) € J(Py, P). Se ay = 0, entdo ay € J(P), e pelo Lema 2.10 temos ag = Sy
para algum o € J(Py), e logo (aq,a) € Jo. Se ag = 0, entao oy € J(Py), e logo (ay, ) € Jp.
Suponha agora a; > 1 e ay > 1. Pelo Lema 2.6, temos (a3 Py + aaPy) = (((ag — 1)P; +
agPy) ou l(a1 Py + aoPy) = l(a1 Py + (g — 1)P). No primeiro caso, o Lema 2.5 nos diz que
(v, ) € J(P1, P) para todo 0 < o < ay. Assim, oy € J(P)) e as < B,,, donde segue
que (aq,ay) € J;. No segundo caso, uma versao simétrica do Lema 2.5 nos dé (g, aq) € Js.
Portanto, J(Py, P») C J; U Js. n

Corolario 2.22. O nidmero de lacunas em (P, Py) é

#J(Py, Pp) = Z a + Z ay — (P, By),

a1€J(P1) az€J(P)
onde r(Py, Py) = #{(a1,a}) € J(P1)? : ay < & € P, > Bar }-

Demonstracao. Sejam J; e Jo como na demonstragao do Teorema 2.21. Entao
#J(Pr, ) = #J +#J2 — #(1 N o).

E facil ver que

#J = Z Ba = Z ae#J, = Z o

aceJ(Py) acJ(Pa) a’'eJ(Pr)
Temos
JiNJy={(a,Ba) €N : v, € J(P,),0 < o < Bae0< <},
e logo #(J1 N Jy) = #{(an, ) € J(P1)? : on < af e fa, > Bur }- O

Temos ainda uma elegante férmula envolvendo dimensoes de espagos de Riemann-Roch.

Proposicao 2.23. O numero de lacunas em (Py, P2) €

2g—1

#J(P1,Py) = U(aP+ B.P) — 1.

a=1

Demonstracao. Observe que se a € H(P;) entdao B, = 0. Sejam a € J(FP;) e § > 1. Entao
l(aPy, + BPy) = l(aP, + (8 — 1)P,) se, e somente se, § = [, para algum o' > « (Corolério
2.9). Assim,

Ba

E(Olpl + ﬁapg) = K(Oépl) + Z(E(Oépl + BPQ) — é(aPl + (ﬁ — 1)P2))
B=1

= UaP)+fa—H#{d € J(P):d >ae Buy < Bal}
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E logo, temos

2g—1 2g9—1
Y UaPi+BaP) = > UaP)+ > (Ba—#{d/ € J(P):d > e fu < Ba})
a=1 a=1 acJ(Pr)
= Z l(aPr) + Z l(aPy) + Z B —r(P, P).
acJ(Pr) a€H(Pr) BEJI(P2)

1<a<2g—-1

Agora, temos
a€ HP) < ((aP)={(a—1)P)+1

e
a€ J(P) <= i(aP) =i((a—1)P) - 1.
Dai
+2)(g—1
> UaP) =243+ + —%,
a€H(Pr)
1<a<2g—1
e
Z tlah) = Z (a+1—g+i(aP)))
OLEJ(Pl) aEJ(Pl)
= Y atgl-g+(g-D+--+2+1
OéeJ(Pl)
_ _g9lg—1)
= Z o —.
acJ(Pr)
Portanto,
2g—1
—1) +2)(g—1
Zﬁ(aPl +0al2) = Z a— g + g >2(9 ) + Z B —r(P1, P)
a=1 O(GJ Pl) IBEJ(PQ)



Capitulo 3

O Corpo de Funcoes Hermitiano

No Capitulo 4 falaremos de cédigos, mais especificamente de cédigos construidos a partir de
corpos de funcgoes. Observando as cotas para distancia minima apresentadas nos Teoremas 4.3
e 4.8, (n—deg G e deg G —2g+2, respectivamente), percebemos que pode-se obter c6digos com
distancia minima maior em ambas as construgoes desde que o divisor GG possa ser escolhido de
grau bem menor que n e bem maior que 2g — 2, ou seja, desde que o niimero de lugares racionais
seja grande em relagao ao género. Isso serve de motivagao para encontrar e estudar corpos de
funcoes com o nimero maximo de lugares racionais para um dado género, os chamados corpos
de fungoes maximais. Um exemplo é o corpo de fun¢oes Hermitiano ([12], Exemplo 6.3.6).

Definicao 3.1. Seja ¢ = p® € N para algum primo p e algum s > 0. O corpo de funcoes
Hermitiano sobre Fp € definido como sendo H = F 2 (z,y), onde y? +y = 29t

No seguinte enunciado, colecionamos alguns resultados a respeito de H, cujas demonstracoes
podem ser encontradas em [12] (Lema 6.4.4).

Teorema 3.2. O corpo de fungoes Hermitiano Fpz(z,y)|F2, com y? 4+ y = %!, tem género
g=1q(qg—1)/2, e possui ¢* + 1 lugares de grau um sobre F,2, que sdo

® 0 unico polo comum P, de x ey; e

e para cada a € Fp existem q elementos b € Fp tais que b1+ b = %', e para cada um
desses pares (a,b) € Fpo x Fp2, existe um tnico lugar Py de grau um tal que x(Py) = a

e y(Py) = b.
Além disso, os divisores de polos de x e y $40 ()00 = qPso € (¥)oo = (¢ + 1) Pro.

Observe que, pelo Teorema 3.2, existem ¢ elementos b € F2 tais que b +b = 0, e os ¢
lugares associados Py, sdo zeros de x. Como deg(z) = 0, estes s@o todos os zeros de x:

(ZE): Z POb_qPoo-

b9+b=0

Além disso, se um lugar é zero de y, entao também sera zero de x, e logo deve ser Pyy. Dai:

(y) = (¢ +1)(FPoo — Pwo)-

Queremos determinar o semigrupo de Weierstrass H(P) para cada lugar P de grau um do
corpo de fungoes Hermitiano.

Primeiro considere P = P,,. Pelo Teorema 3.2, temos ¢,q+1 € H(P), e logo, ig+j(q¢+1) €
H(P) para i, j inteiros nao negativos. Defina Hy := {ig+ j(¢+ 1) : i,5 € No}.

20
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Lema 3.3. Dado n > 0, existem unicos inteiros t e k, com 0 < k < q tais que n = tq + k.
Entaon € Hy se, e somente se, t > k.

Demonstra¢ao. Suponha que n € Hy. Entao existem i, j € Ny tais que n = tq+k = iq+ j(q +
1) =(i+7)g+j. Seja j' o maior inteiro tal que j'¢ < j. Entaon = (i +j + 5" )¢+ j — j'q, com
0<j—jqg<q,elogo, k=j—7j'qet=1i+j+j > j > k. Por outro lado, se t > k, entao
n=tq+k=0t—-—k+k)q+k=(t—k)qg+k(qg+1) € H,. O

Lema 3.4. Seja P um lugar de H de grav um. Se Hy C H(P), entio H(P) = Hy.

Demonstragao. Pelo Lema 3.3, dado n > 0 temos n € Ny \ Hy se, e somente se, n = tq+ k com
0 <t<k<gq—1. Logo, o nimero de elementos de Ny \ Hy é

—_

(=}

q(q—1)
.

k:

1

B
Il

Mas pelo Teorema 3.2, esse niimero ¢é o género do corpo de fungoes, e pelo Teorema 2.3, é igual
a #J(P) = #(Nog \ H(P)). Assim, Ny \ H(P) C Ny \ Hy e sao conjuntos finitos de mesma
cardinalidade. Portanto, Ny \ H(P) = Ny \ Hy, ou seja, H(P) = H,. O

Como Hy C H(P,), pelo Lema 3.4, temos H(P,,) = Hy. Tome Z = z/y e §y = 1/y. Temos

@ =@ - = Y Pu+Po—qPs—(q+1)Po+(g+1)Px
bqu;fozo

= Y Py+Px—qPu,

b94+b=0
b£0

(1) = =) = (¢+ 1)(Po — Foo)-
Assim, q,q+ 1 € H(Py), e logo também temos H(Py) = Ho.

Sejam agora a,b € Fp2 tais que b7 + b = a?™'. Considere & = x — a. Se um lugar P é um
polo de x — a, entdo 0 > vp(x —a) > min{vp(x),0}, e logo P é um polo de z, ou seja, P = P.,.
Além disso, vp,_(r — a) = vp_(x) = —q. Agora, pelo Teorema 3.2, x — a tem ¢ zeros da forma
P,3, onde 8 € F,2 é tal que 87+ [ = a?"'. Portanto,

(@)= > Pu—qPx
5q+ﬁ:aq+l

Tome § = y — a%z + b?. Se P é um polo de g, entdo 0 > vp(y) > min{vp(y),vp(z),0}, e logo
vp(x) < 0 ou vp(y) < 0, e novamente devemos ter P = P,,. Mais ainda, vp_(7) = vp_(y) =
—(g+1). Agora observe que

7+y = (y—ale+b)T+y—ale+b?

= yq—aq2xq+bq2+y—aqx+bq

= y'+y—ar?! —a'z+b+b?

= 29 —ax? — a9z + a9t

Por outro lado,
jq+1 — (x _ a)q+1

= (z—a)!(z—a)
= (27 —a%)(z —a)

29—zt — a9z + a7t
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Assim, temos 77+ ¢ = 9!, ou ainda, § = 297t — 4. Se P é um zero de 7, entdo também é um
zero de . Temos vp(27™') = (¢+ 1)vp(Z) = g+ 1 (observe que todos os zeros de & tém ordem
1) e vp(99) = qup(y) # q+1. Sevp(g?) < g+1, entao vp(g) = min{vp(Z7), vp(79)} = vp(7?),
donde vp(y) = 0, o que é uma contradigao. Logo, vp(g?) > g+ 1, e vp(§) = g + 1, mostrando
ainda que P é o unico zero de g. Veja que §(Pup) = y(Pap) — a2 (Pyp) + 07 =b — a%a+ b7 = 0,
donde segue que P = P,;,. Portanto,

(9) = (¢ + 1)(FPap = Poo).

Temos:

N
| &

) - @-w
- Z P+ Pay — qPs — (¢ + 1) Py + (¢ + 1) Py

BI+f=as
B#b

- Z Paﬂ+Poo_anb7

B9+f=a
Bb

1
(3) = e+ 1P = P
Y
Desse modo, concluimos que ¢,q + 1 € H(P,;,), e novamente H(P,;,) = Hy. Resumindo:

Teorema 3.5. Seja P um lugar de H de grau um. Entao H(P) = {ig+ j(q¢+1) :i,j € No},
e J(P)={tq+k:t,keNo,0<t <k <gq—1}.

Uma forma util de dispor as lacunas em um lugar P de grau um é a seguinte:

1 2 3 q—2 q—1
g+2 q+3 - q+(g—2) q+(g—1)

2¢+3 - 29+ (¢ —2) 2¢+ (g —1) (3.1)

(q—3)q'+(q—2) (q—3)q.+(q—1)
(¢—2)g+(¢—1)

Lema 3.6. Sejam Jy C Ny, ng = min Jy e 01,09 : Jog — Jo bijegdes. Suponha que o1(n) > oa(n)
para todo n € Jy, e que o1(ng) = oo(ng). Entao o1 = os.

Demonstracao. Segue facilmente por inducao. O]

A seguir determinamos o conjunto de lacunas para um par qualquer de lugares de grau um
distintos no corpo de fungoes Hermitiano.

Teorema 3.7 ([8], Teorema 3.4). Sejam Py e Py dois lugares de grau um distintos do corpo de
fungoes Hermitiano H. Entdo

Bigrk=(q—1—k)g+q—1—1 (3.2)

para 0 <t <k <q—1.
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Demonstracao. Primeiro, observe que se os 3;’s respeitam a regra dada em (3.2) em H (P, P),
entdo a mesma regra vale para H(P,, P;); isso segue do Lema 2.10, e do fato de que a aplicacao
a — f3, definida por (3.2) é a prépria inversa. Suponha inicialmente P, = Py, onde a,b € F 2
sao tais que b9 + b = a?"! e P, = P,,. Procuramos por f € H tal que (f)o = (tq + k)P, +
((g—1—k)g+qg—1—1t)P,. Vimos que

(x —a) = Z P, —qPxe (y—alz+b7) = (¢+ 1)(Pwp — Px).
BI4-B=aat1

Assim, obtemos o seguinte divisor:

(:L' _ a)q+1—k+t )
= (q+1—k+t)| D Pp—qPx
((y —alr + bq>t+1 Ba+pB=aat1

—(t+ (g +1)(Pup — Po)

= (q+1-k+t) >  Pup—(tg+k)Pu

BI+p=a
B#b

~((g—1—k)g+q—1—1t)Px.

Isso mostra que
Bigin <(@—1—k)g+qg—1—t (3.3)

Dai, temos Bg—2)g+1)+1 < 1, e logo By—2)q+1)+1 = 1. As aplicagoes a — B, e tq +k —
(¢g—1—k)qg+q—1—t sao bijegoes J(P,) — J(Py), e suas inversas coincidem em 1 = min J(Py).
A equacdo (3.3) coloca essas bije¢oes sob as hipdteses do Lema 3.6 e, portanto, o resultado
segue no caso de um dos lugares ser P,..

Para terminar a demonstragao, precisamos mostrar que o resultado vale também quando
nenhum dos lugares é P,,. Para isto, vamos utilizar o conceito de automorfismo de corpos de
fungoes. Um automorfismo ¢ de F|K nada mais é que um automorfismo de F' que fixa K,
isto é, ¢(a) = a, para todo a € K.

Observe que se O é um anel de valorizagdo de F|K, entdao ¢(O) tambem é. De fato, é
claro que ¢(Q) é um anel, com K C ¢(O) C F; além disso, para f € F, se f ¢ ¢(O), entao
671(f) ¢ O, e logo (61())™) € O, ou seja, H((671(f))1) = 66 (f 1) = F 1 € 9(0). A
restrigao ¢op : O — ¢(0O) é um isomorfismo, e logo, se P é o lugar de F|K associado a O, entao
o lugar associado a ¢(O) é ¢(P). Além disso, para P € P, temos que @Q := ¢~ *(P) é um lugar
com ¢(Q)) = P. Assim, ¢ induz uma bijecdo Pr — Pp, dada por P — ¢(P), ou ainda, um
automorfismo do grupo Div(F).

E interessante observar o efeito desse automorfismo sobre os divisores associados a funcoes
(ver Defini¢ao 1.14). Dado P € Pp, se t € P é um uniformizante local, entao ¢(t) é uniformi-
zante local em ¢(P). Se f € F se escreve como f = ut”, com n € Z ¢ u € Op um elemento
invertivel, entao ¢(f) = ¢(u)p(t)", onde ¢(u) é um elemento invertivel de ¢(O). Consequen-
temente, se (f)o = Yoy ni P, entdo (4(f))o = Dir; nid(P;), analogamente para o divisor de
polos e o divisor principal de f.

Considere o automorfismo ¢, de H|F,. induzido por ¢(x) := z/y e ¢1(y) == 1/y. Na
discussao que leva ao Teorema 3.5, determinamos os divisores principais de ¢;(z) e ¢1(y). Por
eles percebemos que ¢1(Poo) = Px € ¢1(Px) = Poo, isto é, ¢y leva Py em P, e vice-versa.
Sejam a,b € F 2 com b + b = a?™, e seja ¢o 0 automorfismo induzido por ¢o(x) =z —a e
¢2(y) = y — a%z + b9. Como antes, podemos concluir que ¢o(Ps) = Pso, € ¢2(Poo) = P, ou
seja, ¢o fixa Py e leva Py em P,,. Se ¢3 é um automorfismo que fixa P, e leva Py, em P,
entao ¢z o ¢, ! fixa Py e leva P,, em P,4. Observe que ¢y o Gy Yeva P, em P...
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Agora suponha P, = P, e Py = P4 com (a,b) # (¢,d). Entao existe um automorfismo que
fixa P, e leva Py em P, (a saber, a composi¢ao ¢4 o ¢5, onde ¢5 é um automorfismo que leva
P.g em Py, e ¢4 é um automorfismo que leva ¢4(P,;) em P, e fixa Py,). Assim, os (3,’s para o
par (P, P.q) sd0 os mesmos para o par (P, Py), que ja calculamos. ]

Saber [, para cada lacuna a em P; nos permite calcular #J(P;, P») para quaisquer dois
lugares racionais distintos P, e P, do corpo de fungoes Hermitiano.

Teorema 3.8 ([8], Teorema 3.6). Para quaisquer dois lugares distintos Py e Py de grau um do
corpo de funcoes Hermitiano H,
4q
#J (P, Py) = E(3q3 —4¢° + 3¢ — 2).
Demonstragao. Usaremos o Corolario 2.22. A soma de todas as lacunas em P; (equivalente-
mente, a soma de todas as lacunas em P,) é

Z o = tq +k
a1€J(Pr) k=1 t=0
q—1
2
k=1
_ qlg+1)(g—1)?
6

Agora calculamos r(Py, P»). Fixe (t,k) € Ny com 0 <t < k < ¢ — 1. Procuramos pelo
nimero de pares (', k') € Ny com 0 <t < k' < g — 1 satisfazendo:

tg+k <tq+k (3.4)
e
(q—1-K)yg+q—1-t'<(¢g—1-k)g+qg—1—1t. (3.5)
Mas (3.4) e (3.5) sao equivalentes, respectivamente, a
t<t,out=tek<k (3.6)
e
kE<Kk,ouk=FKket<t. (3.7)
De (3.6) e (3.7) temos
t<t k<K, (tk) £ K. (3.8)

Mas é facil ver que as trés condi¢oes em (3.8) implicam (3.6) e (3.7). Assim, para cada par
(t,k), contamos

q—1
B K) k<K <q—1t<t <k -1}—-1 = (Zk’—t) 1
k'=k

_ <q_1+§)(q_k)—(q—k)t—1.

Assim, temos

r(PLP) = ) ), 5 —la=kt-1

k=1 t=0
k- K —2k
N 2

k=1

q' = Tq* + 6g



Portanto,
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#J (P, ) = Z o1 + Z ag — (P, Py)

a1 €J(P1)

as€J(P2)
glg+1D(g-1?

— 7¢* + 6q

3
q

= —i84" —4q" 485 —12).

12

12

Os célculos foram feitos com o auxilio das ferramentas Series Calculator e Simplify Expression,

disponiveis em [9)].

Exemplo 3.9. Considere H = Fey(x,y)|Fes, com y® +y = 2°.

9

O

SGjCLPl :POO SPQZPOO.

Usamos o Teorema 3.7 para determinar B, para todas as lacunas a em P; e escrevemos («, fa),
sequindo a disposi¢do em (3.1):

(1,55)

(2,47)  (3,39) (4,31)
(10,46) (11,38) (12,30)
(19,37) (20,29)

(28,28)
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0000000000000000000000000000

00000000000 C00000C0000000000000000C00
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0000000000000000C000 o
000000000000000000000000000000 o
00000000000000000000000000000000000008
000000000000000000000000000000000000000000000@
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00 00000 0000 000 Q0
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Q0000000000000 00000000e OOO OO
000000000000000000000000000
OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOGOOO.
00000000000000000000000000000000000000000000
000000000000 0000CO00000000000000000000000COCOCO00000000e

00®

A Figura 3.9 mostra J(Py, P,). Os pontos em verde @ sio os pares («,

OZGJ(Pl).

Figura 3.1: J(P;, P,) no Exemplo 3.9

Ba) € H(Py, P5) para



Capitulo 4

Cddigos de Goppa

Sejam n > 1 e A # () um conjunto finito, o qual chamaremos de alfabeto. Uma palavra de
comprimento n é um elemento do produto cartesiano A”. Um cédigo de comprimento n sobre
A é um subconjunto qualquer () # C C A™.

Dadas palavras a,b € A", definimos a distancia (de Hamming) entre a e b, denotada por
d(a,b), da seguinte forma: se a = (ay,...,a,) e b= (by,...,b,), entdo

d(a,b) = #{i : a; # b;}.
E facil mostrar que d : A" x A" — R é uma métrica, isto é, para todos a,b,c € A", tem-se:
e d(a,b) > 0;
e d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
e d(a,b) =d(b,a);
e d(a,c) <d(a,b) +d(b,c).
A distancia minima de um cédigo C' C A™ é definida por
d(C) := min{d(a,b) : a,b € C,a # b}.

Se A é um corpo finito e C' C A™ é um A-subespaco vetorial, dizemos que C' é um codigo linear.
Se k =dimy C e d = d(C), dizemos que C' é um [n, k, d]-cédigo.

Se A é um corpo, definimos o peso da palavra a € A" como sendo wt(a) = d(a,0). Assim,
temos d(a,b) = wt(a — b) para todos a,b € A". Se C C A™ é um cddigo, temos a seguinte
caracterizacao para a distancia minima: d(C') = min{wt(a) : a € C'\ {0}}.

Seja C' C Fy um co6digo, onde F, é um corpo com ¢ elementos. Para a,b € Fy, digamos
a=(a,...,a,) b= (by,...,b,), defina a-b:= 3" ab. O cidigo dual de C' é definido
como C* :={c € F} : ¢ - ¢ = 0 para todo ¢ € C}.

Suponha que num certo canal a informacgao é transmitida em forma de palavras de com-
primento n sobre um alfabeto A. O conjunto das palavras que possuem algum significado é
um codigo C' C A™. Diremos que ocorreu um erro se uma das letras da palavra enviada foi
substituida por outra letra de A, formando a palavra recebida. Se a é a palavra enviada e
a’ é a palavra recebida, o ntiimero de erros cometidos é d(a,a’). Se a’ ainda é uma palava do
c6digo, este erro nao poderd ser detectado. Observe que se a distancia minima de C' for d, serao
necessarios d erros para que a palavra recebida esteja no cédigo, e uma transmissao com d — 1
erros certamente serd acusada. Além disso, se d(a,a’) < |(d—1)/2], a serd a palavra do cédigo
mais proxima de a' e, portanto, a com maior probabilidade de ser a palavra original. Nesse
caso, o erro podera ser corrigido. A grosso modo, quanto maior a distancia minima, mais erros
podem ser detectados e corrigidos. No caso de cédigos lineares, o seguinte resultado impoe
algumas restrigoes.
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Proposicao 4.1 (Cota de Singleton). Seja C' um [n, k, d]-cddigo. Entio k+d < n + 1.
Demonstragao. Seja E C Fy o subespago vetorial definido por

E:={(a1,...,a,) € F} : a; = 0 para todo i > d}.
Todo a € E tem peso menor ou igual a d — 1, e logo ENC = {0}. Como dim E = d — 1, temos

k+(d—1) = dimC+dimFE
= dim(C+ E)+dimCNE =dim(C + E) <n.

]

Os [n, k, d]-cédigos para os quais vale k + d = n + 1 sao chamamos de cédigos MDS
(Maximum Distance Separable). Em geral, nao é simples calcular a distancia minima de um
cédigo dado. Assim, procuramos métodos para construir cédigos que permitam determinar a
distancia minima, ou pelo menos fornecer uma cota inferior. O método que descrevemos neste
trabalho foi proposto por V. D. Goppa em 1983([5]), e faz uso de ferramentas da teoria de
corpos de fungoes algébricas.

Seja I um corpo de funcoes algébricas sobre F, de género g, onde F, é um corpo com ¢
elementos. Sejam Pi,..., P, € Ppr lugares distintos de grau 1, e defina D := P, + --- + P,.
Seja G um divisor de F|F, tal que SuppG N Supp D = . Essa condi¢do garante que, para
i € {1,...,n}, tenhamos vp,(x) > 0 sempre que x € Z(G), e logo z(P;) € Fp, = F,. Assim,
faz sentido a seguinte definicao.

Definicao 4.2. O cddigo de Goppa C4(D,G) associado aos divisores D e G ¢é definido
como

Cy(D,G) :={(z(P),...,2(P)) :x € Z(G)} CFy.
Teorema 4.3. C¢(D,G) é um [n, k,d]-cédigo, com
n=degD, k=0G)—¢G—-D)ed>n—degG.
Sedeg G < n, entio k = ((G) > degG+1—g. Se2g—2 < degG < n, entao k = degG+1—g.
Demonstragao. Considere a aplicacao linear ¢ : £ (G) — Fy dada por
o(x) == (2(Pr),...,x(P,)) € Fy.
Entao, por defini¢ao, temos im ¢ = C'¢ (D, G) e ainda
kerp = {x € Z(G) :vp(x) >0 parai=1,...,n} = Z(G— D).

Assim, temos k = dimCy(D,G) = dim Z(G) — dim Z(G — D) = {(G) — {(G — D). Se
deg G < n, entdo (G — D) =0, e logo k = {(G) > deg G + 1 — g (Teorema de Riemann). Se
2g — 2 < deg G < n, pelo Corolério 1.36 (3) temos k = degG + 1 — g.

A afirmagao a respeito da distancia minima d sé faz sentido se C'¢(D,G) # {0}. Seja
zr € Z(G) tal que wt(¢p(x)) = d. Entao exatamente n — d lugares P;,, ..., P, _, sdo zeros de z,
elogo, 0 #2 € L(G—(P,+---+ P, _,)). Pelo Corolario 1.20, temos 0 < deg(G — (P, +- -+
P, ) =degG —n+d, ouseja, d>n—degG. O

Observe que se deg G < deg D, entao C'¢(D, G) é um [n, k, d]-cédigo com n+1—g < k+d <
n + 1, onde a segunda desigualdade é a cota de Singleton. Assim, se g = 0 entao Cy(D,G) é
um codigo MDS.

Um outro coédigo pode ser associado aos divisores G e D, usando componentes locais de
diferenciais de Weil.
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Definicao 4.4. Seja P € Pp.

1. Para x € F denotamos por tp(x) € Ar o adele tal que tp(z)(P) =z e tp(x)(Q) = 0 para
Q € Pr\{P}.

2. Para um diferencial de Weil w € Qr a componente local de w em P € a aplica¢ao
F,-linear wp : F* — T, definida por

wp(z) = w(tp(z)).

Proposigao 4.5 ([12], Proposicao 1.7.3). Seja w # 0 um diferencial de Weil de F|K e P € Pp.
Entao
vp(w) = max{r € Z : wp(x) =0 para todo x € F com vp(x) > —r}.

Em particular, wp nao € identicamente nulo.

Lema 4.6. Seja P um lugar de grau um e seja w um diferencial de Weil com vp(w) > —1.
Entao

wp(l) =0 < vp(w) > 0.
Demonstracao. Pela Proposicao 4.5, para r € Z temos
vp(w) > r <= wp(x) =0 para todo = € F com vp(x) > —r. (4.1)

Se vp(w) > 0, entdo por (4.1), temos wp(l) = 0, j4 que vp(1) = 0. Suponha agora que
wp(l) = 0. Seja x € F com vp(x) > 0. Como deg P = 1, podemos escrever z = a + y,
com a € Fy e vp(y) > 1. Como vp(w) > —1 e vp(y) > 1, por (4.1) temos wp(y) = 0, e logo
wp(z) = wp(a) + wp(y) = a-wp(l) =0. u

Definicao 4.7. O cddigo de Goppa Cq(D,G) associado aos divisores D e G € definido como
Co(D,G) = {(wp (1),...,wp,(1)) 1w € Qp(G — D)}
Teorema 4.8. Se Cq(D,G) # {0}, entao Co(D,G) é um [n, k,d]-cédigo, com
n=degD, k=i(G—D)—i(G) ed>degG — (29 — 2),

desde que deg G —(29—2) < deg D. SedegG > 2g—2, entio k =i(G—D) >n+g—1—degG.
Se2g—2<degG <n, entaok=n+g—1—degG.

Demonstragao. Considere a aplicacao linear ¢ : Qp(G — D) — Fy definida por

(W) = (wp (1), ..., wp,(1)).
Entao temos im ¢ = Cq(D, G) e pelo Lema 4.6,

keryy = {weQp(G—D):wp(l)=0, parai=1,...n}

= {weQp(G—-D):vp(w)>0, parai=1,...,n}
= Qp(G).
Portanto, a dimensao de Cq(D,G) é

= i
1.36 (3) temos i(G) = 0, e logo k = z( )=
Se 29 — 2 < deg G < n, entao (G — D) Oe

G — D) —i(G). Se deg G > 2g — 2, pelo Corolario
(G—D)+g—1+n—degG >n+g—1—degG.
Ek=n+g—1—degG.
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Seja w € Qp(G — D) com wt(¢(w)) = m > 0. Entdo wp, = 0 para certos indices i =
i1y ..., %n—m, € pelo Lema 4.6, temos

n—m

weQp(G— (D= P))).

j=1
Pelo Corolario 1.36 (3), temos
2g—2>degG — (n—(n—m)) =degG — m.
Portanto, a distancia minima d de Cq(D, G) satisfaz a desigualdade d > deg G — (2g —2). O
Os cédigos C¢ (D, G) e Cq(D, G) estao intimamente relacionados.

Teorema 4.9 ([12], Teorema 2.2.8). Os cddigos Cx(D,G) e Co(D,G) sao duais um do outro,
1sto €,
Co(D,G) = Cy(D,G)*.

Se G = mP para algum lugar racional P, m € N, e D é a soma de todos os outros
lugares racionais de F|F,, dizemos que C'¢(D,G) e Cq(D, G) sao cédigos de um ponto. Se
G = ay P + as P, para lugares racionais P, e P, distintos, a;,as € N, e D é a soma de todos
os outros lugares racionais de F|F,, dizemos que C¢(D,G) e Cq(D, G) sao cédigos de dois
pontos.



Capitulo 5

Resultados para cdédigos sobre o corpo
de funcoes Hermitiano

Seguindo [8], podemos usar informagao a respeito do semigrupo de Weierstrass de um par de
lugares para construir codigos com uma cota para a distancia minima melhor do que a dada pelo
Teorema 4.8. O primeiro resultado diz respeito a codigos sobre corpos de fungoes arbitrarios.

Teorema 5.1. Seja F|F, um corpo de funcoes de género g > 1, e sejam Py e Py lugares
racionais distintos. Assuma que (a1, ) € J(P1, Py) com a1 > 0 e l(an Py + aoPy) = (g —
)Py 4+ asPy). Suponha que (y1,72 — 0 — 1) € J(Py, P2) para todo §, 0 < § < min{y, — 1,29 —
1—(a1+a9)}. Tome G=(a1+7 — )P+ (g +7 —1)Ps, e seja D = Q1+ -+ + Qp, onde
0s Q;’s sao lugares racionais distintos, cada um dos quais nao pertence ao suporte de G. Se a
dimensao de Cq(D, Q) € positiva, a distancia minima desse cédigo € pelo menos deg G —2g+3.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 4.8, s6 precisamos mostrar que nao existe uma
palavra do cédigo de peso d := deg G — (2g — 2). Se tal palavra existe, entdao pelo Lema 4.6,
existe um diferencial w € Qp(G — D) com exatamente d polos, digamos @, ..., Q4. Temos
(W) >G—=(Q14 -+ Qq). Assim, 2g — 2 = deg(w) > deg G —d = 2g — 2, e logo

(W) =G —=(Qi+ +Qu).
Pelo Teorema de Riemann-Roch, para um divisor canonico arbitrario W, temos

U Py + asPy) = deg(an Py + o Py) + 1 — g + U(W — (a1 Py + o Py))

g((Oél — 1)P1 + Oéng) = deg((a1 — 1)P1 + OCQPQ) +1-— g + K(W — ((Oél — 1)P1 -+ OéQPQ)).
Como (o Py + aaPy) = £((c; — 1) Py + e Py), vale
E(W — ((011 — 1)P1 + a2P2)> == E(W — (Ozlpg + O./QPQ)) + 1,

ou seja, existe h € Z(W — ((ag — 1)P1 + o)) \ L(W — (a1 P, + aP,)). Temos vp (h) =
a; —1—wvp (W), elogo (h) = (ay —1)Py + as Py — W + E, onde E > 0 é um divisor de grau
29 — 1 — (aq + a) cujo suporte nao contém P;. Escreva E = E' + tP,, onde E’' é um divisor
efetivo cujo suporte nao contém P, (ou seja, 0 < ¢t < degE = 29 — 1 — (a1 + a3)). Entao
podemos escrever

(h) = (O(l — 1)P1 —{—(CQ—Ft)Pg —W—l—E/.

Agora,
G—(Q1+ - +Qy) = (W) ~W~(a;— 1P+ (ag + )P, + E'.

30



31

Segue que existe f € F' com divisor

(f) = (m—DP+ (e + )P+ E -G+ (@1 + -+ Qa)
= nh-(e-t-Dh+ @+ +Q)+F

Se t < v — 1, entdo f tem divisor de polos (f)o = 71 P + (72 —t — 1)Ps, contradizendo a
hipétese de que (71,72 —t—1) € J(P;, P,). Caso contrério, temos o —1 <t < 2g—1— (a1 +an)
e, por hipédtese, (71,0) € J(Py, P2). Mas f tem divisor de polos (f)e = 71 P1, 0 que é uma
contradicao. O

Observacao 5.2. Trocando Py por Py e vice-versa no enunciado e na demonstracao do Teorema
5.1, obtemos uma versao simétrica do resultado que contempla divisores G ignorados pela versao
original. No caso onde H(Py, Py) = H(P,, Py), como € o caso do corpo de fun¢oes Hermitiano,
1850 significa que se o dwisor G = ny Py + no Py satisfaz as hipdteses do Teorema 5.1, entao a
melhoria da cota para a distancia minima também vale se utilizamos o divisor no Py + nq1 Py no
lugar de G.

Exemplo 5.3. Seja H|Fig corpo de fungoes com H = Fig(z,y), y* +y = 2°. Tome P, = Py
e Py = Py, (notagoes como no Teorema 3.2). H|Fg tem género g =4(4 —1)/2 =6. A Figura
5.3 mostra J(Py, Py). O segmento de reta na Figura 5.3 € dado x +y = 12.
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Figura 5.1: Escolha de (ay, as) e (71,72) no exemplo 5.3

Seja (an,a0) = (1,7) (em vermelho ®), (y1,72) = (6,4) (em azul®), e G = (a1 +¢g1 — 1) P, +
(g + 79 — 1)Py = 6P, + 10P, (em preto ®). Note que 7 < 11 = /31, e logo, pelo Coroldrio 2.9,
(P, +TPy) = L(TP,). Temos 29 —1— (o +az) =3 € (6,3),(6,2),(6,1) € J(P1, P) (em verde
@). Assim, as hipdteses do Teorema 5.1 estao satisfeitas, e o cddigo de dois pontos Cq(D, Q)
tem distancia minima pelo menos degG — 2g +3 = 7. Temos degD = 43 — 1 = 63, e logo
29 —2 < degG < deg D, e pelo Teorema 4.8, Cqo(D,G) tem dimensao k =n+g—1—degG =
63 +6 — 1 — 16 = 52. Portanto, Cqo(D,G) é um [63,52, > 7]-cddigo.

Porque muito se sabe a respeito de corpos de funcoes Hermitianos, impor restricoes ao
conjunto de lacunas em um par de lugares permite obter cédigos com cotas para a distancia
minima ainda melhores que a do Teorema 5.1. Antes, facamos uma comparagao dos parametros
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dos codigos de dois pontos fornecidos pelo Teorema 5.1 com os de cédigos de um ponto no corpo
de funcoes Hermitiano. Para isso, precisamos de alguns resultados sobre cédigos de um ponto.
Com a notacao do Teorema 3.2, defina

D':= Y Py

a,BG]FqQ
/3q+6:aq+1

Observe que se m > ¢ + ¢*> — ¢ — 2 = deg D' + (29 — 2), entao
dimCy(D',mPy) = {€(mPyx)—{(mPx — D"
= m+l—g-—(m-¢+1-g) =g,

3

elogo Cy(D',mPy) = ]ng.
Proposigao 5.4 ([12], Proposigao 8.3.2). Para 0 < m/' < ¢* + ¢* — q — 2 temos
Co(D',m'Py) = Co(D', (¢* +¢* —q—2—m)Py).

Proposigao 5.5. 1. Se 0 < m < ¢® — q, entao dimCy(D',mPy) = {(mPy) = #{t €
H(Py):t<m} <g.

2. Seq*—q—2<m<q, entao dimCy(D' ,mPy)=m+1—g.

3. Seq<m<@+q¢®—q—2, definam’ = ¢@+q¢*>—q—2—m. Entio dim Cg (D', mPy) =
dim Cqo(D',m'Py) = ¢ —dim Co(D',m'Py) = ¢ — #{t € H(Px) : t <m'} > ¢* — g.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 4.3 e da Proposicao 5.4. O]

O seguinte resultado, devido a H. Stichtenoth([11]), K. Yang e P. V. Kumar([13]), fornece
a dimensao e a distancia minima exata para c6digos de um ponto do tipo C¢ (D', mP,,) para
qualquer valor de m.

Teorema 5.6. Sejam C := Cy(D',mPy), n:=degD’' =¢* e d :=d(C).

1. Suponha que 0 < m < ¢*> — q¢ = 2g. Seja m = max{t € H(Py) : t < m}. Entdo
d=n—m.

2. Seq®—qg<m<q®—¢, entaod =n—m.

3. Suponha @ —@ <m<g@em=¢ ¢ +aqg+bcom0<ab<qg—1. Sea<b, entio
d=n—m;sea>b, entiod =n—m+b=q¢*— aq.

4. Suponha que  <m < @+q¢*—q—2. Sejam, =¢@+¢*—q—2—m em, =max{t €
H(Py) :t <mj,}. Escrevamy, =aq+bcom0<b<a<qg—1 Seb=a, entao
d=a+2;seb<a, entaiod =a+ 1.

5. Sem>q*+q¢*>—q—2, entao d = 1.

Utilizando estes valores, podemos ver quando o Teorema 5.1 pode ser usado para comparar
os parametros de codigos de dois pontos aos de cddigos de um ponto. Observamos que um
cddigo é mais eficiente a medida que a dimensao e a distancia minima sao maiores em relacao
ao comprimento. Assim, para um [n, k, d]-cédigo, é natural considerar os parametros relativos
k/n, denominado taxa de informacao, e d/n, denominado taxa de correcao de erros.
Quanto maiores essas taxas, mais eficiente serd o codigo ([6]).
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Seja Cq(D,G) um cddigo de dois pontos satisfazendo as hipéteses do Teorema 5.1, isto é,
G=(a;+7—1)P+ (aa+ v —1)P, onde P, e P, sao dois lugares de grau um distintos
de H, D é a soma de todos os outros lugares de grau um de H, (ay,a3) € J(Py, P) é tal
que oy > 1 e l(aqgPy + asP) = l((ag — 1)PL + asPy), (71,72 —t — 1) € J(P, P,) para
0<t<min{y2—1,29—1— (v + )}, e k:=dimg , Co(D,G) > 0. Seja d a distancia minima
de Cq(D,G). Pelo Teorema 5.1, d > deg G — 2¢g + 3.

Se d' é a distancia minima do cédigo de um ponto Cq(D’, m'P,,) de dimensao k, entao este
c6digo tem taxa de informacao k/q¢?, que ja é menor que a taxa de informacao k/(¢> — 1) do
codigo Cqo(D,G). Se d > d', entdo também a taxa de corre¢ao de erros do cédigo Cq(D, G)
é maior que a do c6digo Cq(D’,m'P,,), e nesse caso, o cddigo de dois pontos é mais eficiente.
Vejamos sob que condigbes temos d > d'.

Se deg G < 2g — 2, o Teorema 5.1 nao melhora a cota ébvia d > 1. Consideremos o caso
degG > 2g — 2. Como (ay, ), (71,72 — 1) € J(Pi, Py), devemos ter a; + as < 2g — 1 e
A7 —1<2¢g—1,edegG =0a; +ay+v +7 —2<4g9—3 =2¢*> —2¢ — 3. Como estamos
assumindo g > 1, temos ¢ > 2, e 2¢*> < ¢, 2¢+3 > 1, e logo deg G < ¢ — 1 = deg D. Pelo
Teorema 4.8, nessas condigoes a dimensao de Cq(D, G) é dada por

k=degD —1+g—degG=¢*+g—2—degG.
Como 2g — 1 < degG < 4g — 3, temos
P —3g+1<k<¢—g—1. (5.1)

Procuramos pelo c6digo de um ponto Cq(D’,m’Py,) cuja dimensao é k. Pela Proposicao
5.4, temos Co(D',m'Py) = C¢(D',mP,) para m = ¢ + ¢*> — ¢ — 2 — m’. Pela Proposicao 5.5,
tendo em vista (5.1), devemos ter ¢ — g < m < ¢3, e logo k = m + 1 — g, e mais uma vez por

- +qg<m<q -2
Estamos no item (3) do Teorema 5.6. Escrevam = ¢ —¢* +aqg+bcom 1 <a < qg—1e
0 <b<qg—1. (Note que nao podemos ter a = b = ¢ — 1.) Temos

k=m—-g+1=¢"—¢ +ag+b—g+1

degG=¢"+9g—2—-k=29+¢*—ag—b—3.
A cota dada pelo Teorema 5.1 é d > deg G — 29 + 3 = ¢*> — aqg — b. Temos dois casos para a

distancia minima d’ de C'¢ (D', mPy,):

e Sea < b, entao d = ¢ —m = ¢* —aqg—b. Portanto, neste caso o Teorema 5.1 garante que
o c6digo de dois pontos Cq(D, G) possui distancia minima maior ou igual a do cédigo de
um ponto Cq(D’;m') com a mesma dimensao.

e Se b < a, entao d' = ¢*> — ag. Nesse caso, os cédigos do Teorema 5.1 sao melhores que os
c6édigos de um ponto com a mesma dimensao desde que b = 0.

Em resumo:

Proposicao 5.7. Considere um cddigo de dois pontos Cqo(D,G) satisfazendo as hipdteses do
Teorema 5.1. SedegG =2g+¢* —aqg—b—3,1<a<b<qg—1, oudegG =29+ ¢*> —aq— 3,
1<a<q—1, entio Co(D,G) tem comprimento menor e distancia minima maior ou igual d
do cddigo de um ponto Cqo(D’,m'Py) com a mesma dimensao.

O seguinte resultado é um complemento a Proposicao 5.7.
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Proposicao 5.8. Dador =2g+¢*—ag—b—3 com1<a<b<gqg—1,our =29+q¢*—aqg—3
com1l<a<q-—1 existe um cédigo de dois pontos Cq(D,G) no corpo de fun¢oes Hermitiano
satisfazendo as hipoteses do Teorema 5.1 tal que o grau do divisor G € r.

Demonstracdo. Sejar =29+¢* —ag—b—3coml1<a<b<qg—1l,our=29—¢*—aq—3
com 1 < a < gqg—1. Tome (ay,a2) = (1,29 — 2) e (7,%) = (1,¢> —ag — b —1). Pelo
Teorema 3.7, temos 31 = ¢> — q — 1 = 29 — 1. Logo, (a1, as) € J(Pi, ), e pelo Lema 2.5,
0P+ (29 —2)P) = (((29 — 2)P,). Temos 2g — 1 — (o +a2) =0, e (71,72 — 1) € J(Py, Ps).
Assim, degG =1+ —14+as+7y —1=r. O

Exemplo 5.9. Considere o codigo construido no Ezemplo 5.3. Observe que degG = 16 =
2-6+16—2-4—1—3, donde os parametros a e b da discussao anterior a Proposicao 5.7
stoa=2eb=1. Comoa>b, eb+#0, o Teorema 5.1 nao permite comparar este codigo ao
codigo de um ponto de mesma dimensao.

Exemplo 5.10. Seja H|Fas corpo de fungoes com H = Fos(x,y) com y® +y = 25. O género

de H|Fqo5 é g = 10. A figura 5.10 mostra os possiveis valores para os coeficientes do divisor G
satisfazendo as hipoteses do Teorema 5.1 ou as condigoes simétricas.
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Figura 5.2: Possiveis coeficientes do divisor G no Teorema 5.1 para ¢ =5

FExplicando as cores na figura 5.10: em verde ®, os divisores G com degG < 2g — 2 = 18;
em preto @, os divisores G para os quais o Teorema 5.1 permite concluir que o codigo de dois
pontos Cqo(D,G) tem distancia minima maior ou igual ¢ do cdédigo de um ponto de mesma
dimensado; para os demais divisores (em branco 0), o Teorema 5.1 nao permite uma conclusao
desse tipo.

Podemos seguir impondo restrigdes ao conjunto de lacunas J(P;, P,) para produzir cédigos
com um cota inferior para a distancia minima melhor que a dada no Teorema 5.1.
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Lema 5.11. Se P, e Py sdo dois lugares racionais de H distintos, entao existe f' € H com
(f) = (g+1)(P = P).

Demonstracao. Se Py = Py, e Py = P, vimos que (y — a%z +09) = (¢ + 1)(Pw — Px). Se
— qlx + bl
P, = Py e Py = Py temos z_:q—;fidq — (¢ + 1)(Pw — P.g). Além disso, se f' € H & tal

que (f/) = (q + 1)<P2 - Pl), entao (1/f,) = (q+ 1)(P1 - Pg) ]

Teorema 5.12. Considere Cqo(D,G) com G = (ag+71—1)Pi+(e+vn—1)Pye D = Q1+ -+
Qn, onde Py, Py, Q1,...,Q, sdo lugares racionais distintos. Suponha que (a1, as) € J(Pi, Py),
a; > 1, el(a Pi+asPy) = (((cn—1)Pi+ase Py). Suponha ainda que (71, 72—30—1), (71+1, 72—0—
1), (v1+q+1,7%—0-1),(11,72) € J(P1, P) para todo 6, 0 < 6 < min{y—1,29—1— (a1 +as)}.
Se a dimensao desse codigo € positiva, entao a distancia minima é pelo menos deg G — 2g + 4.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.1, a distancia minima de Cq(D, G) é pelo menos deg G —2g+3.
Ponha d =: deg G—2g+3. Se existe uma palavra do cédigo de peso d, entao existe um diferencial
w € QG — D) com exatamente d polos simples @1, ...,Q4. Temos (w) > G — (Q1+ -+ Qq).
Como deg(w) =29 —2=degG — d + 1,

(W)=G—(Q1+---+ Qq) + A,

onde A é um lugar racional, A # Q;, 1 < 1 < d. Como na demonstragao do Teorema 5.1,
usando a hipdtese (a1 Py + aoPy) = (((ag — 1) Py + ao P3) e 0 Teorema de Riemann-Roch, existe
h € H cujo divisor pode ser escrito como

(h) = (a1 —1)Pi+ (ax + )P, — W + E,

onde 0 <t <2g—1— (a1 +ay), E éum divisor efetivo cujo suporte ndo contém P; ou Py, e
W é um divisor canodnico arbitrario. Entao

G—(Qi++Qa)+ A= (W)~ W~ (a1 = )P + (0 + )P + F
implica que existe f € H com divisor

Primeiro, suponha que t < 75 — 1. Se A estd no suporte de E, entao (f)e = 11 P1 + (72 —
t — 1) P,, contradizendo a hipétese (v1,72 —t — 1) € J(Py, P2). Separamos os casos:

e Se A= P entao (f)oo = (71 +1)P + (72 —t — 1) P, contradizendo a hipétese (71 + 1,72 —
t—1) e J(P, D).

e Se A = Py entdao (f)oo = 1P + (72 —t)P. Se t = 0, contradigdo com a hipétese
(71,72) € J(P1, P2); se t > 0, tomando § = t — 1 temos (y,72 —d — 1) € J(P, P):
contradicao.

e Suponha A ¢ {P, P,,Q1,...,Qq} USupp E. Seja f' € H tal que (f') = (¢+1)(A— P)
(Lema 5.11). Entao (ff')eo = (1 + ¢+ 1)P1 + (72 — t — 1) P, contradizendo a hipétese
(m+q+1,—t—1) € J(P,P).

Agora suponha v — 1 <t < 29 — 1 — (ag + ag). Se A estd no suporte de E ou A = P,
entdo (flew = MP1. Se A = P, entao (f)e = (11 + 1)P. Cada um dos casos é uma
contradigao ja que y; e 71 + 1 s@o lacunas em P;. Logo, A ¢ {Pi, P»,Q1,...,Qq} U Supp E.
Entao (ff)e = (71 + ¢ + 1) Py, contradizendo a hipétese de que v; + ¢ + 1 é uma lacuna em
P ]
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Exemplo 5.13. Seja H|Fi5, Py € P, como no Exemplo 5.3. Tome (o, as) = (6,3), (71,72) =
(1,6), e G = (a1 + g1 — 1)P1 + (g + 72 — 1)P, = 6P, + 8P,. Note que 3 < 6 = [, e
logo, pelo Coroldrio 2.9, £(6P, + 8P,) = ((5P, + 8P,). Temos 2g — 1 — (ay + az) = 2 ¢
(1,5),(1,4),(1,3),(2,5)(2,4), (2,3), (6,5), (6,4), (6,3), (1,6) € J(P, P») (ver Figura 5.13). As-
sim, as hipdteses do Teorema 5.12 estao satisfeitas, e o cddigo de dois pontos Cqo(D,G) tem
distancia minima pelo menos degG — 2g + 4 = 6. Temos degD = 43> — 1 = 63, e logo
29 —2 < degG < deg D, e pelo Teorema 4.8, Cqo(D,G) tem dimensao k =n+g—1—degG =
63 +6 — 1 — 14 = 54. Portanto, Cq(D,G) é um [63,54, > 6]-cddigo.
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Figura 5.3: Escolha de (ay,a2) € (71,72) no Exemplo 5.13.

Podemos repetir a analise feita para o Teorema 5.1, agora para um cédigo de dois pontos
Cqo(D, G) sob as hipdteses do Teorema 5.12. Dessa vez consideramos deg G > 2g — 3. (O caso
deg G < 2g — 3 nao oferece melhoria a cota d > 1.) Como (o, as), (71,72 — 1), (71 + 1,72 —
1),(m+qg+1,7%—1),(1,7) € J(P, P,), devemos ter

max{yi+% —Ln+vntrtagd=n+r+q¢<29-1
elogodegG =a1+as+71 +72—2 <49 —4 —q, isto ¢,
¢ —q—2<degG <2¢* —3q— 4. (5.2)

Como antes, procuramos pelo cédigo de um ponto C'¢ (D', mP,,) de dimensao k e distancia
minima d’. Primeiro suponha deg G = 29 — 2 = ¢*> — ¢ — 2. A cota dada pelo Teorema 5.12 é
d > 2. Pelo Teorema 4.8, temos

k = i(G—-D)—1iG)
= ((G—D)—degG+degD+g—1—({(G)—degG+g—1)
= degD — {(G).

Se G ¢ candnico, entao ((G) = g e k = ¢ — g — 1. Separamos os casos:

e Se 0 <m < ¢*—q,entao dimCg (D', mPy) <g<q>—g—1.
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e Se¢?*—q<m < ¢ entdo dim Cy(D',mPy) =m—g+1=¢*—g—11implicam = ¢>—2 =
@ —q¢*+(q—1)qg+ q— 2. Pelo Teorema 5.6, temos d' = ¢> — (¢* —2) +q¢—2=q > 2.

e Sem > ¢3 entdao dimCy (D', mPy) > ¢ —g> ¢ —g— 1.

Se G nao é canonico, pelo item (2) do Corolario 1.36, temos ¢(G) < g, e pelo Teorema de
Riemann, ¢/(G) < degG +1—g=g—1. Logo, {(G)=g—1lek=¢—g.

e Se 0 <m < ¢*—q, entao dimCy(D',mPy) < g < ¢ —g.

e Se > —q<m< g, entdo dimCy (D', mPy)=m—g+1=¢>—gimplicam=¢>—1=
@ —q¢*+(q—1)qg+q— 1. Pelo Teorema 5.6, temos d' = ¢* — (¢* = 1) +q—1=¢q > 2.

e Se > <m < ¢+ ¢® — q— 2, definindo M, como no item (4) do Teorema 5.6, temos
k= ¢q*— g desde que m, = (¢ —2)q+ (¢ —2) = ¢*> — ¢ — 2. Nesse caso temos d’ = q > 2.

Portanto, se deg G = 2g — 2 o Teorema 5.12 nao produz cédigos de dois pontos com distancia
minima maior ou igual a dos cédigos de um ponto com mesma dimensao.
Suponha agora 29 — 1 < deg G < 49 —4 —q. Do Teorema 4.8, k = ¢* + g — 2 —deg G, e logo

¢ —39g+q+2<k<¢—-g-1

Se 0 < m < ¢ —qentao dimCy(D',mPy) < g < ¢ —3g+2+¢q Sem > ¢ entdo
dimCy(D',mPy) > ¢*—g > ¢®*—g—1. Se ¢*—q < m < ¢, entdao dim C»(D',mP,) = m—g+1,
o que nos da

- +2+1<m<q -2

Assim, quando escrevemos m = ¢ —¢> +aq+b, devemos ter 2<a<qg—1le0<b<q—1,
excluindo os casos (a,b) = (2,0) e a = b= g — 1. Pelo Teorema 5.12, d > ¢*> —aq — b+ 1.

e Sea < b, temos d = ¢>—aq—b, e o c6digo de dois pontos Cq(D, G) tem distancia minima
maior e comprimento menor que o cédigo de um ponto com a mesma dimensao.

e Se b <aentao d = ¢*> — ag. Temos d > d' desde que b = 0, 1.

Proposicao 5.14. Considere um cédigo de dois pontos Cq(D, G) satisfazendo as hipéteses do
Teorema 5.12. Se degG =29+ q¢* —ag—b—3 com2<a<b<qg—1, 0u2<a<gqg-—1
eb=0,1, entio Cqo(D,G) tem comprimento menor e distancia minima maior ou igual a do
codigo de um ponto com a mesma dimensao. Além disso, dado qualquer nimero da forma
r=2q+¢@ —ag—b—-3, com2<a<b<qg—1,o0u2<a<qg—1,b=0,1¢(a,b) # (2,0),
existe um cddigo de dois pontos Cq(D,G) satisfazendo as hipdteses do Teorema 5.12 tal que o
grau do divisor G € r.

Demonstragdo. Sejar =29 +¢* —ag—b—3, com2<a<b<g—1,o0u2<a<gq-—1,
b=0,1¢e (a,b) # (2,0). Tome (a1, a) = (1,29 — 2) e (11,72) = (1,¢* —ag — b —1). Temos
bh=¢—q-1=29—1,3,=¢"—2¢—1, Byr2 = q*> —2q—2. Logo, (v1,72), (1, az) € J(Py, Ps)
e pelo Lema 2.5, (o Py + o Py) = (g — 1) Py + aoPs). Ainda, 29 — 1 — (n +ay) =0, e
(7,2 —=1),(m+Lywe—1),(1+q+1,%—1) € J(P, P,). Eclaro que degG = a; +7 — 1 +
042—1-72—1 =T. ]

Exemplo 5.15. Considere o codigo construido no Fxemplo 5.153. Temos degG =14 =2-6 +
16 —2-4—3— 3, donde seque que a = 2 e b= 3. Como a < b, esse codigo de dois pontos é
mais eficiente que o codigo de um ponto de dimensao 54, que tem distancia minima 5.
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Exemplo 5.16. Seja H como no Ezemplo 5.10. A figura 5.16 mostra os possiveis valores
para os coeficientes do divisor G satisfazendo as hipoteses do Teorema 5.12 ou as condigoes
simétricas. Explicando as cores na figura 5.16: em verde ®, os divisores G com deg G < 2g—3 =
17; em preto @, os divisores G para os quais o Teorema 5.12 permite concluir que o codigo de
dois pontos Cq(D, G) tem distancia minima maior ou igual a do cédigo de um ponto de mesma
dimensdo; para os demais divisores (em branco ©), o Teorema 5.12 nao permite uma conclusao
desse tipo.
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Figura 5.4: Possiveis coeficientes do divisor G no Teorema 5.12 para ¢ = 5

Usando o fato de que nao existem lugares de grau dois no corpo de fungoes Hermitiano [3]
e adicionando restrigoes no conjunto de lacunas J(P;, P») podemos melhorar mais uma vez a
cota inferior para a distancia minima do cédigo de dois pontos correspondente.

Teorema 5.17. Considere Cq(D,G) com G = (ag +v1 — )P+ (g + 72 — )Py e D =
Qi+ -+ Qn, em P, Py, Q1,...,Q, sao lugares racionais distintos. Suponha que (a1, qs) €
J(P,P), o > 1, e l(an Py + asPs) = (a1 — 1)Py + aeP). Suponha ainda que (y1,7v2 —
t— 1)7 (717’72)7 (71’72 + 1)7 (’71 + 1772 —t— 1)7 (’71 + L’VQ)? (71 + 2,7 —t— 1)7 (71 +q+ 1a’72 -
t=1,(m+q+Lv),m+q+2,72—t—1),(n+2¢+2,7—1t—1) € J(P, ) para todo
t, 0 <t <min{y — 1,29 — 1 — (a1 + a2)}. Se a dimensdo de Cq(D, Q) € positiva, entdo a
distancia minima é pelo menos deg G — 2g + 5.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.12, a distancia minima de Cq(D,G) é deg G — 2g + 4. Seja
d = degG — 2g + 4. Se existe uma palavra do cdédigo de peso d, entao existe um diferencial
w € QG — D) com divisor (w) =G — (Q1+---+ Qq) + A onde A é um divisor efetivo de grau
dois cujo suporte nao contém @; para 1 < i < d. Note que nao exitem lugares de grau dois no
corpo de funcoes Hermitiano. Assim, A =2P;,2P,, P+ P,, P+ Q, P, + Q,2Q, P+ @, onde P
e @) sao lugares distintos com P,Q ¢ { Py, P»,Q1,...,Q4}. Como antes, temos

O~ —nP—(p—t—1)P,—A+ Qi+ - +Qq)+ E,

onde F é um divisor efetivo cujo suporte nao contém P ou P e 0 <t <29 —1— (ag + ).
Usando as hipdteses sobre o conjunto de lacunas do par, cada uma das possibilidades para A
podem ser descartadas. Portanto, a distancia minima é pelo menos deg G — 2g + 5. [
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Exemplo 5.18. Seja H|Fi5, Py € Py, como no Exemplo 5.3. Tome (o, as) = (6,5), (71,72) =
0,2), e G = (a1 + g1 — 1)Pi + (g + 72 — 1)P, = 5P, + 6P,. Note que 5 < 6 = [, e
logo, pelo Coroldrio 2.9, £(6P, + 5Py) = (5P, + 5P,). Temos 2g — 1 — (ay + a2) = 0 ¢
(0,1),(0,2), (0,3),(1,1), (1,2),(2,1), (5,1), (5,2), (6,1), (10,1) € J(Py, ) (veja Figura 5.18).
Assim, as hipdteses do Teorema 5.17 estao satisfeitas, e o cddigo de dois pontos Cq(D, Q)
tem distancia minima pelo menos degG — 2g +5 = 4 e dimensio k = n+g—1—degG =
6346 —1— 11 = 57. Portanto, Cq(D,G) é um [63,57, > 4]-cddigo.
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Figura 5.5: Escolha de (aq, as) (em vermelho) e de (71,72) (em azul) no Exemplo 5.18

Vejamos quando os cédigos de dois pontos Cq(D, G) sob as hip6teses do Teorema 5.17 tém
melhores parametros que os cédigos de um ponto com mesma dimensao. Consideramos apenas
o caso degG — 2g + 5 > 1, isto é, degG > 2g — 3. Como (y1 + 2+ 2,72 — 1) € J(P, ),
devemos ter 1 +2¢ + 2+ % —1 < 29 — 1, isto é, 11 + 72 — 1 < 29 — 2¢ — 3. Assim,
ot —14+7+7—1<29—-24+29—29—3 =49g—29—5. Logo, 2g—3 < degG < 4g—2q—5,
ou ainda, ¢ — ¢ — 3 < deg G < 2¢* — 4¢q — 5. Note que devemos ter 2g — 3 < 4g — 2¢q — 5, isto
é,29—2q—22>0, elogo q> 4.

Seja Cq(D',m'Py) = Cg(D',mPy) o cédigo de um ponto com distancia minima d’ e
dimensao k = dim Cq(D,G). Suponha inicialmente deg G = 2g — 3. Nesse caso o Teorema
5.17 nos diz que Cq(D,G) tem distancia minima d > 2. Pelos Teoremas 1.22 e 1.37, temos
g—2</U(G)<g—1. Sel(G) = g—2,entao k = deg D—{(G) = ¢®—g+1. Se 0 < m < ¢3, entao
dim Co (D', mPy) < ¢*—g+1. Suponha que ¢* <m < ¢®+¢*—q—2. Se dim Co (D', mPy) =
@ —g+1,entao #{t € H(Py) :t <m'} =g—1,elogom’ =2g—2oum’ =2g—1. Em ambos
os casos, max{t € H(Py) :t<m'} =29-2=¢*—-q—2=(q—2)q+q—2,ed =q>2. Se
{(G) =g—1,entdo k = ¢ — g, e j4 vimos que os c6digos de um ponto de dimensao ¢* — g tém
distancia minima q > 2.

Suponha agora degG = 2g — 2. A cota dada no Teorema é d > 3. Se ¢(G) = g, temos
k=¢—g—1. Sel(G)=g—1,entdo k = ¢*> — g. J& vimos que os cédigos de um ponto de
dimensao ¢ — g — 1 e ¢® — ¢ tém distancia minima d’ = ¢ > 4. Portanto, se deg G = 2g — 3 ou
deg G = 2g — 2, o Teorema 5.17 nao apresenta melhoria em relagao aos cédigos de um ponto
com mesma dimensao.
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Finalmente, suponha 2g — 1 < deg G < 49 — 2¢q — 5. Entao
¢ —39+2¢+3<k<¢—g-1

Se 0 < m < ¢®> —q, entdao dimCg (D', mPy) < g < ¢ —3g+2¢+3. Se m > ¢ entdo
dimCo(D',mPsy) > ¢ —q > ¢ —g—1. Para ¢*> — ¢ < m < ¢, temos dim Cy (D', mP,) =
m—g—+1, e logo

- +3¢+2<m< ¢ -2

Assim,m=¢@ —¢*+ag+becom3<a<qg—1e0<b<qg—1,mas (a,b) ¢ {(3,0),(3,1),(q—
1,q — 1)}. Pelo Teorema 5.17, Cq(D, G) tem distancia minima d > ¢*> — aq — b + 2.

e Sea<bentaiod =¢*—ag—bed>d.
e Se b <a,entao d > d desde que b =0, 1, 2.

Proposicao 5.19. Considere um cddigo de dois pontos Cq(D, G) satisfazendo as hipéteses do
Teorema 5.17. Se degG =29+ q¢* —ag—b—3 com3<a<b<qg—1,ou3<a<qg—1le
b=0,1,2, entio Co(D,G) tem comprimento menor e distancia minima maior ou igual & do
coédigo de um ponto com a mesma dimensdo. Além disso, dado r = 2g + ¢*> — aqg — b — 3 com
3<a<b<qg—1l,0u3<a<qg—1,0=0,1,2 ¢ (a,b) # (3,0),(3,1), existe um cddigo de dois
pontos Cq(D, G) satisfazendo as hipdteses do Teorema 5.17 tal que o grau do divisor G € r.

Exemplo 5.20. Considere o codigo construido no Exemplo 5.18. Temos degG =11 =2-6 +
16 —3-4—2—3, donde a =3 e b= 2. Pelo que vimos acima, esse codigo de dois pontos é
mais eficiente que o codigo de um ponto de dimensdo 57, que tem distancia minima 2.

Exemplo 5.21. Seja ‘H como no Exemplo 5.10. A figura 5.21 mostra os possiveis valores
para os coeficientes do divisor G satisfazendo as hipdteses do Teorema 5.17 ou as condigoes
simétricas. Ezrplicando as cores na figura 5.21: em verde ®, os divisores G com deg G < 2g—4 =

Figura 5.6: Possiveis coeficientes do divisor G no Teorema 5.17 para ¢ =5

16; em preto @, os divisores G para 0s quais o Teorema 5.17 permite concluir que o codigo de
dois pontos Cq(D, G) tem distancia minima maior ou igual a do cddigo de um ponto de mesma
dimensao; para os demais divisores (em branco ©), o Teorema 5.17 nao permite uma conclusao
desse tipo.
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Exemplo 5.22. Seja H como no Exemplo 5.10. Na figura 5.22 vemos, em vermelho @, 0s
divisores G que satisfazem as hipoteses do Teorema 5.1 mas nao do Teorema 5.12. Veja que
para estes divisores, o cédigo Cq(D,G) € candidato a ter distancia minima exatamente deg G —
29 + 3. Em azul e, os divisores G que satisfazem as hipoteses do Teorema 5.12 mas nao do
Teorema 5.17, para os quais o codigo Cqo(D,G) é candidato a ter distancia minima exatamente
deg G — 2¢g + 4.
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Figura 5.7: Coeficientes dos divisores GG que satisfazem as hipdteses do Teorema 5.1 mas nao
do Teorema 5.12, e que satisfazem as hipoteses do Teorema 5.12 mas nao do Teorema 5.17.

Exemplo 5.23. Mais uma vez, seja H como no exemplo 5.10. A Figura 5.23 mostra os
divisores G para os quais o cédigo Cq(D,G) tem distancia minima maior ou igual ao cédigo
Cq(D',m'Py) de mesma dimensao, sequndo as andlises feitas para os Teoremas 5.1, 5.12 e
5.17.
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Figura 5.8: Coeficientes dos divisores GG para os quais o cédigo Cq(D, G) tem distancia minima
maior ou igual ao cédigo Cqo (D', m'Py,) de mesma dimensao.
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