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RESUMO

A nio idealidade das fontes de energia usadas em sistemas mecanicos, de forma geral,
vem sendo estudada cada vez mais a fundo na engenharia mecanica. Conhecer os efeitos da
presenca de um motor ndo ideal € extremamente importante, pois a interacdo dindmica deste
com a estrutura resulta em fendmenos indesejaveis, como o efeito Sommerfeld. Este
fendmeno ocorre quando ha algum desbalanceamento, podendo este ser no motor, no rotor ou
mesmo nas pas do helicoptero, gerando instabilidades verificadas na aceleracdo ou
desaceleracdo do motor. A modelagem de sistemas mecanicos acionados por motores &,
normalmente, realizada considerando que toda energia fornecida para o motor é convertida
em trabalho 1util ou mesmo que as perdas envolvidas ocorrem no interior do motor € no
acoplamento ao sistema. No entanto, esta simplificacdo € feita para reduzir a complexidade do
sistema, facilitando, assim, a solucdo das equacgdes de movimento, por exemplo; havendo
também condi¢Oes onde a energia € dissipada para a estrutura na forma de movimentos
vibratérios. Em helicopteros, efeitos dindmicos, como o descrito anteriormente, sao
responsaveis por acidentes graves. A ressondncia solo, por exemplo, é um fendmeno
amplamente conhecido no meio aerondutico e que ocorre quando a excitacdo promovida pelo
motor faz com que seja atingida a frequéncia de ressonancia da estrutura no momento em que
a aeronave se encontra no solo. O contato do helicoptero com o solo promove alteracdo no
sistema composto pela aeronave, comparado ao mesmo em condi¢do de voo, causando uma
resposta dindmica indesejada. O presente trabalho apresenta a modelagem de um helicoptero
(dividido em modelos HT1 e HT2), a qual foi realizada com o desenvolvimento das equacdes
de energia, seguida pelo equacionamento do motor ndo ideal. Para isso foi utilizada uma
equacao simplificada de torque, além da linearizacdo das equagdes, resultando em um sistema
de matrizes capaz de representar a aeronave. Foram, também, exibidas as respostas dindmicas
dos modelos, mostrando que as aeronaves apresentam instabilidade dindmica ao serem
acionadas com frequéncia proxima a alguma natural da fuselagem. Ainda, foi verificada a
complexidade relacionada a constru¢do de um sistema de equacdes capaz de acoplar o modelo
de ressonancia solo ao motor ndo ideal, mostrando que a simplificacdo da curva de torque

limita a capacidade de representar o modelo com parametros reais de operagao.

Palavras chave: helicopteros, dindmica ndo linear, motores ndo ideais, ressondncia solo.
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ABSTRACT

The non-ideality of energy sources used in mechanical systems, in general, has been
studied more thoroughly at mechanical engineering. Knowing how a non-ideal engine affects
the system is realy important, because of undesirable effects resulting from the interaction
between the structure of the equipment and the energy source, like Sommerfeld Effect. This
one happens when there is some imbalance, from the engine, the rotor hub or in the system
blades, promoting instabilities shown in the system acceleration and slowingdown process.
The mechanical system modeling excited by engine is normaly based in the assumption that
all of the power supplied to the engine is converted in useful work or considering that the
energy loss happens in the coupling of the engine. However, this is a simplification done to
reduce the system complexity, making the moviment equations solution easier, but there are
also conditions in which energy is dissipated in the structure by vibrating moviments. In
helicopters, dynamic effects, as discussed previously, are responsables for major accidents.
Ground Resonance for example is a widely known phenomenon in the aeronautical
evironment which occours when the excitation generated by the engine reaches the aircraft
natural frequency, when this last one is in the ground. The contact between the helicopter and
the ground progress a system change, when compared to the aircraft in flight, causing an
unwated dynamic responce. The present work presents the modeling of a helicopter (divided
in models HT1 and HT?2), which was carried out with the development of system energy
equations, followed by the non-ideal motor equation, using a simplified torque curve, besides
linearization of equations, allowing to obtain a system of matrices, representing the aircraft.
The dynamical responses of the models were also presented, showing that the aircraft presents
dynamic instability when they are driven with frequency near to some natural of the fuselage.
Also, the complexity related to the construction of a system of equations capable of coupling
the ground resonance model to the non - ideal motor was verified, showing that the
simplification of the torque curve limits the ability to represent the model with real operating

parameters.

Keywords: helicopters, nonlinear dynamics, non-ideal engines, ground resonance.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A ressonancia solo € um mecanismo de instabilidade potencialmente destrutivo que
pode ocorrer em aeronaves de asas rotativas. O fendmeno de ressonancia solo € o resultado de
interacdes entre movimento da fuselagem e o movimento das pas do rotor da aeronave. As
equacdes de movimento que descrevem o sistema rotor-fuselagem sdo ndo lineares e,
geralmente, amplamente complexas até mesmo para sistemas simplificados. Procedimentos e
técnicas para lidar com a grande variedade de complexidades da ressonéancia solo e de outros
fendmenos mecanicos e aeronduticos, caracteristicos de helicopteros, t€ém sido exaustivamente

investigados ao longo das dltimas décadas. (ROBINSON, 1997)

A modelagem da condi¢cdo de ressonancia solo em helicopteros pode ser feita sem
levar em consideragdo os efeitos aerodinAmicos aos quais a aeronave estd submetida. Como a
condi¢do de ressonancia solo ocorre com o helicoptero em contato com o solo, desconsiderar
fendmenos como sustentacdo € uma simplificac@o plausivel, tornando o modelo mais enxuto e
exigindo um esforco computacional menor para a solucao das equacdes de movimento. Dessa
forma, o estudo desta instabilidade €, na grande maioria dos casos, realizado por meio de um
sistema simplificado, composto por uma fuselagem e um rotor, no qual sdo acopladas as pas e
trem de aterrissagem flexivel, conectando a estrutura da fuselagem ao solo. Neste modelo, sao
definidos os parametros de massa, rigidez e amortecimento, os quais determinardo,
juntamente com a forma construtiva do sistema de pds, a resposta dindmica do sistema.

(ROBINSON, 1997; SANCHES, 2011)

Normalmente, ¢ comum considerar que o helicoptero € acionado por uma fonte de
energia ideal, a qual ndo € limitada, ndo sendo afetada pela resposta do sistema a excitacao
imposta. De forma geral, analisar o problema considerando a idealidade da fonte foi o
procedimento adotado por pesquisadores da drea, como COLEMAN E FEINGOLD (1947),
ROBINSON (1997) e TONGUE (1984), os quais alcangaram resultados expressivos e fiéis

aos fendmenos evidenciados em experimentos com sistemas reais.



Apesar de ser comumente adotado, o motor ideal ndo representa, de forma adequada, a
dindmica do helicoptero, sendo que a capacidade do motor em transferir energia para a
aeronave ¢ afetada pela reposta da fuselagem, principalmente quando a frequéncia de rotagdo
do motor se aproxima da frequéncia natural da fuselagem. Nesse caso, a amplitude de
vibracdo aumenta de forma mais intensa em funcao da energia aplicada ao motor da aeronave,
fazendo com que a fonte comece a transferir energia para a fuselagem, na forma de vibragao,

reduzindo a capacidade de acelerac¢do do sistema.

O principal contratempo, ocasionado pela inclusdo de uma fonte de energia ndo ideal
no modelo, reside no grande aumento da complexidade deste, uma vez que, para equacionar a
interacao entre motor e estrutura, é necessaria a adicao de um grau de liberdade e da dinamica
do motor. Portanto, a partir do momento em que se adota um motor ndo ideal acionando a
aeronave, deve ser equacionado o comportamento do motor em funcdo do aumento ou
reducdo da energia fornecida a ele para excitacdo do sistema, além dos efeitos decorrentes da
reacdo do sistema acionado (sistema de pas do helicoptero) a excitacdo. (SAMANTARAY,
2009; DIMENTBERG, 1997)

Neste sentido, o trabalho desenvolvido visou ampliar os conhecimentos a respeito da
modelagem do fendmeno de ressonancia solo, partindo de um modelo de fuselagem acoplada
a um conjunto de quatro pas com rotor articulado. Foram considerados os movimentos do
sistema em relacdo a dois eixos X e Y, além dos quatro graus de liberdade relacionados a
rotagdo das pds. E, para a inclusdo da condicdo de motor ndo ideal, foi adicionado o
equacionamento bdsico de um motor elétrico (devido a sua maior simplicidade quando
comparado aos motores usualmente utilizados em helicopteros), completando assim os sete

graus de liberdade totais do modelo.



CAPITULO II

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, serdo descritos os conceitos e definicdes mais importantes relacionados
ao trabalho desenvolvido. Um dos maiores desafios do trabalho consiste no acoplamento da

equacgao do motor ndo ideal com o sistema composto por fuselagem e as pés do rotor.

Entre os assuntos abordados estio: tipos de rotores de helicoptero, sistemas dindmicos
ndo lineares, fontes de energia ndo ideais, efeito Sommerfeld, ressonincia solo e modelagem

de motores ndo ideais.

2.1. Componentes basicos de helicopteros

Os componentes bdsicos de um helicoptero sdo mostrados na Figura 2. 1, onde sdo
vistas as pas acopladas ao rotor, a fuselagem, o motor de acionamento, neste caso uma
turbina, e o sistema de transmissdo de poténcia. Este ultimo tem como fun¢do reduzir as altas
velocidades geradas pela turbina, permitindo o funcionamento do helicoptero em um regime
de operacdo seguro. Além disso, hd também a fung¢do de transmitir poténcia para o rotor
auxiliar, localizado na calda da aeronave e responsdvel pela estabilizacdo desta em condi¢@o

de voo.

Entre os principais componentes, estd o rotor principal do helicptero, que é composto
por trés componentes basicos: eixo, hub (ou cubo) e pas, sendo normalmente divididos em

trés tipos: rotor semirrigido, rigido e articulado.

A funcdo do eixo € interligar a saida de poténcia do motor, também chamado volante,

ao hub, sendo responsavel por suportar o torque imposto pelo sistema de transmissao.

O rotor hub, ou somente hub (“cubo”), fica localizado no topo do eixo, e € por meio
dele que as pas do helicoptero s@o presas ao sistema, transferindo assim o torque para elas. As

formas de acoplamento das pas ao hub serdo discutidas na sequencia deste capitulo.



As pas do helicoptero sdo os componentes que geram a sustentacdo da aeronave,
permitindo o voo por meio da rotagdo ao redor do eixo do rotor. Sua forma aerodindmica é
semelhante ao perfil de uma asa de avido convencional, sendo, por este motivo, o helicéptero

denominado aeronave de asas rotativas.

Figura 2. 1 — Helicoptero com rotor semirrigido.

Rotar Principal

P4 do rotor

Fonte: Helicopter Flying Handbook, 2012. Modificada pelo autor.

2.2. Ressonancia solo em helicopteros

Com sua ocorréncia observada pela primeira vez antes do século XX, a ressonancia
solo pode ocorrer em sistemas rotativos apoiados em suporte flexivel. Essencialmente, uma
perturbacdo nas pds causa o deslocamento do centro de gravidade do rotor, criando um
esforco inercial na fuselagem. A fuselagem, conectada ao solo por meio de um trem de pouso
flexivel, comecard a oscilar em reposta ao esforco inercial. Para uma faixa definida de
frequéncia de operacdo do rotor, a oscilagdo da fuselagem causa aumento da amplitude de
vibragdo das pds, e consequentemente o aumento das forcas inerciais sobre a fuselagem.
Mantendo-se a condi¢@o de operagdo do sistema, este conjunto, composto por fuselagem e pas
do rotor, ird crescer em amplitude de vibragdo, até que seja atingido um limite de rotacdo ou

alguma parte da aeronave falhe (TONGUE, 1984).



A Figura 2. 2 mostra um exemplo de acidente ocorrido devido a ressondncia solo. A
aeronave mostrada ¢ um Aerospatiale Alouette III, que foi completamente destruido, em
segundos, enquanto realizava um procedimento de decolagem. Felizmente, todos da
tripulagdo e passageiros sobreviveram.

Figura 2. 2 - Aerospatiale Alouette II1 completamente destruido apds a ocorréncia de
ressonancia solo durante uma operacao de decolagem.

Fonte: Air&Space Magazine, 2008.

E importante ressaltar que a ressonancia solo é uma instabilidade puramente mecanica,
a qual pode ser determinada sem levar em conta os efeitos aerodindmicos. Contudo,
principalmente em rotores com articulacdes flexiveis, o mecanismo de aumento de
instabilidade pode influenciar a dindmica do helicoptero no solo. Os fenOmenos de
ressonincias em solo e em voo sdo conhecidos como instabilidades aeromecanicas.

(SANCHES, 2011)

Helicopteros com rotores articulados apresentam uma liberdade de rotacdo em torno
do centro da rétula, na sua unido do rofor hub com as pas. Esta liberdade de giro € limitada,
normalmente, a menos de 10° e estabilizada com uso de amortecedor (Damper), mostrado na
Figura 2. 3. O amortecedor evita 0 movimento denominado lead/lag ou em portugués “avanco-
atraso”, representado esquematicamente na Figura 2. 4. Este tipo de rotor é, geralmente,
utilizado em helicopteros, com duas ou mais pds, e como resultado da forma de acoplamento,

sua estrutura exige menos resisténcia mecanica, entretanto, sua forma construtiva é

mecanicamente mais complexa (HELICOPTER FLYING HANDBOOK, 2012)



Figura 2. 3 - Exemplo dos componentes de um rotor articulado. A esqueda da articulaciio da pa,
esta o amortecedor (damper) que regula o movimento das pas no planto de rotacio do eixo.

| Eixo de controle do dngulo
de atague da pa

Amartecedor

Fonte: Helicopter Flying Handbook, 2012. Modificada pelo autor.

Figura 2. 4 - Representacao do movimento de rotacio da pa em relacio a sua articulacao
(lead/lag motion) em um sistema de rotor articulado.
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Fonte: Helicopter Flying Handbook, 2012. Modificada pelo autor.

A ressondncia solo estd diretamente ligada a esta articulacdo flexivel, onde a
movimenta¢do das pas ao longo da rétula de acoplamento destas ocorre de forma periddica
durante o funcionamento da aeronave. Com isso, assim que estas oscilagdes se aproximam da
frequéncia natural da estrutura, a energia dispendida destinada ao acionamento da aeronave €

convertida em energia vibratoria, levando a aeronave a uma condi¢do de instabilidade.



Em 1940, COLEMAM E FEINGOLD analisaram com sucesso o acoplamento entre
rotor e fuselagem, identificando a ressondncia solo como um fendmeno de instabilidade
elasto-mecanica. Seu estudo era baseado em um sistema simplificado, composto por um
modelo de rotor com trés péds. A aeronave apresentava seus graus de liberdade de translagdo
em um plano e a defasagem das pds do rotor (lead-lag) no mesmo plano. Eles resumiram os
resultados de seus estudos em uma série de graficos, que podem ser aplicados a uma ampla

gama de configuracdes de rotores.
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As formas mais comuns de evitar a instabilidade é adicionar mecanismos para
aumentar o amortecimento do modo de defasagem do rotor ou da fuselagem. Ultimamente,
helicopteros t€m sido equipados com amortecedores passivos acoplados ao rotor hub. Alguns
contratempos tém sido vinculados ao uso deste tipo de dispositivo, como a complexidade do

hub e as exigéncias de manutencdo. (SANCHES, 2011)

Os estudos focados na ressonancia solo, normalmente, desconsideram a presenca de
um motor ndo ideal acoplado a aeronave. Com isso, € evitada a complexidade resultante da
ndo idealidade do motor, a qual torna necessaria a modelagem da fonte de energia do sistema.
No entanto, os efeitos da presenca de um motor nao ideal na formulacdo de um modelo de
ressonancia solo podem ser criticos na andlise do fendmeno, permitindo a obtencdo de uma

resposta mais proxima da situacao real.

2.3. Fontes de energia nao ideais e Efeito Sommerfeld

Uma fonte ideal de energia é aquela que nao € influenciada pela resposta do sistema.
Ao contrdrio, uma fonte ndo ideal € influenciada pela reposta do sistema para o qual ela
fornece energia. Um motor elétrico de corrente continua com escovas € um exemplo comum
de fonte ndo ideal. Da mesma forma, um sistema vibratorio, cujo fornecimento de energia é
limitado, € dito sistema nao ideal. Além disso, o comportamento dindmico de um sistema nao

ideal difere, significativamente, de um caso ideal pelo fornecimento de energia ser limitado.

Comparando os modelos matemdticos de sistemas ideais e ndo ideais, o caso ndo ideal
equivale a incluir uma equagdo extra, a qual descreve como a fonte de energia interage com o

restante do sistema. Comparado com um sistema mecanico ideal, o ndo ideal possui um grau



de liberdade a mais, tornando as equacdes diferenciais extremamente nao lineares.

(ROBINSON, 1997)

O crédito pelas primeiras observacdes feitas a respeito desses problemas ndo ideais foi
dado a Arnold Sommerfeld. Descoberto em 1902 e nomeado Efeito Sommerfeld em sua
homenagem, este fendbmeno vem sendo discutido em diversos livros e trabalhos. Sommerfeld
observou que a estrutura de um sistema acoplado a uma motor, pode atuar como um
dissipador de energia sobre certas condi¢des, onde parte da energia é gasta para vibrar a
estrutura ao invés de acelerar o equipamento. Além disso, o trabalho de Sommerfeld abrange

a dindmica de um motor desbalanceado, acoplado a um suporte flexivel. (ROBINSON, 1997)

No sistema descrito por Sommerfeld, aumentando gradualmente o fornecimento de
energia, aumenta-se a velocidade angular do motor até que a frequéncia de rotacdo se
aproxime da natural da estrutura; depois disso, aumentando ainda mais o fornecimento de
energia, a rotacdo permanece praticamente a mesma e a vibragdo do sistema atinge niveis
muito elevados. Permanecendo o aumento da energia disposta para excitar o sistema,
subitamente a rotagdo do motor aumenta (ocorrendo em conjunto uma queda brusca na

amplitude de vibracdo).

Fendmenos similares ao descrito sdo percebidos quando a poténcia € gradualmente
reduzida na fonte de energia, ou seja, a forma da curva de ressonincia depende do sentido da
variacdo gradual da frequéncia de excitacdo (aceleracdo ou desaceleracdo), como € mostrado
na Figura 2. 5 por meio de um exemplo grafico. Este tipo de “fendmeno de salto” caracteriza o
motivo pelo qual alguns motores apresentam incapacidade de acelerar diante de valores

proximos a frequéncia de ressonancia. (SAMANTHARAY, 2010)

Os estudos em sistemas nao ideais abrangem, normalmente, sistemas discretos. Estes
estudos na grande maioria dos casos s@o limitados a um ou dois graus de liberdade, onde mais
um grau serd adicionado devido a condicdo de ndo idealidade do sistema. (ROBINSON,

1997)

Provavelmente, C. LAVAL foi o primeiro a trabalhar com problemas nao ideais por
meio de experimentos. Ele construiu, em 1889, uma turbina de estdgio tinico e demonstrou
que em caso de uma rapida passagem pela frequéncia de ressonancia com poténcia suficiente,
a amplitude maxima de vibragdo pode ser reduzida significativamente, quando comparada

com o valor obtido para ressondncia, sendo aplicada uma aceleragdo progressiva.



Posteriormente, tomou-se conhecimento de que, em alguns casos, a passagem pela frequéncia
de ressonancia requer mais energia do que o sistema tem disponivel. A consequéncia desta
observacao é o chamado Efeito Sommerfeld. O estudo de Sommerfeld foi o ponto inicial da

pesquisa nesta area. (WEBER, 2012)

Figura 2. 5 — Exemplo grafico demonstrando o efeito Sommerfeld.
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Fonte: SAMANTARAY, 2010.

O professor KONONENKO (1961) apresentou o primeiro estudo detalhado de um
problema ndo ideal de passagem pela ressondncia. Posteriormente, examinando o sistema
mecanico de KONONENKO (1961) em sua tese de pds-doutorado, EVAN-IWANOSKI
(1976) também contribuiu trabalhando no oscilador Duffing (exemplo de oscilador excitado

periodicamente com elasticidade ndo linear).

Apo6s estes trabalhos, o problema da passagem pela ressonancia foi investigado,
independentemente, por um grande nimero de cientistas pelo mundo, os quais produziram

diversos resultados expressivos. A maioria destes estudos foi baseada em uma fonte de
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energia ideal, com aumento e redu¢do de velocidade pré-definidos. DIMENTBERG (1997)
incluiu uma fonte de energia limitada em um sistema dindmico simples de um grau de

liberdade.

DIMENTBERG (1997) considerou um sistema dindmico composto por uma base
rigida, conectada ao solo por um suporte flexivel, e excitada por um motor desbalanceado. A
rigidez do suporte era alterada de um valor maior para um menor em funcido do aumento da
rotacdo do motor. Alguns experimentos foram realizados para comparacdo com as simulagdes

numeéricas.

O objetivo principal da mudanga da rigidez estd em alterar o sistema em condicdes
especificas de funcionamento, visando evitar a passagem pela ressonancia. No entanto, o
movimento transiente induzido pela mudanca da rigidez pode ser amplo e, portanto, a redu¢do

da amplitude méxima de resposta era, na maioria das vezes, insignificante.

A relacdo intrinseca do sistema vibratério com a sua fonte de energia torna a dindmica
desse sistema bastante complexa, com a ocorréncia de alguns fendmenos, principalmente
perto da regido da ressonancia, como, por exemplo, o aumento da poténcia exigida pela fonte,
o fendmeno do salto e do caos. Os dois primeiros sao manifestagdoes do efeito Sommerfeld. Ja
a ocorréncia do caos nos sistemas ndo ideais estd associada a presenca de termos ndo lineares,
a presenca de pontos de bifurcacdo, ao surgimento de regides de instabilidade e regimes nao
estaciondrios na regido da ressondncia, assim como transi¢des bruscas na rigidez. Por isso, €

de suma importancia estudar o sistema nessa regiao. (MORAES, 2012)

A possibilidade de passagem pela ressonincia sem a ocorréncia de grandes amplitudes
de vibracdo, por meio da variagdo da rigidez do sistema, atraiu a aten¢do da comunidade de
engenheiros mecanicos, resultando em diversos trabalhos e ensaios de diferentes mecanismos.

Entretanto, poucos autores consideraram sistemas dindmicos ndo ideais em seus trabalhos.

2.4. Modelagem de motores nao ideais

A curva de torque de um motor € o principal mecanismo de andlise da sua capacidade
de fornecimento de energia mecanica para um sistema. Por meio dela, é possivel definir as

forcas que serdo aplicadas ao dispositivo acionado, assim como determinar qual a relacdo
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entre a velocidade angular atingida e o torque disponivel. A Figura 2. 6 mostra um exemplo

de curva de torque e poténcia de motores aeronduticos utilizados em helicopteros.

Figura 2. 6 - Curvas de torque e poténcia de motores utilizados em helicopteros. Uma das curvas
representa um motor a Diesel (MTU 883) e a outra representa uma turbina (AGT 1500).
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Fonte: BLOG TURBOTRAIN. Modificada pelo autor.
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Normalmente, o torque do motor é representado por dois termos, sendo eles L
(caracteristica do motor) e H (torque resistivo do motor), ambos fun¢do da velocidade angular

@. A equacio de torque do motor €, portanto, da seguinte forma:

M(9) = L(p) — H(@) 21

Os termos L e H sdo, normalmente, determinados experimentalmente, o que torna uma
tarefa extremamente dificil o conhecimento destes no caso de um motor fabricado e em
operacdo. Devido a grande complexidade das turbinas e motores a diesel de helicopteros, os
fabricantes destes ndo disponibilizam informacdes suficientes para que a equacdo mostrada

acima seja construida, dificultando a modelagem.

Para contornar esta falta de informacdes, uma modelagem simplificada pode ser feita,
visando equacionar o torque do motor em funcdo de sua velocidade angular. A equacdo,
mostrada abaixo, é linear e amplamente utilizada em representacdes de sistemas acionados

por motores ndo ideais.



12

A equagdo 2.2 depende de dois parametros constantes que sio M, e (,, que
representam a limitacdo da fonte de energia com o aumento da velocidade angular,
caracterizando o funcionamento de um motor ndo ideal. My € o torque maximo fornecido pelo
motor e (); a frequéncia natural do sistema acionado. A Figura 2. 7 mostra a curva
caracteristica do motor, onde o torque reduz linearmente com o aumento da velocidade

angular, sendo o torque maximo para velocidade nula.

Figura 2. 7 - Curva caracteristica simplificada do motor nao ideal.
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Fonte: CVETICANIN L., ZUKOVIC M., BALTHAZAR J.M, 2017.
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M(p) = M, (1 — Q—0> 2.2



CAPITULO III

METODOLOGIA

Neste Capitulo serd apresentada a metodologia utilizada para o desenvolvimento do
trabalho em questdo, onde serdo descritos os modelos fisicos utilizados para modelagem do

sistema.

Posteriormente, serdo descritas as alteracOes que foram feitas no modelo ideal para
adicdo da condicdo de motor ndo ideal, permitindo, assim, a interacdo entre a aeronave

(fuselagem e demais sistemas) e a fonte de acionamento do helicoptero.

3.1. Definicao inicial do modelo fisico do helicoptero

A primeira etapa do trabalho constituiu-se da definicio de um modelo fisico,
simplificado, capaz de representar o helicoptero em sua condi¢do de operaciao em solo. Como
o objetivo do trabalho é o estudo dos efeitos do motor ndo ideal no modelo de ressonancia
solo de Coleman, a aeronave se encontra apoiada no solo. Dessa forma, serdo desconsiderados
os efeitos aerodindmicos atuantes sobre a aeronave, como € proposto pelo préprio modelo de

Coleman.

A Figura 3. 1 mostra o modelo fisico adotado para a representacdo do helicptero. O
modelo apresenta liberdade de deslocamento linear nas direcdes X e Y, nas quais sdo
mostradas as representacOoes de rigidez e amortecimento, relativos ao acoplamento da
aeronave ao solo por meio dos trens de pouso. Além disso, s@o utilizadas as coordenadas 1 e
¢ para o posicionamento angular das pas, onde a primeira refere-se a posicdo angular da
rétula de acoplamento da pa em relacdo ao eixo X e a segunda define o deslocamento angular
da pa em relacdo a linha que passa pelos centros do rotor e do acoplamento da pa ao rotor

hub.

No acoplamento das péds ao rotor hd, ainda, a presenca de rigidez e amortecimento

angulares, ou seja, os parametros estdo relacionados a resisténcia ao giro da pa ao redor do
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seu acoplamento. Dessa forma, h4 energia potencial eldstica relacionada ao movimento de
rotacdo da pd ao redor do seu acoplamento, assim como dissipacdo de energia resultante do

amortecimento imposto ao movimento citado.

A fuselagem, por sua vez, foi considerada como um bloco rigido, ndo sofrendo
deformacdo em fungdo dos esforgcos aplicados e ndo contedo rigidez ou amortecimento
internos. Dessa forma, a fuselagem inclui na modelagem apenas a sua massa, sendo os demais
parametros dindmicos relativos aos trens de aterrissagem, sistema rotor-pas e motor, conforme
modelo descrito por SANCHES (2011). Esse trabalho, foi utilizado como referéncia para a

determina¢do do modelo.

Figura 3. 1 — Modelo fisico do helicoptero.
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Como indicado no modelo, foram definidos parametros de massa, rigidez e
amortecimento da aeronave apoiada ao solo, havendo rigidez e amortecimento nos eixos X e
Y. Além disso, o modelo utilizado possui rigidez e amortecimento angulares nas pas,

influenciando a rotagdo destas em torno da rétula que as une ao rotor da aeronave.

Para facilitar a elabora¢do dos célculos, a linha de centro do rotor da aeronave foi
colocada no centro de massa da fuselagem. Dessa forma, o posicionamento angular das pés

em relacdo ao CG do helicéptero € mais simples e direto.

Os parametros de massa, rigidez e amortecimento do sistema foram definidos da
mesma forma que na modelagem previamente realizada por SANCHES (2011). Os valores
destas constantes estdo dispostos na Tabela 3. 1 e foram amplamente utilizados na etapa de
desenvolvimento das equacdes em MATLAB, onde foi gerada a resposta do sistema no

dominio do tempo.

Tabela 3. 1 - Parametros dos modelos de helicoptero adotados no trabalho.

Parametro HT1 HT2
Massa da fuselagem 2902.9 2902.9
[kg]
Massa das pas
31.9 31.9
[ke]
Raio do rotor 02 02
[m]
Distancia articulagdo x Cg da pa 25 25
[m]
Momento de Inércia de rotacao 759 759
[kg.m2]
Freq. natural da fuselagem em X
Wyx 6.7 6.
[rad.s-1]
Freq. natural da fuselagem em Y
W,y 6. 8.
[rad.s-1]
Freq. natural das pas
W,y 3 R4
[rad.s-1]
Fator de amortecimento em X 0,02 0,02
Fator de amortecimento em Y 0,02 0,02
Fator dp amoNrtemmeI}to da 0.02 0,02
articulacao das pas

Fonte: Gerada pelo autor.
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Os modelos HT1 e HT2 mostrados na Tabela 3. 1 representam dois helicOpteros
distintos. Em HT1 € considerada a existéncia de apenas uma frequéncia natural da estrutura;
jaem HT?2, sdo consideradas duas frequéncias naturais, sendo cada uma delas em uma dire¢ao

e com valores distintos entre si.

3.2. Equacoes de energia do sistema

A equagdo de movimento do modelo de aeronave de asas rotativas pode ser escrita de
diversas formas. A metodologia adotada foi a determinacdo das equagdes de posicdo dos
centros de massa da fuselagem e das pds, para em seguida realizar o calculo das energias

cinéticas, potencial e dissipativa do sistema como um todo.

ApOs a determinacdo das equacdes de energia, foi utilizado o método de Lagrange
para obtencao do sistema de equagdes equivalente a equacdo do movimento para o sistema,

com seus seis graus de liberdade.

3.2.1. Equacionamento da posicao dos centros de massa

Para desenvolver as equagdes de energia foi necessario o posicionamento dos centros
de massa dos corpos em uma posicao de equilibrio estdtico. Dessa forma, foram tomados
referenciais inerciais para posicionamento do sistema em repouso, sendo estes denominados

eixos X e Y, perpendiculares entre si.

O centro de massa da fuselagem foi colocado diretamente sobre a origem de X e Y,
tendo, portanto, coordenada (0,0) no plano X,Y. Ademais, a linha de centro do rotor da
aeronave foi colocada passando pela origem, de forma que o centro do eixo do rotor se
encontra na coordenada (0,0) no plano X,Y. A Figura 3. 2 mostra um detalhamento da posi¢ao

dos eixos X e Y em relacao ao helicoptero.



Figura 3. 2 — Detalhamento da posicao do centro de massa da fuselagem.
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Foi necessdrio equacionar a posi¢do dos centros de massa das pads em relacdo ao centro

de massa da fuselagem. Portanto, a equacdes do CG da pa sdo da seguinte forma:

Xpr(t) = a.cos(Py) + b.cos(Yy, + ¢y) + x(t)

Vo (t) = a.sin(¥y) + b.sin(Py + ¢y) + y(t)

A varidvel 1), caracteriza a posi¢do da pa ao longo do tempo, sempre medida em

relagcdo ao referencial inercial X. Este parametro € de extrema importancia, pois através dele

pode ser determinada a rotacdo do rotor, assim como podem ser obtidas equacdes para um

sistema acionado por um motor com curva de torque, ou poténcia, conhecida. As

consideragdes referentes a posicdo angular das pas () serdo detalhadas mais a frente neste

trabalho.

3.2.2. Equacionamento da energia cinética do sistema

O equacionamento de energias do sistema foi feito em etapas, desenvolvendo as

equagdes para energia cinética em cada varidvel e por fim agrupando as equagdes para formar

uma equacao de energia cinética geral.

Primeiramente, foi desenvolvida a equacdo da energia cinética da fuselagem:
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2 * 2

7} ==

Em seguida, foram desenvolvidas as equagdes de energia cinética para as pds do
helicoptero:

Nb (d xbk(t))z Nb (d ybk(t)>2 ND g (d ¢k(t)>2

dt \Tde dt
Ty = 2 2 + Z 2 + Z 2 3.4

k=1 k=1 k=1

Portanto, a equagdo geral da energia cinética do sistema € dada por:

7} ==7}‘F7% 35

f(dx(t))z m, (dy_@)) W mbk_(dxbk(o)z

. M \"dt AV Z dt
T 2 2 2
2 7 2 3.6
d v (t d &, (t :
(L0 (1)
+) >
k=1 k=1

3.2.3. Equacionamento da energia potencial do sistema

O equacionamento da energia potencial foi realizado da mesma forma que a energia

cinética. Iniciando pela energia associada a fuselagem, a equacdo é da seguinte forma:

2 2
_ Kx.;; ® Ky.yz () .

Ve

Para as pas, a equacgdo € desenvolvida conforme abaixo:
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Nb
_ Z Kpie- pic” (£) 3.8
Vo= ) ——
=S

Portanto, a energia potencial total do sistema é dada pela soma de Vi com Vi,
chegando a seguinte equacao:

I RS OPLSHON sz Kope- 1" (2)

3.9
T 2 2 2

k=1

3.2.4. Equacionamento da energia dissipada

A energia dissipada € uma consequéncia da presenca de amortecimento no sistema.
Esta se deve, normalmente, ao atrito (de contato ou viscoso, por exemplo) ocorrente no
interior do amortecedor ou mesmo como resultado da lubrificagdo existente em um mancal ou

rétula.

O equacionamento da energia dissipada pelo amortecimento da fuselagem € da

seguinte forma:

e v |

3.10

No caso das péds, o equacionamento € da seguinte forma:

0 . (L850

dt 3.11
- |
db 2

k=1

Portanto, a equacdo geral da energia dissipada pelo amortecimento no sistema é dada

pela soma de E4r com Egp, sendo a equacgdo geral da seguinte forma:
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) (] ot

Cy. Cok
2 2 7 Z 2 3.12
k=1

Eqr =

3.3. Aplicacao das equacoes de Lagrange

Com as equagdes de energia determinadas, € possivel aplicar as equagdes de Lagrange,
a partir das quais serd obtida a equac@o de movimento geral para todo o sistema. As equagdes
de Lagrange permitem, por meio de equagdes de energia, obter as equagdes de movimento na

sua forma mais classica, ou seja:

mi+cx+K.x=F 3.13

Para isso, a equagdo de Lagrange, mostrada abaixo, deve ser aplicada a cada um dos
graus de liberdade do sistema.

d (dT\ 9T oV 9E, _
( ) __Qi' L=1,...,nd0f 3.14

at\ox,) " ox, Tox, T ox;

Apo6s a aplicacdo das equacgdes de Lagrange, é obtido um sistema de equacdes na
forma cldssica da equacdo de movimento, descrita anteriormente, sendo possivel, portanto,
agrupar o conjunto de equagdes na forma matricial. Assim, sdo obtidas as matrizes de massa,
rigidez e amortecimento do sistema, além de um vetor (matriz com apenas uma coluna)

referente aos esforcos externos aplicados no sistema.

3.4. Equacionamento do motor nao ideal

Com a metodologia para a obten¢do das equag¢des de movimento do sistema definida,
foi necessdria a elaboracdo de um procedimento matemadtico para a modelagem do motor nao
ideal e, consequentemente, para adiciond-la ao sistema de equacdes que descrevem o

comportamento dindmico da aeronave.
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Como foi mencionado na revisdo bibliografica, a condicdo de acionamento de um
sistema dinamico por meio de uma fonte de energia ndo ideal significa, basicamente,
adicionar um grau de liberdade ao sistema. Este grau de liberdade adicional representa o

modo de operagao deste equipamento em uma condi¢do ideal de funcionamento.

Para incluir um sistema acionando o helicéptero, foi necessario conhecer os esforgos
que geram resisténcia a0 movimento imposto pelo motor. De forma geral, a rotacdo das pés
gera forcas e torques de operacdo no rotor da aeronave, os quais sio transmitidos ao eixo. A
aceleracdo do motor depende da sua capacidade de os esforcos, fornecendo energia suficiente

para que o sistema consiga aumentar sua velocidade angular, ou mesmo manté-la.

O equacionamento do motor ndo ideal consiste em formular as equacdes de esforcos
impostos pelo motor sobre o sistema e igualar estes aos esforcos de resisténcia do sistema ao
movimento. A formulagdo dos esfor¢os resultantes da rotacdo das pés foi elaborada utilizando
equacgdes de torque aplicado sobre o eixo do rotor, onde a partir de um diagrama de corpo
livre (DCL), € possivel obter todos os esforcos resistivos que deverdo ser vencidos pelo motor

da aeronave.

Uma parcela considerdvel do tempo utilizado no desenvolvimento deste trabalho
consistiu na andlise e construcdo das equacdes de torque de inércia resultantes do
acionamento das pds pelo motor. Foram analisados mais de um método para a obtencdo das
equagoes, selecionando o DCL como melhor deles, devido a simplicidade, apesar de ser um

equacionamento elaborado.

Foi necessario, ainda, dividir os momentos resultantes das forcas inerciais nas dire¢des
X e Y, visto que todo o modelo foi construido baseando-se nas componentes destas direcoes.
Portanto, o torque e as forcas mostrados sdo calculados em fung¢do das componentes de

aceleracdo nas direcdes dos eixos de coordenadas inerciais utilizados no modelo.

Todos os esforgos pertinentes a dindmica da aeronave foram devidamente transferidos
para o rotor da aeronave e, finalmente, foram calculados os esforcos inerciais resultantes do

movimento das pas.

Em alguns trabalhos, os esforcos ndo sdo calculados, visando simplificar a solucao,
sendo feitas analogias ou mesmo consideracdes de que a equagdo do motor ja engloba os

efeitos dinamicos da rotagdo dos componentes do rotor.
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A Figura 3. 3 mostra um os esfor¢os de inércia aos quais as pds da aeronave estio
sujeitas, utilizando um DCL simplificado. Como as forcas F; t€ém sua linha de acdo passando
pelo centro do rotor, estas nao geram momento no eixo e, por este motivo, ndo serdo descritas

suas equacoes.

Figura 3. 3 - Diagrama de corpo livre das pas do helicéptero.
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Fonte: Gerada pelo autor.

Os esfor¢cos mostrados no DCL, e que serdo utilizados na modelagem do motor nao

ideal, s@o equacionados da seguinte forma:

Finerc = —Myp. acgp 3.15

Tinerc = _Izb-acgb 3.16



23

O modelo de aeronave que é abordado neste trabalho consiste em um helicéptero com
rotor articulado, ou seja, as pas tém liberdade para uma rotacdo, de pequena amplitude, ao
redor da rétula que a une ao rotor. Dessa forma, a aceleragao do CG de cada p4 serd calculada

da seguinte forma:

d* () + ¢i (1)) 317
dt?

apr(t) =

Normalmente, os dados necessdrios para equacionar o funcionamento do motor
podem ser obtidos por meio do fabricante do equipamento, visto que este possui informagdes
reais de operacdo baseadas em testes e ensaios realizados durante etapas de certificacdo, por
exemplo. No entanto, estas informagdes ndo sdo disponibilizadas pelos fabricantes, tornando

dificil a analise do sistema real.

Na modelagem do motor foi utilizada a mesma simplificacdo utilizada na equacdo 2.2,
no entanto, € necessdria a determinacao do coeficiente angular da reta que descreve o torque
do motor. Para isso, foi necessario determinar uma metodologia para estimar a poténcia
requerida para o acionamento do modelo em questdo, tendo sido utilizada a relagdo peso x
poténcia média encontrada em aeronaves reais de mesmo porte, neste caso 1,6 kg por hp
(GILBERT AND JOHN, 1984). Para o modelo desenvolvido neste trabalho, cuja massa é de
2902,9 kg, sdo usadas, normalmente, duas turbinas com poténcia conjunta estimada em 1800
cavalos. Com esta informacao definida, o proximo passo foi determinar a rotacdo de operagao

deste motor em sua condi¢do de maxima poténcia.

Foi dado inicio entdo a uma pesquisa por motores de reagdo utilizados em
helicopteros, cuja poténcia fosse igual ou préxima dos 900 cv. O motor selecionado foi o
Rolls-Royce GEM 1, amplamente utilizado em helicOpteros militares, com poténcia nominal
de 900 cv e uma rotacdo méaxima de 6164 RPM. Portanto, foi feita uma analogia ao motor
GEM 1 de forma que o acionamento do modelo sera feito por meio de uma fonte de energia

com poténcia de 1800 cv, com pico de torque em 5000 RPM.

A representacdo do motor pela equacdo 2.2 necessita ainda do parametro (), que se
refere a frequéncia natural do sistema. Existem duas questdes importantes relacionadas a
determinacao desta varidvel, sendo uma delas a determinacao de uma das frequéncias naturais
do sistema como sendo a que ird influenciar o funcionamento do motor, visto que o sistema

possui diferentes graus de liberdade e, portanto, diferentes frequéncias naturais. O outro ponto
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importante estd relacionado ao acoplamento do motor ao sistema de pds, que € feito por meio

de uma caixa de reducdo, responsavel pela reducdo da rotagdao e aumento do torque.

Em relagdo a existéncia de uma transmissdo acoplando o motor ao rotor, ndo foram
consideradas as perdas decorrentes do atrito ou outras formas de dissipagdo de energia.
Portanto, o unico parametro utilizado foi a prépria relagdo de transmissao do sistema, sendo
esta dimensionada visando atender as rotagdes convencionais de operacdo de helicopteros de
médio porte (que é a categoria onde se enquadra o modelo utilizado). Esta velocidade ¢é
limitada a 480 RPM, medidos no eixo do rotor acoplado as pds do helicoptero (GILBERT
AND JOHN, 1984). Sendo assim, a relacdo de transmissao é de 12,8417:1.

Z, = 12,8417

Com as informacdes de poténcia maxima e relagdo de transmissao de acionamento do
helicoptero definidos, foi determinada a forma como as informagdes serdo utilizadas para o
célculo do torque do motor. A constante M, representa o torque maximo do motor e serd
calculada usando a poténcia e a rotagdo na qual o torque € maximo, supondo que torque e

poténcia maximos ocorrem com a mesma rotacao.

Peng _ 1800.735,499

¢ 50002.m
60

Com My calculado, para calcular a curva de torque do motor falta apenas definir a
frequéncia natural a ser utilizada. A equagado 3.19 apresenta a substituicao de 3.18 na equacao

2.2, sendo que o torque mostrado € calculado antes do sistema de transmissao do helicéptero.

M(g) = 2528,4593.(1 _? )

Z Qg 3.19
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Na equacdo mostrada, a frequéncia natural foi multiplicada pela relacdo de
transmissdo. Esta manipulacdo matemadtica deve ser realizada devido ao fato do termo que
divide a rotagdo do motor ser referente a frequéncia de operagdao do motor no instante em que

o sistema acionado atinge a frequéncia natural da estrutura.

Com a equac@o do torque do motor definida, é possivel finalizar a modelagem da fonte
de energia ndo ideal do sistema. Isso € feito igualando o torque do motor as equagdes de
torque devido aos esforcos de inércia a que as pds estdo submetidas. Dessa forma, hd na
formulacdo, a relacdo entre os elementos rotativos acionados, o motor de acionamento € a

estrutura da aeronave, permitindo assim a verificacdo dos efeitos decorrentes da interacdo

entre eles.
Finerc = —Myp.Acgp 3.15
Tinerc = _Izb-acgb 3.16

3.5. Linearizacao das equacoes

Apos a determinacdo das equagdes de energia, que deram origem as equagdes de
movimento da aeronave, por meio da aplicacdo da equacdo de Lagrange e, posteriormente,
acoplando as equacdes do motor nao ideal, € necessdrio entender que o sistema de equagdes
gerado caracteriza um modelo dindmico ndo linear. Dessa forma, um método de linearizacao
das equagOes deve ser adotado, permitindo a simplificagdo de alguns termos e facilitando a

aplicacdo de integracdo numérica, por exemplo.

Para realizar qualquer tipo de linearizacdo € preciso identificar varidveis que resultardo
em valores infimos e multiplica¢do de varidveis e de suas derivadas, permitindo assim igualar
alguns termos a zero, deixando apenas os lineares. Podem ser usadas, ainda, aproximagdes
para algumas varidveis em determinadas condi¢des, nas quais se tenha conhecimento da
grandeza dos termos em andlise. Uma atencdo especial deve ser dada nesta etapa da
modelagem do helicéptero, pois um procedimento de linearizagdo feito de forma incorreta
pode resultar em respostas incoerentes, fazendo com que todo o trabalho apresente

informacdes incorretas.
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O primeiro método de linearizacdo utilizado foi aplicado aos senos e cossenos, sendo
uma simplificacdo trigonométrica amplamente utilizada nos mais diversos trabalhos. Esta
simplificacdo foi aplicada aos senos e cossenos da varidvel ¢, que descreve o deslocamento
angular das pds em relacdo a sua rétula de acoplamento. O angulo ¢ apresenta valores
pequenos, uma vez que o movimento das pds do helicoptero é limitado a menos de 10°,

permitindo a linearizag¢ao destes termos.

cos(¢p) =1
sen(¢) = ¢

Com a construcao das equagdes de movimento, foram verificados diversos termos nao
lineares gerados devido a multiplicacdo de varidveis e derivadas destas entre si. Estes termos
nio podem ser separados, impedindo a disposi¢ao das equacdes na forma cldssica da equagdo
de movimento, ou mesmo para disposi¢do do sistema na forma matricial. Por conseguinte, foi

elaborada uma metodologia para separacdo de termos lineares e nao lineares.

A metodologia de separacdo dos termos ndo lineares foi baseada na criagdo de uma
constante, €, sendo esta multiplicada por todas as varidveis do sistema. Dessa forma, em caso
de termos onde houvesse multiplicacdes de varidveis por suas derivadas, a constante €
aumentaria de ordem (€2, €3 e €*) facilitando a identificagdo destes termos. Posteriormente,
foi criada uma nova equacdo de movimento, na qual sdo igualados a zero os termos que
estiverem multiplicados por €2,€3 e €*. Esta equacdo representa o sistema linearizado de
equacdes, que pode ser disposto na forma matricial. A Figura 3. 4 apresenta uma das equagoes
de movimento, evidenciando a utilizacdo da constante € para identificacdo dos termos ndo

lineares.

ApOs a separacdo dos termos lineares, foi construida também a equacio dos termos
ndo lineares, a qual € utilizada no final da formulacdo. Ela estd inserida na matriz de forcas
ndo lineares, a fim de permitir futuras andlises, pois ha o risco de obter informacgdes incorretas

em caso de aplicacdo de integracdo numérica apenas nas equacoes linearizadas, por exemplo.
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Figura 3. 4 - Aplicacio da linearizacido na equacio de movimento.

subl = ( '¢3{1] sin[c_ﬂ[{}} hel mlz‘:-3 4 sin{Fﬂ[r]] ¢l|[.r,'| bet ma‘)l
— cos(e (1)) 634(:} hel mby + cos(e (1)) b, (¢) bl mh, + sin(e(s)) ae? mb,
— sin(e£2(1]) aszmb +sin(eQ(t)) b pby = sinfe£2(1) ) bczm.h_i

— cosl e Q! }f.rr- mb + cos( e £(1) ;Iuczmb_t —cos(eC2¢)) b e iy,
Fcos(e (1)) b mb } [—.El{f]] t [{Eﬂtn[fﬂ :|-¢u {t) bt mb,

— 2cos(ef2(1)) r‘_'rr-_“m.b [ + 21:1_“ (efd(s)) q}?_[f}br: mb,

E‘:l"— %|r:..

+ 2sin(e€{r)) bel mb, [ ]] + (-20,(1) sin(e£2(1) ) be’ mb,

+ 2cos{e Q1)) b mb, [ b, (1) + -2 cos( EQ(:}}d} (1) be* mb,

— 2sin(efdft) ) b mb, [ i {:‘]]] [ i 1) J (¢) cos{eQe) ) bemb,

— sin{e2(r)) ¢|4|{:]| hel niby + sinf € £3(1)) ¢2|{:) he? nthy — c[:-t.{r Qi) ¢ t) b iy,
sin{c€xr)) ac ntby A sin(e (1)) acmby sin{c£2{1)) be mb, + sin{c£2(7)) b & mby
cos(e (1)) ac milyy cos{e (1)) acmb, —cos(e (1)) he mi,

2

+ cos{ e Qf 1 :l.bcmb ) [%ﬂ{z]] -+ [(_m_,#'+cmb| + emh, + cmb,

2
| -:mbd] [;?.\'[f}} I ( cus[cﬂ{!])‘pl(:].F_u_?»mhl

sin{ e €2(1)) bemb ¢1{:]] | Esjn{tﬂl{r]} ¢, (1) b(Eme

+ sin{e2(s)) be mb}

(5
— cos{ e Q! ]ht—'mh [ 3 ¢-2(r ] + r] cos{ € X(r] ) hel nafry
[ ]] + [ -sin{e 1)) I: ) bl nb,

+ cos{ e Qs }J.')Emb

(r) J +exe —J.U + (sin(eQ(1) ) ¢, 1) betmb,

—cos{eQ(r)) be m& % + cus[eﬂ{f ¢, (1 ) b mb,
d 2

+ sin(eC(s) ) be? mby [E 0. (1) + (t)sin(e () bt mb,
d z

+cos(€ Q1)) bl mb, [Ill} () J + -cos(€ Q1)) ¢, (s 1) b mb,

— sin{e2(1)) belmb“) [E q)q{f]] + Krex(t)

Fonte: Gerada pelo autor via MAPLE.

3.6. Determinacio da rigidez do modelo

O modelo de helicoptero utilizado neste trabalho possui dois tipos de rigidez, uma

delas referente a fuselagem em contato com o solo, sendo uma na dire¢do X e outra na direcao
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Y, além da rigidez relacionada ao deslocamento angular das péds ao redor do seu acoplamento
ao rotor hub, neste caso, uma para cada pa. Portanto, hd uma metodologia para determinacao

de cada rigidez, a qual depende da frequéncia natural da fuselagem ou das pés.

3.6.1. Rigidez em relacio aos eixos de coordenada X e Y

A equacdo para determinacdo da rigidez do contato entre a aeronave e o solo € a
mesma para as dire¢cdes X e Y, no entanto, como foi mostrado na Tabela 3.1, a fuselagem do
modelo HT2 possui diferentes frequéncias naturais nas direcdes X e Y, o que resulta em

diferentes valores de rigidez. As equagdes 3.21 e 3.22 mostram o cdlculo da rigidez.

Ky = wrZLX' (mf + my, + My + Mmy3 + mb4) 3.21

Ky = why. (Mg + mypq + myp + myz + myy) 3.22

3.6.2. Rigidez das pas

No caso das pds, a rigidez esta relacionada, também, a inércia rotacional. Sendo assim,
sdo calculadas de forma diferente, levando em conta ndo s6 a frequéncia natural e a massa,

mas também a inércia rotativa das pas, como € visto na equagao 3.23.

Kpy = wlpy. (b%.mpy + 12p)

Kpy = whyy. (b2 mpy + 12)5)

Kbn = a)ibn. (bz.mbn + Ian) 3.23
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3.7. Determinaciao do amortecimento do modelo

Antes de realizar o cdlculo do amortecimento, € importante ter no¢ao de que o trabalho
desenvolvido utiliza como base o modelo de ressonancia solo de Coleman, ou seja, a acronave
encontra-se no solo, e sdo desconsiderados os efeitos aerodinamicos. Com isso, € preciso ter
em mente que a determinacdo de parametros como a rigidez e o amortecimento ndo se refere
apenas a dados construtivos da aeronave de forma isolada e sim ao sistema formado pela

aeronave acoplada ao solo por meio de seus trens de pouco.

Serdo descritos a seguir, os procedimentos para o calculo do amortecimento da
fuselagem acoplada ao solo e do amortecimento relativo a rotagdo das pds ao redor do seu

ponto de acoplamento ao rotor hub.

3.7.1. Amortecimento em relacio aos eixos de coordenada X e Y

O amortecimento da fuselagem, em relacdo aos eixos de coordenada X e Y, €
determinado utilizando o fator de amortecimento, o qual estd disponivel na Tabela 3.1. Sao
usados também os valores das frequéncias naturais em X e em Y e das massas das pés e da

fuselagem. As equacdes do amortecimento para este caso sao mostradas abaixo.

Cx = 2.8p. wpx. (M + My + My + My +Myy) 3.24

Cy = 2.8 Wny. (M + Mypq + My + My + Myy) 3.25

3.7.2. Amortecimento das pas

No caso das pds, de forma semelhante ao que foi descrito no célculo da rigidez, o
amortecimento € relativo a rotagdo das mesmas ao redor do ponto de acoplamento ao rotor
hub. A equacdo 3.26 mostra como sdo calculados os coeficientes de amortecimento das pas do

helicéptero.

Cp1 = 25 Wnp1- (bz.mbl + IZbl)



Chz = 2.&p. Wypo- (B2 My + 125)

Con = 2.$p. Wppn- (bz-mbn + Ian)

3.26
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CAPIYULO IV

DESENVOLVIMENTO

Neste Capitulo serdo apresentados os desenvolvimentos de equacdes e métodos
descritos anteriormente, além de procedimentos de transformacdo de varidveis e construcao
de matrizes, obtendo as equacdes de movimento para cada coordenada do sistema, inclusive

do motor nao ideal.

A primeira parte deste Capitulo apresenta o desenvolvimento de um modelo
simplificado para o fendmeno a ser estudado, onde foi desenvolvido o conjunto de matrizes e
mudancas de varidveis necessdrias para a obtencdo da resposta do sistema no tempo. O
desenvolvimento das equacgdes de energia do sistema foi realizado por meio do software
MAPLE, no qual foram realizadas as linearizacOes necessarias. Em seguida, serdo mostradas
as equagoOes linearizadas na forma matricial, as quais foram usadas para modelagem no

MATLAB.

Em um segundo momento, sdo apresentadas as equacdes responsdveis pela
modelagem do motor nio ideal. Neste caso, as equacdes do modelo anteriormente citado
serdo utilizadas e a elas serd acoplado o equacionamento do motor. Assim, no Anexo B estdo
dispostas as equagdes matriciais linearizadas do sistema composto por fuselagem, pas e motor

ndo ideal.

4.1. Modelo convencional de ressonincia solo em helicopteros

Tomando como base as informagdes ja comentadas sobre a modelagem, foi adotado
um modelo onde a aeronave possuia quatro pds, com a geometria do rotor caracterizando-a
como um helicoptero de pds articuladas, ou seja, com pequena liberdade de rotacdo destas ao

redor da sua rétula de acoplamento ao rotor hub.

Como o modelo segue a teria de Ressonancia Solo de Coleman, foram

desconsiderados todos os efeitos aerodindmicos atuando sobre o helicéptero, sendo
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considerados apenas os efeitos dindmicos resultantes da rotacdo das pds e do contato entra a

fuselagem e o solo.

4.1.1. Equacao da energia cinética total do sistema

A equacdo de energia cinética foi desenvolvida separadamente, sendo dividida em
energia cinética da fuselagem e energia cinética das pds. Em seguida, ambas foram unidas,
gerando a equacdo de energia cinética total do sistema, denominada T_i. Abaixo estd

mostrada a equacao da energia cinética total do sistema, desenvolvida no MAPLE.

e Fuselagem

o7 fim mf-dz'ﬁtzxm,r)z N mf-dw‘(zy(t),t)z

2

T_f:—%mf(%x(t)f+%mf(%y(t)) 4.1

e Pés do helicoptero

. 2 . 2
> 7 p= sum[ mblk] d’ﬁz!(x—bk’ D k=1 ..Nb) +Sum[ mb[A] d’ﬁz(y—bk’ D° k=1 ..Nb]

+ % Sum(Izb[ k] -diff (phi[ ](¢), t)%, k=1 .Nb);

T b=

LS

1 d : d d ;
; :3 mb, [ -a (E wk“)] sm(lpk{z)) —b [ & v, (1) + E{Dﬁ'["} ] sm(wk(r)

+o,0)) + %xm]— @ kf_}é mb, (a (%wk(r))ms(wk(t)) + b(% v, (0

4.2

9

+ 5000 eos(w(0) +o,0) + 5310 | +

¢ Energia cinética total

>T total =T f+ T b



T!omf—'—mf[‘—.\(r)] +-—“mf(-%- :)} i% [a[%w&(:)]sin(wkh))

4
d d . d
—4 w0 + MﬂmmM+MM+am@+é

5 mb [ [ m %{I)]cos(w‘(rl) +b[ d AGES % ¢ka COS{‘H‘(‘} + ¢k(f])

+ %_v(r)]z + 3;{2 1zb, ( W”]

4.1.2. Equacio da energia potencial total do sistema
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4.3

As equacdes de energia potencial sdo desenvolvidas apenas em func¢do da energia

relacionada a rigidez do sistema, uma vez que nao hd deslocamento, de nivel, para que seja

necessdria a avaliacdo de energia potencial gravitacional.

Dessa forma, as equacdes foram calculadas separadamente, sendo divididas em

energia potencial da fuselagem e das pds. Posteriormente, da mesma forma como foi feito

com a energia cinética, foram somadas as energias potenciais, resultando na equacio de

energia potencial total do sistema, equacdo 4.6, mostrada a seguir em sua representacdo obtida

a partir do MAPLE.

¢ Fuselagem

. 2 . 2
>V fi= KX;J i Ky;_f :

V fim L Kex(6)? + = Kyy(1)?

e Pas do helicoptero

Kb[n]-phi[n](¢)*

>V bk =
" bk sum( >

1 2 1

V bk=— m¢m+?mﬂm2

,n=1 ..Nb);

1

¢ Energia potencial total

>V total =V f+V bk

2 1
+ ?ij(l)B(t) aa ?Kb4¢4(1‘)

4.4

4.5
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1 2 1 2 1 2 1 2 | 2
V total == — Kxx(t)” + — Kyy(t)" + — Kb, 0. (1) + = Kb, 0,(t) + — Kb, 0,(1)
2 2 9 171 2 279, 2 373 16

1 2
+ ?Kb4¢4[r)

4.1.3. Equacio do trabalho das forcas dissipativas do sistema

O trabalho das forcas dissipativas do sistema representa a perda de energia em func¢do
do amortecimento do sistema. Suas equacdes, divididas entre trabalho das forgas dissipativas
resultante da fuselagem e das pds, foram unidas em uma s6 equagdo, que ¢ denominada

equacdo do trabalho total das forcas dissipativas, definida aqui como Ed_ a1

e Fuselagem

>Ed fi= cx-dsz(zx_f,z)z n C)/'dlﬁ‘(zy_ﬁ t)z;

Ed_f':—%cx[—x{f))z—o- %Cy[—y(t))z 47

e Pas do helicoptero

>FEd b= sum[ c_b[n]-diﬁ’([z)hi[n](t), t)z n=1 ..Nb];

L _ ) ' 4.8

e Trabalho total das forcas dissipativas

> Ed_total = Ed_f+ Ed_b;

Ed total = % cx (% .1‘(!))2 + % cy (%y(?] )2 + % c_b, [% 0, (1) jz
+ten(oo) + en(o0) + ben(oo)
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4.1.4. Equacoes de movimento obtidas por meio da aplicaciao da equacao de
Lagrange

Com a aplicagdo da equacdo de Lagrange nas equacdes de energia mostradas, para
cada coordenada, foram obtidas as equagdes de movimento do sistema. No Anexo A estdo

disponiveis as equacdes das varidveis X, Y e ¢, desenvolvidas no MAPLE.

Estas equacdes sdo obtidas por meio da aplicacio da equagdo Lagrange, termo a
termo. Neste procedimento, sdo separados os termos e obtidas as equagdes para cada um deles
e, em seguida, todos os termos sdo somados, com seus respectivos sinais, obtendo as equagdes
de movimento para a coordenada desejada. No caso das coordenadas ¢, serd apresentada a

equacdo apenas de ¢, visto que as equagdes das demais sao iguais.

Logo apds a construcdo das equagdes mostradas no Anexo A, a varidvel Y (presente
nas equacoes das coordenadas X e Y) foi substituida por (1 de acordo com a equacdo 4.1. Na
igualdade mostrada, o segundo termo é referente a posicdo inicial da pd em questdo. Em
seguida, no Anexo A, estd disposta a equagdo da coordenada ¢; com a substitui¢do ja

realizada.

W(t) = Q.t+(k_1$¢ 4.10
b

A equacdo 4.10 representa uma consideracdo importante feita neste primeiro modelo,
a qual se refere a velocidade angular (£1) constante no eixo de acionamento. Sendo assim, o
modelo apresentard aceleracdo angular nula e, consequentemente, serd representado por
equagdes mais simples, quando comparado a modelos com velocidade angular varidvel.
Posteriormente, serdo realizados testes da resposta do sistema no tempo, aplicando diferentes
valores a velocidade angular, visando analisar os efeitos desta sobre a condicao dinamica do

sistema.

Ap6s a aplicagdo da equacdo de Lagrange, é preciso linearizar o sistema a fim de
garantir que o conjunto de equacdes seja passivel de alocagdo na forma matricial. Neste
modelo simplificado, a linearizacdo das equagdes € mais simples, assim como 0s termos nao
lineares estdo em menor ndmero, portanto, estes Ultimos podem ser desconsiderados nas

etapas posteriores.
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As equagdes linearizadas estdo disponiveis no Anexo B, onde serdo apresentadas as
coordenadas X, Y e apenas a coordenada ¢, pois as demais coordenadas ¢ possuem as
mesmas equagdes. Nestas equagdes, estdo apenas os termos lineares, ou seja, aqueles

utilizados posteriormente para a construcdo do sistema de equagdes na forma matricial.

Depois de finalizada a lineariza¢c@o do sistema de equacdes, o0 mesmo foi disposto na
forma matricial, formando as matrizes de massa, rigidez, amortecimento e forca. Para isso, as
equagdes sio agrupadas de acordo com seus termos, deixando o modelo matemaético na forma

classica da equagdo de movimento.

Para montagem dessas matrizes ¢ usada a fun¢do LinearAlgebra do MAPLE, sendo
esta responsdvel por separar os termos que multiplicam os vetores de varidveis. Para
montagem das matrizes, € preciso efetuar a separagdo dos termos, seguindo na ordem:
construgdo da matriz de massa, seguida pela matriz de amortecimento e por tltimo a matriz de

rigidez. A seguir serd mostrado como foi feito o desenvolvimento destas matrizes no MAPLE.
e Disposi¢ao das equacoes na forma matricial (matriz de massa)

> with(LinearAlgebra) :
> EQ = [EQL[1],EQL[2],EQL[3],EQL[4], EQL[5], EQL[6]] :

> varM = [diff (x(1), 1, 1), diff (¥(2), 1, 1), diff (phi[ 11(¢), %, ¢), diff (phi[ 2](2), £, £),
diff (phi[3](2), 1, ¢), diff (phi[4](2), £, £) ] :

> M,R1 = GenerateMatrix(EQ, varM);

mf + mb, + mb, + mb; + mb, 0 -mb, bsin(Qr) -mb, bcos(Qr) mb; bsin(Q1) mb, beos(Q1)
0 mf =+ mby + mby + mby +mb, mbybeos(Qr) -mbybsin(Qr) -mbybeos(Qr) bmb, sin(Qr)
-mb, bsin( Q1) mb, beos(Q1) B mb, + Izb; 0 0 0
i R1= -mby beos( Q1) -mb, bsin( Q1) 0 o mby + Izb, 0 0 4.11
mb, bsin( Q1) -mby beos( Q1) 0 0 B mby + Izb, 0
mb, beos( Q1) bmb, sin(Qr) 0 ] ] ¥ mb, + Izb,

e Disposi¢cio das equacoes na forma matricial (matriz de amortecimento)

Z varC = [diff (x(t), 1), diff (3(2), ), diff (phil 11(2), ), diff (phi[ 2](2), 1), diff (phi[ 3] (£), 1),
diff (phi[4](2),2) ] :

> @G, R2 = GenerateMatrix( -convert(R1, list), varC);



0

0
G R2:=
0

ex 0 —?.cos{Qr]Qbmbl 25in(Qt) Qbmb, 2cos(Qr) Qbmby -2sin(Q1) Qbmb,

oy —Esin{ﬂrjﬂbmbl ~2cos(Q¢) Qbmbd, 2sin(Qt) Qbmbd; 2cos(Q1) Qbmb,

0
0
0

c_él 0 0 0
0 c_b: 0 0
0 0 c_b 3 0
0 0 0 €_8y

¢ Disposicao das equacdes na forma matricial (matriz de rigidez)

> varK == [x(t), y(¢), phi[ 1](z), phi[2](¢), phi[3](¢), phi[4](7) ] :
> K, F := GenerateMatrix( -convert(R2, list),varK);

0

b
oy
Al

0

0

Kx 0 mb bQ sin(Qr) mb,bQ" cos(Q1) -mby bQ sin(Q1) -mb, bQ" cos( Q1)

0 Ky —mélEJQ"cos[Qf} mbz.'bQ"sin(Qr} 1:::‘7359"@5(9.’) -mb, b sin( Q1)

0 Q:abmbl + Kb, 0 0 0
0 0 0® abmb, + Kby 0 0
0 0 0 Q* abmb, + Kb, 0
0 0 0 0 o’ abmb, + Kb,

4.1.5. Construcao do modelo em MATLAB
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4.12

4.13

Com as matrizes do sistema montadas, foi dado inicio a modelagem em MATLAB,

visando gerar a resposta do sistema no dominio do tempo, aplicando a fun¢do ode45 para a

integracdo numérica via método Runge-Kutta.

Nesta etapa, foram utilizados os dados mostrados na Tabela 3.1, além de uma

informagdo adicional retirada do trabalho de SANCHES (2011), as velocidades de rotagdo a

serem aplicadas. Foram usados os mesmos valores que SANCHES (2011) utilizou em seu

trabalho, com a finalidade de comparar resultados, permitindo a validacdo da formulacao

desenvolvida até aqui. No trabalho de SANCHES (2011) foi aplicada a transformada de

Coleman as matrizes de massa, rigidez e amortecimento, visando a reducdo da complexidade

do sistema e, consequentemente, exigindo menos capacidade computacional do sistema. Este

método desenvolvido por Coleman consiste na aplicacio de mudancas de varidveis nas

equagdes de movimento, eliminando suas caracteristicas periddicas.
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Neste trabalho, a integragdo numérica serd feita sem uso da transformada de Coleman
(ou Multi-blade Coordinate Transformation), pois era de grande interesse a verificacdo de
todos os fendmenos relacionados as equagdes de movimento. Sendo assim, foram resolvidas

as equacdes de movimento em sua forma geral.

A Figura 4. 1 mostra um trecho do cédigo desenvolvido em MATLAB, no qual sdo
definidas as varidveis referentes a massa, rigidez e inércia rotacional do modelo. E possivel
observar, ainda, a utilizacdo do modelo HT2 do trabalho de SACHES (2011), no qual a
frequéncia natural da fuselagem em X é de 6m radianos por segundo e em Y de 8w radianos

por segundo.

Figura 4. 1 - Definicao de parametros do modelo de helicoptero. Neste caso o modelo
HT?2 esta sendo utilizado.
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- a = 0.2;

- omega_nx = 6*pi; % Freg natural em X
= KEx = omega nx"2* (mf+mbl+mb2+mb3+mb4) ;

35

36 — omega ny = 8%pi; % Freq natural em ¥

37 — Ky = omega ny"2* (mf+mbl+mb2+mb3+mb4) ;

38

39 = omega_nbk = 3*pi; % Freqg Natural das pas

40 — Kbl = omega nbk"2* (b"2*mbl+Izbl); % Cte de Rigidez da pi n°l1
41 — Eb2 = omega nbk"2% (b"2*mb2+Izb2); % i da pa n°2
42 — Eb3 = omega_nbk"2% (b"2%mb3+Izb3); % da p& n°3
43 — Eb4 = omega_ nbk"2#% (b"2%mb4+Izb4): % da p& n°4

Fonte: Gerada pelo autor via MATLAB.

A Figura 4. 2 apresenta a defini¢do dos valores de amortecimento, calculados a partir

das informacdes contidas na Tabela 3.1 e disponiveis no trabalho de SANCHES (2011).
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Figura 4. 2 - Definicao do amortecimento do modelo.

45 — gsi x = 0.02; % Coef. de amortecimento da fuselagem em X
46 — cx = 2 % omega nx 7 gsi_x * (mf+mbl+mb2+mb3+mbd);

47

43 — gsi y = 0.02; % Coef. de amortecimento da fuselagem em Y
45 — cy = 2 % omega ny * gsi v * (mf+mbl+mbZ+mb3+mb4d);

50

Lall= gsi bk = 0.02; % Coef. de amortecimento das pas

52 — chl = 2 * omega nbk * gsi bk * (b"2*mbl+Izbl);

53 = ckb2 = 2 * omega nbk * gsi bk * (b"2*mb2+Izk2):

54 - cb3 = 2 * omega nbk * gsi bk * (b"2*mb3+Izb3);

5% = ch4 = 2 * omega nbk * gsi bk * (b"2*mb4+Izb4);

Fonte: Gerada pelo autor via MATLAB.

O modelo desenvolvido em MATLAB utiliza o equacionamento elaborado no
MAPLE, no entanto, em relagdo as matrizes de massa, rigidez e amortecimento hd algumas

questdes que devem ser levadas em conta e que sdo de extrema importancia ao modelo.

O conjunto de equagdes desenvolvido pode ser dividido em duas partes, sendo uma
delas referente aos termos independentes, ou seja, 0s termos que caracterizam a vibracao da
fuselagem de forma isolada ao comportamento de cada uma das pds, por exemplo. Em
contrapartida, os demais termos representam elementos periddicos, sendo estes os termos
assimétricos e nao diagonais das matrizes. Dessa forma, cada uma das matrizes pode ser
representada como sendo a soma de duas matrizes, uma do sistema ndo acoplado e a outra dos

termos periddicos, como é mostrado abaixo.

M = Mp + Mp 4.14
C=Cp+Cp 4.15

Para obter a resposta do sistema no dominio do tempo foi preciso seguir a metodologia
descrita por SANCHES (2011) em seu trabalho, onde a equagcdo de movimento contendo

todas as matrizes é multiplicada pela inversa da matriz de massa dos termos nao periédicos
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(Mp™1). Para descrever o sistema resultante, é preciso definir alguns termos que facilitardo o
equacionamento do modelo, conforme apresentado por SANCHES (2011) em seu trabalho.

Os termos mostrados abaixo sdo utilizados na modelagem do MATLAB.

Tk = T 4.17
mk — N .
My + X2 Mpk
b.mbk
Thy, =
bk bz.mbk + IZbk 4.18
T2 = a.by 4.19
r _ CX,Y 4.8
cl1,2 — N .
mf + Zkilmbk
C
Teksy = Dk 4.20

bz.mbk + IZbk

Os termos 7y, € Ty, representam a razado do momento estatico das pds em relacdo a
inércia total de translac@o do helicoptero e da inércia rotacional total das pés, respectivamente.
Ademais, os fatores 7., , sdo razdes do coeficiente de amortecimento da fuselagem nas
direcdes X e Y em relagdo a massa total do helicoptero; sendo 7.3 _¢ a razdo do coeficiente de

amortecimento das pds em relac@o a inércia rotacional total das pas.

A partir dos termos mostrados, sdo montadas as equagdes em MATLAB, aplicando os
termos conforme descri¢do presente no trabalho de SANCHES (2011). Estas sdo mostradas

nas Figura 4. 3, Figura 4. 4 e Figura 4. 5.
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Figura 4. 3 - Construcio da matriz de massa.

M = zeros(6,6):

Mi{1,1) = 1;

Mi2,2) = 1:

M{3,3) = 1:

Mi4,4) = 1;

Mi{5,5) = 1;

Mi&,8) = 1;

M({1,3) = —-rml*sin(phil);
M({l,4) = —-rmZ2 * =in(phi2);
M({1,5) = -rm3 * sin(phi3);
M({l,6) = -rm4 * sin(phi4):
M{2,3) = rml*cos(phil);
M(2,4) = rm2 * cos(phil):
M{2,5) = rm3 * cos(phi3);
M(2,6) = rm4 * cos=(phid):
M({3,1) = -rbl * =in(phil);
M{4,1) = -rb2 * =in(phil);
M(5,1) = -rb3 * =2in({phi3):
M{6,1) = -rb4 * =in(phid):
M({3,2) = rbl * cos(phil):
M(4,2) = rb2 * cos(phi2):
M({5,2) = rb3 * cos(phi3);
M(6,2) = b4 * cos(phid):

Fonte: Gerada pelo autor via MATLAB.



Figura 4. 4 - Construcio da matriz de amortecimento.

C = zeros(6,6);

C{1,1) = recl:;
Ci{2,2) = rc2;
C({3,3) = rc3;
Ci(4,4) = rc4d:
C(5,5) = rch;
Ci{6,B6) = rce;
C{1,3) = -2 * omega * rml * cos(phil});
Ci{l,4) = -2 * omega * rm2 * coz(phil):
C{1,5) = -2 * omega * rm3 * cos(phi3):
C{l,6) = -2 * omega * rm4 * cos(phid);
C(2,3) = -2 * ogmega * rml * sin(phil):
C{2,4) = -2 * ogmega * rm2 * =sin(phi2):
C{2,5) = -2 * omega * rm3 * sin(phi3);
C{2,8) = -2 * omega * rmd * zin(phid):

Fonte: Gerada pelo autor via MATLAB.

Figura 4. 5 - Construciao da matriz de rigidez.

H = zero=(6,6):

¥(l1,1) = omega_nx * omega_nx;

¥(2,2) = omega_ny * omega_ny;

¥(3,3) = omega nbk * omega nbk + omega®omega*ral*ral;
¥(4,4) = omega nbk * omega nbk + omega®omega®ral*ral;
K(5,5) = omega nbk * omega nbk + omega®omega*ra3*ra3i;
¥ (6,8) = omega nbk * omega nbk + omega®omega*rad*rad;
K({l,3) = omega*omega * rml * =sin(phil);

Ei{l,4) = omega*omega * rm? * =sin(phi2);

K(1l,5) = omega*omega * rm3 * sin(phi3):

E(l,6) = omega*omega * rmé4 * sin(phid):

K(2,3) = -omega*omega * rml * cos(phil):

Ei2,4) = —omega*omega * rm2 * cos(phi2);

K(2,5) = —-omega*omega * rm3 * cos(phi3);

K(2,6) = —omega*omega * rm4 * cos(phi4);

Fonte: Gerada pelo autor via MATLAB.



43

Assim como as matrizes de massa, rigidez e amortecimento, a matriz de forcas foi
construida seguindo os procedimentos descritos por SANCHES (2011) em seu trabalho,

sendo estd mostrada na Figura 4. 6.

Figura 4. 6 - Construciao da matriz de forcas.

187 % MATRIZ DE FORGCA DO SISTEMA

1938

199 — F = zeros(6,1});

200

201 — Fl = | omega*omega * ((a+b)/fa) )} * (cos(phil)*rml + cos(phi2)*rm2? + cos(phi3)*rm3 + cos(phi4)*rn4);
202

203 — F2 = | omega*omega * ((a+b)/a) )} * (sin(phil)*rml + =in(phi2)*rm2? + sin(phi3)*rm3 + =in(phi4)*rn4);
204

Fonte: Gerada pelo autor via MATLAB.

Com as matrizes montadas, foi necessdrio realizar uma substituicdo de varidveis, a fim
de resolver a equacdo de movimento utilizando o método de Runge-Kutta, visto que este
permite apenas a solucdo de equacdes diferenciais de primeira ordem. A equacdo de
movimento 3.13 pode ser resolvida como sendo um sistema de equagdes de primeira ordem,

por meio da substituicao de varidveis mostrada na equacdo 4.13, utilizando a matriz nula (Z) e

a identidade (I).

o ol [
1 1 ¢
[M6><6]- 4.’.2 + [C6><6]- (]52 + [Kexe]- (b; = [F6x1] 4.21
I
fom Ly ] A
1 0 O
I=10 1 O 4.22
0 0 1
0O 0 O 4.23
Z=10 0 O

o
o
o
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Aplicando a transformacio de varidveis mostrada foi possivel resolver a equacdo de

movimento do modelo no dominio do tempo, utilizando a fun¢do ode45.

4.2. Modelo de ressonancia solo em helicoptero acionado por motor nao
ideal

O modelo constando a presenca do motor ndo ideal € baseado, também, no modelo de
ressonancia solo de Coleman, no entanto, agora nao serd determinada constante a velocidade
angular do rotor, implicando em aumento da complexidade do modelo como um todo, visto

que as derivadas de diversos termos ndo serdo nulas.

Outra alterac@o importante é a propria presenca do motor, que ird resultar no aumento
de um grau de liberdade, o qual caracteriza a resposta dindmica da fonte de energia e permite

a interacdo entre esta e a fuselagem da aeronave.

A seguir, serdo mostradas as etapas de desenvolvimento deste modelo, que sdo a
elaboracdo do equacionamento da aeronave para uma condi¢do de velocidade angular varidvel
com o tempo, a elaboracdo do sistema de equacdes do motor ndo ideal, a linearizacdo do

sistema e, por fim, a disposi¢do deste em uma forma matricial.
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4.2.1. Construcao das equacoes de movimento

Como o modelo a ser desenvolvido apresenta a mesma disposi¢do fisica daquele que
foi desenvolvido no item 4.1 deste trabalho, ndo sdo necessarias alteragdes nos procedimentos
de determinacdo das energias totais do sistema. As mudancgas entre modelagens sdo iniciadas
ap6s a aplicacdo da equacdo de Lagrange, onde a varidvel ¥ (posi¢do angular do rotor da
aeronave em relacdo ao eixo de coordenadas X) € substituida por ((t), uma fun¢do com

dependéncia temporal.

Um aumento de complexidade do sistema serd observado a partir da aplicacdo da
dependéncia temporal na velocidade angular do rotor da aeronave, no entanto, esta
consideracdo faz com que seja possivel a variacdo da velocidade, seguindo uma equagao pré-
determinada ou mesmo uma curva de aceleracdo real do sistema. Sendo assim, com a rota¢ao
do motor sendo uma varidvel de controle, € possivel utilizar o modelo aplicando aceleracdes e

desaceleracoes, verificando a resposta do sistema a excitacao.

As equacdes mostradas abaixo representam manipulacdes realizadas para a condi¢io
de velocidade angular com varia¢do temporal. Na Figura 4. 7, a substituicio foi feita apds a
aplicacdo da equagdo de Lagrange e representa o desenvolvimento na coordenada X, sendo o
procedimento igual para Y. Na coordenada ¢, por sua vez, a substituicdo € realizada antes
mesmo da aplicac@o da equacdo de Lagrange, ou seja, diretamente nas equagdes de energia do
sistema, sendo este procedimento aplicado aos eixos de coordenadas ¢4, ¢,, ¢z € ¢4. Em

subl, a substitui¢cdo € aplicada a energia cinética.

Figura 4. 7 - Substituicio realizada no MAPLE para inclusao da variavel Q.

Eqx_total[ 1] := simplify(collect(expand(subs(Nb = 4, subs(seq(psi[ k](¢) = Omega(z) + (k
-1)-(2-Pi)/Nb, k=1.4), Eq[1]))), [diff (x(), ¢, 1), diff (x(2), £), x(¢) ]) );
(k-1)-(2- Pi)

subl = subs(pm[k](t) = Omega(?) + Nb

, T_total] :

Fonte: Gerada pelo autor via MAPLE.

No Anexo C, estdao disponiveis as equagdes de movimento obtidas apds a substituicao
da varidavel 1 por Q(t) e que serdo utilizadas nas demais etapas de desenvolvimento do

modelo do helicoptero acionado por motor nao ideal.
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Por meio da andlise das equacdes disponiveis no Anexo C e da comparacdo destas
com as equagdes de movimento do modelo desenvolvido no item 4.1, € notdvel o aumento da
complexidade do equacionamento. Diversos termos que haviam sido zerados, como aqueles
que multiplicam derivadas da aceleracdo angular, agora fazem parte do equacionamento, e

ainda, tem grande influéncia na resposta do sistema, de forma geral.

4.2.2. Modelagem do motor nao ideal

Com as equacdes de movimento montadas, o préximo passo € construir as equagdes
que serdo responsdveis por representar o motor ndo ideal. Nestas equacdes, devem estar
presentes termos referentes as condicdes de operacdo do motor, além de termos que

caracterizam a interacdo entre o motor e a estrutura da aeronave.

Para representar o funcionamento do motor, foi utilizada a equacio 2.2 para o torque

em funcio da rotagdo do mesmo, sendo aplicada, ainda, a relacdo de transmissao do sistema.

A inclusdo do motor nao ideal tem como finalidade incluir o conjunto de equacgdes que
serd responsdvel por garantir que o sistema tenha solugdo, ou seja, a partir do momento em
que a variavel Q(t) foi incluida, havia um desbalanceamento entre o nimero de equagdes e 0
de varidveis. Dessa forma, as equacdes de torque de inércia e do torque do motor sdo

responsdveis por balancear o sistema.

Sendo assim, as equagdes desenvolvidas foram igualadas, gerando o balanceamento de
torque entre motor e sistema de pds. As equacOes mostradas abaixo apresentam os calculos

desenvolvidos no MAPLE.

> # TORQUE IMPOSTO PELO MOTOR
> 71 = 12.8417
Zt:=12.8417 4.25

> T m:= T motor,

T m:=T motor 4.26

> # TORQUE DE INERCIA (resultante da rotacio das pds -> teo. eixos paralelos)
>
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> T im == sum((mb[k]-b*) -diff ((Omega(t) + (k-1)-(2- Pi)/Nb) + phi[k](¢), £, ¢), k=1

.Nb);
o 2 & & 2 & d
I_im:=mb b {? Q1) + ? ¢1[f)] + mb, b [? Q1) + ? (I)Z(I)
2 2 2 2 4.27
h. b d_Q da b b2 d_Q da
+ mby r (1) + - ¢3(t) +mb, b & (¢) + o7 ¢o4(!)
> # TORQUE DE INERCIA (resultante da inércia rotacional das pds)
> T i = sum(Izb[k]-diff (psi[ k](¢) + phi[k](¢),t,t), k=1 .Nb);
¢ & & & &
T_i:=1Izb, (? WI(I) + ? (I)I(I)J + Izb, ? \pz{t} + ?(I)z(l‘) + Izb, 7 \%(I}
t dr
4.28
¢ d &
+ ?%(f}} +Izb, F v, (1) + ¥¢4(I)]
> T i = subs(Nb =4, subs(seq(psi[k](z) = Omega(t) + (k-1)-(2- Pi)/Nb,k=1.4),T i));
& & & 1 ¢
T i=1Izb, [—79&) By ¢](t) + Izb, [—j (Q(I] + —TCJ + —2¢,{r)]
de dr “\ dr 2 e
& d d 3 & +29
+ 1’::.")3 [F (Q.(f) +TI) + ¥¢3(I)J + [:[)4 [F [Q(!) =7 > T[J + ¥¢4(t)}

Como € visto nas equagdes mostradas acima, a equacdo completa do torque do motor
ndo foi incluida nesta etapa. Este fato se deve a alguns contratempos gerados a partir da
inclusdo da equacgdo do torque antes da linearizacdo das equagdes. A equacdo completa do

torque serd adicionada ao modelo ap6s a montagem das matrizes do sistema.

A partir das equagdes mostradas, € construida a equacdo de equilibrio de torque do
sistema, que € mostrada no Anexo D. Esta equacdo serd em seguida linearizada, assim como
as equacdes de movimentos mostradas no item 4.1.1, e em seguida serdo montadas as

matrizes de massa, rigidez e amortecimento do modelo.

> # Equagdo Geral do Motor Ndo Ideal
>EQ mni=-T m+T im+Ti—Mi:
> EQ mni = simplify(collect( %, [ diff (Omega(t), t, t), diff (Omega(t), ¢t), Omega(¢)]));
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4.2.3. Equacoes linearizadas

O procedimento de linearizacdo das equagdes € semelhante ao mostrado no item 4.1.5,
havendo diferengas apenas em rela¢do aos senos e cossenos da varidvel Q(t). Estas diferencgas
estdo ligadas ao fato de, neste modelo, a velocidade angular ser uma varidvel e ndo mais

somente uma constante.

Os termos ndo lineares obtidos a partir da linearizacdo ndo serdo mostrados nesta
etapa, pois o foco até aqui é apresentar as equagdes que serdo utilizadas diretamente na
constru¢do das matrizes de massa, rigidez e amortecimento. Posteriormente, serdo mostradas

as equacgdes ndo lineares na etapa de construcao das matrizes.

As equacdes linearizadas estdo disponiveis no Anexo E, onde estdo representadas as
equacdes das coordenadas X, Y, ¢, e (). As equagdes das demais coordenadas ¢ sao idénticas
as de ¢, ndo sendo necessdria a representacdo de cada uma delas. Dos desenvolvimentos
realizados no MAPLE, EQL,; EQL,, EQL; e EQL; referem-se as coordenadas X, Y, ¢, e {1,

respectivamente.

A partir das equagdes do Anexo E, sdo construidas as matrizes de massa, rigidez e
amortecimento do sistema, as quais utilizam apenas os termos lineares. Na equacdo de
movimento da () € observada a presenca de um termo denominado T poior O qual representa de
forma genérica a equacdo 2.2. No final da constru¢do do modelo do helicéptero com motor

nao ideal, T_notor S€Td substituido pela equacdo em sua forma original.

4.2.4. Disposicao do sistema de equacoes na forma matricial

A disposi¢do do sistema de equagOes na forma matricial € feita utilizando o médulo
LinearAlgebra do MAPLE. Com isso, ¢ montado o sistema de equagdes capaz de representar

o helicéptero acoplado ao motor ndo ideal.

As matrizes sao montadas de forma sequencial, seguindo da maior ordem do vetor de
coordenadas para a menor. Apds a construcdo das matrizes de massa, rigidez e
amortecimento, foi feita a substituicdo da equagdo do torque do motor na matriz de forgcas do

sistema. Dessa forma, o modelo do helicéptero com motor nado ideal foi finalizado.
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> with(LinearAlgebra) :
> EQ = [EQL[1],EQL[2], EQL[3], EQL[4], EQL[5], EQL[6], EQL[7]]:

> varM = [diff (x(1), ¢, 1),diff (y(1), ¢, 1), diff (phi[ 1](2), ¢, £), diff (phi[ 2] (1), £, 1),
diff (phi[3](¢), ¢, t), diff (phi[4](¢), ¢, t), diff (Omega(z), ¢, t) ] :
MR! = [[I'H_f—i—mbl +mb, +niby + mby, 0, -sin(Q(1)) bmb,. ~cos{ Q1)) bmb,,

sin{ €2} } banby cos( (1)) barby. - cos(£2(e)) wmby + cos(£L2e} ) amb,
— cos(Q(e}) barb, + cos( D)) barlsy — sin{Q()) @ mby + sin[{r}) amb,
= sin{<2(1) ) bmb; + sin(£2(1)) by |
[0 -+ by + by + wiby + mby, cos{QUeY) bmby, -sin(£2e}) baby,
~cos(€2(1) ) bt sin[L21}) bl cos(€2(r)) amb, — cos(£2()) amiby
+cos(£{e}) bb, — cos(e) )} barby — sin{Q(1] ) @ mb, + sin[ {e)) aneby,
= sin{ D¢} ) hmb, + sin(€¥r) ) balrh]. “hualr) = ex
[ -sin{£2(e)) ity cos(D(r) ) bmb,, & mb, + fzby.0,0,0,abarb, + b oiby |

£,0) 4.30

[-cos(€200)) tremby, =sin($2(e) ) bty 0, 6% mbsy + Izby, 0.0, b mby + & by

Kyw(r) 4-_1'[
i L-_aai(%mmj Kb, 6,(1)

| sin{£2{1)) bmby, ~cos(£2(r)) bmby. 00,65 mby + fzhy, 0.0 batby + % b,

[cos(£2(r}) by, sin{€2(4)) bimdy, 0,0.0,8% mb, -+ Izby abuwby + b mb, | =Ky ,01) = by [—;w:m]
l -cos(€2(1) ) benby + cos[£2(1) ) bimb, — sin(Qe) ) bab, + sin(€2(e) ) by,

cos{2(s)) bmb, = cos(2(1)) bmby = sin(Q{1)) by + sin{)) bir1h4.253irlhl F
by 2B mby + Ioby, 268 by + Feby 26 mb + Izby abmby + abmby +aboiby ey (; ¢4“]] — KDy &yl0)

Kby ¢__‘[J] =¢ b, [ %Osh'l ]

+abmby +2 B by + 26 miry, + 2 i mby + 24 mby + Izb) + Jzby + F2by + .F:b‘”. T_motor

> M, RI := GenerateMatrix(EQ, varM);

> varC = [diff (x(1), 1), diff ((1). 1), diff (phi[ 1](1), 1), diff (phi[2] (1), 1), diff (phi[3](1), 1),
diff (phi[4](2), £), diff (Omega(z), 1) ] :

> G, R2 = GenerateMatrix( -convert(R1, list), varC);

[ex0 0 0o o0 o o]]| “Kx(2)
0Oey 0 0 0 0 of K0
0 0ch 0 0 0 of| Kbo)
G, R2:= 0 0 0 C—bZ 0 0 0 L “szfl)z(t) 431
00 0 0 cby 0 0| -Kbo,r)
00 0 0 0 cbhO ~Kb, 0, (1)
00 0 0 0 0 0 | T motor

> varK = [x(¢), y(¢),phi[ 1](¢),phi[2](¢), phi[3](2), phi[4](¢), Omega(¢)] :
> K, F = GenerateMatrix( -convert(R2, list),varK);

> FF = subs[T motor =M 0~(1— diff (Omega(y), 1) j,F);
- - Zt-f nat



(kx 0 0 0 0 0 0 0
0Ky 0 0 0 0 0 "
0 0 Kby, 0 0 00 5
KF~=|0 0 0 Kb, 0 0 0f[
00 0 0 Kby 00 0
00 0 0 0 Kb O 4
00 0 0 0 0 0 T motor
0
0
0
0
FF:= 0
0
0.07787130987 (i Q(t‘)]
MO|1— dr
- | nat
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4.32

4.33

O desenvolvimento do modelo do helicéptero acionado por motor ndo ideal foi feito

até a finalizacao da constru¢@o das matrizes mostradas.



CAPITULO V

RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste Capitulo serdo mostrados os resultados obtidos por meio das modelagens ja
descritas, além de detalhamentos sobre as informacdes apresentadas. Serdo descritos os dados
extraidos por meio da modelagem do sistema simplificado, com velocidade angular constante,
no dominio do tempo. Formas de alterar a resposta do sistema, influéncia das frequéncias
naturais da estrutura, complexidade da modelagem do motor nio ideal e comparagcdo dos

dados obtidos com os de outras literaturas serdo alguns dos temas abordados.

5.1. Modelo desenvolvido em MATLAB

O modelo desenvolvido em MATLAB permitiu a realizacdo de testes para analise da
resposta do sistema no tempo. O principal objetivo, desta etapa, foi de comparar a resposta do
helicoptero com os resultados obtidos por SANCHES (2011). No entanto, o grande
diferencial foi realizar a integragdo numérica sem a utilizacdo da transformada de Coleman, a
qual tem como finalidade eliminar os termos periddicos. Estes termos, como ja foi
mencionado neste trabalho, foram separados por meio de uma manipulacdo das matrizes,

multiplicando todo o sistema pela inversa da matriz diagonal dos termos nao periédicos.

O fendmeno de ressonincia solo ocorre em aeronaves de asas rotativas com rotores
articulados, sendo presenciado, principalmente, em helicopteros com trés ou mais pas. Sendo
assim, o modelo com quatro pds, como foi utilizado, representa uma condicdo real na qual
ocorre o efeito para o qual foi desenvolvido o modelo de Coleman. Os resultados foram
obtidos para o0 mesmo sisttma modelado por SANCHES (2011), pois sdo comparadas, a

seguir, as respostas do modelo deste.

A primeira andlise do sistema foi feita com a finalidade de avaliar as diferengas entre
as respostas dos modelos HT1 e HT2, mantendo a velocidade angular constante. As

velocidades angulares nas quais os testes foram feitos sdo determinadas por SANCHES
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(2011) em seu trabalho. Estas sdo referentes as regides de instabilidade verificadas por meio

do diagrama de Campbell.

A Figura 5. 1 mostra a resposta no tempo, para o helicéptero HT2, acionado com uma

frequéncia de rotagao de 4,7 Hz.

Figura 5. 1 - Resultados do modelo HT2 com frequéncia de 4,7 Hz.

MODELO HT2 - RESPOSTA DO SISTEMA NO TEMPO @ =47[Hz ]
T !

AMPLITUDE[m ]

TEMPO[s]

MODELO HT2 - RESPOSTA DO SISTEMA NO TEMPO ©2 =47 [ Hz |
!

ra

DESLOCAMENTO
ANGULAR DAS PAS[]

(i)

25 3 35 4 45 5
TEMPO[s]

o
o
n
in
]

Fonte: Gerada pelo autor.

No modelo desenvolvido em MATLAB, Q se refere a velocidade angular e ndo ao

deslocamento angular, como foi definido no equacionamento do MAPLE.

A resposta do sistema HT2, com excitacdo constante na frequéncia de 4,7 Hz,
apresentou uma amplitude de oscilagdo na direcdo X superior ao deslocamento em Y. Este
fato se deve a maior proximidade entre a frequéncia de rotacdo das pds e a frequéncia natural
do sistema na direcdo X. Dessa forma, a energia é dissipada em maior propor¢ao na direcao

X, fazendo com que sejam baixos os efeitos na coordenada Y.

E possivel notar também, na Figura 5. 1, uma condicdo de instabilidade dindmica,
expressa pela ampliacdo exponencial da amplitude de vibracdo da aeronave. Este mesmo

efeito pode ser notado, também, no deslocamento angular das pas.
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Para que seja montada a resposta do sistema conforme Figura 5. 1, € preciso definir
uma ou mais condi¢des iniciais do sistema. No grafico do deslocamento angular das pas pode
ser visto que, no instante inicial, hd valores ndo nulos de posi¢do angular das pds, valores
estes que foram definidos de forma aleatdria, utilizando de baixos valores de deslocamento

angular, apenas para possibilitar a constru¢do da curva de resposta no tempo.

Para confrontar os dados da Figura 5. 1, foi obtida, também, a resposta do helicéptero
considerando uma excitacdo de 5,8 Hz, ou seja, uma frequéncia mais proxima da natural da
coordenada Y do HT2. Por conseguinte, a Figura 5. 2 apresentam as curvas de amplitude de
vibragdo (para as coordenadas X e Y) e deslocamento angular das pas para esta condi¢do de

operacdo.

Figura 5. 2 - Resultados do modelo HT2 com frequéncia de 5,8 Hz.

MODELO HT2 - RESPOSTA DO SISTEMA NO TEMPO ©2=5,8[Hz ]
| T

(=]
=
@

=)
o
=)

AMPLITUDE[ m

MODELQ HT2 - RESPOSTA DO SISTEMANO TEMPO 2 =5,8[Hz ]
T T

r

(=)

DESLOCAMENTO

ANGULAR DAS PAS []

s

&5
TEMPO[s]
Fonte: Gerada pelo autor.

Ao alterar a velocidade de rotacdo das pas para 5,8 Hz, a excitacdo do sistema se
aproxima da frequéncia natural da coordenada Y. Esta mudanca € notada pela inversdo do
aumento critico de amplitude, passando da coordenada X (enquanto a rotacao era de 4,7 Hz)
para a coordenada Y. Ocorre, neste caso, um crescimento mais rapido da amplitude de
vibragdo do sistema, visto que os parametros de rigidez e amortecimento foram calculados em

funcdo das frequéncias naturais do HT2 e, sendo estas diferentes nas direcdes X e Y, a
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aeronave responde de forma distinta nas regides proximas as frequéncias naturais de cada

grau de liberdade.

Ainda, houve alteragcdo, também, nas curvas de deslocamento angular, que em paralelo
com o deslocamento em Y, tiveram um crescimento em amplitude mais rapido do que no caso

mostrado na Figura 5.1.

A comparagdo dos resultados mostrados pode ser feita com os dados apresentados no
trabalho de SANCHES (2011), o qual fez as mesmas simulacdes que sido apresentadas nas
Figuras 5.1 e 5.2, ou seja, a aeronave HT2 acionada com frequéncia de rotacdo das pds
constante e igual a 4,7 Hz e 5,8 Hz. A Figura 5. 3 apresenta os resultados de SANCHES
(2011) para frequéncia de 4,7 Hz e a Figura 5. 4 para 5,8 Hz.

Figura 5. 3 - Resposta do helicoptero HT2 com frequéncia de 4,7 Hz: (a) deslocamento da
fuselagem, (b) deslocamento angular das pas.

Amplitude [m]

(a)t[s]

Amplitude [°]

Fonte: SANCHES, 2011.

Na Figura 5. 3, nota-se a semelhanga da resposta do sistema quando comparada a
apresentada na Figura 5. 1, mostrando que o modelo desenvolvido apresenta resultado
consistente com o fendmeno avaliado. Na Figura 5. 3 (b) a amplitude de deslocamento
angular das pés apresentou valores inferiores no trabalho de SANCHES (2011). No entanto
este resultado é dependente da condi¢do inicial de deslocamento das pds, a qual ndo €

conhecida e teve de ser aplicada aleatoriamente, conforme ji comentado anteriormente. A
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andlise da Figura 5. 3 (b) permite, também, notar a presenca de uma condi¢do inicial de

deslocamento das pds do rotor no instante em que t=0.

No trabalho de SANCHES (2011) as coordenadas ¢ sdao apresentadas como sendo “u”.

Onde uy, uy, us e uy se referente a ¢4, ¢p,, P e ¢,, respectivamente.

Figura 5. 4 - Resposta do helicoptero HT2 com frequéncia de 5,8 Hz: (a) deslocamento da
fuselagem, (b) deslocamento angular das pas.
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Fonte: SANCHES, 2011.

Assim como na Figura 5. 3, na Figura 5. 4 (b), a comparagdo dos resultados obtidos
com os apresentados por SANCHES (2011) mostra uma divergéncia entre os valores de
amplitude de deslocamento das pés. Este resultado € justificado pelo ndo conhecimento das

condig¢des iniciais aplicadas ao modelo de SANCHES (2011).

Em relacdo ao deslocamento da fuselagem, sdo notadas grandes semelhancas entre os
resultados, comprovando a evolugdo da amplitude de vibracdo em cardter exponencial,
caracterizando a condicdo de instabilidade dinamica. Além disso, comparando as Figuras 5.3

e 5.4, é verificada a mudanca de coordenada mais critica, no que se refere a estabilidade do
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sistema, havendo um crescimento exponencial nas coordenadas X e Y, assim como nas

coordenadas ¢, no trabalho de SANCHES (2011), coordenadas u.

Outra andlise importante € a comparacdo entre as respostas dos modelos HT1 e HT2.
No trabalho de SANCHES (2011) € feita uma analise de estabilidade de ambos os modelos de
helicoptero, sendo apresentado que no HT2, que possui duas frequéncias naturais distintas, ha
duas regides de instabilidade. Exatamente por este motivo, a resposta do sistema foi analisada

aplicando excitacao constante em duas frequéncias.

O helicoptero HT1, por sua vez, apresenta apenas uma regido de instabilidade,
ocorrendo esta proxima da frequéncia natural, ou seja, 6. No entanto, em ambos 0s casos a
regido de instabilidade relacionada a frequéncia natural de X ocorrem, praticamente, na
mesma regido, fazendo com que a excitacdo dos sistemas na frequéncia de 4,7 Hz seja

caracterizada por um aumento exponencial da amplitude de vibracdo do sistema.

Na Figura 5. 5 € mostrada a resposta do modelo HT1 com frequéncia de rotacdo das

pas igual a 4,7 Hz.

Figura 5. 5 - Resultados do modelo HT2 com frequéncia de 4,7 Hz.

MODELO HT1 - RESPOSTA DO SISTEMA NO TEMPO Q2 =4,7 [ Hz ]
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Fonte: Gerada pelo autor.
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O comportamento de HT1 na frequéncia de 4,7 Hz ¢ bem diferente de HT2, sendo

notdvel o fato de as amplitudes de vibracdo das coordenadas X e Y ndo destoarem muito entre



57

si. Este fato se deve a uma importante questdo, a igualdade entre as frequéncias naturais das
coordenadas X e Y, fazendo com que a energia dissipada na forma de vibragdes mecanicas

excite o sistema em ambas as direcoes.

Na Figura 5. 5, € visto que em HT1, com frequéncia de 4,7 Hz, a aeronave se encontra
na zona de instabilidade, comprovada pelo aumento exponencial da amplitude de vibracdo nas
direcdes X e Y. O deslocamento angular, por sua vez, ndo sofre grandes variagdes no formato
de sua resposta no tempo. No entanto, a amplitude de deslocamento angular das pas sofre um

aumento consideravel.

5.2. Modelagem do Helicoptero com motor nao ideal

O modelo do helicéptero com motor nio ideal foi construido visando obter o
equacionamento necessirio para representar a aeronave € seu sistema de acionamento, de
forma integrada, garantindo a interagcdo entre si. Para alcancar tal objetivo, foi necessdria uma
mudanca, a inclusdo da dependéncia temporal da rotacdo das pds e, consequentemente, dos

deslocamentos angulares destas em torno do seu acoplamento ao rotor.

A etapa de desenvolvimento das equacOes de movimento para as seis coordenadas
utilizadas no modelo com velocidade constante foi mantida, uma vez que as equagdes de
Lagrange permanecem as mesmas e a aplicacdo destas é feita da mesma forma, apenas
mudando o resultado, como os termos multiplicados por cos(Q(t)) e sen(ﬂ(t)), por

exemplo, como j4 foi mostrado no item 4.1.4 deste trabalho.

Dessa forma, a modelagem do motor foi onde as principais diferencas ocorreram, em
relacdo ao modelo com frequéncia de rotacao constante. Com as equagdes do motor definidas,
a equacdo do torque desenvolvido pelo motor fica em funcdo de parametros da aeronave,

nesse caso HT1 e HT2.

Para finalizar por completo o equacionamento do helicéptero com motor ndo ideal, é
preciso definir a equacdo do torque. Este processo depende da frequéncia natural da estrutura,
onde no caso de sistemas em que haja mais de uma natural, como em HT2, uma delas deve

ser escolhida para preencher a equagao.
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A Tabela 5. 1 mostra as equacdes do torque do motor em funcdo do modelo de

aeronave escolhido e da frequéncia natural utilizada para o célculo.

Tabela 5. 1 - Equacoes do torque do motor em funcao da frequéncia natural do modelo.

. M ()
Modelo Frequéncia Natural
[N.m]
) = P
HT1 6.1 M (¢) = 2528,4593. (1 s 51)
: ®
6. _ 8
HT2 n M (@) = 2528,4593 (1 — 51)
: ®
HT2 3. _ (1%
n M (@) = 2528,4593 (1 e 8)

Fonte: Gerada pelo autor.

As equagdes mostradas na Tabela 5. 1 limitam o sistema no que se refere a rotagdo do
eixo do motor. Esta limitacdo se deve ao fato de que, para que o modelo respeite a equacdo
2.2, este ndo pode ultrapassar a velocidade na qual a frequéncia de rotacdo das pds se iguala a
frequéncia natural da estrutura. Desse modo, para os modelos HT1 e HT2 (considerando a
frequéncia de 6m rad/s) o motor do helicéptero fica limitado as rotacdes de 2311,51 e 3082,01

RPM, respectivamente.

Por este motivo, foi determinado que o torque maximo fornecido pelo motor ocorresse
com rotacdo nula do eixo do motor. Esta é uma simplificacdo ndo muito aderente ao
funcionamento real do motor da aeronave, no entanto, a equagdo 2.2 é uma forma
simplificada de apresentar o funcionamento da fonte de energia ndo ideal, apresentando

limitagdes.

O aumento de complexidade gerado fez com que o processo de linearizacdo e,
também, de separagdo entre termos lineares e ndo lineares tivessem de ser revistos, a fim de
evitar a perda de informacdo. Com isso, o helicoptero com motor ndo ideal foi construido
matematicamente, unido matrizes de massa, rigidez, amortecimento, vetores de coordenadas,

matriz de for¢a e matriz de termos nio lineares, como € mostrado na equacao 5.1.
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A seguir s@o apresentadas as matrizes M, K, C, F e FNL, mostradas na equagao 5.1,

sendo os dados baseados no modelo HT2 e considerando na equacdo do torque do motor a

frequéncia natural de 8 rad/s.

Matriz de massa

Hn!j- tmb + mby + mby + mb 0. sin{il{:”hmhl. ::us{ﬂ{r]}hmhl.
sin(€2(t) ) bmb,, cos(Q(r) ) bmb,, ~cos(Q(r)) amb, + cos(Q(r)) amb,
— cos| £2(4)) hmh? + cos( £2(¢)) hmb, — ﬁinfﬂ[.’}] amb, + :-iin{ﬂ[r]] a urb.,.
— sin(€2(¢) ) bmb, + sin{€2(¢) ) .‘Hmf?_q].
[L’L mf + mb, + mb, + mb, + mb, cos( (1)) bmb,, ~sin( £2(r)) b mb,,
~cos{ Q) hmb., sin{ £3(1) ) bmb,. cos(£2(1] ) amb, — cos( £2(1) ) amb.
+ cos( Q(1)) bmb, — cos(L 1)) b mb, — sin( () a mb, + sin(€2(¢) } amb,
sin( £2(¢)) bmb, sin(£2(¢)) h.ranl,
’ —sin{ﬂ{{]] b u:.ﬁl.cos{ H[{” h:rrhk_hz mh] -+ f:f:-l.lll 0, {}_uf:-mhl + i mhl ]
’ -cos( Q1)) bmb,. ~sin(Q(r)) bmb,. 0, b mb,, + Izb, 0.0.abmb, + b nrbl],
|!-1|'n{ Qi) hmb, ~cos( (7)) hmb, 0,0, i mb, + Izby, 0.abmb, + I b,
[ms{ Q(r)) bmb,.sin( (¢} ) bmb,.0,0.0, b miby + lzby abmb, + b nr!f4J.
’ -cos{ £2{1] ) bmb, + cos{£2(1)) bmhb, — sl £2(¢) ) bmb, + sinf £2(¢] ) hnu’:;,
cos{ Q(r)) bmb, — cos(Q(1)) bmby —sin(Q(z) ) bmb, +sin(Q(r) ) hmb,, 2 mh,
+1zb,.2 b mb, + Izh,.2 e mby + Izh, 2 B mb, + Izh, abmb +abmb, +abmb,
babmby + 25 mb, + 287 mby + 24" mby + 26" mb, + Izby + Izby + Izby + Izb, |,




e Matriz de amortecimento

x0 0 0 0 0 0]
0Ocy 0 0 O 0 O
0 0 c_b1 0 0 0 0
00 0 cb 0 0 0
00 0 0 cb 0 0
0 0 O 0 0 ¢b, 0
i 00 O 0 0 0 O_
e Matriz de rigidez
[kKx 0 0 0 0 0 0]
0Ky 0 0 O 0 O
0 0 Kby 0 0 0 O
0 0 O sz 0 0 0
0O 0 0 O Kb3 0 0
0o 0 0 0 O Kb4 0
_0 0 0 0 0 O 0_
e Matriz de forca
0
0
0
0
0
0
2528.4593 — 49.22360942 [% Q(l)]




e Matriz de termos nao lineares

(ms a(n) 02(1 bmby — cos(Qf ])04(1‘) bmby
+ sin(Q(8)) 0y (£) bmby — sin(Q(1)) 6y(1) Bmby
— cos(Q(£)) amby + cos( Q1)) amb; — cos(Qt)) bmd;
+ cos(Q(1) bmby + sin( (1)) amb, — sin( (1)) amb,
. . d 2
+ sin(Q(#)) bmby — sin(Q(1)) bmbA) (EQ_(I]]
({2 sin( Q1)) 6, (1) bmby
— 2cos(Q(1)) bmbl) [E Ql(r]]
+ (20:5[!!(1]) 02(1] bmb,
+ 2sin(Q(r)) bmbz) (% :)z(r)] -+ (
~2sin(Q(#)) o;(£) bmb; + 2cos( Q1)) bmbz) (% oz(t)J
+ (dcm(gm) 0,(t) bmd,
— 2sin(Q(1)) bmb4) [% 0,(8) ]] [ % Q(r)] + (
~cos(Q(1)) ¢, (1) bmby + cos(Q(1)) 6,(#) bmb,
+ sin(©(1)) oy(¢) bmby — sin( (1)) 6,(1) bmb4)
& &
(Fﬂm] — mb, b{ Z cl(IJJwS(ﬂ(fl) o ()
2
+mbyb [ le 01(’]] sin(Q(2)) 0,(2)
2
+ mby b [ f? 05(1) ] cos(Q(n)) 8,(1)
2
- mbﬁ[f? om] sin(2(1)) 6,0
2
4(0))
]z

+ (sin(@ln) oy (1) bmby — cos( Q1)) mby) [%
+ (cos(10)) 0y(1) baub, + sin(€(1)) k) [%

+ (fsin(Q(I]] 03(8) bmd,

+ cos( () omby) (4 o;(rl] (

~cos{20)) 0,01 by —sin(00) ) (0,0

—cos(@11)) 6 (£) bty + sin{(1)) 8y(1) by

+eos( (1)) 65(4) Bk, — sin(Q(1)) 0,(1) bmby

— cos( Q1)) amby + cos{ Q1)) amb, — cos( 1)) Bmb,

+ cos(Q(£)) Bmby — sin(Q(2)) amby + sin(Q(1)) amby

— sin(0(1)) bmby + sin{ 1)) bmbs) [g me v [(

~2cos(Qf1)) 0,(8) by —2 sin(Q(1)) bmbl) [% ¢1(r]]

Como pdde ser visto a equagcdo dos termos ndo lineares é

+ (2sin(g(r)) 0,(1) bmb,
—2cos(Q(1)) bmbz) (% %(r)]
(st(ﬂ(t]) 0,(t) bmb,
+25in(0(0)) binks) (—ajm) +
-25in(Q(1)) 0,(t) Bmb, + 2 cos( Q1)) bmb, )
(5 a0)) (Fo0)+ (-conlot) o0 by
+ cos(Q(1)) 1) 0, (e) bmby — sin( Q1)) oy(1) bmby
+sin(Q10)) 0,(1) bmby) [%gm]
% o,(n] sin(Q{1)) 6, (1)
=z %(r)]ws(ﬂm) 9,(1)
f‘? qzm] sin( 1)) 05(¢)
Fel oi(rl]ms(ﬂm) 0,8 +

: d 2
+ (sin(ﬂ(t]] 0,(2) Bmby — cos((1)) bmbl) [ T ol(rj]

2
+ (cos(94)) (1) bmb;Jrsm[Q(x‘])bmbj)[%%(Ij]

+ (-sin( Q1)) 0y(r) Brady

+ cos(Q(r)) bmby) (% ¢4(x‘)]1,
RETORT
—mbyva( ) (£ o) a0
+mb, bj'[? 1‘)] i’

—mb, b[gx ]ms(ﬂm) (1)
—mblb[‘%y( J] sin(2(1)) ()
+mby B [ % olm] oyl + (sin(©(1) 6,(1) Bty
~ cas(1]) Bmby) (ial(r)] [ix(r)] +(
-cos(Q11)) 0, ()
(&) (ot0) mbybal g ox

— mb, ba[i Q(r)) [% oz(r)] 0,(1)

1) bmb, — sin( (1)) bmb, )

r)] )

+mb2bl[ﬁ I)]t)z(t)z
+ mbzb[% (t) ] sin(€(1)) 0,(1)
¥ mb;b[g ]ms(ﬂm) o,(1)
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+mby [ % oz(r)J 0yl + (cos( 1)) 0,(1) bmdy
+ sin((0)) bmey) (& 00 (Lx00)

+ (sin(Q(1) 0,1) bmby

= cos(ln)) bmty) (& 0,10) (4ot

b, ba[% g(z)]z o5(1)

—mbyba

i)

o) (4 60)a0
J] oy

X(f]] cos(!’!(!]) 01(1]

+mbb1

EL\%

+mbsb[

%R %

+ mby b[ y(r]} sin(Q(1)) 0,(1)

+mbsbl

o

ojm] o5t + (~sin( (1)) 6,(1) by
+ cos(ln)) bmby) (& 0510 (510

+ (cus(ﬂm) 04(t) bmb,

+sin(Q(1)) bmby) [% oim] {%y(!]],
mb“ba[% Qmjzo,,m

~mbyba( 5 00 ) (g (0] o0

+mby i

7mb4b[

+mb4b[

£ m] o (0

“‘)%%

i)

X1 l] sin(Q(1)) 0, (1)
]cos(ﬂ(!]) 0,(1)

8% 8

+mb4bl

EL\%

m} o0’ + (~cos(0(0) 0,00) bmb,
b4) [%oﬁr)] {%x(!]] + (

-sin(Q(1)) 04(1) bmby + cos(Q(1)) bmb4)

(&) (50

q 2
+6,(1) abmby + 0,(1) abmbl) {E Q(r]] + (

— sin(Q(s)) bm

b-

], (O;UJ abmby + 0,(t) abmb,

~cos(Q1)) 6, (1) Bmby + cos( (1)) 6,(1) bmbs
+ sin(©(1)) o,(1) bmby — sin( (1)) 6,{1) bmb)
[%me + (-cos( 1)) oy1) bmby

+ cos(Q(1)) 6,(1) bmb, — sin( Q1)) 6, (1) bmby

+ sin((r)) o,(1) bmby) [%J’(‘JH

7z

extensa €, com O

equacionamento desenvolvido, ha a possibilidade de inclui-la em um modelo para integracao

numérica. No entanto, o custo computacional exigido serd muito superior que O necessario

para simulacdo do helicoptero somente com as matrizes dos termos lineares, como foi

realizado com o modelo da aeronave com velocidade constante de rotagao do rotor hub.



CAPITULO VI

CONCLUSOES

Neste trabalho foram desenvolvidas duas modelagens de helicpteros, ambas
utilizando o modelo de ressondncia solo de Coleman, ou seja, desprezando os efeitos
aerodinamicos, as quais foram objeto de estudo e permitiram obter as conclusdes apresentadas

neste capitulo.

Por meio da primeira modelagem desenvolvida, foi possivel analisar os efeitos
dindmicos de um helicptero em condi¢io de ressonancia solo, onde a aeronave foi acionada
com velocidade constante. Neste caso, foi verificada a resposta da aeronave a excitacdo
aplicada nas regides de instabilidade, mostrando um comportamento tipico de crescimento
exponencial das amplitudes de vibragdo. Além disso, o estudo realizado permitiu
compreender que em sistemas com vdarios graus de liberdade e frequéncias naturais distintas
entre si, a excitacdo com frequéncia préxima a uma das naturais ird gerar vibracdes

preferencialmente neste grau de liberdade, sendo menos intensa a energia dissipada, na forma

de vibracdo, nos demais.

Em um segundo momento, foi aplicada uma consideracdo extra, a dependéncia
temporal da velocidade angular de acionamento do rotor do helicoptero. Com isso, a
complexidade do sistema aumentou, tornando as equacdes de movimento altamente nao
lineares. Desse modo, o procedimento de linearizagdo das equacdes teve de ser revisto, sendo

sua complexidade maior, em relacdo ao modelo com velocidade angular constante.

Para o helicéptero acionado por velocidade varidvel, as matrizes de massa, rigidez e
amortecimento dao a impressdo de um sistema mais simples, como pode ser visto no item 5.2
(ou no Anexo F), no entanto, a complexidade do equacionamento deste € evidente quando sao
observados os termos ndo lineares, separados dos demais para permitir a constru¢do das

matrizes do modelo.

O aumento de complexidade observado se deve a inclusdo da coordenada referente a

posicdo angular do motor, definida no MAPLE como (). Ao adicionar este grau de liberdade
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ao sistema, ocorre uma alteracdo critica nas equagdes, principalmente, como resultado da
multiplicacdo de derivadas de duas varidveis, por exemplo, caracterizando os termos nao
lineares. Estes termos nao podem ser separados e consequentemente impendem a disposicao

do sistema de equacdes na forma matricial cldssica da equacdo de movimento.

Portanto, foram desenvolvidas duas modelagens das quais foi possivel extrair um
grande nimero de informacdes e resultados, mostrando que a representacdo matemdtica de
uma aeronave de asas rotativas é feita por meio de um sistema dindmico nio linear, ocorrendo
um aumento de complexidade grande quando acoplado um motor ndo ideal. Ainda, a nao
idealidade da fonte de energia exige a adi¢cdo de um grau de liberdade, contendo a resposta
dindmica do motor e equacdes capazes de descrever a interacdo motor-fuselagem. Nesta
etapa, o ideal é sempre representar a dindmica da aeronave por meio de equagdes que
propiciem resultados tdo proximos do real quanto possivel, efetuando simplificacdes somente
quando outros meios de abordagem do problema forem avaliados e se mostrarem ineficientes

na solu¢do do problema proposto.
Como propostas para trabalhos futuros ficam as seguintes sugestoes:

e Estudar equacgdes alternativas para o torque do motor e que permitam modelar o
comportamento deste de forma mais condizente com sua resposta dinamica real;

e Aplicar a integracdo numérica ao modelo construido, verificando a resposta do sistema
ao acoplamento do motor;

e Modelar o sistema controlando aceleracdo e desaceleragdo do motor, a fim de verificar

a ocorréncia do fendmeno do salto (Jump phenomenon).
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ANEXOS

ANEXO A: Equagdes de movimento do helicéptero com velocidade constante obtidas
utilizando a equacdo de Lagrange.

e Coordenada X

Eq, = mj‘[ :; x(l)] + mb, [-a[ ::2 wl(I)J sin(\vl(!)) —a (%wl(l))-cos(wl(t))

d* : d
p ¢,m] sin(w, (1) +9,(1)) — b (E v, (1)

-b(i,wl(l) -
dr

+ ¢|(l))~cos(wl(l) +°|(’)) - ﬁx(:)] + mb, [ —a( d: %(:)] sin(\llz('))

gl
2

>

\uz(t)]~cos(w2(l)) —b (% v, (1) + % °z(’)] sin(wz(r) - 02(1))

|
2

|
o
FII | ——

"] \

v,(0) + %%(:))'cos(wz(:) +0,(1)) + :;2 x(1) +mb3(

| &=

o &

{ 2

. d .
-a[ P \V3(')]S'“(\I’3(f)) "’(]T"’s(')) c"s(“’s(')) -b &2 v, (1)

(=9

2 \2
= o,(:)]sin(w,m +0,(1)) = 5 wy(0) + - 0,(0) | cos(wy(0) + (1)

A

> 2 2
+ %x(l)] + mb, [ -a (j‘;,- wn] sin(y,(1)) —a (-g; \v4(r)) cos(w, (1))

& & . d
—h( g v, () + ?%(l)] sin(w, (1) +¢,(1)) —b (E W, (1)

v )

+ % 04(1))-005(‘4’4(!) + ¢4(l)) + -f’;—x(l)] + Kxx(t) + (‘.\'(-g;-.t(l))
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e C(CoordenadaY

4 o d -
Eqy, = mf {uz}-[r] +mb, | a Fw]{r} EDE(““IU}}_“(E%“}J EII'I(".I.I'I{I])

d;_ d.’. d
5[ S0+ 0,0 o) + 00) =5 (G w0

+- 0 0  sinf (0 +000) + S50
d!tpl[r]sm(w[r ¢1:) dr:_l-f

+ mb, [a [% wz{:]] cos(urzlr])

2 2
(1) + <5 ¢1m] cos( W (1) + 05(1))

=7 [% wzm]' sin(, (1)) +h[ :3

2 ri

—b [%u@m + %%MJ sin(y, (1) +¢,(1)) + i{."m]

+ mby [u[ﬁwﬂ:]] cos( (1)) —a(% wh,_{l}]“sin('qulf]] +b [d? v, (1)

o0 cos( tr}+¢{r})—h[iw (1) +<¢ w]:sin(w (1) +06,(1))
2 3 3 3 a 3 3

d

+ ¢ 1-*[:}] + mb [a[ & Y {r}] r:us(u.r ff}) —a[-i-w {:]]Isin(lp‘ I:r]]
d.,:~ 4 cl;l 4 4 dr T4 4

o’ o’ d
-H':[ o v, (1) + ?qudfr]]ms(m#m +¢-4[r]] —b [Eq;_‘m

+ 00,0 sin(wy(0) +0,(0)) + -d‘if_',-.n-m +Kyyl) + v (550




Coordenada ¢4

Eqphi_total = -mb, [ - [ % E.!H]] sin(€Hr)) —a [% ﬂ[r]]‘ cos( £2(r) )

2 Tl
—bh [:iF Qi+ d—q: [r}] '-'.!n(ﬂ[r,'l + 0 {H:] —h [%ﬂ[!] Fa mlirh] f-"l'l'-*l:ﬂ[”

2
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]h sin{€(1) + (1)) — mb, [—a [ < an) ) sin( (1))

~ (St + 0,1 )sin(a() +6,(0) +x(n) ] 6 -

it ‘;i_a % [”] cos(K2(¢) +9,(4)) +mby [” [d_z fl[f?] cos( (1))

, , 2
—u[%ﬂ[r:] sin{ﬂ!r]}+ﬁ[i—ﬂ{”+ ¢J{r1]cm{ﬂf”+¢nf”}

2

—h[% apn + < ¢ [r}] sin(€2(1) + ¢, (1)) +:—;_L'Ef3]hcw(fll{f] +,(0))

b, [;.-[% nm]ms(ﬂ[:}j o[ 500 4 %d}i[ﬂ]cus(ﬂ[ﬂl vy (1))

+ —g;_vtrh] h [%nm + —g;itrllﬂ] sin{ﬂ[rl +¢|[f}) + kb [ > H]] + mb [

—u(-%ﬂ{.r})ﬂn[ﬁ[.r}}l - b[-‘;—i—nm]sin{n{r] +0,(1) + Ft" r[fl}
b { % ﬂm] cos( €2{t) +¢,(r) ) + mh, [a [ % ﬂlr}] cos(€2(1) )
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ANEXO B: Equagoes de movimento do helicoptero, com velocidade constante, obtidas por
meio de linearizacao.

e Linearizacio - coordenada x

> EQL[1] := collect( simplify(subs(& =0, €2 =0, epsilon = 1, subl) ), diff);

EQL, [m}"l mb, + mby + mb, urhd_} [ 11'!]] t mb, oy cos( £2¢) ‘ile:-f]
+ mb, bO’ sin(€2¢) O, (1) — mby bQ sin( €2 ¢) . (t) — mh_‘bﬂ: cos(£2¢) &,(1)

2mb, bQ ( %q:l fI]] cos{Q¢) 4 2mb, hQ) (i

3 q]af!}) cos( 1)

+ 2mb, b} (%‘%‘”J sin(£2¢) — znmdbﬂ[%%(:]} sin{€2¢) + Hiflzgﬂz sin(£21)

mb, a2 sin(Q21) + mb, bEL sin(€21) — mb, HEE sin(Q1) — mb, a € cos( 1)

+ mby a €Y cos(Q 1) — mb, b2 cos(2¢) +mb, b2 cos(€21)

— me] b [ ::{2 ] sin{£1¢) — mf: ] [F]l] cos| ﬂf}

% |=;, E:,[% +

+ mby b [ d sin{€2¢) + mb, b [
dr

]cm Q1) +Kexlt) + ¢ r[ i T{I’]]

e Linearizacio - coordenada y

> EQL[2] := collect( simplify(subs(e =0, €2 =0, epsilon = 1, subl) ), diff);

EQL, = (mf tmb, + mb, + mb, 4 mh_*] L u: !
2 * ' dr

J mb, b2’ sin(€21) ¢,(1)
+ mb, b2 sin(§21) 0, (1) — mb, b cos(§26) ¢, (1) + mby bY cos(Q1) 6, (1)
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— mby b sin( Q) + sin( Q) bmby & — 2mb, bQ [% ¢3m} cos(€21)

—mbya o’ cos(£2¢) + mb, a o cos(£2¢) — mb, b cos(£2r) + mb, b o cos(£2¢)

=

+ mb, b [% Qlf!j] cos( L) — by b [—.. %[f}} sin{ Q1)

s ¥

P ;uh.j b t &

&l &

ojt:;J cos(€21) + mb, b [ : mq[.r}] sin{ € r) + Kva(t) +{fr[% ,i'[.r}l]

R



e Linearizacao - coordenada ¢,

> EQL[3] := expand(simplify(subs( e =0, e =0, epsilon =1, subl) ), subl);

2 2
EQL, :=mb, ban q)l(:) —mb, b (%x{t)} sin( Q1) + mb, b( ;2 y(t)] cos(Q1)
t
2 2
+mb, b [%W”J + Izb, (%q)](z)] + Kb, 0, (1) +c_b, [%q;l(z)}



ANEXO C: equagdes de movimento obtidas apds a substitui¢ao da varidvel ¥ por Q(t).

Eqx_total, = -mb, b (% Q(t )j cos(Q(¢)) cos(cb](t))

d 2
+ mb b( " ) sin( sm t)) fmblb(aq)](t)J cos(Q(t))cos((bl(t))
2 2
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2 2
::3 sz(;;]sm(nm) —:r[%ﬂ[r)] cos(£2(1) )

Eqphi_total, := -mb, [ —a[

— [ o+ g (1) ] sin(en) + . () —b’ig{rniam]zms Q)
P 2N ( (1)) ldt a ¥ (

+¢1“]) - :F;_r[:}]bsin(n{:] +o,(1)) —mb, [—a [% n(:}] sin( Q1))

d d - d d
—b(EQ(#] + Tj?“’l“}] sin{€2(1) + 0, (1)) + E—.\'(:}]b[—iﬂm

2
+ %‘1’1"]} cos(() + 0, (1)) + mb, [a [%Qw]cas{gm}

d B & &
_H(Enm] sin(Q(1)) +b[§ﬂ{r} + ?lbltf)]cos(ﬂ{!} +0,(1))

—b[inm +%¢,{r1]_5in(9m o)+ :

7 ?}'ffj]bms(ﬂ(r) +9,(1))

— mb, [a [%Q[r}]cos{ﬂ{:]) +b[—i—{l{r} + —g—{d:l[r]]ccs(ﬂ{r‘] +0,(0)
5 %_v(!}} b [% Q) + %@I(:)J sin(€01) +6,(1)) + kb, [%ﬁ}l(r}] +mb, [
d

—x{:‘]]

_a(%ﬂlﬂj sin(Q(1)) — b [%!2(:}]:&11(9(!] +o,00)+ 5

b (% Q{J}J cos(ﬂ{r] +¢]{r]) +mb, [a [%Q(r]]co&{ﬂ{:}}
+ b (% Q1) ] cos(il{.r) +¢]{!J] + %_v{:}] b [% Il[:]] sin(!!{r] +¢|[r})

+ Kb, 0,(1) +c_b, (—d?'ll—sp](:]]
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ANEXO D: equagido de equilibrio de torque do sistema acionado por velocidade com
dependéncia temporal.

2
EQ mni:=-T motor + cos(Q(¢)) [ d Q(t)j sin(Q(t) +(I)4(t)>abmb4

dr

2
_ [% (;)j sin(€(1)) cos( Q1) + 0,(1)) abmb, + cos(Q1)
2 2
+0,(0) [% (z)] bmb, + sin(Qr) +,(1)) [%y( )J bmb, + cos( (1)
& . &
+¢1(t)) [?y(t)mebl —sm(Q(t) ( )) (Ex(t)]bmbl
& &
_ [?y(t)] sm( (1) +0,(t ))bmb — (gy(t)} cos(Q(t) +¢3(t))bmb3
2 2
_ [%x(t)] cos(Q(t) +¢2(t))bmb + [ jtz (t)] sm( () + 0, ))bmb
d 2 d 2
+ [E Q(t)] cos(Q(1)) sin(Q(t) + d)l(t)> abmb, + [E Q(t)j cos(Q(1)) sin(Q(t]

+¢2(t)) abmb, + (i

2
P Q(t)) cos(Q(¢)) sin(Q(t) + ¢3(z)) abmb,

d

d 2 2
_ [— Q(t)] sin(Q(¢)) cos(Q(t) + d)l(t)> abmb, — [E Q(t)j sin(Q(¢)) cos(Q(t]

ar
2
+0,(1)) abmb, - (% Q(t)) sin(€(1)) cos( Q1) + 0,(1)) abmb,

2 2 2 2
+ Iz, (d—2¢3(r)] + I2b, [d—2¢4(1)] + Iz, [d—2¢1(t)J+[§Q(t)]Izbl

2 2 2 2
+ [ (‘;2 Q(r )]Izb + [ jﬂ Q(r )]Izb + [ (?12 Q(t)]]zb +zzb2[%¢2(z))

d2

+ [ ;1; Q1 )] cos(Q(¢)) cos(Q(t) +¢4(t))abmb + [ e

Q(1) J sin(Q(¢)) sin(Q(t}

d2

+¢4(t)) abmb, + [ 7 Q(t)] cos(Q(1)) cos(Q(t) —l—(])l(t)) abmb,

2
+ [ d Q(t )] cos(Q(1)) cos(Q(t) +¢2(Z)) abmb,

a2
& & . . ,
+ [ 7 Q(t )] cos(Q()) cos(Q(t) +¢3(t)) abmby + ( p Q(t)] sin(Q(¢)) s1n(Q(t,

2
+0,(1)) abmb, + [ i Q(z)] sin(Q(1)) sin(Q(1) +6,(1)) abmb,
d2
a7

+ ¢, (1
[%q)l(t)] + 2 mb, b [%%(r)]

2 a2 d 2 d2 2
+2mb3b ¥¢3(Z) +2 ?QU) b mb4+2 ¢4() b mb4

5(0)) abmb, +2( Q(t)]bzmbz

d2
+ [— Q(t)] sin(Q(¢)) Sin(Q(l‘)
+2 [d_zg(t)]bzmb +2mb b
dr ’ 1
2

—i-Z[—Q(t)Jbzmbl
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ANEXO E: equagdes de movimento linearizadas do helicéptero acionado com velocidade

variavel no tempo.
> EQL[1] = collect(simplify(subs(e* =0, =0,e2 =0, epsilon = 1, subl) ), diff);

EQL, = ( -cos(Q(1)) amb, + cos(Q(1)) amb, — cos(Q(1)) bmb, + cos(Q(1)) bmb,
—sin(Q(r) ) amb, + sin(Q(1)) amby — sin(Q()) bmb, + sin(Q(1)) bmby)

2
{d—,, Q1) | + (mf+ mby +mb, +mby +mb,) [% x(t)J

dr
& &
—mb b (?q)](:)] sin(Q()) — mb, b [? ¢2(t)] cos( (1))
2 2
erb}b(%%(t)] sin(Q(¢)) +mby b [% ¢4(I)] cos(Q(1)) +cr( c(iif l(t})
+ Kxx(t)

> EQL[2] = collect(simplify(subs(e* =0, & =0, e = 0,epsilon = 1, subl) ), diff);

EQL, = (COS(Q(IJ) amb, — cos( (1)) amb, + cos(Q(1)) bmb, — cos(Q(1)) bmb,

— sin(Q(¢)) amb, + sin(Q(¢) ) amb, — sin(Q(t) ) bmb, + sin(Q(1)) bmb,)
2 2
d—ZQ(t ] + (mf+mb + mb, + mby + mb ) [ d2 y(t))
dr dr
& &
+mb, b {¥ 9, (:)] cos(Q(1)) — mb, b (¥ ¢2(:)J sin(Q(1))
2 2
—mby b (% q)3(t)] cos(Q(¢)) + mb, b (fl? (1)4(1)] sin(Q(1)) + ¢y (%y(t])
+ Kyy(1)

> EQL[3] = collect( expand(simplify(subs(e* =0, & = 0,2 =0, epsilon = 1, subl) ), subl ),
diff);

3 2
EQL, = (al:-mb1 4 3 mbl) (% Q(t)} —mb, b [ j;z x(f}} sin(Q(¢))

>

+mb] b (%

y(t)] cos(Q1)) + (b” mb, + Izb,) ( c‘; ¢](z)] + Kb, ¢, (1)

+cb, (%@(r)}
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> EQL[7] = expand(simplify(subs( €* =0, =0, =0, epsilon =1, subl) ), subl);

) A

EQL, :=Izb, [iﬂ(;}} + Izb, [jﬁ__¢‘{rj] —~mh3h[ i;

' 2

d ; d
+ mh, b -—,—_-r{r}]:un Q)] + mb hu[—-
1b [ L a1 sin a2

me cos( Q1))

ﬂ{f]] +2mb rr[ & i}llﬁ.ﬂl]
dl'_

2
= T _motor + mb h[ L{F]] ::nq{ﬂ{f - m!11 b [-:j?x{ ] sm{ :}]
d d )
+ mh ba[ ]+J'zb-.[ II.,,{I ]-l-fzb}[};d;i} ] [Tir? {{}]h‘mb:

Q
+ 2 mb, b [Ed,?"’{”] - ;[ﬁ‘?xm]um{ﬂ (1)) — mbyb [1‘%1“]].:05{51[;}]

& : df ¢
+mb, ba| == L_ain | b, + | = by + | <5 Q1) | ket
e ) s )

—+ [ ; ﬂ.[f}] :f:4 +32 [iz—_ﬂ{rj] hzmh[ +2 [ﬁ ¢:4[£}] hzmi:-4

& ; & &£ ol
+2| —=qin |+ mby +mb,ba | — +mby b | = ylr) | sin( (1))
dir dr dr

¢ 2 & d’ 2
+ mb, b [F.T[F}] cos(€2(r) ) + 2mb, b (?{h{r]] +2 [? ﬂ{r}] B mb.



ANEXO F: Matriz dos termos nao lineares.

(CBS

(1) 02(1‘] bmb,y — cos{Q(1)) 04 t) bmb,

+sin(Q(2)) ¢, (£) bmby — sin(Q(2) ) 0(1) bmb,

— cos(Q(#)) amb, + cos(Q(¢)) amb, — cos(Q(t)) bmb,

-+ cos(Q(#)) bmby + sin{Q(1)) amb, — sin(Q(#)) amby
d 2

+sin(Q(1)) bmb, — sin(Q(1)) bmb,) [E gm]

+ ((2 sin( Q(1) 6,(£) bmby

— 2 cos(Q(1)) bmbl) [% Ql(f]]

+ (2(;05[9_(1‘]] 0,(1) bmb,

+2sin(Q(1)) bmb,) [% ¢2(r]] +(

-2sin(Q(1)) o,(£) bmby + 2 cos(Q(1)) bmbs) [ % 03(1‘1]

-+ (—2 cos{Q(1)) 0,(¢) bmb,

— 2sin(Q(r)) bmb,) (% ¢4(r]]] [% Q(r]] +(

-cos(Q(1)) 6,(£) bmby + cos(Q(1)) 6,(2) bmby

*: sm[

)) 6, (£) bmby — sin(Q(1)) 0,(8) bmbﬂ

1)
[ ]—mb b[ ;i; ¢1(rl]ws(9(fl)¢1(“l
+mbzb[;202 ] n(Q(1)) 0,(1)

+mbsb[ P ¢3 ]cos(Q 1o 3(1‘]
d?,
—mb, b[? oﬂrl] sin(Q(1)) 0,()
+ (sin(Q )) 8,(2) bmby — cos(Q(2) ]bmbl) [%Qltr]]
d 2
(cos( () Q2 ) bmby + sin( Q(1)) bmbl) [E ]

+ (—sin(Q(r]] 05(1) bmb,

2
+ cos( (1)) bmby) (% os(r]] +(

2
sin(9(0) bmdy) (5 04| .

-cos(Q(1)) 6, (£) bmby + sin(Q(1)) 6,(r) bmb,

-cos(Q(1)) 0,(8) bmby —

+ cos(Q(2)) 65(1) bmbs — sin(Q(1)) o,(¢) bmb,

— cos(Q(#)) ambd, + cos(Q(2)) amby — cos(Q(1)) bmb,
+ cos(Q(1)) bmb, — sin(Q(t)) amb, + sin(Q(2)) amb,
— sin(Q(1)) bmb; + sin( Q1)) bmby) [% me + [(

-2cos(Q(1)) o, () Bmby — 2sin(Q(1)) bmbl) [% Ql(f]]

+ (2 sin(Q(1)) ¢,(¢) bmb,
) bmb,) [% %(r)]

+ (2cos(§1(r]) 05() bmb,

— 2 cos(Q(1)

+ 2sin(Q(1)) bmbs) (% ¢3(r]] + (
-2sin(Q(1)) ¢4(r] bmby + 2cos{Q(1)) bmb4)

[%%(r)]] [%Qm] + (-cos(Q()) &y(1) bmb,

+ cos{Q(2)) o,(¢) bmb, — sin(Q(2)) 0,(¢) bmb,

i b[(‘;—z olm] sin( (1)) o,(1)

—mbyb [;;_2 0,(1) ] cos(Q(1)) 0,1

+ mb, b[(‘;—z ostrJ] sin(Q(1)) o)

+mby b [ig—zgtr)]cos( (1)) 0,1 + (

~cos( (1)) 0,(1) bmby — sin( (1)) miy) (- olmf

+ (sin(90) 03(0) bmby — cos(010)) bmby) (4 05(8) ]2
+ (cos(0)) (1) bmy + sin(90)) bmby) 4 ¢3m]2
+ (-sin(Q(1)) 0,(¢) bmb,

+eos(10) smty) (L o,00)

mby ba [ % afr) ]2 0,(1)

|
E |
o
o
o
——
=4
&
—
2
N
B
Founss
—
=
flo
=

?ym] sin(Q(1)) o, (1)

—cos{Q(1)) bmbl) (% ¢1(r]] [%x(f]] + (
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+mb252[ 3 %:r}]azm + (cos( Q1)) 0y(1) bmb,
+ sin( Q( ]bmbz) [ 6,(1) ] [Exr;r]]

+ (sin(Q(1)) 0y(1) bmb,

~ cosla(n) bmty) (50500 (S0,

mb; ba(%ﬂ(:}] 05(t)

—myba( 5 00 ] (00 00

+ mby [%nm] oy(t)”

+ mb, b[%xm ] cos(Q(1)) 6(2)

+ mby b [ %y(r) ] sin(Q(7)) o5(¢)

+ mby B (g ¢3(:}J oy(t) + (~sin( () 0,(r) bmb,

+ cos(9(0)) bmby) (g ox(0)) (5340
+ (cos(QLr)) 05(1) bmby

+sin(0(e)) bmby) (5030 ) (5340,
mb, ba(E g(:}] 0,(0)

—mbyba( 400 (g o0 ) 0,0

+ mby B [gﬂm] 0,(1)°

- mb@[%xm] sin( (1)) 0,(1)

+mby b [ %y(r) ] cos(Q(1)) o, (1)

pe 0,(8)

+mb, B [i ] 0,0 + (~cos(@0)) o,(1) bmb,

— sin(Q(1)) bmb,) [ q‘(r)] [%x{f]] +(
-sin(Q(1)) o,(1) bmby + cos(Q(1)) bmb, )

(5 o40) (520} (o3t abmby + oy(6) abmb,
+ 0,(t) abmby + o,(1) abmb;_) ( Q{r}] +(
-cos{Q(t)) 0,() bmb, + cos(Q(1)) 05(1) bmb,
+sin(Q(1) ) o,(t) bmb, — sin(Q(1)) o,(r) bmb,)
[%x(ﬂ] + (-cos(Q(t)) 0, (1) bmb,

+ cos(Q(1)) 0,(1) bmb, — sin( Q1)) 0,(2) bmb,

+ sin(Q(1)) 05() E”"*"J)[ £ Jf‘””
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