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Área de Concentração: Transferência de Calor e Mecânica

dos Fluidos.

Orientador: Prof. Dr. Gilmar Guimarães
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OLIVEIRA, E.P. Uso de Funções de Green no Estudo da Biotransferência de Calor Tridimen-

sional Considerando Efeitos de Perfusão Sangúınea e Metabolismo. 2018. 100f. Dissertação

de Mestrado. Universidade Federal de Uberlândia. Uberlândia-MG

Resumo

Este trabalho dedica-se à obtenção de soluções anaĺıticas de problemas de biotransferência de calor

usando Funções de Green (FG). O estudo leva em consideração os efeitos decorrentes da pulsação

do sangue no interior de um tecido in vivo, conhecida como perfusão sangúınea, combinada com os

efeitos metabólicos inerentes do organismo. O primeiro efeito é tomado como sendo proporcional à

diferença entre as temperaturas do tecido e do interior do corpo e o segundo como termo-fonte na

equação da difusão do calor. A equação da difusão de calor quando constrúıda seguindo tais hipóteses

é conhecida como Modelo de Pennes para a Biotransferência de Calor. O uso de Funções de Green

como técnica de obtenção de soluções anaĺıticas justifica-se pela possibilidade de obtenção de soluções

dos mais diversos tipos de problemas de condução de calor com geometrias ortogonais, condições de

contorno não homogêneas e podendo, ainda, variar com o tempo e o espaço. O problema tratado é

tridimensional e transiente, e, com o uso de Funções de Green, pode-se resolvê-lo indentificando o

tipo de problema em cada uma das direções e escrever a equação-solução em termos da superposição

das Funções de Green correspondentes em cada caso. Apresentam-se neste trabalho a fundamentação

teórica da técnica, resolução e validação de problemas unidimensionais e a obtenção do campo de

temperaturas em um doḿınio representativo de um tecido biológico tridimensional, bem como sua

verificação intŕınseca. O uso das FG auxilia também na interpretação dos termos da equação-solução

do problema e, uma vez tendo-se em mãos uma solução exata, pode-se utilizá-la na implementação

de rotinas computacionais com o intuito de redução de custos computacionais e aumento da precisão.

Palavras-chaves: Solução anaĺıtica, condução de calor, biotransferência de calor, Funções de Green.



OLIVEIRA, E.P. Green Function Based Solution of the Threedimensional Bioheat Transfer

Problem Considering Perfusion and Metabolism. 2018. 100f. M.Sc. Dissertation. Universidade

Federal de Uberlândia.

Abstract

The present work rely on presenting analytical solutions for bioheat transfer problems using Green’s

Functions (GF). In the modeling process for an in vivo tissue, both metabolism and blood perfusion

effects were considered. The first was taken as a heat source and, the other is modeled as proportional

to the temperature difference between the body core and the tissue. The classic conduction equation

when combined with those two assumptions is named Pennes’ Bioheat transfer model. Using Green’s

function for obtaining the equation solution for this problem is justified for the possibility of its use in

many different geometries and boundary conditions that could be both heterogeneous or time-spacing

dependent. The problem solved is 3-D time-dependent, and, with GF it can be treated as three

independent problems in each direction so the equation-solution would be simply the superposition

for the correspondent GF in each direction, just multiplying each other. Also the theoretical bases of

the technique, 1-D problems solution and verification and the 3-D transient problem in a domain

corresponding a biological tissue, so as its intrinsic verification are presented. By using GF as the way

for obtaining the analytical solution of heat conduction problems it can help in understanding the

physical meaning of each term of the equation-solution and, once the exact solution is obtained, one

can use it to build computational routines and codes in order to reduce the computational cost and

improve accuracy.

Key-words: Analytical solution, heat conduction, bioheat transfer, Green’s Functions
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5.1 Comparação entre a solução anaĺıtica dada pela Eq. (4.23) sem os efeitos de perfusão

para um tempo muito grande e metabolismo e a solução em regime permanente (Eq.

(5.4)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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5.4 Comparação entre a solução anaĺıtica dada pela Eq. (4.23) via FG para tempos muito

grandes sem o efeito do metabolismo e a solução em regime permanente (Eq. (5.14)). 34

i



ii
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cf - calor espećıfico de um fluido sobre uma superf́ıcie

C - velocidade da onda no tecido

C1, C2 - constantes auxiliares

oC - graus Celsius

fi(t) - condição de contorno genérica
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CAṔITULO I

INTRODUÇÃO

A história da Ciência revela que a curiosidade e a busca pelo entendimento do comporta-

mento de tudo que nos rodeia é o combust́ıvel para o avanço tecnológico em diversas áreas, sejam

nas Humanidades, nas Ciências Biológicas ou nas Ciências Exatas e da Terra. Nesse sentido podemos

citar três pilares fundamentais para que os objetivos dessas buscas sejam alcançados: a Matemática,

a F́ısica e a Filosofia.

A Filosofia, como ”ciência mãe”, é a precursora de todo o pensamento humano e fundamenta

as questões éticas e morais em qualquer trabalho a ser desenvolvido. A Matemática, com sua

linguagem simples e elegante, busca explicar, com segurança, através de soluções de equações e

modelos matemáticos provindos de uma situação-problema o comportamento e a evolução do mesmo

nas mais diversas áreas. Já a F́ısica é fundamental nas descrições teóricas e explicações dos fenômenos

naturais e aplicação dos mesmos. Dessa combinação, o presente trabalho nasceu.

O uso de soluções anaĺıticas nas mais diversas áreas da Engenharia vem, nas últimas

décadas, ganhando papel de destaque, uma vez que o uso de formas fechadas ou até mesmo de

séries infinitas, dependendo do número de termos usados, dão segurança, confiabilidade e rapidez na

obtenção de respostas. Além de darem mais robustez a rotinas computacionais que são utilizadas na

previsão e análise do comportamento dos mais diversos fenômenos f́ısicos como o comportamento de

uma estrutura, o desgaste de uma ferramenta em processos de fabricação, o comportamento térmico

de uma peça ou de um tecido biológico, permitindo ainda uma redução do custo computacional

envolvido por aumentarem a agilidade nos cálculos e facilitarem a implementação.

O problema da biotransferência de calor admite várias condições de contorno e iniciais,

dependendo do foco a ser analisado. Pode-se citar a estimação do campo de temperaturas no braço

humano, em mamas, em um órgão espećıfico ou até mesmo em ossos, com a finalidade de se comparar

um valor previsto com um valor medido e inferir sobre a existência ou não de uma doença como, por
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exemplo, câncer de pele e de mama. Como a variedade de condições de contorno é muito grande e a

geometria do doḿınio em análise permite uma infinidade de combinações, o uso da técnica de solução

por Funções de Green é altamente indicado, uma vez que, com condições de contorno transientes, o

uso de separação de variáveis é descartado e a presença de mais de uma dimensão inviabiliza o uso de

Transformadas de Laplace. Assim, uma vez indentificadas as condições de contorno, estabelece-se o

tipo de problema e é determinada a Função de Green correspondente. Desse modo, a equação-solução

torna-se um simples problema de integração matemática de cada termo envolvido e cada integral

permite a interpretação f́ısica seja das condições de contorno, da condição inicial ou da presença ou

não de termos-fonte de geração de calor.

Outra vantagem da obtenção da solução de um problema de transferência de calor via

Funções de Green é a possibilidade de se construir, sem grandes dificuldades, a solução para problemas

multidimensionais a partir da obtenção das Funções de Green unidimensionais correspondentes e a

equação-solução será formada pela superposição das Funções de Green em cada direção.

O grande trunfo por trás do uso de Funções de Green está na possibilidade da obtenção

de soluções de problemas de condução de calor dos mais diversos tipos e de alta complexidade. Por

exemplo, problemas tridimensionais transientes, como o apresentado neste trabalho, com termos de

geração de calor (uniformes ou não) podendo admitir condições de contorno não homogêneas e com

modelo matemático governado por uma equação diferencial parcial em que não aparecem somente

as derivadas espaço-temporais da função incógnita, mas ela mesma também está presente. Como

essas não-homogeneidades podem variar com o tempo e o espaço essa potencialidade de aplicação da

técnica é a motivação principal no desenvolvimento deste trabalho.

São propostas, como objetivos finais, a solução de um problema de transferência de calor em

um tecido biológico in vivo submetido a um fluxo de calor conhecido e a avaliação do comportamento

do mesmo quando exposto a tal condição. O presente trabalho busca resolver o problema direto,

bem posto, ou seja, com as condições de contorno e iniciais conhecidas e respeitando a ordem da

equação diferencial parcial que rege toda a problemática, através do uso de Funções de Green para a

obtenção da solução. O uso de Funções de Green na solução de problemas em transferência de calor

é de extrema relevânica por sua simplicidade de aplicação e abrangência.

No Caṕıtulo 2, faz-se uma revisão bibliográfica a respeito da evolução histórica e de

trabalhos já publicados sobre o problema da Biotransferência de Calor. Apresenta-se o modelo clássico

para este tipo de problema, conhecido como Modelo de Pennes, proposto por Harry H. Pennes,

que estabelece a equação governante para o problema cuja solução é obtida nesse trabalho. São

estabelecidas as simplificações e hipóteses que o modelo leva em consideração. A seguir, faz-se um

levantamento sobre as publicações que resolvem o problema direto da transferência de calor em

tecidos biológicos tanto anaĺıtica quanto numericamente. É importante traçar esse paralelo entre

as duas abordagens, uma vez que cada uma traz em si vantagens e desvantagens. Por fim, são

apresentados trabalhos que discutem Problemas Inversos em (bio)transferência de calor que são, do
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ponto de vista matemático, problemas mal-postos. A intenção deste trabalho é, portanto, apresentar

soluções anaĺıticas para situações ainda não exploradas na literatura: solução da Equação de Pennes

tridimensional por Funções de Green levando-se em conta o efeito de perfusão sangúınea e a presença

do metabolismo no tecido.

Apresentam-se, no Caṕıtulo 3, os fundamentos teóricos (definições, propriedades e definição

de sistemas de numeração) que embasam o uso de Funções de Green na solução de problemas de

difusão de calor. É apresentada a equação-solução integral em termos de Funções de Green que é

demonstrada no Apêndice A.

No Caṕıtulo 4, as aplicações da técnica de solução por Funções de Green em casos

unidimensionais e bidimensionais, explorando sua versatilidade e simplicidade. Os Apêndices B e C

trazem demonstrações que complementam a solução apresentada.

Soluções anaĺıticas devem respeitar as condições de contorno e a condição inicial acopladas

à Equação Diferencial bem como satisfazê-la. No entanto, mesmo sendo satisfeitas essas condições,

isto pode não revelar alguns erros como a convergência da série ou o número de autovalores necessários

para que ela ocorra. Para tanto, é recomendado que seja feita a verificação intŕınseca da solução

obtida. Verificar intrinsicamente uma solução anaĺıtica é o processo de determinar valores numéricos

corretos para ela, em muitas situações diferentes, de duas ou mais maneiras distintas. Isto dá

segurança à solução e leva a crer que o processo de obtenção de valores numéricos corretos estará

garantida. É relevante ressaltar e destacar que verificação intŕınseca difere de verificação numérica

que é utilizada pelos adeptos às técnicas numéricas como diferenças, elementos e volumes finitos.

Verificação intŕınseca é a comparação entre duas soluções exatas distintas com o objetivo de assegurar

que os valores obtidos estão corretos com uma precisão muito maior do que aquela geralmente aceita

para soluções numéricas. Essa discussão e a verificação dos resultados obtidos no Caṕıtulo 4 são

apresentadas nos Caṕıtulos 5 e 7, e no Anexo A.

No Caṕıtulo 6 apresenta-se a solução para o problema tridimensional da biotransferência

de calor resolvido por Funções de Green, objetivo do presente trabalho. Para assegurar a validade dos

resultados obtidos, é feita a verificação intŕınseca da solução no Caṕıtulo 7, através da modelagem de

pontos espećıficos do doḿınio de cálculo por meio de sondas numéricas com o intuito de se estudar a

evolução da temperatura tanto em pontos da superf́ıcie quanto em pontos interiores ao doḿınio do

tecido.

Ideias conclusórias e análises finais acerca dos resultados obtidos e propostas de trabalhos

futuros são apresentadas no Caṕıtulo 9.



CAṔITULO II

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O objetivo que norteia o presente trabalho é a obtenção da solução anaĺıtica para um

problema tridimensional de biotransferência de calor usando Funções de Green. Neste caṕıtulo é

apresentada uma revisão bibliográfica ilustrando as diversas abordagens que tal problema recebe.

É feita uma breve discussão sobre o modelo de biotransferência de calor mais utilizado e aceito,

conhecido como modelo de Pennes. A seguir, são apresentados trabalhos que o solucionaram via

métodos numéricos e, por fim, uma discussão sobre os trabalhos que obtêm a solução anaĺıtica porém

com simplificações no modelo ou que não utilizam Funções de Green. Ao final, são apresentados

trabalhos que usam técnicas de problemas inversos para obtenção de alguns parâmetros do modelo

térmico de Pennes.

2.1 O modelo de Pennes para transferência de calor em tecidos biológicos

A equação da condução de calor foi modificada por Harry H. Pennes com o intuito de

modelar problemas de transferência de calor em tecidos humanos. No conhecido artigo ”Analysis of

tissue and arterial blood temperatures in the resting human forearm”(JAP - volume 1, No. 2, de

agosto de 1948), Pennes propôs, a partir do balanço de energia no antebraço humano, a seguinte

equação que leva seu nome e é conhecida como Equação da Biotransferência de Calor:

k∇2T + ωbρbcb (Ta − T ) + Qm = ρc
∂T

∂t
(2.1)

em que ρ, c e k representam, respectivamente, a massa espećıfica [kg/m3], o calor espećıfico

[J/(kgoC)] e a condutividade térmica do tecido [W/(moC)], ωb é a taxa de perfusão sangúınea

(em mL/(mL · s)), ρb e cb referem-se, respectivamente, à massa espećıfica e ao calor espećıfico do

sangue, Ta é a temperatura arterial (temperatura na qual o sangue se encontra) e T a distribuição
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de temperatura no doḿınio (tecido), ambas dadas em oC, Qm é a taxa de gração de calor devido ao

metabolismo [W/m3] e t o tempo [s].

Este modelo é amplamente aceito para descrever problemas de condução de calor em

tecidos biológicos, apesar de, nas últimas décadas, muitos pesquisadores questionarem a sua validade

e as hipóteses assumidas por Pennes (WISSLER, 1998). Três questões levantadas por Wissler (1998)

ainda permanecem abertas acerca do modelo descrito pela Eq. (2.1):

• Os dados experimentais de Pennes carregam consigo uma leve divergência com relação aos

resultados teóricos;

• Pennes deu atenção somente à condução de calor entre os vasos sangúıneos de maior diâmetro

e o tecido, no entanto, é posśıvel de se demonstrar que as trocas de calor também ocorrem

com arteŕıolas e capilares;

• A perfusão pode não ser isotrópica no doḿınio.

Apesar destas questões ainda em discussão e de muitos pesquisadores proporem diversos

outros modelos como alternativa ao modelo de Pennes como pode ser consultado no trabalho de

Charny (1992), o presente trabalho é baseado no modelo original de Pennes pelo fato de seus

resultados serem muito próximos da realidade e do modelo tratar com certa verossimilhança os efeitos

mais consideráveis de trocas de calor em tecidos biológicos.

2.2 Problemas diretos

Segundo Wissler (1998), o objetivo dos estudos de Pennes era avaliar a aplicabilidade da

teoria sobre o escoamento sangúıneo no antebraço em termos da taxa local de produção de calor e

da perfusão sangúınea. A contribuição principal de Pennes nesse sentido foi propor que a taxa de

transferência de calor entre o sangue e o tecido biológico é proporcional ao produto da perfusão

(volumétrica) pela diferença entre as temperaturas do sangue arterial e do tecido em estudo.

Q” ∝ ωb(Ta − T ) (2.2)

Wulff (1974) discute a validade da Eq. (2.1) analisando em detalhes o termo de perfusão.

Para tanto, parte da equação da energia, obtida a partir de um balanço de energia que inclui dois

termos de geração: a taxa de metabolismo do organismo por unidade de volume e o efeito da perfusão

sangúınea (obtido a partir da Lei de Fick). Sendo assim, a Equação da Biotransferência de Calor pode

ser obtida a partir do seguinte modelo:

∇ · (k∇T ) + ωbρbcb (Tb,i − Tb,s) + Qm = ρc
∂T

∂t
(2.3)
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sendo Tb,i a temperatura no interior e Tb,s a tempertura na superf́ıcie. Simplificando-se a Eq. (2.3),

tomando-se como hipótese um tecido com propriedades f́ısicas constantes e assumindo que Tb,i = Ta

e Tb,s = T, chega-se à Equação de Pennes (Eq. (2.1)).

Vários pesquisadores vêm, nas últimas décadas, analisando problemas que envolvem a

Equação da Biotransferência de Calor (Eq. (2.1)). A maioria, entretanto, obtém a solução desta

equação via métodos numéricos. A relevância e aplicabilidade de tais modelos f́ısicos pode ser avaliada,

por exemplo, por meio dos trabalhos de Zhao et al. (2005) e Souza (2009).

Deng & Liu (2002) utilizaram o método de Monte Carlo para resolver o problema tridi-

mensional ligado à hipertermia causada por um tumor.

Silva (2004) discute o problema da biotransferência de calor em tecidos oculares devida

à presença de implantes na retina e faz uma análise numérica do problema por meio da técnica de

volumes finitos, aproximando o olho por um modelo bidimensional como mostrado na Fig. 2.1.

Figura 2.1: (a) Aproximação bidimensional do olho humano feita por meio de um programa de CAD;
(b) Doḿınio analisado; (c) Malha triangular não estruturada (4814 elementos, 2506 nós) (SILVA,
2004).
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por meio da variação do comportamento de nanopart́ıculas magnéticas acopladas ao modelo na

discretização do mesmo.

Toledo & Loureiro (2014) buscaram desenvolver um modelo computacional para estudar o

efeito de queimaduras sobre a pele avaliando o dano térmico causado quando o tecido é submetido à

temperaturas cŕıticas que podem ocasionar desnaturação de protéınas e alterações celulares podendo

levar até à necrose do tecido. Para tanto, utilizaram métodos expĺıcitos para as discretizações espacial e

temporal, além de utilizar o método de Saul’yev’s (DEHGHAN, 2004) que, por ser incondicionalmente

estável, permite uma certa liberdade na escolha do passo de tempo.

Já Varón & Elccabe (2014) fizeram um estudo teórico da hipertermia em um tecido

biológico induzida por radiofrequências, em um modelo tridimensional que acopla o problema térmico

às condições de contorno que são dependentes do termo fonte. Analisam o comportamento de tecidos

carregados com nanopart́ıculas e perfazem uma análise numérica via Volumes Finitos.

No trabalho de Soares & Wrobel (2018) é proposto um esquema numérico diferenciado

para a resolução da equação do biocalor. A discretização espacial é feita pelo Método de Elementos

Finitos e, durante a evolução temporal, as integrais temporais são localmente avaliados por métodos

de passo simples.

É vasta a bibliografia que recorre a métodos numéricos para a resolução de problemas nas

mais variadas áreas de Engenharia, em especial Termofluidos, portanto, fez-se uma compilação de

trabalhos que se aproximam da discussão e das soluções que serão obtidos nos caṕıtulos seguintes.

Vyas & Rustgi (1992) abordaram um problema tridimensional e resolveram a equação de

Pennes em coordenadas ciĺındricas (Eq. (2.4)), acrescentando aos termos fonte a taxa de transferência

de calor por unidade de volume depositada na superf́ıcie de um tecido biológico por um laser,

indicada por S(r, z, t). Eles obtiveram expressões simplificadas para a solução anaĺıtica do campo de

temperaturas usando Funções de Green, mas, mesmo o modelo sendo tridimensional, foram feitas

simplificações nos termos de geração que representam tanto a perfusão quanto o metabolismo.

k∇2T (r , z , t) + ωbρbcbT (r , z , t) + S(r , z , t) = ρc
∂T (r , z , t)

∂t
(2.4)

Liu & Xu (1999) propuseram uma estimativa para a perfusão sangúınea solucionando o

problema descrito pela Eq. (2.1) com condições de contorno adequadas por meio de separação de

variáveis e equações caracteŕısticas, assim, obtêm a perfusão supondo que ela é a resposta a um fluxo

de calor senoidal responsável pelo aquecimento da pele em regime permanente. Chegaram então à

conclusão de que a perfusão, sob dadas hipóteses, pode ser estimada conhecendo-se as propriedades

do tecido biológico (ρb e cb) e a frequência do fluxo imposto (ω). Para tanto, segundo os autores,

basta medir-se a diferença entre as fases (φ) do fluxo de calor na superf́ıcie do tecido e do campo de
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temperaturas, chegando-se à forma mostrada na Eq. (2.5) para a perfusão sangúınea.

ωb = −
ρcω

ρbcb tg(2φ)
(2.5)

Shih et al. (2007) resolveram o problema transiente em uma dimensão desprezando o termo

de metabolismo na Eq. (2.1) e assumindo que a pele pode ser tratada como um sólido semi-infinito

submetido a um fluxo prescrito periódico, e investigaram o efeito deste fluxo de calor na pele utilizando,

para a solução do problema, transformadas de Laplace.

A caracterização da propagação de calor através de um tecido biológico levando-se em

consideração tratamentos para hipertermia é feita de modo anaĺıtico por Vafai & Mahjoob (2009).

Nesse trabalho são obtidas equações, resolvidas por separação de variáveis, e adimensionais que

permitem a interpretação dos efeitos do metabolismo e das estruturas celulares na obtenção do

campo de temperaturas. São deduzidas também correlações que permitem avaliar tais parâmetros

sob diversas condições.

O trabalho de Romero-Mendéz et al. (2010) tratou de um problema bidimensional adimen-

sionalizado no qual a equação da biotransferência de calor foi resolvida nessa forma via separação de

variáveis. Ainda apresentou uma aproximação unidimensional, além de utilizar técnicas de resolução

de problemas inversos para a determinação da profundidade de uma queimadura.

Outros autores buscaram resolver o problema anaĺıtico propondo modelos modificados

para estudar situações particulares ou termos de interesse na Eq. (2.1), como Lakhssassi, Kengne

& Semmanou (2010) que determinaram a solução anaĺıtica do problema unidimensional de Pennes

(Eq. (2.1)) em regime permanente, tomando como constante o termo de perfusão e admitindo nulo

o termo de geração devido ao metabolismo. No modelo foi proposta ainda uma modificação no

termo representativo da temperatura, fazendo uma ponderação entre a temperatura do tecido e a

temperatura arterial. As soluções obtidas são dadas em termos de funções trigonométricas, funções

racionais e de funções eĺıpticas de Jacobi.

Fazlali & Ahmadikia (2013) propuseram soluções anaĺıticas para modelos de biotransfe-

rência de calor baseados e não baseados no modelo de Fourier. Para estes autores, a equação da

biotransferência de calor pode assumir duas formas:

• Seguindo o modelo de Fourier : A equação da biotransferência de calor assume a forma

apresentada na Eq. (2.1);

• Modelo de transferência de calor baseado na equação de onda: neste modelo, a equação da

condução é escrita na forma:

q(x , t) + τq
∂q(x , t)

∂t
= −k∇T (x , t) (2.6)



10

sendo τq o tempo caracteŕıstico. A forma geral da equação de Pennes nesse modelo passa a ser,

em sua versão unidimensional, escrita na forma:

k
∂2T

∂x2
+

(

Qm + Qext + τq
∂Qm

∂t
+ τq

∂Qext

∂t

)

− ωbρbcb(Ta − T ) =

= τqρc
∂2T

∂t2
+ (ρc + τqωbρbcb)

∂T

∂t

(2.7)

onde τq = α/C2, com C sendo a velocidade da onda no tecido [m/s], o tempo de relaxação

térmica. Para a solução e comparação destes modelos, os autores utilizaram transformadas de

Laplace.

O trabalho de Figueiredo (2014) apresenta uma análise anaĺıtica de um modelo unidimen-

sional em regime permanente e investiga, numericamente, o problema de transferência de calor em

tecidos biológicos tomando como termo fonte o calor produzido por um câncer de mama (ver Fig.

2.3) em regimes permanente e transiente.

Figura 2.3: Carcinoma Lobular in situ, adaptado de ONCOGUIA (2014). Acesso em: 12 abr 2018.
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O modelo unidimensional explorado por Figueiredo (2014) representa uma pequena espes-

sura de um tecido com fontes de calor diferentes para simular o metabolismo em um tecido normal e

naquele em que o tumor se instala com uma geração at́ıpica de calor, como mostrado na Fig. 2.4.

 

Figura 2.4: Modelo unidimensional representativo de um tecido exposto a um meio convectivo
(FIGUEIREDO, 2014).

O modelo matemático que representa a transferência de calor no doḿınio esquematizado

na Fig. 2.4 e descrito pela Eq. (2.1) é então bem posto conhecidas as condições de contorno e iniciais

(Eqs. (2.8) a (2.10)):

T (x , 0) = T0 (2.8)

T = Tc , em x = 0 (2.9)

k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= h(T − T∞) (2.10)

com

Qm =







Qm1, para 0 < x < a e 0 < x < L

Qm2, para a < x < b
(2.11)

sendo T0 a temperatura inicial do doḿınio, Tc a temperatura arterial, T∞ a temperatura do ambiente



12

cirucundante, Qm1 e Qm2 constantes que representam as taxas metabólicas no seus respectivos

doḿınios, todos termos conhecidos. O problema, seguindo o sistema de numeração proposto por

BECK (2010) e detalhado no caṕıtulo 3, é do tipo X13 (condição do 1º tipo − temperatura prescrita

− em x = 0 e do 3º tipo − fluxo prescrito − em x = L) e a solução assume a forma de séries em

termos de Funções de Green após mudanças variáveis adequadas (ver também (SHIH et al., 2007)).

Askarizadeh & Ahmadikia (2015) deduziram soluções analáiticas para modelos f́ısicos

bidimensionais para biotransferência de calor para situações baseadas e não-baseadas no modelo de

Fourier via Transformadas de Lapace. Em seu trabalho, os autores consideraram os efeitos de perfusão

sangúıneo e metabolismo e avaliaram três modelos distintos: dual-phase-lag (DPL), modelo térmico

baseado na equação da onda - thermal wave (TW) e o modelo de Pennes; além de estabelecer um

comparativo entre os resultados fornecidos por cada modelo.

Um modelo térmico de duas equações para meios porosos foi utilizado por Monte &

Haji-Sheikh (2017) para descrever o rápido aquecimento em tecidos biológicos durante tratamentos

para hipertiermia e analisam o problema térmico que se constrói quando observa-se a interação entre

as fases sólida e ĺıquida em um tecido. Usando Funções de Greem, os autores apresetam soluções

exatas tanto para a fase sólida (tecido) quanto para a fase ĺıquida (sangue).

No trabalho de Sun et al. (2018) foi apresentada a solução anaĺıtica para um problema

envolvendo uma fornte móvel de calor (laser) na superf́ıcie do tecido humano para o estudo de efieto

de hipertermia provocados por tumores. A expressão para o campo de temperaturas foi desenvolvida

para um doḿınio no formato cúbico, representando um tecido biológico, via Funções de Green. Os

resultados foram avaliados numericamente e as influências do laser tais como velocidade e tamanho

são discutidas.

2.3 Problemas Inversos

Os problemas de Engenharia nas últimas décadas vêm tornando-se cada vez mais complexos.

O desenvolvimento e a utilização de técnicas anaĺıticas e numéricas para resolver problemas diretos e

inversos é cada vez mais frequente na busca por precisão de resultados. Diversos autores abordam

técnicas de solução de Problemas Inversos para a estimativa de propriedades térmicas e, especificamente

em biotransferência de calor, na determinanção da perfusão sangúınea e das propriedades (térmicas)

dos tecidos biológicos.

Liu & Xu (1999) obtêm valores estimados para a taxa de perfusão a partir de soluções

sintéticas e as relacionam com problemas de otimização para casos bidimensionais. Já Lopes (2009)

apresenta uma estimativa para a perfusão sangúınea por meio de técnicas inversas em problemas

bidimensionais de transferência de calor.

Bueno (2012) tratou em seu trabalho de um problema para localização de tumores de pele

utilizando algoritmos genéticos acoplados com o Método dos Elementos de Contorno. Baseado na
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equação da biotransferência de calor de Pennes, desenvolveu uma técnica que destina-se à previsão

de campos de temperatura, visualização do comportamento e diagnóstico de tumores.

Fazlali & Ahmadikia (2013) além de resolverem analiticamente o problema de biotrans-

ferência de calor em um doḿınio unidimensional, utilizaram técnicas de problemas inversos para

estabelecer o dano térmico causado por um fluxo de calor externo, como por exemplo uma queimadura.

A avaliação dos danos no tecido devido a queimaduras é um dos conceitos essenciais em termos da

bioengenharia dos tecidos epiteliais (FAZLALI; AHMADIKIA, 2013).

Um dos principais requisitos para a solução de um problem inverso, seja ele qual for, é

a necessidade de se conhecer a solução do problema direto, ainda que alguns parâmetros sejam

desconhecidos.

É nesse sentido que este trabalho se insere. A obtenção de parâmetros como a perfusão ou

o metabolismo passam, necessariamente, pela obtenção da solução da Equação da Biotransferência

de Calor. Assim, a solução anaĺıtica de um modelo tridimensional transiente em um tecido humano

representa uma ferramenta muito valiosa no desenvolvimento de técnicas de medição desses parâmetros.

Este é o ponto aqui abordado.



CAṔITULO III

FUNÇÕES DE GREEN: FUNDAMENTOS

Uma Função de Green (FG) é, em termos gerais, a solução de um problema descrito por

uma equação diferencial com condições de contorno homogêneas. Tal tipo de problema pode ser

associado ao problema de interesse por meio da identificação dos tipos de condições de contorno do

problema original o que leva a identificar as condições homogêneas correspondentes. Em Condução

de Calor, uma Função de Green descreve a distribuição de temperatura causada por um pulso

de calor local e instantâneo. As Funções de Green podem ser obtidas pelos métodos clássicos de

resolução de equações diferenciais como separação de variáveis e transformadas de Laplace como nos

trabalhos de Carslaw & Jaeger (1959) e Özisik (1993). Cole et al. (2010) trazem uma compilação

das principais Funções de Green associadas a diversas condições de contorno. O objetivo desta seção

é o embasamento teórico para os caṕıtulos subsequentes.

O método das Funções de Green, assim chamado em homenagem ao f́ısico e matemático

inglês George Green (1793-1841) é uma ferramenta útil na resolução de problemas lineares em

Condução de Calor.

Dentre as vantagens em se utilizar as FG na resolução de problemas de condução de calor,

podem-se citar:

1. É uma técnica flex́ıvel e que pode ser aplicada a uma gama infinita de problemas lineares;

2. Uma mesma FG para um dado tipo de problema em uma dada geometria pode ser aplicada a

diferentes condições do problema de interesse sejam elas dependentes do tempo ou variáveis no

doḿınio;

3. A solução dá-se de maneira sistemática, resultando sempre em um problema de integração;

4. A solução do problema pode ser escrita em termos das FG e, a partir desses termos, é posśıvel

identificar a influência de cada contorno;
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5. Para problemas em duas ou três dimensões, transientes, a FG é obtida pela superposição da FG

em cada uma das direções;

6. A solução em FG admite formas alternativas que permitem um aumento na convergência da

solução em séries.

7. Permite a verificação intŕınseca da solução.

3.1 Condução unidimensional em regime permanente

Para exemplificar a interpretação das Funções de Green como resposta a um pulso unitário,

apresenta-se o problema mais simples em Condução de Calor: uma barra de comprimento L, feito de

um material de condutividade isotrópica k, isolada em uma extremidade, com temperatura prescrita

na outra e podendo haver (ou não) geração de calor g(x):

d2T

dx2
+

g(x)

k
= 0 (3.1)

T |x=0 = T1 (3.2)

dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=L

= 0 (3.3)

Integrando-se a Eq. (3.1) e aplicando as condições de contorno, obtém-se

T (x) = −
g0
2k

x2 +
g0L

k
x + T1 (3.4)

A Função de Green, G(x|x′), associada a este problema térmico é aquela que é solução do

problema com condições homogêneas de mesma espécie que a do problema original, no qual, o termo

de geração é substitúıdo por um pulso unitário, ou seja,

d2G

dx2
+ δ (x − x ′) = 0 (3.5)

G |x=0 = 0 (3.6)
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dG

dx

∣

∣

∣

∣

x=L

= 0 (3.7)

A Função de Green é apresentada na forma G(x|x′) pois é dependente de duas variáveis: o

ponto de interesse x do doḿınio e o local onde é aplicado o pulso: x′. Analogamente, para uma FG

tridimensional transiente em coordenadas cartesianas escreve-se G (x, y, z, t|x′, y′, z′, τ), sendo (x, y, z)

um ponto qualquer do doḿınio, t o instante de interesse, (x′, y′, z′) as coordenadas de aplicação do

pulso unitário de calor e τ o instante de tempo em que o pulso é aplicado.

Integrando a Eq. (3.5), tem-se:

G (x |x ′) =







x , se x < x ′

x ′, se x > x ′
(3.8)

Como será discutido a seguir, conhecida a FG, a solução de (3.1) será

T (x) = T1 +
1

k

∫ L

x ′=0

g(x ′) G (x |x ′) dx ′ (3.9)

perfazendo a integral, obtém-se:

T (x) = T1 +
g0
k

[

x2

2
+ x(L− x)

]

(3.10)

que é idêntica à solução obtida anteriormente (Eq. (3.4)).

3.2 Condução unidimensional transiente - Problema auxiliar

Nos textos clássicos de Transferência de Calor (Incropera et al. (2008), Çengel & Ghajar

(2012), entre outros), o primeiro problema a ser estudado é o da condução em uma barra submetida

a diversos tipos de condições de contorno. A Equação da Difusão neste caso, assumindo um doḿınio

isotrópico, de condutividade térmica k e dimensões 0 < x < L, e admitindo uma posśıvel geração de

calor, é dada por

∂2T

∂x2
+

g(x , t)

k
=

1

α

∂T

∂t
(3.11)

por ser uma Equação Diferencial Parcial (EDP) de segunda ordem no espaço e de primeira ordem no

tempo, são necessárias duas condições de contorno e uma condição inicial. As condições de contorno
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serão tomadas da forma genérica como

ki
∂T

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

+ hiT |x=xi = fi(t) (3.12)

observa-se que, nesta forma geral, η representa a normal unitária apontando externamente ao doḿınio

e as condições de contorno são discriminadas pelos coeficientes identificados com o ı́ndice i, isto é,

ki, hi e fi. Para condições de temperatura prescrita (1º tipo), também chamadas de condições de

Dirichlet, tomam-se ki = 0 e hi = 1, assim, a temperatura na i -ésima superf́ıcie será

T (xi , t) = fi(t) (3.13)

com fi(t) representando a temperatura (nula, constante ou variável no tempo) na face indicada.

Para casos em que a condição de contorno representa um fluxo prescrito, tomam-se hi = 0

e ki = k, nesse caso, condição de 2º tipo (ou condição de Neumann), fi(t) representa um fluxo

imposto na superf́ıcie e quando fi(t) = 0 tem-se que a superf́ıcie em questão encontra-se isolada, para

este caso, na face i, escreve-se:

k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=xi

= fi(t) (3.14)

Se a condição de contorno for de convecção (3º tipo ou de Robin), assume-se fi(t) = hiT∞,

desse modo, escreve-se

−k
dT

dηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

= hi(T |x=xi − T∞) (3.15)

O problema homogêneo auxiliar que representa a Eq. (3.11) deve traduzir os efeitos espacial

e temporal, isto é

∂2G

∂x2
+

δ(x − x ′)δ(t − τ)

α
=

1

α

∂G

∂t
(3.16)

submetido às condições de contorno

ki
∂G

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

+ hiG |x=xi = 0 , com i = 1; 2 (3.17)

e à condição inicial

G (x , t | x ′, τ) = 0 , para t < τ (3.18)
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É importante observar que as condições de contorno do problema auxiliar devem ser

do mesmo tipo que as do problema original e que a unidade da Função de Green, G(x, t|x′, τ),

unidimensional é m−1. Assim, resolvendo-se o problema auxiliar para a obtenção de G, consegue-se

obter, de maneira similar ao que foi feito na secção anterior, a distribuição de temperatura transiente

T(x, t).

3.3 Propriedades das Funções de Green para problemas transientes

Antes de se apresentar a forma geral da solução para um problema de Condução resolvido

por meio da técnica das Funções de Green, é conveniente apresentar algumas propriedades que as FG

obedecem que são úteis para que se tenha doḿınio da técnica e da formulação matemática que a

circunda.

Propriedade 1. A Função de Green é solução da equação homogênea do problema auxiliar.

Propriedade 2. A Função de Green particular de cada problema é aquela que é obtida por meio

das condições de contorno homogêneas de mesmo tipo daquelas do problema original.

Definição 1. Relação de Causalidade para uma função G(x, t|x′, τ): para todo ponto do doḿınio

tem-se







G ≥ 0 , para t − τ ≥ 0

G = 0 , para t − τ < 0
(3.19)

Definição 2. Relação de Reciprocidade para uma função G(x, t|x′, τ):

G (x , t|x ′, τ) = G (x ′,−τ |x ,−t) (3.20)

Propriedade 3. As Funções de Green obdecem às relações de causalidade e de reciprocidade.

Propriedade 4. A dependência temporal da Função de Green é sempre em termos de t− τ .

A partir da propriedade 4, pode-se sempre escrever

G (x , t|x ′, τ) = G (x , x ′, t − τ) (3.21)

Propriedade 5. Em coordenadas cartesianas, a Função de Green possuirá unidades de m−1 para

problemas unidimensionais, m−2 para casos bidimensionais e m−3 para problemas tridimensionais.
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3.4 Sistema de Numeração

A fim de auxiliar a identificação das condições de contorno pelo seu tipo e facilitar a

resolução de problemas utilizando-se Funções de Green, no trabalho de Beck (1986) é proposto um

sistema de numeração para problemas de condução no qual cada número traz em si a informação

relevante sobre o tipo de problema, tornando assim mais fácil a determinação das Funções de Green

corretas para a resolução do problema, além de poder ser aplicado a diferentes geometrias.

Além dos tipos de condição de contorno discutidos na seção 3.2, pode-se definir condições

de contorno que representam um sólido semi-infinito e um filme fino de fluido com ou sem convecção.

A notação está esquematizada, juntamente com a interpretação f́ısica de cada tipo de condição de

contorno, na Tabela 3.1. O quarto e o quinto tipos de condição de contorno representam uma camada

de fluido de pequena espessura sem e com convecção, respectivamente. Tome um fluido de calor

espećıfico cf , massa espećıfica ρf e espessura ǫ colado em uma superf́ıcie com fluxo prescrito fi(t), a

condição de contorno do quarto tipo será da forma

k
∂T

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

= fi(t)− (ρf cf ǫ)i
∂T

∂t

∣

∣

∣

∣

x=xi

(3.22)

caso seja permitida trocas de calor por convecção na i-ésima superf́ıcie, tem-se a condição de contorno

do quinto tipo:

k
∂T

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

+ hiTx=xi = fi(t)− (ρf cf ǫ)i
∂T

∂t

∣

∣

∣

∣

x=xi

(3.23)

Tabela 3.1: Sistema de Numeração para os Diferentes Tipos de Condições de Contorno

Notação Condição Descrição f́ısica da condição

0 Tipo 0 - Natural Sem restrição f́ısica, semi-infinito

1 1º tipo - Dirichlet Temperatura prescrita (Eq. (3.13))

2 2º tipo - Neumann Fluxo prescrito (Eq. (3.14))

3 3º tipo - Robin Convecção (Eq. (3.15))

4 4º tipo - Carslaw Filme fino de fluido sem convecção (Eq. (3.22))

5 5º tipo - Jaeger Filme fino de fluido com convecção (Eq. (3.23))

As condições de contorno apresentadas podem ser esquematizadas como na Fig. ??.

Observa-se que existem três formas distintas de abordagem: geometria infinita (caso X00), geometrias

semi-infinita e geometrias finitas) e que, em três casos finitos (X22, X42 e X44) atenta-se para o

fato de que não admite-se um regime permanente. Matematicamente, esses casos estão associados a
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autovalores nulos. De um ponto de vista f́ısico, tais casos não apresentam regime permanente para

uma condição de contorno cujos valores de fi(·) nas Eqs. (3.14) ou (3.22) independentes do tempo

(COLE et al., 2010).

 

Figura 3.1: Representação gráfica do sistema de numeração para coordenadas cartesianas (COLE et
al., 2010).

 

Figura 3.2: Exemplos de aplicação do sistema de numeração, da esquerda para a direita: X22, X23Y33
e X23Y33Z33 (FERNANDES, 2009).

Por exemplo, para um problema unidimensional com fluxo prescrito em uma superf́ıcie e a

outra isolada tem-se um problema do tipo X22. Logo a Função de Green utilizada para a solução será

GX22. Para problemas multidimensionais, a Função de Green associada é dada pela composição das

FG em cada uma das direções (COLE et al., 2010). Isto é, para uma placa plana com fluxo prescrito

em x = 0 e convecção nas demais faces o problema é identificado como sendo do tipo X23Y33, as

Funções de Green em cada uma das direções são GX23 e GY33 e, portanto, a FG neste caso será

GX23Y 33 = GX23 · GY 33 (3.24)

aumentando-se mais uma dimensão com faces submetidas à convecção, o problema torna-se do tipo

X23Y33Z33, a FG para a coordenada z é GZ33 e a Função de Green associda ao problema é dada por

GX23Y 33Z33 = GX23 · GY 33 · GZ33 (3.25)
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Esses três tipos de problemas citados estão esquematizados na Fig. 3.2. Estabelecido

o tipo de problema e as condições de contorno pertinentes, obtêm-se as expressões das Funções

de Green correspondentes a cada caso (COLE et al., 2010). Na seção seguinte, discute-se como

construir a solução do problema de condução de calor de interesse via integrais das Funções de Green

estabelecidas.

3.5 Equação-solução integral baseada em Funções de Green

A solução da Equação da Difusão tridimensional transiente com propriedades térmicas

constantes dada por

∇2T +
g(x , y , z , t)

k
=

1

α

∂T

∂t
(3.26)

com condições de contorno genéricas da forma

ki
∂T

∂ηi

∣

∣

∣

∣

Si

+ hiT |Si = fi(t) (3.27)

e condição inicial

T (x , y , z , 0) = F (x , y , z) (3.28)

combinada com o problema auxiliar, que representa a versão homogênea do problema original, dado

por

∇2G +
δ(r− r’)δ(t − τ)

α
=

1

α

∂T

∂t
(3.29)

sendo r e r’ correspondetes às coordenadas (x, y, z) e (x′, y′, z′), sujeito a

ki
∂G

∂η′i

∣

∣

∣

∣

S ′

i

+ hiT |S ′

i
= 0 (3.30)

com S e S′

i representando a i-ésima face de análise, e condição inicial

G (x , y , z , t|x ′, y ′, z ′, τ) = 0 para t < τ (3.31)
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pode ser escrita, em termos da FG relacionada ao problema, G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ), como

T (x , y , z , t) =

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

G (x , y , z , t|x ′, y ′, z ′, τ)F (x ′, y ′, z ′)dz ′dy ′dx ′+

+
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

g(x ′, y ′, z ′, τ)G (x , y , z , t|x ′, y ′, z ′, τ)dz ′dy ′dx ′dτ+

+ α

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

ki
G (x , y , z , t|x ′i , y

′, z ′, τ)

]

dz ′dy ′dτ+

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ b

z ′=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

ki
G (x , y , z , t|x ′, y ′

i , z
′, τ)

]

dz ′dx ′dτ+

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

ki
G (x , y , z , t|x ′, y ′, z ′i , τ)

]

dy ′dx ′dτ−

− α

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

2
∑

j=1



fj(τ)
∂G

∂η′j

∣

∣

∣

∣

∣

x ′=xj



 dz ′dy ′dτ−

− α

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ b

z ′=0

2
∑

j=1



fj(τ)
∂G

∂η′j

∣

∣

∣

∣

∣

y ′=yj



 dz ′dy ′dτ−

− α

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

2
∑

j=1



fj(τ)
∂G

∂η′j

∣

∣

∣

∣

∣

z ′=zj



 dz ′dy ′dτ

(3.32)

A demonstração da validade dessa solução encontra-se, em sua versão unidimensional, no

Apêndice A, bem como é indicada sua versão bidimensional. Da mesma forma que na Eq. (A.19),

todas as parcelas do segundo membro da Eq. (3.32) devem obdecer à homogeneidade dimensional,

ou seja, devem ter unidade de temperatura e a FG, G(·), a ser utilizada é única para cada problema

em particular. Nos casos bi e tridimensionais a função de Green é obtida pela multiplicação das

funções referentes a cada direção. Nos caṕıtulos seguintes, a técnica será utilizada para resolver casos

particulares que serão úteis para a resolução e validação dos resultados do problema central: condução

de calor com o efeito do metabolismo e da perfusão sangúınea em um doḿınio representativo do

antebraço humano.



CAṔITULO IV

PROBLEMAS UNI E BIDIMENSIONAIS

Neste caṕıtulo deduzem-se as soluções uni e bidimensionais para o problema da biotransfe-

rência de calor (Eq. (2.1)). Na seção 4.1, deduz-se a solução para o problema unidimensional com

condições contorno de fluxo prescrito e temperatura prescrita. Já na seção 4.2, deduz-se a solução

para um caso bidimensional a fim de demonstrar a eficiência de se resolver problemas de condução de

calor via Funções de Green.

Para os problemas que serão discutidos, assumem-se propriedades t́ıpicas do tecido da

pele humana e do sangue (aprensentadas por Holmes (1997)): massas espećıficas do tecido e do

sangue: ρ = ρb = 1000 kg/m3; calores espećıficos do tecido e do sangue: c = cb = 4200 J/(kg·oC);

temperaturas arterial e da base do tecido: Ta = Tc = 37oC; condutividade térmica do tecido: k = 0, 5

W/(m·oC); taxa de perfusão sangúınea ωb = 5·10−4 (mL/s)/mL; e calor gerado devido ao metabolismo

do organismo: Qm = 33 800 W/m3. O coeficiente de convecção devido à convecção natural e posśıveis

efeitos de radiação no ambiente é tomado como h0 = 10 W/(m2·oC) e a temperatura do ambiente

circundante Tf = 25oC.

4.1 Problema X21

Considere um doḿınio unidimensional, representando um tecido vivo, com 0 < x < L

submetido a um fluxo de calor constante em x = 0 e mantido à temperatura constante T = Tc em

x = L como na Fig. 4.1.

Levando-se em consideração os efeitos da perfusão sangúınea e do metabolismo, a Eq.

(2.1), juntamente com as condições de contorno adequadas, assume a forma:

k
∂2T

∂x2
+ ωbρbcb(Ta − T ) + Qm = ρc

∂T

∂t
(4.1)
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Figura 4.1: Doḿınio e condições de contorno para o problema unidimensional do tipo X21.

T (x , 0) = T0(x) (4.2)

T (L, t) = Tc (4.3)

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= h0(Tf − T (0, t)) + q0 (4.4)

Para o problema em questão, ilustrado na Fig. 4.1, os efeitos convectivos são desprezados,

ou seja, a Eq. (4.4) é escrita simplesmente como sendo:

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (4.5)

Para obter-se a distibuição inicial de temperaturas da Eq. (4.2), assume-se que, em t = 0

o doḿınio encontra-se em regime estacionário, ou seja,

k
d2T0

dx2
+ ωbρbcb (Ta − T0) + Qm = 0 (4.6)

−k
dT0

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= h0 (Tf − T0(0)) (4.7)

T (L) = Tc (4.8)
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Usando-se métodos clássicos de resolução de EDO’s de segunda ordem, a solução do

problema (4.6) é então obtida como:

T0(x) = Tp +
Tc − Tp

cosh(ML)
· cosh(Mx) (4.9)

com

M =

√

ωbρbcb
k

(4.10)

e

Tp =
M2Ta +

Qm

k

M2
(4.11)

Os passos intermediários para a obtenção da Eq. (4.9) podem ser vistos no Apêndice B.

Entretanto, para que o problema definido pelas Eqs. (4.1) a (4.4) seja resolvido por Funções

de Green, torna-se necessária a remoção do termo de perfusão. Para tanto, perfaz-se a segunte

mudança de variáveis:

T (x , t) = T0(x) +W (x , t) · exp

(

−ωbρbcbt

ρc

)

(4.12)

ou, de forma mais compacta,

T (x , t) = T0(x) +W (x , t) · exp(−λt) (4.13)

sendo

λ =
ωbρbcb
ρc

(4.14)

Assim, aplicando-se a Eq. (4.13) às Eqs. (4.1) a (4.4), obtém-se:

∂2W

∂x2
=

1

α

∂W

∂t
(4.15)

sujeita às condições de contorno:

−k
∂W

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= qo exp(λt) (4.16)

e

W = 0 , emx = L (4.17)
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e condição inicial

W (x , 0) = 0 (4.18)

A Função de Green associada a esse problema (ver Cole et al. (2010)) é dada por

GX21(x , t|x
′, τ) =

2

L

∞
∑

m=1

exp

[

−β2
mα(t − τ)

L2

]

cos
(

βm

x

L

)

cos

(

βm

x ′

L

)

(4.19)

sendo os autovalores:

βm = π

(

m −
1

2

)

(4.20)

E, portanto, a solução W(x, t) pode ser obtida como

W (x , t) =
2αq0
kL

∞
∑

m=1

cos
(

βm

x

L

)

·
1

λ+ β2
mα

L2

·

[

exp (λt)− exp

(

−β2
mαt

L2

)]

(4.21)

Retornando à variável original T(x, t), obtém-se

T (x , t) = T0(x) +W (x , t) exp (−λt) (4.22)

ou ainda,

T (x , t) = Tp +
Tc − Tp

cosh(ML)
· cosh(Mx)+

+
2αq0
kL

∞
∑

m=1

cos
(

βm

x

L

)

·
1

λ+ β2
mα

L2

·

{

1− exp

[

−

(

λ+
β2
mα

L2

)

t

]} (4.23)

O comportamento de T(x, t) é mostrado nas Figs. 4.2 e 4.3 para a superf́ıcie, em x = 0. Na

Figura 4.2 apresenta-se a evolução da temperatura superficial considerando a imposição de diferentes

fluxos de calor, como 1.000 W/m2, 500 W/m2 e 400 W/m2. Estes valores de fluxos impostos estão

numa faixa de segurança para a aplicação na pele humana (DENG; LIU, 2002). Nesta avaliação,

observa-se que, para fluxos de calor mais intensos, há um aumento na temperatura superficial. A

evolução das temperaturas em todo o doḿınio ao longo do tempo até que o sistema atinja o regime

permanente, é ilustrada na Fig. 4.3. Neste diagrama nota-se que, para qualquer instante de tempo, a

condição de contorno em x = L é respeitada, ou seja, a temperatura prescrita na base do doḿınio é,

em qualquer instante de tempo, 37oC. A partir das Figs. 4.3 e 4.2 observa-se que o regime permanente

é atingido a partir de 1 · 104 s.
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Figura 4.2: Efeito da variação do fluxo na temperatura superficial ao longo do tempo.
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a 1 000 W/m2 imposto na superf́ıcie.
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4.2 Placa Plana - Problema X11Y12
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Figura 4.4: Doḿınio e condições de contorno para o problema bidimensional do tipo X11Y12.

Para exemplificar a aplicabilidade da técnica para obtenção de soluções em problemas

envolvendo doḿınios representativos de tecidos biológicos por Funções de Green, considere uma placa

plana, como na Fig. 4.4, de dimensões a× b a certa temperatura inicial T(x, y, 0) = T0 submetida às

condições de contorno

T (0, y , t) = T (x , 0, t) = T (a, y , t) = Tc (4.24)

e

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=b

=







q0 , para 0 < x < a1 < a

0 , para a1 < x < a
(4.25)

em que estão presentes os efeitos de perfusão e metabolismo.

Nesse caso, a Equação da Biotransferência de Calor, assumindo propriedades constantes, é

escrita como

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y 2
+

ωbρbcb
k

(Ta − T ) +
Qm

k
=

1

α

∂T

∂t
(4.26)

Similarmente ao caso unidimensional, é necessário que a equação só dependa das variáveis

temporal e espaciais da temperatura, para tanto, pode-se fazer a mudança de variáveis: T =

T0 + W · exp[−ωbρbcbt/(ρc)] = T0 + W · exp(−λt); e assume-se que a distribuição inicial das
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temperaturas na placa seja dependente apenas da direção de aplicação do fluxo, isto é,

T0(y) = Tp + C1sinh(My) + C2 cosh(My) (4.27)

como na seção anterior, com M =
√

(ωbρbcb)/k. Desse modo, o problema assume a forma:

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y 2
=

1

α

∂W

∂t
(4.28)

submetido às condições de contorno:

W = 0 , em x = 0 , x = a e y = 0 (4.29)

−k
∂W

∂y
=







qo exp (λt) , para 0 < x < a1 < a

0 , para a1 < x < a
(4.30)

e condição inicial

W (x , y , 0) = 0 (4.31)

Segundo Cole et al. (2010), as Funções de Green associadas ao problema são:

GX11 =
2

a

∞
∑

m=1

exp

(

−
m2π2α(t − τ)

a2

)

sen
(mπx

a

)

sen

(

mπx ′

a

)

(4.32)

e

GY 12 =
2

b

∞
∑

n=1

exp

[

−γ2
nα(t − τ)

b2

]

sen
(γny

b

)

sen

(

γny
′

b

)

(4.33)

com γn =
π(2n−1)

2
. E, portanto, a função de Green para este problema é dada por

GX11Y 12 = GX11 · GY 12 (4.34)

isto é
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GX11Y12(x, y, t|x
′, y′, τ) =

4

ab

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

exp

[

−

(

m2π2

a2
+

γ2
n

b2

)

α (t− τ)

]

×

× sen
(mπx

a

)

sen
(γny

b

)

sen

(

mπx′

a

)

sen

(

γny
′

b

)

(4.35)

Para estabelecer-se a solução deste problema, basta, então, aplicar a equação-solução

integral dada pela Eq. (3.32) reduzida ao caso bidimensional (Eq. (A.26)) acoplada às condições de

contorno estabelecidas, isto é:

W (x , y , t) =
α

k

∫ t

τ=0

∫ a1

x ′=0

q0 exp (λτ) GX11Y 12|y ′=b dx
′dτ (4.36)

E, após as integrações, obtém-se

T(x, y, t) = T0(y) +
4αq0
bπ

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

sen
(mπx

a

)

sen
(γny

b

) [

1− cos
(mπa1

a

)]

×

×
senγn

m
(

αm2π2

a2
+ αγ2

n

b2
+ λ
)

{

1− exp

[

−

(

m2π2

a2
+

γ2
n

b2
+

ωbρbcb
k

)

αt

]}

(4.37)

Nos próximos caṕıtulos serão discutidas técnicas para a validação das soluções obtidas e

deduzida a solução para um problema tridimensional de biotransferência de calor por meio de Funções

de Green, constrúıda a partir das soluções desses problemas.



CAṔITULO V

VERIFICAÇÃO INTŔINSECA DA SOLUÇÃO PARA O PROBLEMA DE PENNES

UNIDIMENSIONAL

Apresenta-se a verificação intŕınseca da solução obtida na seção 4.1, Eq. (4.23). Para tanto,

são comparadas situações em que os efeitos da perfusão sangúınea e do metabolismo são eliminados

e, nestas situações, as duas soluções devem convergir para um mesmo resultado. A solução para o

modelo em regime permanente é também apresentada.

5.1 Regime permanente sem os efeitos de perfusão e de metabolismo

A equação em regime permanente que governa a distribuição de temperaturas no doḿınio

quando são eliminados os efeitos de perfusão e metabolismo é dado por

k
d2T

dx2
= 0 (5.1)

com as condições de contorno

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (5.2)

e

T (L) = Tc (5.3)

cuja solução, via integração e combinação das condições de contorno, é dada por

T (x) = −
q0
k
x +

q0L

k
(5.4)
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Figura 5.1: Comparação entre a solução anaĺıtica dada pela Eq. (4.23) sem os efeitos de perfusão
para um tempo muito grande e metabolismo e a solução em regime permanente (Eq. (5.4)).
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Figura 5.2: Erro relativo entre a solução anaĺıtica undimensional via FG para tempos muito grandes e
a solução em regime permanente quando eliminados os efeitos de perfusão e do metabolismo.

Pelas Figs. 5.1 e 5.2 percebe-se que as duas soluções comportam-se de maneiras similares,

com um erro próximo de 0,06% na superf́ıcie, caindo rapidamente para menos de 0,01% em pontos

já próximos da aplicação do fluxo. Dessa maneira, a solução unidimensional obtida na seção 4.1 é

verificada intrinsicamente quando os dois efeitos (perfusão e metabolismo) são eliminados.
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5.2 Regime permamente sem o efeito do metabolismo (Qm = 0)

No caso em que o metabolismo é eliminado do estudo, a situação unidimensional do

problema da biotransferência de calor pode ser representada pelo modelo descrito na Fig. 5.3: 

�௕ 

� � 

�௖ 

�0 

Figura 5.3: Doḿınio e condições de contorno para o problema unidimensional do tipo X21 sem o
efeito do metabolismo.

A equação de Pennes, Eq. (2.1), unidimensional sem o efeito do metabolismo pode ser

escrita, em regime permamente, sob a forma

k
d2T

dx2
+ ωbρbcb (Ta − T ) = 0 (5.5)

tomando as mesmas condições de contorno que foram estabelecidas nas seções 4.1 e 5.1:

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (5.6)

e

T (L) = Tc (5.7)

Para a resolução deste problema, é feita uma mudança de variável conveniente que facilita

a resolução da EDO (5.5), para tanto, tomam-se

M2 =
ωbρbcb

k
(5.8)

e

Θ = T − Ta (5.9)

obtendo-se a equação:

d2Θ

dx2
+M2Θ = 0 (5.10)
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com condições de contorno

−k
dΘ

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (5.11)

e

Θ(L) = Tc − Ta (5.12)

cuja solução, via separação de variáveis, é

Θ(x) = −
qo
kM

senh (Mx) + sech (ML)
[

Tc − Ta +
q0
kM

senh (ML)
]

cosh (Mx) (5.13)

Portanto, a distribuição de temperaturas em regime permamente sem o efeito do metabo-

lismo é dada por

T (x) = Ta −
qo
kM

senh (Mx) + sech (ML)
[

Tc − Ta +
q0
kM

senh (ML)
]

cosh (Mx) (5.14)

Na Figura 5.4, apresenta -sea comparação das temperaturas dadas pela Eq. (4.23) (sem o

efeito metabólico) ao longo de x, para um tempo muito grande, com a solução em regime permanente.
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Figura 5.4: Comparação entre a solução anaĺıtica dada pela Eq. (4.23) via FG para tempos muito
grandes sem o efeito do metabolismo e a solução em regime permanente (Eq. (5.14)).
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Observa-se que as duas soluções são bem próximas, obtendo-se uma diferença da ordem de

menos de 0,1%. Deste modo, verifica-se intrinsicamente que a solução obtida na seção 4.1 converge

para o regime permanente quando elimina-se o efeito do metabolismo, podendo, então, ser aplicada

para a obtenção do perfil de temperaturas em qualquer ponto do doḿınio e em qualquer instante. O

uso de soluções anaĺıticas permite agilidade e precisão nos cálculos de temperatura podendo ainda ser

utilizada em problemas inversos para a obtenção de propriedades térmicas como a condutividade ou

propriedades do organismo como a perfusão sangúınea e a taxa de metabolismo.
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Figura 5.5: Erro relativo entre a solução anaĺıtica undimensional em regime permanente com a
eliminação do efeito do metabolismo.

5.3 Equação do biocalor 1D em regime permanente com os efeitos de perfusão e meta-

bolismo

A partir do que foi demonstrado nas seções anteriores, pode-se também deduzir o modelo

unidimensional em regime permanente da equação da biotransferência de calor levando-se em

consideração os efeitos de metabolismo e perfusão. Isto é, a Eq. (2.1) traduz estes efeitos quando

escrita

k
d2T

dx2
+ ωbρbcb (Ta − T ) + Qm = 0 (5.15)
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acompanhada das condições de contorno:

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (5.16)

e

T (L) = Tc (5.17)

efetuando-se as mesmas mudanças de variáveis da seção anterior, a Eq. (5.15) fica da forma

d2Θ

dx2
−M2Θ+

Qm

k
= 0 (5.18)

que é uma EDO de 2ª ordem não homogênea com coeficientes constantes. As condições de contorno

tem o mesmo formato do apresentado na seção anterior:

−k
dΘ

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (5.19)

e

Θ(L) = Tc − Ta (5.20)

Uma solução particular da Eq. (5.18) é

Θp =
Qm

kM2
(5.21)

e a solução da equação homogênea é a obtida na seção anterior. Assim, a distribuição de temperaturas

em regime permanente para o caso unidimensional é dada por:

T (x) = Ta +
Qm

kM2
−

qo
kM

senh (Mx) +

[

Tc − Ta −
Qm

kM2
+

q0
kM

senh (ML)

]

·
cosh(Mx)

cosh(ML)
(5.22)

Como observado nas Figuras 5.6 e 5.7, as duas soluções (Eq. (5.22) e Eq. (4.23)) em

regime permanente convergem, constatando novamnete que a solução anaĺıtica obtida é válida e

aplicaável a todo instante. Soluções como esta são de grande importância em bio-engenharia, pois a

partir do perfil resultante de temperaturas ao longo do doḿınio pode-se prever a existência de alguma

anomalia no tecido, seja uma elevada taxa de metabolismo caracterizada por alguma infecção ou até

mesmo um carcinoma. Novamente as curvas-solução nas duas situações são coincidentes e o erro é

da ordem de 10−2 % em praticamente todo o doḿınio.

Um comparativo interessante pode ser traçado entre as soluções em regime permanente
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sem o efeito do metabolismo (Fig. 5.4) e com o efeito do metabolismo (Fig. 5.6) a concavidade da

curva muda quando o efeito do metabolismo é considerado ou não é considerado. No caso da seção

anterior, percebe-se que a solução como não é dependente do metabolismo sofre apenas os efeitos do

fluxo imposto na superf́ıcie e da perfusão sangúınea.

Já no exposto na Fig. 5.6 o efeito do metabolismo aumenta a derivada próxima à superf́ıcie

dando maior relevância ao efeito do fluxo imposto e indo em contrapartida ao efeito da perfusão

que pode ser entendido como um efeito convectivo na parte interior do tecido que tende a manter

a temperatura corporal constante e igual a Tc. Pode-se sugerir por exemplo, a dedução de uma

solução que leva em conta, separadamente, apenas o efeito do metabolismo devido à respiração

celular e acopla, por exemplo, o efeito de transpiração, o que deixaria o modelo mais complexo pois

a transpiração tem por sua função termorreguladora papel importante nos efeitos de convecção na

superf́ıcie.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

35

40

45

50

55

60

65

70

75

80

T
e

m
p

e
ra

tu
ra

 T
(º

C
)

Solução para t = 1x10
5
 s via FG

Regime permanente considerando os efeitos de perfusão e metabolismo

Figura 5.6: Comparação entre a solução anaĺıtica dada pela Eq. (4.23) e a solução do problema 1D
considerando os efeitos de perfusão e metabolismo (Eq. (5.22)) ambas em regime permanente.

Uma das vantagens que a solução anaĺıtica traz é permitir a sua verificação intŕınseca

(resultados discutidos ao longo deste caṕıtulo), o que permite avaliar seu comportamento e descobrir

posśıveis erros em sua dedução mesmo sem comparar com outras metodologias como, por exemplo,

métodos numéricos, experimentos ou outras técnicas de obtenção de soluções anaĺıticas.



38

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

e
rr

o
 r

e
la

ti
v
o

 (
%

)

Figura 5.7: Erro relativo entre a solução anaĺıtica undimensional completa em regime permanente e a
eliminação do efeito do metabolismo.

No caṕıtulo seguinte, a partir dos resultados analisados e verificados da solução unidimen-

sional, é deduzida a solução para o modelo de Pennes tridimensional levando-se em conta os efeitos

de perfusão e metabolismo.
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no termo de metabolismo (Qm), as trocas de calor devido aos pelos que revestem o tecido e têm

papel importante na termorregulação do organismo são tratados no termo de convecção. O tecido

subcutâneo é tratado como a referência para a definição do doḿınio de cálculo sendo denotado por

x = L nos cálculos realizados.

As propriedades do tecido e os valores definidos de temperaturas prescritas, fluxos e

coeficientes de convecção estão indicados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Propriedades do tecido em estudo e condições de contorno (HOLMES, 1997)

Śımbolo Valor Descrição

L 0,03 m dimensão do doḿınio na direção x

a 0,03 m dimensão do doḿınio na direção y

b 0,03 m dimensão do doḿınio na direção z

ρ 1 · 103 kg/m3 massa espećıfica do tecido

ρb 1 · 103 kg/m3 massa espećıfica do sangue

c 4, 2 kJ/(kgoC) calor espećıfico do tecido

cb 4, 2 kJ/(kgoC) calor espećıfico do sangue

Ta 37oC temperatura arterial

Tc 37oC temperatura interior do corpo humano

Tf 25oC temperatura do ambiente

k 5 · 10−1 W/(moC) condutividade térmica do tecido

ωb 5 · 10−4 mL/(mL·s) perfusão sangúınea

h0 10 W/(m2 oC) coeficiente de convecção do ar

Qm 3, 38 · 104 W/m3 taxa de metabolismo do organismo

q0 1000 W/m2 fluxo imposto na superf́ıcie

6.1 Problema X21Y33Z33

Para o estudo de caso do problema tridimensional, pode-se assumir um volume de controle

representativo de um tecido biológico vivo (Fig. 6.2), por exemplo o braço humano, submetido às

condições de contorno de convecção e fluxo prescrito.

A equação governante, seguindo o modelo de Pennes, considerando propriedades constantes,

pode ser escrita como

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y 2
+

∂2T

∂z2
+

ωbρbcb
k

(Ta − T ) +
Qm

k
=

1

α

∂T

∂t
(6.1)
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Figura 6.2: Doḿınio de cálculo representativo do antebraço humano submetido a um fluxo de calor
na superf́ıcie, temperatura prescrita na base (em contato com o organismo) e à convecção nas demais
faces - Problema X21Y33Z33.

Para simplificar a obtenção do modelo, assume-se que, inicialmente, todo o doḿınio esteja

à mesma temperatura

T (x , y , z , 0) = Ta (6.2)

e submetido às condições de contorno:

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= qo (6.3)

T = Tc em x = L (6.4)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h
(

Tf − T |y=0

)

(6.5)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

= h
(

T |y=a − Tf

)

(6.6)

−k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= h (Tf − T |z=0) (6.7)
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−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

z=b

= h (T |z=b − Tf ) (6.8)

Na condição de contorno dada pela Eq. (6.3) é prescrito um fluxo na superf́ıcie do tecido e

na Eq. (6.4) indica-se uma temperatura prescrita na posição x = L, ou seja, o problema na direção x

é do tipo X21. As Equações (6.5) a (6.8) representam as faces externas nos planos xy e xz que estão

submetidas à convecção, portanto, o problema nessas direções é do tipo Y33 e Z33, respectivamente.

Porém, devido à simetria do problema, ele pode ser transformado num problema do tipo X21Y32Z32,

considerando que, nos planos centrais paralelos aos planos xOy e xOz a derivada é nula. Redefine-se os

limites nas coordenadas y e z para simplificacão de notação: a = 2a e b = 2b; e, assim, as condições

de contorno para a Eq. (6.1), passam a ser da forma

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= qo (6.9)

T = Tc em x = L (6.10)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h
(

Tf − T |y=0

)

(6.11)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

= 0 (6.12)

−k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= h (Tf − T |z=0) (6.13)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

z=b

= 0 (6.14)

No entanto, a Eq. (6.1) não pode ser resolvida por Funções de Green da maneira em que

está escrita, por apresentar o termo de temperatura vinculado à perfusão, para tanto, analogamente
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ao caso unidimensional, toma-se

T (x , y , z , t) = Ta +W (x , y , z , t) exp (−λt) (6.15)

com

λ = M2α (6.16)

e

M2 =
ωbρbcb

k
(6.17)

Derivando em relação ao tempo a Eq. (6.15), tem-se

∂T

∂t
=

∂W

∂t
· exp (−λt)− λ ·W exp (−λt) (6.18)

Pode-se, então, aplicar o laplaciano em ambos os membros da Eq. (6.15), levando a

∇2T = ∇2W · exp (−λt) (6.19)

A partir das equações (6.18) e (6.19), manipulando-se corretamente os termos, a Eq. (6.1)

é escrita em termos da variável W :

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y 2
+

∂2W

∂z2
+

1

k
· Qm exp (λt) =

1

α

∂W

∂t
(6.20)

De maneira análoga, pode-se demonstrar que as condições inicial e de contorno podem ser

escritas em termos da variável W sendo:

• a condição inicial dada por

W (x , y , z , 0) = 0 (6.21)

• as condições de contorno na direção x (fluxo e temperatura prescritos):

−k
∂W

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 exp (λt) (6.22)

e

W = 0 em x = L (6.23)
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• as condições de contorno na direção y :

−k
∂W

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h [(Tf − Ta) · exp (λt)−W ] (6.24)

e

−k
∂W

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

= 0 (6.25)

• e as condições de contorno na direção z :

−k
∂W

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= h [(Tf − Ta) · exp (λt)−W ] (6.26)

e

−k
∂W

∂z

∣

∣

∣

∣

z=b

= 0 (6.27)

Desse modo, pode-se estabelecer as Funções de Green que se relacionam com o tipo de

problema em cada direção (ver Cole et al. (2010)). Na direção x :

GX21 =
2

L

∞
∑

m=1

exp

(

−β2
mα (t − τ)

L2

)

cos
(

βm

x

L

)

cos

(

βm

x ′

L

)

(6.28)

onde

βm = π

(

m −
1

2

)

(6.29)

na direção y :

GY 32 =
2

a

∞
∑

n=1

cos
[

βn

(

1−
y

a

)]

cos

[

βn

(

1−
y ′

a

)]

exp

[

−β2
nα(t − τ)

a2

]

×
β2
n + B2

1

β2
n + B2

1 + B1

(6.30)

sendo

B1 =
ha

k
(6.31)

e os autovalores βn são as ráızes positivas, ordenadas em ordem crescente, da equação transcendental
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(ver Fernandes (2009)):

βntgβn = B1 (6.32)

e na direção z :

GZ32 =
2

b

∞
∑

p=1

cos
[

βp

(

1−
z

b

)]

cos

[

βp

(

1−
z ′

b

)]

exp

[

−β2
pα(t − τ)

b2

]

×
β2
p + B2

2

β2
p + B2

2 + B2

(6.33)

onde, analogamente,

B2 =
hb

k
(6.34)

e

βptgβp = B2 (6.35)

Portanto, a função de Green associada ao problema tridimensional (Eq. (6.20)) é

GX21Y 32Z32(x , y , z , t|x
′, y ′, z ′, τ) = GXYZ = GX21 · GY 33 · GZ33 (6.36)

ou seja,

GXYZ =
8

Lab

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

(

β2
n + B2

1

β2
n + B2

1 + B1

)

(

β2
p + B2

2

β2
p + B2

2 + B2

)

exp [−γα (t − τ)]

× cos
(

βm

x

L

)

cos
[

βn

(

1−
y

a

)]

cos
[

βp

(

1−
z

b

)]

× cos

(

βm

x ′

L

)

cos

[

βn

(

1−
y ′

a

)]

cos

[

βp

(

1−
z ′

b

)]

(6.37)

com

γ =
β2
m

L2
+

β2
n

a2
+

β2
p

b2
(6.38)
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A solução da Eq. (6.20) via Funções de Green é obtida através da equação-solução integral

dada pela Eq. (3.32):

W (x , y , z , t) =
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

G · Qm exp (λτ) dz ′dy ′dx ′dτ+

+
α

k

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

q0 exp (λτ) G |x ′=0 dz
′dy ′dτ+

+
αh

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ b

z ′=0

(Tf − Ta) exp (λτ) G |y ′=0 dz
′dx ′dτ+

+
αh

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

(Tf − Ta) exp (λτ) G |z ′=0 dy
′dx ′dτ

(6.39)

e a distribuição de temperatura T(x, y, z, t) é dada por

T (x , y , z , t) = Ta +

{

αQm

k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iy Iz Iτ +
αq0
k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Iy Iz Iτ +

+
αh

k
(Tf − Ta)

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iz Iτ cos βn+

+
αh

k
(Tf − Ta)

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iy Iτ cos βp

}

exp (−λt)

(6.40)

sendo

G ∗ =
8

Lab
cos
(

βm

x

L

)

cos
[

βn

(

1−
y

a

)]

cos
[

βp

(

1−
z

b

)]

×

(

β2
n + B2

1

β2
n + B2

1 + B1

)

(

β2
p + B2

2

β2
p + B2

2 + B2

) (6.41)

Ix =
L senβm

βm

(6.42)

Iy =
a senβn

βn

(6.43)

Iz =
b senβp

βp

(6.44)
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e

Iτ =
exp (λt)− exp (−γαt)

α (M2 + γ)
(6.45)

os cálculos intermediários para a dedução das Eqs. (6.39) e (6.40) podem ser acompanhados no

Apêndice C.

A evolução das temperaturas ao longo do tempo na superf́ıcie podem ser avaliadas pelas

figuras seguintes. Os resultados mostrados apresentam a evolução da temperatura superficial do

doḿınio ao longo do tempo. Nos instantes iniciais, entre 0,1 s e 10 s, a mudança na temperatura

superficial é, inicialmente, dependente da convecção nas faces laterais, o que demonstra a simetria do

problema.

À medida que o tempo avança, a aplicação do fluxo prescrito e os efeitos convectivos vão

evoluindo, há uma mudança nas caracteŕısticas da superf́ıcie T(x, y, z, ti), com ti sendo o instante

de análise. Após 1000 s o sistema como um todo tende a entrar em regime permanente havendo

pequenas variações em grandes intervalos de tempo. Assume-se, a partir desse padrão que o regime

permanente é estabelecido a partir de 1 · 104 s. No caṕıtulo seguinte, essa solução é verificada

intrinsicamente comparando-a com a solução tridimensional eliminanddo-se o efeito de convecção

(toma-se h = 1 · 10−8 W/(m2 oC)) e avaliando-se um doḿınio com dimensões comparativamente

muito maiores nas direções y e z em relação ao do estudo original.
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Figura 6.3: Evolução da temperatura no centro da superf́ıcie do tecido ao longo do tempo quando
aplicado um fluxo q0 = 1.000 W/m2 (Problema X21Y33Z33).



48

58

1

60

62

1

64

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 (
ºC

)

66

0.8

y/2b

0.5

68

0.6

z/2a

70

0.4
0.2

0 0

60

61

62

63

64

65

66

67

68

Figura 6.4: Distribuição de temperaturas na superf́ıcie (x = 0) para t = 1 · 104 s (Problema
X21Y33Z33).



CAṔITULO VII

VERIFICAÇÃO INTŔINSECA DA SOLUÇÃO DO PROBLEMA X21Y33Z33 DA SEÇÃO

6.1

Neste caṕıtulo, estuda-se a validade da solução tridimensional de condução em tecidos

biológicos obtida no caṕıtulo anterior. Faz-se a verificação intŕınseca da solução por meio de simplifi-

cações e/ou hipóteses no modelo com o intuito de compará-lo a um resultado previamente conhecido

e verificado. Nesse sentido, duas situações são estudadas:

(i) avaliação da presença e da ausência da convecção, diminuindo-se em cinco ordens de grandeza

o valor do coeficiente de convecção e analisando o perfil em relação ao caso unidimensional

(seção 7.1);

(ii) comparação de um doḿınio estendido (com dimensões nas direções y e z comparativamente

maiores que o doḿınio original) em relação ao caso unidimensional (seção 7.2).

Na seção 7.3, o problema é reduzido ao caso unidimensional substituindo a condição de

contorno de convecção nas faces laterais por faces isoladas.

7.1 Eliminação do efeito convectivo nas faces laterais

Para verificar a validade da solução tridimensional obtida, faz-se a verificação intŕınseca

da mesma quando os efeitos convectivos são eliminados das faces laterais. Para um mesmo fluxo

imposto, na Fig. 7.1 mostra-se o comportamento transiente das soluções uni e tridimensionais. O

ponto de análise no doḿınio tridimensional é o centro da superf́ıcie. Foram utilizados 200 autovalores

em cada direção. A partir da análise das curvas, percebe-se que a solução tridimensional acompanha a

solução unidimensional durante toda a evolução temporal, o que corrobora para a validade da solução

3D obtida.
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Sendo TX21Y33Z33 a solução tridimensional dada pela Eq. (7.24) com a convecção nas faces

laterais despreźıvel e TX21 a solução unidimensional deduzida no Anexo A, o erro relativo entre as

duas soluções é dado por

errohp =
TX21Y 33Z33 − TX21

TX21

× 100% (7.1)

Analisando a Fig. 7.2, percebe-se que a diferença relativa entre as duas soluções é da

ordem de 10−8 %, que, confirma a convergência do problema tridimensional com efeitos convectivos

despreźıveis ao caso unidimensional.
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Figura 7.1: Evolução da temperatura superficial do tecido nos casos tridimensional com efeito de
convecção despreźıvel e unidimensional, ambos resolvidos via Funções de Green.

Na Tabela 7.1 é mostrada a comparação entre a quantidade de autovalores utilizada no

cálculo da solução tridimensional com efeitos convectivos laterais reduzidos e o erro relativo obtido

em regime permanente em comparação com o caso unidimensional.
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Figura 7.2: Erro relativo entre as soluções 1D e 3D (com convecção lateral despreźıvel) ao longo do
tempo (Eq. (7.1)).

Tabela 7.1: Estudo da convergência da solução tridimensional com efeitos convectivos laterais
despreźıveis para um ponto no centro da superf́ıcie do doḿınio em relação à solução unidimensional.
m, n, p indicam o número de autovalores utilizados na série nas direções x, y, z, respectivamente.

m, n, p erro máximo (%) erro em regime permanente (%)

2 −11, 2162 −7, 5653

5 −5, 2819 −2, 9900

10 −2, 8196 −1, 4775

20 −1, 3989 −0, 7001

30 −0, 8959 −0, 4409

40 −0, 6378 −0, 3112

50 −0, 4807 −0, 2334

100 −0, 1611 −0, 0778

200 −1, 7920 · 10−8 −1, 7920 · 10−8
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7.2 Avaliação do efeito do tamanho do doḿınio

Com o intuito de analisar a eliminação dos efeitos convectivos de uma segunda forma,

altera-se o tamanho do doḿınio estendendo-o nas direções y e z tomando-se como ponto de análise

o centro da superf́ıcie (T3DdE). O sub́ındice ′dE′ refere-se a ”doḿınio estendido”. Comparando a

solução com a já verificada solução unidimensional para o problema de biotransferência de calor,

novamente para um mesmo fluxo de calor, o comportamento da temperatura superficial nos dois

casos é visualmente convergente como ilustrado na Fig. 7.3 para 200 autovalores em cada uma das

direções.

Para esta situação, o erro relativo entre os dois casos, errode, é calculado pela expressão:

errode =
T3Dde − TX21

TX21

× 100% (7.2)

Nesse caso, o número de autovalores para que o problema tridimensional convirja para o

problema unidimensional deve aumentar, uma vez que as dimensões em y e z aumentaram, isto é

observado na Tab. 7.2 na qual, para os mesmos 200 autovalores do caso anterior o erro ainda possui

uma ordem de grandeza de 10−2% em regime permanente.
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Figura 7.3: Evolução da temperatura superficial do tecido nos casos 1D e 3D com as direções y e z
estendidas, ambos resolvidos via FG (200 autovalores).
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Figura 7.4: Erro relativo entre as soluções 1D e 3D (com a superf́ıcie estendida) ao longo do tempo.

Tabela 7.2: Estudo da convergência da solução tridimensional com dimensões grandes nas direções
y e z em relação à solução unidimensional para um ponto central da superf́ıcie do tecido. m, n, p
indicam o número de autovalores utilizados na série nas direções x, y, z, respectivamente.

m, n, p erro máximo (%) erro em regime permanente (%)

2 −18, 3624 −18, 3624

5 −4, 7536 +0, 1605

10 −2, 9382 −2, 0968

20 −1, 4151 −0, 7538

30 −0, 9008 −0, 4434

40 −0, 6400 −0, 3067

50 −0, 4816 −0, 2284

100 −0, 1612 −0, 0755

200 +0,0013 +6, 7704 · 10−3
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7.3 Problema X21Y22Z22

O problema do tipo X21Y22Z22, com fluxo prescrito na superf́ıcie, temperatura prescrita

em x = L e isolado nas demais faces, também pode ser utilizado para verificar, intrinsicamente, a

solução obtida na seção 6.1. Para tanto, alteram-se as condições de contorno do problema de tal

forma que o doḿınio é isolado em todas as faces exceto na superf́ıcie e em x = L, ver Fig. 7.5.

 

Figura 7.5: Doḿınio de cálculo representativo do antebraço humano submetido a um fluxo de calor
na superf́ıcie, temperatura prescrita na base (em contato com o organismo) e isolado nas demais
faces - Problema X21Y22Z22.

Sendo assim, pode-se reescrever o problema de Pennes:

k∇2T + ωbρbcb(Ta − T ) + Qm = ρc
∂T

∂t
(7.3)

vinculado às condições de contorno:

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (7.4)

T = Tc , em x = L (7.5)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= −k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

= −k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= −k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=b

= 0 (7.6)
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e à condição inicial:

T (x , y , z , 0) = T (x , 0) = T0(x) = Tp +
Tc − Tp

cosh(ML)
· cosh(Mx) (7.7)

com

M =

√

ωbρbcb
k

(7.8)

e

Tp =
M2Ta +

Qm

k

M2
(7.9)

Tomando-se

T (x , y , z , t) = T0 +W (x , y , z , t) · exp (−λ · t) (7.10)

com

λ =
ωbρbcb
ρc

(7.11)

Realizando a mudança de variável definida pela Eq. (7.10) para eliminar o termo de perfusão

e ser posśıvel a resolução via funções de Green, a Eq. (7.3) torna-se:

∇2W =
1

α

∂W

∂t
(7.12)

e as condições inicial e de contorno (indicadas pelas Eqs. (7.4) a (7.6)) assumem, respectivamente, a

forma:

W = 0, em t = 0 (7.13)

−k
∂W

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 exp (−λt) (7.14)

W = 0, em x = L (7.15)
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= 0 (7.16)

A função de Green que resolve o problema é da forma: G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ ) = GX21GY22GZ22,

em que:

GX21 =
2

L

∞
∑

m=1

exp

[

−
β2
mα(t − τ)

L2

]

cos

(

βmx

L

)

cos

(

βmx
′

L

)

(7.17)

com βm = π
(

m− 1
2

)

,

GY 22 =
1

a

{

1 + 2
∞
∑

n=1

exp

[

−
n2π2α(t − τ)

a2

]

cos
(nπy

a

)

cos

(

nπy ′

a

)

}

(7.18)

GZ22 =
1

b

{

1 + 2
∞
∑

p=1
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[

−
p2π2α(t − τ)

b2

]

cos
(pπz

b

)

cos

(

pπz ′

b

)

}

(7.19)

Assim, conforme a Eq. (3.25), a função de Green relacionada ao problema em questão é:

G (x , y , z , t|x ′, y ′, z ′, τ) =
2

abL
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∞
∑

m=1

exp

[

−
β2
mα(t − τ)

L2

]

cos

(

βmx

L

)

cos

(

βmx
′

L

)

+

+ 2
∞
∑

m=1

∞
∑

p=1

exp

[

−α(t − τ)

(

β2
m

L2
+

π2p2

b2

)]

cos

(

βmx

L

)

cos
(pπz

b

)

cos

(

βmx
′

L

)

cos

(

pπz ′

b

)

+

+ 2
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

exp

[

−α(t − τ)

(

β2
m

L2
+

π2n2

a2

)]

cos

(

βmx

L

)

cos
(nπy

a

)

cos

(

βmx
′

L

)

cos

(

nπy ′

a

)

+

+ 4
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

exp

[

−α(t − τ)

(

β2
m

L2
+

n2π2

a2
+

p2π2

b2

)]

cos

(

βmx

L

)

cos

(

βmx
′

L

)

cos
(nπy

a

)

×

× cos

(

nπy ′

a

)

cos
(pπz

b

)

cos

(

pπz ′

b

)}

(7.20)

e a solução do problema na variável W, a partir da Eq. (3.32), será:

W =
α

k

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

G |x ′=0 q0 exp (λτ) dz
′dy ′dτ (7.21)
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O que resulta em:

W (x , y , z , t) =
2αq0
kL

∞
∑

m=1

[

exp (λt)− exp
(

−β2
mαt

L2

)]

cos
(

βmx

L

)

(

β2
mα

L2
+ ωbρbcb

ρc

) (7.22)

os demais termos da Eq. (7.20) desaparecem na integração pois

∫ a

0

cos

(

nπy ′

a

)

= 0 e

∫ b

0

cos

(

pπz ′

b

)

= 0 (7.23)

Portanto, a distribuição de temperaturas é

T(x , y , z , t) = T(x , t) = T0 +
2αq0
kL

∞
∑

m=1

[

1− exp
(

−β2
mαt

L2
− λ
)

t
]

cos
(

βmx

L

)

(

β2
mα

L2
+ ωbρbcb

ρc

) (7.24)

Assim, observa-se que uma aproximação unidimensional para o problema tridimensional é

viável e que a solução pode ser validada lançando mão de tal técnica. A Eq. (7.24) é dependente

somente da direção em que o fluxo é aplicado e tem o mesmo comportamento da solução apresentada

na seção 4.1, sendo a solução a mesma que a obtida na Eq. (4.23), ou, se a distribuição inicial de

temperatura for uniforme, a Eq. (A.15) do Anexo A.

Portanto, a partir das condições avaliadas neste caṕıtulo, a solução tridimensional proposta

fica verificada. Uma vez que se tem a solução anaĺıtica de um problema complexo em mãos, alteração

dos valores de condição de contorno e análises a cerca do comportamento do campo de temperaturas

em qualquer tempo e/ou posição ficam facilitados, o que reduz tempo computacional, erros e

aproximações numéricas.



CAṔITULO VIII

RESULTADOS

Neste caṕıtulo, apresenta-se o campo de temperatura em diferentes posições do doḿınio,

representados por sondas numéricas, para discutir e avaliar a aplicabilidade da solução obtida. Foram

posicionadas sondas em 4 posições diferentes da superf́ıcie, em x = 0 (sondas S1 a S4), 4 sondas 1

mm abaixo da superf́ıcie (sondas S5 a S8), 4 na base do tecido biológico (”core”) indicadas pelas

sondas S29 a S32, 8 sondas na superf́ıcie exposta à convecção (z = 0, 03 cm), as sondas foram

colocadas apenas em uma das superf́ıcies expostas à convecção devido à simetria do problema,

representadas pelas sondas S4 (comum à superf́ıcie exterior), 8 (comum às sondas nas proximidades

da superf́ıcie), S32 (comum às sondas basais) e as sondas S12, S16, S20, S24 e S28 que analisam

apenas o efeito daquela superf́ıcie, as demais sondas foram posicionadas no interior do tecido para

melhor compreender a evolução térmica do mesmo como um todo. As posições das sondas foram

tomadas conforme a Tab. 8.1 ao longo do plano σ definido na Fig. 8.1. Os resultados ilustrados e

discutidos foram obtidos com 200 autovalores em cada direção. A disposição das sondas, conforme a

Tab. 8.1, no plano σ é ilustrada na Fig. 8.2.
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Figura 8.1: Definição do plano σ: y = 0, 015 m

.
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Figura 8.2: Sondas no plano σ: y = 0, 015 m.
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Tabela 8.1: Posições, em termos de suas coordenadas [m], das sondas numéricas colocadas no doḿınio
representativo de um tecido biológico in vivo em estudo.

Sonda x y z Sonda x y z
1 0 0,015 0,015 17 0,015 0,015 0,015

2 0 0,015 0,020 18 0,015 0,015 0,020

3 0 0,015 0,025 19 0,015 0,015 0,025

4 0 0,015 0,030 20 0,015 0,015 0,030

5 0,001 0,015 0,015 21 0,020 0,015 0,015

6 0,001 0,015 0,020 22 0,020 0,015 0,020

7 0,001 0,015 0,025 23 0,020 0,015 0,025

8 0,001 0,015 0,030 24 0,020 0,015 0,030

9 0,005 0,015 0,015 25 0,025 0,015 0,015

10 0,005 0,015 0,020 26 0,025 0,015 0,020

11 0,005 0,015 0,025 27 0,025 0,015 0,025

12 0,005 0,015 0,030 28 0,025 0,015 0,030

13 0,010 0,015 0,015 29 0,030 0,015 0,015

14 0,010 0,015 0,020 30 0,030 0,015 0,020

15 0,010 0,015 0,025 31 0,030 0,015 0,025

16 0,010 0,015 0,030 32 0,030 0,015 0,030
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8.1 Análise da evolução da temperatura em vários pontos do tecido

A condição em regime permanente do tecido após a aplicação do fluxo imposto e a

combinação dos efeitos convectivos laterais, e metabólicos e de perfusão internos é apresentada na

Fig. 8.3. Observa-se que a distribuição de temperaturas na superf́ıcie traduz a resposta esperada:

uma maior temperatura no centro da superf́ıcie superior com gradual diminuição até as faces laterais.

Na base, a condição de contorno de temperatura prescrita é respeitada, obtendo-se como resposta

T = TC = 37oC.

Figura 8.3: Campo de temperaturas no tecido em t = 1 · 104 s (200 autovalores).

As sondas numéricas instaladas na superf́ıcie, S1 a S4, trazem a resposta de quatro pontos

desta seção à aplicação do fluxo externo (q0 = 1.000 W/m2). Como observado na Fig. 8.4, o ponto

central (sonda S1) é aquele com a resposta com maior influência ao efeito do fluxo, como discutido

no caṕıtulo anterior, os efeitos convectivos vão diminuindo ao aproximar-se do centro do doḿınio

em questão. As demais sondas, separadas 5 mm entre si, traduzem a combinação do efeito do fluxo,

da geração de calor devido ao metabolismo, da perfusão sangúınea e da convecção nas laterais.

Em especial a sonda S4, que possui a menor temperartura em regime permanente na superf́ıcie.

Quatro sondas foram instaladas 1 mm abaixo da superf́ıcie, para comparar o efeito direto do fluxo e a

influência dos efeitos interiores. Representadas pelas sondas S5 a S8, estas sondas tem temperaturas
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muito próximas às sondas imediatamente superiores, com uma diferença de 2oC.
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Figura 8.4: Evolução temporal da temperatura na superf́ıcie do tecido exposta ao fluxo.

Cinco milimetros abaixo da superf́ıcie exposta ao fluxo, as temperaturas são ainda menores,

como ilustrado na Fig. 8.6, sendo a maior temperatura a central (S9) e a menor temperatura registrada

na face exposta à convecção (S12).

Nas sondas instaladas em x = 10 mm (ver Fig. 8.7), o efeito da convecção na face

lateral destaca-se mais do que o feito do fluxo, como indicado no comportamento da sonda S16. É

posśıvel também observar que os comportamentos das sondas dispostas em z = 0, 020 m, no plano

σ, têm comportamento próximo daquelas instaladas na linha central z = 0, 015 m, como pode ser

acompanhado nas Figs. 8.4 a 8.7.
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Figura 8.5: Evolução temporal da temperatura 1 mm abaixo da superf́ıcie do tecido exposta ao fluxo.
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Figura 8.6: Evolução temporal da temperatura em x = 5 mm.
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Figura 8.7: Evolução temporal da temperatura em x = 10 mm.

As sondas tomadas no plano central do doḿınio, em x = L/2, no plano σ, ilustradas na

Fig. 8.8, mostram o comportamento destes pontos, onde o efeito do fluxo em x = 0 passa a ser

sobrepujado pelos efeitos metabólicos e de perfusão. Para tempos muito pequenos, observa-se um

abaixamento da temperatura na face lateral, exposta à convecção, além da temperatura inicial a qual

o tecido estava submetido, isto justifica-se pela ação instantânea da convecção, que é eliminada com

o passar do tempo com as ações do fluxo e da geração metabólica. O mesmo ocorre nas sondas dessa

face dispostas em x = 20 mm e x = 25 mm, como é posśıvel identificar nas Figs. 8.9 e 8.10.

Para fins de validação numérica da solução anaĺıtica, o comportamento de pontos da base

do tecido é ilustrado na Fig. 8.11, que respondem à condição de temperatura prescrita imposta

mantendo a temperatura constante e igual à temperatura arterial.
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Figura 8.8: Evolução temporal da temperatura em x = 15 mm.
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Figura 8.9: Evolução temporal da temperatura em x = 20 mm.
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Figura 8.10: Evolução temporal da temperatura em x = 25 mm.
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Figura 8.11: Evolução temporal da temperatura em x = 30 mm.
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8.2 Análise de sondas dispostas na secção central e na face lateral (sujeita à convecção)

do tecido

Duas secções são de especial interesse: a linha definida por z = 0, 015 m no plano σ, e

a face lateral submetida aos efeitos convectivos. A primeira foi utilizada na verificação intŕınseca

da solução anaĺıtica, confrontando os resultado obtidos em três situações distintas com a também

verificada solução unidimensional. A segunda avalia o efeito da convecção que circunda o tecido.

O comportamento de tais sondas é ilustrado nas Figs. 8.12 e 8.13. Nelas é posśıvel verificar

que, à medida que se caminha em direção à base do tecido, as temperaturas vão diminuindo e

os efeitos do fluxo de calor imposto em x = 0 vão perdendo força até chegar em x = L onde a

temperatura se mantém constante. Na face lateral as temperaturas registradas são menores que na

linha central, isto é devido à ação da convecção exterior.
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Figura 8.12: Evolução temporal da temperatura na região central do tecido.



68

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

tempo t(s)

35

40

45

50

55

60

65

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 T
(º

C
) S4

S8

S12

S16

S20

S24

S28

S32

Figura 8.13: Evolução temporal da temperatura na face lateral do tecido, sujeita à convecção.

8.3 Respostas de sondas selecionadas à anulação do efeito do metabolismo

Sete sondas são tomadas para se avaliar o comportamento do tecido quando são variadas

as taxas de perfusão e metabolismo: S1, S4, S17, S20, S29, S32 e uma trigésima terceira sonda

instalada no centro da intersecção entre as faces laterais expostas à convecção então denominada

S33.

Para a situação tomada nas seções anteriores, o comportamento do ponto onde é instalada

a sonda S33 é registrado na Fig. 8.14. Neste ponto é novamente notável a influência da convecção

nos primeiros instantes de análise, trazendo a temperatura deste ponto 1oC abaixo da temperatura

arterial.

Um comparativo entre as temperaturas registradas pelas sondas citadas é mostrado na

Fig. 8.15 que registra que um ponto da intersecção entre as faces sujeitas à convecção registra uma

temperatura menor do que um ponto central de uma das faces que contém efeitos convectivos.
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Figura 8.14: Evolução temporal da temperatura na intersecção das faces laterais sujeitas à convecção.
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Figura 8.15: Comparação das respostas de sondas selecionadas.
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Figura 8.16: Comparação das respostas de sondas selecionadas a um tecido sem a presença de
perfusão sangúınea e metabolismo.

Nesse caso, como também observado nas Figs. 8.16 e 8.17, o efeito do fluxo se propaga

por uma maior parte de todo o tecido elevando as temperaturas além daquelas registradas quando o

tecido tinha a presença de circulação sangúınea. Outro ponto a ser levantado é que, ao eliminar-se

tais efeitos, a equação governante do problema de biotransferência de calor reduz-se a um problema

tridimensional de condução mais simples, sem geração de energia:

∇2T (x , y , z , t) =
1

α

∂T

∂t
(8.1)

com condição inicial

T (x , y , z , 0) = Ta (8.2)

e respondendo às condições de contorno

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= qo e T = Tc em x = L (8.3)
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−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h
(

Tf − T |y=0

)

e − k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

= h
(

T |y=a − Tf

)

(8.4)

−k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= h (Tf − T |z=0) e − k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

z=b

= h (T |z=b − Tf ) (8.5)

Figura 8.17: Campo de temperaturas no tecido morto em t = 1 · 104 s (200 autovalores).

8.4 Comentários sobre presença de uma fonte de calor estranha ao metabolismo no

tecido

Supondo que haja no tecido uma fonte de calor estranha ao metabolismo, QE, um suposto

tumor, por exemplo, numa regiãoR = [x1, x2]×[y1, y2]×[z1, z2] com 0 < x1 < x2 < L, 0 < y1 < y2 < a

e 0 < z1 < z2 < b, o termo de geração da equação

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y 2
+

∂2W

∂z2
+

1

k
· g(x , y , z , t) exp

(

M2αt
)

=
1

α

∂W

∂t
(8.6)
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pode ser escrito como sendo

g(x , y , z , t) =







Qm + QE (t) , para (x , y , z) ∈ R

Qm , para (x , y , z) /∈ R
(8.7)

Nesse caso, acrescenta-se à solução a seguinte integral:

α

k

∫ t

τ=0

∫ x2

x ′=x1

∫ y2

y ′=y1

∫ z2

z ′=z1

G · QE (τ) exp
(

M2ατ
)

dz ′dy ′dx ′dτ (8.8)

As funções de Green associadas ao problema são:

GX21 (x , t|x
′, τ) =

2

L

∞
∑

m=1

exp

[

−β2
mα (t − τ)

L2

]

cos
(

βm

x

L

)

cos

(

βm

x ′

L

)

(8.9)

GY 33 (y , t|y
′, τ) =

2

a

∞
∑

n=1

exp

[

−β2
nα (t − τ)

a2

] [

βn cos
(

βn

y

a

)

+ B1sen

(

βn

y ′

a

)]

×

[

βn cos

(

βn

y ′

a

)

+ B1sen

(

βn

y ′

a

)]

×

{

(

β2
n + B2

1

)

(

1 +
B1

β2
n + B2

1

)

+ B1

}

−1

(8.10)

e

GZ33 (z , t|z
′, τ) =

2

b

∞
∑

p=1

exp

[

−β2
pα (t − τ)

b2

]

[

βp cos
(

βp

z

b

)

+ B2sen
(

βp

z

b

)]

×

[

βp cos

(

βp

z ′

b

)

+ B2sen

(

βp

z ′

b

)]

×

{

(

β2
p + B2

2

)

(

1 +
B2

β2
p + B2

2

)

+ B2

}

−1

(8.11)

com

B1 =
ha

k
e B2 =

hb

k
(8.12)

e os autovalores sendo calculados por

βm = π

(

m −
1

2

)

tgβn =
2βnB1

β2
n − B2

1

e tgβp =
2βpB2

β2
p − B2

2

(8.13)
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βn e βp são as ráızes positivas, organizadas em ordem crescente, de suas respectivas equações

transcendentais.

Neste sentido, a solução para o problema tridimensional de transferência de calor em

tecidos biológicos torna-se ainda mais genérica, o que dá liberdade ao pesquisador em modificar

condições dos tipos mencionados. Um grande trunfo, a ser explorado em trabalhos futuros, é caso

a posição do tumor não seja conhecida, mas a sua presença sim. Isto é posśıvel através do uso de

técnicas de Problemas Inversos em Transferência de Calor.

A determinação de perfis térmicos em tecidos biológicos e a análise dos mesmos permitem

avanços nos campos de bio-engenharia e medicina no que tange ao dignóstico precoce de posśıveis

tumores.



CAṔITULO IX

CONCLUSÃO

Foi proposta e apresentada neste trabalho a solução da Equação da Biotransferência de

Calor de Pennes para um problema tridimensional que descreve o tecido da pele humana in vivo,

levando em conta, portanto, os efeitos do metabolismo e da perfusão sangúınea através do uso de

Funções de Green.

Num primeiro momento, apresentou-se a equação-solução integral de condução de calor

baseada em Funções de Green (FG) através da abordagem de um problema geral de condução de

calor unidimensional transiente e com condições de contorno variando com o espaço e o tempo e a

presença de termos de geração de calor. Mesmo tal problema não tendo sido resolvido, os aspectos

matemáticos e f́ısicos, além das principais propriedades das FG foram apresentados e discutidos.

Posteriormente, aplicou-se a técnica para a solução de problemas uni e bidimensionais.

Sempre com o intuito de ilustrar a simplicidade e a abrangência da técnica, soluções para

casos particulares mais simples foram obtidas e verificadas dando segurança à aplicação da mesma.

O foco principal do trabalho é por fim discutido obtendo-se a solução para o problema

tridimensional que é verificado intrinsicamente em mais de duas maneiras diferentes. O resultado

pode ser empregado na comparação com soluções numéricas ou na verificação intŕınseca de soluções

anaĺıticas 3D transientes com outras condições de contorno e termos de metabolismo. Representa

também uma ferramenta importante no uso de técnicas inversas para a detecção da perfusão sangúınea

ou fontes internas de calor originadas pelo metabolismo de células normais e/ou tumores.

O presente trabalho insere-se no contexto de pesquisas voltadas ao estudo da biomecânica

cujo principal objetivo é o estudo do comportamento térmico de tecidos vivos. Representa, nesse

sentido, uma grande ferramenta de aux́ılio para técnicas de detecção precoce da presença de tumores

em tecidos humanos.
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9.1 Propostas para trabalhos futuros

Conclúıdo o estudo tridimensional de um doḿınio com propriedades constantes represen-

tativo de um tecido biológico via Funções de Green, várias aplicações se apresentam no sentido de

estudos para a obtenção de soluções com condições mais complexas:

• Obtenção do campo de temperaturas para um tecido com uma geração de calor metabólica

anômala em posições conhecidas;

• Determinação da solução anaĺıtica para o problema tridimensional de análise térmica de um

tecido biológico multicamadas;

• Análise da resposta da temperatura, usando Funções de Green, a uma aplicação de uma fonte

móvel na superf́ıcie do tecido;

• Estudo e análise de problemas inversos para determinação de propriedades térmicas de tecidos

biológicos e determinação de fontes anômals de geração de calor metabólica com o intuito de

previnir e identificar posśıveis tumores no tecido;
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2013. Dispońıvel em: <https://doi.org/10.1007/s10765-013-1396-0>.

FERNANDES, A. Dissertação (Mestrado em Engenharia Mecânica), Funções de Green: Soluções
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APÊNDICE A

Demonstração da equação-solução integral baseada em

Funções de Green para problemas unidimensionais

Reconsidere o caso unidimensional transiente de Condução de Calor, cujo equacionamento

é (Eqs. (3.11) a (3.13))

∂2T

∂x2
+

g(x , t)

k
=

1

α

∂T

∂t
(A.1)

ki
∂T

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

+ hiT |x=xi = fi(t) (A.2)

T (x , 0) = F (x) (A.3)

Como discutido na seção 3.2, o problema auxiliar, que corresponde à versão homogênea

do problema original, é composto pela EDP e condições seguintes:

∂2G

∂x ′2
+

δ(x − x ′)δ(t − τ)

α
=

1

α

∂G

∂τ
, para t > τ (A.4)

ki
∂G

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

+ hiG |x=xi = 0 com i = 1; 2 (A.5)
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G (x , t|x ′, τ) = 0 para t < τ (A.6)

Aplicando-se a propriedade de reciprocidade na Eq. (A.4), escreve-se

∂2G

∂x ′2
+

δ(x − x ′)δ(t − τ)

α
= −

1

α

∂G

∂τ
(A.7)

Fazendo uma mudança de variáveis na Eq. (A.1) para escrevê-la em termos das variáveis

x′ e τ obter-se-á

∂2T

∂x ′2
+

g(x ′, τ)

k
=

1

α

∂T

∂τ
(A.8)

multiplicando-se a Eq. (A.7) por T(x′, τ)

T
∂2G

∂x ′2
+

T

α
δ(x − x ′)δ(t − τ) = −

T

α

∂G

∂τ
(A.9)

a Eq. (A.8) por G(x, t|x′, τ)

G
∂2T

∂x ′2
+

G

k
g(x ′, τ) =

G

α

∂T

∂τ
(A.10)

e subtraindo a Eq. (A.9) da Eq. (A.10) chega-se na relação

G
∂2T

∂x ′2
− T

∂2G

∂x ′2
+

G

k
g(x ′, τ)−

T

α
δ(x − x ′)δ(t − τ) =

1

α

∂(TG )

∂τ
(A.11)

Ao integrar-se a Eq. (A.11) em relação a x′ por todo o doḿınio (0 ≤ x′ ≤ L), e em relação

a τ entre os instantes τ = 0 e τ = t + t′, t′ sendo um número real positivo e próximo de zero, o

resultado é

1

α

∫ L

x′=0

[TG]t+t′

τ=0 dx
′ =

∫ t+t′

τ=0

dτ

∫ L

x′=0

(

G
∂2T

∂x′2
− T

∂2G

∂x′2

)

dx′+

+
1

k

∫ t+t′

τ=0

dτ

∫ L

x′=0

g(x′, τ)G(x, t|x′, τ)dx′ −
T(x, t)

α
(A.12)

Na Eq. (A.12) a distribuição de temperaturas aparece no segundo membro. As demais

integrais podem ser reescritas utilizando-se as propriedades de integração e das Funções de Green,
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para isto, reescreve-se:

T(x, t) = −

∫ L

x′=0

[TG]t+t′

τ=0 dx
′ +

α

k

∫ t+t′

τ=0

dτ

∫ L

x′=0

g(x′, τ)G(x, t|x′, τ)dx′+

+ α

∫ t+t′

τ=0

dτ

∫ L

x′=0

(

G
∂2T

∂x′2
− T

∂2G

∂x′2

)

dx′ (A.13)

A primeira integral a ser resolvida pode ser simplificada uma vez que, da relação de

causalidade,

G (x , t|x ′, t + t ′) = 0 (A.14)

pois t− τ = t− (t + t′) = −t′ < 0 e não há resposta antes que o impulso ocorra. Assim, apenas a

parcela para τ = 0 resta e como, das condições de contorno, T(x′, 0) = F(x′), tem-se:

−

∫ L

x ′=0

[TG ]t+t′

τ=0 dx
′ =

∫ L

x ′=0

F (x ′)G (x , t|x ′, 0) (A.15)

Portanto, a Eq. (A.15) pode ser interpretada como o efeito da condição inicial na distribuição

de temperaturas. A segunda parcela do segundo membro (RHS) da Eq. (A.13) representa a contribuição

da geração por unidade de volume. Para se interpretar a terceira parcela do RHS da Eq. (A.13),

deve-se, primeiramente, executar a integral espacial por integração por partes:

∫ L

x′=0

(

G
∂2T

∂x′2
− T

∂2G

∂x′2

)

=

= G
∂T

∂x′

∣

∣

∣

∣

x′=L

x′=0

−

∫ L

x′=0

∂G

∂x′
∂T

∂x′
dx′ − T

∂G

∂x′

∣

∣

∣

∣

x′=L

x′=0

−

∫ L

x′=0

∂T

∂x′
∂G

∂x′
dx′ (A.16)

logo

∫ L

x ′=0

(

G
∂2T

∂x ′2
− T

∂2G

∂x ′2

)

= G
∂T

∂x ′

∣

∣

∣

∣

x ′=L

x ′=0

− T
∂G

∂x ′

∣

∣

∣

∣

x ′=L

x ′=0

(A.17)

Na Eq. (A.17), observa-se que as derivadas que aparecem representam as condições de

contorno, assim, a Eq. (A.5) pode ser utlizada, de acordo com o tipo de problema, para descrever as

diferentes condições de contorno. Sendo posśıvel mostrar (ver (COLE et al., 2010)) que

G
∂T

∂x ′

∣

∣

∣

∣

x ′=L

x ′=0

− T
∂G

∂x ′

∣

∣

∣

∣

x ′=L

x ′=0

=







∑2
i=1

fi (τ)
ki

G |x ′=xi , para condições de 2º e 3º tipos

−
∑2

j=1 fj(τ)
∂G
∂η′

j

∣

∣

∣

x ′=xj

, para condição de 1º tipo
(A.18)
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O uso do somatório na Eq. (A.18) justifica-se para que se consiga escrever o efeito de

todas as superf́ıcies em uma mesma expressão.

Desta maneira, tomando-se o limite para t′ → 0 da Eq. (A.13) com os termos simplificados,

tem-se a equação-solução integral para um problema unidmensional em termos de Funções de Green

para um doḿınio que representa um material homogêneo e com propriedades constantes:

T(x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)F(x′)dx′ +
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

g(x′, τ)G(x, t|x′, τ)dx′dτ+

+ α

∫ t

τ=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

ki
G(x, t|x′i, τ)

]

dτ − α

∫ t

τ=0

2
∑

j=1



fj(τ)
∂G

∂η′j

∣

∣

∣

∣

∣

x′=xj



dτ (A.19)

cada termo da Eq. (A.19) deve ter unidades de temperatura, o que é verificado fazendo-se uma análise

dimensional termo a termo, assim, conclui-se que a derivada presente na quarta parcela do RHS é

um termo adimensional. A Função de Green, G (·), a ser utilizada é única para cada combinação

particular de condições de contorno do problema. Neste ponto, é trivial expandir-se a Eq. (A.19) para

problemas bi e tridimensionais, nos quais o esfeitos espaciais devem ser incorporados nas integrais

para que seja posśıvel varrer todo o doḿınio. Assim, para um problema bidimensional, que apresenta 4

(quatro) faces a serem analisadas, a interpretação dos termos do lado direito da equação é a mesma.

Isto ocorre da mesma maneira para um problema tridimensional, que apresenta 6 (seis) faces que

são planos paralelos aos planos coordenados do sistema cartesiano. Portanto, para um problema

bidimensional com dimensões 0 ≤ x ≤ L e 0 ≤ y ≤ a, regido pela Eq. (A.20) acoplado às condições

inicial e de contorno do formato descrito pelas Eqs. (A.21) e (A.22), dado por

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y 2
+

g(x , y , t)

k
=

1

α

∂T

∂t
(A.20)

ki
∂T

∂ηi

∣

∣

∣

∣

Si

+ hiT |Si = fi(t) (A.21)

T (x , y , 0) = F (x , y) (A.22)

cujo problema auxiliar homogêneo é escrito

∂2G

∂x ′2
+

∂2G

∂y ′2
+

δ(r− r’)δ(t − τ)

α
=

1

α

∂G

∂t
, para t > τ (A.23)
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sendo r e r’ as coordenadas (x, y) e (x′, y′), sujeito a

ki
∂G

∂ηi

∣

∣

∣

∣

x=xi

+ hiG |x=xi = 0 com i = 1; 2 (A.24)

e condição inicial

G (x , , y , t|x ′, y ′, τ) = 0 para t < τ (A.25)

neste caso, a Eq. (A.19), assume a forma

T (x , y , t) =

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

G (x , y , t|x ′, y ′, τ) F (x ′, y ′) dy ′dx ′+

+
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

g (x ′, y ′, τ)G (x , y , t|x ′, y ′, τ) dy ′dx ′dτ+

+ α

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

ki
G (x , y , t|x ′i , y

′, τ)

]

dy ′dτ+

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

ki
G (x , y , t|x ′, y ′

i , τ)

]

dx ′dτ−

− α

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

2
∑

j=1



fj(τ)
∂G

∂η′j

∣

∣

∣

∣

∣

x ′=xj



 dy ′dτ−

− α

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

2
∑

j=1



fj(τ)
∂G

∂η′j

∣

∣

∣

∣

∣

y ′=yj



 dx ′dτ

(A.26)



APÊNDICE B

Dedução da condição inicial dada pela Eq. (4.9)

Neste apêndice deduz-se o perfil de distribuição inicial de temperaturas em um doḿınio

unidimensional representativo de um tecido vivo, Eq. (4.9), proveniente do seguinte problema:

k
d2T0

dx2
+ ωbρbcb (Ta − T0) + Qm = 0 (B.1)

−k
dT0

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0 (B.2)

T (L) = Tc (B.3)

pode-se reescrever a Eq. (B.1), tomando-se

M2 =
ωbρbcb

k
(B.4)

dessa forma,

d2T0

dx2
+M2Ta −M2T0 +

Qm

k
= 0 (B.5)

por simplicidade, escreve-se:

d2T0

dx2
−M2T0 + B = 0 (B.6)
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com

B = M2Ta +
Qm

k
(B.7)

A Eq. (B.6) é uma EDO de 2ª ordem não homogênea com coeficientes constantes. A sua

solução é da forma

T0(x) = Tp + TH (B.8)

sendo Tp uma solução particular e TH a solução da equação homogênea associada.

Assumindo-se uma solução particular da forma:

Tp =
B

M2
(B.9)

e sabendo-se que a equação homogênea associada é

d2T0

dx2
−M2T0 = 0 (B.10)

que tem como solução

TH(x) = C1senh(Mx) + C2 cosh(Mx) (B.11)

a solução da equação (B.6) será

T0(x) = Tp + C1senh(Mx) + C2 cosh(Mx) (B.12)

Aplicando-se as condições de contorno obtém-se

C1 = 0 (B.13)

e

C2 =
Tc − Tp

cosh(ML)
(B.14)

portanto, recupera-se a Eq. (4.9):

T0(x) = Tp +
Tc − Tp

cosh(ML)
· cosh(Mx) (B.15)

Caso os efeitos convectivos fossem levados em consideração, a condição de contorno dada
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pela Eq. (B.2), seria escrita da forma:

−k
dT0

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= h0 (Tf − T0(0)) + q0 (B.16)

o que alteraria os valores das constantes C2 e C1 para

C2 =
kMTc − kMTp + h0Tf senh(ML)− h0Tpsenh(ML)

kM cosh(ML) + h0senh(ML)
(B.17)

e

C1 =
Tc − Tp − C2 cosh(ML)

senh(ML)
(B.18)



APÊNDICE C

Resolução das integrais da solução tridimensional

Para a determinação da solução para o problema de biotransferência de calor discutido na

seção 6.1 via Funções de Green, chegou-se à Eq. (C.3) que é a aplicação da equação-solução integral

deduzida na seção 3.5 dada pela Eq. (3.32).

A Função de Green para este problema é:

GXYZ =
8

Lab

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

(

β2
n + B2

1

β2
n + B2

1 + B1

)

(

β2
p + B2

2

β2
p + B2

2 + B2

)

exp [−γα (t − τ)]

× cos
(

βm

x

L

)

cos
[

βn

(

1−
y

a

)]

cos
[

βp

(

1−
z

b

)]

× cos

(

βm

x ′

L

)

cos

[

βn

(

1−
y ′

a

)]

cos

[

βp

(

1−
z ′

b

)]

(C.1)

com

γ =
β2
m

L2
+

β2
n

a2
+

β2
p

b2
(C.2)

Portanto, como discutido, a solução para o problema de Pennes discutido na seção 6.1
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encontrada é:

W (x , y , z , t) =
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

G · Qm exp (λt) dz ′dy ′dx ′dτ+

+
α

k

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

q0 exp (λt) G |x ′=0 dz
′dy ′dτ+

+
αh

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ b

z ′=0

(

Tf − T |y ′=0

)

exp (λt) G |y ′=0 dz
′dx ′dτ+

+
αh

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

(Tf − T |z ′=0) exp (λt) G |z ′=0 dy
′dx ′dτ

(C.3)

com

M2 =
λ

k
=

ωbρbcb
k

(C.4)

Observa-se que na resolução das integrais em cada parcela as integrais recaem somente

nos termos que variam nas variáveis do problema homogêneo auxiliar, sendo assim, definem-se:

G ∗ =
8

Lab
cos
(

βm

x

L

)

cos
[

βn

(

1−
y

a

)]

cos
[

βp

(

1−
z

b

)]

×

(

β2
n + B2

1

β2
n + B2

1 + B1

)

(

β2
p + B2

2

β2
p + B2

2 + B2

) (C.5)

que combina os termos que não serão integrados. Ao abrir os termos da Função de Green e combiná-los

às integrais, aparecerão termos recorrentes tanto nas integrais espaciais quanto temporais. No espaço,

três integrais são calculadas:

• em x:

Ix =

∫ L

x ′=0

cos

(

βm

x ′

L

)

dx ′ =
L senβm

βm

(C.6)

• em y:

Iy =

∫ a

y ′=0

cos

[

βn

(

1−
y ′

a

)]

dy ′ =
a senβn

βn

(C.7)

• em z:

Iz =

∫ b

z ′=0

cos

[

βp

(

1−
z ′

b

)]

dz ′ =
b senβp

βp

(C.8)
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E a integral temporal dada por

Iτ =

∫ t

τ=0

exp [λt − γα (t − τ)] dτ =
exp (λt) exp (−γαt)

α (M2 + γ)
(C.9)

A primeira parcela, representada pela integral

I1 =
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

G · Qm exp (λt) dz ′dy ′dx ′dτ (C.10)

representa a geração de calor no tecido devida à presença do metabolismo, sendo igual a

I1 =
αQm

k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iy Iz Iτ (C.11)

A segunda parcela

I2 =
α

k

∫ t

τ=0

∫ a

y ′=0

∫ b

z ′=0

q0 exp (λt) G |x ′=0 dz
′dy ′dτ (C.12)

representa a resposta no campo de temperatura contorno devido ao fluxo imposto na superf́ıcie. A

partir do exposto, calcula-se:

I2 =
αq0
k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Iy Iz Iτ (C.13)

Como a condição de contorno na variável auxiliar W em x = L é W = 0, não há termos

que retratam a resposta do campo de temperaturas no doḿınio à temperatura prescrita que essa

condição de contorno carrega. Bem como, devido à simetria do problema, as condições de contorno

nas superf́ıcies das faces y = a e y = b são nulas. As integrais I3 e I4 traduzem o efeito da convecção

nas faces em que são aplicadas. Pode-se, dessa maneira, retomar tais integrais e identificá-las como

I3 =
αh

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ b

z ′=0

(Tf − Ta) exp (λt) G |y ′=0 dz
′dx ′dτ (C.14)

e

I4 =
αh

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

∫ a

y ′=0

(Tf − Ta) exp (λt) G |z ′=0 dy
′dx ′dτ (C.15)
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que, após as integrações indicadas, reduzem-se a

I3 =
αh (Tf − Ta)

k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix cos βnIz Iτ (C.16)

e

I4 =
αh (Tf − Ta)

k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix cos βpIy Iτ (C.17)

Obtendo, dessa maneira, a Eq. (6.40)

T (x , y , z , t) = Ta +

{

αQm

k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iy Iz Iτ +
αq0
k

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Iy Iz Iτ +

+
αh

k
(Tf − Ta)

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iz Iτ cos βn+

+
αh

k
(Tf − Ta)

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

G ∗Ix Iy Iτ cos βp

}

exp (−λt)

(C.18)

uma vez que T = Ta +Wexp(−λt).



ANEXO A

Solução Unidimensional para o doḿınio com condição inicial

uniforme e igual à temperatura arterial

Para a validação da solução tridimensional do caṕıtulo 6 cuja condição inicial imposta ao

doḿınio representativo de um tecido biológico é que todo o tecido está a uma mesma temperatura

igual à temperatura média do corpo humano, Ta = 37oC, faz-se necessária a dedução e verificação

do modelo unidimensional correspondente que é utilizado no caṕıtulo 7 no processo de verificação

intŕınseca da solução.

A.1 Dedução da solução unidimensional para o modelo da biotransferência de calor para

T(x, 0) = Ta via Funções de Green
 

��, �௕ 

� � 

�௖ 

�0 

Figura A.1: Doḿınio representativo de um tecido biológico vivo e condições de contorno para o
problema unidimensional do tipo X21

Considerando o doḿınio unidimensional representado na Fig. A.1, o modelo de Pennes
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pode ser escrito na forma

∂2T

∂x2
+

ωbρbcb
k

(Ta − T ) +
Qm

k
=

1

α

∂T

∂t
(A.1)

submetido às condições de contorno

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (A.2)

T (L, t) = Ta = Tc (A.3)

e à condição inicial

T (x , t) = Ta (A.4)

Como a condição de contorno é de fluxo prescrito em x = 0 e temperatura prescrita em

x = L, tem-se um problema do tipo X21. A FG correspondente para esse tipo de problema (ver Cole

et al. (2010)) é

GX21 (x , t|x
′, τ) =

2

L

∞
∑

m=1

cos
(

βm

x

L

)

cos

(

βm

x ′

L

)

exp

[

−β2
mα(t − τ)

L2

]

(A.5)

sendo os autovalores dados por

βm = π ·

(

m −
1

2

)

(A.6)

No entanto, para que seja posśıvel utilizar-se da equação solução integral via Funções de

Green, deve-se eliminar o termo correspondente à perfusão, fazendo assim a seguinte mudança de

variáveis:

λ̄ = ωbρbcb (A.7)

M̄2 =
λ̄

k
(A.8)
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T (x , t) = Ta +W (x , t) · exp
(

−M̄2αt
)

(A.9)

que transforma as Eqs. (A.2) a (A.4) em

∂2W

∂x2
+

1

k
· Qm exp

(

M̄2αt
)

=
1

α

∂W

∂t
(A.10)

−k
∂W

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 exp
(

M̄2αt
)

(A.11)

W (L, t) = 0 (A.12)

e

W (x , 0) = 0 (A.13)

cuja solução é:

W (x , t) =
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x ′=0

Qm exp
(

M̄2ατ
)

· GX21dx
′dτ+

+
α

k

∫ t

τ=0

q0 exp
(

M̄2ατ
)

Gx21|x ′=0 dτ

(A.14)

Resolvendo as integrais da Eq. (A.14) e retomando à variável original (T(x, t)), tem-se:

T (x , t) = Ta +
2Qm

k

∞
∑

m=1

senβm

βm

(

M̄2 + β2
m

L2

) cos
(

βm

x

L

)

{

1− exp

[

−

(

M̄2 +
β2
m

L2

)

αt

]}

+

+
2q0
kL

∞
∑

m=1

cos
(

βm

x

L

)

{

1− exp

[

−

(

M̄2 +
β2
m

L2

)

αt

]}

·
1

M̄2 + β2
m

L2

(A.15)

Esta solução é verificada nas seções seguintes comparando-a, em regime permanente, com

diferentes condições impostas.
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A.2 Regime permanente sem o efeito do metabolismo

Para avaliar o regime permanente eliminando-se o efeito do metabolismo, deve-se es-

tabelecer, primeiramente, o modelo matemático correspondente. Portanto, a Eq. (A.1) torna-se:

d2T

dx2
+

ωbρbcb
k

(Ta − T ) = 0 (A.16)

submetida às condições de contorno

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (A.17)

e

T (L) = Ta (A.18)

A solução para este problema via separação de variáveis é:

T (x) = Ta −
q0
kM

senh (Mx) +
q0 senh (ML)

kM cosh (ML)
cosh (Mx) (A.19)

As Figuras A.2 e A.3 trazem a comparação entre a solução unidimensional do problema de

biotransferência de calor sem o efeito do metabolismo resolvido por Funções de Green para um tempo

grande (105 s), usando 1000 autovalores, TFG dada pela Eq. (A.15), e a solução para o problema em

regime permanente, T1Dsm, obtida na Eq. (A.19). Observa-se que o erro relativo, nesse caso, é da

ordem de 10−2 % na superf́ıcie e, rapidamente, cai a zero, sendo calculado por

errosm =
TFG − T1Dsm

T1Dsm

× 100% (A.20)

Sendo assim, uma primeira técnica de verificação intŕınseca para a solução unidimensional

do problema de biotransferência de calor com condição inicial uniforme é estabelecida. No entanto,

para esta técnica de validação de soluções anaĺıticas, é necessário que pelo menos mais um método

e/ou condição seja avaliada, como é feito nas seções seguintes.
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Figura A.2: Comparação entre a solução unidimensional via Funções de Green do problema X21 sem
metabolismo e o modelo em regime permanente para a mesma condição.
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Figura A.3: Erro relativo entre a solução unidimensional via Funções de Green do problema X21 sem
metabolismo com 1 000 autovalores, e o modelo em regime permanente para a mesma condição.
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A.3 Regime permanente sem o efeito de perfusão

Quando apenas o efeito de perfusão é eliminado do modelo em regime permanente, a Eq.

(A.1) é escrita na forma:

d2T

dx2
+

Qm

k
= 0 (A.21)

com as condições de contorno

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (A.22)

e

T (L) = Ta (A.23)

cuja solução, via integração, é

T (x) = −
Qm

2k
x2 −

q0
k
x +

Qm

2k
L2 +

q0
k
L+ Ta (A.24)

Tomando a solução em regime permanente dada pela Eq. (A.24) como sendo T1Dsp, o

erro relativo da solução via FG sem perfusão para um tempo grande em relação ao modelo em regime

permanente é calculado como sendo

errosp =
TFG − T1Dsp

T1Dsp

× 100% (A.25)
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Figura A.4: Comparação entre a solução unidimensional via Funções de Green do problema X21 sem
perfusão e o modelo em regime permanente para a mesma condição.
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Figura A.5: Comparação entre a solução unidimensional via Funções de Green do problema X21 sem
perfusão e o modelo em regime permanente para a mesma condição.
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A.4 Modelo completo em regime permanente

Avaliando a presença dos efeitos de metabolismo e perfusão em regime permanente, pode-se

escrever o modelo de biotransferência de calor como sendo a seguinte equação:

d2T

dx2
+

ωbρbcb
k

(Ta − T ) +
Qm

k
= 0 (A.26)

acoplada às condições de contorno

−k
dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= q0 (A.27)

e

T (L) = Ta (A.28)

que tem como solução

T (x) = Ta +
Qm

ωbρbcb
−

q0

kM̄
senh

(

M̄x
)

+

[

q0

kM̄
senh(M̄L)−

Qm

ωbρbcb

]

cosh(M̄x)

cosh(M̄L)
(A.29)

sendo

M̄ =
ωbρbcb

k
(A.30)

Pode-se, então, fazer a comparação entre as duas soluções completas: via FG para tempos

grandes e em regime permanente via separação de variáveis (Treg dada na Eq. (A.29)), definindo o

erro relativo entre essas duas soluções como

erroreg =
TFG − Treg

Treg

× 100% (A.31)
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Figura A.6: Comparação entre a solução unidimensional via Funções de Green do problema X21 sem
perfusão e o modelo em regime permanente para a mesma condição.
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Figura A.7: Comparação entre a solução unidimensional via Funções de Green do problema X21 sem
perfusão e o modelo em regime permanente para a mesma condição.


