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OLIVEIRA, E.P. Uso de Funcoes de Green no Estudo da Biotransferéncia de Calor Tridimen-
sional Considerando Efeitos de Perfusao Sanguinea e Metabolismo. 2018. 100f. Dissertaco
de Mestrado. Universidade Federal de Uberlandia. Uberlandia-MG

Resumo

Este trabalho dedica-se a obtencdo de solucdes analiticas de problemas de biotransferéncia de calor
usando Fung¢des de Green (FG). O estudo leva em consideragdo os efeitos decorrentes da pulsagdo
do sangue no interior de um tecido in vivo, conhecida como perfusdo sanguinea, combinada com os
efeitos metabdlicos inerentes do organismo. O primeiro efeito é tomado como sendo proporcional a
diferenca entre as temperaturas do tecido e do interior do corpo e o segundo como termo-fonte na
equacdo da difusdo do calor. A equacgao da difusao de calor quando construida seguindo tais hipdteses
é conhecida como Modelo de Pennes para a Biotransferéncia de Calor. O uso de Funcdes de Green
como técnica de obtencdo de solugGes analiticas justifica-se pela possibilidade de obtencao de solugoes
dos mais diversos tipos de problemas de conducao de calor com geometrias ortogonais, condicoes de
contorno n3o homogéneas e podendo, ainda, variar com o tempo e o espaco. O problema tratado é
tridimensional e transiente, e, com o uso de Funcdes de Green, pode-se resolvé-lo indentificando o
tipo de problema em cada uma das direcoes e escrever a equacao-solucao em termos da superposicao
das Funcdes de Green correspondentes em cada caso. Apresentam-se neste trabalho a fundamentacao
tedrica da técnica, resolucao e validacao de problemas unidimensionais e a obtencao do campo de
temperaturas em um dominio representativo de um tecido biolégico tridimensional, bem como sua
verificagdo intrinseca. O uso das FG auxilia também na interpretacdo dos termos da equagdo-solugdo
do problema e, uma vez tendo-se em maos uma solucao exata, pode-se utiliza-la na implementacao

de rotinas computacionais com o intuito de reducdo de custos computacionais € aumento da precisao.

Palavras-chaves: Solucdo analitica, conducdo de calor, biotransferéncia de calor, Funcdes de Green.



OLIVEIRA, E.P. Green Function Based Solution of the Threedimensional Bioheat Transfer
Problem Considering Perfusion and Metabolism. 2018. 100f. M.Sc. Dissertation. Universidade
Federal de Uberlandia.

Abstract

The present work rely on presenting analytical solutions for bioheat transfer problems using Green's
Functions (GF). In the modeling process for an in vivo tissue, both metabolism and blood perfusion
effects were considered. The first was taken as a heat source and, the other is modeled as proportional
to the temperature difference between the body core and the tissue. The classic conduction equation
when combined with those two assumptions is named Pennes’ Bioheat transfer model. Using Green's
function for obtaining the equation solution for this problem is justified for the possibility of its use in
many different geometries and boundary conditions that could be both heterogeneous or time-spacing
dependent. The problem solved is 3-D time-dependent, and, with GF it can be treated as three
independent problems in each direction so the equation-solution would be simply the superposition
for the correspondent GF in each direction, just multiplying each other. Also the theoretical bases of
the technique, 1-D problems solution and verification and the 3-D transient problem in a domain
corresponding a biological tissue, so as its intrinsic verification are presented. By using GF as the way
for obtaining the analytical solution of heat conduction problems it can help in understanding the
physical meaning of each term of the equation-solution and, once the exact solution is obtained, one
can use it to build computational routines and codes in order to reduce the computational cost and

improve accuracy.

Key-words: Analytical solution, heat conduction, bioheat transfer, Green’s Functions
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CAPITULO |

INTRODUCAO

A histéria da Ciéncia revela que a curiosidade e a busca pelo entendimento do comporta-
mento de tudo que nos rodeia é o combustivel para o avan¢o tecnolégico em diversas areas, sejam
nas Humanidades, nas Ciéncias Bioldgicas ou nas Ciéncias Exatas e da Terra. Nesse sentido podemos
citar trés pilares fundamentais para que os objetivos dessas buscas sejam alcancados: a Matematica,

a Fisica e a Filosofia.

A Filosofia, como "ciéncia mae”, é a precursora de todo o pensamento humano e fundamenta
as questdes éticas e morais em qualquer trabalho a ser desenvolvido. A Matematica, com sua
linguagem simples e elegante, busca explicar, com seguranca, através de solu¢des de equacdes e
modelos matematicos provindos de uma situacao-problema o comportamento e a evolucdo do mesmo
nas mais diversas dreas. Ja a Fisica é fundamental nas descricGes tedricas e explicacdes dos fenémenos
naturais e aplicagdo dos mesmos. Dessa combinacgdo, o presente trabalho nasceu.

O uso de solugdes analiticas nas mais diversas areas da Engenharia vem, nas dltimas
décadas, ganhando papel de destaque, uma vez que o uso de formas fechadas ou até mesmo de
séries infinitas, dependendo do nimero de termos usados, ddo segurancga, confiabilidade e rapidez na
obtencdo de respostas. Além de darem mais robustez a rotinas computacionais que sao utilizadas na
previsdo e andlise do comportamento dos mais diversos fendomenos fisicos como o comportamento de
uma estrutura, o desgaste de uma ferramenta em processos de fabricagdo, o comportamento térmico
de uma peca ou de um tecido biolégico, permitindo ainda uma redugao do custo computacional
envolvido por aumentarem a agilidade nos calculos e facilitarem a implementacao.

O problema da biotransferéncia de calor admite varias condicdes de contorno e iniciais,
dependendo do foco a ser analisado. Pode-se citar a estimacao do campo de temperaturas no braco
humano, em mamas, em um érgao especifico ou até mesmo em ossos, com a finalidade de se comparar

um valor previsto com um valor medido e inferir sobre a existéncia ou ndo de uma doenca como, por



exemplo, cancer de pele e de mama. Como a variedade de condi¢coes de contorno é muito grande e a
geometria do dominio em andlise permite uma infinidade de combinagdes, o uso da técnica de solucao
por Funcdes de Green é altamente indicado, uma vez que, com condi¢des de contorno transientes, o
uso de separacao de varidveis é descartado e a presenca de mais de uma dimensao inviabiliza o uso de
Transformadas de Laplace. Assim, uma vez indentificadas as condices de contorno, estabelece-se o
tipo de problema e é determinada a Funcao de Green correspondente. Desse modo, a equacgdo-solugdo
torna-se um simples problema de integracdo matematica de cada termo envolvido e cada integral
permite a interpretac3o fisica seja das condicdes de contorno, da condi¢do inicial ou da presenca ou
nao de termos-fonte de geracdo de calor.

Outra vantagem da obtencdo da solucdo de um problema de transferéncia de calor via
Funcdes de Green é a possibilidade de se construir, sem grandes dificuldades, a solucdo para problemas
multidimensionais a partir da obtencdo das Funcdes de Green unidimensionais correspondentes e a
equacgao-solucdo serd formada pela superposicao das Funcbes de Green em cada direcao.

O grande trunfo por tras do uso de Fungdes de Green estd na possibilidade da obtengdo
de solucdes de problemas de conducdo de calor dos mais diversos tipos e de alta complexidade. Por
exemplo, problemas tridimensionais transientes, como o apresentado neste trabalho, com termos de
geracdo de calor (uniformes ou ndo) podendo admitir condi¢des de contorno ndo homogéneas e com
modelo matematico governado por uma equacdo diferencial parcial em que n3o aparecem somente
as derivadas espago-temporais da fung¢ao incégnita, mas ela mesma também esta presente. Como
essas nao-homogeneidades podem variar com o tempo e o espa¢o essa potencialidade de aplicacdo da
técnica é a motivacao principal no desenvolvimento deste trabalho.

S3o propostas, como objetivos finais, a solu¢do de um problema de transferéncia de calor em
um tecido bioldgico in vivo submetido a um fluxo de calor conhecido e a avaliagio do comportamento
do mesmo quando exposto a tal condicdo. O presente trabalho busca resolver o problema direto,
bem posto, ou seja, com as condi¢cdes de contorno e iniciais conhecidas e respeitando a ordem da
equacao diferencial parcial que rege toda a problematica, através do uso de Funcdes de Green para a
obtencdo da solucdo. O uso de Funcdes de Green na solu¢do de problemas em transferéncia de calor
é de extrema relevanica por sua simplicidade de aplicacdo e abrangéncia.

No Capitulo 2, faz-se uma revisdo bibliografica a respeito da evolugdo histérica e de
trabalhos ja publicados sobre o problema da Biotransferéncia de Calor. Apresenta-se o modelo classico
para este tipo de problema, conhecido como Modelo de Pennes, proposto por Harry H. Pennes,
que estabelece a equagdo governante para o problema cuja solugdo é obtida nesse trabalho. Sao
estabelecidas as simplificacdes e hipdteses que o modelo leva em consideracdo. A seguir, faz-se um
levantamento sobre as publicacdes que resolvem o problema direto da transferéncia de calor em
tecidos bioldgicos tanto analitica quanto numericamente. E importante tracar esse paralelo entre
as duas abordagens, uma vez que cada uma traz em si vantagens e desvantagens. Por fim, sdo

apresentados trabalhos que discutem Problemas Inversos em (bio)transferéncia de calor que s3o, do



ponto de vista matemdtico, problemas mal-postos. A intencao deste trabalho é, portanto, apresentar
solucoes analiticas para situacoes ainda nao exploradas na literatura: solucao da Equacao de Pennes
tridimensional por Funcdes de Green levando-se em conta o efeito de perfusao sanguinea e a presenca
do metabolismo no tecido.

Apresentam-se, no Capitulo 3, os fundamentos tedricos (defini¢des, propriedades e definigdo
de sistemas de numera¢do) que embasam o uso de Fun¢des de Green na solugdo de problemas de
difusio de calor. E apresentada a equacgdo-solucdo integral em termos de Fun¢des de Green que é
demonstrada no Apéndice A.

No Capitulo 4, as aplicagdes da técnica de solucdo por Fungdes de Green em casos
unidimensionais e bidimensionais, explorando sua versatilidade e simplicidade. Os Apéndices B e C
trazem demonstracdes que complementam a solucdo apresentada.

SolugBes analiticas devem respeitar as condicdes de contorno e a condicdo inicial acopladas
a Equacao Diferencial bem como satisfazé-la. No entanto, mesmo sendo satisfeitas essas condigoes,
isto pode ndo revelar alguns erros como a convergéncia da série ou o nimero de autovalores necessérios
para que ela ocorra. Para tanto, é recomendado que seja feita a verificacdo intrinseca da solucdo
obtida. Verificar intrinsicamente uma solu¢do analitica é o processo de determinar valores numéricos
corretos para ela, em muitas situacGes diferentes, de duas ou mais maneiras distintas. Isto da
seguranca a solucao e leva a crer que o processo de obtencdo de valores numéricos corretos estara
garantida. E relevante ressaltar e destacar que verificacdo intrinseca difere de verificacio numérica
que é utilizada pelos adeptos as técnicas numéricas como diferencas, elementos e volumes finitos.
Verificagdo intrinseca é a comparagdo entre duas solugcdes exatas distintas com o objetivo de assegurar
que os valores obtidos estao corretos com uma precisdo muito maior do que aquela geralmente aceita
para solugcdes numéricas. Essa discussao e a verificagdo dos resultados obtidos no Capitulo 4 sio
apresentadas nos Capitulos 5 e 7, e no Anexo A.

No Capitulo 6 apresenta-se a solugdo para o problema tridimensional da biotransferéncia
de calor resolvido por Fun¢bes de Green, objetivo do presente trabalho. Para assegurar a validade dos
resultados obtidos, é feita a verificacdo intrinseca da solugdo no Capitulo 7, através da modelagem de
pontos especificos do dominio de célculo por meio de sondas numéricas com o intuito de se estudar a
evolucao da temperatura tanto em pontos da superficie quanto em pontos interiores ao dominio do
tecido.

Ideias conclusérias e analises finais acerca dos resultados obtidos e propostas de trabalhos

futuros sao apresentadas no Capitulo 9.



CAPITULO 1l

REVISAO BIBLIOGRAFICA

O objetivo que norteia o presente trabalho é a obtencdo da solugdo analitica para um
problema tridimensional de biotransferéncia de calor usando Func¢bes de Green. Neste capitulo é
apresentada uma revisao bibliografica ilustrando as diversas abordagens que tal problema recebe.
E feita uma breve discuss3o sobre o modelo de biotransferéncia de calor mais utilizado e aceito,
conhecido como modelo de Pennes. A seguir, sdo apresentados trabalhos que o solucionaram via
métodos numéricos e, por fim, uma discussao sobre os trabalhos que obtém a solu¢ao analitica porém
com simplificacdes no modelo ou que n3o utilizam Funcdes de Green. Ao final, sdo apresentados
trabalhos que usam técnicas de problemas inversos para obtencao de alguns pardmetros do modelo

térmico de Pennes.

2.1 O modelo de Pennes para transferéncia de calor em tecidos biolégicos

A equacdo da condugdo de calor foi modificada por Harry H. Pennes com o intuito de
modelar problemas de transferéncia de calor em tecidos humanos. No conhecido artigo "Analysis of
tissue and arterial blood temperatures in the resting human forearm”(JAP - volume 1, No. 2, de
agosto de 1948), Pennes propds, a partir do balango de energia no antebrago humano, a seguinte

equacgao que leva seu nome e é conhecida como Equacao da Biotransferéncia de Calor:

oT
kva —f-wbprb (Ta - T) + Qm = pCE (21)

em que p, ¢ e k representam, respectivamente, a massa especifica [kg/m3], o calor especifico
[J/(kg®C)] e a condutividade térmica do tecido [W/(m®C)], wp, é a taxa de perfusdo sanguinea
(em mL/(mL - s)), pp e cp referem-se, respectivamente, a massa especifica e ao calor especifico do

sangue, T, é a temperatura arterial (temperatura na qual o sangue se encontra) e T a distribuigdo



de temperatura no dominio (tecido), ambas dadas em OC, Q,, é a taxa de gracao de calor devido ao
metabolismo [W/m?3] e t o tempo [s].

Este modelo é amplamente aceito para descrever problemas de condu¢ao de calor em
tecidos bioldgicos, apesar de, nas tltimas décadas, muitos pesquisadores questionarem a sua validade
e as hipdteses assumidas por Pennes (WISSLER, 1998). Trés questdes levantadas por Wissler (1998)
ainda permanecem abertas acerca do modelo descrito pela Eq. (2.1):

e Os dados experimentais de Pennes carregam consigo uma leve divergéncia com relacdo aos

resultados tedricos;

e Pennes deu atencdo somente a condu¢ao de calor entre os vasos sanguineos de maior didametro
e o tecido, no entanto, é possivel de se demonstrar que as trocas de calor também ocorrem

com arteriolas e capilares;
e A perfusdo pode n3o ser isotrépica no dominio.

Apesar destas questoes ainda em discussao e de muitos pesquisadores proporem diversos
outros modelos como alternativa ao modelo de Pennes como pode ser consultado no trabalho de
Charny (1992), o presente trabalho é baseado no modelo original de Pennes pelo fato de seus
resultados serem muito préximos da realidade e do modelo tratar com certa verossimilhanca os efeitos
mais consideraveis de trocas de calor em tecidos bioldgicos.

2.2 Problemas diretos

Segundo Wissler (1998), o objetivo dos estudos de Pennes era avaliar a aplicabilidade da
teoria sobre o escoamento sanguineo no antebraco em termos da taxa local de producao de calor e
da perfusao sanguinea. A contribuicao principal de Pennes nesse sentido foi propor que a taxa de
transferéncia de calor entre o sangue e o tecido bioldgico é proporcional ao produto da perfusdo

(volumétrica) pela diferenca entre as temperaturas do sangue arterial e do tecido em estudo.
Q" xwp(To—T) (2.2)

Wulff (1974) discute a validade da Eq. (2.1) analisando em detalhes o termo de perfuséo.
Para tanto, parte da equacdo da energia, obtida a partir de um balanco de energia que inclui dois
termos de geracao: a taxa de metabolismo do organismo por unidade de volume e o efeito da perfusao
sanguinea (obtido a partir da Lei de Fick). Sendo assim, a Equagdo da Biotransferéncia de Calor pode

ser obtida a partir do seguinte modelo:

oT

V- (kVT) —l—wbprb(Tb,,- — Tb,s) + Qm = pCE

(2.3)



sendo Ty; a temperatura no interior e T, a tempertura na superficie. Simplificando-se a Eq. (2.3),
tomando-se como hipétese um tecido com propriedades fisicas constantes e assumindo que Ty; = T,
e Tps = T, chega-se a Equagdo de Pennes (Eq. (2.1)).

Varios pesquisadores vém, nas ultimas décadas, analisando problemas que envolvem a
Equagdo da Biotransferéncia de Calor (Eq. (2.1)). A maioria, entretanto, obtém a solugdo desta
equacao via métodos numéricos. A relevancia e aplicabilidade de tais modelos fisicos pode ser avaliada,
por exemplo, por meio dos trabalhos de Zhao et al. (2005) e Souza (2009).

Deng & Liu (2002) utilizaram o método de Monte Carlo para resolver o problema tridi-
mensional ligado a hipertermia causada por um tumor.

Silva (2004) discute o problema da biotransferéncia de calor em tecidos oculares devida
a presenca de implantes na retina e faz uma andlise numérica do problema por meio da técnica de

volumes finitos, aproximando o olho por um modelo bidimensional como mostrado na Fig. 2.1.
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Figura 2.1: (a) Aproximag¢&o bidimensional do olho humano feita por meio de um programa de CAD;

(b) Dominio analisado; (c) Malha triangular ndo estruturada (4814 elementos, 2506 nds) (SILVA,
2004).



Zhao et al. (2005) propuseram um esquema numérico unidimensional para resolver o
problema de Pennes usando um esquema de diferencas finitas.

Bagaria & Johnson (2005) trataram o problema da biotransferéncia de calor de forma
hibrida: analitica e numérica. A andlise feita apresenta métodos de otimizacdo para o tratamento de
hipertermia e os resultados numéricos sio baseados em solucdes analiticas tridimensionais, sem o
efeito de perfusdo, obtidas por separacdo de varidveis em coordenadas cilindricas.

Yang et al. (2007) modificaram o modelo de Pennes expandindo a equagdo da biotransfe-
réncia de calor com a inclusdo de uma parcela que modela a evaporacido de dgua em tecidos durante
0 aquecimento, alterando, assim, o termo de geracao de calor no metabolismo.

Souza (2009) apresentou uma solucdo via Volumes Finitos acoplada a técnicas de otimizagdo
para analisar os termos fonte da Eq. (2.1) em um problema aplicado ao olho humano, modelando o
efeito da temperatura por uma chamada funcao dano que descreve como acontece a desnaturagdo
de células. Nesse trabalho, a quantidade de volumes e o tipo de malha (uniforme ou n3o uniforme)
foram adaptados dependendo da regido do olho em que se desejava analisar. Para a realizacdo
de experimentos, Souza (2009) traduziu os termos fonte da equa¢do do bio-calor como a energia
produzida por um /aser que percorre o dominio do olho ao longo do tempo e, a partir disso, utilizou
métodos para a otimizacdo da densidade de energia.

Caldeira et al. (2013) avaliaram o modelo de Pennes também aplicado ao processo de
transferéncia de calor no olho humano em resposta a aplicacido de um laser na superfice do olho,
como o que ocorre durante uma cirurgia a laser. A partir de um modelo multicamadas, como descrito
pela Fig. 2.2, com propriedades termofisicas constantes em cada camada do tecido, e adotando um
sistema de coordenadas cartesianas, via volumes finitos. Na elaboracdo de seu modelo, os autores nao
consideraram o efeito da perfusao sanguinea e assumiram o processo como unidimensional e transiente.
A interpolacao feita foi por diferencas centrais e com uma discretizacao totalmente implicita, por isso,

para a modelagem das condicGes de contorno foram aplicadas a técnica de meio-volume na fronteira.
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Figura 2.2: Camadas do tecido da estrutura intraocular (CALDEIRA et al., 2013).

Ainda no dambito das solucdes numéricas, pode-se citar os trabalhos de Caldeira et al.
(2013), Lobosco, Loureiro & Reis (2014), Toledo & Loureiro (2014) e Bagaria & Johnson (2005).

Lobosco, Loureiro & Reis (2014) trataram o modelo de Pennes (Eq. (2.1)) como descrito
originalmente e buscaram encontrar a solucdo numérica para tal problema via Diferencas Finitas por
meio de um esquema explicito utilizando o método de Euler e tracando um paralelo com o tratamento

de cancer via hipertermia. Trazem resultados para o problema tridimensional e analisam o tecido



por meio da variagdo do comportamento de nanoparticulas magnéticas acopladas ao modelo na

discretizagao do mesmo.

Toledo & Loureiro (2014) buscaram desenvolver um modelo computacional para estudar o
efeito de queimaduras sobre a pele avaliando o dano térmico causado quando o tecido é submetido a
temperaturas criticas que podem ocasionar desnaturacdo de proteinas e alteracdes celulares podendo
levar até a necrose do tecido. Para tanto, utilizaram métodos explicitos para as discretizacoes espacial e
temporal, além de utilizar o método de Saul'yev's (DEHGHAN, 2004) que, por ser incondicionalmente

estavel, permite uma certa liberdade na escolha do passo de tempo.

Ja Varén & Elccabe (2014) fizeram um estudo tedrico da hipertermia em um tecido
biolégico induzida por radiofrequéncias, em um modelo tridimensional que acopla o problema térmico
as condicdes de contorno que sdo dependentes do termo fonte. Analisam o comportamento de tecidos

carregados com nanoparticulas e perfazem uma analise numérica via Volumes Finitos.

No trabalho de Soares & Wrobel (2018) é proposto um esquema numérico diferenciado
para a resolucdo da equagao do biocalor. A discretizacdo espacial é feita pelo Método de Elementos
Finitos e, durante a evolucao temporal, as integrais temporais sao localmente avaliados por métodos

de passo simples.

E vasta a bibliografia que recorre a métodos numéricos para a resolugdo de problemas nas
mais variadas areas de Engenharia, em especial Termofluidos, portanto, fez-se uma compilacao de

trabalhos que se aproximam da discussao e das solucdes que serao obtidos nos capitulos seguintes.

Vyas & Rustgi (1992) abordaram um problema tridimensional e resolveram a equagdo de
Pennes em coordenadas cilindricas (Eq. (2.4)), acrescentando aos termos fonte a taxa de transferéncia
de calor por unidade de volume depositada na superficie de um tecido biolégico por um /aser,
indicada por S(r, z, t). Eles obtiveram expressdes simplificadas para a solu¢do analitica do campo de
temperaturas usando Fungdes de Green, mas, mesmo o modelo sendo tridimensional, foram feitas

simplificacGes nos termos de geracdo que representam tanto a perfusdo quanto o metabolismo.

OT(r, z,t)

kNV2T(r, z, t) +wpppcp T(r,z, t) + S(r, z,t) = pc 5

(2.4)

Liu & Xu (1999) propuseram uma estimativa para a perfusdo sanguinea solucionando o
problema descrito pela Eq. (2.1) com condi¢des de contorno adequadas por meio de separacdo de
variaveis e equacoes caracteristicas, assim, obtém a perfusdo supondo que ela é a resposta a um fluxo
de calor senoidal responsavel pelo aquecimento da pele em regime permanente. Chegaram ent3o a
conclusao de que a perfusdo, sob dadas hipdteses, pode ser estimada conhecendo-se as propriedades
do tecido bioldgico (p, € cp) e a frequéncia do fluxo imposto (w). Para tanto, segundo os autores,

basta medir-se a diferenca entre as fases (¢) do fluxo de calor na superficie do tecido e do campo de



temperaturas, chegando-se a forma mostrada na Eq. (2.5) para a perfusdo sanguinea.

pcw

~ puch t8(20) 29)

Wp =

Shih et al. (2007) resolveram o problema transiente em uma dimens3o desprezando o termo
de metabolismo na Eq. (2.1) e assumindo que a pele pode ser tratada como um sélido semi-infinito
submetido a um fluxo prescrito periddico, e investigaram o efeito deste fluxo de calor na pele utilizando,
para a solucdo do problema, transformadas de Laplace.

A caracterizagao da propagacao de calor através de um tecido biolégico levando-se em
consideragdo tratamentos para hipertermia é feita de modo analitico por Vafai & Mahjoob (2009).
Nesse trabalho sdo obtidas equacdes, resolvidas por separagdo de varidveis, e adimensionais que
permitem a interpretacao dos efeitos do metabolismo e das estruturas celulares na obtencdo do
campo de temperaturas. S3o deduzidas também correlagdes que permitem avaliar tais pardmetros
sob diversas condicoes.

O trabalho de Romero-Mendéz et al. (2010) tratou de um problema bidimensional adimen-
sionalizado no qual a equacao da biotransferéncia de calor foi resolvida nessa forma via separacio de
variaveis. Ainda apresentou uma aproximac¢ao unidimensional, além de utilizar técnicas de resolucao
de problemas inversos para a determinacdo da profundidade de uma queimadura.

Outros autores buscaram resolver o problema analitico propondo modelos modificados
para estudar situacBes particulares ou termos de interesse na Eq. (2.1), como Lakhssassi, Kengne
& Semmanou (2010) que determinaram a solugdo analitica do problema unidimensional de Pennes
(Eq. (2.1)) em regime permanente, tomando como constante o termo de perfusdo e admitindo nulo
o termo de geracdo devido ao metabolismo. No modelo foi proposta ainda uma modificacdo no
termo representativo da temperatura, fazendo uma ponderac3o entre a temperatura do tecido e a
temperatura arterial. As solucdes obtidas sao dadas em termos de fungbes trigonométricas, fungoes
racionais e de fungdes elipticas de Jacobi.

Fazlali & Ahmadikia (2013) propuseram solu¢des analiticas para modelos de biotransfe-
réncia de calor baseados e nao baseados no modelo de Fourier. Para estes autores, a equacao da

biotransferéncia de calor pode assumir duas formas:

e Seguindo o modelo de Fourier: A equacdo da biotransferéncia de calor assume a forma

apresentada na Eq. (2.1);

e Modelo de transferéncia de calor baseado na equacdo de onda: neste modelo, a equacado da

conduc3o é escrita na forma:

dq(x, t)

S = KV T(x 1) (2.6)

q(x, t) + Tq
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sendo 7, 0 tempo caracteristico. A forma geral da equagdo de Pennes nesse modelo passa a ser,
em sua versao unidimensional, escrita na forma:
T

kW + (Qm + Qext + T4

0Qm 0 Qex
ot +7q o t) —wpppcp(To — T) =

0?T oT
= quCW + (pC + qubprb) E

(2.7)

onde 7, = «/C?, com C sendo a velocidade da onda no tecido [m/s], o tempo de relaxa¢do

térmica. Para a solugcdo e comparacao destes modelos, os autores utilizaram transformadas de
Laplace.

O trabalho de Figueiredo (2014) apresenta uma andlise analitica de um modelo unidimen-

sional em regime permanente e investiga, numericamente, o problema de transferéncia de calor em

tecidos bioldgicos tomando como termo fonte o calor produzido por um cancer de mama (ver Fig.
2.3) em regimes permanente e transiente.

——— Dwuto normal

__ Celufas anormais
no duto

Carcinoma ductal in situ

American Cancer Society

Figura 2.3: Carcinoma Lobular in situ, adaptado de ONCOGUIA (2014). Acesso em: 12 abr 2018.
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O modelo unidimensional explorado por Figueiredo (2014) representa uma pequena espes-

sura de um tecido com fontes de calor diferentes para simular o metabolismo em um tecido normal e

naquele em que o tumor se instala com uma geragao atipica de calor, como mostrado na Fig. 2.4.

Tc

\

le

Tecido normal

le

Tecido normal

T1
T{ILT ia

Figura 2.4: Modelo unidimensional representativo de um tecido exposto a um meio convectivo

(FIGUEIREDO, 2014).

O modelo matemdtico que representa a transferéncia de calor no dominio esquematizado

na Fig. 2.4 e descrito pela Eq. (2.1) é ent3o bem posto conhecidas as condi¢des de contorno e iniciais

(Egs. (2.8) a (2.10)):

T(x,0)= Ty

T=T.,em x=0

oT
k — =h(T - Ty
Ox |, —o ( )
com
@ma1,
Qm — '
Qm2, para a<x<b

para 0<x<a e O0<x<L

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

sendo Ty a temperatura inicial do dominio, T, a temperatura arterial, T, a temperatura do ambiente
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cirucundante, Q,,; e Qm> constantes que representam as taxas metabdlicas no seus respectivos
dominios, todos termos conhecidos. O problema, seguindo o sistema de numeracdo proposto por
BECK (2010) e detalhado no capitulo 3, é do tipo X13 (condi¢do do 1° tipo — temperatura prescrita
—em x = 0 e do 3° tipo — fluxo prescrito — em x = L) e a solugdo assume a forma de séries em
termos de Fungdes de Green apdés mudangas varidveis adequadas (ver também (SHIH et al., 2007)).

Askarizadeh & Ahmadikia (2015) deduziram solugdes analditicas para modelos fisicos
bidimensionais para biotransferéncia de calor para situacoes baseadas e nao-baseadas no modelo de
Fourier via Transformadas de Lapace. Em seu trabalho, os autores consideraram os efeitos de perfusao
sanguineo e metabolismo e avaliaram trés modelos distintos: dual-phase-lag (DPL), modelo térmico
baseado na equagdo da onda - thermal wave (TW) e o modelo de Pennes; além de estabelecer um
comparativo entre os resultados fornecidos por cada modelo.

Um modelo térmico de duas equag¢bes para meios porosos foi utilizado por Monte &
Haji-Sheikh (2017) para descrever o rapido aquecimento em tecidos bioldgicos durante tratamentos
para hipertiermia e analisam o problema térmico que se constréi quando observa-se a interacao entre
as fases sélida e liquida em um tecido. Usando Fun¢des de Greem, os autores apresetam solu¢des
exatas tanto para a fase sélida (tecido) quanto para a fase liquida (sangue).

No trabalho de Sun et al. (2018) foi apresentada a solu¢do analitica para um problema
envolvendo uma fornte mével de calor (/aser) na superficie do tecido humano para o estudo de efieto
de hipertermia provocados por tumores. A expressao para o campo de temperaturas foi desenvolvida
para um dominio no formato clbico, representando um tecido biolégico, via Funcbes de Green. Os
resultados foram avaliados numericamente e as influéncias do laser tais como velocidade e tamanho

sao discutidas.

2.3 Problemas Inversos

Os problemas de Engenharia nas tltimas décadas vém tornando-se cada vez mais complexos.
O desenvolvimento e a utilizagao de técnicas analiticas e numéricas para resolver problemas diretos e
inversos é cada vez mais frequente na busca por precisdo de resultados. Diversos autores abordam
técnicas de solucdo de Problemas Inversos para a estimativa de propriedades térmicas e, especificamente
em biotransferéncia de calor, na determinan¢3o da perfusdo sanguinea e das propriedades (térmicas)
dos tecidos bioldgicos.

Liu & Xu (1999) obtém valores estimados para a taxa de perfusdo a partir de solugcdes
sintéticas e as relacionam com problemas de otimizag3do para casos bidimensionais. J& Lopes (2009)
apresenta uma estimativa para a perfusao sanguinea por meio de técnicas inversas em problemas
bidimensionais de transferéncia de calor.

Bueno (2012) tratou em seu trabalho de um problema para localizacdo de tumores de pele

utilizando algoritmos genéticos acoplados com o Método dos Elementos de Contorno. Baseado na
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equacao da biotransferéncia de calor de Pennes, desenvolveu uma técnica que destina-se a previsdo
de campos de temperatura, visualizagdo do comportamento e diagndstico de tumores.

Fazlali & Ahmadikia (2013) além de resolverem analiticamente o problema de biotrans-
feréncia de calor em um dominio unidimensional, utilizaram técnicas de problemas inversos para
estabelecer o dano térmico causado por um fluxo de calor externo, como por exemplo uma queimadura.
A avaliacdo dos danos no tecido devido a queimaduras é um dos conceitos essenciais em termos da
bioengenharia dos tecidos epiteliais (FAZLALI; AHMADIKIA, 2013).

Um dos principais requisitos para a solu¢ao de um problem inverso, seja ele qual for, é
a necessidade de se conhecer a solugcdo do problema direto, ainda que alguns parametros sejam
desconhecidos.

E nesse sentido que este trabalho se insere. A obtenc3o de parametros como a perfusao ou
o metabolismo passam, necessariamente, pela obtencdo da solu¢cdo da Equacdo da Biotransferéncia
de Calor. Assim, a solucdo analitica de um modelo tridimensional transiente em um tecido humano
representa uma ferramenta muito valiosa no desenvolvimento de técnicas de medicido desses parametros.

Este é o ponto aqui abordado.



CAPITULO 1lI

FUNCOES DE GREEN: FUNDAMENTOS

Uma Fungdo de Green (FG) €, em termos gerais, a solu¢do de um problema descrito por
uma equacdo diferencial com condi¢Ges de contorno homogéneas. Tal tipo de problema pode ser
associado ao problema de interesse por meio da identificacdo dos tipos de condicdes de contorno do
problema original o que leva a identificar as condicdes homogéneas correspondentes. Em Conduc¢ao
de Calor, uma Funcdo de Green descreve a distribuicdo de temperatura causada por um pulso
de calor local e instantaneo. As Fun¢bes de Green podem ser obtidas pelos métodos classicos de
resolucdo de equacdes diferenciais como separacdo de varidveis e transformadas de Laplace como nos
trabalhos de Carslaw & Jaeger (1959) e Ozisik (1993). Cole et al. (2010) trazem uma compilacdo
das principais Fungdes de Green associadas a diversas condi¢bes de contorno. O objetivo desta secdo
€ o embasamento tedrico para os capitulos subsequentes.

O método das Fungdes de Green, assim chamado em homenagem ao fisico e matematico
inglés George Green (1793-1841) é uma ferramenta Util na resolugdo de problemas lineares em
Conducao de Calor.

Dentre as vantagens em se utilizar as FG na resolu¢ao de problemas de condu¢do de calor,

podem-se citar:

1. E uma técnica flexivel e que pode ser aplicada a uma gama infinita de problemas lineares;

2. Uma mesma FG para um dado tipo de problema em uma dada geometria pode ser aplicada a
diferentes condicoes do problema de interesse sejam elas dependentes do tempo ou varidveis no

dominio;
3. A solugdo da-se de maneira sistematica, resultando sempre em um problema de integracao;

4. A solucdo do problema pode ser escrita em termos das FG e, a partir desses termos, é possivel

identificar a influéncia de cada contorno;
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5. Para problemas em duas ou trés dimensoes, transientes, a FG é obtida pela superposicao da FG

em cada uma das direcoOes;

6. A solucao em FG admite formas alternativas que permitem um aumento na convergéncia da

solucao em séries.

7. Permite a verificacdo intrinseca da solucdo.

3.1 Conduc¢ao unidimensional em regime permanente

Para exemplificar a interpretacdo das Funcdes de Green como resposta a um pulso unitério,
apresenta-se o problema mais simples em Condugdo de Calor: uma barra de comprimento L, feito de
um material de condutividade isotrépica k, isolada em uma extremidade, com temperatura prescrita

na outra e podendo haver (ou n3o) gera¢do de calor g(x):

’T  g(x)

el S 1
72 + p 0 (3.1)
Theo=T1 (3.2)
dT

- -0 3.3
dx |,._, (3.3)

Integrando-se a Eq. (3.1) e aplicando as condi¢des de contorno, obtém-se

L
T(x) = —2g—ZX2 + g%x + T (3.4)

A Fungdo de Green, G(x|x), associada a este problema térmico é aquela que é solucio do
problema com condi¢cdes homogéneas de mesma espécie que a do problema original, no qual, o termo

de geracao é substituido por um pulso unitario, ou seja,

W—i—é(x—x’)zo (3.5)

Glx=0 =10 (3.6)
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dG
& O (3.7)

X=

A Fungdo de Green é apresentada na forma G(x|x') pois é dependente de duas varidveis: o
ponto de interesse x do dominio e o local onde é aplicado o pulso: x'. Analogamente, para uma FG
tridimensional transiente em coordenadas cartesianas escreve-se G (x,y, z, t|X',y’, Z/, 7), sendo (x, y, z)
um ponto qualquer do dominio, t o instante de interesse, (x',y’, ') as coordenadas de aplicagdo do

pulso unitario de calor e 7 o instante de tempo em que o pulso é aplicado.

Integrando a Eq. (3.5), tem-se:

. X, se x <x'
G(x|x") = (3.8)
x', se x> x

Como sera discutido a seguir, conhecida a FG, a solugdo de (3.1) sera

T(x)=T,+ % /,:0 g(x") G(x|x") dx’ (3.9)

perfazendo a integral, obtém-se:

T(x)=T,+ % [X; +x(L— x)] (3.10)

que é idéntica a solu¢do obtida anteriormente (Eq. (3.4)).

3.2 Conducao unidimensional transiente - Problema auxiliar

Nos textos cldssicos de Transferéncia de Calor (Incropera et al. (2008), Cengel & Ghajar
(2012), entre outros), o primeiro problema a ser estudado é o da condugdo em uma barra submetida
a diversos tipos de condicdes de contorno. A Equacdo da Difusdo neste caso, assumindo um dominio
isotrépico, de condutividade térmica k e dimensodes 0 < x < L, e admitindo uma possivel geracao de

calor, é dada por

T g(nt) 10T

0x? k a Ot (3:11)

por ser uma Equac3o Diferencial Parcial (EDP) de segunda ordem no espaco e de primeira ordem no

tempo, sao necessarias duas condicdes de contorno e uma condicdo inicial. As condi¢cdes de contorno
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serdo tomadas da forma genérica como

oT

ki —
on;

+ hi Tl = £i(t) (3.12)
X=X;
observa-se que, nesta forma geral, 7 representa a normal unitdria apontando externamente ao dominio
e as condi¢cOes de contorno sdo discriminadas pelos coeficientes identificados com o indice i/, isto é,
ki, h; e f;. Para condi¢des de temperatura prescrita (1° tipo), também chamadas de condi¢des de

Dirichlet, tomam-se k; = 0 e h; = 1, assim, a temperatura na i-ésima superficie serd
T(x, t) = fi(t) (3.13)

com fi(t) representando a temperatura (nula, constante ou varidvel no tempo) na face indicada.

Para casos em que a condicdo de contorno representa um fluxo prescrito, tomam-se h; = 0
e ki = k, nesse caso, condigdo de 22 tipo (ou condi¢do de Neumann), fi(t) representa um fluxo
imposto na superficie e quando f;(t) = 0 tem-se que a superficie em questdo encontra-se isolada, para

este caso, na face i, escreve-se:

T
k 9T

o = £(t) (3.14)

X=Xj

Se a condi¢do de contorno for de convecgdo (3° tipo ou de Robin), assume-se fi(t) = h; T,

desse modo, escreve-se

dT
k

—k — = hi(T|x=x — T 1
=Tl -~ T) (3.15)

X=X;

O problema homogeéneo auxiliar que representa a Eq. (3.11) deve traduzir os efeitos espacial

e temporal, isto é

0°G N S(x =x)o(t—7) 106G

= — 1
Ox? « a Ot (3.16)
submetido as condicdes de contorno
ki g—s - + hiGlx=x, =0, comi=1;2 (3.17)

e a condicdo inicial

G(x,t|x',7)=0, para t<T (3.18)
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s

E importante observar que as condicoes de contorno do problema auxiliar devem ser

do mesmo tipo que as do problema original e que a unidade da Fungdo de Green, G(x, t|x, 7),
unidimensional é m~. Assim, resolvendo-se o problema auxiliar para a obtenc¢do de G, consegue-se
obter, de maneira similar ao que foi feito na seccdo anterior, a distribuicio de temperatura transiente

T(x, t).

3.3 Propriedades das Funcoes de Green para problemas transientes

Antes de se apresentar a forma geral da solugdo para um problema de Condugao resolvido
por meio da técnica das Funcdes de Green, é conveniente apresentar algumas propriedades que as FG
obedecem que sdo Uteis para que se tenha dominio da técnica e da formulacao matemdtica que a

circunda.
Propriedade 1. A Fungido de Green é solugdo da equacdo homogénea do problema auxiliar.

Propriedade 2. A Fungdo de Green particular de cada problema € aquela que € obtida por meio

das condigées de contorno homogéneas de mesmo tipo daquelas do problema original.

Defini¢ao 1. Relagdo de Causalidade para uma funcdo G(x, t|x', 7): para todo ponto do dominio

tem-se

G>0, parat—72>0

(3.19)
G=0, parat—7<0
Defini¢ao 2. Relacdo de Reciprocidade para uma funcdo G(x, t|x’, 7):
G(x t|x', 1) = G(X', —7|x, —t) (3.20)

Propriedade 3. As Fungbes de Green obdecem as relagbes de causalidade e de reciprocidade.
Propriedade 4. A dependéncia temporal da Funcdo de Green é sempre em termos det — 7.
A partir da propriedade 4, pode-se sempre escrever
G(x, t|x',7) = G(x,x', t — 1) (3.21)

Propriedade 5. Em coordenadas cartesianas, a Funcdo de Green possuird unidades de m™* para

problemas unidimensionais, m~2 para casos bidimensionais e m~3 para problemas tridimensionais.
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3.4 Sistema de Numeracao

A fim de auxiliar a identificacdo das condicoes de contorno pelo seu tipo e facilitar a
resolu¢do de problemas utilizando-se Fun¢des de Green, no trabalho de Beck (1986) é proposto um
sistema de numeracgao para problemas de conducao no qual cada niimero traz em si a informagao
relevante sobre o tipo de problema, tornando assim mais facil a determinacao das Funcdes de Green
corretas para a resolucao do problema, além de poder ser aplicado a diferentes geometrias.

Além dos tipos de condicao de contorno discutidos na secdo 3.2, pode-se definir condigdes
de contorno que representam um sélido semi-infinito e um filme fino de fluido com ou sem conveccao.
A notacdo estd esquematizada, juntamente com a interpretacao fisica de cada tipo de condicdo de
contorno, na Tabela 3.1. O quarto e o quinto tipos de condicdo de contorno representam uma camada
de fluido de pequena espessura sem e com conveccao, respectivamente. Tome um fluido de calor
especifico cf, massa especifica pr e espessura € colado em uma superficie com fluxo prescrito fi(t), a
condicdo de contorno do quarto tipo serd da forma
oT

= fi(t) — (prere); -

oT
k
"ot

—— 22
o (3.22)

X=Xj X=Xj

caso seja permitida trocas de calor por conveccdo na i-ésima superficie, tem-se a condicao de contorno
do quinto tipo:
oT

k —
817,'

oT
+ hi Temxy = fi(t) — (prere); -

- (3.23)

X=Xj X=Xj

Tabela 3.1: Sistema de Numeracdo para os Diferentes Tipos de Condicdes de Contorno

Notacao Condicao Descricao fisica da condicao

0 Tipo 0 - Natural  Sem restricdo fisica, semi-infinito

1 12 tipo - Dirichlet Temperatura prescrita (Eq. (3.13))

2 29 tipo - Neumann Fluxo prescrito (Eq. (3.14))

3 39 tipo - Robin  Convecgéo (Eq. (3.15))

4 4° tipo - Carslaw  Filme fino de fluido sem convecgdo (Eq. (3.22))
5

59 tipo - Jaeger  Filme fino de fluido com convecgdo (Eq. (3.23))

As condicdes de contorno apresentadas podem ser esquematizadas como na Fig. 77.
Observa-se que existem trés formas distintas de abordagem: geometria infinita (caso X00), geometrias
semi-infinita e geometrias finitas) e que, em trés casos finitos (X22, X42 e X44) atenta-se para o

fato de que ndo admite-se um regime permanente. Matematicamente, esses casos estdo associados a
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autovalores nulos. De um ponto de vista fisico, tais casos ndo apresentam regime permanente para
uma condigdo de contorno cujos valores de f(-) nas Egs. (3.14) ou (3.22) independentes do tempo
(COLE et al., 2010).

’—»geometria infinita

X00 ,

sem regime permanente
X10 || X11
X20 X22)
X30 || X31 )53_2 X33 s geometria finita
X40 || X41 [X42] X43 X44
X50 || X51 X52 X53 X54 X55

\—-geometria semi-finita

Figura 3.1: Representacdo grafica do sistema de numerag&o para coordenadas cartesianas (COLE et
al., 2010).

y e .
Lo b i, et
—_ y=W { . '
— mh — H_{:—*_, y=a |
) —> > ) —> = ) Ik
qt) x q) h qe) 5=, "
» — z —'—b_._—b B ceaia
— ] | — S X e
— x=y=0 4 x=L z=h N
? h { =L %
x=0 x=L h,

Figura 3.2: Exemplos de aplicacao do sistema de numeracao, da esquerda para a direita: X22, X23Y33
e X23Y33733 (FERNANDES, 2009).

Por exemplo, para um problema unidimensional com fluxo prescrito em uma superficie e a
outra isolada tem-se um problema do tipo X22. Logo a Funcao de Green utilizada para a solugdo serd
Gx2». Para problemas multidimensionais, a Funcao de Green associada é dada pela composicado das
FG em cada uma das direces (COLE et al., 2010). Isto é, para uma placa plana com fluxo prescrito
em x = 0 e conveccdo nas demais faces o problema é identificado como sendo do tipo X23Y33, as

Funcbes de Green em cada uma das direcOes sdo Gxo3 € Gyss €, portanto, a FG neste caso serd

GX23Y33 = GX23 : GY33 (324>

aumentando-se mais uma dimensdo com faces submetidas a conveccao, o problema torna-se do tipo

X23Y33Z33, a FG para a coordenada z é Gz33 e a Funcdo de Green associda ao problema é dada por

GX23Y33Z33 = GX23 : GY33 : GZ33 (325>
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Esses trés tipos de problemas citados estao esquematizados na Fig. 3.2. Estabelecido
o tipo de problema e as condicdes de contorno pertinentes, obtém-se as expressoes das Funcoes
de Green correspondentes a cada caso (COLE et al, 2010). Na secdo seguinte, discute-se como
construir a solu¢ao do problema de conducdo de calor de interesse via integrais das Fun¢bes de Green

estabelecidas.

3.5 Equacao-solucao integral baseada em Funcoes de Green

A solucdo da Equacdo da Difusdo tridimensional transiente com propriedades térmicas

constantes dada por

(x,y,z,t) 10T

g
V2T = 3.26
+ k a Ot (3.26)
com condi¢des de contorno genéricas da forma
oT
ki—| +hT|s =f(t 3.27)
ol (t) (
e condicdo inicial
T(x,y,z,0)=F(x,y, z) (3.28)

combinada com o problema auxiliar, que representa a versao homogénea do problema original, dado

por
o(r—r)o(t — 10T
veg oy drorple=r) 107 (3.29)
o a Ot
sendo r e r’ correspondetes as coordenadas (x,y,z) e (X,y’,Z'), sujeito a
0G
ki — hiTles =0 3.30
;| s " |S' ( )

com S e S/ representando a i-ésima face de andlise, e condigdo inicial

G(x,y,z, t|x,y,Z, 1) =0parat <7 (3.31)
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pode ser escrita, em termos da FG relacionada ao problema, G(x,y, z, t|x,y’,Z/, 7), como

L b
T(x,y, zt)= / / G(x,y, z, t|xX,y', 2, 7)F(X,y' 2)dZ' dy’ dx'+
! 0 ! 0 /70

t L a b
i g/ / / / g(X',y 2, 7)G(x,y, z, t|x,y' 2, 7)dZ dy’ dx'dT+
k 7=0Jx'=0Jy'=0Jz/=0

t a b 2
f;
+O{/ / / Z LG(X'y'ZVt’X,{yy/,Z/,T) dzldy’d7+
7=0Jy’=0Jz/=0 .

2 -
+ ! t b Z fl(T) G roor TN
o —=G(x,y,z, t|x,y;, Z, 1) | dZ'dx'dT+
7=0 Jx'=0 Jz'=0 i

~—

2
fi(7) (3.32)
a / / / 7 g dy'dx'dr— '
7=0Jx'=0Jy’ oZ L ki ( )
0G
—a f(1) — dz'dy’dr—
/To//o/'oz; J()anj{xl_x.
t L b2 [ oG |
_ a/ / / Z fi(7) 57 dz'dy’dr—
7=0 Jx'=0 Jz/=0 j=1 i 77J y'=y; |
t L a 2 [ |
oG
—a f(r) — dz'dy’dr
/7'—0 /x'_o /y'_oj; i) o 2=z

A demonstracao da validade dessa solucao encontra-se, em sua versao unidimensional, no
Apéndice A, bem como ¢é indicada sua versdo bidimensional. Da mesma forma que na Eq. (A.19),
todas as parcelas do segundo membro da Eq. (3.32) devem obdecer a homogeneidade dimensional,
ou seja, devem ter unidade de temperatura e a FG, G(-), a ser utilizada € tnica para cada problema
em particular. Nos casos bi e tridimensionais a funcdo de Green é obtida pela multiplicacdo das
funcdes referentes a cada diregdo. Nos capitulos seguintes, a técnica sera utilizada para resolver casos
particulares que serdo (teis para a resolucdo e validacao dos resultados do problema central: conducao
de calor com o efeito do metabolismo e da perfusdo sanguinea em um dominio representativo do

antebraco humano.



CAPITULO IV

PROBLEMAS UNI E BIDIMENSIONAIS

Neste capitulo deduzem-se as solu¢Ges uni e bidimensionais para o problema da biotransfe-
réncia de calor (Eq. (2.1)). Na secdo 4.1, deduz-se a solugdo para o problema unidimensional com
condi¢des contorno de fluxo prescrito e temperatura prescrita. Ja na secao 4.2, deduz-se a solugdo
para um caso bidimensional a fim de demonstrar a eficiéncia de se resolver problemas de conducao de
calor via Funcoes de Green.

Para os problemas que serao discutidos, assumem-se propriedades tipicas do tecido da
pele humana e do sangue (aprensentadas por Holmes (1997)): massas especificas do tecido e do
sangue: p = pp, = 1000 kg/m?3; calores especificos do tecido e do sangue: ¢ = ¢, = 4200 J/(kg-°C);
temperaturas arterial e da base do tecido: T, = T. = 37°C; condutividade térmica do tecido: k = 0,5
W/(m-°C); taxa de perfusdo sanguinea w, = 5-10* (mL/s)/mL; e calor gerado devido ao metabolismo
do organismo: Q,, = 33 800 W/m?. O coeficiente de conveccio devido a conveccio natural e possiveis
efeitos de radiacio no ambiente é tomado como hy = 10 W/(m?2-°C) e a temperatura do ambiente
circundante T = 25°C.

4.1 Problema X21

Considere um dominio unidimensional, representando um tecido vivo, com 0 < x < L
submetido a um fluxo de calor constante em x = 0 e mantido a temperatura constante T = T, em
x = L como na Fig. 4.1.

Levando-se em consideracao os efeitos da perfusdo sanguinea e do metabolismo, a Eq.
(2.1), juntamente com as condi¢des de contorno adequadas, assume a forma:

o°T oT

kW + wpppCp(Ta — T) + Qm = pca (4.1)
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L

Figura 4.1: Dominio e condi¢cdes de contorno para o problema unidimensional do tipo X21.

T(x,0) = To(x) (4.2)
T(Le)=T. (4.3)
K ‘;—I — ho(Ty — T(0, ) + a6 (4.4)

Para o problema em questao, ilustrado na Fig. 4.1, os efeitos convectivos sao desprezados,

ou seja, a Eq. (4.4) é escrita simplesmente como sendo:

-
l

p— 4-
dx o (4.5)

x=0

Para obter-se a distibui¢do inicial de temperaturas da Eq. (4.2), assume-se que, em t =0

o dominio encontra-se em regime estacionario, ou seja,

kd2T0+ (To— To)+ Qn=0 (4.6)
e WbPbCh 12 0 m = :
dTo
—k =0 = p (T = To(0 4.7
ax | o (Tr — To(0)) (4.7)

T(L)=T. (4.8)
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Usando-se métodos cldssicos de resolucdo de EDQO’s de segunda ordem, a solu¢do do

problema (4.6) é ent3o obtida como:

T.— T,
To(x) = Ty + —<——2 . cosh(M. 4.
O(X) P+ COSh(ML) Cos ( X) ( 9)
com
M= | 2PPoe (4.10)
k
e
M2T, + 9=
Ty, = vz (4.11)

Os passos intermedidrios para a obtengdo da Eq. (4.9) podem ser vistos no Apéndice B.
Entretanto, para que o problema definido pelas Egs. (4.1) a (4.4) seja resolvido por Func¢des
de Green, torna-se necessdria a remog¢ao do termo de perfusdo. Para tanto, perfaz-se a segunte

mudanca de varidveis:

T(x, t) = To(x) + W(x, t) - exp (%C”C”t) (4.12)

ou, de forma mais compacta,

T(x,t) = To(x) + W(x, t) - exp(—At) (4.13)
sendo
\ = WbPbCh (4.14)
pc
Assim, aplicando-se a Eq. (4.13) as Egs. (4.1) a (4.4), obtém-se:
PwW 10w
== 4.15
ox?  «a Ot (4.15)
sujeita as condi¢bes de contorno:
ow
—k — = Qo At 4.16
B | = qeer) (116)

W=0, emx=1L (4.17)
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e condicdo inicial
W(x,0)=0 (4.18)
A Fungdo de Green associada a esse problema (ver Cole et al. (2010)) é dada por
Gxa1(x, t|x', 7) = %mi::lexp [W] cos <Bm%) cos (ﬁmxfl> (4.19)
sendo os autovalores:
Pm=Tm (m — %) (4.20)
E, portanto, a solugdo W(x,t) pode ser obtida como

oo Q2
W(x, t) = 22‘2’0 Zlcos (5%) - :B%n_a . [exp()\t) — exp ( ﬁg“tﬂ (4.21)
m 12

Retornando a varidvel original T(x, t), obtém-se

T(x,t) = To(x) + W(x, t) exp (—At) (4.22)
ou ainda,
T.—-T,

T(X, t) = Tp + W . COSh(MX)+ ( )
oo 4.23

2aqq X 1 5205

2. 41— _ Em=

+ P mZﬂcos(ﬁmL) )\+Bin_2a { exp{ (>\+ B t

O comportamento de T(x,t) é mostrado nas Figs. 4.2 e 4.3 para a superficie, em x = 0. Na
Figura 4.2 apresenta-se a evolu¢ao da temperatura superficial considerando a imposicao de diferentes
fluxos de calor, como 1.000 W/m?, 500 W/m? e 400 W/m?. Estes valores de fluxos impostos estdo
numa faixa de seguranga para a aplicagdo na pele humana (DENG; LIU, 2002). Nesta avaliagdo,
observa-se que, para fluxos de calor mais intensos, hd um aumento na temperatura superficial. A
evolucdo das temperaturas em todo o dominio ao longo do tempo até que o sistema atinja o regime
permanente, ¢ ilustrada na Fig. 4.3. Neste diagrama nota-se que, para qualquer instante de tempo, a
condicdo de contorno em x = L é respeitada, ou seja, a temperatura prescrita na base do dominio é,
em qualquer instante de tempo, 37°C. A partir das Figs. 4.3 e 4.2 observa-se que o regime permanente

é atingido a partir de 1-10* s.
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Figura 4.2: Efeito da variagcdo do fluxo na temperatura superficial ao longo do tempo.
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Figura 4.3: Evolugdo temporal das temperaturas em todo o dominio. Para um fluxo constante e igual
a 1 000 W/m? imposto na superficie.
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4.2 Placa Plana - Problema X11Y12

Ya

i

1 »
a1/ a =X

Te

Figura 4.4: Dominio e condi¢coes de contorno para o problema bidimensional do tipo X11Y12.

Para exemplificar a aplicabilidade da técnica para obtencdo de solucdes em problemas
envolvendo dominios representativos de tecidos biolégicos por Funcdes de Green, considere uma placa
plana, como na Fig. 4.4, de dimensGes a x b a certa temperatura inicial T(x,y, 0) = To submetida as

condicbes de contorno

T(0,y,t)=T(x,0,t)=T(a,y, t)=T. (4.24)
e
T , para 0<x<a; <a
A S 1 (4.25)
8yy:b 0, para a1 <x<a

em que estao presentes os efeitos de perfusdo e metabolismo.

Nesse caso, a Equacdo da Biotransferéncia de Calor, assumindo propriedades constantes, é

escrita como

0?T n 0*T L WbPbCh

Qm 10T
Ox%2  0Oy? k T T

k — adt

(T,—T) (4.26)
Similarmente ao caso unidimensional, é necessdrio que a equagdo sé dependa das varidveis
temporal e espaciais da temperatura, para tanto, pode-se fazer a mudanca de varidveis: T =

To + W - exp[—wpppcpt/(pc)] = To + W - exp(—At); e assume-se que a distribui¢do inicial das
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temperaturas na placa seja dependente apenas da direcdo de aplicagdo do fluxo, isto é,
To(y) = T, + Gsinh(My) + G, cosh(My) (4.27)

como na se¢do anterior, com M = /(wpppCp)/k. Desse modo, o problema assume a forma:

PW PW 1w

-7 4.28

Ox? * dy? « Ot (4.28)
submetido as condi¢des de contorno:

W=0,emx=0, x=aey=0 (4.29)

W oexp(At) , parald<x<a; <a
W _ e (M) ' (4.30)

0,para a; < x< a
e condicdo inicial
W(x,y,0)=0 (4.31)

Segundo Cole et al. (2010), as Fun¢des de Green associadas ao problema s3o:

2 & m?m2a(t — 1) mmx mmx'
Gx11 = B leexp (—T> sen ( 5 > sen ( 5 > (4.32)

e
2 . —2 t— n n !
Gy = 5 ;eXp {W} sen (Wb}/) sen <7by > (4.33)
com 7y, = w E, portanto, a funcido de Green para este problema é dada por

Gx11y12 = Gxi1 - Gy (4.34)

isto é
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4 o0 00 272 73

/ /
X sen (ﬂ) sen (%y) sen [ %) gen | 1Y (4.35)
a b a b

Para estabelecer-se a solugcdo deste problema, basta, entdo, aplicar a equagdo-solucdo
integral dada pela Eq. (3.32) reduzida ao caso bidimensional (Eq. (A.26)) acoplada as condi¢des de
contorno estabelecidas, isto é:

a t ai
W(x,y, t)= P / X //o o exp (A7) Gx11Y12\y/:b dx'dr (4.36)

E, apds as integracdes, obtém-se

T(x,y,t) = To(y) 40éq0 Z Zsen (mﬂx> sen <7by> [1 — cos <m7;31>] X

m=1 n=1
22 2
x M {1 —exp [— (m—f + 0y ”bpbcb) ozt} } (4.37)
m <an;_27r + 9%+ )\> a b k

Nos préximos capitulos serdo discutidas técnicas para a validagdo das solugbes obtidas e

deduzida a solucao para um problema tridimensional de biotransferéncia de calor por meio de Funcoes

de Green, construida a partir das solucGes desses problemas.



CAPITULO V

VERIFICACAO INTRINSECA DA SOLUCAO PARA O PROBLEMA DE PENNES
UNIDIMENSIONAL

Apresenta-se a verificacdo intrinseca da solugdo obtida na se¢do 4.1, Eq. (4.23). Para tanto,
sao comparadas situacdes em que os efeitos da perfusdo sanguinea e do metabolismo s3o eliminados
e, nestas situacoes, as duas solucdes devem convergir para um mesmo resultado. A solucdo para o

modelo em regime permanente é também apresentada.

5.1 Regime permanente sem os efeitos de perfusao e de metabolismo

A equacdo em regime permanente que governa a distribuicdo de temperaturas no dominio

quando s3o eliminados os efeitos de perfusdo e metabolismo é dado por

d’T
k— =0 5.1
dx? (5.1)

com as condi¢cdes de contorno

dT
—k == = 2
dx |,_, do (5:2)
e
T(L)=T. (5.3)

L
T(x) = —%x + q% (5.4)
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solugao via FG sem os efeitos de perfuséo e metabolismo
O regime permanente sem os efeitos de perfuséao e metabolismo
90 b
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Figura 5.1: Comparagdo entre a solugdo analitica dada pela Eq. (4.23) sem os efeitos de perfusio
para um tempo muito grande e metabolismo e a solugdo em regime permanente (Eq. (5.4)).
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Figura 5.2: Erro relativo entre a solucao analitica undimensional via FG para tempos muito grandes e
a solucdo em regime permanente quando eliminados os efeitos de perfusao e do metabolismo.

Pelas Figs. 5.1 e 5.2 percebe-se que as duas solugdes comportam-se de maneiras similares,
com um erro préximo de 0,06% na superficie, caindo rapidamente para menos de 0,01% em pontos
ja préximos da aplicacdo do fluxo. Dessa maneira, a solucao unidimensional obtida na secao 4.1 é

verificada intrinsicamente quando os dois efeitos (perfusdo e metabolismo) s3o eliminados.
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5.2 Regime permamente sem o efeito do metabolismo (Q,, = 0)

No caso em que o metabolismo é eliminado do estudo, a situacao unidimensional do

problema da biotransferéncia de calor pode ser representada pelo modelo descrito na Fig. 5.3:

Do, N
T,

c

L

Figura 5.3: Dominio e condi¢cdes de contorno para o problema unidimensional do tipo X21 sem o
efeito do metabolismo.

A equagdo de Pennes, Eq. (2.1), unidimensional sem o efeito do metabolismo pode ser

escrita, em regime permamente, sob a forma
d’T
kﬁ + wpppcr (To—T) =0 (5.5)

tomando as mesmas condi¢coes de contorno que foram estabelecidas nas se¢oes 4.1 e 5.1:

dT
—k — )
dx e 90 (5.6)
e
T(L)=T. (5.7)

Para a resolugdo deste problema, é feita uma mudanca de varidvel conveniente que facilita

a resolu¢do da EDO (5.5), para tanto, tomam-se

M2 — WhPbCh (5.8)
k
e
O=T-1T, (5.9)

obtendo-se a equacgao:

d?0
9O L e = 1
=+ M0 =0 (5.10)
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com condicoes de contorno

de

k== L (5.11)
(S

oL)=T.—T, (5.12)

cuja solucao, via separacao de varidveis, é

O(x) = — kqAO/’senh (Mx) + sech (ML) [TC B /j—,\oﬂsenh (ML)} cosh (Mx) (5.13)

Portanto, a distribuicdo de temperaturas em regime permamente sem o efeito do metabo-
lismo é dada por

9o

T(x)=T,—
(x) Ty

senh (Mx) + sech (ML) [TC - T+ :—Ao/lsenh (I\/IL)] cosh (Mx) (5.14)

Na Figura 5.4, apresenta -sea comparagdo das temperaturas dadas pela Eq. (4.23) (sem o

efeito metabdlico) ao longo de x, para um tempo muito grande, com a solugdo em regime permanente.

70 T T T
solucédo 1D sem efeitos metabdlicos via FG
q O regime permanente sem o efeito do metabolismo
65
60 -
e
F 551
g
=
©
850 F
S
)
'_
45 r
40
35 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

Figura 5.4: Comparagdo entre a solu¢do analitica dada pela Eq. (4.23) via FG para tempos muito
grandes sem o efeito do metabolismo e a solugdo em regime permanente (Eq. (5.14)).
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Observa-se que as duas solucdes sdo bem préximas, obtendo-se uma diferenca da ordem de
menos de 0,1%. Deste modo, verifica-se intrinsicamente que a solugcdo obtida na secdo 4.1 converge
para o regime permanente quando elimina-se o efeito do metabolismo, podendo, ent3o, ser aplicada
para a obtenc3o do perfil de temperaturas em qualquer ponto do dominio e em qualquer instante. O
uso de solu¢des analiticas permite agilidade e precisao nos calculos de temperatura podendo ainda ser
utilizada em problemas inversos para a obtencao de propriedades térmicas como a condutividade ou

propriedades do organismo como a perfusdo sanguinea e a taxa de metabolismo.

0.1 T T T T T T T T T

0.08 5

0.06 i

0.04 B

0.02 i

erro relativo (%)

-0.02 i

_0-04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura 5.5: Erro relativo entre a solu¢do analitica undimensional em regime permanente com a
eliminacdo do efeito do metabolismo.

5.3 Equacao do biocalor 1D em regime permanente com os efeitos de perfusao e meta-
bolismo

A partir do que foi demonstrado nas se¢des anteriores, pode-se também deduzir o modelo
unidimensional em regime permanente da equacdo da biotransferéncia de calor levando-se em
consideragdo os efeitos de metabolismo e perfusdo. Isto é, a Eq. (2.1) traduz estes efeitos quando
escrita

d’T

k_dX2 + wpppr (Ta— T)+ Qm =0 (5.15)
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acompanhada das condicdes de contorno:

dT
—k—| = 5.16
dx |, _o o (5.16)
e
(L) =T. (5.17)

efetuando-se as mesmas mudangas de varidveis da segdo anterior, a Eq. (5.15) fica da forma

2
Q—/\/F@—I—&:

3 =0 (5.18)

que é uma EDO de 2% ordem n3o homogénea com coeficientes constantes. As condicbes de contorno

tem o mesmo formato do apresentado na secao anterior:

doe
—k K L = qo (519)
e
o(L)=T.—T, (5.20)

Uma solugdo particular da Eq. (5.18) é

Qm

O = e

(5.21)
e a solugdo da equacao homogénea é a obtida na se¢do anterior. Assim, a distribuicdo de temperaturas
em regime permanente para o caso unidimensional é dada por:
Qm

do
senh (Mx)+ |T.— T, — 2 + Wsenh (ML)| -

cosh(Mx)
cosh(ML)

Qn 9o
kM2 kM

T(x)=T,+ (5.22)

Como observado nas Figuras 5.6 € 5.7, as duas solugdes (Eq. (5.22) e Eq. (4.23)) em
regime permanente convergem, constatando novamnete que a solucdo analitica obtida é valida e
aplicadvel a todo instante. Solugdes como esta s3o de grande importancia em bio-engenharia, pois a
partir do perfil resultante de temperaturas ao longo do dominio pode-se prever a existéncia de alguma
anomalia no tecido, seja uma elevada taxa de metabolismo caracterizada por alguma infeccdo ou até
mesmo um carcinoma. Novamente as curvas-solucao nas duas situa¢des sao coincidentes e o erro é

da ordem de 1072 % em praticamente todo o dominio.

Um comparativo interessante pode ser tracado entre as solu¢des em regime permanente
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sem o efeito do metabolismo (Fig. 5.4) e com o efeito do metabolismo (Fig. 5.6) a concavidade da
curva muda quando o efeito do metabolismo é considerado ou ndo é considerado. No caso da secdo
anterior, percebe-se que a solucdo como nao é dependente do metabolismo sofre apenas os efeitos do
fluxo imposto na superficie e da perfusdo sanguinea.

Ja no exposto na Fig. 5.6 o efeito do metabolismo aumenta a derivada préxima a superficie
dando maior relevancia ao efeito do fluxo imposto e indo em contrapartida ao efeito da perfusdo
que pode ser entendido como um efeito convectivo na parte interior do tecido que tende a manter
a temperatura corporal constante e igual a T.. Pode-se sugerir por exemplo, a dedugcao de uma
solucao que leva em conta, separadamente, apenas o efeito do metabolismo devido a respiracdo
celular e acopla, por exemplo, o efeito de transpiracdo, o que deixaria o modelo mais complexo pois
a transpira¢ao tem por sua fungao termorreguladora papel importante nos efeitos de convecgcdo na

superficie.

80 T T T T T T T T T

—Solugéo parat = 1x10% s via FG
O Regime permanente considerando os efeitos de perfuséo e metabolismo | |

75

Temperatura T(2C)
()] ()] (2] D ~l
o ()] o o o
T T T T T

N
[6)]
T

35 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura 5.6: Comparacdo entre a solu¢do analitica dada pela Eq. (4.23) e a solu¢do do problema 1D
considerando os efeitos de perfusdo e metabolismo (Eq. (5.22)) ambas em regime permanente.

Uma das vantagens que a solu¢ao analitica traz é permitir a sua verificacdo intrinseca
(resultados discutidos ao longo deste capitulo), o que permite avaliar seu comportamento e descobrir
possiveis erros em sua dedugdo mesmo sem comparar com outras metodologias como, por exemplo,

métodos numéricos, experimentos ou outras técnicas de obtencao de solugdes analiticas.



38

01 T T T T T T T T T

0.06 1

erro relativo (%)

AAAAAAAA
WWw

-0.02 1

-0.04 I I I I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

o

Figura 5.7: Erro relativo entre a solucdo analitica undimensional completa em regime permanente e a
eliminacao do efeito do metabolismo.

No capitulo seguinte, a partir dos resultados analisados e verificados da solu¢ao unidimen-
sional, é deduzida a solu¢do para o modelo de Pennes tridimensional levando-se em conta os efeitos
de perfusdao e metabolismo.



CAPITULO VI

PROBLEMAS TRIDIMENSIONAIS

Solugdes do problema da biotransferéncia de calor para casos tridimensionais s3o obtidas
neste capitulo. O problema analisado corresponde a um dominio submetido a um fluxo prescrito

constante na superficie, com conveccao nas faces laterais e condicdo inicial uniforme em todo o
dominio (se¢do 6.1).

Epiderme
A
Miisculo Derme
A
Foliculo ¢ - I
capilar } Glandula
il
iy sebdcea
' (At
Nervos b
}.‘. Subcutdaneo
Vaso sanguineo Glandulas sudoriparas

Figura 6.1: Configuracdo da estrutura da pele (TOLEDO; LOUREIRO, 2014).

Detalha-se na Fig. 6.1 detalha a estrutura basica da pele humana de forma tridimensional,
dominio de interesse do presente capitulo. A estrutura é analisada considerando que o efeito do
escoamento do sangue através dos vasos sanguineos pode ser modelado totalmente pelo termo de

perfusdo (wp). Os efeitos metabdlicos devido aos misculos e demais estruturas estdo agrupados
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no termo de metabolismo (Q,), as trocas de calor devido aos pelos que revestem o tecido e tém
papel importante na termorregulacdo do organismo sdo tratados no termo de conveccdo. O tecido
subcutaneo é tratado como a referéncia para a definicdo do dominio de célculo sendo denotado por
x = L nos calculos realizados.

As propriedades do tecido e os valores definidos de temperaturas prescritas, fluxos e

coeficientes de convecgdo estio indicados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Propriedades do tecido em estudo e condigoes de contorno (HOLMES, 1997)

Simbolo Valor Descricao
L 0,03 m dimens3o do dominio na diregcdo x
a 0,03 m dimensdo do dominio na direcao y
b 0,03 m dimensao do dominio na direcdo z
p  1-10° kg/m?3 massa especifica do tecido
pp  1-10% kg/m?3 massa especifica do sangue

c 4,2 kJ/(kg°C) calor especifico do tecido
&  4.2kJ/(kg°C) calor especifico do sangue

T, 37°C temperatura arterial
T. 37°C temperatura interior do corpo humano
T¢  25°C temperatura do ambiente

k  5-107' W/(m°C) condutividade térmica do tecido
wp  5-107* mL/(mL-s) perfusdo sanguinea

ho 10 W/(m?°C) coeficiente de convecgdo do ar

Q. 3,38-10% W/m3 taxa de metabolismo do organismo

do 1000 W /m? fluxo imposto na superficie

6.1 Problema X21Y337Z33

Para o estudo de caso do problema tridimensional, pode-se assumir um volume de controle
representativo de um tecido biolégico vivo (Fig. 6.2), por exemplo o brago humano, submetido as
condicoes de contorno de conveccao e fluxo prescrito.

A equacdo governante, seguindo o modelo de Pennes, considerando propriedades constantes,
pode ser escrita como

azT 827_ 827_ i WpPbCh

ox? ~ dy?  0z? k

T,— T - =
( ) k o Ot

(6.1)
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Figura 6.2: Dominio de calculo representativo do antebraco humano submetido a um fluxo de calor

na superficie, temperatura prescrita na base (em contato com o organismo) e a convec¢do nas demais
faces - Problema X21Y33Z33.

Para simplificar a obtencao do modelo, assume-se que, inicialmente, todo o dominio esteja

a mesma temperatura
T(x,y,2,0) =T, (6.2)

e submetido as condicGes de contorno:

k %_I _-a (6.3)
T=T, emx=1L (6.4)
_k 88_)7/_ . —h (Tf — T]y:(J) (6.5)
—k aa_: - h(Te — T|,_) (6.7)
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0T
kL (T T .
8_)/ b ( |z:b f) (6 8)

Na condi¢do de contorno dada pela Eq. (6.3) é prescrito um fluxo na superficie do tecido e
na Eq. (6.4) indica-se uma temperatura prescrita na posicdo x = L, ou seja, o problema na diregdo x
é do tipo X21. As Equagdes (6.5) a (6.8) representam as faces externas nos planos xy e xz que estdo
submetidas a conveccdo, portanto, o problema nessas direcoes é do tipo Y33 e Z33, respectivamente.
Porém, devido a simetria do problema, ele pode ser transformado num problema do tipo X21Y32Z32,
considerando que, nos planos centrais paralelos aos planos xOy e xOz a derivada é nula. Redefine-se os
limites nas coordenadas y e z para simplificacdo de notacdo: a = 2a e b = 2b; e, assim, as condi¢oes

de contorno para a Eq. (6.1), passam a ser da forma

—k g—z G (6.9)
T=T.emx=1L (6.10)
- g—; o h(Te = Tl,o) (6.11)
_ ?9_; = (6.12)
_ (?9_: B =h(Tr— T|,_,) (6.13)
—k g—; =0 (6.14)

No entanto, a Eq. (6.1) ndo pode ser resolvida por Fun¢des de Green da maneira em que

esta escrita, por apresentar o termo de temperatura vinculado a perfusdo, para tanto, analogamente
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ao caso unidimensional, toma-se

T(x,y,z,t)=T,+ W(x,y,z t)exp(—At) (6.15)
com
A= M’a (6.16)
e
M2 — WbPbCh 1
; (6.17)

Derivando em rela¢do ao tempo a Eq. (6.15), tem-se

oT  ow
5= o exp (—At) — A - Wexp (—At) (6.18)

Pode-se, ent3o, aplicar o laplaciano em ambos os membros da Eq. (6.15), levando a

V2T = VW - exp (—\t) (6.19)

A partir das equagdes (6.18) e (6.19), manipulando-se corretamente os termos, a Eq. (6.1)

é escrita em termos da variavel W':

*PwW Pw  Pw 1 1o0W
Ox2 - Dy? - 022 +;'QmeXP()\t)—_ (6.20)

a Ot
De maneira andloga, pode-se demonstrar que as condi¢des inicial e de contorno podem ser

escritas em termos da varidavel W sendo:

e a condicdo inicial dada por

W(x,y,z,0)=0 (6.21)

e as condi¢Bes de contorno na direcdo x (fluxo e temperatura prescritos):

ow

i
Ox

= go exp (At) (6.22)

x=0

W=0emx=1L (6.23)
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e as condicoes de contorno na direcao y:

W (T = T ep (M) — W] (6.24)
Ay |,-0
e
ow
LA 6.25
e (6.25)

e e as condi¢des de contorno na dire¢ao z:

—k G_W =h[(Tr— T,)-exp(At) — W] (6.26)
0z |,_,
e
ow
—k =y - 0 (6.27)

Desse modo, pode-se estabelecer as Funcoes de Green que se relacionam com o tipo de

problema em cada diregdo (ver Cole et al. (2010)). Na diregdo x:

Gxo1 = %Z exp <W> cos (5,,,)—2) cos (5,,,)%) (6.28)
m=1

5mzw(m—%) (6.29)

na direcdo y:

2 & / e
GY32:5;C05 [Bn (1—);/)} cos {ﬁn (1—%)} exp {%}
32 + B? 4+ B,

(6.30)

sendo
B, = — (6.31)

e os autovalores (3, sdo as raizes positivas, ordenadas em ordem crescente, da equacdo transcendental
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(ver Fernandes (2009)):

Bntgﬁn = B1 (632)

e na direcao z:

i Tl (o ()] e[

. (6.33)
o Bﬁ + B3
B2+ B3+ B,
onde, analogamente,
hb
Bo = - (6.34)
e
Bptglp = Bo (6.35)
Portanto, a fungdo de Green associada ao problema tridimensional (Eq. (6.20)) é
Gxa1vsezaa(X,y, 2, t|X', ¥, 2, 7) = Gxyz = Gx21 - Gysz - Gz33 (6.36)
ou seja,
Gz =15 55 () (2 e lae )
Y4 Lab £ — \3+Bi+B1) \ 2 +B3+B; P
X y z
X COS (5'"[) cos [/3,, (1 — S)} cos [ﬁp (1 — E)] (6.37)
X/ y/ Z/
X COS <ﬁmI) cos {5,, (1 — ;)} cos {ﬁp (1 — E)}
com
B B2, Do
=l By b (6.38)
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A solu¢3o da Eq. (6.20) via FungBes de Green é obtida através da equagdo-solugdo integral
dada pela Eq. (3.32):

W(x,y, z t) = / / / / G- Qmexp (A7) dZ'dy’dx'dT+
7=0 Jx'=0 Jy’'=0 Jz'=0

+ g/ / / goexp (A7) G|,,_, dZ'dy’dT+
k 7—_ y/_O /_0

; (6.39)
/ / / (Tr — Ta)exp (A7) G, _o dZ'dx'dT+
7=0 Jx'=0 Jz/=0
/ / / (Tr — T,)exp (A7) G|, _ody'dx'dT
=0 Jx'=0 Jy'=0
e a distribuicdo de temperatura T(x,y, z,t) é dada por
T(x,y, 2, t) = T+{O‘f’"zz G*IIII+Q—%ZZZG*III+
m=1 n=1 p=1 m=1 n=1 p=1
h oo o0 (o.]
i 0‘7 (Te =T YY" G hlyly cos Byt (6.40)
m=1 n=1 p=1
+— ZZZG*IIIcosﬂp}exp( At)
m=1 n=1 p=1
sendo
G*—icos (B )cos [ﬂ <1—Z>] cos [5 <1—£>]
~ Lab & " a P b
(BB ) (5 (040
B2+BI+By/) \ B2+ B3 +B;
L senf3,,
I, = 6.42
5, (6.42)
asenf,
| — 6.43
y ﬁn ( )
j, = bsends (6.44)

Bp
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_exp (At) —exp (—yat)
= ) (6.45)

os célculos intermedidrios para a dedugdo das Egs. (6.39) e (6.40) podem ser acompanhados no
Apéndice C.

A evolucao das temperaturas ao longo do tempo na superficie podem ser avaliadas pelas
figuras seguintes. Os resultados mostrados apresentam a evolu¢do da temperatura superficial do
dominio ao longo do tempo. Nos instantes iniciais, entre 0,1 s e 10 s, a mudanca na temperatura
superficial é, inicialmente, dependente da conveccao nas faces laterais, o que demonstra a simetria do
problema.

A medida que o tempo avanca, a aplicacdo do fluxo prescrito e os efeitos convectivos vao
evoluindo, hd uma mudanga nas caracteristicas da superficie T(x,y, z, t;), com t; sendo o instante
de analise. Apds 1000 s o sistema como um todo tende a entrar em regime permanente havendo
pequenas variagoes em grandes intervalos de tempo. Assume-se, a partir desse padrdao que o regime
permanente é estabelecido a partir de 1-10* s. No capitulo seguinte, essa solucdo é verificada
intrinsicamente comparando-a com a solu¢ao tridimensional eliminanddo-se o efeito de convec¢ao
(toma-se h = 1-1078 W/(m? °C)) e avaliando-se um dominio com dimensdes comparativamente

muito maiores nas direcoes y e z em relacao ao do estudo original.

70

[ [¢)] 2] [e2)
o o o [3)]

Temperatura T(°C)

I
o

40

35 \ \ \ \
0 2000 4000 6000 8000 10000

tempo t(s)

Figura 6.3: Evolu¢ao da temperatura no centro da superficie do tecido ao longo do tempo quando
aplicado um fluxo qo = 1.000 W/m? (Problema X21Y33Z33).
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Figura 6.4: Distribuicio de temperaturas na superficie (x = 0) para t = 1-10* s (Problema
X21Y33Z33).



CAPITULO VII

VERIFICACAO INTRINSECA DA SOLUCAO DO PROBLEMA X21Y33Z33 DA SECAOQO
6.1

Neste capitulo, estuda-se a validade da solucdo tridimensional de condu¢iao em tecidos
biolégicos obtida no capitulo anterior. Faz-se a verificagdo intrinseca da solugdo por meio de simplifi-
cagdes e/ou hipdteses no modelo com o intuito de compara-lo a um resultado previamente conhecido

e verificado. Nesse sentido, duas situacdes sao estudadas:

(i) avaliagdo da presenca e da auséncia da convecgdo, diminuindo-se em cinco ordens de grandeza
o valor do coeficiente de conveccdo e analisando o perfil em relacdo ao caso unidimensional
(se¢do 7.1);

(i) compara¢do de um dominio estendido (com dimensdes nas direcdes y e z comparativamente

maiores que o dominio original) em relagdo ao caso unidimensional (se¢do 7.2).

Na secdo 7.3, o problema é reduzido ao caso unidimensional substituindo a condicao de

contorno de conveccdo nas faces laterais por faces isoladas.

7.1 Eliminacao do efeito convectivo nas faces laterais

Para verificar a validade da solugdo tridimensional obtida, faz-se a verificacao intrinseca
da mesma quando os efeitos convectivos sao eliminados das faces laterais. Para um mesmo fluxo
imposto, na Fig. 7.1 mostra-se o comportamento transiente das solu¢des uni e tridimensionais. O
ponto de analise no dominio tridimensional é o centro da superficie. Foram utilizados 200 autovalores
em cada direcdo. A partir da analise das curvas, percebe-se que a solugdo tridimensional acompanha a

solucdo unidimensional durante toda a evolucao temporal, o que corrobora para a validade da solucao
3D obtida.
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Sendo Tx»1v33z33 a solu¢do tridimensional dada pela Eq. (7.24) com a convecgdo nas faces
laterais desprezivel e Txp; a solucao unidimensional deduzida no Anexo A, o erro relativo entre as

duas solugoes é dado por

Tx21v33z33 — Tx21
errop, = x 100%

7.1
Txn (7.1)

Analisando a Fig. 7.2, percebe-se que a diferenca relativa entre as duas solugdes é da
ordem de 1078 %, que, confirma a convergéncia do problema tridimensional com efeitos convectivos

despreziveis ao caso unidimensional.

80

75

Temperatura T(°C)
o [$)] [e2] D ~
o [$2] o (83} o

S
(&)

—X21Y33233 com h = 1x10°8 Wim?°C ||
- = =x21

35 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

tempo t(s)

Figura 7.1: Evolucdo da temperatura superficial do tecido nos casos tridimensional com efeito de
conveccao desprezivel e unidimensional, ambos resolvidos via Funcdes de Green.

Na Tabela 7.1 é mostrada a comparacao entre a quantidade de autovalores utilizada no
calculo da solucdo tridimensional com efeitos convectivos laterais reduzidos e o erro relativo obtido

em regime permanente em comparagdo com o caso unidimensional.
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x10°8

-0.2 7

04t 1

o (%)

erro

_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

tempo t(s)

Figura 7.2: Erro relativo entre as solugdes 1D e 3D (com convecgdo lateral desprezivel) ao longo do
tempo (Eq. (7.1)).

Tabela 7.1: Estudo da convergéncia da solucdo tridimensional com efeitos convectivos laterais
despreziveis para um ponto no centro da superficie do dominio em relacao a solu¢do unidimensional.
m, n, p indicam o nimero de autovalores utilizados na série nas direcdes x, y, z, respectivamente.

m, n, p erro maximo (%) erro em regime permanente (%)

2 —11,2162 —7,5653
5 —5,2819 —2,9900
10 —2,8196 —1,4775
20 —1,3989 —0, 7001
30 —0, 8959 —0, 4409
40 —0, 6378 -0, 3112
50 —0, 4807 —0,2334
100 —0, 1611 —0,0778

200 —1,7920 - 1078 —1,7920 - 1078
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7.2 Avaliacao do efeito do tamanho do dominio

Com o intuito de analisar a eliminacdo dos efeitos convectivos de uma segunda forma,
altera-se o tamanho do dominio estendendo-o nas direcdes y e z tomando-se como ponto de andlise
o centro da superficie (T3pge). O subindice 'dE’ refere-se a "dominio estendido”. Comparando a
solugdo com a ja verificada solu¢dao unidimensional para o problema de biotransferéncia de calor,
novamente para um mesmo fluxo de calor, o comportamento da temperatura superficial nos dois
casos é visualmente convergente como ilustrado na Fig. 7.3 para 200 autovalores em cada uma das
direcoes.

Para esta situacao, o erro relativo entre os dois casos, erroge, € calculado pela expressao:

Tapge — T,
erroge = M x 100% (7.2)
x21

Nesse caso, o nimero de autovalores para que o problema tridimensional convirja para o
problema unidimensional deve aumentar, uma vez que as dimensdes em y e z aumentaram, isto é
observado na Tab. 7.2 na qual, para os mesmos 200 autovalores do caso anterior o erro ainda possui

uma ordem de grandeza de 1072% em regime permanente.

Temperatura T(°C)

40

X21Y33Z33 para dimensdes y e z muito grandes em relagdo a espessura x | |
== =X21

35 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

tempo t(s)

Figura 7.3: Evolucdo da temperatura superficial do tecido nos casos 1D e 3D com as direcbes y e z
estendidas, ambos resolvidos via FG (200 autovalores).
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Figura 7.4: Erro relativo entre as solu¢des 1D e 3D (com a superficie estendida) ao longo do tempo.

Tabela 7.2: Estudo da convergéncia da solucdo tridimensional com dimensoes grandes nas dire¢oes
y e z em relacdo a solugao unidimensional para um ponto central da superficie do tecido. m, n, p
indicam o nimero de autovalores utilizados na série nas diregdes X, y, z, respectivamente.

m, n, p erro maximo (%) erro em regime permanente (%)

2

10
20
30
40
50
100
200

—18, 3624

—4,7536
—2,9382
—1,4151
—0,9008
—0, 6400
—0, 4816
-0, 1612
+0,0013

—18, 3624
-+0, 1605
—2,0968
—0,7538
—0,4434
—0, 3067
—0, 2284
—0, 0755
+6,7704 - 1073
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7.3 Problema X21Y22722

O problema do tipo X21Y22Z722, com fluxo prescrito na superficie, temperatura prescrita
em x = L e isolado nas demais faces, também pode ser utilizado para verificar, intrinsicamente, a
solucdo obtida na se¢do 6.1. Para tanto, alteram-se as condi¢des de contorno do problema de tal

forma que o dominio é isolado em todas as faces exceto na superficie e em x = L, ver Fig. 7.5.

2l U |
x” g, O
\

Figura 7.5: Dominio de célculo representativo do antebraco humano submetido a um fluxo de calor
na superficie, temperatura prescrita na base (em contato com o organismo) e isolado nas demais
faces - Problema X21Y22722.

Sendo assim, pode-se reescrever o problema de Pennes:

oT
kV2T 4 wpppcp(Ta — T) + Qp = s (7.3)
vinculado as condicdes de contorno:
oT
—k — = 7.4
Ox |, _o o (7.4)
T=T., em x=1 (7.5)
OTI 0T ot ot 7.
ay y=0 ay y=a 82 z=0 82 z=b
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e a condicdo inicial:

T.— T,
T(X'y, z, 0) = T(X, O) = To(X) = Tp + W(/WLP) . COSh(MX) (77)
com
M — WhPbCh (78)
k
e
M2T, + Sn
T, = —r (7.9)
Tomando-se
T(x,y,z,t)=To+ W(x,y,z,t) -exp(—A-t) (7.10)
com
\ = LbPbCh (7.11)
pC

Realizando a mudanga de varidvel definida pela Eq. (7.10) para eliminar o termo de perfusdo
e ser possivel a resolugdo via funcdes de Green, a Eq. (7.3) torna-se:

VW = = —— (7.12)

e as condi¢des inicial e de contorno (indicadas pelas Eqgs. (7.4) a (7.6)) assumem, respectivamente, a

forma:
W=0 em t=0 (7.13)
ow
—k — = —\t 7.14
x| qo exp (—At) (7.14)

W=0 em x=1L (7.15)
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al =0 (7.16)

By,

A fun¢&o de Green que resolve o problema é da forma: G(x,y, z, t|x,y', 2, 7) = Gx21Gy22Gz22,

em que:

G = 13 [ B o (20 cr () -

com ﬁm:ﬁ(m—%),

1 > n’rla(t — 1) nty nty’
Gy = 3 {1 + QZexp [—Tl cos (T) cos ( . ) (7.18)

1 - p*r2a(t — 1) prz prz’
Gro = ’ {1 + ZZexp [—T cos (T) cos b (7.19)

p=1

Assim, conforme a Eq. (3.25), a fungdo de Green relacionada ao problema em questdo é:

ottt (oo [ 5= () ()

v gggexp e =) (g2 + 520 ) | cos (22 cos (P2 ) cos (B2 ) cos (232 )+
#2352 erp ot =) (52 + T ) eon () con (P22 con (2 ) con (72 ) +
#4330 ew [t (G + 0 B ) Jeon () o () con ()

e a solugdo do problema na varidvel W, a partir da Eq. (3.32), sera:

t a b
= %/ / / Glx=o qoexp (A7) dz'dy’'dT (7.21)
7=0Jy’=0 Jz/=0
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O que resulta em:

2@ X
20y [exp (\t) — exp (—’8'22 tﬂ cos (Znx)
kL m=1 <BE7_20( _I_ wbpbcb>

W(x,y, z t) = (7.22)

pc

os demais termos da Eq. (7.20) desaparecem na integragdo pois

a / b /
/ cos (mry ) =0 e / cos (pwz ) =0 (7.23)
0 a 0 b

Portanto, a distribuicio de temperaturas é

2a X
T(x,y,z,t) = T(x,t) = To+ 200 i [1 _ (_BTQ i A> t] cos (%)

2
kL — <5Ln_2@+wb£gcb>

(7.24)

Assim, observa-se que uma aproximacdo unidimensional para o problema tridimensional é
viavel e que a solugdo pode ser validada lancando m3o de tal técnica. A Eq. (7.24) é dependente
somente da direcdo em que o fluxo é aplicado e tem o mesmo comportamento da solucdo apresentada
na se¢do 4.1, sendo a solugdo a mesma que a obtida na Eq. (4.23), ou, se a distribui¢do inicial de
temperatura for uniforme, a Eq. (A.15) do Anexo A.

Portanto, a partir das condicdes avaliadas neste capitulo, a solu¢do tridimensional proposta
fica verificada. Uma vez que se tem a solu¢do analitica de um problema complexo em maos, alteracdo
dos valores de condicdo de contorno e andlises a cerca do comportamento do campo de temperaturas
em qualquer tempo e/ou posi¢do ficam facilitados, o que reduz tempo computacional, erros e

aproximagoes numeéricas.



CAPITULO VIII

RESULTADOS

Neste capitulo, apresenta-se o campo de temperatura em diferentes posicdes do dominio,
representados por sondas numéricas, para discutir e avaliar a aplicabilidade da solu¢do obtida. Foram
posicionadas sondas em 4 posicdes diferentes da superficie, em x = 0 (sondas S1 a S4), 4 sondas 1
mm abaixo da superficie (sondas S5 a $8), 4 na base do tecido bioldgico ("core”) indicadas pelas
sondas 529 a 5§32, 8 sondas na superficie exposta a convecgdo (z = 0,03 cm), as sondas foram
colocadas apenas em uma das superficies expostas a conveccao devido a simetria do problema,
representadas pelas sondas S4 (comum a superficie exterior), 8 (comum as sondas nas proximidades
da superficie), S32 (comum as sondas basais) e as sondas 512, 516, S20, 524 e 528 que analisam
apenas o efeito daquela superficie, as demais sondas foram posicionadas no interior do tecido para
melhor compreender a evolucdo térmica do mesmo como um todo. As posicdes das sondas foram
tomadas conforme a Tab. 8.1 ao longo do plano o definido na Fig. 8.1. Os resultados ilustrados e
discutidos foram obtidos com 200 autovalores em cada direcdo. A disposicao das sondas, conforme a

Tab. 8.1, no plano o é ilustrada na Fig. 8.2.
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Figura 8.1: Definicao do plano o: y = 0,015 m
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Figura 8.2: Sondas no plano o: y = 0,015 m.
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Tabela 8.1: Posi¢des, em termos de suas coordenadas [m], das sondas numéricas colocadas no dominio
representativo de um tecido bioldgico in vivo em estudo.

Sonda x y z Sonda x y z
1 0 0,015 0,015 17 0,015 0,015 0,015
2 0 0,015 0,020 18 0,015 0,015 0,020
3 0 0,015 0,025 19 0,015 0,015 0,025
4 0 0,015 0,030 20 0,015 0,015 0,030
5 0,001 0,015 0,015 21 0,020 0,015 0,015
6 0,001 0,015 0,020 22 0,020 0,015 0,020
7 0,001 0,015 0,025 23 0,020 0,015 0,025
8 0,001 0,015 0,030 24 0,020 0,015 0,030
9 0,005 0,015 0,015 25 0,025 0,015 0,015
10 0,005 0,015 0,020 26 0,025 0,015 0,020
11 0,005 0,015 0,025 27 0,025 0,015 0,025
12 0,005 0,015 0,030 28 0,025 0,015 0,030
13 0,010 0,015 0,015 29 0,030 0,015 0,015
14 0,010 0,015 0,020 30 0,030 0,015 0,020
15 0,010 0,015 0,025 31 0,030 0,015 0,025

[y
[=)]

0,010 0,015 0,030 32 0,030 0,015 0,030




61

8.1 Anadlise da evolucdao da temperatura em varios pontos do tecido

A condicao em regime permanente do tecido apds a aplicacdo do fluxo imposto e a
combinac3do dos efeitos convectivos laterais, e metabdlicos e de perfusao internos é apresentada na
Fig. 8.3. Observa-se que a distribuicdo de temperaturas na superficie traduz a resposta esperada:
uma maior temperatura no centro da superficie superior com gradual diminuicdo até as faces laterais.
Na base, a condicao de contorno de temperatura prescrita é respeitada, obtendo-se como resposta
T=Tc=37°C

x/L

z/L 0 o y/L

Figura 8.3: Campo de temperaturas no tecido em t = 1-10* s (200 autovalores).

As sondas numéricas instaladas na superficie, S1 a S4, trazem a resposta de quatro pontos
desta sec3o a aplicagdo do fluxo externo (qo = 1.000 W/m?). Como observado na Fig. 8.4, o ponto
central (sonda S1) é aquele com a resposta com maior influéncia ao efeito do fluxo, como discutido
no capitulo anterior, os efeitos convectivos vao diminuindo ao aproximar-se do centro do dominio
em questdo. As demais sondas, separadas 5 mm entre si, traduzem a combinacdo do efeito do fluxo,
da geracdo de calor devido ao metabolismo, da perfusdo sanguinea e da convecgdo nas laterais.
Em especial a sonda S4, que possui a menor temperartura em regime permanente na superficie.
Quatro sondas foram instaladas 1 mm abaixo da superficie, para comparar o efeito direto do fluxo e a

influéncia dos efeitos interiores. Representadas pelas sondas S5 a 58, estas sondas tem temperaturas
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muito préximas as sondas imediatamente superiores, com uma diferenca de 2°C.

70 T T T T T T T T T

(&)} (6] (o2} D
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tempo t (s)

Figura 8.4: Evolugdo temporal da temperatura na superficie do tecido exposta ao fluxo.

Cinco milimetros abaixo da superficie exposta ao fluxo, as temperaturas sao ainda menores,
como ilustrado na Fig. 8.6, sendo a maior temperatura a central (59) e a menor temperatura registrada
na face exposta a convecgdo (512).

Nas sondas instaladas em x = 10 mm (ver Fig. 8.7), o efeito da convecgdo na face
lateral destaca-se mais do que o feito do fluxo, como indicado no comportamento da sonda S16. E
possivel também observar que os comportamentos das sondas dispostas em z = 0,020 m, no plano
o, tém comportamento proximo daquelas instaladas na linha central z= 0,015 m, como pode ser
acompanhado nas Figs. 8.4 a 8.7.
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Figura 8.5: Evolu¢ao temporal da temperatura 1 mm abaixo da superficie do tecido exposta ao fluxo.
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Figura 8.6: Evolugao temporal da temperatura em x =5 mm.
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Temperatura T(°C)
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Figura 8.7: Evolugdo temporal da temperatura em x = 10 mm.

As sondas tomadas no plano central do dominio, em x = L/2, no plano o, ilustradas na
Fig. 8.8, mostram o comportamento destes pontos, onde o efeito do fluxo em x = 0 passa a ser
sobrepujado pelos efeitos metabdlicos e de perfusdo. Para tempos muito pequenos, observa-se um
abaixamento da temperatura na face lateral, exposta a conveccao, além da temperatura inicial a qual
o tecido estava submetido, isto justifica-se pela acdo instantdnea da convecgdo, que é eliminada com
o passar do tempo com as ac¢des do fluxo e da geracdo metabdlica. O mesmo ocorre nas sondas dessa
face dispostas em x = 20 mm e x = 25 mm, como é possivel identificar nas Figs. 8.9 e 8.10.

Para fins de validacdo numérica da solucdo analitica, o comportamento de pontos da base
do tecido é ilustrado na Fig. 8.11, que respondem a condicao de temperatura prescrita imposta

mantendo a temperatura constante e igual a temperatura arterial.
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Figura 8.8: Evolugdo temporal da temperatura em x = 15 mm.
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Figura 8.9: Evolugao temporal da temperatura em x = 20 mm.
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Figura 8.10: Evolugcdo temporal da temperatura em x = 25 mm.
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8.2 Anilise de sondas dispostas na seccao central e na face lateral (sujeita a convecgao)
do tecido

Duas sec¢des sdo de especial interesse: a linha definida por z = 0,015 m no plano o, e
a face lateral submetida aos efeitos convectivos. A primeira foi utilizada na verificacdo intrinseca
da solucdo analitica, confrontando os resultado obtidos em trés situa¢des distintas com a também
verificada solugcdo unidimensional. A segunda avalia o efeito da convecgao que circunda o tecido.

O comportamento de tais sondas ¢ ilustrado nas Figs. 8.12 e 8.13. Nelas é possivel verificar
que, a medida que se caminha em direcdo a base do tecido, as temperaturas vao diminuindo e
os efeitos do fluxo de calor imposto em x = 0 vao perdendo forca até chegar em x = L onde a
temperatura se mantém constante. Na face lateral as temperaturas registradas sdo menores que na

linha central, isto é devido a acao da convecgao exterior.
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Figura 8.12: Evolugao temporal da temperatura na regido central do tecido.
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Figura 8.13: Evolucdo temporal da temperatura na face lateral do tecido, sujeita a convecgao.

8.3 Respostas de sondas selecionadas a anulacao do efeito do metabolismo

Sete sondas s3o tomadas para se avaliar o comportamento do tecido quando s3o variadas
as taxas de perfusdo e metabolismo: S1, 54, 517, 520, 5§29, 532 e uma trigésima terceira sonda
instalada no centro da interseccdo entre as faces laterais expostas a conveccao entdo denominada
533.

Para a situacdao tomada nas sec¢des anteriores, o comportamento do ponto onde é instalada
a sonda 533 é registrado na Fig. 8.14. Neste ponto é novamente notdvel a influéncia da convecgao
nos primeiros instantes de analise, trazendo a temperatura deste ponto 1°C abaixo da temperatura
arterial.

Um comparativo entre as temperaturas registradas pelas sondas citadas é mostrado na
Fig. 8.15 que registra que um ponto da interseccdo entre as faces sujeitas a convecgao registra uma

temperatura menor do que um ponto central de uma das faces que contém efeitos convectivos.
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Figura 8.14: Evolug¢do temporal da temperatura na intersec¢do das faces laterais sujeitas a convec¢ao.
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Figura 8.15: Compara¢ao das respostas de sondas selecionadas.
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Figura 8.16: Comparacao das respostas de sondas selecionadas a um tecido sem a presenca de
perfusao sanguinea e metabolismo.

Nesse caso, como também observado nas Figs. 8.16 e 8.17, o efeito do fluxo se propaga
por uma maior parte de todo o tecido elevando as temperaturas além daquelas registradas quando o
tecido tinha a presenca de circulacdo sanguinea. Outro ponto a ser levantado é que, ao eliminar-se
tais efeitos, a equacao governante do problema de biotransferéncia de calor reduz-se a um problema

tridimensional de condugcdo mais simples, sem geracdo de energia:

V2T(x,y.2,¢) = é%—: (8.1)
com condic3o inicial

T(x,y,z,0) =T, (8.2)
e respondendo as condi¢cdes de contorno

—ka—T =qo e T=T.emx=1 (8.3)

ox |

=0
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Figura 8.17: Campo de temperaturas no tecido morto em t = 1-10* s (200 autovalores).

8.4 Comentarios sobre presenca de uma fonte de calor estranha ao metabolismo no

tecido

Supondo que haja no tecido uma fonte de calor estranha ao metabolismo, Qg, um suposto
tumor, por exemplo, numa regido R = [x1, x| X [y1, 2] X[21,z2] com 0 < x; < x, <L, 0<y; <y, < a
e 0 < z; <z <b, otermo de geracao da equacgao

*PwW Pw  Pw 1 1o0W

— . 2 [ —
B + 3y? + 972 + p g(x,y, z,t)exp (M at) =t (8.6)
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pode ser escrito como sendo

g(x.y z,t) = Qm + Qe(t) ,

para (x,y,z) €

Qm ., para (x,y,2) ¢ R

Nesse caso, acrescenta-se a solugdo a seguinte integral:

t X2 z2
g/ / / / G - Qe(r) exp (Mar) dz'dy’dx'dr
k T=0Jx'=x1 Jy'=y1 JZ/=z;

As fungdes de Green associadas ao problema s3o:

Gxa1 (x, t|x', 7) Zexp{

Gy (v, tly', 7) ZGXP{

L] ) 1)

)} |:Bn cos (5n ) + Bisen (&%)}

X [ﬁn cos (5,,;) + Bisen <ﬁny;/>}

B 1
x {(5,2, +B?) (1+ e +IB§) + Bl}

Gpa(t—7) z
—1 [ﬁp cos (ﬁp > + Basen (5,,{—))]

b2

X [ﬁp cos (5,,%/) + Bsysen (Bp%’)}
B, —1
X {(ﬁi—i-Bg) <1+W> +BQ}

e
Gz3s(z,t|Z', 1) = gio:exp
Z33 ' ' b
p=1
com
ha hb
Bl = 7 e Bg = 7

e os autovalores sendo calculados por

fn=r(m-3) -

2ﬁnBl
62 _

tgﬁp -

2ﬁpB2
55—

(8.10)

(8.11)

(8.12)

(8.13)
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Bn e Bp sdo as raizes positivas, organizadas em ordem crescente, de suas respectivas equagdes
transcendentais.

Neste sentido, a solu¢dao para o problema tridimensional de transferéncia de calor em
tecidos bioldgicos torna-se ainda mais genérica, o que da liberdade ao pesquisador em modificar
condi¢coes dos tipos mencionados. Um grande trunfo, a ser explorado em trabalhos futuros, é caso
a posicdo do tumor n3o seja conhecida, mas a sua presenca sim. Isto é possivel através do uso de
técnicas de Problemas Inversos em Transferéncia de Calor.

A determinacdo de perfis térmicos em tecidos bioldgicos e a andlise dos mesmos permitem
avanc¢os nos campos de bio-engenharia e medicina no que tange ao digndstico precoce de possiveis

tumores.



CAPITULO IX

CONCLUSAO

Foi proposta e apresentada neste trabalho a solu¢cdo da Equacdo da Biotransferéncia de
Calor de Pennes para um problema tridimensional que descreve o tecido da pele humana in vivo,
levando em conta, portanto, os efeitos do metabolismo e da perfusdo sanguinea através do uso de

FuncGes de Green.

Num primeiro momento, apresentou-se a equacgao-solucdo integral de conducado de calor
baseada em Fun¢Bes de Green (FG) através da abordagem de um problema geral de condugdo de
calor unidimensional transiente e com condicdes de contorno variando com o espago e o tempo e a
presenca de termos de geracao de calor. Mesmo tal problema n3o tendo sido resolvido, os aspectos
matematicos e fisicos, além das principais propriedades das FG foram apresentados e discutidos.

Posteriormente, aplicou-se a técnica para a solucao de problemas uni e bidimensionais.

Sempre com o intuito de ilustrar a simplicidade e a abrangéncia da técnica, solugdes para

casos particulares mais simples foram obtidas e verificadas dando seguranca a aplicagdo da mesma.

O foco principal do trabalho é por fim discutido obtendo-se a solucao para o problema
tridimensional que é verificado intrinsicamente em mais de duas maneiras diferentes. O resultado
pode ser empregado na comparacdo com solu¢Ges numéricas ou na verificagdo intrinseca de solugdes
analiticas 3D transientes com outras condicoes de contorno e termos de metabolismo. Representa
também uma ferramenta importante no uso de técnicas inversas para a deteccao da perfusdo sanguinea

ou fontes internas de calor originadas pelo metabolismo de células normais e/ou tumores.

O presente trabalho insere-se no contexto de pesquisas voltadas ao estudo da biomecanica
cujo principal objetivo é o estudo do comportamento térmico de tecidos vivos. Representa, nesse
sentido, uma grande ferramenta de auxilio para técnicas de deteccao precoce da presenca de tumores

em tecidos humanos.
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9.1 Propostas para trabalhos futuros

Concluido o estudo tridimensional de um dominio com propriedades constantes represen-
tativo de um tecido bioldgico via Fungdes de Green, varias aplicacdes se apresentam no sentido de

estudos para a obtencao de solucdes com condicoes mais complexas:

e Obtencdo do campo de temperaturas para um tecido com uma geracdo de calor metabdlica

anomala em posicoes conhecidas;

e Determinacgao da solugao analitica para o problema tridimensional de analise térmica de um

tecido biolégico multicamadas;

e Anilise da resposta da temperatura, usando Funcoes de Green, a uma aplicacao de uma fonte

movel na superficie do tecido;

e Estudo e andlise de problemas inversos para determinacao de propriedades térmicas de tecidos
biolégicos e determinacdo de fontes andmals de geracdo de calor metabdlica com o intuito de

previnir e identificar possiveis tumores no tecido;



Referéncias Bibliograficas

ASKARIZADEH, H.; AHMADIKIA, H. Analytical study on the transient heating of a two-dimensional
skin tissue using parabolic and hyperbolic bioheat transfer equations. Applied Mathematical Modelling,
v. 39, p. 3704-3720, 2015. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/j.apm.2014.12.003 >

BAGARIA, H.; JOHNSON, D. Transient solution to the bioheat equation and optimization for
magnetic fluid hyperthermia treatment. International Journal of Hyperthermia, v. 21, n. 1, p. 5775,
2005. Disponivel em: <https://doi.org/10.1080/02656730410001726956 >

BECK, J. Green's functions and numbering system for transient heat conduction. AIAA Journal, v. 24,
p. 327-333, 1986. Disponivel em: <https://doi.org/10.2514/3.9264 >

BUENO, F. Tese (Doutorado em Estruturas e Construgdo Civil), Andlise inversa com uso de algoritmo
genético para localizacdo de tumores de pele em trés dimensoes utilizando elementos de contorno
com reciprocidade dual. 2012. Disponivel em: <http://repositorio.unb.br/handle/10482/10408>.

CALDEIRA, F. et al. Otimizacdo de termos fontes em modelos de biotransferéncia de calor em
cirurgias oftalmoldgicas a laser. Tendéncias em Matematica Aplicada e Computacional, v. 14, n. 2, p.
133-146, 2013. Disponivel em: <https://doi.org/10.1590/52179-84512013005000005>

CARSLAW, H.; JAEGER, J. Conduction of Heat in Solids. 2. ed. Nova York: Oxford University Press,
1959. ISBN 9780198533689.

CHARNY, C. K. Mathematical models of bioheat transfer. In: Advances in heat transfer. Elsevier,
1992. v. 22, p. 19-155. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/50065-2717(08)70344-7 .

COLE, K. et al. Heat Conduction Using Green's Functions (Series in computational and physical
processes in mechanics and thermal sciences). 2. ed. Boca Raton, FI, EUA: Taylor & Francis and
CRC Press, 2010. 643 p. ISBN 9781439813546.

DEHGHAN, M. Numerical schemes for one-dimensional parabolic equations with non-standard
initial conditions. Applied Mathematics and Computation, v. 147, p. 321-331, 2004. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016 /S0096-3003(02)00669-0>.

DENG, Z.-S.; LIU, J. Analytical study on bioheat transfer problems with spatial or transient heating
on skin surface or inside biological bodies. Transactions of the ASME, v. 124, p. 638—-649, 2002.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1115/1.1516810>.

CENGEL, Y.; GHAJAR, A. Transferéncia de Calor e Massa: Uma Abordagem Pratica. 4. ed. Porto
Alegre: AMGH, 2012. 909 p. ISBN 8580551277.

76



77

FAZLALI, R.; AHMADIKIA, H. Analytical solution of thermal wave models on skin tissue under
arbitrary periodic boundary conditions. International Journal of Thermophysics, v. 34, n. 1, p. 139-159,
2013. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/s10765-013-1396-0>.

FERNANDES, A. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Mecanica), Fungées de Green: Solugbes
Analiticas Aplicadas a Problemas Inversos em Condugdo de Calor. 2009. Disponivel em: < https:
//repositorio.ufu.br/handle/123456789 /14844 >.

FIGUEIREDO, A. A. A. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Mecénica), Andlise Numeérica de
Modelos Térmicos Envolvendo a Estimativa de Parametros na Equagcdo da Biotransferéncia de Calor.
2014. Disponivel em: <https://repositorio.ufu.br/handle/123456789 /14981 >.

HOLMES, K. Biological structures and heat transfer. In: Allerton Workshop on the Future of
Biothermal Engineering. University of lllinois,Allerton,IL, USA: [s.n.], 1997. p. 14-37. Disponivel em:
<https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/9917802> .

INCROPERA, F. et al. Fundamentos de transferéncia de calor e massa. 6. ed. Rio de Janeiro: LTC,
2008. 643 p. ISBN 8521615841.

LAKHSSASSI, A.; KENGNE, E.; SEMMANOU, H. Modified pennes’ equation modelling bio-heat
transfer in living tissues: Analytical and numerical analysis. Natural Science, v. 2, n. 12, p. 1375-1385,
2010. Disponivel em: <https://doi.org/10.4236/ns.2010.212168>.

LIU, J.; XU, L. Estimation of blood perfusion using phase shift in temperature response to sinusoidal
heating at the skin surface. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, v. 46, n. 9, p. 1037-1043,
1999. Disponivel em: < https://doi.org/10.1109/10.784134>.

LOBOSCO, M.; LOUREIRO, F.; REIS, R. Solu¢ao numérica paralela de um modelo de biotransferéncia
de calor tridimensional n3o linear. In: X/ Simpésio de Mecanica Computacional & Il Encontro
Mineiro de Modelagem Computacional. Juiz de Fora, MG, Brasil: [s.n.], 2014. Disponivel em:
<http://www.ufjf.br/simmec-emmcomp-2014/artigos/>.

LOPES, C. Dissertagcdo (Mestrado em Engenharia Mecanica), Problema Inverso de Estimativa da
Variacdo Espacial da Perfusdo Sanguinea em Problemas de Biotransferéncia de Calor. 2009. Dis-
ponivel em: <http://www.ime.eb.mil.br/pt/corpo-docente-mestrado-eng-mecanica/105-portugues/
pos-graduacao/mestrado/mecanica/215-dissertacoes-engenharia-mecanica-mestrado.html>.

MONTE, F. D.; HAJI-SHEIKH, A. Bio-heat diffusion under local thermal non-equilibrium conditions
using dual-phase lag-based green's functions. International Journal of Heat and Mass Transfer, v. 113,
p. 1291-1305, 2017. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/].ijheatmasstransfer.2017.06.006>.

ONCOGUIA. 2014. Disponivel em: <http://www.oncoguia.org.br/conteudo/
tipos-de-cancer-de-mama/1382/34/>.

ROMERO-MENDéZ, R. et al. Analytical solution of the pennes equation for burn-depth determination
from infrared thermographs. Mathematical Medicine and Biology, n. 27, p. 21-38, 2010. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1093/imammb/dqp010>.



78

SHIH, T.-C. et al. Analytical analysis of the pennes bioheat transfer equation with sinusoidal heat
flux condition on skin surface. Medical Engineering & Physics, v. 29, p. 946-953, 2007. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1016/j.medengphy.2006.10.008>.

SILVA, G. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Mecénica), Andlise da biotransferéncia de calor
nos tecidos oculares devido a presenca de implantes retinianos através da utilizacdo do método dos
volumes finitos em malhas ndo estruturadas. 2004. Disponivel em: <https://repositorio.ufpe.br/
bitstream /123456789/5674 /1 /arquivo7690_1.pdf>.

SOARES, D.; WROBEL, L. Solution of hyperbolic bioheat conduction models based on adaptive
time integrators. Finite Elements in Analysis and Design, v. 149, p. 1-4, 2018. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/].finel.2018.06.003>.

SOUZA, M. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Mecénica), Otimizacdo de ter-
mos fontes em problemas de Biotransferéncia de Calor. 2009. Disponivel em: <http:
//www.ime.eb.mil.br/pt/corpo-docente-mestrado-eng-mecanica/105-portugues/pos-graduacao/
mestrado/mecanica/215-dissertacoes-engenharia-mecanica-mestrado.html>.

SUN, Y. et al. Exact solution of thermal response in a three-dimensional living bio-tissue subjected to
a scanning laser beam. International Journal of Heat and Mass Transfer, v. 124, p. 1107-1116, 2018.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2018.04.042>.

TOLEDO, F.; LOUREIRO, F. Problemas de biotransferéncia de calor: Simulacdes numéricas
de queimaduras na pele. In: XI Simpésio de Mecanica Computacional & Il Encontro Mineiro
de Modelagem Computacional. Juiz de Fora, MG, Brasil: [s.n.], 2014. Disponivel em: <http:
//www.ufjf.br /simmec-emmcomp-2014/artigos/>.

VAFAI, K.; MAHJOOB, S. Analytical characterization of heat transport through biological media
incorporating hyperthermia treatment. International Journal of Heat and Mass Transfer, v. 52, p.
1608-1618, 2009. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/].ijheatmasstransfer.2008.07.038>.

VARGSN, L.; ELCCABE, G. Estudo tedrico da hipertermia induzida por radiofrequéncia em tecidos
carregados com nanoparticulas. In: VIII Congresso Nacional de Engenharia Mecanica. Uberlandia-MG-
Brazil: [s.n.], 2014. ISSN 2178-180x.

VYAS, R.; RUSTGI, M. Green's function solution to the tissue bioheat equation. Medical Physics,
v. 19, n. 5, p. 1319-1324, 1992. Disponivel em: <https://doi.org/10.1118/1.596767>.

WISSLER, H. Pennes’ 1948 paper revisited. 1998. Acesso em: 20 fev. 2017. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1152 /jappl.1998.85.1.35>.

WULFF, W. The energy conservation equation for living tissue. IEEE Transactions on Biomedical En-
gineering, v. 21, p. 494-495, 1974. Disponivel em: <https://doi.org/10.1109/ TBME.1974.324342 >

YANG, D. et al. Expanding the bioheat equation to include tissue internal water evaporation during
heating. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, v. 54, n. 8, p. 1382-1388, 2007. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1109/ TBME.2007.890740>.



79

ZHAO, J. et al. A two-level finite difference scheme for one dimensional pennes’ bioheat equation.
Applied Mathematics and Computation, v. 171, p. 320-331, 2005. Disponivel em: <https://doi.org/
10.1016/j.amc.2005.01.052>.

OZISIK, M. Heat Conduction. Nova York: John Wiley, 1993. ISBN 0471532568.



APENDICE A

Demonstracao da equacao-solucao integral baseada em

Funcoes de Green para problemas unidimensionais

Reconsidere o caso unidimensional transiente de Condu¢ao de Calor, cujo equacionamento
é (Egs. (3.11) a (3.13))

PT_ glt) 10T

Ox? k a Ot (A1)
oT

K — hTle, =f A2

o X:X,.+ i Tlimx = fi(t) (A.2)

T(x,0) = F(x) (A.3)

Como discutido na secao 3.2, o problema auxiliar, que corresponde a versao homogénea

do problema original, é composto pela EDP e condi¢des seguintes:

G S(x—x)5(t—7) 106G

i A4

2 o 2o parat > T ( )
G

ki g_n; . + hiGlxey, =0 com i = 1;2 (A.5)
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G(x, tlx',7)=0 parat <7 (A.6)

Aplicando-se a propriedade de reciprocidade na Eq. (A.4), escreve-se

G  d(x—x)(t—T) 109G
Ox"2 + o T aor (A7)

Fazendo uma mudanca de varidveis na Eq. (A.1) para escrevé-la em termos das varidveis

x' e T obter-se-3

T g(x',7) 10T

o2 Tk “aor &
multiplicando-se a Eq. (A.7) por T(xX, 7)
0?°G T TOG
T —85(x — X' ) =——"= A.
Ox2 + aé(x x')o(t — ) o o (A.9)
a Eq. (A.8) por G(x, t|x, T)
*T G GoT
G@x’2 + ?g(x,f) e (A.10)
e subtraindo a Eq. (A.9) da Eq. (A.10) chega-se na relagdo
0?T *G G T 10(TG)
. Za(X 1) — —8(x —xX)o(t —7) = — Al
o oz T R8N T) — o =Xt - 7) = —— (A11)

Ao integrar-se a Eq. (A.11) em relagdo a x' por todo o dominio (0 < x' <L), e em relagdo
a 7 entre os instantes T =0 e 7 =t + t/, t' sendo um nimero real positivo e préximo de zero, o

resultado é

1 B PT  _0°G
s e [ [ (65T )d”

/Ht/ dT/ G(x, t|x, 7)dx" — @ (A.12)

Na Eq. (A.12) a distribuicdo de temperaturas aparece no segundo membro. As demais

integrais podem ser reescritas utilizando-se as propriedades de integracdo e das Fun¢des de Green,
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para isto, reescreve-se:
t4t/
T(x, t) = —/ ['I'G]tth dx' + — / dT/ (X', 7)G(x, t|x, 7)dx'+

o PT PG\
+a/ dT/ (8)(,2— ax>d (A.13)

A primeira integral a ser resolvida pode ser simplificada uma vez que, da relacdo de

causalidade,

G(x,

V=0 (A.14)

poist—7 =t — (t+t') = —t' < 0 e ndo ha resposta antes que o impulso ocorra. Assim, apenas a

parcela para 7 = 0 resta e como, das condi¢cdes de contorno, T(x/,0) = F(x’), tem-se:

- / [TG]™ dx' — / F()G(x, t|x', 0) (A.15)

=0 x'=0

Portanto, a Eq. (A.15) pode ser interpretada como o efeito da condi¢do inicial na distribui¢do
de temperaturas. A segunda parcela do segundo membro (RHS) da Eq. (A.13) representa a contribuicdo
da geracdo por unidade de volume. Para se interpretar a terceira parcela do RHS da Eq. (A.13),

deve-se, primeiramente, executar a integral espacial por integracao por partes:

- *T  _0°G
/x’=0 (G ox2 T8X’2) B

aT =" L oGoT oG |¥=t L 9T oG
=%, " -T2l - [ S0P (A
x|, o OX OX! 8x’ o OX/ OX/ (A.16)
logo
L 2 2 x'=L x'=L
o°T 0°G oT oG
/x/—o (GaX/2 B T8X/2> =G Ox’ o =T Ox' o (A17)

Na Eq. (A.17), observa-se que as derivadas que aparecem representam as condi¢les de
contorno, assim, a Eq. (A.5) pode ser utlizada, de acordo com o tipo de problema, para descrever as

diferentes condi¢cdes de contorno. Sendo possivel mostrar (ver (COLE et al., 2010)) que

. T I¥= oG ¥ =t - Zle %}T)G]X,:Xi , para condicdes de 2° e 3° tipos (A18)
ox'|, ox' | .o - Zle fi(7) g—% . para condigdo de 12 tipo
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O uso do somatdrio na Eq. (A.18) justifica-se para que se consiga escrever o efeito de

todas as superficies em uma mesma expressao.

Desta maneira, tomando-se o limite para t’ — 0 da Eq. (A.13) com os termos simplificados,
tem-se a equacao-solugdo integral para um problema unidmensional em termos de Fun¢des de Green

para um dominio que representa um material homogéneo e com propriedades constantes:
L o [t ot
T(x, t) = / G(x, t|x, 0)F(x)dx" + E/ / g(X, 7)G(x, t|¥, 7)dx'dT+
x 7=0 Jx'=0

+a/:_og m_f)c(x,t|x;,7)1d7—a/:_og fi(7) g—:;_,

! J

dr (A.19)

! —~¢.
X—XJ

cada termo da Eq. (A.19) deve ter unidades de temperatura, o que é verificado fazendo-se uma analise
dimensional termo a termo, assim, conclui-se que a derivada presente na quarta parcela do RHS é
um termo adimensional. A Fung3o de Green, G(-), a ser utilizada é tnica para cada combinagdo
particular de condigdes de contorno do problema. Neste ponto, é trivial expandir-se a Eq. (A.19) para
problemas bi e tridimensionais, nos quais o esfeitos espaciais devem ser incorporados nas integrais
para que seja possivel varrer todo o dominio. Assim, para um problema bidimensional, que apresenta 4
(quatro) faces a serem analisadas, a interpretacdo dos termos do lado direito da equagdo é a mesma.
Isto ocorre da mesma maneira para um problema tridimensional, que apresenta 6 (seis) faces que
sao planos paralelos aos planos coordenados do sistema cartesiano. Portanto, para um problema
bidimensional com dimensdes 0 < x <L e 0 <y < a, regido pela Eq. (A.20) acoplado as condi¢des

inicial e de contorno do formato descrito pelas Eqs. (A.21) e (A.22), dado por

0?°T  0°T N glx.y.t) 10T

= A2
0x? + dy? k a Ot (4.20)
oT
ki—| +hiTls =fi(t A21
a1 Tls = (0 (A21)
T(x,y.0)=F(xy) (A.22)
cujo problema auxiliar homogéneo é escrito
2G G o(r—r)o(t — 10G
0 0 (r=r)ot=r) = 106 , parat>T (A.23)

Ox"? * ay’? * a a Ot
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sendo r e 1’ as coordenadas (x,y) e (X,y’), sujeito a

k; 06 + hiGlx=x, =0 com i = 1;2 (A.24)

g -~

e condicdo inicial
G(x,,y t|x,y',7)=0 parat <7 (A.25)

neste caso, a Eq. (A.19), assume a forma

L a
T(x,y, t)= / 0/ 0 G(x,y tIx, ¥y, 7)F (X, y") dy'dx'+
x'=0Jy'=

t L a
T Gy
k =0 Jx'=0 y/:O

t L 2 'f' ) 7
+ a/ / Z ——=G(x,y, t|x',y/, 7)|dX dT—
T=0Jx'=0 ;,_; L i

t a 2
0G
-« g (1) = dy'dr—
/7':0 /y’:O =t ’ 877j

t L 2
0G
—« f(1) — dx'dr
/T_o /x/_on:; i )87)}

a 2 r ]
+a/t / 2 fi(T)G(X y.tlxiy' 7)| dy'dT+
r=0Jy'=0" ki DA
i=1 -
i(7) ¢ (A.26)
ki




APENDICE B

Deducao da condicao inicial dada pela Eq. (4.9)

Neste apéndice deduz-se o perfil de distribuicdo inicial de temperaturas em um dominio

unidimensional representativo de um tecido vivo, Eq. (4.9), proveniente do seguinte problema:

d*Ty
k dx2 + WpPHCh (Ta — To) + Qm =0 (Bl)
dTo
—k — =0 B.2
Al (B.2)
T(L)=T. (B.3)

pode-se reescrever a Eq. (B.1), tomando-se

M2 220 (B.4)

dessa forma,

d>T, m

el +M2TQ_M2T°+QT:0 (B.5)
por simplicidade, escreve-se:

d*Ty )

I —MTo+B=0 (B.6)
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com

B:Mﬁ;+%ﬂ (B.7)

A Eq. (B.6) é uma EDO de 2? ordem n3o homogénea com coeficientes constantes. A sua

solucdo é da forma
To(x)=Tpo+ Th (B.8)

sendo T, uma solugdo particular e Ty a solugdo da equagao homogénea associada.

Assumindo-se uma solucdo particular da forma:

B

T, = 2 (B.9)
e sabendo-se que a equagao homogénea associada é

“To _ ety —o (B.10)

dx?
que tem como solucdo

Tr(x) = Gsenh(Mx) + G, cosh(Mx) (B.11)
a solugdo da equacdo (B.6) serd

To(x) = T, + Gisenh(Mx) + G, cosh(Mx) (B.12)

Aplicando-se as condi¢cdes de contorno obtém-se

G.=0 (B.13)
e

ngga% (B.14)
portanto, recupera-se a Eq. (4.9):

To(x) = 7¥+Z€§ﬁ%ﬁ;%3 - cosh(Mx) (B.15)

Caso os efeitos convectivos fossem levados em consideracdo, a condicdo de contorno dada



pela Eq. (B.2), seria escrita da forma:

o
dx

= ho (Tr — To(0)) + qo

x=0
o que alteraria os valores das constantes C, e C; para

c, _ kMTc — kMTj + ho Tgsenh(ML) — ho Tpsenh(ML)
2 pu—

kM cosh(ML) + hosenh( ML)

T.— T, — Gycosh(ML)

C p—
! senh(ML)
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APENDICE C

Resolucao das integrais da solucao tridimensional

Para a determinacdo da solucdo para o problema de biotransferéncia de calor discutido na
secdo 6.1 via Func¢Bes de Green, chegou-se a Eq. (C.3) que é a aplicagdo da equagdo-solugdo integral
deduzida na secdo 3.5 dada pela Eq. (3.32).

A Funcdo de Green para este problema é:

8 00 00 00 52+B§ ) 52—0—8%
G = n p B .
XYZ Labzzz(ﬁ%—ka—kBl 5§+B§+B2 exp [—ya (t — 7)]

X COS <Bm)—z> cos [ﬁn <l — }é)] cos [ﬁp (1 — %)] (C.1)

x cos (@n%) cos [ﬁn (1 - y;)] - [5” (1 } ZE)]

B B2 B
:F+§+b_§ (C.2)

com

Portanto, como discutido, a solucdo para o problema de Pennes discutido na secao 6.1

38
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encontrada é:

t L a b
W(x,y, z t)= %/ / / G- Qunexp(At)dZ'dy'dx'dT+
7=0 Jx y z

/:O /:0

t a b
+ g/ / / qgo exp (At) G|,,_, dz'dy’dT+
k 7=0 Jy’=0 Jz/'=0

oh [t [t b (C.3)

+ o /Tzo /x/:o /Zl:o (Tf - T|y,:0> exp (At) G|,,_o dZ'dx'dT+
Olh t L a

+ —/ / / (Tr— T|,_y)exp(At) G|, _ody'dx'dT
k 7=0 Jx'=0Jy'=

com
2 A WhPbCh
M == (C.4)

Observa-se que na resolucao das integrais em cada parcela as integrais recaem somente

nos termos que variam nas varidveis do problema homogéneo auxiliar, sendo assim, definem-se:
. 8 X y z
6" = 1 cos () os B (17 ) [ eos [ (1)
(BB ) (B o
B2+BI+By/ \ B2+ B3+B;

que combina os termos que ndo serdo integrados. Ao abrir os termos da Fun¢ao de Green e combina-los

as integrais, aparecerao termos recorrentes tanto nas integrais espaciais quanto temporais. No espaco,

trés integrais sdo calculadas:

® €M X:

e emy:

® €m zZ:
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E a integral temporal dada por

I, = /io exp [\t —ya(t —7)]dT = &P (c)y\z)l\;;(i(;)vat) (C.9)

A primeira parcela, representada pela integral

t L a b
h=" / / / / G - Qmexp (At) dZ'dy’dx'dr (C.10)
k 7=0Jx'=0 Jy'=0J2'=0

representa a geracao de calor no tecido devida a presenca do metabolismo, sendo igual a

h = O‘—f'" i i i G I, 1,1, (C.11)

A segunda parcela

t a b
n= g/ / / qoexp (At) Gl _o dz'dy’dT (C.12)
k 7=0Jy’=0 Jz/=0

representa a resposta no campo de temperatura contorno devido ao fluxo imposto na superficie. A

partir do exposto, calcula-se:

= % i i i G, 1,1, (C.13)

Como a condicdo de contorno na variavel auxiliar W em x =L é W = 0, n3o ha termos
que retratam a resposta do campo de temperaturas no dominio a temperatura prescrita que essa
condicao de contorno carrega. Bem como, devido a simetria do problema, as condi¢Ges de contorno
nas superficies das faces y = a e y = b sdo nulas. As integrais I3 e |; traduzem o efeito da convecg¢ao

nas faces em que s3o aplicadas. Pode-se, dessa maneira, retomar tais integrais e identifica-las como

O[h t L b
5=27 / / / (T — Ta)exp (M) G|, _ dz'dx'dr (C.14)
7=0 Jx'=0 Jz/'=0

CVh t L a
k 7=0 Jx'=0 J y'=0



que, apds as integracoes indicadas, reduzem-se a

Iy = M i ii G*1, cos B,1,1.

m=1 n=1 p=1

I = Tf 72) iiiGlcosﬁp//

m=1 n=1 p=1

Obtendo, dessa maneira, a Eq. (6.40)

T(x,y,z,t)=T, +{O‘f’”iiic*//// +O‘q°iZZG*/// +

m=1 n=1 p=1

m=1 n=1 p=1

[o o lNe o]

=1 n=1

uma vez que T = T, + Wexp(—A\t).

Z G*I.1,1.cos 3,+

©
—

G*/lelT cos BP} exp (—At)
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ANEXO A

Solucao Unidimensional para o dominio com condicao inicial

uniforme e igual a temperatura arterial

Para a validagdo da solugdo tridimensional do capitulo 6 cuja condi¢do inicial imposta ao
dominio representativo de um tecido bioldgico é que todo o tecido estd a uma mesma temperatura
igual a temperatura média do corpo humano, T, = 37°C, faz-se necessdria a deducdo e verificacdo
do modelo unidimensional correspondente que é utilizado no capitulo 7 no processo de verificacdo

intrinseca da solucao.

A.1 Deducao da solucao unidimensional para o modelo da biotransferéncia de calor para
T(x,0) = T, via Fungdes de Green

o, \T

L

Figura A.1: Dominio representativo de um tecido bioldgico vivo e condi¢cdes de contorno para o
problema unidimensional do tipo X21

Considerando o dominio unidimensional representado na Fig. A.1, o modelo de Pennes
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pode ser escrito na forma
82 T WpPbHCh Qm 1 OT
T,-T)+ —=—— Al
0x? k ( )+ k a Ot (A1)
submetido as condi¢des de contorno
oT
—k — = A2
Ox |, _o do (A-2)
T(L, t) =T,=1T. (A3)
e a condicdo inicial

T(x,t)=T,

(A4)

Como a condicao de contorno é de fluxo prescrito em x = 0 e temperatura prescrita em
x = L, tem-se um problema do tipo X21. A FG correspondente para esse tipo de problema (ver Cole
et al. (2010)) é

Gxo1 (x, t|X', 7) = % i cos (5,,1%) cos (ﬁmi) exp [M]
m=1

L L2
sendo os autovalores dados por

Bm:ﬂ-'(m_%>

No entanto, para que seja possivel utilizar-se da equacao solucao integral via Funcoes de
Green, deve-se eliminar o termo correspondente a perfusdo, fazendo assim a seguinte mudanca de
variaveis:

A = WpPpCh

(A7)

x| >
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T(x,t) = T,+ W(x,t) - exp (—M°at) (A.9)
que transforma as Eqgs. (A.2) a (A.4) em
0Pw 1 _ 10w
Z. = Al
% + 7 Qmexp (M?at) e (A.10)
—k %—ZV . = qoexp (M*at) (A.11)
W(L t)=0 (A.12)
e
W(x,0)=0 (A.13)
cuja solucao é:
o [tft _
W(x,t) = E/ Qnnexp (M2om') - Gy dx' d7+
00 (A.14)

t

(8% —_

+ %/ qoexp (M*at) Gl _odT
7=0

Resolvendo as integrais da Eq. (A.14) e retomando a varidvel original (T(x,t)), tem-se:

2Qm senfm X - 52
T(x,t)=T,+ p Z W (M2 N %n) cos <Bmz> {1 — exp [— (/\/l2 + F) at} }—l—

m=1

(A.15)

240 — X _ 52, 1
+ _0 E COs (/Bmz> {1 — exp |:— <M2 + F) O[t:| } . m
m=1 12

Esta solucdo é verificada nas secOes seguintes comparando-a, em regime permanente, com

diferentes condicdes impostas.
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A.2 Regime permanente sem o efeito do metabolismo

Para avaliar o regime permanente eliminando-se o efeito do metabolismo, deve-se es-

tabelecer, primeiramente, o modelo matematico correspondente. Portanto, a Eq. (A.1) torna-se:

d*T | WoPbCh

S (T, = T) =0 (A.16)

submetida as condicbes de contorno

dT
—k E L =qo (Al?)
(S
T(L) =T, (A.18)

A solucao para este problema via separacdo de variaveis é:

qo senh (ML)
kM cosh (ML)

T(x) = Ty — % senh (Mx) +

Y cosh (Mx) (A.19)

As Figuras A.2 e A.3 trazem a comparacgao entre a solu¢do unidimensional do problema de
biotransferéncia de calor sem o efeito do metabolismo resolvido por Funcdes de Green para um tempo
grande (10° s), usando 1000 autovalores, Trg dada pela Eq. (A.15), e a solugdo para o problema em
regime permanente, Tipsm, obtida na Eq. (A.19). Observa-se que o erro relativo, nesse caso, é da
ordem de 1072 % na superficie e, rapidamente, cai a zero, sendo calculado por

Trc — Tipsm
errog, = —————1

x 100% (A.20)

Tl Dsm

Sendo assim, uma primeira técnica de verificacdo intrinseca para a solugdo unidimensional
do problema de biotransferéncia de calor com condicdo inicial uniforme é estabelecida. No entanto,
para esta técnica de validacdo de solucGes analiticas, é necessario que pelo menos mais um método

e/ou condigdo seja avaliada, como é feito nas se¢Ges seguintes.
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70

—solugéo unidimensional via FG para t = 1x10% s sem o efeito do metabolismo
= = = Regime permanente sem efeito do metabolismo

Temperatura T(°C)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

Figura A.2: Comparagdo entre a solu¢ao unidimensional via Fungdes de Green do problema X21 sem
metabolismo e o modelo em regime permanente para a mesma condigdo.

%107

om (%)

erro

_20 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura A.3: Erro relativo entre a solugdo unidimensional via Fungoes de Green do problema X21 sem
metabolismo com 1 000 autovalores, e o modelo em regime permanente para a mesma condicao.
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A.3 Regime permanente sem o efeito de perfusao

Quando apenas o efeito de perfusdo é eliminado do modelo em regime permanente, a Eq.

(A.1) é escrita na forma:

d’T  Qn

=0 (A.21)

com as condicdes de contorno

dT
K| = (A.22)
e
T(L)=T, (A.23)

cuja solucao, via integracao, é

me2 — @X+&L2+@

T =—=% PRREDY K

L+ T, (A.24)
Tomando a solugdo em regime permanente dada pela Eq. (A.24) como sendo Tipgp, ©
erro relativo da solugcdo via FG sem perfusdo para um tempo grande em relagdo ao modelo em regime

permanente é calculado como sendo

Trc — Tips
errog, = — < 1P% . 100% (A.25)
P Tlep
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130

solugéo 1D via FG parat = 1x10° s sem o efeito de perfuséo
= = = regime permanente sem efeito de perfusdo

120

110

100

90 -

Temperatura T(°C)

40+

30 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura A.4: Comparagdo entre a solu¢ao unidimensional via Fungdes de Green do problema X21 sem
perfusdo e o modelo em regime permanente para a mesma condigdo.

x107®
T

(%)

erro

_1 O il 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura A.5: Comparagdo entre a solu¢ao unidimensional via Fungdes de Green do problema X21 sem
perfusdo e o modelo em regime permanente para a mesma condigdo.
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A.4 Modelo completo em regime permanente

Avaliando a presenca dos efeitos de metabolismo e perfusao em regime permanente, pode-se
escrever o modelo de biotransferéncia de calor como sendo a seguinte equag3o:
Qm

(To=T)+—==0 (A.26)

d’T  whpbCs
dx? k

acoplada as condi¢bes de contorno

dT
—k — = A.27
dx |, do ( )
e
T(L)=T, (A.28)

que tem como solucao

Qm qo Qm ] cosh(Mx)

Tx) = T, + — 9 cenh (x) + |- senh(M1L) — 7 A.29
() s ki (M) + | gsenh(ML) = 2 cosh(ML) (4.29)
sendo
= “b’l’("cb (A.30)

Pode-se, entdo, fazer a comparacdo entre as duas solucdes completas: via FG para tempos
grandes e em regime permanente via separagdo de variaveis (T, dada na Eq. (A.29)), definindo o

erro relativo entre essas duas solu¢des como

TF G — Treg

x 100% (A.31)
7-reg

€rro,eg =
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80 T T T T T T
Modelo completo via FG para tempos muito grandes
= = = Modelo completo - regime permanente

Temperatura T(°C)
(&)} (&)} [} (2] ~
o (&)} o (4] o

IS
o
T

40+

35 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura A.6: Comparagdo entre a solu¢ao unidimensional via Fungdes de Green do problema X21 sem
perfusdo e o modelo em regime permanente para a mesma condigdo.

x10°®

reg

erro

-10 b

-15 4

_20 il 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

Figura A.7: Comparagdo entre a solu¢ao unidimensional via Fungdes de Green do problema X21 sem
perfusdo e o modelo em regime permanente para a mesma condigdo.



