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1 Introducao

Seja K um corpo e denote por K[X] o anel de polinémios K[X7,..., X,]. O produto
aXi*--- X%, onde a € K* e ay, ..., q, sdo inteiros ndo negativos é chamado de termo,
enquanto X ... X% ¢ chamado de mondmio. As vezes o mondmio X{ .- X serd
denotado por X onde o = (ay, ..., ) € N e Ny é 0 conjunto dos inteiros nao negativos.
Denotamos M o conjunto dos monoémios de K[ X]. Dado um polinémio f € K[X] dizemos

que um monomio M aparece em f se o coeficiente de M em f é nao nulo.

Neste capitulo, falaremos sobre o método de bases de Grobner, que ird nos permitir
resolver problemas de ideais polinomiais por meio de um algoritmo. Este método ¢é
também usado em varios sistemas de algebra computacional para estudar ideais polinomiais
especificos que surgem em aplica¢oes. Neste capitulo e no proximo, vamos nos concentrar

nestes dois problemas:

a. Todo ideal I C K[X] tem um conjunto gerador finito? Em outras palavras, nés

podemos escrever [ = (fy,..., fs) para algum f; € K[X]?

b. Dado f € K[X] e um ideal I = (fy,..., fs), determine se f € I.

Para comecar nosso estudo de bases de Grobner, vamos considerar alguns casos

especiais em que sabemos técnicas algoritmicas para resolver os problemas dados acima.

Exemplo 1.1. Quando n = 1, sabemos dizer se um ideal I C K[X] tem um conjunto
gerador finito. Nomeadamente, dado um ideal I C K[X], nés sabemos que I = (g) para

algum g € K[X]. Entdo, ideais tem uma simples descrigdo neste caso.

Também vimos que dado f € K[X], para saber se f € [ = (g), dividimos g por f:
f=a-g+r,

onde ¢, € K[X] er =0 ou grau(r) <grau(g). Entao nds provamos que f € I se e somente
se r = 0. Logo, temos um teste algoritmo para saber se um polinémio esta num ideal para

ocason =1.

Exemplo 1.2. Agora, seja n (o nimero de varidveis) arbitrario, e considere o problema

de resolver um sistema de equagdes polinomiais:

an Xy +---aX, +0; =0

: (1.1)
1 X1+ F A Xy + bm = 0.
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onde cada polinémio é linear.

Por exemplo, considere o sistema

2X1+3X2—X3 :0
Xi+Xy—-1 =0 (1.2)
X1+X3-3 =0

Cuja matriz do sistema na forma escalonada ¢é representada por :

23 -1 0
01 -1 -2
00 0 O

A forma desta matriz mostra que X3 é uma variavel livre e chamando X3 = ¢

(qualquer elemento de K'), temos

X, =-T+3,
Xo=T -2,
X;=T.

Essas sao as equacoes paramétricas para uma linha L em K?3. O sistema de equacoes

original mostra L como uma variedade afim.



?2 Ordenando monomios em mais de uma va-

riavel

Definicao 2.1. Uma ordem monomial é uma relagdo > sobre o conjunto M de mono-

mios X7 ... X% satisfazendo:

(i) > é uma ordem total sobre M.

(i) Se XM .. X > X' XPre X7 X € K[X]entdao X2 .. X0 X" X" >
X0 XBe X X

(iii) > é uma boa ordenagao sobre M. Isto significa que todo subconjunto nao vazio de

M tem um menor elemento sob >.

O seguinte lema ird nos ajudar a entender em que o item (ii7) significa.

Lema 2.2. Uma relagio de ordem > sobre M € uma boa ordenagdo se e somente se toda

sequéncia estritamente decrescente em M,
XOUT XA s X0V XS s XN XS s
eventualmente termina.

Demonstracao. Provemos pela contrapositiva,

(=) Dado uma sequéncia infinita entdao { X7™" ... Xp™", X720 X" X700 X o3

¢ um subconjunto nao vazio de M com nenhum elemento minimo, logo > nao ¢ uma boa

ordenagao.

(<) Se > ndo é uma boa ordenagao, entao algum conjunto nao vazio S C M nao

(6% Oé (0% [e% ~ ’

tem um menor elemento. Agora, pegue X; ' .. ' e S, Como X7 ... X,™" nao é
« (0% [e%

tanueX1 X > X X" em S

« « ~ 2’ . « «
Agora, X; ... Xn"? nao é o menor elemento de S, assim existe um X;° ... X;,™® tal

’ . . (0% [e%
o elemento minimo, existe X;"? n?

(0% Oé (0% (0%
que X7 X > X7 X ™ em S, Continuando desta maneira, encontramos uma

sequéncia estritamente decrescente que nao termina. O

Definigdo 2.3. (Ordem Lexicografica). Dados dois monémios [[7, X% e [[", X/

dizemos que:
H Xzal >l€$ H X’L *
i=1 i=1

se existe ¢ € 1,...n tal que oy; > 3; e aj = B para todo j <1
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Proposicao 2.4. A ordem lezicogrifica sobre M € uma ordem monomial.

Demonstracao. e Que >, é uma ordem total segue diretamente da definicao porque

dados dois mondémios é sempre possivel comparar os expoentes deles.

o Se [T X > T, XPi entdo existe i € 1,..n tal que o; > B3; e a; = 3; para

7 )

. . n a; n Yi _ 1IN a;+v; n Bi n Yi _ 1IN Bi+i
todo j <4, [[;ny X - TI, X" =11, X e [L, Xy - T, Xo =10, X7

Entao, em (a+7v) — (B +7) = a — [ existe i € 1,...n tal que a; > f3; e aj = f3; para
todo j < i. Assim [, X2 - TI", X7 >[I, X7 [T, X7

e Suponha que >, ndo é uma boa ordenagao. Entao pelo Lema 2.2 existe uma sequén-
cia infinita estritamente decrescente X7 ... Xp™ > X7 X" > X{P L X 93 >
... de elementos de M. Considere as primeiras entradas de X7 ... Xp,™" € M. Pela
definicdo de ordem lexicografica, estas primeiras entradas formam uma sequéncia

nao crescente de inteiros nao negativos. Como o conjunto dos inteiros ndao negativos

7 . . a4 (0% i o1

¢ bem ordenado, as primeiras entradas de X7 ... X;,™" devem estabilizar em algum
7 . . . a1 .4 (67

momento. Isto é, existe um k tal que as primeiras componentes de X7 ... X,™" com

i > k sdo iguais. Comecando de X" ... X;»™", a segunda e subsequentes entradas
continuam tendo uma ordem lexicogréafica. As segundas entradas de X% ... X5™",
XM XML formam uma sequéncia ndo crescente. Pela mesma razao de
antes, as segundas entradas também estabilizam. Continuando dessa mesma maneira,

6% « « 6% ~ . . .
para algum [, X7 "' .. X" X790 X L sdo iguais. Isto contradiz o fato

de XM X" e X7 X
O
Defini¢do 2.5. Ordem Lexicografica Graduada. Seja [[7, X e [[, X' € M .
Dizemos que [T, X7 > gries 1112y Xfi se
o = Sy i > |B] = S0y B, ou faf = |8] e Iy Xi* > Ty X7
Definigao 2.6. Ordem Lexicografica Graduada Reversa. Seja [[1; X" e [[1, Xf ‘e

M. Dizemos que H?:l Xzaz > greviex H:’L:I sz se

la| =21 0 > |8l =X, Bi, ou |a| = |f] e existe i € 1,...n tal que o; < f; e a; = f3;

para todo 7 > 1

Exemplo 2.7. X°YZ >, X*YZ? pois ambos os monomios tem grau total 7 e
X5YZ >, X*YZ% Neste caso, também temos que X°YZ >gcper XY Z2%, pois a

varidvel Z em X°Y Z é menor que a varidvel Z em X*Y Z2.

Defini¢ao 2.8. Seja f = >, a4 X® um polinémio nao nulo em K[X] e > uma ordem

monomial.
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O multigrau de f é

multigrau(f) = a tal que X é o maior dos monoémios de f com respeito a ordem
>,

O coeficiente lider de f é

LC(f) = Qmultigrau(f) € K.
e O monomio lider de f é

LM(f) = Xmultigraulf) (com coeficiente 1).

O termo lider de f é
LT(f) = LC(f) - LM(J).

Definicao 2.9. Seja > uma ordem monomial em M e sejam « e B duas n-uplas cujas

entradas sdo inteiros ndo negativos. Escrevemos a > 3 se X¢ > X7,

Exemplo 2.10. Seja f = 4XY?Z +47? —5X34+7X?Z? e considere a ordem lexicogréfica.

Assim:

multigrau(f) = (3,0,0),

LO(f) = =5,
LT(f) = —5X?3

Lema 2.11. Seja f,g € K[X] polinomios nao nulos. Entdo:

o (i) multigrau(f - g) = multigrau(f) + multigrau(g).

e (ii) Se f+ g # 0, entio multigrau(f + g) < mazx(multigrau(f), multigrau(g)). Se,

além disso, multigrau(f) # multigrau(g), entdo igualdade ocorre.

Demonstragao. (i) Por definicdo o multigrau de f - g é o expoente do termo lider de f - g.
E claro que o termo lider de f - g é igual ao termo lider de f vezes o termo lider g. Seja
aa X o termo lider de f onde o é o multigrau de f e bg X A 0 termo lider de ¢ onde B é
o multigrau de g. Assim ao, X" - bg X A= aabgX a8 onde o multigrau da multiplicacdo é
(a + B). Assim multigrau(f - g) = multigrau(f)+ multigrau(g).

(i) Se f+g # 0, afirmamos que o multigrau de f+ ¢ é menor ou igual que o maximo
dos multigraus de f e g pois como estamos somando dois polinémios o multigrau da soma
obviamente nao pode ser aumentado, isto poderia acontecer se fizéssemos a multiplicacao

de f e g, porém com a soma isto é impossivel. O que pode acontecer é que nessa soma
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alguns termos de f e g se cancelem, inclusive os termos lideres, fazendo com que o multigrau
da soma seja menor que o maximo dos multigraus. Porém como nao podemos garantir que

isto ocorra sempre, segue que multigrau(f + ¢g) < max(multigrau(f),multigrau(g)).

Se multigrau(f) # multigrau(g) entao suponha que o multigrau de f é maior que
o multigrau de g, assim nao existe a possibilidade do termo lider de f ser cancelado por

nenhum termo de g, logo o multigrau(f + ¢g) = max(multigrau(f),multigrau(g)).
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3 Algoritmo da divisao em mais de uma va-

riavel

Comegamos esta se¢ao enunciando o algoritmo da divisdo em K[X];

Teorema 3.1. (Algoritmo da Divisdo em K|[X]|). Fize uma ordem monomial > em
K[X], e seja F = (f1,...,fs) uma s-upla ordenada de polinomios em K[X]. Entdo todo
f € K[X] pode ser escrito como

f=a1fi+...+asfs +r.

onde a;,r € K[X]|, our =0 our é uma combinagdio linear, com coeficientes em K, de
mondomios, nos quais nenhum €é divisivel por qualquer LT(f1), ..., LT(fs). Chamamos r

de resto da divisao de f por F. Além disso, se a;f; > 0, entdo

multigrau(f) > multigrau(a; f;).

Neste trabalho nao iremos demonstrar o algoritmo, pois a demonstragao é muito
técnica, porém vamos descrever o algoritmo e dar alguns exemplos mostrando sua utilizagao.
A ideia é basicamente a mesma do caso de quando dividimos dois polinémios em uma
variavel: usaremos os termos lideres de fi,..., fs para cancelar o termo lider de f e dos
polinémios subsequentes que aparecerao nos passos da divisao. A novidade aqui é que
as vezes o termo lider dos polinémios subsequentes nao sao miltiplos de qualquer um
dos LT(f1),...,LT(fs), entdo nés os movemos diretamente para o resto e prosseguimos
com o algoritmo. E claro que isto é um processo finito pois andlogo ao caso de uma
variavel, o mondmio lider dos polinémios subsequentes é sempre menor (com relacao a
ordem monomial) que o do polindmio anterior, isso nos leva a uma sequéncia estritamente

decrescente em M, que sabemos pelo Lema 2.2 sempre ter um fim.

Exemplo 3.2. Primeiramente, dividiremos f = X?Y + XY? + Y2 por f; = XY — 1
e fo = Y2 — 1 usando a ordem lexicografica com X > Y. Iremos empregar o mesmo
esquema feito pela divisao de polindmios em uma variavel, a diferenca é que agora
existem mais divisores e quocientes. O termo lider de f; é XY e o termo lider de f,
¢ Y2, como o termo lider de f; é o tnico que divide o termo lider de f que ¢ igual a
X?Y, comegaremos a divisao de f por fi. Temos que LT(f) = X?Y = LT(f,)X entao
escrevemos f = X fi+(f— X f1) ouseja f = X f1 +(XY?+ X +Y?). Aplicamos o processo
agora ao resto intermedidrio XY?2 + X + Y2. Temos que o termo lider desse polinémio ¢é
XY? (e observe que XY? < LT(f) = X?Y), além disso XY? ¢é multiplo de LT(f,) = XY
Como XY? = LT(f,)Y escrevemos XY? + X +Y? =Y f; + (X + Y2+ Y) e portanto
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[=XA+Y i+ (X+Y24Y)=(X+Y)fi +(X+Y2+Y). Note que agora o termo lider
do resto intermedidrio que é igual a X, que nao é multiplo nem de LT(f;) = XY nem de
LT(f;) = Y2 Entretanto X +Y?+Y nao é o resto final da divisdo pois o termo lider de f,
divide Y2, Assim, vamos mover X para o resto, escrevemos f = (X +Y)fi +(Y2+Y)+ X
e vamos dividir Y2 +Y por f; e fo. Temos que termo lider de Y2 4+ Y é Y2 e além disso
Y2 = LT(f2) -1, logo escrevemos X?Y + XY2+Y?2=(X+Y)fi+1-fo+ (Y +1)+ X.
Agora o termo lider do resto intermedidrio que é igual a Y nao é multiplo do termo
lider de f; nem do termo lider de f;, assim vamos mover Y para o resto e escrevemos
f=X+Y)fi+1 - fo+(1)+ X +Y. O termo lider do resto intermedidrio que ¢ igual a 1
nao é multiplo de nenhum dos termos lideres de f; e fy ,assim também movemos 1 para o

resto. Agora, como o resto intermediario é 0 finalizamos o processo.

Portanto f = X?Y + XY?+V?=(X+Y) - (XY - 1)+ 1(Y?-1)+ X +Y +1

Uma boa propriedade do algoritmo da divisao em K[X] é a maneira que ele resolve
o problema de um polinémio pertencer ou nao a um ideal. Conseguimos algo similar para
mais variaveis? Um Corolario do Teorema 3.1 simples de ver é que se feita a divisao de f
por F = (f1...fs) e obtido r = 0, temos

f = Cblfl —+ ...asfs,

de modo que f € (fi...fs). Entdao r = 0 é uma condicao suficiente para um polinémio
f pertencer a um dado ideal. Entretanto, » = 0 nao é uma condicao necesséaria para f

pertencer ao ideal. Veremos isso no exemplo abaixo:

Exemplo 3.3. Seja f; = XY +1,f, = Y2 -1 € K[X,Y] com a ordem lexicografica.
Dividindo f = XY? — X por F = (fy, f2) o resultado é

XY2- X =V (XY +1)40-(Y2—1)+ (-X - Y).
Com F' = (fs, f1), entretanto, temos
XY2— X =X-(Y?—1)+0(XY +1)+0.

A segunda divisdo mostra que f € (f1, f2). Entdo mesmo na primeira divisao o resto dando

diferente de 0, f ainda assim pertence a (f1, f2).
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4 |deais monomiais e Lema de Dickson

Defini¢ao 4.1. Um ideal I C K[X] é um ideal monomial se existe um conjunto de

mondmios que geram /.

Um exemplo de um ideal monomial é dado por I = (X*Y? X3Y* X2Y5) C
K[X,Y].

Lema 4.2. Sejo I = (X*: o € A) um ideal monomial. Entdo um mondmio XP pertence

a I se e somente se XP é maltiplo de X* para algum o € A.

Demonstragio. (=) Se X? € I entdo XP = Y7 | X*h;. Assim X? ¢ um mondmio que
certamente aparece em algum dos polinémios X *h;, para i = 1,...,n, e portanto é
multiplo de X para algum ¢ =1,...,n.

(<) Se X? é um multiplo de X® para algum o € A, entdo X? € I pela definicao
de ideal.

]

Lema 4.3. Seja I um ideal monomial, e seja [ € K[X]. Entdo as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

o fel.
e Todo termo de [ pertence a I

o f ¢ uma K-combinagdio linear de mondomios em I.

Demonstragdo. (i) = (ii1) Considere I = (my,...ms). Como f € I,f = Y7 m;h; e
podemos expandir cada h; como K-combinagoes lineares de monomios. Assim aplicando a

distributiva dos m;’s o resultado segue.

As implicagoes (ii1) = (i) = (¢) sdo triviais. O
Corolario 4.4. Dois ideais monomiais I e J sdo iguais se e somente se eles contém os

mesmos monomios.

Demonstragio. (=) Trivial

(«<)Se os ideais contém os mesmos mondmios, sabemos pelo item (¢ii) do Lema

4.3 que todo f € I é uma K-combinagao linear de monémios em [, mas esses mondmios
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também estao em J, entao f uma K-combinacdo linear de mondémios em J, logo f € J.
Fazendo essa mesma andalise para um polindmio qualquer g € J chegamos que f € I.
Como todo polindmio do ideal I pertence ao ideal J e todo polindmio do ideal J pertence

ao ideal I concluimos que I = J O

Lema 4.5 (Dickson). Seja I um ideal monomial de K[X], entao existe um conjunto finito

de monomios que geram I.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre o niimero de varidaveis. O caso de uma variavel é
imediato uma vez que em K[X] todo ideal é principal, ou seja, I = (f) com f € K[X].
Assim dado um mondémio m € I temos que m = h- f para algum h € K[X]. Pela igualdade

de polinémios, segue que f (e h) deve ser um mondmio.

Agora suponhamos que o teorema seja valido para ideais em anéis de polinémios
com n — 1 varidveis, com n > 2. Seja I um ideal monomial de K[X] e escolha um
monomio f; € I de tal forma que f1 = ¢; - X', onde g; € M,,_1 e a5 € N é o menor
possivel. Se I = (f1) entdo o lema estd demonstrado. Caso contrario, escolha um monoémio
fo = g2 X2 € I\(f1) onde g € M,,_1 e az é minimo. Observe que pelo processo de
escolha, necessariamente ay > . Se I = (f1, f2) entdo provamos o lema. Caso contrério
continuamos o processo. Vamos supor que este procedimento continua indefinidamente,
ou seja, que possamos obter uma sequéncia infinita de mondémios fi, fa,... € I tal que
fi=gi- Xy elI\{(f,...,fi-1)com g € M,_1,a; € N o menor possivel e o; > «;_; para
todo 7 > 1.

Por hipétese de indugao, temos que o ideal J de K[Xq,... X, 1] dado por J =
({g:li=1,... e g; € M,,_1}) é finitamente gerado, ou seja, existem my, ..., m, € M,_;
tais que J = (my,...,m,). Dado ¢g; como acima, temos g; € (my,...,m,), ou seja, existe

um p € M,,_; de modo que g; =p-m; para algum j € 1,...,7.

Por outro lado m; € J, entao existe um mondémio ¢ € M,,_; tal que m; = q - g

para algum g como descrito acima. Deste modo, temos que g; = p - q - gx.

Sei =k, entdo p-q = 1, ouseja, p = a € K\ {0} e g = a-m;. Como a
sequéncia g1, go, ... € M,,_1 ¢é infinita ndo podemos ter este caso indefinidamente, ou seja,
existem indices ¢ # k tais que g | ¢;, digamos g; = m - g com m € M,,_;. Sem perda de

generalidade podemos supor ¢ > k. Deste modo,
fi =G -Xgi = m-gkj.Xﬁli*ak ,ng — m-XTOZ‘i*ak fk

e fi € (fx) € (f1,..., fx), contrariando a escolha de f;.

Segue assim, que existe um indice s € N, tal que I = (fi,..., fs), ou seja, I é

finitamente gerado por monomios. O]

Corolario 4.6. Seja > uma relagao de ordem sobre Z%, satisfazendo:
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e > ¢ uma ordem total sobre Z5,,.

o Sea> P ey el entioax+y>B+7.

Entio > € bem ordenado se e somente se o > 0 para todo o € 7Y,

Demonstragio. (=) Assumindo que > é uma boa ordenagao, seja oy o menor elemento de
7%, precisamos mostrar que o > 0. Pela contrapositiva, se 0 > ao, entao pela hipotese
(1), podemos somar o de ambos os lados, assim obtemos ay > 2y, que é impossivel pois

ap ¢ o menor elemento de Z%,

(<) Seja A C Z%, um conjunto nao vazio. Como I = (X® : a € A) é um
ideal monomial, o Lema de Dickson nos da a(1),...,a(s) € A de modo que I =
(X . X)) Como > é uma relacdo de ordem total sobre 7%, podemos assumir
que a(1) < ...a(s). Afirmamos que (1) é o menor elemento de A. Para provar isso,
tome a € A. Entdo X® € [ = (XM .. X*®)) de modo que pelo Lema 4.2, X é
divisivel por algum X ®®  Isto nos mostra que o = aé 4+~ para algum ~ € 7%, Entao

~ > 0 e hipdtese (ii) implicam que
a=a(i)+v>a(i)+0=a(i) > a(l).

Entao, a(1) é o menor elemento de A. O
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5 Teorema da base de Hilbert e bases de

Grobner

Nesta se¢ao saberemos responder se todo ideal I C K[X] tem um conjunto gerador finito.
Esta discussao nos levara a bases de ideais com “boas” propriedades relativas ao algoritmo
da divisdao. A ideia chave que usaremos é que uma vez escolhida a ordem monomial, cada
f € K[X] tem um tnico termo lider. Entao, para qualquer ideal I, podemos definir o

ideal de termos lideres, da seguinte forma.

Definigao 5.1. Seja I C K[X] um ideal diferente de {0}.
e Denotamos por LT (I) o conjunto de termos lideres de 1. Entao,
LT(I) = {cX* :existe f € [ com LT(f) =cX*}.

e Denotamos por (LT(I)) o ideal gerado pelos elementos de LT(I).

Proposigao 5.2. Seja I C K[X] um ideal.

o (i) (LT(I)) é um ideal monomial.

o (ii) Ezistem g1,...,g: € I tais que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gt))-

Demonstragio. (i) Os monémios lideres dos elementos de I — {0} geram o ideal monomial
(LM(g) : g € I —{0}). Os mondmios lideres de ¢ e os termos lideres de ¢ diferem apenas
por uma constante, assim temos que (LT (g) : g € I —{0}) = (LM(g) : g € I — {0}).
Como o elemento 0 € I nao tem termo lider temos que (LT (g) : g € I — {0}) = (LT(1)).
Assim (LT(I)) é um ideal monomial. O

Demonstragao. (ii) Como (LT(I)) é um ideal monomial, o Lema de Dickson nos diz que
existe um conjunto finito de monémios {g1, ga, ... ¢:} onde (LT(I)) = (g1,...,g:). Como o
termo lider de g; é o préprio g; parai € {1,...t} temos que (LT(I)) = (LT (1), ..., LT (g:))

[

Agora usando a Proposi¢ao 5.2 e o algoritmo da divisdo podemos provar a existéncia
de um conjunto gerador finito para todo ideal polinomial, respondendo assim o problema de
descrigao de um ideal. Seja I C K[X] um ideal e considere o ideal associado (LT(I)) como
definido no inicio da se¢do. Como sempre, selecionamos uma ordem monomial particular

para usar no algoritmo da divisao e computar termos lideres.
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Teorema 5.3. (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I C K[X] tem um conjunto
gerador finito. Isto é, I = (g1, ...,9:) para algum gy,...,g; € I.

Demonstragio. Se I = {0}, tomamos {0} como nosso conjunto gerador que certamente é
finito. Se I contem algum polinémio nao nulo, entdo um conjuntor gerador ¢, ..., g; para

I pode ser construido como seguinte.

Pela Proposicao 5.2, existem g, . .., g; € I taisque (LT(I)) = (LT (g1), ..., LT(g;))-
Afirmamos que I = (g1,...,g).

E claro que (g91,...,9:) C I pois cada g; € I. Reciprocamente, seja f € [ um
polinémio qualquer. Se aplicarmos o algoritmo da divisao na divisao de f por g1, ..., g,

entao conseguimos uma expressao da forma
f=aig+...+ag +r

onde nenhum dos termos de r é divisivel por qualquer termo lider de g; onde 7 € {1,... t}.

Afirmamos que r = 0. Para ver isso, note que

r:f—algl—...—atgtel.

pois f € I e como gy,...,g; € I a combinacao linear deles também pertence a I.

Se r # 0, entdo o termo lider de r pertence a (LT(I)) = (LT (¢1),...,LT(g:)) e
pelo Lema 4.2 segue que o termo lider de r deve ser divisivel por algum termo lider de g;

com i € {1,...,t}. Isto contradiz o significado de resto, assim r deve ser zero. Entao

f:algl+---+atgt+0€ <gla"'7gt>a
mostrando que I C (gq,...,g¢). ]

Além de responder o problema da descrigao de um ideal, as bases {g1, . .., g; } usadas
na prova do Teorema acima tem a propriedade especial que (LT (1)) = (LT (g1), ..., LT (g¢)).
Nem todas as bases de um ideal se comportam dessa maneira. A essas bases “especiais”

daremos o seguinte nome.

Definigao 5.4. Fixada uma ordem monomial. Um subconjunto finito G = {g1,...,¢:} de

um ideal I é dito Bases de Grobner se

(LT(g1), .-, LT(gr)) = (LT(I)).

Lema 5.5. Equivalentemente, um conjunto {g1,...,q:} C I € uma base de Grébner de I
se e somente se o termo lider de qualquer elemento de I € divisivel por algum termo lider

de g; comi € {1,...,t}.
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Corolario 5.6. Fizada uma ordem monomial. Entao todo ideal I C K[X] diferente de
{0} tem uma base de Grobner. Além disso, qualquer base de Grobner para um ideal I é

uma base de I.

Demonstragio. Dado um ideal nao nulo, o conjunto G = {¢1, ..., g;} construido na prova
do Teorema 5.3 é uma base de Grobner por definicdo. Agora, para provar a segunda
afirmagao, note que se (LT(1)) = (LT(¢1),...,LT(g)), entdao pelo Teorema 5.3 sabemos
que I = {(g1,...,9:), de modo que G é uma base para I. O

Teorema 5.7. (Condicao de Cadeia Ascendente) Seja Iy C Iy C I3 C ... uma cadeia

ascendente de ideais em K[X]. Entao existe um N > 1 tal que Iy = Ini1 = Inyjo ="+ .

Demonstragio. Dado uma cadeia ascendente Iy C I, C I3 C ..., considere o conjunto
I = U2, I;. Iniciamos a demonstragao mostrando que I também é um ideal em K[X].
Sabemos que 0 € [ pois 0 € I; para todo i. Agora, se f,g € I entao pela definicao de I,
f €1, ege I, para algum i e j (possivelmente diferentes). Entretanto, como os ideais I;
formam uma cadeia ascendente, se considerarmos que i < j, entdo ambos f e g estdo em
I;. Como I; é um ideal, a soma f + g € I;, e consequentemente f 4 g € I. Logo I é um
ideal.

Pelo Teorema da Base de Hilbert, o ideal I deve ter um conjunto gerador finito,
isto é I = (f1,..., fs). Porém cada um dos geradores esta contido em algum dos I; isto
¢ f; € I, para algum j;,i = ¢,...,s. Tome N o mdximo do j;. Entao pela definicao de

cadeia ascendente f; € Iy para todo ¢. Entao temos
I: <f17"’7fs> CINCIN+1 C N CI

Como resultado a cadeia ascendente se estabiliza em Iy e todos os ideais subse-

quentes na cadeia sao iguais. O

Definigao 5.8. Seja K um corpo, e sejam fi, ..., fs polindmios em K [X]. Entao definimos
V(fi,.. oy fs) ={(a1,...,a,) € K" fi(a1,...,a,) = 0 para todo 1 <i < s}

Chamamos V(fi,..., fs) a variedade afim definida por fi,..., fs.

Definicao 5.9. Seja I C K[X] um ideal. Denotemos por V (/) o conjunto
V(I)={(ai,...,a,) € K™: fi(ay,...,a,) =0 para todo i}.

Embora um ideal nao nulo / sempre contenha infinitos polinémios, o conjunto V(1)

pode ser definido por um conjunto finito de equagoes polinomiais.
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Proposicao 5.10. V(1) é uma variedade afim. Em particular, se I = (f1,..., fs), entdo
V() =V(fi,..., [s)

Demonstragio. Pelo Teorema da Base de Hilbert, I = (fi,..., fs) para algum con-
junto gerador finito. Afirmamos que V() = V(fi,..., fs). Primeiro, como f; € I, se
f(ai,...,a,) = 0 para todo f € I, entao f;(ay,...,a,) =0, entdo V(I) C V(f1,..., fs)-
Por outro lado, seja (ai,...,a,) € V(fi,...,fs) eseja f € I. Como I = (f1,..., fs),

podemos escrever
f=21hifi
para algum h; € K[X]. Entao

flay,...,a,) =35 1 hi(ar, ... a,) fi(ar, ... a,) =
= Zle hi(al, . 7an> -0=0.

Logo, V(f1,...,fs) C V(I) e consequentemente, eles sdo iguais. ]
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6 Propriedades das bases de Grobner

Como visto na se¢ao anterior, todo ideal nao nulo I C K[X] tem uma base de Grobner.
Nesta secao, estudaremos as propriedades desta base e aprenderemos a detectar quando
uma base dada é uma base de Grobner. Comecaremos provando que o resto é unicamente

determinado quando dividimos por uma base de Grébner.

Proposicao 6.1. Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grébner para um ideal I C K[X] e
seja f € K[X]. Entao hd um dnico r € K[X] com as sequintes propriedades:

e (i) Nenhum termo de r é maltiplo de qualquer LT (g1),..., LT (g;)-

e (it) Hi um g € I tal que f =g+

Em particular, r € o resto da divisdo de f por G independente de como os elementos

de G estao listados no algoritmo da divisao.

Demonstracao. O algoritmo da divisdo nos da que f = ay91 +. ..+ a;g; +r, onde r satisfaz
(). Além disso definindo g = a1g1+. ..+ a.g; temos g € I e f = g+r satisfazendo (ii). Isto
prova a existéncia de r. Para provar a unicidade, suponha que f = g+ r = ¢’ +’. Entao
r—r' =g —gel, tal quese r # 1’ entdo LT (r —r') € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g:)).
Pelo Lema 4.2, segue que o termo lider de (r — 7’) é multiplo de algum termo lider de g;.
Isto é impossivel pois nenhum termo de r e v’ é multiplo de algum termo lider de g; com

1=1,...t. Entao r — r’ deve ser zero, assim r = r’ e a unicidade estd provada. O

Corolario 6.2. Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grébner para um ideal I C K[X] e
f € K[X]. Entao f € I se e somente se o resto da divisio de f por G € zero.

Demonstragio. Seja f € I eseja f=>;_,¢g; +r adivisao de f por (g1,...,9s). Entao
r=f—>7 1409 €I eassim temos que ter r = 0, caso contrario r seria um polinémio nao
nulo em I cujo termo lider ndo é multiplo de LT (g;) para todo i = 1,...,s, contrariando

o fato que gy, ..., g, ¢ uma base de Grobner para I. A outra implicagdao é ébvia. m

Definicao 6.3. Escreveremos fF para o resto da divisao de f pela ordenada s — upla
F={(f1,...,fs). Se F é uma base de Grobner para (fi,..., fs), entdo podemos enxergar

F como um conjunto (sem qualquer ordem particular) pela Proposigao 6.1.

Por exemplo, com F = (X?Y — Y2 X%Y? —Y?) C K[X,Y], usando a ordem

lexicogréfica, temos

X5y = Xy3
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pois o algoritmo da divisao nos da que

X5V = (X3 4+ XY)(X2—Y2) +0- (XV2—Y?) + XY5.
Definigao 6.4. Seja f,g € K[X] polinémios nao nulos.

e (i) Se multigrau(f) = a e multigrau(g) = /3, entdo defina v = (y1,...,7,), onde
vi = max(a;, 5;) para cada ¢. Chamamos X7 o minimo multiplo comum dos
mondmios lideres de f e g e escrevemos X7 = LCM (LM (f), LM(g)).

e (i1) O S-polindémio de f e g é a combinagao

X7 fe X7 '
() e

Por exemplo, seja f = X3Y2 — X2Y3 + X e g = 3X'Y + Y% em R[X,Y] com a

ordem lexicografica graduada. Entao v = (4,2) e

S(f,g9) =

X4y? X4y?
1 1
Xf—§Yg:—X3Y3+X2—§Y3

Lema 6.5. Suponha que temos um somatdrio >;_; c¢;fi, onde ¢; € K e o multigrau(f;) =
§ € Z%, para todo i. Se multigrau(3i_, cif;) < 6, entdo Y5, cif; € uma combinagdo
linear, com coeficientes em K, de S-polinomios S(f;, fi) para 1 < j, k < s. Além disso,

cada S(fj, fr) tem multigrau < 4.

Demonstragio. Para todo i € {1,...,s} chamamos d; o coeficiente lider de f;, de modo

que c;d; é o coeficiente lider de ¢; f;; como todos os termos da forma c; f; tem multigrau

0 e a soma y ;¢ f; tem multigrau menor que 9, segue facilmente que 7, c;d; = 0.

Defina p; = j e note que p; tem coeficiente lider 1, com i € {1,...,s}. Considere a soma
(]

telescopica

s

Y ocifi =) cidipi = crdy(py — p2) + (crdy + cada)(pa — p3) + - - .

i=1 i=1

+(erdy + ..o+ es1ds 1) (ps—1 — ps) + (c1dy + . .. + csds)ps

Pela hipétese, o termo lider de f; é d; X°, para todo i € {1,...,s} o que implica
que o minimo multiplo comum do termo lider de f; e do termo lider de f,, ¢ X % onde
Jj,m e {l,...,s}, entdo

X° x° X° x°
= fi— fm = 5fj - 5
LT(f;)"  LT(fm) d; X d X

S(f]afm) fm:pj_pm- (61)
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Usando esta equagao e Y7 ; ¢;d; = 0, a soma telescopia acima se torna

Zcifi = adiS(f1, f2) + (ady + c2d2)S(f2, f3) + ...+ (adi + ..+ c5-1ds-1) S (fs-1, [5),
i=1

que é uma soma da forma desejada. Para todo j € { 1,...,m} distintos, p; e p,, tem
multigrau 0 e coeficiente lider 1 e a diferenca p; — p,, tem multigrau menor que 9, pela

equacao (6.1), o mesmo é verdade para S(f;, fm), provando assim o lema. ]

Usando S-polinémios e o Lema 6.5, podemos agora provar o critério de Buchberger

que diz quando uma base de um ideal é uma base de Grobner.

Teorema 6.6. (Critério de Buchberger) Seja I um ideal polinomial. Entao uma base
G=A{g1,...,q:} para I é uma base de Grébner para I se e somente se para todos os pares

i # j, o resto da divisio de S(g;,g;) por G (listado em alguma ordem) é zero.

Demonstragio. Se G é uma base de Grébner, entdo como S(g;, ;) € I, o resto da divisdo
de G é zero pelo Corolario 6.2. Reciprocamente, seja f € I um polindmio nao nulo.
Devemos mostrar que se todos os S-polindmios tem resto zero na divisao por G, entao
LT(f) e (LT(q1),...,LT(g:)). Dado f € I = (g1,...,q:), existem polindmios h; € K[X]

tais que

t
=2 hig (6.2)
i=1
Pelo Lema 2.11 segue que
multigrau(f) < maz(multigrau(h;g;)). (6.3)

Se a igualdade nao ocorre, entao algum cancelamento ocorre sobre os termos lideres
de 6.2. Dado uma expressao 6.2 para f, seja m(i) = multigrau(h;g;), onde i € {1,...,t} e
defina § = max(m(1),...,m(t)). Entao a desigualdade 6.3 se torna

multigrau(f) <4

Agora considere todas as maneiras possiveis que f pode ser escrito da forma 6.2. Para
cada expressao, pegamos um diferente §. Como uma ordem monomial é uma boa ordenacao,
podemos selecionar uma expressao da forma 6.2 tal que § é minimal. Mostraremos que
uma vez que este ¢ é escolhido, temos que multigrau(f) = 6. Entao a igualdade ocorre
em 6.3, assim multigrau(f) = multigrau(h;g;) para algum i e seguird que o termo lider
de f é divisivel pelo termo lider de g;. Isto mostrara que LT(f) € (LT(q1),-.., LT (g:)),

que é o que queremos provar. Resta mostrar que o multigrau(f) = 4. Provemos isto por
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contradi¢ao. A igualdade pode falhar somente quando multigrau(f) < d. Para isolar os

termos do multigrau §, vamos escrever f da seguinte maneira:

Y higi+ Y0 higi= Y LT(hi)gi+ Y (hi— LT(hi))gi+ Y. higi (6.4)

m(i)=5 m(i)<s m(i)=5 m(i)=5 m(i)<s
Todos os monomios que aparecem na segunda e terceira soma do lado direito da igualdade
tem multigrau menor que J. Entdo como supomos que o multigrau(f) < 0 temos que
a primeira soma também tem multigrau menor que §. Seja o termo lider de h; igual a
¢: X9 Entao a primeira soma Dom(i)=b LT(hy)g; = D m(i)=b ¢; XMy, tem exatamente a
forma descrita do Lema 6.5 com f; = X*®¥g,. Entdao o Lema 6.5 implica que esta soma é

uma combinagao linear de S-polindémios S(X a(7) g;, X a(k) gr). Entretanto,

X5
Xa(k)LT(gk)

X§

S(Xx0) ,7Xa(k) — 4

X0)(g,) — X" = XS (g;, gr).-

onde Xt = LCM (LM (g;), LM (gy)). Entao existem constantes c;; € K tais que

Z LT (h;)g; = chkxéﬂjks(gjagk) (6.5)
m(i)=0 Jik

O préximo passo é usar nossa hipétese que o resto da divisao de S(g;, gr) por
g1, ---gs € zero. Usando o algoritmo da divisao, isto significa que cada S-polinémio pode

ser escrito da forma

g]a gk Z QijkGi, (66)

onde a;j; € K[X]. O algoritmo da divisao nos diz que

multigrau(a;jrg;) < multigrau(S(g;, gr)) (6.7)

para todo 1, 7, k. Intuitivamente, isto nos diz que quando o resto é zero, podemos encontrar
uma expressao para S(g;, gx) em termos de G onde nem todo os termos lideres cancelam.

Para explorar isso, multiplique a expressao de S(g;, gi) por X =73k para obter

Xé WJkS g]agk szﬂcgu

onde by, = X‘S*ijaijk. Entao 6.7 e o Lema 6.5 implicam que

multigrau(bijrg:) < multigrau(X° %S (g, g1)) < 0 (6.8)
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Se substituirmos a expressdo acima por X° %8 (9j, gx) em 6.5, obtemos uma

equacao

ST OLT(hi)gi =Y e X 7S (g5, 91) = > e bijrgi) = D hig; (6.9)
ik p ;

m(i)=5 J.k

que por 6.8 tem a propriedade de que para todo 1,

multigrau(hyg;) < 6
Substituindo D om(i)=s LT(h)gi = ¥, ﬁigi na equacao 6.4 obtemos uma expressao de f
como uma combinagao de polinémios ¢is onde todos os termos tem multigrau menor que

0. Isto contradiz a minimalidade de d e completa a prova do teorema. O

Como um exemplo de aplicagdo do Teorema acima, considere o ideal I = (Y —
X2, 7 — X?) do cubo torcido no R3. Afirmamos que G = {Y — X2 Z — X3} é uma base
de Grobner para a ordem lexicografica com Y > Z > X. Para provar isto, considere o

S-polinémio

YZ YZ
S(Y = X% 7 = X% = (Y = X?) = —(Z = X?) = —~ZX? + YX*.

Usando o algoritmo da divisao, temos que

—ZXPHY X3 =X (Y — X)) 4 (=X - (Z - X3) +0,

de modo que S(Y — X2, Z — X3)G = 0. Entao, pelo Teorema 6.6, G é uma base de Grobner
para I.
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7 Algoritmo de Buchberger

No Corolério 5.6, nés vimos que todo ideal em K[X] diferente de 0 tem uma base de
Grobner. Infelizmente, a prova dada nao nos mostrou como produzir esta base, entao
podemos nos perguntar: Dado um ideal I C K[X], como construir uma base de Grobner

para 17

Teorema 7.1. (Algortimo de Buchberger) Seja I = (fi,..., fs) # 0 um ideal polinomial.
Entao uma base de Gréibner para I pode ser construida em um niumero finito de passos
pelo sequinte algoritmo:

INPUT: F = (f1,..., fs)

OUTPUT: Uma base de Grébner G = (g1,...,9¢) para I, com FF C G

G:=F

REPETIR
G =G
PARA cada par {p,q},p # q em G' FACA
G/
S =5, q)
SE S #0 ENTAO G := G' U {S}
ATE G =G

Demonstracio. Comecaremos a demonstracdo com algumas notagoes usadas. Se G =

{g1,...,9:} entdo (G) e (LT(G)) irdo denotar os seguintes ideais:

(G) = {91, q0)
(LT(G)) = (LT(g1),---, LT (g0))-

Voltando a prova do teorema, vamos mostrar que G C I permanece em todos os estagios

do algoritmo. Isto é verdade inicialmente e quanto mais “aumentarmos” G, faremos

U

G
isto adicionando o resto S = S(p,q) para p,q € G. Portanto, se G C I, entdo p,q e

consequentemente S(p, q) estdo em I e como estamos dividindo por G’ C I temos que
G U{S} C I. Note que G contém a base dada F' de I de modo que G ¢é atualmente uma
base de I.

O algoritmo termina quando G = G, que significa que S = S(p, q) L 0 para todo
p,q € G. Entao G é uma base de Grobner de (G) = I pelo Teorema 6.6.

Resta provar que o algoritmo termina. Precisamos considerar o que acontece depois de

cada passo através do lago principal. O conjunto G consiste de G’ (o antigo G) junto com
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os restos nao nulos dos S—polinomios de elementos de G’. Entao
(LT(G") Cc (LT(@)) (7.1)

como G’ C G. Além do mais, se G' # G, afirmamos que (LT(G")) é estritamente menor
que (LT(G)). Para ver isto,suponha que um resto nao nulo r de um S-polinémio foi
adicionado a G. Como r é o resto da divisao por G’, LT (r) nao é divisivel pelos termos
lideres de elementos de G’ e entao LT'(r) ¢ (LT(G')). Ainda LT (r) € (LT(G)), que prova
nossa afirmacgao.

Por 7.1, os ideais (LT(G")) das sucessivas interagoes do lago formam uma cadeia ascendente
de ideais em K[X]. Entdo o Teorema 5.7 implica que depois de um ntmero finito de
interagoes a cadeia ird se estabilizar, de modo que (LT(G")) = (LT(G)) deve acontecer
eventualmente. Pelo pardgrafo anterior, isto implica que G’ = G, de modo que o algoritmo

termina depois de um ntmero finito de passos.

]

/

Note que uma vez que o resto S(p, q)G = 0, este resto continuard sendo zero
mesmo se adicionarmos mais elementos ao conjunto gerador G’. Entao, ndo ha necessidade
de computar esses restos nos passos subsequentes através do lago principal. De fato, se
adicionarmos novos geradores f; um de cada vez, os Unicos restos que necessitam serem

/
checados sao S(f;, fj)G ,onde 1 < j — 1.
As bases de Grobner computadas usando o algoritmo acima sdo geralmente maiores que o

necessario. Podemos eliminar alguns geradores nao necessarios usando o seguinte lema.

Lema 7.2. Seja G uma base de Grébner para o ideal polinomial I. Seja p € G um
polinéomio tal que LT (p) € (LT(G — {p})). Entao G —{p} € também uma base de Gribner
para I.

Demonstragio. Sabemos que (LT(G)) = (LT(I)). Se LT (p) € (LT(G — {p})), entdo
temos que (LT (G — {p})) = (LT(G)). Pela defini¢ao, segue que G — {p} é também uma
base de Grobner para [. O

Ajustando as constantes de modo que todos os coeficientes lideres sejam iguais
a 1 e removendo qualquer p com LT (p) € (LT(G — {p})) de G, chegamos a mais uma
definicao.

Definicao 7.3. Uma base de Grobner minimal para um ideal polinomial I é uma

base de Grobner G para [ tal que:

e (i)LC(p) = 1 para todo p € G.

e (ii) Para todop € G, LT (p) ¢ (LT (G — {p})).
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Podemos construir uma base de Grébner minimal para um ideal nao nulo aplicando
o algoritmo de Buchberger e entao usando o Lema 7.2 para eliminar qualquer gerador
desnecessario que talvez foi incluido. Para ilustrar este procedimento, considere o ideal [

cuja base de Grobner é dada por

fi = X3 —2XY,
fr= X2V —2Y? 4 X,
f3=—X2,
Ji=—-2XY,
fs=—-2Y?+X.

Como alguns dos coeficientes lideres sao diferentes de 1, o primeiro estdgio é multiplicar
os geradores por constantes adequadas para satisfazer o item (i) da definigdo de base de
Grobner minimal. Depois disso note que temos LT(f;) = X? = —X - LT(f3) e similarmente
temos LT(fy) = X?Y = —;X - LT(fy), assim pelo Lema 7.2 podemos dispensar f e fs.
Como nao ha mais casos onde o termo lider de um gerador divide o termo lider de um

outro gerador, concluimos que

fo= X2 fi= XV, =2 X

é uma base de Grobner minimal para [.
Infelizmente, um ideal pode ter mais de uma base de Grobner minimal. Por exemplo para

o ideal I considerado acima, é facil ver que
~ ~ 1
fo=X?+aXY, f1=XY, fs =YY%~ 5X (7.2)

¢é também uma base de Grobner minimal, onde a € K é uma constante qualquer. Entao,
podemos produzir infinitas bases de Grobner minimais (assumindo que K ¢é infinito).

Felizmente, podemos destacar uma base de Grobner minimal que é melhor que as outras.

Definicao 7.4. Uma base de Grobner reduzida para um ideal polinomial / é uma

base de Grobner G para I tal que:

e (i)LC(p) = 1 para todo p € G.

e (ii) Para todo p € G, nenhum monoémio de p pertence a (LT(G — {p})).

Note que para a base de Grobner dada em 7.2, somente quando a = 0 temos que
ela é reduzida.

Em geral, uma base de Grobner reduzida tem a seguinte propriedade.

Proposicao 7.5. Seja I # 0 um ideal polinomial. Entao, para uma ordem monomial dada,

I tem uma unica base de Grébner reduzida.
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Demonstracao. Seja G uma base de Grobner minimal para I. Dizemos que g € G é
reduzido para G desde que nenhum mondémio de g esteja em (LT (G — {g})). Nosso
objetivo é modificar G até que todos os seus elementos estejam reduzidos. Uma primeira
observacao é que se g é reduzido para G, entao g é reduzido também para qualquer outra
base de Grobner minimal de I que contenha g e tem o mesmo conjunto de termos lideres.
Isto segue porque a definicao de reduzido s6 envolve os termos lideres.

Agora, dado g € G, seja ¢’ = g 19} e defina G’ = (G —{g}) Ug'. Afirmamos que G’ é uma
base de Grobner minimal para I. Para ver isto, primeiramente note que LT(¢') = LT (g),
pois quando dividimos g por G — {g}, LT (g) vai para o resto pois nao é divisivel por
qualquer elemento de LT(G — {g}). Isto mostra que (LT(G")) = (LT(G)). Como G’ estéd
claramente contido em I, vemos que G’ é uma base de Grobner e a minimalidade segue.
Finalmente, note que ¢’ é reduzida para G’ por construcao.

Agora, tome os elementos de G e aplique o processo acima até que todos esses elementos
estejam reduzidos. A base de Grobner talvez mude a cada processo que fizermos mas nossa
observacao anterior mostrou que uma vez que um elemento é reduzido para G, ele continua
reduzido para qualquer outra base de Grobner minimal de I que contenha G, uma vez que
nunca mudamos os termos lideres. Assim, terminamos com uma base de Grobner reduzida.
Finalmente, para provar a unicidade, suponha que G e G sdo bases de Grobner reduzidas
para I. Entdo em particular, G e G sdo bases de Grobner minimais, e por definicdo de

base de Grobner (LT(G)) = (LT(I)) = (LT(G)). Tome m, termo lider qualquer de G, ele

pode ser escrito como

m=ami+...+a,mMy,

onde m; € LT(G) com ¢ € {1,...,n}. Por defini¢do de base de Grébner minimal, o
coeficiente lider de m é 1 e os coeficientes lideres de cada m; com i € {1,...,n} sdo 1,
assim é facil ver que m = rii;, para algum ;. Portanto LT(G) C LT(G).

A outra implicacio é andloga e assim concluimos que LT(G) = LT(G).

Entéo, dado g € G, existe § € G tal que LT(g) = LT(j). Se mostrarmos que g = §,
seguird que G = G, e a unicidade estard provada.

Para mostrar que g é igual a g, vamos olhar para a diferenca entre g e g. Esta diferenca
esta em I e como G é uma base de Grobner, segue que HG = (. Mas também sabemos
que o termo lider de g é igual ao termo lider de g. Entao, estes termos se cancelam na
diferenca entre g e g e o restante dos termos nao sao divisiveis por nenhum dos termos

lideres de G pois G é base de Grobner reduzida. Isto mostra que g — gG =g — g, e entao

g—9=0.
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8 Melhorias no algoritmo de Buchberger

Ao projetar softwares matematicos, deve-se prestar atencdo nao apenas se os algoritmos
empregados estao corretos, mas também a sua eficiéncia. Nesta se¢ao, discutiremos algumas
melhorias no algoritmo bésico de Buchberger para calcular as bases de Grébner que podem
acelerar bastante os calculos. Algumas versoes dessas melhorias foram incorporadas a
maioria dos sistemas de algebra computacional que oferecem pacotes de base de Grobner.
A primeira classe de modificagbes que consideraremos diz respeito ao Teorema 6.6 que
afirma que uma base de um ideal G é uma base de Grobner desde que S(f, g)G =0 para
todo f,g € G. Se voltarmos ao capitulo anterior, veremos que esse critério é a forca motriz
por tras do algoritmo de Buchberger. Portanto, uma boa maneira de melhorar a eficiéncia
do algoritmo seria mostrar que menos S-polindémios S(f, g) precisam ser considerados.
Fazendo exemplos a mao, as divisoes polinomiais envolvidas sao a parte que mais gastam
tempo. Entao, qualquer reducao no niimero de divisdes que precisam ser realizadas é bom.
Para identificar S-polindomios que podem ser ignorados no Teorema 6.6, primeiro precisamos

dar uma visao mais geral do que significa ter resto zero. A definicao é a seguinte.

Defini¢ao 8.1. Fixada uma ordem monomial e seja G = {¢1,...,¢9s} C K[X]. Dado

f € K[X], dizemos que f reduz a zero médulo G, escrito
f—a0,
se f pode ser escrito na forma
f=ag1+ -+ agr,
tal que sempre que a;g; # 0, temos que

multigrau(f) > multigrau(a;g;).

Lema 8.2. Seja G = (g1,...,9s) um conjunto ordenado de elementos de K[X]| e fize
f € K[ X]. Entao ?G = 0 implica f —¢ 0, embora o contrdrio seja falso em geral.

Demonstracao. Se fG = 0, entao o algoritmo da divisao implica
f=ag1+ -+ ag +0,
e também pelo algoritmo da divisdo, sempre que a;g; # 0, temos que

multigrau(f) > multigrau(a;g;)



Capitulo 8. Melhorias no algoritmo de Buchberger 31

Isto mostra que f — 0, . Para ver que o contrario pode falhar, considere o Exemplo 3.3.
Se dividirmos f = XY? — X por G = (XY +1,Y? — 1) o algoritmo da divisdo nos d4

XY2-X=Y - (XY +1)4+0- (Y2 -1)+(-X-Y),
de modo que ?G = —X —Y # 0. Porém ainda podemos escrever

XY2—X =0 (XY +1)+X(Y2—1),

e como

multigrau(XY? — X) > multigrau(X - (Y? — 1))
(de fato, eles sao iguais), disto segue que f —¢ 0. ]
Teorema 8.3. Uma base G = {g1,...,9s} para um ideal I é uma base de Grébner se e

somente se S(gi, g;) —¢ 0, para todo i # j.

Demonstragio. No Teorema 6.6, provamos este resultado sobre as hipéteses que S(g;, g;)¢ =

0 para todo i # j. Mas se analisarmos a prova, veremos que tudo que usamos foi
S(g5, 9k) = Xic1 Qijri,
onde
multigrau(S(g;, gr)) > multigrau(a;;,g;)
[Veja 6.6 e 6.7]. Isto é exatamente o que S(g;, 9;) —¢ 0, significa, e o teorema segue [

Proposicao 8.4. Dado um conjunto finito G C K[X], suponha que temos f,g € G tal

que
LOM(LM(f), LM(g)) = LM(f)- LM(g).

Isto significa que os monomios lideres de f e g sdo relativamente primos. Entdo

S(fvg) —a 0.
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Demonstracao. Por simplicidade, assumimos que f, g foram multiplicados por constantes
apropriadas para fazer LC(f) = LC(g) = 1. Escrevemos f = LM (f)+p,g = LM(g) + q.
Entéao, como LCM (LM (f),LM(g)) = LM(f)- LM(g), temos

S(f,g) =LM(g)-f—LM(f)-g
g

=g-0)-f=(-p (8.1)
=g9-f—a¢-f—=f-9+p-yg
=p-g—aqa-f
Afirmamos que
multigrau(S(f, g)) = max(multigrau(p - g), multigrau(q - f)) (8.2)

Note que 8.1 e 8.2 implicam S(f, g) —¢ 0 pois f,g € G. Para provar 8.2, observe que nos
ultimos polinémios de 8.1, os mondmios lideres de p- g e ¢ - f sdo distintos e entao, nao

podem se cancelar. Se os mondémios fossem o mesmo, teriamos
LM(p) - LM(g) = LM(q) - LM(f).

Assim o mono6mio lider de ¢ dividiria o mondmio lider de ¢, pois os monomios lideres de f
e g sao relativamente primos. O que é um absurdo pois o monomio lider de g é maior que

o monomio lider de q. O
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