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Área de concentração: Transferência de Calor

e Mecânica dos Fluidos.

Orientador: Prof. Dr. Aristeu da Silveira Neto

Uberlândia - MG

2018



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 

Sistema de Bibliotecas da UFU, MG, Brasil. 

 

 

C368i 

2018 

 

Catta Preta, Ricardo Tadeu Oliveira, 1989- 

Implementação, comparação e avaliação de modelos  submalhas não 

lineares [recurso eletrônico] / Ricardo Tadeu Oliveira Catta Preta. - 

2018. 

 

Orientador: Aristeu da Silveira Neto. 

Dissertação (mestrado) - Universidade Federal de Uberlândia, 

Programa de Pós-Graduação em Engenharia Mecânica. 

Modo de acesso: Internet. 

Disponível em: http://dx.doi.org/10.14393/ufu.di.2018.1199 

Inclui bibliografia. 

Inclui ilustrações. 

 

1. Engenharia mecânica. 2. Escoamento turbulento. 3. Dinâmica dos 

fluidos - Modelos matemáticos. I. Silveira Neto, Aristeu da, 1955- 

(Orient.) II. Universidade Federal de Uberlândia. Programa de Pós-

Graduação em Engenharia Mecânica. III. Título. 

 

 

CDU: 621 

Maria Salete de Freitas Pinheiro - CRB6/1262 

 



���������� ��	�
�
�
���������
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“Em ciência, devemos acreditar na lógica e em argumentos deduzidos

cuidadosamente, não em autoridades.”

Richard P. Feynman

“Não é importante a rapidez com que se aprende, mas que se aprenda.”

Mestre dos Magos
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CATTA PRETA, R.T.O., Implementação, comparação e avaliação de modelos submalhas

não lineares. 2018. 91 f. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia,

Uberlândia.

RESUMO

No presente trabalho, o problema de fechamento da turbulencia é analisado modelando o tensor

de Reynolds submalha de forma não linear, supondo que sua dependência seja com os tensores

taxa de deformação e rotação. Compreender como é estabelecida essa dependência, além de

avaliar e comparar os diferentes tipos de modelos não lineares presentes na literatura com a tra-

dicional modelagem linear do tensor de Reynolds, é o escopo do presente trabalho. A inclusão

de termos não lineares, feita no presente trabalho, teve como objetivo o aprendizado sobre essa

complexa forma de modelar o problema de fechamento da turbulência. O trabalho teve ainda

como objetivo a formação no uso do código MFSim, desenvolvido no MFLab e a formação na

programação de rotinas inseridas nessa plataforma de modelagem computacional de escoamentos

turbulentos. Para estabelecer a comparação e avaliação entre os modelos implementados com

resultados experimentais encontrados na literatura, foi realizada uma implementação computaci-

onal utilizando a metodologia da Simulação das Grandes Escalas, para um problema simples de

escoamento turbulento envolvendo uma cavidade com tampa deslizante. Os resultados obtidos

com os modelos não lineares, de uma forma geral, coincidiram mais com resultados do expe-

rimento material nas regiões próximas às paredes. Já o modelo linear, se aproximou mais dos

resultados do experimento material na região central da cavidade. Como esperado, os resultados

obtidos com a modelagem linear e não linear não diferiram significativamente, uma vez que a

natureza f́ısica desse problema não incorpora efeitos como altos ńıveis de anisotropia, gradientes

adversos de pressão e mesmo efeitos de fortes curvaturas nas linhas de corrente.

Palavras chave:Tensor de Reynolds submalha, simulação das grandes escalas, modelagem

não linear, problema de fechamento da turbulência.
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CATTA PRETA, R.T.O., Implementation, comparison and evaluation of nonlinear

subgrid-scale models. 2018. 91 f. Master Dissertation, Federal University of Uberlandia,

Uberlandia.

ABSTRACT

In the present work, the turbulence closure problem is analyzed by using a nonlinear subgrid-scale

stress model, supposing a dependence on both the rate-of-strain and rate-of-rotation tensors.

To understand how this dependence is established, in addition to analyzing different types of

nonlinear models existing in the literature, is the scope of the current work. The inclusion of

nonlinear terms, made in the present work, has the objective of learning about this complex

way of modeling the turbulence closure problem. The work also has the objective of human

resources training in the use of the MFSim code, developed on MFLab, and code development of

computational models of turbulent flows on the same platform. To benchmark and evaluate the

models, a computational implementation was conducted using the Large Eddy Simulation metho-

dology for a simple problem of turbulent flow involving lid-driven cavity problem, which enabled

a comparison between models implemented with experimental results found in the literature.The

results obtained with the nonlinear models are in good agreement with the results of the physical

experiments for flows that occurs near the walls. In contrast, the linear model better matches

the results for flows in the central region of the cavity. As expected, the results obtained with the

linear and nonlinear modeling did not differ significantly, since the physical nature of this problem

does not incorporate effects such as high levels of anisotropy, pressure adverse gradients and even

strong curvature effects on streamlines.

Keywords: Subgrid-scale, large eddy simulation, nonlinear models, turbulence closure pro-

blem.



Lista de Figuras
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3.4.3 Modelo dinâmico de segunda ordem das tensões sub-malhas de Hongrui 30
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CAṔITULO I

INTRODUÇÃO

1.1 A modelagem da turbulência e o problema do fechamento

Para o escoamento de um fluido newtoniano, incompresśıvel, com propriedades f́ısicas

constantes e tridimensional, o sistema de equações composto pelas equações de Navier-Stokes

juntamente com a equação da continuidade, é composto por 4 incógnitas e 4 equações. Para este

caso dizemos que o problema está fechado, e com as devidas condições de contorno e condições

iniciais é posśıvel resolver numericamente o sistema composto pelas equações de Navier-Stokes

juntamente com a equação da continuidade, podendo então modelar o escoamento dos fluidos

do ponto de vista da mecânica do cont́ınuo.

Um número adimensional que é extremamente importante na mecânica dos fluidos, o nú-

mero de Re, relaciona as forças de inércia com forças viscosas que atuam no fluido. A partir deste

adimensional é posśıvel ter um indicativo se o escoamento está ocorrendo no regime turbulento.

Quando o escoamento atinge altos números de Reynolds e se torna turbulento a metodo-

logia utilizada para resolver diretamente as equações de Navier-Stokes e da continuidade, que

é conhecida como DNS (Direct Numerical Simulation), requer a solução de todo o espectro de

estruturas turbilhonares que compõem o escoamento. Portanto todas as escalas de tempo e

comprimento precisam ser resolvidas, e com um custo computacional que cresce proporcional a

Re
9

4 , o que torna o custo desse método computacionalmente muito elevado para escoamentos
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A região do espectro de energia que será calculada será apenas as grandes escalas da

turbulência, sendo que este cálculo irá ocorrer em todas as frequências que estão à esquerda da

frequência de corte que será determinada como fc, e a parte modelada, que fica à direita da

frequência de corte representa as pequenas escalas. Essa representação pode ser vista na figura

(1.1).

A região que será modelada, onde está situada as pequenas escalas, representa a interação

e a transferência de informações entres as pequenas escalas da turbulência com as grandes escalas

da turbulência.

1.2 A modelagem não linear para o problema do fechamento

Como o processo de filtragem das equações de Navier-Stokes e da continuidade e o pro-

cedimento de decomposição do campo de velocidade em uma parte filtrada e outra flutuante,

resultaram em seis variáveis a mais nas equações de Navier-Stokes, os componentes do tensor

de Reynolds submalha τij, que são os componentes resultantes desses procedimentos, precisa ser

modelado para que o número de equações seja igual ao número de incógnitas. Desta maneira, a

resolução do sistema de equações se torna posśıvel.

A modelagem do τij de forma linear, que é o mais divulgado na literatura, faz a suposição

de que este tensor seja expandido em um polinômio tensorial de grau um. Essa suposição

se apresenta como válida para muitos casos com escoamentos turbulentos que ocorrem sobre

geometrias simples. Porém, em geometrias complexas esses modelos não tem apresentado bons

resultados (POPE, 1975).

Portanto, formas alternativas de modelar o tensor de Reynolds submalha começaram a ser

propostas. Supor que τij dependa dos tensores taxa de deformação e taxa de rotação e avaliar

como esse tensor pode ser representado, é a base para a construção dos modelos não lineares

para o fechamento da turbulência.

Como o formato exato do tensor submalha não é conhecido, faz-se o uso de um teorema da

álgebra, conhecido como Teorema de Cayley-Hamilton para a determinação mais geral posśıvel

de um tensor que dependa das duas variáveis consideradas, que no caso são os tensores taxa de

deformação e rotação.
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Como já citado anteriormente, para geometrias simples, a suposição de que o tensor de

Reynolds submalha dependa apenas do tensor taxa de deformação é aparentemente uma boa

suposição quando se compara resultados dos campos de velocidade e pressão dos experimentos

materiais com os resultados dos campos de velocidade e pressão dos experimentos computacionais

dos modelos lineares. Mas para um estudo inicial, devido a facilidade de implementação de uma

geometria simples, a cavidade com a tampa deslizante foi o problema escolhido. Essa escolha

também possibilitou analisar as diferenças entre o modelo linear e os modelos não lineares, mesmo

para situações mais simples.

1.3 Objetivos

Os modelos mais convencionais para tratar o problema de fechamento da turbulência com

a metodologia LES, são advindos de modelos lineares baseados na hipótese de Boussinesq. No

presente trabalho, o escopo é apresentar quais são as limitações desse tipo de modelo, e se ideias

mais gerais, como é o caso de modelos não lineares para o fechamento da turbulência, podem

proporcionar informações que os modelos lineares não podem fornecer.

Outro importante objetivo é analisar como são criados os modelos não lineares para o

fechamento da turbulência, e qual é a importância de cada termo que constitui o modelo não

linear, para que seja posśıvel uma comparação entre os vários modelos apresentados na literatura.

Para que a comparação seja realizada, será feita uma implementação computacional de

diferentes modelos não lineares, onde será avaliado por meio de gráficos se um modelo em

questão apresenta vantagens ou desvantagens em relação ao modelo linear clássico baseado na

hipótese de Boussinesq, que é o modelo de Germano.

Para tal propósito, algumas etapas foram seguidas:

� Uma revisão bibliográfica dos modelos não lineares mais comuns encontrados na literatura;

� Implementação e simulação dos modelos não lineares para um caso da cavidade com tampa

deslizante no código MFSim, desenvolvido no Laboratório de Mecânica dos Fluidos da UFU;

� Simulação do modelos linear de Germano para o mesmo caso da cavidade com tampa

deslizante no código MFSim;
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� Comparação dos resultados obtidos com os modelos não lineares, com resultados do campo

de velocidade encontrados para o experimento material da cavidade e para o experimento

computacional realizado com o modelo linear de Germano;

� Avaliar as vantagens e desvantagens entre cada um dos modelos não lineares, com relação

ao modelo linear implementado e com experimento f́ısico.
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CAṔITULO II

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 Modelagem e simulação da turbulência

Ao se comparar os resultados experimentais com a teoria formulada para o fenômeno

da turbulência nos fluidos newtonianos, tem-se observado que modelar este problema do ponto

de vista da mecânica do cont́ınuo, utilizando as equações de Navier-Stokes e da continuidade,

resultados satisfatórios tem sido obtidos.

Porém, do ponto de vista matemático, esse problema ainda está em aberto, sendo neces-

sária a prova da existência e unicidade de sua solução. Alguns autores consideram a turbulência

como o último problema da mecânica clássica que ainda não foi resolvido (DAVIDSON, 2015).

Portanto, devido à complexidade da solução destas equações, métodos computacionais

foram desenvolvidos para a viabilização de suas soluções de forma aproximada. As metodologias

abordadas neste caṕıtulo serão a Simulação Numérica Direta, Simulação das Grandes Escalas e

as Equações Médias de Reynolds Transiente, comumente conhecidas pelas siglas em inglês, DNS

(Direct Numerical Simulation), LES (Large Eddy Simulation) e URANS (Unsteady Reynolds

Averaged Navier-Stokes).

A seguir será feita uma breve revisão de cada uma destas metodologias.
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2.1.1 Simulação Numérica Direta - DNS

É uma metodologia para modelagem da turbulência mais precisa que existe, do ponto

de vista do cont́ınuo, pois ela consiste em resolver diretamente as equações de Navier-Stokes

discretizadas (FERZIGER; PERIC, 2012). Esta metodologia consiste em resolver todas as escalas

de movimento que compõe o espectro de estruturas turbilhonares, desde as grandes escalas (ou

escalas integrais) até as escalas de Kolmogorov, com as devidas condições iniciais e de contorno

(POPE, 2001). Como o sistema de equações contém quatro incógnitas, busca-se resolver o

campo de velocidade nas três direções espaciais e o campo de pressão.

O começo do uso da metodologia DNS foi no Centro Nacional de Pesquisas Atmosféricas

no Colorado, EUA, por volta de 1972. O ińıcio foi com Orszag e Jr (1972), onde simularam um

doḿınio computacional de 323 para turbulência isotrópica com número de Reynolds de 35. Em-

bora a resolução empregada ser abaixo da capacidade atual, os cálculos serviram para demonstrar

como os métodos espectrais (método de solução das equações de Navier-Stokes no espaço de

Fourier) poderiam ser usados para casos mais complexos.

Em DNS, para capturar as estruturas turbilhonares de todas as escalas de movimento do

escoamento, o doḿınio computacional tem que ser pelo menos do tamanho do doḿınio f́ısico

considerado da ordem da maior estrutura turbilhonar (FERZIGER; PERIC, 2012). Uma simulação

válida, deve possibilitar capturar todo o transporte e transformação de energia cinética que ocorre

no espectro. Esses processos ocorrem em todas as escalas do espectro.

Ao se empregar um esquema de discretização para as equações, sempre irão surgir erros

decorrentes do truncamento da ordem das derivadas, e esse erro pode ser considerado como um

modelo de fechamento da turbulência, porém sem incorporar as caracteŕısticas f́ısicas do problema

(SILVEIRA-NETO, 2017). Por isso essa metodologia requer esquemas de discretização com alta

taxa de convergência, além de uma malha espacial muito refinada e passos de tempo muito

pequenos para que se represente bem a f́ısica do problema.

Os principais benef́ıcios que DNS traz são listados por Lumley (1990) e por Moin e Mahesh

(1998):

� Aumentar o entendimento dos mecanismos que levam ao surgimento da turbulência, ou

seja, leva a entender melhor a transição que leva o escoamento de um regime laminar ao
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regime turbulento;

� Possibilita uma melhor compreensão de como ocorre a transformação da energia cinética

em energia térmica nas pequenas escalas;

� Entender os efeitos da compressibilidade na turbulência;

� Compreender a relação existente entre combustão e turbulência com maior riqueza de

detalhes;

� Controle e redução de arrasto em superf́ıcies sólidas;

� É posśıvel obter detalhes de todos os parâmetros do escoamento turbulento avaliado, e os

valores dos campos de velocidade e pressão. Tais resultados servem para validar outros

modelos de turbulência;

� É posśıvel obter detalhes de escoamentos próximos à paredes, e para escoamentos cisalhan-

tes com turbulência homogênea é mais fácil de se realizar o experimento com DNS do que

com experimento f́ısico;

� Os resultados do escoamento podem ser obtidos sem que ocorra a influência de uma ins-

trumentação, como ocorre no caso do experimento f́ısico. No experimento computacional,

as medidas são feitas através de sondas numérica espalhadas por todo o doḿınio compu-

tacional.

Um lado negativo da metodologia DNS são as complicações advindas das escalas de com-

primento e tempo necessárias para a simulação de todas as estruturas turbilhonares. A relação

existente entre o comprimento das maiores estruturas e as menores é dada por:

lI
ld

= Re
9

4 (2.1)

Onde lI é conhecida como escala integral de comprimento da turbulência, que é a ordem

de grandeza do comprimento das maiores e mais energizadas estruturas turbilhonares, e ld é

conhecida como a escala de comprimento de Kolmogorov, que representa a ordem de grandeza
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das menores estruturas turbilhonares do escoamento. Esse número de Reynolds é baseado na

magnitude das flutuações da velocidade e na escala integral.

Os resultados obtidos com DNS apresentam um grande número de detalhes sobre o esco-

amento. Porém seu alto custo computacional acaba limitando o seu uso para escoamentos com

altos números de Reynolds.

Por esse motivo, a utilização de DNS para escoamentos turbulentos com altos números

de Reynolds se torna impraticável para problemas industriais que precisam de resultados mais

imediatos.

Métodos numéricos de alta precisão tem sido desenvolvidos para resolver as equações de

Navier-Stokes, e a utilização de DNS tem exigido padrões cada vez mais acurados (POPE, 2001).

É preciso ressaltar que nem toda simulação baseada nas equações de Navier-Stokes são

”diretas”, pois devido à modificações feitas na equação, resolução inadequada ou condições de

contorno não f́ısicas, a simulação pode não corresponder bem ao escoamento turbulento que se

deseja (POPE, 2001).

2.1.2 Equações Médias de Reynolds Transiente - URANS

As Equações Médias de Reynolds Transiente, resultam da decomposição o campo de ve-

locidade das equações de Navier-Stokes e da equação da continuidade em uma parte filtrada

e outra flutuante. A velocidade flutuante dará origem ao tensor de Reynolds, que precisa ser

modelado. Estas equações fornecerão resultados médios das informações do escoamento, como

velocidade e pressão. Portanto, os componentes do tensor de Reynolds, τij = −u
′

iu
′

j, tem a

função de modelar as trocas de informações entre o campo de velocidade turbulento flutuante e

o campo de velocidade filtrado.

A modelagem de τij deve ser de tal forma que capture as flutuações do campo turbulento

e a transforme para o comportamento médio.

Esse processo de decompor o campo de velocidade das equações de Navier-Stokes em

uma parte filtrada e outra flutuante, faz com que surja mais seis incógnitas nas equações, que

agora são chamadas de URANS. Podemos concluir que nosso sistema de equações depois disso,

passa a ter dez incógnitas, u, v, w, p e τij (seis incógnitas), e continua tendo as mesmas quatro

equações, que são as três de Navier-Stokes e a da continuidade, lembrando que isso no caso de um
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escoamento isotérmico. É assim que surge o chamado, Problema de Fechamento da Turbulência,

que requer modelos de fechamento.

A abordagem URANS é uma ferramenta utilizada em engenharia com amplas aplicações

em problemas industriais. Ela é robusta e permite resolver escoamentos médios e momentos

estat́ısticos com boa aproximação para a sua finalidade (GATSKI; RUMSEY, 2002).

Do ponto de vista f́ısico, a tarefa desta modelagem é representar toda a turbulência. E

uma caracterização condizente é uma que descreve adequadamente a evolução das escalas de

velocidade e comprimento da turbulência.

Os modelos de fechamento para a metodologia URANS podem ser descritos de forma

linear e não linear, dependendo de como o tensor de tensões esteja representado. Os modelos

lineares são baseados na hipótese de Boussinesq, cuja dependência do tensor de Reynolds é

diretamente proporcional ao tensor taxa de deformação; essa relação é dita de primeiro grau. Já

na representação não linear do tensor de Reynolds, essa modelagem implica que o tensor tenha

uma expansão de maior grau ou seja dependente não apenas do tensor taxa de deformação, como

também do tensor taxa de rotação, podendo ter relações de primeiro, segundo, terceiro, quarto

e quinto grau.

Segundo Alfonsi (2009), os modelos URANS são classificados da seguinte forma:

(i) Modelos a zero equações: apenas as equações URANS são resolvidas. Após decompor

o campo de velocidade em sua componente filtrada e a componente flutuante, propor a

equação para o fechamento do tensor de Reynolds e substituir nas equações de Navier-

Stokes e da continuidade. Esse sistema composto por dez equações e dez incógnitas terá

de ser resolvido;

(ii) Modelos a uma equação: essa classe envolve uma equação a mais que o item anterior, pois

leva em consideração uma equação de transporte para o cálculo da escala da velocidade

da turbulência. Normalmente essa equação adicional envolve a energia cinética turbulenta

(k);

(iii) Modelos a duas equações de transporte: é levada em conta uma equação de transporte a

mais que a classe do item anterior para o cálculo das escalas de comprimento da turbulên-

cia. Geralmente essa equação adicional envolve a taxa de transformação viscosa (ε), que
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representa a transformação de energia cinética turbulenta (k) da part́ıcula de fluido, em

energia térmica devido às tensões viscosas;

(iv) Modelo das tensões de Reynolds: com relação ao item (i), essa classe envolve um número

adicional de equações de transporte para as componentes das tensões de Reynolds (τij) e

uma para a taxa de transformação viscosa (ε). Por esse motivo, os modelos da classe (iv),

são chamados de (τij − ε). Esses modelos também são chamados de tensões médias de

Reynolds (Mean Reynolds Stress) - MRS.

2.1.3 Simulação das Grandes Escalas - LES

A ideia básica da metodologia LES parte de seguinte prinćıpio: suponha que alguém queira

fazer uma modelagem da turbulência utilizando a metodologia DNS para escoamentos com altos

números de Reynolds. Caso não se tenha recurso computacional suficiente para esta simulação,

a metodologia se torna impraticável do ponto de vista computacional. Supõe-se uma malha

suficientemente ”fina”para que seja viável simular as grandes estruturas de um determinado es-

coamento, sabendo-se que do ponto de vista f́ısico, ocorre uma interação envolvendo troca de

informação entre a banda de grandes e a banda de pequenas estruturas turbilhonares. Portanto é

nesse aspecto que entra a metodologia LES. Com ela resolve-se as grandes estruturas, e modela-se

a interação f́ısica que ocorre entre as pequenas e grandes escalas da turbulência. Essa interação é

dada pelos chamados modelos submalhas, que requer um modelo matemático para o tensor das

tensões que surge após a filtragem das equações de Navier-Stokes.

Um importante ponto f́ısico que também justifica o uso da metodologia LES, é devido ao

fato que para altos números de Reynolds o laplaciano da velocidade, encontrado nas equações

de Navier-Stokes, tende a diminuir. Isso leva à conclusão que as grandes estruturas turbilhonares

são a base para qualquer escoamento dayturbulento(LANDAU; LIFSHITS, 1959). Outro grande

ponto importante sobre as grandes estruturas turbilhonares é que elas estão mais ligadas ao

processo de transporte de informação do que ao processo de transformação de energia cinética

em energia térmica.

Pode-se dizer que essa metodologia seria uma intermediário entre o DNS e URANS, em

termos de detalhes sobre o escoamento turbulento. Em LES, o campo de velocidade passa
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por uma decomposição da velocidade em uma parte filtrada ui(x, y, z, t) e a outra flutuante ou

submalha u′

i(x, y, z, t).

ui(x, y, z, t) = ui(x, y, z, t) + u′

i(x, y, z, t).

A figura 2.1 representa a energia cinética turbulenta, (E(f)) em função da frequência (f). Ao se

aplicar a filtragem nas equações de transporte, se estabelece um filtro de corte (fc), que separa

o espectro de energia cinética em duas bandas:

� À esquerda de fc se encontram as grandes estruturas turbilhonares, ou seja, são as escalas

resolvidas do escoamento, que serão dadas em função do cálculo de ui(x, y, z, t);

� À direita de fc estão as escalas submalha, que representam as menores estruturas turbilho-

nares, onde são modeladas como função das flutuações das velocidades u′

i(x, y, z, t);

� A interação entre essas duas bandas será objeto da modelagem de fechamento da turbu-

lência.

Figura 2.1: Espectro e distribuição de energia nas grandes e pequenas escalas (SILVEIRA-NETO, 2017).

O processo de filtragem, que consiste em separar as grandes escalas das pequenas escalas,

é representado matematicamente no espaço f́ısico como um produto de convolução. A parte
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resolvida ūi(x, t), de uma variável que depende do espaço e do tempo é definida formalmente

pela relação:

ui(x, t) =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞

ui(ξ, t
′

)G(x− ξ, t− t
′

)dt
′

d3ξ, (2.2)

onde a integração é realizada sobre todo o doḿınio de escoamento e G, é a função filtro, x é

o vetor posição, τ̄c e M̄ são as escala de corte no tempo e no espaço, respectivamente. Essa

operação é dada por:

ui = G ? ui. (2.3)

A função G, tem que ser tal que satisfaça a condição de normalização:

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞

G(x− ξ, t− t
′

)dt
′

d3ξ = 1.

A equação (2.3) permite a definição de outro filtro, um filtro de corte com GF = 1 se

|f |≤ π/4̄ e GF = 0 se |f |≥ π/4̄ (FRÖHLICH; RODI, 2002).

A figura (2.2) ilustra a filtragem no espaço de Fourier. A linha vertical representa o filtro

de corte no número de onda π/4̄, e é o corte do tamanho da malha base, que é a malha mais

fina a ser utilizada na simulação computacional. O filtro de corte GF permite o espectro de ū

ser igual ao de u quando se está à esquerda da linha e zero quando se está à direita dela. A

equação (2.3) e a figura (2.2) apresentam que quando um filtro geral é aplicado, não permite

um corte ńıtido através do espectro de energia, mas um decaimento suave até zero (FRÖHLICH;

RODI, 2002). Essa interpretação é importante na modelagem LES na qual o espectro de energia

em que são resolvidas as escalas da turbulência, próximo à frequência de corte segue uma região

inercial que é transferida energia das grandes escalas para as pequenas escalas.

Pode ser notado na figua (2.2) que u
′

e u′ , que são respectivamente, a flutuação da

velocidade e a média da flutuação da velocidade, são ilustradas pela área compreendida pelas

curvas de u e u, e a linha vertical representa o filtro de corte no espaço de Fourier, que determina
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O primeiro modelo LES, proposto por Smagorinsky (1963), foi desenvolvido com base na

hipótese de Boussinesq, porém este modelo requer a imposição de constantes emṕıricas que são

complicadas de serem obtidas experimentalmente, e necessitam de funções de amortecimento

para que se possa captar o comportamento turbulento de camada limite próximo às paredes.

Posteriormente, modelos mais elaborados foram desenvolvidos por Lilly (1992) que também são

baseados na mesma hipótese, tiveram uma melhoria significativa, pois apresentaram uma forma

de calcular os coeficientes que compõe o tensor submalha de forma dinâmica. Nesta nova meto-

dologia, os coeficientes são calculados como funções das velocidades que já são conhecidas, ou

seja, os coeficientes variam de acordo com a região do escoamento. Isso retira por exemplo a

necessidade de funções de amortecimento no modelo, pois como os coeficientes são funções da

velocidade, eles são zerados nas paredes, e para captar o comportamento da camada limite irá

depender basicamente do tamanho da malha local.

Porém os modelos lineares apresentam um problema frequente, pois mesmo quando seus

coeficientes são calculados de forma dinâmica, eles apresentam alguns inconvenientes (PIOMELLI,

1993), (PIOMELLI; LIU, 1995):

� Se o coeficiente for mantido como positivo, pode acarretar uma transformação de energia

cinética turbulenta em energia térmica que não existe nas escalas submalhas;

� Caso o coeficiente fique muito negativo, podem surgir instabilidades numéricas e um ex-

cessivo ”backscatter”, que seria a transferência de energia das pequenas escalas (escalas

submalhas) para as grandes escalas, que são as calculadas.

� Quando o denominador do coeficiente se torna muito pequeno, instabilidades numéricas

surgem devido a incapacidade do modelo de lidar com singularidades.

� O modelo não apresenta resultados condizentes quando o escoamento é sujeito a superf́ıcies

com curvas acentuadas.

2.2.1 Aplicação correta dos modelos lineares

Como já foi constatado na literatura que os modelos lineares não apresentam resultados

coerentes para qualquer tipo de escoamento, faz-se necessária a apresentação das situações em

que este tipo de modelagem oferece resultados satisfatórios:
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� A homogeneidade do tensor taxa de deformação é uma condição necessária para a utilização

da hipótese de Boussinesq (POPE, 1975);

� Quando o escoamento ocorre a altos números de Reynolds e é quase homogêneo, o tensor

de tensões modelado depende unicamente do tensor taxa de deformação e de parâmetros

escalares, e as condições de contorno afetam apenas os parâmetros escalares (POPE, 1975);

� Escoamentos que ocorrem em superf́ıcies sem mudanças abruptas de direção.

2.3 Modelagem não linear para o tensor submalha

Os modelos não lineares para o fechamento da turbulência surgiram com o propósito de

suprir as deficiências que os modelos lineares apresentam em alguns tipos de escoamentos turbu-

lentos devido às hipóteses decorrentes de sua formulação.

Como foi visto na seção anterior, os modelos lineares que são baseados na hipótese de

Boussinesq, implicam basicamente que o tensor das tensões modelado dependa proporcionalmente

do tensor taxa de deformação.

Entretanto, Bradshaw (1973), observou que essa hipótese falha para camadas limites sobre

superf́ıcies curvas e indica que esta falha é devida à relação estabelecida entre o tensor das tensões

modelado e o tensor taxa de deformação (POPE, 1975).

Segundo Champagne, Harris e Corrsin (1970), as consequências que essa hipótese de pro-

porcionalidade do tensor de Reynolds (URANS) e generalizando para o tensor sub-malha (LES),

com o tensor taxa de deformação, mostram que para escoamentos incompresśıveis, turbulentos,

isotrópicos, cisalhantes e quase homogêneos, estabelecer o tensor sub-malha dependente apenas

de (Sij), não oferece resultados condizentes com a prática experimental apresentada anterior-

mente.

Quando foi testado experimentalmente a relação proporcional de τij com (Sij), advinda da

hipótese de Boussinesq, Champagne, Harris e Corrsin (1970), encontraram:

S11 = 0, 3; S22 = −0, 18; S33 = −0, 12; S12 = 0, 33,

enquanto a melhor previsão que a teoria fornece para o caso de escoamentos nessas condições é
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(POPE, 1975):

S11 = S22 = S33 = 0; S12 = 0, 33.

Isso indica que as tensões normais não são bem modeladas pela hipótese de Boussinesq

quando se trata de escoamentos com as caracteŕısticas descritas (POPE, 1975).

Segundo Pope (1975), a diferença entre os resultados das tensões normais medidas no

experimento e o resultado das tensões normais previstas na teoria, ocorrem devido a inaplica-

bilidade da hipótese da viscosidade isotrópica proposta por Boussinesq. Quando a hipótese é

aplicada para as situações que realmente ocorrem a viscosidade isotrópica, bons resultados são

encontrados, mas aplicar a ideia para qualquer tipo de escoamento eventualmente trará resultados

inconsistentes.

Foi justamente para suprir as limitações dos modelos lineares, que Pope (1975), propôs

com base em análise dimensional, invariância sobre transformação de coordenadas, e no gradiente

de velocidade, uma forma geral de modelar o tensor das tensões de Reynolds.

A ideia principal seria propor o tensor não apenas dependente do tensor taxa de deformação

e de parâmetros escalares, mas também colocar esse tensor dependente também do tensor taxa

de rotação. Ou seja:

τij = τij(Skl,Ωkl).

Para explorar as possibilidades de como determinar esse tensor, a forma mais geral de

expandi-lo é através de um polinômio tensorial infinito, que com ajuda do teorema de Cayley-

Hamilton, pode ser reduzido para uma forma finita com dez termos (POPE, 1975).

Quando se encontra o tensor com os dez componentes da base tensorial, logo se nota a

presença do termo linear, o que indica a generalidade da proposta apresentada.

A maior limitação dos modelos lineares, está em sua incapacidade de prever as tensões nor-

mais do escoamento. Assim, ele consegue captar bem as tensões cisalhantes, mas as anisotropias

causadas pelas tensões normais não são percebidas. Pope (1975), demonstrou que a introdução

de mais um componente tensorial fez com que o tensor de Reynolds possibilitasse captar tanto



19

as tensões cisalhantes quanto as tensões normais do escoamento, mostrando que para captar as

tensões normais, apareciam apenas os componentes tensoriais não lineares, e já na captura das

tensões cisalhantes aparecia somente o componente tensorial do modelo linear. O modelo não

linear para a tensor de tensões de Reynolds permite suprir as limitações do modelo linear.

2.4 O teorema de Cayley-Hamilton

Ao supor que o tensor submalha dependa do tensor taxa de deformação e do tensor taxa

de rotação, tem-se:

τ dij = Fij

(
Skl,Ωkl

)
(2.4)

onde:

Sij =
1

2

(
∂ūi

∂xj

+
∂ūj

∂xi

)
; Ωij =

1

2

(
∂ūi

∂xj

−
∂ūj

∂xi

)

Agora, seja a,b e c, matrizes 3 × 3, que podem ser simétricas ou não, que satisfazem a

seguinte relação (SPENCER; RIVLIN, 1958):

abc+ bca+ cab+ bac+ acb+ cba = (bc+ cb) tra+ (ab+ ba) trc+

+ (ca+ ac) trb+ a (trbc− trbtrc) + b (trca− trctra) + c (trab− tratrb)+

+ I (tratrbtrc− tratrbc− trbtrca− trctrab+ trabc+ trcab) (2.5)

Quando a=b=c na equação (2.5), é obtido o Teorema de Cayley-Hamilton.

a3 − a2tra+
1

2
a
[
(tra)2 − tra2

]
− I det a = 0 (2.6)

Porém, caso for escolhido c=a+b, e substituir na equação (2.5), temos como resultado:

(2.7)G(a,b) = aba+ bab

= α1a+ α2b+ α3a
2 + α4b

2 + α5(ab+ ba) + α6I

Sendo os coeficientes funções dos traços de a e b:
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α1 =
1

2

[
trba+ trab+ trb2 − (trb)2 − 2(trbtra)

]

α2 =
1

2

[
trba+ trab+ tra2 − (tra)2 − 2(trbtra)

]

α3 = [trb]

α4 = [tra]

α5 = [tra+ trb]

α6 =
1

2

[
tratrbtr(a+ b)− tratr(ba+ b2)− trbtr(ba+ a2)− (trb+ tra)trab

+ tr(aba+ ab2) + tr(aba+ b2a)
]

Assim, pode-se observar que a equação (2.7) é representada por um somatório de um

produtório que irá determinar o grau do polinômio gerado pelas matrizes a e b. Multiplicando a

equação (2.7) pela esquerda e pela direita por a e utilizando a equação (2.6), é posśıvel encontrar

o polinômio com o grau polinomial que se desejar. Generalizando, tem-se que o teorema de

Cayley-Hamilton na forma mais geral é um polinômio tensorial infinito, dado pela seguinte forma

(POPE, 1975):

G(a,b) =
∞∏

i=1

∞∑

γi=0

∞∏

j=1

∞∑

βj=0

αγ1,γ2...
β1,β2...

aγ1bβ1aγ2bβ2 ... (2.8)

Onde os coeficientes α são funções dos invariantes tr
(
aγ1bβ1aγ2bβ2 ...

)
.

Realizando a substituição a = Sij e b= Ωij na equação (2.7), tendo em vista que Skl e

Ωkl são deviatóricos, e utilizando as propriedades de matrizes transpostas (SjkΩki = −ΩikSkj),

tem-se:

(2.9)
τij = Gij

(
Skl,Ωkl

)

= α1Sij + α2Ωij + α3(SikSkj)
d + α4(ΩikΩkj)

d + α5(SikΩkj + SjkΩki) + α6δij

= α1Sij + α2Ωij + α3(SikSkj)
d + α4(ΩikΩkj)

d + α5(SikΩkj − ΩikSkj) + α6δij

Segundo Serrin (1959), (αl) com (l = 1, 2, ...6), são funções arbitrárias que dependem das

variáveis de estado termodinâmico e dos invariantes SijSji e ΩijΩji.

Como apresentado em Lamb (1932) e Serrin (1959), (α6) pode ser escolhido como : 1
3
τkk.

E multiplicando cada coeficiente por 4̃
2
para dar a dimensão desejada, temos:
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(2.10)

τij −
1

3
τkkδij = τ dij

= α14̃
2
Sij + α24̃

2
Ωij + α34̃

2
(SikSkj)

d +

+α44̃
2
(ΩikΩkj)

d + α54̃
2
(SikΩkj − ΩikSkj)

Que é a expansão de segundo grau mais geral posśıvel do tensor τ dij dependente dos tensores

taxa de deformação e rotação. Onde ()d representa o traço do tensor igual a zero.



CAṔITULO III

MODELO MATEMÁTICO DIFERENCIAL

3.1 Formulação diferencial para escoamentos incompresśıveis

Para escoamentos incompresśıveis, fluidos newtonianos, isotérmico, com propriedades f́ısi-

cas constantes e tridimensional, o sistema de equações composto pelas equações de Navier-Stokes

(3.1) juntamente com a equação da continuidade (3.2), contempla 4 incógnitas (u, v, w, p) e 4

equações. Por praticidade essas equações são apresentadas na notação tensorial e será utilizada

a convenção de soma de Einstein:

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj

+ gi (3.1)

∂ui

∂xi

= 0 (3.2)

Lembrando que i e j, variam de 1 até 3, e que u1 corresponde à velocidade u, u2 à

velocidade v, u3 à velocidade w, x1 à coordenada x, x2 à coordenada y e x3 à coordenada z, ρ é

a massa espećıfica, gi a gravidade e ν, a viscosidade cinemática. Portanto, (3.1) são as equações

de Navier-Stokes nas 3 direções espaciais, e a equação (3.2) se trata da equação da continuidade,

contabilizando assim, 4 equações e 4 incógnitas.
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Para este caso dizemos que o problema está fechado, e com as devidas condições de

contorno e condições iniciais é posśıvel resolver numericamente o sistema composto pelas equações

de Navier-Stokes juntamente com a equação da continuidade, podendo então modelar o fenômeno

da turbulência nos fluidos.

Porém, para escoamentos turbulentos, essa metodologia de resolver diretamente as equa-

ções (3.1) e (3.2), que é conhecida como DNS, requer a solução de todo o espectro de energia

cinética turbulenta. Portanto, todas as escalas de tempo e comprimento precisam ser resolvidas, e

com um custo computacional que cresce proporcional a Re9/4, o que torna o custo desse método

computacionalmente muito elevado para escoamentos a altos valores de Reynolds (POPE, 2001).

Para evitar esse alto custo computacional e com o intuito de resolver problemas com

aplicações práticas na indústria, surgiram formas mais práticas de se resolver o problema. Desta

forma, a metodologias LES será abordada neste caṕıtulo.

3.2 Equações diferenciais filtradas

Ao assumirmos que a velocidade instantânea pode ser decomposta em uma componente

filtrada e outra flutuante, temos:

ui = ui + u
′

i

Escrevendo as equações (3.1) já na forma divergente, filtrando as equações de Navier-

Stokes e da continuidade e incorporando o termo gravitacional na pressão, temos:

∂ūi

∂t
+

∂(ujui)

∂xj

= −
1

ρ

∂p̄

∂xi

+ ν
∂2ūi

∂xj∂xj

(3.3)

∂ūi

∂xi

= 0 (3.4)

O termo não linear é expresso como:

ujui = (ūi + u
′

i)(ūj + u
′

j) = ūiūj + ūiu
′

j + ūju
′

i + u
′

iu
′

j,
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E tendo em vista as seguintes definições:

Lij = ūiūj − ūiūj; Cij = ūiu
′

j + ūju
′

i; Rij = u
′

iu
′

j,

onde Lij é o tensor de Leonard, Cij é o tensor cruzado e Rij é o operador de Reynolds.

Após alguns algebrismos pode ser demonstrado que o tensor submalha é dado por:

τij = Lij + Cij +Rij = uiuj − ūiūj

De forma geral, os tensores Lij e Cij são despreźıveis quando se analisa a ordem de

grandeza em relação ao tensor Rij (SILVEIRA-NETO, 1991). O que resulta no tensor de Reynolds

submalha:

τij = u
′

iu
′

j,

O divergente desse tensor surge como uma incógnita a mais nas equações de Navier-Stokes.

Portanto, o problema de fechamento da turbulência consiste em propor modelos lineares ou não

lineares como alternativas para a descrição desse tensor. Como se trata da média das flutuações, a

ideia é modelar as flutuações que ocorrem nas escalas submalhas para um comportamento médio

que dependa linearmente do tensor taxa de deformação (modelos lineares) ou não linearmente do

tensor taxa de deformação e rotação (modelos não lineares).

3.3 Modelos lineares para o fechamento da turbulência

Tanto para LES, quanto para URANS, utiliza-se a hipótese de Boussinesq para a modelagem

no tensor submalha (LES) e do tensor de Reynolds (URANS).

Ao se aplicar o filtro nas equações de Navier-Stokes já em sua forma divergente, e atendendo

às devidas propriedades do processo de filtragem, as equações se tornam:

∂ui

∂t
+

∂(ūiūj)

∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj

−
∂τij
∂xj

(3.5)

Vale lembrar que a forma divergente que será demonstrada no caṕıtulo seguinte, se carac-
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teriza pela seguinte operação:

ūj
∂ūi

∂xj

=
∂(ūiūj)

∂xj

Os modelos lineares tratados nesse estudo, serão especificamente da classe LES, e neles,

o tensor submalha τij é proposto como função linear do tensor taxa de deformação, que é dado

por:

u′

iu
′

j = τij

u′

iu
′

j −
δij
3
τkk = τij −

δij
3
τkk

τij −
δij
3
τkk = −νT

(
∂ūi

∂xj

+
∂ūj

∂xi

)

τij −
δij
3
τkk = −2νTSij (3.6)

O lado esquerdo da equação (3.6) é a parte anisotrópica do tensor (τij), também conhecida como

a parte deviatórica, representada por (τ dij). Podemos então reescrever a equação de forma mais

simplificada, como:

τ dij = −2νTSij , onde : Sij =
1

2

(
∂ūi

∂xj

+
∂ūj

∂xi

)
.

Sendo que νT=C4̄2|S̄|, é a viscosidade turbulenta e |S̄|=
√
2S̄ijS̄ij.

3.3.1 Modelo de Smagorinsky

O modelo submalha baseado na hipótese de viscosidade turbulenta foi proposto por Sma-

gorinsky (1963). Ele foi proposto para a simulação de escoamentos atmosféricos. Smagorinsky

introduziu esse conceito supondo um modelo de turbulência tridimensional no qual respeita a lei

de Kolmogorov, que diz que a energia cinética turbulenta segue a relação (k−5/3), para o caso de

turbulência homogênea e isotrópica.
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Para escoamentos turbulentos quase bidimensionais, o modelo de Smagorinsky se apresenta

muito difusivo, do ponto de vista numérico (LESIEUR, 2008). Porém é muito comum em aplica-

ções de engenharia se utilizar as chamadas leis de parede, que conseguem suprir as deficiências

do modelo quando o escoamento está próximo das paredes.

No modelo de Smagorinsky, a hipótese assumida para o comprimento de mistura na qual

assume a viscosidade turbulenta proporcional ao comprimento caracteŕıstico submalha4x, sendo:

νT ∝ 4x|S̄ij|. Mais especificamente, a viscosidade dinâmica turbulenta é dada por:

νT = (Cs4x)2 |S̄|.

A maior parte da literatura adota Cs = 0.1 (LESIEUR, 2008). Esse valor oferece resultados

desejáveis para escoamentos no qual ocorre turbulência isotrópica, escoamento cisalhante livre, e

escoamento em canal com função de amortecimento na parede.

De forma geral, escoamentos que ocorrem com presença de parede ao longo do caminho,

o modelo de Smagorinsy necessita de lei de parede (RODI et al., 1997). De fato, o modelo de

Smagorinsky é difusivo próximo às paredes, que pode ser comprovado através da expansão em

séries de potências do componente da velocidade em função da distância (y) da parede (LESIEUR,

2008).

3.3.2 Modelo dinâmico de Germano - Lilly

A fim de suprir as deficiências do modelo de Smagorinsky, Germano et al. (1991) e pos-

teriormente Lilly (1992) propuseram uma modificação no cálculo do coeficiente Cs, de forma

que este não seja mais assumido como uma constante, e sim como uma função que depende do

tempo e do espaço, ou seja Cs(x, y, z, t). Desta forma, o coeficiente encontrado poderá assumir

valores diferentes dependendo da região do escoamento e irá respeitar as condições de contorno,

podendo inclusive zerar nas paredes, pois o coeficiente calculado dependerá da velocidade do

escoamento.

A ideia por trás desta metodologia envolvida para o cálculo do coeficiente, consiste em

criar um tensor submalha teste que possui o dobro do tamanho filtro da malha, como ilustrado

na figura (3.1). Nela, aparecem o volume de controle para o filtro malha e o filtro teste, onde P
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Lij = −2C ˜̄42 |̃S̄|S̃ij +
1

3
δijTkk + 2 ˜C4̄2|S̄|Sij −

1

3
δij τ̃kk

Lij −

(
1

3
δijTkk −

1

3
δij τ̃kk

)
= −2C ˜̄42 |̃S̄|S̃ij + 2 ˜C4̄2|S̄|Sij

Lij −
1

3
δij (Tkk − τ̃kk) = −2C ˜̄42 |̃S̄|S̃ij + 2 ˜C4̄2|S̄|Sij

Lij −
1

3
δijLkk = −2C ˜̄42 |̃S̄|S̃ij + 2 ˜C4̄2|S̄|Sij

Ld
ij = −2C ˜̄42 |̃S̄|S̃ij + 2 ˜C4̄2|S̄|Sij

Ld
ij = −2C

(
˜̄42 |̃S̄|S̃ij −

˜4̄2|S̄|Sij

)
.

Definindo um novo tensor Mij =

(
˜̄42 |̃S̄|S̃ij −

˜4̄2|S̄|Sij

)
, temos:

Ld
ij = −2CMij.

Definindo o erro como:

Eij = Ld
ij + 2CMij.

Podemos calcular o coeficiente por meio de uma aproximação de ḿınimos quadrados do erro

estipulado:

∂EijEij

∂C
= 0.

2Mij

(
Ld
ij + 2CMij

)
= 0.

Impondo a condição de que o invariante (MijMij) 6= 0, finalmente encontramos o coeficiente

que é:

C = −
1

2

LijMij

MijMij

. (3.10)
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3.4 Modelos não lineares para o fechamento da turbulência

3.4.1 Modelo não linear proposto por S.B. Pope

Para propor um tensor de tensões geral, Pope (1975), diz ser necessária análise dimensional,

invariância sobre transformação de coordenada e o uso de propriedades tensoriais.

Generalizando os componentes τ dij para depender não apenas de Sij mas também de Ωij,

queremos τ dij como função dessas variáveis, ou seja:

τ dij = Fij

(
S̃kl, Ω̃kl

)
, (3.13)

onde temos:

S̃ij =
1

2

(
∂ũi

∂xj

+
∂ũj

∂xi

)
; Ω̃ij =

1

2

(
∂ũi

∂xj

−
∂ũj

∂xi

)

Para simplificar a escrita, será considerado como o tensor em si, seus próprios componentes.

Assim:

SΩ = SikΩkj SΩSΩ = SikΩklSlmΩmj |S|=

√
tr(S2)

S2 = SikSkj {S2} = SikSki I = δij

A forma mais geral para a expressão (3.13), é um polinômio tensorial infinito, dado pela seguinte

forma(POPE, 1975):

a =
∞∏

i=1

∞∑

αi=0

∞∏

j=1

∞∑

βj=0

Gα1,α2...
β1,β2...

Sα1Ω
β1Sα2Ω

β2 ... (3.14)

Onde os coeficientes G são funções dos invariantes {Sα1Ω
β1Sα2Ω

β2 ...}.

Felizmente, por meio do teorema de Cayley-Hamilton, um número de invariantes indepen-

dentes dos tensores de segunda ordem linearmente independentes que podem ser formados por

S e por Ω é finito (POPE, 1975).

Para um caso geral tridimensional, com turbulência homogênea e isotrópica a equação

(3.14), consiste em um tensor polinomial com dez elementos com potências diferentes de S̃ij
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e Ω̃ij, ou de ambos, obtidos por meio do teorema de Cayley-Hamilton, como foi proposto por

(POPE, 1975), para descrever as tensões de Reynolds na metodologia RANS ou generalizando,

para as tensões sub-malha na modelagem LES.

τ d =
10∑

k=1

GkT
k. (3.15)

Onde o negrito denota notação tensorial, e Tk é dado por:

T(1) = S̃ T(2) = S̃
2
−

1

3
tr(S̃

2
)I

T(3) = Ω̃
2
−

1

3
tr(Ω̃

2
)I T(4) = S̃Ω̃ − Ω̃S̃

T(5) = S̃
2
Ω̃ − Ω̃S̃

2
T(6) = S̃Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃−

2

3
tr(S̃Ω̃

2
)I

T(7) = S̃
2
Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃
2
−

2

3
tr(S̃

2
Ω̃

2
)I T(8) = S̃Ω̃S̃

2
− S̃

2
Ω̃S̃

T(9) = Ω̃S̃Ω̃
2
− Ω̃

2
S̃Ω̃ T(10) = Ω̃S̃

2
Ω̃

2
− Ω̃

2
S̃
2
Ω̃

ou seja, o polinômio tensorial infinito (3.14), pode ser transformado em um polinômio de grau

finito e ser expresso na sua forma fechada como :

τ =
δij
3
τkk +

10∑

k=1

GkT
k. (3.16)

Após essa proposta metodológica que Pope fez para a dedução de modelos não lineares

para o fechamento da turbulência, outros autores também desenvolverem modelos baseando-se

na mesma metodologia. Alguns destes modelos serão apresentados nas próximas seções.

3.4.2 Modelo não linear de Lund e Novikov

Lund e Novikov baseando-se na mesma metodologia proposta por Pope, mostraram que

apenas seis termos das equações (3.15) são suficientes para representar o tensor (τ), e cinco para

representar o tensor deviatórico, (τ d). Portanto, a forma polinomial genérica é dada por:

τ d = C14̄
2
|S̄|S̄+C24̄

2
(S̄

2
)d+C34̄

2
(Ω̄

2
)d+C44̄

2
(S̄Ω̄−Ω̄S̄)+C54̄

2 1

|S̄|
(S̄

2
Ω̄−Ω̄S̄

2
). (3.17)

O cálculo dos coeficientes de forma dinâmica pode ter um custo computacional elevado, e
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para analisar a importância de cada um dos cinco coeficientes, Lund e Novikov (1993), fizeram

um estudo avaliando a correlação entre cada um destes coeficientes. O artigo demonstrou quais

são os dois termos mais relevantes e os dois termos menos relevantes da equação (3.17). Também

foram avaliados os três termos mais relevantes e os três termos menos relevantes e por fim, os

quatro termos mais relevantes e menos relevantes da mesma equação.

Além dessa comparação, foram avaliados quais os ganhos que se tem ao calcular os coefi-

cientes de forma dinâmica e mantendo os coeficientes como constantes. E foi constatado que de

forma geral, o ganho em se calcular os coeficientes de forma dinâmica oferece uma generalidade

superior ao cálculo desses coeficientes.

3.4.3 Modelo dinâmico de segunda ordem das tensões sub-malhas de Hongrui

Tendo em vista que a melhor combinação proposta por Lund e Novikov (1993) é composta

pelo primeiro e quarto termo da equação (3.17), Hongrui et al. (2000) propuseram um modelo

não linear que é a simplificação do modelo de Lund e Novikov com base nos dois melhores termos

do tensor apresentado.

τ d = C14̄
2
|S̄|S̄+ C24̄

2
(S̄Ω̄ − Ω̄S̄). (3.18)

Definindo o tensor sub-malha e o tensor sub malha teste,

τij = uiuj − ūiūj.

Tij = ũiuj − ˜̄uiūj.

O tensor de Leonard é dado por:

Lij = ˜̄uiūj − ˜̄ui ˜̄uj = Tij − τ̃ij. (3.19)

O tensor sub-malha teste é encontrado de forma análoga

Td = C1
˜̄
4

2

|˜̄S|˜̄S+ C2
˜̄
4

2

(˜̄S ˜̄Ω − ˜̄Ω˜̄S). (3.20)
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Substituindo as equações (5.9) e (3.18) na equação (5.8), obtemos

Ld = C1M+ C2N. (3.21)

Onde

M = (˜̄4
2

|˜̄S|˜̄S− 4̃
2
|̃S̄|S̄). (3.22)

N = ˜̄4
2

(˜̄S ˜̄Ω − ˜̄Ω˜̄S)− 4̄
2
(˜̄SΩ̄ − ˜̄ΩS̄). (3.23)

Sendo definidos os tensores M e N, agora é posśıvel encontrar os coeficientes a partir da definição

do erro dado por

E = Ld − C1M− C2N. (3.24)

Ele pode ser minimizado aplicando a aproximação de ḿınimos quadrados;

∂

∂Ci

tr(E2) = 0. (3.25)

Que por fim, resulta nas constantes

C1 =
(LdM+MLd)(2NN)− (LdN+NLd)(MN+NM)

(2MM)(2NN)− (MN+NM)2
, (3.26)

C2 =
(LdN+NLd)(2MM)− (LdM+MLd)(MN+NM)

(2MM)(2NN)− (MN+NM)2
. (3.27)
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Sendo que LdM = Ld
ijMij Agora é necessário substituir os coeficientes (3.26) e (3.27) na equação

(3.18), que é

τ d = C14̃
2
|S̃|S̃+ C24̃

2
(S̃Ω̃ − Ω̃S̃). (3.28)

Logo, as equações de Navier Stokes filtradas se resumem a:

∂(ūi)

∂t
+

∂(ūiūj)

∂xj

= −
1

ρ

∂p̄∗

∂xi

+ ν
∂2(ūi)

∂xj∂xj

−
∂τ dij
∂xj

. (3.29)

∂(ūi)

∂t
+
∂(ūiūj)

∂xj

= −
1

ρ

∂p̄∗

∂xi

+ν
∂2(ūi)

∂xj∂xj

−
∂(C14̄

2
|S̄|S̄ij + C24̄

2
(S̄ikΩ̄kj − Ω̄ikS̄kj))

∂xj

. (3.30)

Que é a equação a ser resolvida com coeficientes calculados de forma dinâmica.

3.4.4 Modelo dinâmico não linear das tensões submalhas de Bergstrom

O modelo dinâmico não linear de Wang e Bergstrom (2005), foi baseado nas considerações

feitas basicamente por Gatski e Speziale (1993) e por Lund e Novikov (1993).

No artigo do Lund e Novikov (1993) foi constatado que nas cinco piores combinações dos

componentes tensoriais estavam inclusos o terceiro termo da equação (3.17). Com isso, os autores

deste modelo resolveram descartar essa base tensorial, para diminuir o custo computacional.

Já com base no artigo do Gatski e Speziale (1993), foi estabelecida que todas os outros

componentes tensoriais foram descartados pelo fato de serem combinações lineares do primeiro,

segundo e quarto termo da equação (3.17). Com isso foi estabelecido o modelo da seguinte

forma:

τ d = −2C14̄
2
|S̄|S̄− 4C24̄

2
(S̄Ω̄ − Ω̄S̄)− 4C34̄

2
(S̄

2
)d. (3.31)

Esses coeficientes podem ser calculados dinamicamente e de forma análoga aos casos ante-

riores, baseando-se na estipulação do tensor de Leonard deviatórico e do erro que será minimizado

pela aproximação de ḿınimos quadrados.



CAṔITULO IV

MODELAGEM NUMÉRICA

4.1 Formulação divergente e não divergente

Ao utilizar o Método dos Volumes Finitos (MVF), antes de efetuar a discretização das

equações, algumas caracteŕısticas são decorrentes do fato de escrever a equação diferencial na

forma divergente ou na forma não divergente. Essa diferença, que será apresentada nesta seção, é

do ponto de vista numérico; do ponto de vista matemático não há diferença. Como exemplo, será

utilizado o termo advectivo que está presente na equação de Navier-Stokes, escrito já na forma

divergente, ou seja, escrito de forma que apareça matematicamente o śımbolo do divergente, que

para o termo advectivo das equações de Navier-Stokes, é o divergente do produto das velocidades

com a massa espećıfica. Isso pode ser interpretado como o divergente do fluxo de quantidade

de movimento linear, que significa fluxo ĺıquido de quantidade de movimento linear através da

superf́ıcie de uma part́ıcula infinitesimal de fluido.

Utilizando as propriedades do operador divergente, temos a seguinte identidade:

∇ · (VV) = V∇ ·V +V · ∇V. (4.1)

Como estamos tratando de escoamentos incompresśıveis, o divergente da velocidade se
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anula, e a equação (4.1) pode ser escrita na forma:

∇ · (VV) = V · ∇V. (4.2)

Portanto, o lado esquerdo da equação (4.2) representa a forma divergente, e o lado direito

a forma não divergente. Pode ser notado que do ponto de vista matemático, para o caso em que

∇ · V = 0, não há diferença entre as abordagens de tratamento do termo advectivo. A forma

divergente é equivalente à forma não divergente. Vale ressaltar que para casos com escoamentos

compresśıveis essas abordagens também são equivalentes, mas a demonstração matemática não

é a mesma da adotada aqui.

Todavia, a diferença que será apresentada é que do ponto de vista discreto, o lado esquerdo

de (4.2) quando integrado sobre um volume, a rigor, não é igual ao lado direito quando este

também é integrado no mesmo volume.

Antes de ser feita a demonstração da diferença entre a formulação divergente e não di-

vergente, é necessário apresentar o Teorema de Gauss-Ostrogradski, também conhecido como

Teorema de Divergência, pois a utilização do MVF requer a integração de (4.2) sobre um vo-

lume, e portanto será necessária a utilização do teorema.

Sendo V , um volume contido em Rn (onde n = 3, representa o número de dimensões

de um espaço tridimensional), e seja uma função definida por partes, com arestas S, que é a

superf́ıcie de V . Sendo escolhido φ como uma função que representa um campo vetorial cont́ınuo

e diferenciável definido sobre o volume V , temos que o Teorema de Gauss-Ostrogradski é dado

por:

˚

V

∇ · φ dV =

‹

S

φ · dS. (4.3)

Que pode ser escrito de forma alternativa:

˚

V

∇φ dV =

‹

S

φ dS. (4.4)
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Podemos observar que:

¨ w

ww

VV · dS+

¨ e

w

VV · dS+

¨ ee

e

VV · dS = (ueeuee − uwwuww)∆x. (4.9)

Ou seja,

¨ w

ww

VV · dS+

¨ e

w

VV · dS+

¨ ee

e

VV · dS =

¨ ee

ww

VV · dS. (4.10)

Que é o equivalente a integrar o volume centrado em P começando os limites de integração

na face ww e terminando na face ee. Isso permite concluir que a forma divergente possibilita de

um ponto de vista numérico o balanço da informação que está sendo calculada.

- Forma não divergente

Quando se integra o termo advectivo das equações de Navier-Stokes na forma não diver-

gente sobre um volume, temos que impor que a velocidade se comporta como uma média dentro

do volume, o que possibilita a retirada desta velocidade da integral:

˚

V

V · ∇V dV = V ·

˚

V

∇V dV. (4.11)

Agora, aplicando a forma alternativa do Teorema de Gauss-Ostrogradski:

V ·

˚

V

∇V dV = V ·

‹

S

V dS. (4.12)

Ainda de acordo com a figura (4.1), integrando o volume centrado em W, entre as faces

ww e w, e assumindo que a velocidade ocorra só na direção x,

V ·

¨ w

ww

V dS = uW (uw − uww). (4.13)

Integrando o volume centrado no ponto P, entre as faces w e e, temos:

V ·

¨ e

w

V dS = uP (ue − uw). (4.14)
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Integrando o volume centrado em E, entre as faces e e ee,

V ·

¨ ee

e

V dS = uE(uee − ue). (4.15)

E por fim, integrando o volume centrado em P, composto pelas faces ww e ee,

V ·

¨ ee

ww

V dS = uP (uee − uww). (4.16)

Assim, podemos concluir que a igualdade

V ·

¨ w

ww

V dS+V ·

¨ e

w

V dS+V ·

¨ ee

e

V dS = V ·

¨ ee

ww

V dS. (4.17)

Só será válida quando V for a mesma para todas as células, e isso só pode ocorrer quando

uP = uW = uE. O que a rigor, pode não acontecer dependendo da aplicação.

Portanto, a forma não divergente não garante o balanço da informação que está sendo

transportada ao longo do volume composto pelas pelas faces ww e ee.

Devido a essa limitação da forma não divergente, o mais indicado em MVF é utilizar a

forma divergente na hora da discretização das equações, que foi o adotado durante a presente

dissertação.

4.2 Discretização espacial das equações de Navier-Stokes e da Continuidade

Como foi apresentado no caṕıtulo anterior, quando é realizada a filtragem das equações de

Navier-Stokes e da continuidade, temos:

(4.18)
∂ui

∂t
+

∂(ūiūj)

∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj

−
∂τij
∂xj

.

∂ui

∂xi

= 0. (4.19)

Inicialmente serão analisadas as equações (4.18) sem a parte temporal. No MVF, a discre-

tização espacial consiste em integrar a equação sobre um volume, que será apresentado na figura

(4.2).
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Dividindo toda a equação anterior por (∆x∆y∆z), obtem-se

[(ū1ū1)e − (ū1ū1)w]

∆x
+
[(ū1ū2)n − (ū1ū2)s]

∆y
+
[(ū1ū3)t − (ū1ū3)b]

∆z
=

= −
1

ρP

(p̄e − p̄w)

∆x
+

νP
∆x

[
∂u1

∂x1

]

e

−
νP
∆x

[
∂u1

∂x1

]

w

+
νP
∆y

[
∂u1

∂x2

]

n

−
νP
∆y

[
∂u1

∂x2

]

s

+
νP
∆z

[
∂u1

∂x3

]

t

−

−
νP
∆z

[
∂u1

∂x3

]

b

−
[(τ11)e − (τ11)w]

∆x
−

[(τ12)n − (τ12)s]

∆y
−

[(τ13)t − (τ13)b]

∆z
.

(4.23)

A discretização das equações na direção y e z ocorrem de forma análoga, e são dadas

respectivamente por:

[(ū2ū1)e − (ū2ū1)w]

∆x
+
[(ū2ū2)n − (ū2ū2)s]

∆y
+
[(ū2ū3)t − (ū2ū3)b]

∆z
=

= −
1

ρP

(p̄n − p̄s)

∆y
+

νP
∆x

[
∂u2

∂x1

]

e

−
νP
∆x

[
∂u2

∂x1

]

w

+
νP
∆y

[
∂u2

∂x2

]

n

−
νP
∆y

[
∂u2

∂x2

]

s

+
νP
∆z

[
∂u2

∂x3

]

t

−

−
νP
∆z

[
∂u2

∂x3

]

b

−
[(τ21)e − (τ21)w]

∆x
−

[(τ22)n − (τ22)s]

∆y
−

[(τ23)t − (τ23)b]

∆z
.

(4.24)

[(ū3ū1)e − (ū3ū1)w]

∆x
+
[(ū3ū2)n − (ū3ū2)s]

∆y
+
[(ū3ū3)t − (ū3ū3)b]

∆z
=

= −
1

ρP

(p̄t − p̄b)

∆x
+

νP
∆x

[
∂u3

∂x1

]

e

−
νP
∆x

[
∂u3

∂x1

]

w

+
νP
∆y

[
∂u3

∂x2

]

n

−
νP
∆y

[
∂u3

∂x2

]

s

+
νP
∆z

[
∂u3

∂x3

]

t

−

−
νP
∆z

[
∂u3

∂x3

]

b

−
[(τ31)e − (τ31)w]

∆x
−

[(τ32)n − (τ32)s]

∆y
−

[(τ33)t − (τ33)b]

∆z
.

(4.25)

Portanto as equações (4.23), (4.24) e (4.25) formam o conjunto das equações filtradas de

Navier-Stokes discretizadas.

Para a discretização da equação (4.19), o processo é análogo. Integrando em relação ao

volume e aplicando o Teorema de Gauss-Ostrogradski.

(4.26)

˚

V

∂ui

∂xi

dV =

‹

S

ūi dSi

= 0.

Ou seja,
¨ e

w

ū1 dS1 +

¨ n

s

ū2 dS2 +

¨ t

b

ū3 dS3 = 0.

(4.27)[(u1)e − (u1)w] ∆y∆z + [(u2)n − (u2)s] ∆x∆z + [(u3)t − (u3)b] ∆x∆y = 0.



42

Por fim, dividindo ambos os lados da equação (4.27) por ∆x∆y∆z, obtemos a equação

da continuidade discretizada.

(4.28)
(u1)e − (u1)w

∆x
+

(u2)n − (u2)s
∆y

+
(u3)t − (u3)b

∆z
= 0.

4.3 Esquema numérico para o termo advectivo

O termo advectivo das equações de Navier-Stokes é dado pela expressão:

(4.29)
∂(uiuj)

∂xj

=
∂(uiu1)

∂x1

+
∂(uiu2)

∂x2

+
∂(uiu3)

∂x3

.

Onde i pode ser 1, 2 ou 3, que representa as velocidades na direção x, y e z, respectiva-

mente.

O tratamento deste termo advectivo será apresentado de forma generalizada, pois também

pode ser aplicado quando se trata de um transporte advectivo de uma variável qualquer.

Assim, a advecção de uma variável φ, que é expressa:

∂(ujφ)

∂xj

=
∂(u1φ)

∂x1

+
∂(u2φ)

∂x2

+
∂(u3φ)

∂x3

.

Com base no diagrama de variáveis normalizadas, a variável advectada φ pode ser norma-

lizada por (ALVES; OLIVEIRA; PINHO, 2003):

φ̂ =
φ− φU

φD − φU

. (4.30)

Figura 4.3: Definição das variáveis locais e sistema de coordenadas (ALVES;OLIVEIRA; PINHO, 2003).
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Sendo os subscritos U (upstream) e D (downstream) representam as células à montante e

à jusante, respectivamente. Sendo que U fica localizado na direção upstrem da face f da célula

considerada(ALVES; OLIVEIRA; PINHO, 2003).

Neste método, a face da célula possui um valor normalizado para cada função dependentes

do upwind, sendo:

φ̂f = f(φ̂P , ξ̂P , ξ̂f ), (4.31)

Onde as coordenadas generalizadas são dadas por:

ξ̂P =
ξP − ξU
ξD − ξU

. (4.32)

ξ̂f =
ξf − ξU
ξD − ξU

. (4.33)

Tendo visto as definições acima, o esquema advectivo adotado nas implementações do

modelos não lineares é dada pelo esquema conhecido como CUBISTA (Convergent and Universally

Bounded Interpolation Scheme for Treatment of Advection) (ALVES; OLIVEIRA; PINHO, 2003).

φ̂f =





[
1 +

ξ̂f − ξ̂P

3(1− ξ̂P )

]
ξ̂f

ξ̂P
φ̂P , 0 < φ̂P <

3

4
ξ̂P

ξ̂f (1− ξ̂f )

ξ̂P (1− ξ̂P )
φ̂P +

ξ̂f (ξ̂f − ξ̂P )

1− ξ̂P
,

3

4
ξ̂P ≤ φ̂P ≤

1 + 2(ξ̂f − ξ̂P )

2ξ̂f − ξ̂P
ξ̂P

1−
1− ξ̂f

2(1− ξ̂P )
(1− φ̂P ),

1 + 2(ξ̂f − ξ̂P )

2ξ̂f − ξ̂P
ξ̂P < φ̂P < 1

φ̂P , no restante.
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4.4 Integração temporal

O método de integração utilizado no código MFSim, foi o SBDF (Simiimplicit Backward

Differentiation Formula), que tem como caracteŕıstica resolver o termo difusivo de forma impĺıcita

e o termo advectivo das equações de Navier-Stokes, de forma expĺıcita.

O método exige que o passo de tempo seja função do tempo utilizado no termo advectivo

(∆tadv). Sendo assim:

∆t = C

(
1

∆tadv

)
−1

.

Onde:

∆tadv =
∆x

|u|max

+
∆y

|v|max

+
∆z

|w|max

.

E C é a condição de CFL(Courant-Friedrichs-Lewy) compreendido entre 0 e 1, e ∆x,∆y e

∆z, são dimensões da célula nas direções x, y e z.

Com isso, as equações de Navier-Stokes adquirem a seguinte forma:

(4.34)

α2(ρui)|
n+1 + α1(ρui)|

n + α0(ρui)|
n−1

∆tn+1
=

−β1

[
∂(ρūiūj)

∂xj

]n
− β0

[
∂(ρūiūj)

∂xj

]n−1

−
∂p

∂xi

∣∣∣∣
n+1

+

+θ2

[
µ

∂2ūi

∂xj∂xj

]n+1

+ θ1

[
µ

∂2ūi

∂xj∂xj

]n
+ θ0

[
µ

∂2ūi

∂xj∂xj

]n−1

Onde α2 = 1, 5; α1 = −2; α0 = 0, 5; θ2 = 1; θ1 = 0; θ0 = 0; β1 = 2 e β0 = −1 podem

ser conferidos em Damasceno (2018).

4.5 Acoplamento Pressão - Velocidade

No método do passo fracionado a pressão é utilizada para impor a equação da continuidade

e para calcular o campo de velocidade no primeiro passo do método (FERZIGER; PERIC, 2012).

Sendo as equações de Navier-Stokes e da continuidade dadas por:

(4.35)
∂ui

∂t
= −

∂(uiuj)

∂xj

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj

−
1

ρ

∂p

∂xi

.
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(4.36)
∂ui

∂xi

= 0.

Nas três direções as equações serão:

∂u

∂t
= RHSu −

1

ρ

∂p

∂x
.

∂v

∂t
= RHSv −

1

ρ

∂p

∂y
.

∂w

∂t
= RHSw −

1

ρ

∂p

∂z
.

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0.

Onde, RHSu, RHSv, RHSw representam o termo advectivo e difusivo nas direções x, y

e z, respectivamente.

Na discretização adotada, o subscrito i representa a posição na malha espacial e o sobres-

crito n representa a posição na malha temporal. Inicialmente a pressão é calculada de forma

impĺıcita, ou seja, no tempo n+ 1.

un+1
i,j,k − un

i,j,k

∆t
= RHSn

u −
1

ρ

∂p

∂x

n+1

.

vn+1
i,j,k − vni,j,k

∆t
= RHSn

v −
1

ρ

∂p

∂y

n+1

.

wn+1
i,j,k − wn

i,j,k

∆t
= RHSn

w −
1

ρ

∂p

∂z

n+1

.

un+1
i+1,j,k − un+1

i,j,k

∆x
+

vn+1
i,j+1,k − vn+1

i,j,k

∆y
+

wn+1
i,j,k+1 − wn+1

i,j,k

∆z
= 0.

Para fins metodológicos, iremos separar o método em cinco etapas, que são dadas por:

- Etapa 1 - Passo preditor

Consiste em obter u∗,v∗ e w∗ pelas equações (4.37), (4.38) e (4.39).

(4.37)
u∗

i,j,k − un
i,j,k

∆t
= RHSn

u −
1

ρ

∂p

∂x

n

.

(4.38)
v∗i,j,k − vni,j,k

∆t
= RHSn

v −
1

ρ

∂p

∂y

n

.
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(4.39)
w∗

i,j,k − wn
i,j,k

∆t
= RHSn

w −
1

ρ

∂p

∂z

n

.

- Etapa 2 - Passo corretor

Corrigire u e v usando as equações (4.40), (4.41) e (4.42).

(4.40)
un+1
i,j,k − u∗

i,j,k

∆t
= −

1

ρ

∂p

∂x

n+1

.

(4.41)
vn+1
i,j,k − v∗i,j,k

∆t
= −

1

ρ

∂p

∂y

n+1

.

(4.42)
wn+1

i,j,k − w∗

i,j,k

∆t
= −

1

ρ

∂p

∂z

n+1

.

Derivando as equações (4.40), (4.41) e (4.42) em relação à x, y e z respectivamente,

temos:

(4.43)
1

∆t

[
∂un+1

i,j,k

∂x
−

∂u∗

i,j,k

∂x

]
= −

1

ρ

∂2p

∂x2

n+1

.

(4.44)
1

∆t

[
∂vn+1

i,j,k

∂y
−

∂v∗i,j,k
∂y

]
= −

1

ρ

∂2p

∂y2

n+1

.

(4.45)
1

∆t

[
∂wn+1

i,j,k

∂z
−

∂w∗

i,j,k

∂z

]
= −

1

ρ

∂2p

∂z2

n+1

.

- Etapa 3 - Cálculo da correção da pressão

Somando as equações (4.43), (4.44) e (4.45) e utilizando a equação da continuidade, temos

a equação de Poisson para a correção da pressão.

(4.46)∇2p = −
ρ

∆t

[
∂u∗

∂x
+

∂v∗

∂y
+

∂w∗

∂z

]
.

- Etapa 4 - Iteração

Iterar entre os passos 2 e 3 afim de determinar a pressão e velocidade com precisão neces-

sária (MALISKA, 2017).

- Etapa 5 - Iteração no tempo

Após realizar os passos de 1 à 4, avançar no tempo (MALISKA, 2017).
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4.6 Método Multigrid

A base do método multigrid (MM) está em como lidar com o método iterativo da solução

do sistema linear. Sua taxa de convergência depende dos autovalores da matriz de iteração que

será resolvida. O resultado dos autovalores implicará o quão rápida será a solução do sistema. Os

autovetores associados aos seus autovalores irão determinar a distribuição espacial dos erros de

iteração, e eles variam consideravelmente de método para método (FERZIGER; PERIC, 2012).

Como a maioria dos problemas envolvendo dinâmica dos fluidos com aplicação prática exige

um elevado custo computacional, o método utilizado no código MFSim para o problema tratado

na dissertação, foi o MM, pois possibilita um aumento considerável na velocidade de resolução

dos sistemas lineares que surgem devido as discretizações das equações envolvidas, pois o método

é baseado em ações corretivas Maliska (2017).

O MM consiste em resolver um sistema linear do tipo:

Aφ = B. (4.47)

Sendo A a matriz constitúıda pelos coeficientes, φ representa as incógnitas envolvidas e B

é a matriz que possui os termos fontes.

A solução da equação (4.47) poderia ser feita por algum método iterativo tradicional,

como por exemplo o método de Jacobi, Gauss-Seidel, ou TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm),

porém, já foi constatado na literatura que os erros de baixa frequência que constituem as malhas

mais finas são os responsáveis pela lentidão na convergência dos métodos que utilizam apenas

um único ńıvel de malha (VILLAR, 2007).

O prinćıpio do MM é que cada faixa de frequência de erro tem que ser reduzida no espa-

çamento mais adequado (VILLAR, 2007). Para isso, o método multigrid trabalha com diferentes

ńıveis de malha, sendo que a malha base constitui a malha mais fina, e cada ńıvel posterior tem

um aumento gradativo no ńıvel e do tamanho da malha. Desta forma os comprimentos de onda

dos erros que são longos em malhas finas vão se tornando cada vez mais curtos em malhas grossas

(MCCORMICK, 1987).

Para uma análise detalhada sobre o método multigrid, consultar Villar (2007).



CAṔITULO V

MODELAGEM DE FECHAMENTO NAO LINEAR

5.1 Modelo não linear de Wang e Bergstrom

O primeiro modelo não linear escolhido para o fechamento da turbulência, foi o modelo de

Wang e Bergstrom simplificado. O procedimento foi realizado de forma a reduzir a quantidade

de coeficientes de três para dois (HONGRUI et al., 2000).

O modelo dos autores Wang e Bergstrom (2005), que é baseado nos artigos encontrados

em KOSOVIĆ (1997) e Pope (1975), é dado da seguinte forma:

τ dij = −2C14̃
2
|S̃|S̃ij − 4C24̃

2
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj)− 4C34̃

2
(S̃ikS̃kj)

d. (5.1)

Sendo |S̃|=

√
2S̃ijS̃ij e ()

d, um operador que gera o tensor deviatórico, ou seja, um tensor

com a soma da diagonal principal igual a zero, portanto: (S̃ikS̃kj)
d = S̃ikS̃kj −

1
3
S̃mnS̃mnδij.

5.1.1 Modelo não linear de Hongrui - modificado

Para, a primeira implementação, foi feita uma simplificação com base nos artigos dos

autores (HONGRUI et al., 2000) e Lund e Novikov (1993), no qual foi avaliada quais eram as

melhores e piores duplas das cinco bases tensoriais apresentadas. Com isso, foi descartado o

último termo da equação (5.1).
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Portanto, a simplificação resulta em:

τ dij = −2C14̃
2
|S̃|S̃ij − 4C24̃

2
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj). (5.2)

Agora o desafio é calcular os coeficientes C1 e C2 de forma dinâmica.

O procedimento para o cálculo destes coeficientes apresentado na maioria da literatura

encontrada é dada pela aproximação por ḿınimos quadrados (WANG; BERGSTROM, 2005),

(HONGRUI et al., 2000), (LILLY, 1992), (YANG et al., 2012) e (LUND; NOVIKOV, 1993).

Esse procedimento resulta em coeficientes, que são tensores invariantes dependentes dos

tensores deviatóricos da taxa de deformação, taxa de rotação e tensor de Leonard.

Porém, um método alternativo foi utilizado para a presente dissertação. Os autores desen-

volveram um procedimento que resulta nos mesmos coeficientes encontrados na literatura para o

caso avaliado, porém, do ponto de vista prático o procedimento proposto foi avaliado como mais

simples.

O método consiste em primeiramente definir o tensor submalha e o tensor submalha teste

como:

τij = ũiuj − ũiũj. (5.3)

Tij = ̂̃uiuj − ̂̃ui
̂̃uj. (5.4)

O tensor de Leonard é dado por:

Lij = ̂̃uiũj − ̂̃ui
̂̃uj = Tij − τ̂ij. (5.5)

O tensor submalha teste é encontrado de forma análoga ao tensor de Reynolds submalha:

T d
ij = −2C1

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4C2

̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj). (5.6)
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Substituindo as equações (5.2) e (5.6) na equação (5.5), obtemos:

Lij = −2C1
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4C2

̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj) +

1

3
δijTkk + 2C14̃

2̂
|S̃|S̃ij +

+4C24̃
2
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)−

1

3
δij τ̂kk,

Lij =

−2C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij−4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−4C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj−

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)−4̃

2
(
̂̃
SikΩ̃kj−

̂̃
ΩikS̃kj)

]
+
1

3
δijTkk−

1

3
δij τ̂kk,

Lij −
1

3
δij (Tkk − τ̂kk)

= −2C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)− 4C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 4̃

2
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)

]
,

Lij −
1

3
δijLkk

= −2C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)− 4C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 4̃

2
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)

]
,

Ld
ij = −2C1(

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)− 4C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 4̃

2
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)

]
,

(5.7)Ld
ij = −C1Mij − C2Nij,

Onde,

Mij = 2(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij). (5.8)

Nij = 4

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 4̃

2
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)

]
. (5.9)

Sendo definidos os tensores Mij e Nij, agora é posśıvel encontrar os coeficientes realizando uma

contração na equação (5.7), que possibilita aparecer tensores invariantes.

Inicialmente, multiplicando ambos os lados da equação (5.7) por Mij, temos:

Ld
ijMij = −C1MijMij − C2NijMij. (5.10)
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Analogamente, multiplicando ambos os lados da equação (5.7) por Nij, temos:

Ld
ijNij = −C1MijNij − C2NijNij. (5.11)

Por fim, resolvendo o sistema composto pelas equações (5.10) e (5.11),encontramos as

constantes:

C1 =
(Ld

ijMij)(NijNij)− (Ld
ijNij)(MijNij)

(MijNij)(MijNij)− (NijNij)(MijMij)
. (5.12)

C2 =
(Ld

ijNij)(MijMij)− (Ld
ijMij)(MijNij)

(MijNij)(MijNij)− (NijNij)(MijMij)
. (5.13)

Agora basta substituir os coeficientes (5.12) e (5.13) na equação (5.2), que é

τ dij = −2C14̃
2
|S̃|S̃ij − 4C24̃

2
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj).

Logo, as equações de Navier-Stokes filtradas se resumem a:

∂(ũi)

∂t
+

∂(ũiũj)

∂xj

= −
1

ρ

∂p̃

∂xi

+ ν
∂2(ũi)

∂xj∂xj

−
∂τij
∂xj

. (5.14)

∂(ũi)

∂t
+
∂(ũiũj)

∂xj

= −
1

ρ

∂p̃∗

∂xi

+ν
∂2(ũi)

∂xj∂xj

−
∂(−2C14̃

2
|S̃|S̃ij − 4C24̃

2
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj))

∂xj

. (5.15)

Sendo que p̃∗ é a pressão modificada, sendo já inclúıda a parte isotrópica do tensor sub-

malha.
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5.2 Modelo de S.B. Pope

O modelo criado por Pope é próximo do que foi apresentado por Wang e Bergstrom

(2005), porém, neste é feita uma simplificação apresentada em Pope (2001), com o coeficiente

C2 = −2C3, e portanto o modelo é apresentado como segue:

τ dij = −2C14̃
2
|S̃|S̃ij − 2C24̃

2
[
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj)− 2(S̃ikS̃kj)

d
]
. (5.16)

Para calcular os coeficientes C1 e C2, o procedimento é análogo aos anteriores, começando

por estipular o tensor de Leonard:

Lij = ̂̃uiũj − ̂̃ui
̂̃uj = Tij − τ̂ij. (5.17)

O tensor submalha teste é encontrado de forma análoga ao tensor de Reynolds submalha:

T d
ij = −2C1

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 2C2

̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
. (5.18)

Substituindo as equações (5.16) e (5.18) na equação (5.17), obtemos

Lij = −2C1
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 2C2

̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
+

1

3
δijTkk +

+2C14̃
2̂
|S̃|S̃ij + 2C24̃

2
[
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)− 2(

̂̃
SikS̃kj)

d

]
−

1

3
δij τ̂kk,

Lij = −2C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−

−2C2

{
̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)−2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
−4̃

2
[
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)−2(

̂̃
SikS̃kj)

d

]}
+

+
1

3
δijTkk −

1

3
δij τ̂kk,

Lij −
1

3
δij (Tkk − τ̂kk) =

= −2C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−

−2C2

{
̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
− 4̃

2
[
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)− 2(

̂̃
SikS̃kj)

d

]}
,
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Lij −
1

3
δijLkk =

= −2C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−

−2C2

{
̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
− 4̃

2
[
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)− 2(

̂̃
SikS̃kj)

d

]}
,

Ld
ij = −2C1(

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−

−2C2

{
̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
−4̃

2
[
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)− 2(

̂̃
SikS̃kj)

d

]}
,

(5.19)Ld
ij = −C1Mij − C2Nij.

Sendo,

Mij = 2(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij). (5.20)

Nij = 2

{
̂̃
4

2
[
(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 2(

̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d

]
− 4̃

2
[
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)− 2(

̂̃
SikS̃kj)

d

]}
.

(5.21)

Estabelecendo exatamente o mesmo procedimento adotado para encontrar as equações

(5.10) e (5.11), teremos como resultado os coeficientes C1 e C2 com o mesmo formato dos

encontrados em (5.12) e (5.13), porém com os tensores Nij e Mij apresentados em (5.20) e

(5.21).

Por fim, agora basta substituir os coeficientes calculados na equação (5.16), que teremos

o modelo não linear para o tensor submalha.

5.3 Modelo não linear de Serrin

Como apresentado no artigo de Serrin (1959), o modelo não linear apresentado foi baseado

nos postulados de Stokes, que são:

� O tensor τ dij é uma função cont́ınua do tensor taxa de deformação Sij e independente de

todas as outras propriedades cinemáticas;
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� O tensor τ dij não depende explicitamente da posição x (homogeneidade espacial);

� Não há direção preferencial no espaço (isotropia);

� Quando Sij = 0, τ dij se reduz à τ dij = −pδij.

Para satisfazer os dois primeiros itens, temos matematicamente a expressão:

τ dij = τ dij(Smn),

Por meio da aplicação do teorema de Cayley-Hamilton, temos (SERRIN, 1959), (KOSOVIĆ,

1997):

τ dij = −C14̃
2
|S̃|S̃ij − C24̃

2
(S̃ikS̃kj)

d. (5.22)

O tensor submalha teste será:

T d
ij = −C1

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − C2

̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d. (5.23)

Substituindo as equações (5.22) e (5.23) na equação envolvendo o tensor de Leonard (5.17),

obtemos

Lij = −C1
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij −C2

̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d +
1

3
δijTkk +C14̃

2̂
|S̃|S̃ij +C24̃

2
(
̂̃
SikS̃kj)

d −
1

3
δij τ̂kk

= −C1(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d − 4̃
2
(
̂̃
SikS̃kj)

d

]
+

1

3
δijTkk −

1

3
δij τ̂kk,

Lij −
1

3
δij (Tkk − τ̂kk) = −C1(

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)−C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d − 4̃
2
(
̂̃
SikS̃kj)

d

]
,

Lij −
1

3
δijLkk = −C1(

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)− C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d − 4̃
2
(
̂̃
SikS̃kj)

d

]
,

Ld
ij = −C1(

̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij)− C2

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d − 4̃
2
(
̂̃
SikS̃kj)

d

]
,

(5.24)Ld
ij = −C1Mij − C2Nij.
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Onde,

Mij = (
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij). (5.25)

Nij =

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Skj)

d − 4̃
2
(
̂̃
SikS̃kj)

d

]
. (5.26)

Assim como nos casos anteriores, para encontrar as equações (5.10) e (5.11), teremos

como resultado os coeficientes C1 e C2 com o mesmo formato dos encontrados em (5.12) e

(5.13), porém com os tensores Nij e Mij apresentados em (5.25) e (5.26).

Por fim, agora basta substituir os coeficientes calculados na equação (5.22), que teremos

o tensor submalha não linear que depende apenas do tensor taxa de deformação.

5.4 Nova proposta do cálculo dos coeficientes

O cálculo dos coeficientes de forma dinâmica no modelo não linear requer um custo compu-

tacional elevado, pois cada um dos invariantes que estão em cada coeficiente, correspondem a um

somatório com 9 elementos. Por exemplo, o primeiro invariante que está contido no numerador

do coeficiente C1, que é L
d
ijMij=(Ld

11M11 +Ld
12M12 +Ld

13M13 +Ld
21M21 +Ld

22M22 +Ld
23M23 +

Ld
31M31 + Ld

32M32 + Ld
33M33).

Sabendo desse custo, e após constatar no artigo do Wang e Bergstrom (2005) que os

modelos não lineares podem ser reduzidos ao modelo linear de Germano, os autores investigaram

se havia alguma forma de atenuar este cálculo.

No artigo do Yang et al. (2012), foi demonstrado por meio de dados experimentais que

MijMij � MijNij para o caso de um escoamento que ocorre em um canal, e portanto, para o

cálculo de C1 seria razoável supor que a equação (5.10) pode ser escrita como:

Ld
ijMij = −C1MijMij,
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C1 = −
Ld
ijMij

MijMij

. (5.27)

Após calcular o C1 pela fórmula (5.27), o cálculo de C2 é encontrado fazendo a substituição do

C1 na equação (5.11):

C2 =
(Ld

ijMij)(MijNij)− (Ld
ijNij)(MijMij)

(MijMij)(NijNij)
.

Mesmo que o caso avaliado em Yang et al. (2012) tenha sido para um canal, os autores

da presente dissertação optaram por testar MijMij � MijNij para o problema da cavidade com

o modelo apresentado na seção (5.1.1), e avaliar a influência de tal simplificação para o caso em

estudo. Lembrando que Mij é dada pela equação (5.8) e Nij pela equação (5.9).

5.5 Modelo linear dependente dos tensores taxa de deformação e rotação

Ao assumir o tensor de Reynolds submalha dependente do tensor taxa de deformação e

taxa de rotação, foi apresentado na seção (2.4), que a forma mais geral que este tensor possui

com uma expansão polinomial até segundo grau, é dada por:

τ dij = α14̃
2
S̃ij + α24̃

2
Ω̃ij + α34̃

2
(S̃ikS̃kj)

d + α44̃
2
(Ω̃ikΩ̃kj)

d + α54̃
2
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj).

(5.28)

A equação (5.28) representa o tensor submalha para um caso de turbulência tridimensional

geral, que pode possuir anisotropias.

O presente modelo implementado, é uma expansão de primeiro grau do tensor submalha,

no qual irá ser analisada a possibilidade de capturas de anisotropia do escoamento, pois com a

inclusão do termo Ω̃ij que é anti-simétrico, implica que o tensor τ dij 6= τ dji, logo ele não é simétrico,

e sua hipótese de isotropia não é mais válida.

Sendo assim, o modelo implementado será:

(5.29)τ dij = α14̃
2
S̃ij + α24̃

2
Ω̃ij.
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Sendo que os coeficientes α1 e α2, de acordo com o que foi apresentado na seção (2.4),

são dados por:

α1 =
1

2

[
Ω̃ijS̃ji + S̃ijΩ̃ji + Ω̃ijΩ̃ji − Ω̃iiΩ̃ii − 2(S̃iiΩ̃jj)

]
.

α2 =
1

2

[
Ω̃ijS̃ji + S̃ijΩ̃ji + S̃ijS̃ji − S̃iiS̃ii − 2(Ω̃iiS̃jj)

]
.

Utilizando as propriedades de simetria e de anti-simetria de S̃ij e Ω̃ij, temos:

α1 =
1

2

[
Ω̃ijΩ̃ji

]
.

α2 =
1

2

[
S̃ijS̃ji

]
.

Desta forma, o cálculo dos coeficientes é encontrado de forma direta a partir da dedução do

Teorema de Cayley-Hamilton para o tensor submalha dependente dos tensores taxa de deformação

e rotação.

Como τ dij = −ũ
′

iu
′

j, tem-se:

τ dij = −
1

2

[
Ω̃mnΩ̃nm

]
4̃

2
S̃ij −

1

2

[
S̃mnS̃nm

]
4̃

2
Ω̃ij. (5.30)

5.6 Modelo não linear dependente do gradiente de velocidade

Novamente com o auxilio do Teorema de Cayley-Hamilton tridimensional, foi proposto

pelos autores a representação do tensor de Reynolds submalha como o polinômio mais geral de

segundo grau, dependente apenas do gradiente de velocidade, será:

τ dij = α14̃
2 ∂̃ui

∂xj

+ α24̃
2

(
∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

)d

.

Utilizando-se novamente do fato que τ dij = −ũ
′

iu
′

j, e o que por decorrência do teorema de

Cayley-Hamilton, o coeficiente α1 ∝

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
, a equação será da forma:

τ dij = −C14̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

− C24̃
2

(
∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

)d

. (5.31)
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Onde, C1

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
= α1 e C2 = α2.

Agora, com o mesmo procedimento utilizado em modelos anteriores, os coeficientes serão

calculados com base no tensor de Leonard. Para tal, segue-se que:

O tensor submalha teste será:

T d
ij = −C1

̂̃
4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− C2
̂̃
4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

. (5.32)

Substituindo as equações (5.32) e (5.31) na equação envolvendo o tensor de Leonard (5.17), é

obtido:

Lij = −C1
̂̃
4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− C2
̂̃
4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

+
1

3
δijTkk +

+C14̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

∧

+ C24̃
2


 ∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

∧


d

−
1

3
δij τ̂kk

= −C1


̂̃4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− 4̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

∧
−

−C2


̂̃4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

− 4̃
2


 ∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

∧


d

+

1

3
δijTkk −

1

3
δij τ̂kk,

Lij −
1

3
δij (Tkk − τ̂kk) = −C1


̂̃4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− 4̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

∧
−

−C2


̂̃4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

− 4̃
2


 ∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

∧


d

 ,

Lij −
1

3
δijLkk = −C1


̂̃4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− 4̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

∧
−

−C2


̂̃4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

− 4̃
2


 ∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

∧


d


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Ld
ij =

= −C1


̂̃4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− 4̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

∧
−

−C2


̂̃4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

− 4̃
2


 ∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

∧


d

 ,

(5.33)Ld
ij = −C1Mij − C2Nij.

Onde,

Mij =


̂̃4

2
[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]∧̂̃
∂ui

∂xj

− 4̃
2

[
∂̃um

∂xn

∂̃un

∂xm

]
∂̃ui

∂xj

∧
 . (5.34)

Nij =


̂̃4

2



̂̃
∂ui

∂xk

̂̃
∂uk

∂xj




d

− 4̃
2


 ∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

∧


d

 . (5.35)

Por fim, os coeficientes serão calculados com base na resolução do sistema composto pelas

equações (5.10) e (5.11).

Como resultado, os coeficientes C1 e C2 terão o mesmo formato dos encontrados em (5.12)

e (5.13), porém com os tensores Mij e Nij apresentados em (5.34) e (5.35), respectivamente.



CAṔITULO VI

RESULTADOS E DISCUSSÕES

O experimento material escolhido para a verificação dos modelos matemáticos implemen-

tados foi o caso clássico da cavidade com a tampa deslizante.

Este problema consiste em uma cavidade cúbica que é preenchida com um fluido newto-

niano com propriedades f́ısicas constantes e com temperatura uniforme. A tampa superior desta

cavidade desliza com a velocidade constante, sendo que este movimento da tampa causa uma

movimentação do fluido.

A relativa facilidade de implementação computacional e a disponibilidade de dados reali-

zados em experimentos materiais, foram os motivos escolhidos para decisão dos autores por este

tipo de problema.

Modelos baseados na hipótese de Boussinesq, que descrevem o tensor de Reynolds de-

pendente de forma linear do tensor taxa de deformação, em casos mais simples, apresentam

bons resultados para escoamentos com turbulência homogênea e isotrópica, que ocorrem em

geometrias sem presença de curvaturas acentuadas, ou gradientes adversos de pressão (POPE,

1975).

Porém, mesmo se tratando de uma geometria simples, a cavidade foi escolhida como ponto

de partida para o estudo da modelagem não linear do tensor de Reynolds submalha, pelos fatos já

citados anteriormente e por possibilitar uma análise mais detalhada sobre a utilização de modelos

não lineares mesmo quando se trata de escoamentos em geometrias simples.
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6.1 Uma escolha precisa dos componentes tensoriais

Grande parte do tempo gasto pelos autores com a presente dissertação, foi com a investiga-

ção acerca das escolhas dos componentes tensoriais para compor polinômio tensorial que descreve

o tensor submalha não linear.

Como sugerido por Pope (1975), a chave para a construção deste tipo de modelo é baseada

na aplicação do teorema de Cayley-Hamilton.

Portanto, seguindo as ideias de Spencer e Rivlin (1958), o polinômio mais geral composto

por um tensor de segunda ordem que dependa do tensor taxa de rotação e do tensor taxa de

deformação é composto por:

T(1) = S̃ T(2) = Ω̃

T(3) = S̃
2

T(4) = S̃Ω̃ − Ω̃S̃

T(5) = Ω̃
2

T(6) = S̃
2
Ω̃ − Ω̃S̃

2

T(7) = S̃Ω̃
2
+ Ω̃

2
S̃ T(8) = S̃

2
Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃
2

T(9) = S̃Ω̃S̃
2
− S̃

2
Ω̃S̃ T(10) = Ω̃S̃Ω̃

2
− Ω̃

2
S̃Ω̃

T(11) = Ω̃S̃
2
Ω̃

2
− Ω̃

2
S̃
2
Ω̃ T(12) = S̃Ω̃

2
S̃
2
− S̃

2
Ω̃

2
S̃

T(13) = I

Uma boa forma de se visualizar essa expansão do polinômio tensorial, é reagrupando os

termos de acordo com o grau do polinômio:

n = 5

n = 4

n = 3

n = 2

n = 1

n = 0

Ω̃S̃
2
Ω̃

2
− Ω̃

2
S̃
2
Ω̃ S̃Ω̃

2
S̃
2
− S̃

2
Ω̃

2
S̃

S̃Ω̃S̃
2
− S̃

2
Ω̃S̃ S̃

2
Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃
2

Ω̃S̃Ω̃
2
− Ω̃

2
S̃Ω̃

S̃
2
Ω̃ − Ω̃S̃

2
S̃Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃

S̃
2

S̃Ω̃ − Ω̃S̃ Ω̃
2

S̃ Ω̃

I
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Sendo que os componentes destacados em vermelho, T(2), T(12) e T(13) não foram encon-

trados na literatura pelo autor da dissertação. Onde T(13) = I é o tensor identidade dependente

dos traços envolvendo os tensores taxa de deformação e rotação, e n representa o grau do po-

linômio.

Porém, como o tensor de Reynolds é por definição, simétrico, somente componentes tenso-

riais com esta propriedade devem ser assumidos (POPE, 1975). O que por consequência justifica

a eliminação do componente T(2) = Ω̃, que se trata de um tensor antissimétrico.

Portanto, esses componentes tensoriais apresentados, possuem componentes tensoriais a

mais do que é apresentado no artigo dos autores Lund e Novikov (1993) e Pope (1975). Outra

caracteŕıstica é que os componentes encontrados não aparecem como deviatóricos.

Para solucionar este impasse, foi percebido que a modelagem de τ dij dependente do tensor

taxa de deformação e do tensor taxa de rotação, deve ser incorporada a ideia de isotropia, que

pode ser expressa por um tensor de quarta ordem isotrópico e simétrico nos ı́ndices i e j.

Portanto, o tensor isotrópico de quarta ordem (Aijkl) mais geral posśıvel é (BATCHELOR,

2000):

Aijkl = µt

(
δikδjl + δilδjk −

2

3
δijδkl

)

Ou seja, quando se aplica esse tensor para a dedução do τ dij, juntamente com o teorema

de Cayley-Hamilton, temos:

τ dij = Aijklτkl(S̄ij, Ω̄ij)

= Aijkl

(
S̄kpΩ̄pn

∂ūn

∂xl

+ Ω̄kp
∂ūp

∂xn

S̄nl +
∂ūk

∂xp

S̄pnΩ̄nl + Ω̄kpS̄pn
∂ūn

∂xl

+ S̄kp
∂ūp

∂xn

Ω̄nl +
∂ūk

∂xp

Ω̄pnS̄nl

)

= Aijkl

(
α1S̄ij + α2Ω̄ij + α3S̄ikS̄kj + α4Ω̄ikΩ̄kj + α5(S̄ikΩ̄kj − Ω̄ikS̄kj) + α6δij

)

= α1S̄ij + α3(S̄ikS̄kj)
d + α4(Ω̄ikΩ̄kj)

d + α5(S̄ikΩ̄kj − Ω̄ikS̄kj)

Que é a expansão do polinômio tensorial até grau dois. Esses componentes coincidem com

os quatro primeiros termos apresentados em Pope (1975). Para uma expansão até grau 5, temos:



63

T(1) = S̃ T(2) = S̃
2
−

1

3
tr(S̃

2
)I

T(3) = Ω̃
2
−

1

3
tr(Ω̃

2
)I T(4) = S̃Ω̃ − Ω̃S̃

T(5) = S̃
2
Ω̃ − Ω̃S̃

2
T(6) = S̃Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃−

2

3
tr(S̃Ω̃

2
)I

T(7) = S̃
2
Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃
2
−

2

3
tr(S̃

2
Ω̃

2
)I T(8) = S̃Ω̃S̃

2
− S̃

2
Ω̃S̃

T(9) = Ω̃S̃Ω̃
2
− Ω̃

2
S̃Ω̃ T(10) = Ω̃S̃

2
Ω̃

2
− Ω̃

2
S̃
2
Ω̃

T(11) = S̃Ω̃
2
S̃
2
− S̃

2
Ω̃

2
S̃

Dos 11 componentes encontrados, os 10 primeiros são idênticos ao apresentado em Pope

(1975). Os componentes destacados em azul representam justamente os melhores componentes

segundo o estudo dos autores Lund e Novikov (1993). Porém, o componente em vermelho, T(3)

não apresenta bons resultados para os casos avaliados.

Já o componente destacado em marrom, T(11), foi encontrado realizando a expansão com-

pleta até quinto grau, e não foi encontrado em nenhum artigo que o autor da dissertação teve

acesso.

Desta forma, pode ser visto que basear apenas no teorema de Cayley-Hamilton não é

o suficiente para deduzir os componentes da expansão tensorial proposta por Pope (1975). É

necessário ainda a inclusão do tensor de quarta ordem isotrópico para a dedução completa dos

termos.

6.1.1 A escolha dos componentes tensoriais

A aparente aleatoriedade da escolha dos componentes tensoriais apresentada em artigos

que são referências no tema da modelagem não linear do tensor submalha, foi resolvida com uma

melhor compreensão sobre o teorema de Cayley-Hamilton.

Como apresentado na seção (2.4), a base para a dedução dos treze componentes tensoriais

apresentados na presente seção (6.1), está em substituir c = a+ b, na equação (2.5), que é um

caso espećıfico do teorema de Cayley Hamilton.
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Esta forma apresentada por Pope (1975), abre muitas possibilidades de combinações, sendo

que algumas apresentam resultados computacionais com baixa representatividade do escoamento

turbulento.

Um dos primeiros autores a testar as melhores combinações dos componentes tensoriais

que trazem resultados consistentes para um escoamento turbulento homogêneo e isotrópico,

foram Lund e Novikov (1993). Neste artigo foram avaliadas as combinações em duas situações

diferentes: (1) A combinação dos componentes tensoriais utilizando o cálculo dos coeficientes de

forma variável;(2) A combinação dos componentes tensoriais utilizando o cálculo dos coeficientes

de forma constante. Neste estudo foram testadas as combinações com os dois, três, quatro

e cinco melhores componentes tensoriais, e posteriormente os dois, três, quatro e cinco piores

componentes tensoriais. Esta análise foi feita para o caso do cálculo dos coeficientes de forma

constante e dinâmica.

Esta análise realizada pelos autores Lund e Novikov (1993) demonstrou que tanto para o

caso dos coeficientes sendo calculados de forma constante ou dinâmica, para o caso das melhores

combinações, o tensor Ω̃
2
− 1

3
tr(Ω̃

2
)I não estava presente. Por outro lado, novamente para os

casos dos coeficientes serem calculados de forma dinâmica e constante, as piores combinações

sempre estavam presentes o tensor Ω̃
2
− 1

3
tr(Ω̃

2
)I. Isso parece indicar que a forma mais geral

do polinômio tensorial proposto por Pope (1975) não apresenta bons resultados para a expansão

deste polinômio até a quarto grau, que foi o caso avaliado no artigo.

Outros autores como Gatski e Speziale (1993), seguindo as ideias de Pope (1975), apre-

sentam os componentes que estão também entre as combinações propostas em Lund e Novikov

(1993).

Com base, nas combinações apresentadas em Lund e Novikov (1993), outros modelos

importantes foram propostos, como por exemplo, Wang e Bergstrom (2005) e KOSOVIĆ (1997).

Portanto, notando esta aparente aleatoriedade deste polinômio tensorial constitúıdo pelos

treze componentes tensoriais apresentados, e respaldado na análise feita por Spencer e Rivlin

(1958), foi observada uma forma de obter as melhores combinações tensoriais por meio do Teo-

rema de Cayley-Hamilton.

Como apresentado na seção (2.4), Pope (1975) fez a substituição c = a + b na equação

(6.1) para encontrar os 10 componentes tensoriais, onde a pode ser entendido como o tensor taxa
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de deformação e b como o tensor taxa de rotação. Assim, c pode ser visto como o tensor gradiente

de velocidade. Se for incorporada a ideia de isotropia para esse gradiente de velocidade, com o

aux́ılio do tensor de quarta ordem isotrópico, a permutação realizada pelo teorema de Cayley-

Hamilton será apenas entre os tensores taxa de deformação e rotação, eliminando a permutação

com o gradiente de velocidade. Desta forma, a substituição proposta pelos autores será c = a

na equação (6.1):

abc+ bca+ cab+ bac+ acb+ cba = (bc+ cb) tra+ (ab+ ba) trc+

+ (ca+ ac) trb+ a (trbc− trbtrc) + b (trca− trctra) + c (trab− tratrb)+

+ I (tratrbtrc− tratrbc− trbtrca− trctrab+ trabc+ trcab) . (6.1)

Após realizar a substituição c = a na equação (6.1) tem-se como resultado:

(6.2)G(a,b) = aba+ a2b+ ba2

= α1a+ α2b+ α3a
2 + α4(ab+ ba) + α5I.

Onde:

α1 = [trab− tratrb] .

α2 =
1

2

[
tra2 − (tra)2

]
.

α3 = [trb] .

α4 = [tra] .

α5 =

[
tra2b− tratrab+

1

2
trb
(
(tra)2 − tra2

)]
.

Portanto, se G(a,b) for escolhido como τ dij = Aijklτkl(S̄ij, Ω̄ij) e multiplicando cada termo

por 4̃
2
para se obter a dimensão desejada, temos:

(6.3)τ dij = α14̃
2
Sij + α34̃

2
(SikSkj)

d + α44̃
2
(SikΩkj − ΩikSkj).

Sendo que os coeficientes α1, α2, ..., α5 pode ser escolhido da forma desejada, como foram

nos casos de todos os modelos anteriores (SERRIN, 1959).
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Os termos apresentados na equação (6.3) são exatamente os mesmos componentes tenso-

riais escolhidos nos artigos, como sendo a melhor representação da expansão do polinômio tenso-

rial até segundo grau, para escoamentos complexos (KOSOVIĆ, 1997),(WANG; BERGSTROM,

2005),(WANG; BERGSTROM, 2005),(SPEZIALE, 1987),(GATSKI; SPEZIALE, 1993),(SONG et

al., 2003), (FU; WANG; GUO, 2011) e (SPEZIALE, 1991).

Com base nos procedimentos anteriores e por meio do artigo dos autores Spencer e Rivlin

(1958), foi posśıvel fazer uma generalização para representar a forma mais geral deste polinômio

tensorial, com uma expansão até quinto grau, que pode ser dada por:

T(1) = S̃ T(2) = S̃
2
−

1

3
tr(S̃

2
)I

T(3) = S̃Ω̃ − Ω̃S̃ T(4) = S̃
2
Ω̃ − Ω̃S̃

2

T(5) = S̃
2
Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃
2
−

2

3
tr(S̃

2
Ω̃

2
)I T(6) = S̃Ω̃S̃

2
− S̃

2
Ω̃S̃

T(7) = S̃Ω̃
2
S̃
2
− S̃

2
Ω̃

2
S̃ T(0) = I

Novamente, expressando esta expansão em termos do grau do polinômio tensorial, temos:

n = 5

n = 4

n = 3

n = 2

n = 1

n = 0

S̃Ω̃
2
S̃
2
− S̃

2
Ω̃

2
S̃

S̃
2
Ω̃

2
+ Ω̃

2
S̃
2
− 2

3
tr(S̃

2
Ω̃

2
)I S̃Ω̃S̃

2
− S̃

2
Ω̃S̃

S̃
2
Ω̃ − Ω̃S̃

2

S̃
2
− 1

3
tr(S̃

2
)I S̃Ω̃ − Ω̃S̃

S̃

I

Vale ressaltar, que as quatro melhores combinações posśıveis para uma expansão polinomial

até terceiro grau, tanto para o cálculo com coeficientes constantes ou com coeficientes variáveis

em Lund e Novikov (1993), é constitúıdo exatamente pelas bases T(0),T(1),T(2),T(3) e T(4).
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6.2 Cavidade com tampa deslizante

A configuração do caso foi estabelecida com o propósito de gerar resultados que possam

ser comparados com um experimento material realizado por Prasad e Koseff (1989).

É importante deixar claro, que a expressão ”experimento material”empregada ao longo do

texto, tem o intuito de representar o experimento feito por meio de instrumentos de medição

constitúıdo por estrutura f́ısica e palpável. Quando for utilizada a expressão ”experimento com-

putacional”, o intuito é referir ao experimento realizado por meio de uma simulação realizada no

computador.

Portanto, como no experimento material, a configuração do caso foi a mesma para todos

os modelos computacionais implementados. Seguindo as seguintes caracteŕısticas:

� O doḿınio computacional é cúbico e tem dimensões: 1m× 1m× 1m;

� A taxa de refinamento utilizada foi de razão 2;

� O número de ńıveis f́ısicos utilizados foram iguais à 2;

� O número de células no ńıvel mais fino foi: 32× 32× 32;

� Não foi utilizado refinamento adaptativo;

� O esquema semi-impĺıcito de discretização temporal utilizado foi o sbdf;

� O esquema de discretização do termo advectivo foi o cubista;

� O caso foi simulado sem condições de periodicidade;

� Foram utilizados 8 processadores, com divisão topológica igual nas três dimensões: (2, 2, 2).

Para representar como é o problema, uma imagem da cavidade com o modelo de S.B. Pope

implementado está apresentada na figura (6.1), com o critério de avaliação de iso superf́ıcie.
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Figura 6.1: Cavidade com tampa deslizante.

6.2.1 Modelo não linear de Hongrui - modificado

Este modelo foi desenvolvido com o intuito de utilizar apenas dois componentes tensoriais

do tensor de Reynolds submalha. O propósito de tal simplificação é decorrente da redução do

custo computacional em detrimento da utilização de todas as bases que compõe o polinômio.

Tendo em vista que os autores (HONGRUI et al., 2000) faz tal simplificação com base no artigo

dos autores Lund e Novikov (1993), onde se propõe as duas melhores combinações para o caso

do cálculo dos coeficientes ocorrer de forma dinâmica.

τ dij = −2C14̃
2
|S̃|S̃ij − 4C24̃

2
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj). (6.4)

A modificação deste modelo consiste no fato do modelo original dos autores (HONGRUI et

al., 2000), o segundo termo estar multiplicado por (−4C2), enquanto no original estava (+C2).

Esta simples mudança de um fator multiplicando o o coeficiente C2 por (−4), possibilitou a con-

vergência dos cálculos computacionais. A forma original do modelo apresentado por (HONGRUI

et al., 2000) não estava possibilitando a convergência do método, portanto a simplificação do

modelo apresentado em (WANG; BERGSTROM, 2005) foi adotada.
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O cálculo do C1 e C2 de forma dinâmica, foi detalhado na seção (5.1).

Com isso, foram plotados os gráficos da velocidade média nas direções x e y na figura

(6.2). As medidas foram feitas no plano de simetria da cavidade, com o corte no sentido do

movimento da tampa deslizante. Os valores encontrados com o modelo, foi comparado com

dados de experimento material já citado anteriormente.

(a) Velocidade média em x. (b) Velocidade média em y.

Figura 6.2: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - Modelo de Hongrui modificado.

Podemos observar quantitativamente pela figura (6.2a), que a velocidade média na direção

x tem uma boa aderência nas paredes da cavidade quando comparado com os dados do experi-

mento material. Já nas regiões adjacentes à parede da cavidade a diferença entre o experimento

material e computacional começa a se acentuar. Quando se observa o centro da cavidade pode

ser notada um reaproximação entre os resultados materiais e computacionais.

Pela figura (6.2b), uma análise análoga à figura (6.2a) pode ser feita.

Também foram plotados gráficos para avaliar a raiz da velocidade quadrática média - RMS

(root mean square), nas direções x e y, na figura (6.3). Sendo que o resultado foi multiplicado

por 10 para fazer a comparação com a mesma medida apresentada em Prasad e Koseff (1989).
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(a) RMS na direção x. (b) RMS na direção y.

Figura 6.3: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - Modelo de Hongrui modificado.

Observando a figura (6.3a), é notado que o perfil plotado no cálculo RMS na direção x

consegue captar alguns dos dados experimentais próximo à parede, mas no centro da cavidade a

captura fica menos realista do que no caso da comparação realizada com os cálculos da velocidade

média em x.

Já pela figura (6.3b), a comparação do RMS computacional com o experimento material

próximo à parede da direita foi satisfatória, mas no centro da cavidade a aproximação entre os

dois resultados se diferem mais acentuadamente.

6.2.2 Comparação do modelo de Hongrui com Germano

O modelo clássico dos autores Germano et al. (1991), que já tem implementado e validado

no código MFSim, também foi utilizado para servir como comparação com o experimento material

e com os atuais modelos não lineares implementados. Isso será feito para analisar qualitativamente

onde o modelo linear e não linear oferecem vantagens para o caso do escoamento na cavidade

com tampa deslizante.

Outro motivo para tal comparação com o modelo de Germano, é que o experimento material

também carrega erros de medição, e que portanto, a pura comparação dos modelos tendo como

base o experimento material tem que ser cautelosa, pois medições de propriedades do campo

turbulento são muito complexas.

Tendo a concepção da confiabilidade trazida pela Simulação Numérica Direta (DNS), o
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ideal seria uma comparação dos resultados obtidos por meio de DNS com os modelos implemen-

tados na dissertação com a metodologia da Simulação das Grandes Escalas (LES). Como não

foram encontrados resultados dos campos de pressão e velocidade da cavidade para DNS, a com-

paração com um caso canônico como é o caso da cavidade com o modelo clássico de Germano,

foi julgada como adequada.

Após ser feita esta interpretação, foi simulado o caso da cavidade com as mesmas confi-

gurações citadas acima, utilizando como modelo de fechamento da turbulência o modelo linear

de Germano et al. (1991), na figuras (6.4) e (6.5).

(a) Modelo de Germano. (b) Modelo de Hongrui.

Figura 6.4: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - Velocidade média em x.

Por meio da comparação entre as figuras (6.4a) e (6.4b), que indicam a velocidade média

na direção x, utilizando os modelos de turbulência de Germano e Hongrui, respectivamente, é

notado que o modelo de Germano tem um boa aproximação com os resultados experimentais ao

longo de todo o doḿınio computacional, porém, a adequação entre os resultados do experimento

material com o computacional se mostra mais eficiente no modelo não linear quando se trata das

regiões próximas às paredes. Em contrapartida, esta aproximação se apresenta melhor no modelo

linear quando se avalia o centro da cavidade, do que no modelo não linear.

Quando se avalia os resultados do RMS na direção x, os modelos de Germano e Hongrui,

são apresentados na figura (6.5).
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(a) Modelo de Germano. (b) Modelo de Hongrui.

Figura 6.5: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - RMS na direção x.

Pela comparação entre as figuras (6.5a) e (6.5b), novamente segue o padrão de uma melhor

aproximação dos resultados do experimento material relativas à região de análise. O modelo linear

aparenta ter uma melhora quando se avalia a região central da cavidade. E nas regiões próximas

às paredes os modelos não lineares conseguem capturar mais valores que são encontrados no

experimento material.

A comparação das velocidades médias entre os dois modelos na direção y pode ser cons-

tatada na figura (6.6). Pode-se notar novamente que a o modelo linear fica mais próximo dos

resultados do experimento material na região central da cavidade. Já no modelo não linear, ocorre

uma melhor aproximação com os valores do experimento material nas proximidades da parede da

cavidade.

(a) Modelo de Germano. (b) Modelo de Hongrui.

Figura 6.6: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - Velocidade média em y.
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O RMS na direção y também segue a mesma tendência das análises feitas anteriormente.

Como pode ser visto pela figura (6.7).

(a) Modelo de Germano. (b) Modelo de Hongrui.

Figura 6.7: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - RMS na direção y.

6.2.3 Modelo não linear de S. B. Pope

No livro do Pope (2001), o autor propõe a construção de um modelo utilizando exatamente

as três bases que constituem a expansão do polinômio tensorial até segundo grau, que foi mostrado

na equação (??). Porém, ele apresenta que o coeficiente C3 = −2C2. O que resulta em:

τ dij = −2C14̃
2
|S̃|S̃ij − 2C24̃

2
[
(S̃ikΩ̃kj − Ω̃ikS̃kj)− 2(S̃ikS̃kj)

d
]
. (6.5)

Os resultados para os perfis de velocidade média para o modelo não linear foram já com-

parados lado a lado com os perfis de velocidade média do modelo de Germano:
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(a) Modelo de Germano. (b) Modelo de S. B. Pope.

(c) Modelo de Germano. (d) Modelo de S. B. Pope.

Figura 6.8: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - RMS na direção y.

Pode ser observado quantitativamente que a diferença entre os perfis de velocidade para

os dois modelos na figura (6.8) são pequenas.

Comparando o comportamento dos gráficos dos valores para as velocidades RMS nas dire-

ções x e y, tem-se:
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(a) Modelo de Germano. (b) Modelo de S. B. Pope.

(c) Modelo de Germano. (d) Modelo de S. B. Pope.

Figura 6.9: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - RMS na direção y.

Por meio da comparação das figuras (6.9a) e (6.9b) o modelo linear teve uma melhora

aparente no centro do canal. Nas proximidades às paredes, o modelo não linear votou a apresentar

melhores resultados.

Para as velocidades RMS nas direções x e y, nas figuras (6.9c) e (6.9d) os resultados

ficaram bem semelhantes, porém, com uma aproximação um pouco melhor na parede esquerda

com o modelo linear, e uma pequena melhora na aproximação com os resultados do experimento

material com a parede direita, no modelo não linear.
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6.2.4 Modelos de Serrin

Como apresentado na seção (5.3), o modelo não linear de Serrin (1959), propõe o tensor

de Reynolds submalha como função apenas do tensor taxa de deformação:

τ dij = τ dij(Smn).

Por meio da aplicação do teorema de Cayley-Hamilton, temos:

G(a) = α1I+ α2a+ α3a
2. (6.6)

Ou seja, a expansão polinomial do tensor submalha mais geral até segundo grau, depen-

dente apenas do tensor taxa de deformação, pode ser encontrada substituindo a por Sij na

equação (6.6). Lembrando que α1I =
1
3
τkkδij e G(a) = τij. Assim:

τ dij = −C14̃
2
|S̃|S̃ij − C24̃

2
(S̃ikS̃kj)

d. (6.7)

Os perfis de velocidade média turbulenta nas direções x e y são apresentados na figura

(6.10). Pode ser constatado que o modelo linear e não linear não apresentam diferenças signifi-

cativas nos perfis de velocidades.
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Como já foi apresentado nas seções anteriores, tem-se que o tensor de Leonard para a

equação (6.8) é dado por:

(6.9)Ld
ij = −C1Mij − C2Nij.

Onde

Mij = 2(
̂̃
4

2

|
̂̃
S|
̂̃
Sij − 4̃

2̂
|S̃|S̃ij). (6.10)

Nij = 4

[
̂̃
4

2

(
̂̃
Sik
̂̃
Ωkj −

̂̃
Ωik

̂̃
Skj)− 4̃

2
(
̂̃
SikΩ̃kj −

̂̃
ΩikS̃kj)

]
. (6.11)

Quando se realiza a contração da a equação (6.9), multiplicando por Mij, o resultado será:

Ld
ijMij = −C1MijMij − C2NijMij. (6.12)

Foi apresentado no artigo do Yang et al. (2012) uma demonstração por meio de dados

experimentais obtidos com simulação DNS, que MijMij � NijMij, e que portanto para o

cálculo de C1 seria razoável supor que a equação (6.9) pode ser escrita como:

Ld
ijMij = −C1MijMij.

Ou seja,

C1 = −
Ld
ijMij

MijMij

. (6.13)

Após calcular o C1 pela fórmula (6.13), o cálculo de C2 é obtido pela substituição do C1 na

equação (6.12):

C2 =
(Ld

ijMij)(MijNij)− (Ld
ijNij)(MijMij)

(MijMij)(NijNij)
. (6.14)
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Agora será apresentada uma comparação entre o modelo não linear com os coeficientes

apresentados nas equações (6.13) e (6.14), com o modelo linear de Germano.

Os perfis de velocidade média nas direções x e y, são apresentados na figura (6.12).

(a) Modelo de Germano. (b) Modelo não linear com coeficiente simplificado.

(c) Modelo de Germano. (d) Modelo não linear com coeficiente simplificado.

Figura 6.12: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - RMS na direção y.

O cálculos das velocidades quadráticas médias (RMS) nas direções x e y é mostrado na

figura (6.13).
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(a) Modelo de Germano. (b) Modelo não linear com coeficiente simplificado.

(c) Modelo de Germano. (d) Modelo não linear com coeficiente simplificado.

Figura 6.13: Escoamento em uma cavidade com tampa deslizante - RMS na direção y.

Esta simplificação no cálculo dos coeficientes demonstrou que os perfis de velocidade média

nas direções x e y praticamente não apresenta diferenças entre os gráficos esboçados na figura

(6.12). Ou seja, o modelo linear apresenta resultados muito próximos ao não linear quando é

feita a simplificação do coeficiente C1, para o cálculo das velocidades médias.

Todavia, as diferenças entre as velocidades quadráticas médias entre o modelo linear e o

modelo não linear com o coeficiente C1 simplificado, figura (6.13), apresenta diferenças mais

significativas quando se compara às diferenças encontradas nas velocidades médias, onde ponde

ser notado que segue a tendência de apresentar resultados melhores com os modelos lineares no

centro da cavidade, e resultados melhores com o modelo não linear, nas paredes da cavidade.
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6.2.7 Modelo não linear dependente do gradiente de velocidade

Novamente com a aplicação do teorema de Cayley-Hamilton, ao supor o tensor submalha

dependente diretamente do tensor gradiente de velocidade, tem-se:

τ dij = α14̃
2 ∂̃ui

∂xj

+ α24̃
2

(
∂̃ui

∂xk

∂̃uk

∂xj

)d

Como o gradiente da velocidade é composto pelo tensor taxa de deformação e o tensor

taxa de rotação, este modelo, que foi deduzido na seção (5.6), foi proposto pelos autores com

a intenção de simplificar a quantidade de coeficientes dos modelos tradicionais e ao mesmo

tempo representar todos os cinco primeiros termos da expansão do polinômio tensorial encontrado

quando supõe o tensor submalha dependente dos tensores taxa de deformação e rotação. Com

isso, o modelo que antes necessitaria do cálculo de cinco coeficientes e e cinco componentes

tensoriais, se resume ao cálculo de dois coeficientes e dois componentes tensoriais.

Outro propósito para a criação deste modelo foi para investigar a natureza simétrica do

tensor de Reynolds submalha, e consequentemente analisar a simplificação que o S. B. Pope fez,

ao retirar o termo assimétrico do polinômio tensorial.

Caso a eliminação do tensor taxa de rotação for devida à simetria, e consequentemente o

gradiente de velocidade ser igual ao gradiente transposto da velocidade, isso significaria que o

tensor submalha dependente apenas do gradiente de velocidade tem que ser análogo ao tensor

submalha dependente apenas do tensor taxa de deformação.

A apresentação para os resultados da velocidades médias nas direções x e y, e as velocidades

quadráticas médias nas direções x e y, estão apresentadas na figura (6.16)
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outros trabalhos de pós graduação, na sequencia da presente dissertação de mestrado.



CAṔITULO VII

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Foi importante a dedução e a aplicação do Teorema de Cayley-Hamilton para compreensão

da formulação e desenvolvimento dos modelos não lineares para o fechamento da modelagem da

turbulência. Sem passar por essa etapa, a escolha dos componentes do polinômio tensorial que

constitui o tensor submalha ficava obscura e com aparente aleatoriedade. A partir da compreensão

deste teorema foi posśıvel realizar uma escolha precisa dos componentes tensoriais do modelo não

linear, respeitando a expansão do polinômio que constitui o modelo.

Após a passagem da etapa citada acima, houve meios de avaliar com mais rigor matemático

as limitações de cada modelo apresentado na literatura.

A percepção de uma nova forma de deduzir os componentes tensoriais a partir do teorema

de Cayley-Hamilton, que possibilita aparecer exatamente as melhores combinações apresentadas

no artigo do Lund e Novikov (1993), foi uma maneira de superar a aparente aleatoriedade da

escolha destes componentes. A compreensão deste método possibilitou enxergar a construção

dos modelos não lineares por uma perspectiva mais lógica e coerente.

Para a utilização dos coeficientes da forma que foi proposta, os modelos não lineares

implementados apresentaram uma tendência em captar melhor os resultados experimentais nas

regiões próximas às paredes da cavidade, mas em contrapartida, apresentaram desempenho inferior

ao modelo linear de Germano quando avaliado na região central da cavidade. Tal comportamento

é devido os componente não lineares do tensor submalha serem capazes de captar as tensões

normais, enquanto o componente linear é capaz de captar as tensões cisalhantes (POPE, 1975).
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Mesmo quando foram incorporados mais termos não lineares no tensor submalha, não ocor-

reu uma melhora significativa em relação ao modelo linear, quando comparado com os resultados

obtidos com o experimento material, indicando que o comportamento do escoamento turbulento

na cavidade tem uma tendência a um comportamento linear ao invés de um comportamento não

linear, em relação às grandezas dependentes do tensor submalha.

A forma como se calcula os coeficientes é muito importante, pois como já apresentado

em Lund e Novikov (1993), a correlação entre os coeficientes é muito maior quando eles são

calculados de forma dinâmica. Outra importante questão é a sensibilidade dos coeficientes, pois

pequenas alterações na forma de serem calculados ou em fatores que os multiplicam, pode ser

suficiente para fazer divergir os cálculos para a obtenção do tensor submalha.

Quando foi feita a simplificação do cálculo do primeiro coeficiente do modelo de Hongrui-

modificado, pode-se concluir que utilizar este coeficiente como se fosse o de Germano, acarretou

em uma melhora dos resultados do modelo não linear na região central da cavidade. Isso sugere

que o termo linear do tensor submalha tem caracteŕıstica de captar melhor esta região, que é

uma região cisalhante.

O fato da dedução completa da forma mais geral que o tensor submalha pode assumir

quando depende do tensor taxa de deformação e do tensor taxa de rotação, com base no Teorema

de Cayley-Hamilton, expôs a ausência do tensor taxa de rotação na dedução apresentada por Pope

(1975). Tal ausência foi justificada pela incorporação do tensor de quarta ordem isotrópico na

dedução dos modelos não lineares. Todavia, a implementação de dois modelos não considerando

a simetria do tensor submalha foram propostos para avaliar as consequências de tal simplificação

adotada por Pope (1975).

Dois modelos foram criado com o propósito de avaliar a natureza não simétrica do tensor

submalha.

O primeiro modelo proposto para a análise levantada anteriormente foi de acordo com

a expansão polinomial de primeiro grau do tensor submalha dependente dos tensores taxa de

deformação e rotação. Este modelo se caracteriza como um modelo linear, porém, dependente

de duas variáveis.

Os cálculos dos campos de velocidade média nas direções x e y tiveram uma pequena

melhora na aproximação com os dados experimentais, em relação ao modelo linear de Germano.
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No cálculo das velocidades RMS, na direção x, a curva da velocidade do modelo proposto em

que o tensor submalha depende dos tensores taxa de deformação e rotação, teve o melhor com-

portamento entre todos os modelos implementados, incluindo o modelo linear de Germano. A

velocidade RMS na direção y também obteve melhoras.

O segundo modelo desenvolvido durante a dissertação, foi um modelo no qual o tensor

submalha dependesse apenas do gradiente de velocidade, e foi feita uma expansão do polinômio

até segundo grau. Esse modelo, assim como o de grau um dependente dos tensores taxa de

deformação e rotação, não foi incorporado na sua dedução o tensor de quarta ordem isotrópico.

A sua expansão até grau dois piorou os resultados de forma geral, indicando que o caso da cavidade

é melhor representado por um caso linear do que não linear para as circunstâncias avaliadas.

Como o problema da cavidade com tampa deslizante não apresenta fortes anisotropias,

gradientes adversos de pressão e curvaturas acentuadas nas linhas de corrente, os modelos não

lineares, como já era relatado na literatura, não apresenta ganhos significativos para este tipo de

problema, que aparentou ter de forma geral, um comportamento mais linear, mesmo para o caso

do tensor submalha dependente dos tensores taxa de deformação e rotação.

Como trabalho futuro, pretende-se avaliar novos modelos não lineares com malha mais

refinada, inclusive utilizando outras metodologias e classes de modelos não lineares para o fe-

chamento da turbulência. Além de continuar com a investigação da aplicação destes modelos

para casos que não são de turbulência homogênea e isotrópica, e casos com geometrias comple-

xas caracterizadas por fortes anisotropias no escoamento. A expectativa é de que os modelos

não lineares para casos com fortes anisotropias captem melhor as informações do escoamento

turbulento, em comparação aos modelos de turbulência baseados na hipótese de Boussinesq.
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ALFONSI, G. Reynolds-averaged navier–stokes equations for turbulence modeling. Applied Me-
chanics Reviews, American Society of Mechanical Engineers, v. 62, n. 4, p. 040802, 2009. Dis-
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collé en aval d’une marche. Tese (Doutorado) — Grenoble INPG, 1991.
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