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GONCALVES, Lauren Karoline de Sousa. Andlise de fadiga de sistemas estocasticos
incorporando materiais viscoelasticos. 2018. 99 f. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) -
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia, 2018.

RESUMO

Este trabalho propée uma nova formulagao probabilistica do critério de fadiga multiaxial de Sines para a
analise de fadiga no dominio da frequéncia de sistemas amortecidos viscoelasticamente e na presenga
de incertezas. Para isto, 0 método dos elementos finitos € combinado com o método de expansao de
Karhunen-Loéve para a discretizagdo dos campos aleatérios e consequente geracdo das matrizes
estocasticas para um elemento de placa sanduiche de trés camadas. Para considerar a dependéncia
em frequéncia e em temperatura das propriedades mecanicas do material viscoelastico ISD112 da 3M
utilizado neste trabalho, optou-se pela aproximagao do médulo complexo para o calculo das fungdes de
resposta em frequéncia e das respostas em tens&o necessarias na estimacgao do indice de fadiga. Uma
extensao natural da analise de fadiga dos sistemas viscoelasticos tratados neste trabalho € o uso de
técnicas de otimizacdo. Ela pemite reduzir o custo e o tempo de execugdo do projeto de um sistema
viscoelastico com vistas a sua vida em fadiga. Neste sentido, optou-se por utilizar o NSGA. Entretanto,
em vista do grande numero de avaliagdes exatas das fungdes objetivo associado ao procedimento de
otimizagdo multiobjetivo robusto proposto para avaliar as incertezas no espago de busca, propdem-se o
uso de uma técnica de reducdo de modelos bem adaptada aos sistemas viscoelasticos. Neste caso, foi
construida uma base de redugao constante (independente da frequéncia e da temperatura) enriquecida
iterativamente com residuos estaticos dos esforcos extemos e das forcas viscoelasticas. O objetivo é
aproximar as respostas em tenséo do sistema viscoelastico e reduzir o tempo de calculo das solugdes
otimas e robustas. Através dos inumeros exemplos numéricos com uma placa plana sanduiche de trés
camadas, pode-se ilustrar os desenvolvimentos abordados ao longo deste trabalho e a importancia de
se considerar as incertezas na otimizacao de sistemas viscoelasticos mais realisticos para a analise de

fadiga.

Palavras-chave: Materiais viscoelasticos, incertezas paramétricas, analise de fadiga, critério de Sines,

NSGA, otimizagao robusta.
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GONGCALVES, Lauren Karoline de Sousa. Fatigue analysis of stochastic systems incorporating
viscoelastic materials. 2018. 99 f. Thesis (Mechanical Engineering), Federal University of Uberlandia,
Uberlandia, 2018.

ABSTRACT

This work proposes a new probabilistic approach for the Sine’s fatigue criterion in the frequency-domain
to investigate the fatigue damage of a viscoelastically-damped system with uncertainties. In this case, the
finite element method has been used in conjunction with the Karhunen-Loéve expansion method to
discretize the Gaussian random fields and to construct the stochastic elementary FE matrices for a three-
layer sandwich plate element. To incorporate the frequency- and temperature-dependent behavior of the
3M ISD112 viscoelastic material adopted here, it is considered the complex modulus approach, which is
used in the computation of the frequency response functions and the stress responses of the viscoelastic
system. These responses are required in the estimation of the Sine’s global criterion. A natural extension
of the modeling capability presented here is the use of optimization techniques with the aim of reducing
the time to perform a fatigue analysis of viscoelastic systems. Within this context, it has been used the
well-known NSGA optimization technique. However, due to the large number of exact evaluations of the
objective functions for the robust multiobjective optimization strategy proposed in the present contribution,
it is suggested a model reduction method to deal with viscoelastic systems. It is based on the construction
of a frequency- and temperature-independent basis which is further enriched by static residues due to
the extermal excitations and viscoelastic damping forces in a iteratively way. The main goal is to
approximate the stress responses of the viscoelastic system and to reduce the computational time
required to compute the optimal-robust solutions. The numerical examples with a three-layer sandwich
plate incorporating viscoelastic damping illustrate the developments of the methodology proposed herein
and the necessity of considering the uncertainties in the optimization process of more realistic

viscoelastically-damped systems with the aim of increasing their fatigue life.

Keywords: Viscoelastic materials, parametric uncertainties, fatigue analysis, Sines criterion, NSGA,

robust optimization.
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CAPITULO |

Introducao

1.1. Contextualizacao e Justificativas

Estruturas cada vez maiores e mais eficientes que garantam condicdes de conforto e seguranca
aos operadores e usuarios, sao 0 que impulsiona a modemizagao de processos e produtos industriais
na Engenharia (KOCER, 2010). Neste sentido, para possibilitar a execugao de projetos, por exemplo,
de arranha-céus e aeronaves de grandes proporgdes, pesquisadores tém buscado o desenvolvimento
de materiais cada vez mais leves e mais resistentes. Entretanto, isso pode levar a reducdo da massa da
estrutura e, consequentemente, a redugdo do préprio amortecimento inerente, resultando em niveis
indesejaveis de vibragbes e ruidos. Tais perturbagdes geram instabilidades aerodindmicas, perda de
desempenho de estruturas e equipamentos, bem como falhas por fadiga induzidas por vibragoes (de
LIMA, 2007; FARIA, 2010).

Neste contexto, estima-se que 90% de todas as ocorréncias de falhas envolvendo metais estao
relacionadas a ruptura causada pela fadiga induzida por vibragdes (CALLISTER, 2008). Além disso, em
plataformas offshores, aproximadamente 50% dos custos de monitoramento das condigdes em servigo
referem-se a inspegdes para avaliar trincas por fadiga (TAIER, ARAUJO E GODEFROID, 2002). Em
vista disto, estruturas submetidas a carregamentos ciclicos devem ser projetadas de forma a minimizar
a probabilidade de ocorréncia de falhas por fadiga, o que dispde certa complexidade por ndo ser um
fenémeno completamente compreendido (TAKAHASHI, 2014).

Segundo relatos na literatura, as pesquisas em fadiga t&m mais de 175 anos (TAIER, ARAUJO
E GODEFROID, 2002) e a importancia de seu estudo deve-se a necessidade em compreender melhor
este fendmeno, a fim de garantir durabilidade adequada das estruturas, confiabilidade, seguranca e
conforto aos usuarios. Assim, para evitar desconfortos e desastres, os padroes ambientais estabelecidos
estdo com restricbes cada vez mais rigorosas com relagéo aos niveis admissiveis de vibragdes e ruidos

de maquinas e equipamentos. E para eliminar as vibragdes, ou pelo menos reduzir os seus efeitos, &



fundamental compreender as técnicas de controle e incluir a analise de vibragbes como parte integrante
do projeto de uma estrutura (BEARDS,1996).

Varias técnicas de controle de vibragdes de sistemas dindmicos tém sido propostas nos ultimos
anos, podendo ser divididas em métodos de controle ativo, passivo ou semiativo. O controle ativo
envolve o uso de elementos como atuadores e microprocessadores para produzir um sinal fora de fase
para cancelar eletronicamente a perturbacdo indesejavel. Métodos de controle passivo tradicionais
utilizam absorvedores, barreiras, abafadores e silenciadores. Nos métodos semiativos, o controle ativo
¢ utilizado para melhorar as propriedades de amortecimento dos elementos passivos, podendo ser
aplicados na forma de fluidos eletroreoldgicos (ER), magneto-reoldgicos (MR) ou camadas restritas
ativas (ACLD), nos quais a camada restringente € substituida por um material inteligente (RAO, 2003).

Atabela 1.1 apresenta alguns tipos de sistemas de amortecimento.

Tabela 1. 1 — Sistemas de amortecimento (adaptado de Soong e Constantinou, 1994)

Isolamento sismico Controle passivo Controle ativo
» Rolamento elastomérico = Amortecedores metalicos = Sistema de
= Rolamento de borracha = Amortecedores por atrito contraventamento ativo
» Rolamento elastomérico com = Amortecedores » Amortecedores de
dispositivo de dissipacao de viscoelastico massa ativo
energia = Amortecedores viscoso = Sistema de
» Péndulo por atrito deslizante = Absorvedor harménico amortecimento ou rigidez
= Rolamentos planos com = Amortecedores de variavel ativa
dispositivo de forga de liquidos sintonizados » Sistemas do pulso
reacao = Apéndices

aerodinamicos

Dentre as técnicas para o controle passivo de vibragdes e ruido, aquelas que utiizam os
materiais viscoelasticos tém despertado grande interesse da comunidade cientifica mundial, em virtude
do seu baixo custo de aplicagdo e manutengéo, além da eficiéncia e robustez inserida aos sistemas
dindmicos em que atuam (RAMOS, 2014). InUmeros trabalhos tém demonstrado que os materiais
viscoelasticos sdo altamente eficientes e largamente utilizados em aplicacdes de diferentes setores
industriais (SAMALI e KWOK, 1995; CAZENOVE et al., 2012; de LIMA, STOPPA e RADE, 2003; de
LIMA, 2007; RAQO, 2003; LAKES, 2009; SALES, 2012; ZHOU et al., 2016). Estes materiais apresentam
caracteristicas combinadas de um sélido elastico e de um fluido viscoso newtoniano e, de maneira geral,
sao aplicados para reduzir os niveis de vibragdes pela sua capacidade de absorver a energia vibratoria
do sistema e dissipa-la sob a forma de calor (DIACENCO, 2010).

Samali e Kwok (1995) observaram que a efetividade de aplicagdo dos materiais viscoelasticos
tem sido demonstrado experimentalmente e analiticamente por muitos pesquisadores nos ultimos 48
anos. Na construgao civil aplica-se 0 amortecimento viscoelastico para reduzir os niveis de vibragdes
causados por movimentos sismicos, ventos e equipamentos em operagdo, como refrigeradores,

unidades de ar condicionado e elevadores (de LIMA, 2007). Destaca-se as estruturas das torres gémeas



do World Trade Centerem Nova lorque e do prédio do Columbia SeafFirst em Seattle entre os primeiros

edificios com aplicagbes de amortecedores viscoelasticos. As Figs. 1.1 e 1.2 exemplificam algumas

aplicagbes de amortecedores viscoelasticos na construcio civil.

LA E S | b=

\

(b)

(a)
Figura 1. 1 — Amortecedores viscoelasticos utilizados na Construgéo Civil como rolamento

elastomérico: a) Aplicado em reforgo horizontal de uma estrutura de ago; b) Aplicado em

pilares (extraida de Magebausa, 2018)
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Figura 1. 2 — Amortecedores aplicados em edjificios altos (extraida de Mirabelli, 2015)

Nas Engenharias Mecénica e Aeronautica, o campo de aplicacgdo de amortecedores

viscoelasticos € vasto, com destaque para aplicagdes em automéveis e aeronaves, rotores flexiveis,
risers e compressores (BALMES E GERMES, 2002; RAO, 2003; de LIMA, 2007; RODOVALHO, 2014).
A Fig. 1.3 evidencia alguns pontos de aplicacdo de materiais viscoelasticos em automéveis com a

finalidade de reduzir os niveis de vibragdes e ruido gerados pelo motor e/ou irregularidades do pavimento

para melhorar o conforto intemo dos usuarios.
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Figura 1. 3 - Pontos de aplicagao de tratamentos viscoelasticos em automéveis (Adaptado de
EMS - EFTEC, 2018)

De acordo com Rao (2003), na Engenharia Aeronautica, aplicagbes de amortecimento em
aeronaves sao complexas por serem estruturas com restricdes de peso. Sendo assim, os tratamentos
devem ser projetados de modo a maximizar o amortecimento com o minimo aumento de peso. A Figura

1.4 exemplifica aplicagdes de tratamento viscoelastico em fuselagem de aeronaves.

Figura 1. 4 - Secao da fuselagem de uma aeronave (extraido de SMAC, 2018)

Entretanto, o projeto e a analise de sistemas de engenharia com materiais viscoelasticos para o
controle passivo de vibragdes ndo € uma tarefa facil. Primeiro, pelo fato do comportamento dindmico
desses materiais depender fortemente de fatores ambientais e operacionais como temperatura de
operacao e frequéncia de excitagdo, por exemplo; segundo, pelo fato de que as incertezas inerentes
dos parametros fisicos e/ou geométricos que influem no comportamento de tais sistemas amortecidos
devem ser levadas em conta com vistas a aplicagcdes mais realisticas de interesse industrial.

Em relacédo a influéncia de incertezas, sabe-se que elas sao inerentes as propriedades dos
materiais, condicoes ambientais e carregamentos mecanicos ciclicos (ABDESSALEM et al., 2016).

Assim, tem-se observado maior interesse na tematica das pesquisas atuais em implementar modelos



gue levem em conta tais incertezas. No entanto, no &mbito da estimativa da vida em fadiga induzida por
vibragdes de sistemas dindmicos ndo amortecidos, dentre os critérios disponiveis na literatura, nenhum
deles foi considerado ser adaptado para estimar a vida em fadiga de sistemas contendo amortecimento
viscoelastico considerando incertezas, o que demonstra o caracter original da presente Tese.

E fundamental destacar que implementar modelos estocasticos muitas vezes pode ser inviavel
do ponto de vista do custo computacional requerido na avaliagdo das respostas em frequéncia e das
respostas em tensdo. Respostas estas necessarias para estimar o indice de fadiga no dominio da
frequéncia adotado neste trabalho para a verificacdo da falha ou ndo de pontos e/ou elementos do
sistema amortecido. Assim sendo, faz-se necessario utilizar métodos de redugao de modelos adaptados
aos sistemas viscoelasticos estocasticos para viabilizar as analises dindmicas estocasticas propostas
neste estudo. Além disso, técnicas de otimizagcdo multiobjetivo deterministica e robusta também séo
empregadas como estratégias para encontrar projetos 6timos e robustos com vistas ao melhor
desempenho do sistema viscoelastico no tocante a fadiga.

Salienta-se que este trabalho de Tese é uma continuidade dos trabalhos que vém
sendo desenvolvidos pela equipe de dindmica estrutural do Laboratério de Mecanica de Estruturas
(LMEst), da Faculdade de Engenharia Mecanica (FEMEC), da Universidade Federal de Uberlandia
(UFU), no contexto dos materiais viscoelasticos, analise de sistemas estocasticos, otimiza¢o robusta e
fadiga induzida por vibragdes. A pesquisa se sustenta sobre uma extensa experiéncia do grupo de
pesquisa, conforme caracterizada por dissertagcdes de mestrado e teses de doutorado anteriores, como
os trabalhos de Barros (2009), Avila (2010), Guaraldo Neto (2012), Sales (2012), Rodovalho (2014),
Ramos (2014), Cunha Filho (2015), Ribeiro (2015), Rosa (2016), Cunha (2016) e Briend (2017).

De Lima (2007) apresentou o estudo de sistemas mecanicos com materiais viscoelasticos
utilizando a técnica de expansao de Karhunen-Loéve para discretizagdo dos campos estocasticos e
otimizacao robusta via emprego de fun¢des de vulnerabilidade. De Lima et al. (2014) implementaram o
critério de fadiga multiaxial de Sines em estruturas sujeitas a carregamentos aleatérios multiaxiais com
camadas de materiais viscoelasticos, a fim de estimar o aumento da vida em fadiga pela reducdo das
amplitudes de vibrag&o do sistema.

O modelo de elementos finitos deterministico implementado por Ramos (2014) permitiu avaliar
0 ganho da vida em fadiga de estruturas de engenharia sujeitas somente a carregamentos aleatérios,
com camada restrita passiva. Considerando a natureza do estado de tens&o e aplicando o critério global
de Sines, a autora avaliou o dano por fadiga para uma placa sanduiche retangular de trés camadas com
nucleo de material viscoelastico submetida a um carregamento estacionario e Gaussiano.

Lambert (2007) aplicou o critério multiaxial de Sines para estimar o dano de estruturas elasticas
sem amortecimento considerando incertezas paramétricas a partir de um modelo de elementos finitos
deterministico. Para estimar a vida em fadiga dos sistemas investigados, o autor partiu da resisténcia

dos materiais aliada com teorias de analises estatisticas, critérios de fadiga e acumulo de dano.



A importancia em considerar incertezas na analise de fadiga de sistemas dindmicos nao
amortecidos foi verificada por Rosa (2016). O principal objetivo do autor foi 0 de determinar os elementos
criticos de uma placa simples que estao sujeitos a falhas por fadiga. Em seu trabalho, o autor empregou
o critério multiaxial de Sines para o sistema submetido a carregamentos aleatoérios do tipo estacionario
e Gaussiano. Para o desenvolvimento do modelo estocastico foi utilizado o método dos elementos finitos
estocasticos combinado com a expansao de Karhunen-Loéve.

O trabalho de Briend (2017) apresentou um novo método de redu¢do de modelos em elementos
finitos para sistemas aeroviscoelasticos. O interesse foi o de predizer as fronteiras do flutter de painéis
aeronauticos planos através de abordagens nos dominios da frequéncia e do tempo. A qualidade da
aproximacao dos resultados e a eficiéncia dos calculos ao aplicar o método de reducao foram avaliadas
pela analise das funcdes de resposta em frequéncia, respostas temporais e problemas de autovalores.
Na abordagem no dominio da frequéncia, o método IERM (lterative Enriched Reduction Method)
proposto pelo autor foi 0 mais eficiente quando comparado a outros métodos da literatura. Portanto, para
o desenvolvimento da base de reducgao robusta (ERM) proposta nesta Tese, parte-se do trabalho
original de Briend (2017).

Assim, considerando as pesquisas desenvolvidas anteriormente, fica evidente a contribuicao
deste trabalho ao propor uma formulagdo probabilistica do critério de fadiga multiaxial de Sines para
estimar a vida em fadiga de sistemas viscoelasticos na presenca de incertezas. Além disso, para a
obtencao dos parametros 6timos e robustos do sistema viscoelastico estocastico com vistas ao aumento
da sua vida em fadiga, € implementado uma estratégia de otimizac&o multiobjectivo robusta baseada
no emprego do algoritmo evolucionario NSGA (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm), combinando

funcdes vulnerabilidade e o método de redugdo ERM.

1.2. Objetivos

Diante do exposto anteriormente, o objetivo geral desta Tese é aplicar os materiais viscoelasticos
na forma de camadas restritas passivas para avaliar a possibilidade de aumento da vida em fadiga de
sistemas dindmicos na presenga de incertezas e carregamentos mecanicos ciclicos aleatérios do tipo
Gaussiano e estacionario. Sdo os seguintes os objetivos especificos:

a) Implementar um modelo estocastico de um elemento multicamada de uma placa plana
utilizando o método dos elementos finitos combinado com a técnica de expansao de
campos aleatorios de Karhunen-Loeve;

b) Implementar uma técnica de redugcdo de modelos para reduzir o custo computacional

requerido no calculo dos envelopes das fungdes de respostas em frequéncia (FRFs) e das



respostas em tensao dos sistemas viscoelasticos estocasticos, requeridas na estimagao do
indice de fadiga;

c) Estimar a distribuicdo do indice de fadiga multiaxial de Sines dos sistemas viscoelasticos
estocasticos, considerando as incertezas parameétricas;

d) Aplicar uma estratégia de otimizagdo multiobjetivo robusta dos sistemas viscoelasticos
estocasticos via emprego de fungdes vulnerabilidade suplementares a serem otimizadas ao
mesmo tempo que as fungdes objetivo iniciais. O intuito € obter os parametros 6timos e
robustos que levem a uma diminuicdo do indice de fadiga do sistema viscoelastico na
presenca de incertezas, visando aplicagbes mais realisticas de interesse industrial;

e) Realizar simulagdes numéricas e analisar os resultados obtidos.

1.3. Organizagao da Tese

Além deste capitulo introdutdrio, esta Tese é composta pelos seguintes capitulos:

O Capitulo 2 apresenta uma breve revisdo sobre a modelagem deterministica por elementos
finitos de placas sanduiches viscoelasticas baseada nos trabalhos de Khatua e Cheung (1973) e de
Lima (2007). E mostrado um procedimento genérico para a introdug&o da dependéncia em frequéncia
e temperatura do amortecimento viscoelastico no modelo da placa sanduiche viscoelastica. Além disso,
€ mostrado o procedimento numérico de calculo das FRFs e das respostas em tensdo meédia do sistema
viscoelastico, requeridas no calculo do critério de fadiga multiaxial de Sines a ser adotado neste trabalho.
Vale ressaltar que a adogao do critério global de Sines foi feita com base em estudos anteriores do grupo
de pesquisa do LMEst/UFU.

No Capitulo 3 é apresentada a formulacéo do modelo de placa sanduiche viscoelastica levando-
se em conta a presenca de incertezas paramétricas. No capitulo de simulagdes, essas incertezas serao
consideradas nas espessuras do tratamento viscoelastico e na temperatura de operagéo do sistema.
Neste caso, sera utilizado o método dos elementos finitos estocasticos, onde os campos aleatérios sao
discretizados segundo a expansio de Karhunen-Loéve para a obtencdo das matrizes de massa e
rigidez estocasticas do sistema.

O Capitulo 4 apresenta alguns conceitos fundamentais da analise de fadiga de metais, com foco
nos critérios baseados nos invariantes de tensao. Além disso, a partir da formulagao deterministica do
critério multiaxial de Sines, inicialmente desenvolvida para sistemas ndo amortecidos, é desenvolvida a
formulagdo probabilistica do mesmo para os sistemas viscoelasticos na presenca de incertezas
paramétricas.

O Capitulo 5 apresenta, de forma sucinta, a estratégia de otimizagcdo multiobjectivo robusta

empregada nesta Tese, inicializando com conceitos basicos de otimizagdo multiobjetivo e a importancia



de sua aplicagado na engenharia. Além disso, sdo apresentados o0s conceitos relacionados a problemas
deterministicos e robustos. No caso deterministico otimiza-se as fung¢des custos originais, enquanto que
no problema robusto, as fungdes vulnerabilidades sdo otimizadas ao mesmo tempo que as funcdes
custo originais. Além disso, destaque é dado ao algoritmo NSGA ao critério de dominancia de Pareto
para obter as solu¢des 6timas e robustas do problema estocastico abordado neste trabalho.

O Capitulo 6 compreende as simulagbes numeéricas, inicialmente esclarecendo a descrigcao do
problema numérico nominal e, na sequéncia, sdo apresentados os resultados e suas respectivas
discussoes.

Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusbes gerais obtidas com o desenvolvimento deste

trabalho e as perspectivas de continuidade de trabalhos futuros.



CAPITULO II

Revisao sobre a Modelagem Deterministica de Placas Sanduiches

Viscoelasticas

Este capitulo apresenta uma breve revisdo sobre a modelagem deterministica por elementos
finitos de placas finas sanduiches de trés camadas contendo um nucleo de material viscoelastico cujo
comportamento mecanico € fortemente dependente da frequéncia e da temperatura de operacéo. Além
disso, € mostrado um procedimento de introdugdo do amortecimento viscoelastico em modelos de
elementos finitos, bem como o célculo das FRFs e das respostas em tensdo que serdo requeridas no

calculo do indice de fadiga do sistema amortecido viscoelasticamente.

2.1. Relagdes cinematicas

A Fig. 2.1 mostra o modelo composto pelas camadas base (1), viscoelastica (2) e
restringente (3), e a Fig. 2.2 ilustra a cinematica da deformagéo do elemento para os planos

xz e yz,onde u é o deslocamento na diregdo x, v é o deslocamento na dire¢cdo y,e w é
o deslocamento transversal. 6, =ow/dy € a rotagdo em torno do eixo x, e 6, =0w/oxé a
rotacdo em torno do eixo y (DE LIMA, 2007). Foram assumidas as seguintes hipoteses: (a)

sera considerado material elastico e linear para ambas as camadas; (b) as tensdes cisalhantes
transversais serao negligenciadas para as camadas base e restringente (Teoria de Kirchhoff
para placas finas), e para o nucleo viscoelastico, o cisalhamento transversal é considerado;

(c) as tensdes normais na dire¢do z sao assumidas despreziveis para todas as camadas.
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Figura 2.1- llustragcdo do elemento de placa de trés camadas (adaptado de Lima, 2007).
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Figura 2.2 — Cinematica da deformacao do elemento de placa sanduiche (adaptado de Lima
et al., 2006).

Sera assumido que o deslocamento transversal, w, e as rotagdes, 6, e ¢9y , Sao

comuns a todas as camadas do elemento de placa sanduiche. Neste sentido, a partir da Fig.

2.2, pode-se chegar as seguintes relagdes para os deslocamentos das camadas elasticas:

hy ow h ow

oy P Ow 2.1
2 Ox o= 2 Ox 2.1)

Ug =U;
onde u, e u; representam, respectivamente, os deslocamentos longitudinais meédios das
camadas elasticas inferior e superior na dire¢ao x.

Similarmente, os campos de deslocamentos na diregdo y podem ser obtidos:

VB:V;+£8—W, vc:vl—ﬁa—w (2.2)
S 2 0y 2 oy

Para a camada viscoelastica, as seguintes relagbes para as diregdes x e y, podem ser
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obtidas, respectivamente:

[a_”J _ U le (@J _ Vs ~Ve (2.3)

0z ), h, 0z ), h,

Através da substituicdo das Egs. (2.1) e (2.2) nas relagdes (2.3), obtém-se:

[a_uj :ﬁ M+6_W , (@j :ﬁ M+6_W (2.4)
0z ), h, d, ox oz ), h, d, oy

onde (u,,vj) e (u3,v3) s8o os deslocamentos longitudinais médios das camadas elasticas

inferior e superior nas diregdes x e y , respectivamente, e d, =+, )/2 .

Por fim, os deslocamentos longitudinais meédios do nucleo viscoelastico nas

respectivas direcdes x e y s&o dados pelas seguintes expressodes:

up+ue 1 hy—h \ow
uz—T—z{(u3+ul)+£—2 j&x} (2.5)
)y <o +V, :1{(v3+vl)+(Mja_W} (2.6)
2 2 2 )oy

2.1.1. Relagbes tensdo-deformagéo

Através da teoria da elasticidade linear, onde é assumido a hipétese de pequenos
deslocamentos, sado validas as seguintes relagcdes envolvendo os deslocamentos e as

deformacoes:

_ Ou _ov _ow _Ou  0Ov :8_u+6‘_w,7/ =@+6_w 2.7)

E.=—, 8, =—,E, =—, VYV, =—+—, 7 7
Tox U ey 7 ez 'Y oy ox Y oz ox 'Y 0z Oy
Para as camadas elasticas serao consideradas somente as deformacgdes de extensao
e flexdo, e para o nucleo viscoelastico, serdo consideradas ainda as deformac¢des devido ao
cisalhamento transversal. Os deslocamentos longitudinais de um ponto qualquer nas dire¢des

X e y para as camadas elasticas de base (1) e restringente (3) sdo dados por:
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u' =u, +Zl(a—wj , Vi =y, +Zl(8—wj (2.8)
ox ), oy |

u3=u3+z3[6—wj , vi=v, +z, ow (2.9)
ox ), oy ),

A partir das relagdes (2.7) e das Eqgs. (2.8) e (2.9), pode-se obter os seguintes campos

de deformacdes para as camadas base (1) e restringente (3):

2
m_om__ow 2.10.a
o oax? (2102
1) 8vl 62W
&) =—-2—5 (2.10.b)
dy oy
2
0% O 0w (2.10.0)
oy Ox  OxOy
() _ 6143 82w
¥ =5 2.11.a
* oo’ ( )
2
GB) _ 8V3 - ow
=—3 7 211.b
S Y ( :
2
g):%Jr%_ 0w (2.11.c)
' oy Ox Ox0y
Ao considerar a Lei de Hooke pode-se obter a seguinte forma matricial:
sV =g B = Bl (2.12)

onde s representa o vetor contendo as tensdes, & é o vetor das deformagdes, e C indica a

matriz dos coeficientes elasticos, dados por (i =le 3):

g0 gO,0
2 \2 O
o 2l 1—5)(1()) 1—1{()’)
4 r . 0 Epl EY
s0 =50 WU PO v _ 0 (2.13)
() () -0 1=t
Ty Yy 0 0 G(l)
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Para a camada viscoelastica, os deslocamentos longitudinais de um ponto qualquer

nas dire¢gdes x e y sao dados por:

0
u® =u2+22(2—2j ; v = v, + Zz(a_zj (2.14)
2 2

Combinando as expressoes (2.4) a (2.6) com as relagdes (2.14), pode-se obter os

campos de deslocamentos para o nucleo viscoelastico nas direcbes x e y, respectivamente:

U(2)=u2+22 u3_ul+ h3+h1 @ y V(2)2V2+Zz V3_VI+ h3+hl % (215)
h, 2h, )ox h, 2h, )0y

Considerando-se as relagoes (2.7), as deformacbes para a camada viscoelastica

podem ser escritos como se segue:

() 2
g O O 5 [%_%j{my? (2.16.a)
: Ox ox h |\ ox oOx 2 ox
@) 2
Lo o _ov, ooy, ov +[M]5V; (2.16.b)
g o o h|\dy oy 2 oy
@) () 2
in):ﬁu LV _ou, Ov, z|(Ou; Qv O 0w +(h3+hl)aw (2.16.c)
Y9 ox oy ox h|\dy ox oy ox Ox0y
)
L L S P +(Mjﬁ_w (2.16.d)
0z, Ox h, 2 ox
(2)
oo +8_W=i{v3—vl +[’%+’Hj8—w} 216.)
oz, o h 2 Joy

Desta forma, obtém-se a seguinte expressao matricial que representa as relagdes

tensao-deformacéao para a camada viscoelastica:

§0 = c)g) (2.17)
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onde o vetor das tensdes s(z), o vetor das deformacodes 3(2), € a matriz dos coeficientes

elasticos C(z), para o nucleo viscoelastico sdo dados como segue:

E(2) E(Z) (2)
2) 2) ; S0 0 0
o, 2N J S Ch A B €
2) 2) ), (2) )
. o, , €, ) Ev . £ - 0 0 0
@ =L@ g0 Ll 0 o G TE e (2.18)
L) S0 0 0o G 0 0
) @) 0 0 0o GY o
Tyz yyz
0 0 0 0 G|

2.1.2. Discretizagdo por elementos finitos

Apos a obtencado dos deslocamentos e das relagbes tensdo-deformagdes, pode-se
discretizar o modelo via método dos elementos finitos. Para tanto, sera empregado o elemento
de placa retangular plana composto por quatro nds e sete graus de liberdade por no, conforme
os desenvolvimentos originais feitos por Khatua e Cheung (1973) e implementado por de Lima

et al. (2010). Sao os seguintes os graus de liberdade a nivel nodal: deslocamentos

longitudinais u; e v, da camada restringente superior, deslocamentos u; e v; da camada
base; deflexdo transversal w; e rotagbes 6 =ow/dy e0y=8w/ax. a e brepresentam,

respectivamente, as dimensdes do elemento nas diregdes x e y . Portanto, o vetor dos graus

de liberdade nodais pode ser representado da seguinte forma:
T .
g, ()= [”1(,- v, Uy vy w6 67”] j=1...4 (2.19)
e o vetor dos graus de liberdade a nivel elementar € dado como segue:

T
”(e)(t)=[”<e)1 Uy, U “<e>4] (2.20)

O campo de deslocamentos longitudinais e transversais no interior do elemento é

interpolado segundo a relacio:

Ulx,y)=N(x,y)u, () 0sx<a; 0<y<b (2.21)
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onde U(x,y)=[u, v, uy v, w 6, Q,]f e N(x,y)z[Nul N, N, N, N, N, Né,y] "¢ a matriz

contendo as fungdes de interpolacao descritas no Anexo A.
A partir das expressodes (2.10), (2.11) e (2.16), pode-se definir o seguinte vetor das
deformagbes como fungido da matriz dos operadores diferenciais e do vetor dos campos de

deslocamentos a nivel elementar:
&(x,y,2,1)= B(x,y,2)u, (1) (2.22)

onde B(x,y,z) € a matriz obtida aplicando-se os operadores diferenciais das relagdes tensao-

deformacdo na matriz contendo as fungdes de forma N(x,y).

A partir das relacbes tensdo-deformacao, pode-se definir a resposta em tensao do

sistema da seguinte maneira:

s(x,y.z,t)=Ce(x,y,2,t) = CB(x,y,Z)u(e) (1) (2.23)

onde C=C, (k=13) é a matriz das propriedades mecanicas das camadas elasticas, e

C-= C; contém as propriedades da subestrutura viscoelastica dependentes da frequéncia e

da temperatura.
2.1.3. Equacgbes do movimento, resposta em frequéncia e resposta em tensao

As equacgdes do movimento do sistema podem ser obtidas através das equacgdes de
Lagrange (de LIMA, 2007). Para isto, é preciso formular as expressdes das energias de
deformacéo e cinética do elemento de placa sanduiche formado por trés camadas.

A energia de deformacéo total do elemento de placa sanduiche pode ser obtida através

da adicao das energias de deformagéo de cada camada da seguinte forma:

u=>Nu®w (2.24)

3
k=1

onde o indice k representa a camada a ser considerada, sendo a energia de deformacgéao da

k -€zima camada calculada da forma:
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Ut == [e" cWeWay (2.25)
A introducao da Eq. (2.22) na equagao anterior permite obter a seguinte relagéo:

U = u(e)(t) [j B )deu(e)(t)— u, (6) KW, (t) (2.26)

onde K = .[B(")TC(")B(")dV é a contribuigdo da & -ézima camada na rigidez do elemento
V

finito de placa sanduiche de trés camadas.
Apo6s algumas manipulagées matematicas, pode-se mostrar que a matriz de rigidez

elementar para as camadas elasticas, i =/ e 3, s&o escritas como segue:

K=K\ + kY +2K0) (2.27)

m

onde K :IB,E,")TC() Nav, K J.B c" dV e K() J.B(")TC(")B(})dV, e os indices
4 V V »
m, f , e mf designam os efeitos de membrana, flexdo e membrana-flexao, respectivamente.

Para a camada viscoelastica, a matriz de rigidez elementar é obtida da seguinte forma:

K=K + KV + KO + 2K + 2K + 2K Q) (2.28)
onde K\ =[BY cVBYav, K =[BY cPBYav, kD =[BY'cPBav,

14 vV 14
K() =[BY cPBYav, K1) =[BY cVBYay e K =B c¥'BYav, onde o indice
V 4 V
¢ designa os efeitos do cisalhamento na camada viscoelastica.
Da mesma forma, a energia cinética total do elemento finito de placa sanduiche de trés

camadas é dada pela soma das energias cinéticas de cada camada:

3
r=>1% (2.29)

k=1
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onde 7" = E.[(u(k)ru(") +y® ) 4 w(")rw("))dV , ou ainda sob a seguinte forma:

) = Pily ( [a " a®ag+ [y y8ag+ | w(")Tw(")dA] (2.30)
A A

A

A expressao (2.21) permite reescrever a equacgao anterior da seguinte forma:

7w = %UT{ ph [(NIN, +NIN, +NIN, )dA} U= %UTM(")U (2.31)
A

onde p*¥) :pkth.(Nin +NI'N, +N§va)dA é a matriz de massa de cada camada k
A

do elemento, NV, N, e N, sao as matrizes contendo as fungGes de interpolagéo, e h, e

P, Sao as espessuras e as densidades, respectivamente. Detalhes dos desenvolvimentos

para a obtenc&o das matrizes elementares de massa e rigidezes estdo no Anexo A.
Finalmente, as matrizes de massa e rigidez elementares do elemento finito de placa

sanduiche de trés camadas podem ser escritas, respectivamente, como segue:
S Sy & (2.32)

Apods a obtengao das matrizes elementares, as matrizes globais podem ser obtidas
aplicando-se procedimentos padrdes de montagem de matrizes elementares e levando-se em
conta a conectividade dos nés. Portanto, chega-se a seguinte equagédo do movimento do

sistema viscoelastico no dominio do tempo (sem a presengca de amortecimento viscoso),
composta por N graus de liberdade (GDLs):

Mii(t)+ K u(t)= £(t) (2.33)

onde M, K" € R"" s&o as matrizes de massa e rigidez complexa, u(t)e R"e f(t)e R"

sao os vetor es de deslocamentos e forcas externas.
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Para o caso de uma excitagdo harménica da forma, f(t)= Fe' e u(t)=Ue™ , as

equagdes do movimento do sistema no dominio do tempo sao transformadas nas seguintes

equagodes algébricas no dominio da frequéncia:

Z(o,T)U(w,T)=F () (2.34)

onde Z(w,T)=K, +G(w,T)K, —*M é a expresséo da matriz de rigidez dinamica complexa do
sistema viscoelastico, K, ¢ a rigidez da subestrutura puramente elastica, e K, (&,T7)=G(o,T)K,
€ a matriz de rigidez da subestrutura viscoelastica dependente da frequéncia e temperatura, conforme
o modulo complexo, G, T'), como detalhado na sequéncia.

Uma vez definida a rigidez dindmica complexa, a etapa seguinte consiste em resolver
o sistema no dominio da frequéncia, o que pode ser feito através da construgcao da seguinte

matriz de Funcbes de Resposta em Frequéncia (FRFs):
H(o,T)=Z(o,T)" (2.35)

No dominio do tempo, a resposta em tensao do sistema viscoelastico pode ser obtida

a partir da Eq. (2.23) e da resposta ao impulso do sistema viscoelastico:
s(x,y,z,t,T)z C B(x,y,z)u(t,T) (2.36.a)

onde a resposta no tempo do sistema viscoelastico é dada pela seguinte equacao:

u(t,T)= Th(r,T) ft-7)dr (2.36.b)

onde h(t,T) = 2— '[H (0,T)e’”dw é a resposta ao impulso do sistema viscoelastico que pode ser
ﬂ- —

00

calculada a partir da matriz de FRFs do sistema.
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2.2. Amortecimento viscoelastico

Uma vez definidas as equacdes do movimento do sistema com material viscoelastico,
antes de proceder a incorporagdo no modelo da dependéncia das propriedades mecénicas
do mesmo em relacéo a frequéncia e temperatura, é importante fazer uma reviséo sobre a
influéncia da frequéncia da excitacdo e da temperatura no comportamento mecanico desses
materiais, uma vez que estes sdo considerados os parametros mais influentes.

A Fig. 2.3 ilustra as amplitudes das FRFs experimentais de uma viga engastada-livre
tratada com material viscoelastico. Através das mudancas observadas nas frequéncias de
ressonancia e amplitudes de vibragéo do sistema amortecido, conclui-se que as propriedades

mecanicas do sistema viscoelastico dependem fortemente da temperatura e da frequéncia.

175

100 1700
Frequéncia [Hz]

Figura 2.3 — FRFs de uma viga com material viscoelastico (adaptada de Nashif et al., 1985).

Atemperatura é o fator ambiental que exerce a maior influéncia sobre as propriedades
dos materiais viscoelasticos (NASHIF et al., 1985; RODOVALHO et al., 2016). Neste caso,
eles podem apresentar quatro tipos de comportamento, como ilustrado na Fig. 2.4: estado
vitreo (l), estado de transicao (ll), estado de borracha (lll) e estado de fluido (IV). Portanto, é
imprescindivel considerar as variagdes de temperatura durante a modelagem de sistemas
viscoelasticos (de LIMA et al., 2010).
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(43} [1A]

an HET TN

Modulo de
Elasticidade
e Fator de
Perda

R e S it

'Temperatura

Figura 2.4 — Variagdo de E e n de um material viscoelastico qualquer em funcao da

temperatura para uma frequéncia constante (adaptada de Lima, Stoppa e Rade, 2003).

A regiéo (I) corresponde as temperaturas mais baixas onde o material apresenta-se
sob a forma vitrea, caracterizado por um médulo de armazenamento atingindo seu valor
maximo, e variando pouco com a temperatura. Ja o fator de perda é muito pequeno e aumenta
rapidamente com a temperatura. Nesta regido, as deformagdes do material sdo muito
pequenas. A regido (Il) é caracterizada por um moddulo que decresce fortemente com a
temperatura, e um fator de perda apresentando seu valor maximo. Na regido da borracha (ll1),
o0 modulo de armazenamento e o fator de perda s&o caracterizados por valores pequenos e
que variam pouco com a temperatura. A quarta regido corresponde ao estado de fluido do
material. Este estado é pouco considerado em aplicagdes estruturais em razdo de sua
instabilidade.

Para uma temperatura fixa préxima da temperatura de transigdo vitrea (dentro da

regido de transicdo Il), as medidas das caracteristicas viscoelasticas fornecem o médulo de
armazenamento, E , e o fator de perda, n, para o qual a variagdo em frequéncia assemelha-

se geralmente a configuragao ilustrada na Fig. 2.5.

Madulo de

Elasticidade Fator de Perda

Frequéncia
Figura 2.5 — Variagbes de E e n com a frequéncia para uma temperatura constante

(adaptada de Nashif et al., 1985).
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Através da analise das Figs. 2.4 e 2.5 para materiais viscoelasticos lineares, observou-
se que a influéncia exercida pela frequéncia da excitagao €, qualitativamente, o inverso do
efeito da temperatura, mas em uma escala menor, ou seja, a variagdo na frequéncia de
algumas décadas reflete a mesma influéncia de alguns poucos graus de temperatura. Como
consequéncia, se deslocamentos em frequéncia das curvas mostradas na Fig. 2.5 séo
aplicados para diferentes temperaturas, elas tendem a se sobreporem, e a descreverem uma
unica curva continua. Este fato indica que as caracteristicas viscoelasticas em diferentes
temperaturas podem ser associadas entre si através de deslocamentos horizontais aplicados
nos valores da frequéncia da excitagdo, conduzindo aos entdo conhecidos fator de
deslocamento e frequéncia reduzida, caracterizando o Principio da Superposi¢ao Frequéncia-
Temperatura (PSFT), que se aplica a varios materiais viscoelasticos lineares. Simbolicamente,

o PSFT pode ser expresso da forma:

Glow

r

J1,)=E(a,0,T); n(,,T)) =n(a,o,T) (2.37)

onde o, =a,(Tw € a frequéncia reduzida, o corresponde a frequéncia da excitagéo, a,(T)
é o fator de deslocamento que depende da temperatura do material viscoelastico, e 7 é a

temperatura de referéncia. Os termos E(a,o,T;) e n(a,o,T,) permitem construir as curvas

mestre ou nomogramas do material viscoelastico.

A Fig. 2.6 ilustra o PSFT, tendo o médulo de armazenamento e o fator de perda de um
material viscoelastico arbitrario para diferentes valores de temperatura, T,, T;, T,, se

deslocamentos horizontais segundo o eixo da frequéncia sdo aplicados a cada uma das

curvas, elas podem ser combinadas numa unica curva. O fator de deslocamento é dado por

a;, e depende da temperatura.

Modulo de
Elasticidade

Médulo de ~E

Elasticidade
e Fator de

Perda
/I/ /‘\ \\\r|

Frequéncia Frequéncia Reduzida

Figura 2.6 — Principio da superposi¢cao PSFT (adaptada de Lima; Faria; Rade, 2010).
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A expressdo seguinte representa o médulo complexo como fungcdo da frequéncia
reduzida e da temperatura para o material viscoelastico 3M ISD112 a ser utilizado neste
trabalho, conforme desenvolvimentos feitos por Drake e Soovere (1984) e utilizado por de
Lima, Rade, Lépore-Neto (2009).

1200

G((,O,T;) =0.4307 + ‘o 20.18 io
1+3.24x| ———— o
1543000 1543000

20.6847 [MPa] (2.38)

v

[—3758.4x[i—o.00345]—225.06x1og(o.00345xT‘,)+0.23273 ><(Tv—290)]
)=10

onde OL(TV € o fator de deslocamento e

o, =a(T,)w é afrequéncia reduzida.

(s

2.3. Resposta em tensdao média do sistema viscoelastico sujeito a cargas

aleatorias

A partir da combinagao das relagdes (2.36) e aplicando-se a transformada de Fourier

na expresséo resultante para, @, =0, o valor médio da resposta em tensédo do sistema

viscoelastico submetido a uma carga aleatoria estacionaria, f(t,@), é dado como segue:
5(t,7)=CBH(w,,T)f(t)=CBK,"f() (2.39)

onde 5(1,7)=E[s(1,T.0)] e f(t)=E[f(1,0)]. E[] representa a esperanca matemética e ¢

designa um processo aleatorio estacionario.

A Eq. (2.39) mostra que o valor médio da resposta em tensdao de uma estrutura
amortecida viscoelasticamente e submetida a carregamentos aleatoérios estacionarios é
proporcional ao valor médio das cargas aleatdrias e da resposta estatica do sistema

viscoelastico representando o comportamento do sistema conservativo associado.
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2.3.1. Densidade espectral de poténcia da resposta em tensao

Para a caracterizagado de um processo aleatorio estacionario no dominio da frequéncia,
a propriedade estatistica normalmente utilizada é a Densidade Espectral de Poténcia (Power
Spectral Density- PSD) (MEIROVITCH,1986).

A partir da equacao do movimento do sistema viscoelastico (2.33) sujeito a uma carga

aleatdria estacionaria e Gaussiana, f'(¢z,0),que pode ser totalmente caracterizada por seu
valor médio, j_"(t) e sua matriz PSD, dif (a)) a PSD da resposta pode ser entdo expressa em
termos da matriz das FRFs do sistema viscoelastico, @, (®,T) = H(o,T)®(w) H(w, 7,
onde H(w, T)H representa o conjugado complexo transposto da matriz complexa das FRFs.

Assim, considerando as Eqgs. (2.45) e (2.46) e @,(w,T), a densidade espectral de poténcia

da resposta em tensao do sistema viscoelastico no dominio da frequéncia assume a forma:

@ (0,T)=CBH (o.T)®,(0)H(o,T)" B'C’ (2.40)

onde, para o estado plano de tensdes, s(¢,7T)= [sm (t.T) s, (6.T) s, (t,T)} ", a expresséo

da matriz da densidade espectral de poténcia das respostas em tensdo assume a forma:

¢xx,xx (C(),T) ¢xx,yy (G),T) ¢xx,xy (G),T)
@ (0.7)= o (0T) &, (0T) (2.41)
sym o (0T)

E importante salientar que o célculo da resposta em tensdo de um sistema viscoelastico no
dominio da frequéncia € menos oneroso do que no dominio do tempo, uma vez que nao é necessario
calcular as integrais de convolucéo, especialmente para o caso de estruturas de interesse industrial
contendo amortecimento viscoelastico. Além disso, para uma estrutura viscoelastica linear sujeita a uma
carga aleatdria estacionaria e Gaussiana, a PSD e o valor médio da resposta em tensao aleatéria do
sistema podem ser determinados com base na PSD da carga aleatéria estacionaria e das FRFs do
sistema viscoelastico, conforme Eq. (2.40).



CAPITULO 1l

Modelagem Estocastica de Placas Sanduiches Viscoelasticas

Este capitulo apresenta um modelo de propagacao de incertezas ao nivel de elementos finitos
para a placa sanduiche viscoelastica de trés camadas apresentada no capitulo anterior. Para tanto, as
incertezas séo consideradas segundo aproximagdes parameétricas através do método dos elementos
finitos estocasticos, onde as espessuras das camadas e a temperatura de operagdo do material séo
consideradas campos aleatoérios e discretizadas via expansao de Karhunen-Loéve. Isto permitira, na
sequéncia, avaliar a influéncia dessas incertezas nos envelopes das solugdes em termos das FRFs, das
respostas em tensao e no indice de fadiga do sistema viscoelastico estocastico. Em fung¢éo do alto custo
computacional requerido para a determinagdo dos envelopes das solugdes do sistema viscoelastico
estocastico, um método de redugdo de modelos iterativo baseado na construcdo de uma base
enriquecida com residuos estaticos € apresentada neste capitulo. O intuito € utiliza-la em conjunto com
a estratégia de otimizacdo multiobjetivo robusta para reduzir o custo computacional envolvido na

obtencao das solucdes 6timas e Pareto.

3.1. Definigoes introdutoérias

O constante desenvolvimento tecnoldgico observado nos Ultimos anos na area
informatica tem possibilitado a proposi¢cao de modelos matematicos cada vez mais realisticos
de sistemas de engenharia, envolvendo algum tipo de processo estocastico (GHANEM e
SPANOS, 1991). Devido a variabilidade de parédmetros fisicos e/ou geométricos, os modelos
numericos resultantes certamente estardo sujeitos a algum tipo de incerteza. Além disso,
hipéteses simplificadoras sobre condigdes de contorno ou comportamento linear dos sistemas
em analise pode resultar nas chamadas incertezas do modelo. Portanto, fica claro que para
aumentar a confiabilidade desses modelos preditivos, € extremamente importante considerar

tais incertezas durante as fases de concepcéo inicial e/ou projeto (SOIZE, 2013).
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De uma maneira geral, as incertezas sao consideradas nos modelos segundo a
aproximagao nao paramétrica que permite sua introducdo diretamente nas matrizes do
modelo (SOIZE, 1999; 2000), e pela aproximagao paramétrica, utilizando-se principalmente o
método dos elementos finitos estocasticos (Stochastic Finit Element Method - SFEM), que
permite uma combinacdo da analise classica por elementos finitos e a analise estatistica
(GHANEM e SPANOS, 1991; SCHUELLER, 2001).

Baseado em Dessombz et al. (2001) e de Lima (2007) definem-se as incertezas no
estado de concepcao em duas etapas: as incertezas estatisticas, modeladas por variaveis
aleatdrias, no qual se conhece bem a lei de probabilidade; e as variaveis incertas e limitadas,
que sao modeladas por intervalos definidos pela fisica do problema. Além disso, as incertezas
podem ser classificadas em quatro categorias, a saber (GUEDRI et al., 2008):

. Parametros aleatorios: sdo os parametros fisicos ou mecanicos no qual se
conhecem as tolerancias. Como exemplo, pode-se citar a espessura de chapas
metalicas modeladas com frequéncia por uma lei Gaussiana;

° Parametros mal conhecidos: neste caso, as condi¢des de limite sdo problemas
tipicos das diferentes montagens mecénicas, como soldagem, colagem, etc, que
s&o dificeis de serem modeladas;

. Parametros variaveis: podem-se distinguir os parametros que podem ser
variaveis no tempo que sao dificeis de serem modelados, como por exemplo, a
degradacao ou o envelhecimento de um material viscoelastico no tempo;

° Incertezas no modelo: podem-se citar as leis do comportamento adotadas que
representam mal ou de forma incompleta os fendbmenos fisicos, os erros
associados a escolha da malha de elementos finitos, o nimero de elementos na
malha, o tipo de elemento escolhido, etc. Em geral, essas incertezas sao dificeis

de serem avaliadas.

Outro aspecto no tocante a modelagem de sistemas dindmicos na presenca de
incertezas € a escolha da melhor técnica de resolugao a ser empregada para a obtencao da
variabilidade das solugcbes dos sistemas estocasticos. Neste caso, podem-se citar os
seguintes métodos frequentemente empregados para resolver tais problemas (BENAROYA e
REHAK, 1988; IBRAHIM, 1987; SCHUELLER, 2001):

. simulagdo de Monte Carlo (MC) (SCHINOZURA, 1972; RUBINSTEIN, 1981;
PAPADRAKAKIS e KOTSOPULOS, 1999) usada como referéncia por nao ser
um método intrusivo (SOIZE, 2001), mas que possui o inconveniente de requerer
um alto custo computacional em funcao do numero elevado de calculos para se
atingir a convergéncia (DE LIMA, RADE E BOUHADDI, 2010). Como alternativa,
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o método Hipercubo-Latino (HCL) (IMAN e CONOVERS, 1980; FLORIAN, 1992;
MANTEUFEL, 2000; VIANA et al., 2008) foi proposto com o objetivo de reduzir
0 numero de calculos necessarios para a convergéncia da simulacdo de Monte
Carlo, conservando o nivel de predicao;

. os métodos de perturbagao que sdo baseados nas expansdes em série de Taylor
(KLEIBER e HIEN, 1992; ALVIN, 1998) ou série de Neumann (YAMAZAKI e
SCHINOZUKA, 1988; LEI e QlIU, 2000), das respostas ao redor das médias das
variaveis aleatorias;

. os métodos espectrais que utilizam as fungdes de base no espacgo de Hilbert
associadas aos problemas aleatérios (GHANEM e SPANOS, 1991; GHANEM e
KRUGER, 1996). Estas fungdes podem ser polindmios ortogonais de uma
maneira geral, ou um caos polinomial em particular. Neste caso, utilizam-se as

variaveis aleatorias onde os campos aleatdrios continuos sao discretizados.

Nesta Tese, para a analise de fadiga da placa sanduiche viscoelastica na presenga de
incertezas sera utilizado o método HCL combinado com um método de redu¢do de modelos

bem adaptado aos sistemas viscoelasticos estocasticos de interesse deste trabalho.

3.2. Discretizagao por Karhunen-Loéve (KL)

Para um campo aleatério bidimensional qualquer, H(x, y,a9) , formado por parametros

fisicos, (x,y), que descrevem a geometria do sistema e & pertencente ao espago dos

eventos aleatoérios, um procedimento de discretizacdo bastante interessante é aquele
baseado na aproximagao de H(x,y,@) por FI(x,y,H) , segundo a expansao de Karhunen-

Loéve (KL) (GHANEM e SPANOS, 1991):

I:I(x,y,H):y+Z\/Zﬁ(x,y)§r((9) (3.1)

onde u é o valor médio do campo, f,(@) (z'zl,..-,n) representa as variaveis aleatorias

gaussianas centradas (média zero e variancia unitaria)e 4, e f. (x,y) sdo, respectivamente,

os autovalores e autofungdes deterministicas obtidas pela resolugdo da seguinte integral:
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H,,(x,y):jC(x,y)ﬁ,(x,y)dxdy (3.2.a)

Q

onde C(x,y) € a fungdo de covariancia conhecida associada ao campo, H(x,y,&) . Desta

forma o termo H, (x,y) pode ser calculado pela seguinte relagao:

H,(x,y)=24f, (%) (3.2.b)

Para o problema bidimensional formado pela placa sanduiche retangular mostrada na
Fig. 2.1, Capitulo 2, considera-se que todas as variaveis de interesse fatoradas das matrizes
elementares segundo a parametrizacdo expressa pelas Eqgs. (2.26) e (2.31) representam
processos aleatérios bidimensionais Gaussianos, sendo associados a seguinte fungédo de

covariancia:

(3.3)

_|x1 _x2| _|Y1 _y2|J

L L

x y

C(x121)5(x2532)) = C (3% =2, —y2)=eXp[

onde (xl,xz)e 02 e (yj,y2)e Q,. L. e L, séo os comprimentos de correlagdo para os
dominios (2, = [— a,+a] e Q, =[—b,+b], respectivamente.

A consequéncia da escolha da fun¢ao de covariancia do tipo exponencial definida na
Eq. (3.3) reside, principalmente, na utilizacao da propriedade da separabilidade inerente a
este tipo de fungdo, decorrendo-se, assim que o problema em duas dimensdes pode ser
tratado como um problema de valores préprios unidimensionais independentes. Como

resultado, € possivel escrever a expressao das autofungdes (3.1) sob a seguinte forma:
Lx2)=f050) e 4 =242 (3.4)

onde (Zi,fi(x)), solugdes da Eq. (3.3), séo obtidos através da resolugdo da expanséo de KL

com um comprimento de correlagéo L, € {2, e os termos ( ]fj(y)) sao obtidos resolvendo-

se 0 mesmo problema, mas para um comprimento de correlacéo Ly € _Qy . Esses termos s&o

detalhados em Ghanem e Spanos (1991) e obtidos por meio das seguintes equagoes:
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e Parale jimpares:i>le j21I:

2
A =— “ > fi(x):ai cos(a)l-x) (3.5.a)
w; +c;
A; = 2202 R fA(y)za.cos(a).y) (3.5.b)
w; +¢; / / /
! 1 < .
onde «; = ; e q. = . Os termos o; e ®; S0 as solucdes das
sin(2w,a) / sin(2w;b)
at————-= hb+—~ T/
2w, 20,

seguintes equacgdes transcendentais:

¢, — o, tan(w,a) = 0; c,— o, tan(a)jb)=0 (3.5.c)

nos dominios {(i—])z,(i—ijz} e [(j—])ﬁ (j—éj%] ¢,=1/L, ec,=IJL, .

a a b’
e Paral e Jpares:i>2e j22:

2¢c,;

A= ;. fi(x)=¢a,sin(ox (3.6.a)
)= asin(an)
A =% L f,(v)=a;sin(o,y) (3.6.b)
w; +¢;
! 1 . .
onde «; = - e q,= . Os termos ; e @, s&o, respectivamente,
sin(2w,a) ! sin(2@;b)
a———— h—— T/
ZQ)Z- Za)j

as solugdes das equacgdes transcendentais seguintes:

w, +c, tan(w,a)=0; ; +c, tan(a)jb)= 0 (3.6.c)
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- ( Ijﬂ 7 ( Ijﬂ 7 .
nos dominios || i—— |—,i— | e || j——= |—, J— |, respectivamente.
2)a a 2)b " b

3.2.1. Matrizes elementares estocasticas

Para mostrar a construgao das matrizes elementares estocasticas do modelo de
elementos finitos da placa sanduiche viscoelastica conforme o modelo de elementos finitos
descrito na Segao 2.1.3, Capitulo 2, toma-se como exemplo a matriz de rigidez estocastica da

contribuicdo da k -ézima camada do elemento finito de placa sanduiche:

c“'BYar (3.7)

Substituindo a Eq. (3.1) na equacgao anterior, pode-se obter a seguinte expressao que

deve ser avaliada para valores de r impares ou pares, conforme as relagdes (3.5) e (3.6):

K" (0 ' ZK( ) (3.8)

onde K\ =a, 4 2, [ f,(x.2) [ £,(x.)B"" "B a0 a2 ¢ a parte estocastica da
Q, Q,

matriz de rigidez da camada elastica k(1,3) .

Este procedimento é realizado para todas as matrizes elementares do modelo de placa
sanduiche viscoelastica, no qual se intervém diretamente no processo de integracao, para
cada matriz associada aos efeitos de membrana, flexdo, flexdo-membrana e cisalhamento,
através das fungoes de forma. O objetivo € determinar as matrizes elementares estocasticas
pares e impares que sao utilizadas na série truncada de KL. Entretanto, para a subestrutura
viscoelastica, como o comportamento do material depende da frequéncia e da temperatura, a

matriz de rigidez estocastica assume a seguinte forma:

K (0,7,0)=G(0,T) KV +G(o0T 0) K¢ (0) (3.9)

=1
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)

(2

”

onde K e K representam, respectivamente, as matrizes de rigidez de médulo complexo

fatorado das partes deterministica e estocastica, respectivamente, e G(a), T, 0) € 0 modulo

complexo cuja temperatura € considerada como sendo um parametro aleatério.
Por fim, a matriz de massa estocastica da k-ézima camada da placa sanduiche é

expressa da forma:

MY (0)=5" +> MY (6) (3.10)

r
r=1

Portanto, quando s&o introduzidas as incertezas no modelo, seja sobre as espessuras
das camadas, seja sobre a temperatura de operagdo do material viscoelastico, a equacao de
equilibrio estocastica do sistema amortecido submetido a uma excitacdo harmodnica

deterministica, é escrita como segue:
| K.(6)+G(o.T.0)K,(0)-0'M(0)| U(0,7.6)=F (o) (3.11.2)
ou ainda sob a seguinte forma:

| Z(0,T)+Z(0,0.T)|U(,T,0)=F (o) (3.11.b)

onde M(0), K,(6) e K,(0) séo as matrizes estocasticas da massa e de rigidez; G(w,T,0)
é 0o modulo complexo estocastico; U(w,T,0) e F(w) s&o, respectivamente, os vetores das

respostas estocésticas e das forcas. Z (a),T )= K, + G(a),T )K, —’M é a matriz de rigidez

dindmica média; Z(a),G,T):i(Ker +G(a),6?,T)I?vr —a)ZMr)f,(Q) é a matriz de rigidez
r=1

dindmica complexa estocastica.
Seguindo os desenvolvimentos apresentados na Sec¢ao 2.3, Capitulo 2, pode-se entao

obter as respostas em tensao do sistema estocastico:

@ (0.7,0)=¥ H(o,T,0)®,(0) H(.T,0)" ¥ (3.12)
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onde s(t,T,H)z[sxx(t,T, 9) syy(t,T, 0) sxy(t,T,H)] ' e as matrizes referentes & densidade

espectral de poténcia e a FRF estocasticas sao definidas, respectivamente, como segue:

@ T7.0) @ (0T,0) @, (0.T,0) (3.13.a)

@
és(a),Tﬁ): b
¢xy,xx(a)’]wig) ¢xy’yy(a),T,9) dj ‘ (a),T,Q)

H(o,7,0)=Z(o,T.,0)" (3.13.b)

Vale ressaltar que o método KL leva a uma modelagem estocastica do problema na
presenca de incertezas, mas a um custo computacional elevado, principalmente para o caso
da analise de fadiga de sistemas viscoelasticos, uma vez que ha a necessidade de se avaliar
a matriz de rigidez dependente da frequéncia e da temperatura para todas as amostras.
Portanto, torna-se imprescindivel o emprego de métodos de redugdo de modelos adaptados
a analise de fadiga dos sistemas estocasticos viscoelasticos evocados neste trabalho, como
sera tratado na Segéao 3.3, deste Capitulo.

Por fim, é importante destacar ainda que os sistemas estocasticos (3.11) e (3.12) séo
resolvidos utilizado o método HCL que foi introduzido por Iman e Conovers (1980), depois
melhorado por Florian (1992). Em resumo, ele consiste em dividir o intervalo de variagao das
variaveis incertas em »n intervalos, nos quais as probabilidades de se obter os valores
inclusos nestes intervalos sdo iguais. Em cada intervalo faz-se a escolha de um valor
particular, podendo ser este definido como o centro do intervalo ou determinado de maneira
aleatdria. Na sequéncia, é escolhido aleatoriamente um valor particular entre os n valores de
cada parametro incerto e em seguida sao feitos os calculos necessarios. Apds a escolha de
um valor da variavel, ela é retirada, ndo podendo ser selecionada uma segunda vez, restando,
neste caso, n — 7 calculos a serem efetuados. Esse processo é repetido continuamente até

que se executem todos os calculos.

3.3. Redugao de modelos

Durante a avaliagdo das respostas dindmicas e do critério de fadiga do sistema
viscoelastico estocastico no qual os parametros de concepgao variam durante um processo
de otimizacdo paramétrica para efeito de projeto, o custo computacional é primordial. As

reanalises exatas sdo, neste caso, excluidas em razao do alto custo numérico para a obtencao



33

dos envelopes das solugdes, obrigando-se a utilizar técnicas de aproximagao de fun¢des ou
reanalises aproximadas. Existem varios métodos de reanalise aproximadas, tais como os
métodos de perturbacao, de sensibilidade, as formulagdes baseadas em reducao de modelos
ou ainda os chamados metamodelos que podem ser construidos a partir de redes neurais
artificiais, ou através do emprego de superficies de respostas para acelerar o processo de
busca das solucdes 6timas. Nesta parte do trabalho, uma nova técnica de reducédo de modelos
robusta é proposta, sendo considerada uma outra contribuicdo importante deste trabalho. A
nova base desenvolvida para lidar com os sistemas viscoelasticos estocasticos € uma base
de reducao que deve ser enriquecida de forma iterativa para levar em conta as perturbacoes
no modelo advindas das incertezas paramétricas durante um processo de otimizacéo e/ou
ajuste de modelos.

Vale ressaltar que sem a redugao de modelos, seria praticamente impossivel utilizar a
técnica de otimizacao robusta proposta no Capitulo 5 para obter configuragdes otimas e
robustas do sistema viscoelastico estocastico, visando o aumento da sua vida em fadiga. A
partir da Eq. (3.13.b), pode-se imaginar que para um sistema viscoelastico estocastico
contendo um numero elevado de graus de liberdade, ndo é pratico utilizar diretamente o
modelo completo para estimar as respostas em tensao (3.12) requeridas no calculo do indice
de fadiga (ver Capitulo 4). Ele conduz a um tempo de calculo proibitivo em virtude da inversao
da matriz de rigidez dindAmica complexa para cada passo em frequéncia e para cada amostra.
Neste caso, utiliza-se aproximagdes de respostas, buscando-se a solugdo num subespaco:
isto &, a aproximagao modal, que consiste em projetar as equagdes do movimento numa base
de reducgao, T , para diminuir o numero de graus de liberdade do sistema e acelerar o célculo.
Neste caso, assume-se a hipotese de que as respostas exatas podem ser aproximadas por

solugdes dentro de um subespaco reduzido da seguinte forma:
U(o,T,0)=TU, (o,T,0) (3.14)

CNXNR

onde a matriz T € € a base de redugéo, ou base de Ritz, e U, c™ com NR<< N (

NR representa os modos retidos na base).
Considerando-se as expressdes (3.14) e (3.11.a), a funcéo de transferéncia (3.13.b)

pode ser aproximada como:

H (0,T.0)=Z

»

(o,1,6)" (3.15)
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Z (0,7,0)=T K, (0)T+G(o,T,0)T K, (0)T-o’T'M(6)T ¢é a matriz de rigidez

dindmica reduzida que pode ser calculada e invertida para cada passo de frequéncia de uma
maneira direta, utilizando-se algoritmos numéricos eficientes.

Entretanto, para sistemas amortecidos viscoelasticamente, a escolha da base de
reducdo nao é tarefa simples, nem sistematica, em funcdo da dependéncia da matriz de
rigidez do material com relacao a frequéncia de excitagao e a temperatura. Neste caso, a base
de reducgao deve levar em conta as variagdes da frequéncia e da temperatura (DE LIMA et al,;
2015).

A base de redugéo, T,,,, , do método iterativo de Ritz enriquecido proposto nesta Tese
€ baseada nos desenvolvimentos de Bobillot e Balmés (2002) e Cunha-Filho et al. (2018). A
construgdo da base inicia-se com a obten¢cdo dos modos, ¢0, do sistema viscoelastico

conservativo associado (SCA) através da resolucao do seguinte problema de autovalores:
= 0\? 0
[K8+G K (o)) M}Ig =0 (3.16)

onde G, = G(a) - 0) no moédulo complexo (2.38), Segdo 2.2, Capitulo 2,e k=7/aNR.

Na etapa inicial do processo, & = (), assume-se o seguinte valor inicial da base, T;;AZ = [¢0} ,
referente ao sistema SCA. Além disso, apds definir a tolerancia requerida, ol , e um indicador de erro,
&, =1, paraumadadaamostra, &, e temperatura de operagdo, 7', as seguintes Etapas sdo realizadas

acada iteracdo, k , até que arelagéo, &, < fol , seja satisfeita:
Etapa 1: Assume-se um valor inicial da base, TEkRM = [¢0} , referente ao sistema SCA;

Etapa 2: Apo6s definir a tolerancia do método, o/ , € um indicador de erro, &, = 1, para uma

dada temperatura de operagao, 7', do material viscoelastico, as seguintes subetapas sao realizadas em
cada iteragdo, k , até que a seguinte relagdo, &, < tol , seja satisfeita:

Subetapa 2.1: calculo da matrix de rigidez dindmica do modelo reduzido para, a),? :

Z,(e.7)-1,

ERM

{Ke +G(@,T)K, —(a)f)2 M}T (3.17.a)
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Subetapa 2.2: avaliacdo do residuo associado as forcas externas para a resposta dinamica

reduzida por, U, (a)ZT) =Z, (a),f,T)_I f:
R,(o,.T) :[Ke +G(@,,T)K, —(w,f)z M} Uy(e).7)-1 (3.17.b)

Subetapa 2.3: determinagao dos residuos dos deslocamentos dado por:

-1

Rd(wZ,T)=[K8+G(a>,f,T)I_(V] R, (0].7) (3.17.0)

Subetapa 2.4: enriquecimento da base, T;{M , pelas partes real e imaginaria dos residuos

referentes aos deslocamentos para gerar a nova base iterativa enriquecida:
7o = [TE";A; Re(Rd (a),f,T)) Im(Rd (e, T))} (3.17.d)
Subetapa 2.5: avaliagao do erro da energia de deformagdo dado por:

R, (wZ,T)T (K, +G,K R, (o].T)
= — - — (3.17e)
(T ) Vsl T) K, +G,E U, (0.T) T,

ERM

Vale salientar que é de se esperar que o tamanho da base robusta (3.17.d) aumente a cada
etapa do processo. Entretanto, isto melhora significativamente a preciséo das respostas dindmicas
aproximadas (FRF e respostas em tensao do sistema).

A titulo de ilustragao, a Fig. 3.1 compara o método de redugao classico comumente encontrado
na literatura com 0 método de redugéo robusto proposto nesta Tese e que sera utilizado em conjunto
com a otimizacao robusta detalhada no Capitulo 5. Note que para construir a base padrao nos métodos
classicos faz-se necessario a resolugéo de um problema de autovalores a cada modificacao do sistema
advinda de incertezas e/ou otimizacdo. Ja o método robusto, ha a necessidade de se resolver um Unico
problema de autovalores (3.16) do sistema nominal, levando a um ganho significativo de tempo, ja que
0 processo iterativo das Etapas 1 a 5 € de facil execugdo numérica e a robustez advém do fato da base

levar em conta os residuos das forgas de modificacdes, além das forgas de amortecimento viscoelastico.
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Figura 3.1. Comparacgao entre os métodos de redugao classico e robusto
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CAPITULO IV

Analise de fadiga de sistemas viscoelasticos estocasticos sujeitos a cargas

aleatdrias estacionarias e gaussianas

Este capitulo apresenta os desenvolvimentos do critério de fadiga multiaxial de Sines, proposto
inicialmente para sistemas deterministicos nao amortecidos. Neste caso, 0 método é estendido para o
caso dos sistemas sanduiches viscoelasticos estocasticos apresentados no capitulo anterior. Salienta-
se que esta é considerada uma das principais contribuicdes deste trabalho, onde é apresentada uma
formulagao probabilistica do critério de Sines para avaliar os pontos de falha de um sistema viscoelastico
na presenga de incertezas nas espessuras das camadas do tratamento e na temperatura de operagao

do material viscoelastico.

4.1. Introdugao

Na Engenharia, niveis elevados de vibragdes podem ocasionar falhas por fadiga. Geralmente
este tipo de falha ocorre apés um longo periodo de tensées repetidas ou ciclos de deformacgdes, que
resultam na nucleacio e propagacao lenta e gradual de uma pequena trinca até o colapso subito do
sistema. A origem das trincas na superficie esta relacionada ao préprio processo de fabricagdo, mas
também podem ser desenvolvidas durante a vida Util da estrutura, em fungéo das deformagdes ciclicas
ao redor de uma descontinuidade que resulta na concentracdo de tensbes (LAMBERT, 2007;
CALLISTER, 2008; TAKAHASHI, 2014).

A classificagdo da fadiga esta relacionada ao numero de ciclos que a estrutura suporta até sua
ruptura, podendo ser classificada em fadiga de baixo ciclo ou de alto ciclo, também denominadas
oligociclica ou policiclica, respectivamente (TAKAHASHI, 2014; ROSA, 2016). A vida em fadiga de baixo
ciclo corresponde a ruptura que ocorre entre 10* e 108 ciclos, resultando em deformagao plastica seguida
de ruptura. Enquanto a fadiga de alto ciclo ocorre entre 10° e 107 ciclos sem a ocorréncia de uma
deformagao plastica mensuravel (LAMBERT, 2007; RAMOS, 2014).
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Atitulo de ilustragao, a Fig. 4.1 ilustra uma superficie caracteristica de ruptura por fadiga, em que
os estagios de ocorréncia podem ser divididos em nucleagéo da trinca, propagagao da trinca e ruptura
repentina (TAKAHASHI, 2014).

Nucleagao
Propagagéo da trinca

Ruptura repentina

Figura 4. 1 - Caracteristica de superficie sob falha por fadiga (adaptado de Askeland, Fulay e
Wright, 2010)

O primeiro estagio da falha por fadiga esta relacionado a nucleagao das trincas na superficie do
material. Estas trincas surgem em virtude da deformacao plastica ciclica e se propagam dentro do grao,
a chamada propagacao cristalografica, podendo atingir de 1 a 5 graos nao visiveis a olho nu. No estagio
Il, a trinca é fisicamente grande comparada a microestrutura do material e apresenta concentragao de
tensao de tragdo em sua ponta, promovendo o crescimento da trinca. Vale salientar que é neste estagio
gue aparecem as chamadas marcas de praia, que sao marcas deixadas na superficie fraturada. No
terceiro estagio a estrutura sofre uma fratura repentina, em virtude da continuidade de propagacgao das
trincas até que o material remanescente ndo suporte o ciclo de camegamento e descarregamento,
resultando em uma falha rapida, catastréfica e sem aviso prévio (KOCER, 2010; TAKAHASHI, 2014).

Portanto, as falhas por fadiga séo consideradas criticas pelas dificuldades em identificar sinais
prévios a ruptura. Em fungdo disto, muitos pesquisadores em todo 0 mundo tem se mobilizado para
desenvolver mecanismos de estimativa da vida em fadiga para garantir maior vida util das estruturas de
engenharia e consequentemente evitar acidentes associados a este tipo de falha, como abordado nos
trabalhos de Dirlik (1985), Dang-Van (1993); Li e Freitas (2002), Khalij, Pagnacco e Lambert (2010),
Lambert, Pagnacco e Khalij (2010), Cesario (2012), de Lima et al. (2014), Palmeri e Ricciardelli (2006),
Yaich et al. (2017) e Mayssam et al. (2017).

4.2. Escolha do método de analise de fadiga

A partir de relatos na literatura, observa-se que a falha por fadiga tem sido objeto de estudo ha
aproximadamente 190 anos (TAIER, ARAUJO e GODEFROID, 2002). A Fig. 4.2 esquematiza
cronologicamente importantes contribuigbes envolvendo a tematica de analise de dano por fadiga de

sistemas estruturais ndo amortecidos, que sao descritos com detalhes nos trabalhos de Schiitz (1996),
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Bishop e Sherratt (2000), Koger (2010), Pires (2012), Rubi (2013), Ramos (2014), Takahashi (2014) e
Rosa (2016).

1860 1870 - 1890 1910 1910
Gerber, Goodman, _ Ewing e Humfrey o i
Augusto Wohler > Bauschings > > Basquin
. i Estudo dos Diagrama S-N até a
Curva de Wohler: Métodos para estudo mecanismos de ocorréncia de falha
Estudo Curvas S-N da influéncia da fadiga em escala com regiio finita
tensao na fadiga microscopica
\ 4
1945 1937 1924 1920
Miner Neuber Palmgren Grififth
Regra d@: dano - Estudo dos efeitos | Modelo.de c!ano N Desenvolveu a base
cumulativo de do gradiente de cumulativo linear da mecanica de
fadiga: Lei de tensio em entalhes el i fraturas
Palmgren-Miner amplitudes de carga
\ 4
1968 1970 e 1990
Matsuishi e Endo > Muitos pesquisadores focaram no desenvolvimento de técnicas no dominio da
Algoritmo de frequéncia para analisar a vida em fadiga induzida por vibragdes de sistemas
contagem Rainflow dindmicos submetidos a carregamentos ciclicos multiaxiais

Figura 4. 2 - Alguns métodos de analise de dano por fadiga (Adaptado de Schiitz, 1996)

Os métodos de analise de fadiga no dominio da frequéncia séo preferiveis por requerem um
menor custo computacional envolvido no calculo dos indices de fadiga quando comparados com os
métodos no dominio do tempo (PITOISET E PREUMONT, 2000; LAMBERT, 2007; KOCER, 2010).
Além disso, como na maioria dos casos as estruturas de engenharia estdo submetidas a estados de
tensbes multiaxiais ciclicas, devem ser utilizadas teorias de fadiga multiaxial. Em geral, divide-se estas
teorias em quatro grandes grupos, a saber (RAMOS, 2014; ROSA, 2016):

(@) Ciritérios empiricos: geralmente utilizam as tensées equivalentes de Von Mises e Tresca,
apresentando boas predicdes de vida em fadiga apenas para as condi¢bes de carga que
foram elaborados;

(b) Ciritérios de energia: fundamentados na energia transmitida pela excitagdo do sistema e
bem adaptados a fadiga de baixo ciclo pelo nivel de deformacéao plastica envolvido;

(c) Ciritérios do tipo plano critico: bem adaptados para carregamento proporcional, onde
adotam como planos criticos os pontos de maior probabilidade de ocorréncia de falha, em

gue é decomposto o tensor tensado para gerar o trajeto do carregamento. Eles apresentam
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resultados mais precisos e sao os mais utilizados atualmente, destacando-se o critério de
Dang Van (1993), Papadopoulos (1995) e Matake (1977);
(d) Ciritérios de abordagem global: bem adaptados para carregamentos nao-proporcionais ou

fora de fase. Eles se baseiam no primeiro invariante do tensor tens&o (7, ) ou no segundo
invariante do tensor desvio de tensdo (J, ) . Neste caso, destacam-se os critérios de Sines

(1959) e Crossland (1956).

Considerando os principais modelos de fadiga multiaxiais do plano critico e de abordagens
globais, Weber (1999) estabeleceu um comparativo a partir de ensaios que permitiram observar que os
critérios de Fogue e Sines apresentam os melhores resultados. Ao comparar estes dois métodos,
observa-se uma formulagdo mais simples para o critério multiaxial de Sines por requerer apenas dois
limites de fadiga, enquanto que no critério de Fogue requer trés limites de resisténcia em sua formulacgao.

Portanto, a partir do trabalho de Weber (1999), outros pesquisadores tém utilizado o método
multiaxial de Sines para estimar o indice de fadiga de sistemas mecéanicos ndo amortecidos. Destaca-
se o trabalho de Ramos (2014) que estendeu a metodologia do Sines para modelos deterministicos com
amortecimento viscoelastico. Rosa (2016) também utilizou 0 mesmo critério adaptado para aplicacdes
em sistemas nao amortecidos sujeitos a carregamentos aleatérios estacionarios e Gaussianos. No
presente trabalho, a analise de fadiga sera realizada estendendo a formulagdo deterministica do critério
global de Sines para os sistemas viscoelasticos estocasticos apresentados no Capitulo 3, submetidos a

cargas multiaxiais e aleatérias no dominio da frequéncia combinado com redugéo de modelos.

4.3. Critério multiaxial de Sines

O critério de Sines € um critério de tenséo para fadiga multiaxial formulado com base no segundo

invariante do tensor desvio de tensdo, J,,, e no limite de fadiga, ¢ ,, do material da peca. O critério

definido conforme a Eq. (4.1), para o caso de sistemas com pressao hidrostatica nula, estabelece que
para valores maiores que a unidade a estrutura falhara por fadiga antes de atingir dois milhées de ciclos

(SINES, 1959; TAKAHASHI, 2014; ROSA, 2016).

D =Es1 4.1)

Sines
tfl
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4.3.1. Célculo do segundo invariante do tensor desvio de tensédo

Classicamente, o segundo invariante das componentes do tensor tensdo para um estado tri-axial
de tensdo-deformagéo € dado pela seguinte relagéo (WEBER, LABESSE-JIED e ROBERT, 2001):

= 2 52005, 00 +, =5 O #5050 +(5, ()5, @) 5. ) | 62

Para o caso especifico de camegamento em fase, o valor da amplitude da tensao equivalente,

\J,, » pode ser determinado diretamente das componentes altemadas da resposta em tensdo do

sistema, s(¢) =[5 (1) 5, ()5 (6) 5., (¢) 5,.(0) 5. (1)) ", da forma (LAMBERT, 2007

VT = e = =5V (s =5 s 5 | 43

onde s, , = {21201}[ ]— Ot][ ]}

No entanto, situagdes com carregamento nao proporcional ou fora de fase, 0 segundo invariante
das componentes do tensor tensdo ndo pode ser determinado diretamente pelas componentes de
tensdo altemadas, e deve-se utilizar outros métodos para sua determinacdo. Neste caso, destaca-se o0
modelo de Li e de Freitas (2002) que propde uma abordagem estatistica bidimensional fundamentada
no trajeto do carregamento de uma elipse circunscrita minima de semieixos R, e R, . A representacéo
do trajeto esta ilustrada na Fig. 4.3 e calculado pela Eq. (4.4). Este modelo é aplicado para espagos

bidimensionais e considera os efeitos da ndo-proporcionalidade.

NV JR+R 4.4)
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Trajeto do carregamento

ndo proporcional ,/J, ()

Circulo circunscrito
minimo

Elipse circunscrita
minima

Figura 4. 3 - Representagdo do método da elipse para um carregamento bi-dimensional ndo

proporcional (adaptado de Lambert, Pagnacco e Khalij, 2010)

A partir do método da elipse circunscrita minima, Khalij, Pagnacco e Lambert (2010) propuseram
expandi-lo para o método de casca prismatica, sendo este o método adotado para o desenvolvimento
deste trabalho. Destaca-se que este método foi aplicado em outros trabalhos como de Lima et al. (2014),
Ramos e de Lima (2014), Ramos (2014), Rosa e de Lima (2015) e Rosa (2016). Entretanto, para o caso
de caregamentos ndo proporcionais de natureza aleatoria e a presenga de incertezas em parametros
fisicos efou geométricos do sistema viscoelastico, como definido pelas relagbes (3.13), Segéo 3.2.1,
Capitulo 3, a direcdo e a magnitude da resposta em tensao aleatéria, s(t, T, 9), nao sao constantes
durante um ciclo de carregamento. Portanto, faz-se necessario propor uma formulagéo probabilistica da
técnica da casca prismatica inicialmente proposta por Khalij, Pagnacco e Lambert (2010) para sistemas
deterministicos.

As principais etapas da metodologia a ser empregada neste trabalho sdo descritas a
seguir, onde, para simplificar os desenvolvimentos, a natureza aleatdria e a temperatura de
operagao do material viscoelastico serdo omitidas:

¢ Inicialmente, partindo-se de um estado tri-axial de tensdes, é realizada uma mudanga

de variavel de seis para cinco dimensdes sobre a resposta em tensao aleatéria do

sistema viscoelastico, s(), por meio da seguinte transformagao, S(¢)=Ps(z), em
N, intervalos de tempo discretos, ¢,, com i=1,...,N_, onde o vetor das tensdes

N

modificado, S(t), e a matriz de transformacéo, P, séo definidos da forma:

S(0)=[5,(1),8, (1), (1), S, (1), SO (4.5.2)
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B3 —Bl6 -3/6 0 0 0]
0 /2 -1/2 0 0 0
P=| 0 0 0 100 (4.5b)
0 0 0 010
L0 0 0 00 1]

onde, s,(t):ﬁ{%sm(t)_
S,(t)=5.(t) e 5,(c)=s,.(c).

Nota-se que o tensor tensao & descrito por um numero menor de componentes no

espaco transformado, sendo esta, uma das grandes vantagens em se utilizar a relacao,

S(1)=Ps(t).

. . ~ T s, . . ~
e Em seguida, uma nova avaliago, S'(t)zTS S(t), € obtida via transformagéo
ortonormal, onde T, e R™ é uma matriz contendo os cinco autovetores referentes
aos eixos principais do carregamento aleatério, obtidos da analise de autovalores da

matriz de covariancia, V,=(5-5)-(s-§) /(N,-1), onde = Z“]S[)/NS,

V.eR™ e § eR™;

o Posteriormente, é calculada as amplitudes, R =(1/2)[max($’)—min($’)] , para um

periodo de tempo, ¢ €¢,, no sistema de coordenadas principal, apos a transformagéo

ortogonal, onde R:[R1 R, R, R, R, ]T sdo as medidas dos vetores das tensdes

aleatdrias ao longo dos eixos principais do prisma que circunscreve o caminho do

carregamento, para entao estimar o segundo invariante do tensor tenséo da forma:

o =|R|= R + R2 + R2 + R} + R? (4.6)

A titulo de exemplo, a Figura 4.4 ilustra os vetores S(t) e S'(t) definidos no espaco
bidimensional para o seguinte problema ilustrativo: s (¢)=s,(t)=315xsin(ew?)[MPa] e

5., (t)=55(t)=158xsin(ewt + 7/3)[MPa)]. Apés o procedimento de transformagéo ortogonal, ¢
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possivel calcular as medidas maximas de, R=[118.7 209.6]T, utilizadas para estimar,

20 =|R|=24091.

—— 5, vs 5,01
(1 vs 5,00

250

200 -

180 -
100+

S,(t)e S;(¢) _[_E\flPa]

-100 1

-1a0 1

200

250 ! I I I I I I I !
-280 200 180 100 50 0 50 100 150 200 250

S,(t)eS(t) MPa]

Figura 4.4 — llustragdo da técnica casca prismatica para um problema bidimensional
(adaptada de Lima et al., 2014).

4.4. Formulagao probabilistica do critério de Sines

Lambert (2007) define o critério de Sines como um dos mais bem adaptados para o caso de
carregamentos nao-proporcionais ou fora de fase. Entretanto, para avaliar a probabilidade de n&o falha
por fadiga do sistema sanduiche viscoelastico sujeito incertezas paramétricas e a ciclos de cargas

aleatdrias que podem ser multiaxiais, estacionarias e Gaussianas, o calculo do indice, Dy, , passa de

calculo direto como definido pela relagio (4.1) para a seguinte estimativa de sua esperanga matematica:

E [DSinex ] ~

onde E[ \[1,,(0) | \[E[R: (60)]+ E[R}(0) ]+ E[R: (0)]+ E[ R (6) ]+ E[ R} (6)]+ E[ R: (6)] &
a estimativa da raiz quadrada do segundo invariante do tensor desvio de tensao aleatério.

Vale ressaltar novamente que para carregamentos deterministicos em fase ou fora de
fase, ,/J,, , pode ser estimado seguindo os procedimentos apresentados na segao anterior.

Entretanto, a analise deve levar em conta a natureza aleatéria e a dependéncia em frequéncia
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e temperatura das respostas em tenséo do sistema viscoelastico, s(t,T,H), e o fato de nao

ser constante durante um ciclo de vibragéo. Portanto, para estimar o indice de fadiga (4.7)

levando-se em conta a natureza estacionaria e Gaussiana do estado de tensdo do sistema,
uma etapa intermediaria para estimar a distribui¢éo de, /J,, (6’) , consiste em caracterizar os

dois primeiros momentos estatisticos maximos das medidas aleatérias estacionarias e
Gaussianas néo correlacionadas, Rl.(é’), ondei=1as5.

Dentre as varias estratégias usadas para estimar a distribuicdo de valores extremos
atingido por processos Gaussianos durante um periodo de tempo, os resultados encontrados

por Preumont (1985) serdo empregados neste trabalho, no qual os momentos estatisticos de,

R (9) s&o expressos da forma:

E[R(0)]= VA (p +7 Br) para i=1,...5 (4.8.a)

V[R.(0)]= 4, ’% 2 para i=1,...5 (4.8.b)

onde [, =1/,/21n(/caNp) e Up = ,/21n(KuNp) sdo, respectivamente, a dispersdo e o modo

Tp ﬂvz p . Lo . N ' o
de, Ri (0), e Np = 2— 7 € 0 numero de maximos associados as componentes, S (f)— S
T\ 4o

, avaliado num intervalo, t,. Os parametros /10 e ﬁz indicam, respectivamente, os momentos

espectrais de zero e segunda ordens do vetor, S'(t) ,e y=0.5772 é a constante de Euler. Os

parametros de largura de banda sao definidos como segue:

—e ' 78 5<0.5
. = 1.5(1 e ) for &< 0.5’ " = Sor 4.9)
0.94 for 6205 4.05 for 6205

onde & =+/1— /112/(/10/12) ¢ o fator de irregularidade dependente dos momentos espectrais do

processo aleatorio, S'(t) , de acordo com a teoria do fator de pico (PREUMONT, 1985).

De acordo com Preumont (1985), as caracteristicas estatisticas (4.9) levam a
estimacdes razoaveis para varias formas espectrais de uma maneira simples considerando a
largura de banda do processo. Além disso, para o desenvolvimento dessas expressoes, a

distribuicdo de Gumbel foi adotada assumindo-se que as passagens de niveis ocorrem de



47

acordo com um processo de Markove. Tal suposi¢ao, que é adotada neste trabalho, também
foi usada por Pitoiset, Rychlik e Preumont (2001), Lambert, Pagnacco e Khalij (2010) e
Preumont (1985).

Baseado nas distribuicoes (4.8), obtidas para os processos aleatorios estacionarios e
Gaussianos nao correlacionados, Rl.(6’), € possivel obter as seguintes fungdes para os

valores da média e da varidncia da amplitude do segundo invariante do tensor desvio de

tensdo aleatorio, E[J,,(6)] =iE[Rf(9)] e V[/,,(0)] =iV[Ri2(6’)], onde os primeiros
i=1 i=1

dois momentos estatisticos de, Rf(@), podem ser definidos da forma (LAMBERT,

PAGNACCO E KHALIJ, 2010):
E[R2(0)]= E[R (O + V& (0)] @.10)

£[r3 o)

V[Rf(@)]: 415[1?31.(9)]2 V[Rl.(e)]+%V[Ri(6’)]2 + 4853‘/6 E[R,(0)] V[R,(0)]* —E[R}(e)](4.11)

i i
T

onde ¢ =1.20206 é a constante de Apery. Detalhes da obtengdo da média e da variancia de,

Rl.2 (6), estao descritos em Lambert, Pagnacco e Khalij (2010).
A partir deste ponto, é necessario fazer uma suposicao sobre a funcado densidade de
probabilidade de, ./J,,(0), para continuar com a sua caracterizagdo em fungdo da

dificuldade em obter expressdes analiticas para o caso de uma distribuicdo de Gumbel. Neste
trabalho, na Eq. (4.11), sera assumido que, E[Jzza (9)] =E[J2a(9)]2 —V[J2a(9)], E[JZZa (9)] ;

2
além da seguinte definicdo de variancia, V[ J,,(0) } = E[J,, (H)]—E[ J,,(6) } :

Portanto, apds combinar estas relagdes, chega-se a uma equagao nao linear a ser resolvida

numericamente:
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Elsn (0] + Vs (0)]- 4E[7,10)] 2[E[J2a O] £7,,0) j
_Q(E[JM(G)]— | 7.0)] ZT 4.12)

5

-8 50 (e 01 el

3/2
=0

Na Eq. (4.12), observa-se que somente o termo, E[m] , ndo é conhecido.
Entretanto, este pode ser estimado empregando o método de Newton—Raphson através da
seguinte estimativa inicial, Em] = [JZa(H)] .

Portanto, a solugcao da equagao anterior em conjunto com a definicao de varidncia para
a variavel aleatoria, m permite obter a seguinte expressao analitica para a sua fungao

densidade de probabilidade (LAMBERT; PAGNACCO E KHALIJ, 2010):

py(r)= ﬁ% exp(”’ﬂ—;rj exr{— eXp(”’ﬂ—:rﬂ (4.13)

12
onde £, =£{V[ J,,(6) } j e u; :E[ JZa(H) } —y B, designam, respectivamente, a
7

disperséo e o modo de, /J,, (9) . Nota-se que o valor mais provavel de, +/J,, (0) , € 0seumodo e

nao o seu valor médio.



CAPITULO V

Metodologia de Otimizagao Multiobjetivo Robusta

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos fundamentais a respeito da estratégia de
otimizagdo multiobjetivo adotada neste trabalho para ser combinada com a nogéo de fungbes de
vulnerabilidade e/ou robustez. O intuito € utilizar esta metodologia para o projeto 6timo e robusto dos
sistemas viscoelasticos estocasticos de interesse deste trabalho, visando 0 aumento da vida em fadiga
de tais sistemas. Neste caso, serdo definidas as fungdes de vulnerabilidade e o método utilizado no
problema de otimizagdo multiobjetivo robusto, com destaque para o algoritmo evolucionario NSGA e
para o critério de dominancia de Pareto para obter as Frentes de Pareto dos sistemas deterministico e

estocastico.

5.1. Introducgao

A origem dos problemas de otimizacdo € anterior ao desenvolvimento de ferramentas
computacionais e aplicado com o objetivo de obter a melhor combinagdo para um sistema mais confiavel
e eficiente. Conceituando, a otimizagdo envolve um conjunto de procedimentos por meio dos quais se
busca minimizar ou maximizar uma determinada fungdo, denominada fungéo objetivo, sujeita ou ndo a
restricdes de igualdade e desigualdade, obtendo assim, um melhor aproveitamento dos recursos
disponiveis. A maioria dos problemas reais apresentam diferentes possibilidades de solucdes e, neste
caso, a otimizagdo pemmite encontrar a melhor solu¢do do problema considerando algum critério de
desempenho (DEB, 2001).

Na Engenharia, durante a fase de concepgéo inicial ou pré-projeto, o engenheiro normalmente
se depara com muitas variaveis de projeto, varias restricoes tecnologicas e/ou econdmicas e, na maioria
das vezes, com multiplos objetivos. Nestes casos, técnicas numéricas de otimizagao permmitem garantir
a robustez, confiabilidade e o desempenho maximo do sistema, a partir dos parametros étimos obtidos
via minimizagdo ou maximizacdo de alguma fungéo custo (DE LIMA, RADE, BOUHADDI, 2010;

MOREIRA, 2015). E importante destacar que a otimizagdo pemite reduzir significativamente o tempo
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de projeto, levando a uma melhor solu¢do com menor custo computacional, dependendo, € claro, da
complexidade do problema.

Os métodos de otimizagao sao classificados inicialmente em fun¢o da natureza dos algoritmos
como deterministicos e ndo deterministicos. Os métodos deterministicos sdo aqueles constituidos por
algoritmos normalmente conflitantes entre si em alguma parte do espago de deciséo, ndo havendo
oportunidade para decisdes de carater aleatério. Enquanto que os métodos ndo detemministicos,
conhecidos como estocasticos ou aleatérios, sdo aqueles que utilizam regras de probabilidade
introduzindo elementos aleatdrios dentro do algoritmo, resultando em aspectos menos rigorosos e
menor chance de convergir para minimos locais comparado aos métodos deterministicos (SUDRET e
DER KIUREGHIAN, 2000; SUDRET, 2007).

Ouitra classificagéo esta relacionada ao numero de critérios a ser otimizado, podendo ser mono-
objetivo ou multiobjetivo. Os problemas mono-objetivo sao caracterizados pela existéncia de um unico
critério enquanto que os multiobjetivo apresentam mais de um critério a ser otimizado. De acordo com
Vicente (2014), os problemas de otimizagdo multiobjetivo normalmente sdo caracterizados por
diferentes fungdes custo que estdo em conflito em alguma parte do espaco de projeto e buscam otimizar

varias componentes de um vetor custo, a partir de um conjunto das solugbes de Pareto.

5.2. Problema multiobjetivo deterministico (PMOD)

Contrariamente a otimizagao mono-objetivo, a solugdo de um problema multiobjetivo
deterministico (PMOD), n&o é unica, mas constituida de um conjunto de solu¢des, conhecidas
como solugdes de Pareto (Eschenauer, KOSHI e Osyczka, 1990). Toda solugdo deste
conjunto é 6tima desde que qualquer melhoria ndo possa ser feita sobre uma componente do
vetor sem a degradacdo de ao menos uma outra componente. O primeiro objetivo na
resolucdo de um problema multiobjetivo € o de obter o conjunto das solugdes de Pareto ou
amostrar as solugdes diversificadas deste conjunto. A determinagdo do conjunto é apenas
uma primeira fase na resolugéo pratica de um PMO que necessita, num segundo momento,
da escolha de uma solugao a partir deste conjunto de acordo com preferéncias do projetista.
A escolha de uma solugdo em relacdo as outras necessita do conhecimento prévio do
problema e dos inumeros fatores que influem no mesmo. Assim, uma solucao escolhida por
um critério de decisdo pode nao ser aceitavel por outro. Faz-se entdo necessario ter varias
alternativas na escolha de uma solugao de Pareto.

Um PMOD é definido da forma (AIT BRIK, BOUHADDI e COGAN, 2004a; 2004b; AIT
BRIK, 2005):
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min F(x)=(f,(x), £2(x).... /,(x))
gj(x)SO j=1,....m (5.1)
x, <x<x; xeC

onde n>2 é o numero de fungbes objetivo, x = (xj, x2,...,xk) € o vetor que representa as

variaveis de projeto, C R" representa o conjunto realizavel (espago de projeto) associado
as restricoes de igualdade ou desigualdade g; (x) e os limites explicitos; F(x) é o vetor de
critérios ou funcdes objetivo a serem otimizadas.

De acordo com o principio de Vilfredo Pareto, o 6timo de Pareto para um problema
multiobjetivo, é obtido ao considerar que existe um equilibrio tal que ndo se pode melhorar um
critério sem deteriorar pelo menos um dos outros critérios. Esta definicdo para as solugdes de
Pareto, decorrem diretamente da nogdo de dominancia, em que: uma solugdo x* € C é uma

solugéo de Pareto se, e somente se, ndo existe uma solugdo xeC tal que F(x) domine

F(x*). Neste sentido, considera-se dificil encontrar uma solugdo que melhore os

desempenhos sobre um critério sem que isto provoque uma degradacado dos desempenhos
sobre ao menos um outro critério. As solugdes de Pareto sdo conhecidas sob o nome de
solugdes admissiveis, ndo dominadas e inferiores (ZITZLER E THIELE, 1998).

A Figura 5.1 ilustra o conceito de dominancia de Pareto para o caso de minimizagao
de duas fungdes objetivos, onde os pontos 7, 3 e 5 ndo sdo dominados pelos outros pontos.
Por outro lado, o ponto 2 é dominando pelo ponto 3, e o ponto 4 é dominado pelos pontos
3e).

£,

-— f1
Figura 5.1 — Nogao de dominancia de Pareto para minimizar os objetivos f; e f, (adaptada

de Ait Brik, 2005).
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5.3. Escolha de um método de otimizagao multiobjetivo

A principal dificuldade de um problema multiobjetivo n&o consiste em buscar a solugéo
6tima, mas o conjunto das solugdes satisfatérias, que devem, em seguida, se submeterem a
uma operacgao de classificacdo. Os métodos de resolugdo dos problemas multiobjetivo, sao
entdo, métodos de auxilio a decisdo, porque a escolha final sera feita pelo projetista. Neste
contexto, existem dois tipos de resolugao de um problema multiobjetivo (Ait Brik, 2005): a
primeira solu¢ao adota um ponto de vista do utilizador, e consiste em transformar um problema
multiobjetivo num problema simples mono-objetivo onde as fungdes custo sdo ponderadas e
a resolucéo do problema torna-se classica. Neste caso, a solugao é étima no contexto de uma
funcdo mono-objetivo. O problema € que esta solu¢ao nao satisfaz necessariamente todos os
critérios multiobjetivos, além disso, desconsidera-se o significado fisico do problema de
partida. Além disso, ela ndo cobre o conjunto das solugées quando o dominio das fung¢des
custo é nao convexo (DAS E DENNIS, 1997). A segunda solugao € de tentar responder ao
problema multiobjetivo, levando-se em conta o conjunto de critérios de acordo com o conceito
de otimizagdo de Pareto. No primeiro método, o projetista intervém desde o comego da
definicdo do problema, exprimindo suas preferéncias, afim de transformar o problema
multiobjetivo num problema mono-objetivo. Na segunda estratégia, a escolha é feita no
conjunto das solugdes propostas pelo otimizador multiobjetivo.

Na maioria dos casos, o projetista ndo pode exprimir claramente as suas preferéncias,
seja porque lhe faltam experiéncias ou informacdes, seja porque as fungdes objetivos séo de
naturezas diferentes. O inconveniente € que quando os objetivos ndo sdo convexos, o método
de ponderacéo ignora esta parte do conjunto de solugbes de Pareto (Das e Dennis, 1997)

como ilustrado na Figura 5.2 abaixo.

£ £,

(a) (b)

Figura 5.2 — Espaco convexo (a) e ndo convexo (b). (adaptada de (Das e Dennis, 1997)).
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Observa-se que existe um certo numero de técnicas que permitem encontrar o conjunto das
solucdes o6timas de Pareto (Das e Dennis, 1997 ; STEUER, 1986). As principais vantagens destes
métodos s&o que as solugdes 6timas sao independentes das preferéncias do projetista e que a analise
pode ser executada somente uma vez, porque o conjunto de Pareto ndo sofrera mudancas significativas
desde que a descricdo do problema continue sem alteragbes. Uma dificuldade encontrada é que
geraimente, o numero de solugdes no primeiro Fronte de Pareto € muito grande, significando algumas
vezes um problema suplementar ao projetista para a escolha final da solugdo a ser implementada.
Contudo, existem métodos que podem resolver este problema, agrupando as solugdes em familias que
tém propriedades estatisticas semelhantes (ROSENMANN E GERO, 1985; MORSE, 1980).

Neste contexto, os algoritmos evolucionarios se tornam atrativos para resolver
problemas multiobjetivo. Mas, existem inUmeras variantes dos mesmos como por exemplo, 0
método VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm) (Schaffer, 1985); o método MOGA
(Multiple Objective Genetic Algorithm) (Fonseca e Fleming, 1993); o método SPEA (Strength
Pareto Evolutionary Algorithm) (Zitzler, 1999); e aquele a ser utilizado neste trabalho chamado
de NSGA (Non dominated Sorting Genetic Algorithm), proposto por Srinivas e Deb (1993).

O NSGA é baseado no conceito de dominancia de Pareto e as solugdes sao
classificadas de acordo com um procedimento denominado ranking, onde os individuos que
nao sdo dominados, séo posicionados no Fronte n°1 e, em seguida, eliminados da populagao.
O conjunto seguinte de individuos ndo dominados ¢ identificado no Fronte n° 2, e assim por
diante, conforme ilustrado na Fig. 5.3. Este procedimento é reiterado até que todos os

individuos da populacédo tenham um Fronte.

~~ <«— Fronte 4

~

~ <— Fronte 3

"~ <—Fronte 2

<—Fronte 1

»
»

fi
Figura 5.3 — Exemplo de ordenamento por Fronte do NSGA (Adaptado de Deb,2001)

Vicente (2014) aborda o processo para encontrar as solugdes uniformemente distribuidas no

conjunto de solugdes de Pareto. Em sintese, o algoritmo NSGA, apés o ordenamento atribui a cada

individuo, X;, um valor, f, = 1/ r, denominado fitness, sendo 1 o ranking do individuo. Ap6s a definicao
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da fungéo fitness, aplica-se a técnica de formagao de sharing, responsavel por dividir os valores da
funcao fitness pela fungao sharing (niche), a partir da Eq. (5.2). Assim, aplicam-se as operag¢des de um

algoritmo genético como seleg¢éo, cruzamento e mutagao, como ilustrado na Fig. 5.4.

/0' se d(xi,xj)<a

(5.2)
se d(xi,xj)z o

sh(d(x.x,))= {1 - d(x;,xj)

onde X; e x; s&o os individuos, sk € a fungéo sharing, o € a constante definida a priori que define o

intervalo de sharing, 4 (x,,x,) € a distancia euclidiana entre os dois individuos.

Populagéo inicial
gen =0

Busca dos
individuos ndo
dominados

!

Figura 5.4 - Estratégia NSGA para um problema PMOD (adaptada de Ait Brik, 2005)

gen +1

Selegdo,cruzamento,mutagao

5.4. Problema multiobjetivo robusto (PMOR)

E evidente que a utilizagdo de técnicas de otimizacdo numérica pode ser dificultada em virtude
de descontinuidades das fungbes custo a serem otimizadas, sensibilidade diferente de cada variavel de
projeto, dificuldade da estimativa inicial das variaveis de projeto e existéncia de ruidos nas respostas do
modelo (VANDERPLAATS, 1984). Neste sentido, destaca-se que a sensibilidade das variaveis de
projeto € uma das preocupagdes do presente estudo, uma vez que pequenas variagdes nas espessuras
das camadas do tratamento viscoelastico e/ou na temperatura de operagéo do sistema amortecido
podem significar enormes varia¢des nos objetivos e, consequentemente, no indice de fadiga multiaxial

de Sines.
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Ao considerar tais variagbes, os problemas tomam-se mais complexos e faz-se necessario
garantir solugdes 6timas e robustas. Nestes casos, as técnicas de otimizagao podem envolver métodos
globais ou locais, sendo uma solugdo 6tima local em geral eficiente, principalmente em casos de
inviabilidade em obter a solugdo 6tima global. Isto porque a otimizagéo global apresenta um gasto
computacional elevado e requer considerar todas as variaveis de projeto, 0 que toma inviavel pelo
elevado numero de combinagdes necessarias a solugéo do problema. Além disso, quanto maior for o
numero de variaveis, maior sera o risco de mal condicionamento do problema (VANDERPLAATS,
1984).

Assim, considerando o caso de estruturas com amortecimento viscoelastico, € essencial buscar
solugbes robustas para evitar que pequenos desvios de seu valor étimo tedrico, possam resultar em
comportamentos distintos daquele fomecido inicialmente pela otimizagdo numérica. Neste sentido, para
melhor entendimento, Lee e Park (2001) ilustraram a partir da Fig. 5.5 duas solugdes 6timas, sendo a
solucdo A denominada 6tima nao robusta e a solugdo B étima robusta. Observa-se que o desempenho
do 6timo global considerando o valor médio € melhor que o do étimo robusto, no entanto, sua distribuicéo
€ mais ampla que o étimo robusto (de Lima, 2007). Neste caso, observa-se uma maior susceptibilidade

do 6timo A sofrer variagbes ao considerar perturbacdes no sistema comparado ao 6timo B.

. 10000000 -
f(xy)

v
8000000 - !N ‘

4
6000000 | 4 v “ /] > v

Valor objetivo

4000000 +

2000000 4 === Nodelo robusto

Modelo baseado no valor médio

1 2 3 4 5 6 7 8% 9 10 11 12 13 14 15
N® problema

@) (b)
Figura 5.5. — llustragao de solugdes 6timas (a) adaptado de Lee e Park (2001); (b) Rahmani
et al. (2013)

A otimizagao robusta € uma metodologia que permite obter solugbes menos sensiveis a essas
pequenas variagdes no projeto. E considerada uma ferramenta muito interessante por considerar as
perturbagdes no projeto e nas fungdes de custo, bem como no processamento de restricoes. E assim,
€ possivel obter uma solugcdo que pode ser considerada “sub-6tima”, mas estavel, no que se refere as

incertezas paramétricas.
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E importante esclarecer que uma fungdo de robustez avalia o impacto das variagdes dos
parametros de projeto a partir de uma fung¢ao objetivo original. As solugdes robustas para problemas
considerando incertezas sao aquelas que, simultaneamente, minimizam as fungdes iniciais de custo e
maximizam sua robustez, ou minimizam suas vulnerabilidades. Matematicamente, o problema de
otimizagdo multiobjetivo robusto (PMOR) apresenta as fungdes objetivos com suas respectivas fungbes

de vulnerabilidade, sob as restrigdes apresentas da seguinte forma:

mx’” F*(x):( (%), f7 (%), fo(x), 7 (x)..... £, (x), fnv(x)’)
g;(x)<0 j=1...m (5.3)

x, <x<x; xeC

onde f}" (x) é a fungéo vulnerabilidade do objetivo, fl(x) definida da forma:

-1

f=(o /) (o4

onde (o-f /,uf) corresponde a medida da disperséo, sendo U, a media e o, 0 desvio padrao

(DE LIMA, 2007).

Nesta Tese, utilizou-se a abordagem robusta proposta por Ait Brik (2005) e aplicado por de Lima
(2007). A Fig. 5.6 ilustra a metodologia de otimizagdo deterministica e robusta, ressaltando que na
otimizagdo robusta considerou as incertezas nos parametros de projeto do sistema sanduiche
viscoelastico estocastico a partir das fungdes de vulnerabilidade. Enfatiza que o problema PMOR deve

ser capaz de encontrar 6timos estaveis quando os paradmetros do projeto séo aleatorios.

v {

| Otimizacgao deterministica | | Otimizacao Robusta |

\
| Funcdes objetivos |

| Funcgdes objetivos | |Fun96es de vulnerabilidade

y | |
| Algoritmos genéticos |

y
' | Algoritmos genéticos |
| Solugdes deterministicas |

| Solugdes robustas |

Figura 5.6 - Metodologias de otimizagcdo deterministica (PMOD) e robusta (PMOR).
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As funcdes objetivo a serem utilizadas nos problemas de otimizagdo deterministico e robusto
considerados neste trabalho serao convenientemente definidas no Capitulo 6. Entretanto, vale salientar
gue o objetivo da otimizagdo € encontrar os parametros 6timos e robustos do sistema viscoelastico
estocastico na presenca de incertezas com vistas ao aumento da sua vida em fadiga. Portanto, o
problema PMOR consiste em avaliar numericamente a fungao vulnerabilidade (5.4) de maneira simples
e com um numero de amostras reduzido empregando o metodo HCL, uma vez que nao se trata apenas

em caracterizar um 6timo, mas de integrar um critério de robustez ao algoritmo de busca.



CAPITULO VI

Simulagées Numéricas

Este capitulo apresenta os resultados das simulagbes numéricas realizadas a partir de rotinas
proprias desenvolvidas em ambiente de programagdo MATLAB®. Inicialmente € definido o modelo
numérico nominal a ser considerado nas simulagdes e, na sequéncia, os resultados obtidos para o
sistema segundo as abordagens deterministica e estocastica apresentadas nos Capitulos 2, 3 e 4,
respectivamente. Neste caso, o principal objetivo foi realizar analises dinamicas a fim de estimar o indice
de fadiga da estrutura. Para isto, determinou-se as respostas em frequéncia e em tensao, além dos
envelopes das solugbes dindmicas considerando a presenga de incertezas. Por fim, foram geradas
configuragdes étimas do sistema viscoelastico, resultado das otimizagdes deterministica e robusta que
foram implementadas segundo os desenvolvimentos apresentados no Capitulo 5. Finalmente, foram
avaliados a posteriori a robustez das solucdes de ambas as estratégias de otimizagao visando minimizar

o indice multiaxial de Sines visando o aumento da vida em fadiga do sistema viscoelastico.

6.1. Descricao do modelo nominal

AFigura 6.1 ilustra a placa sanduiche viscoelastica bi-engastada a ser utilizada nas simulagdes.
As camadas base e restringente sao de aluminio e o nucleo é formado pelo material viscoelastico 3M
ISD112™. As propriedades fisicas e geométricas a serem utilizadas para a construgéo do modelo de
elementos finitos do sistema nominal sdo definidas na Tabela 6.1.

Para garantir a confiabilidade dos resultados e minimizar a influéncia da discretizagao por EFs
nas respostas dindmicas do sistema, foi feito um estudo de convergéncia de malha, correlacionando a
quarta frequéncia natural do sistema dentro da banda de interesse com o nimero de elementos da
malha, conforme mostrado na Figura 6.2. Em fung&o desse resultado, sera adotada a malha de 10x10
elementos finitos, tendo em vista ndo somente a convergéncia, mas também o alto custo computacional

na implementagao do modelo estocastico para malhas superiores a adotada.
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Camada restringente
Camada viscoelastica

Camada de base
v [

{3 0,527m

0,654m

A

>
y‘

Figura 6.1 — Discretizagdo do modelo da placa sanduiche de trés camadas

Tabela 6. 1 — Propriedades fisicas e geométricas das camadas da placa sanduiche

Base (h,) 1,00

Espessuras Viscoelastica (4, 0,13 mm
Restringente () 0,25
Base (E,) 70

Maédulo de Young GPa
Restringente (E;) 70
Base (p,) 2700

Densidade Viscoelastica (o, ) 950 kg | m?
Restringente (o, ) 2700
Base (v,) 0,29

Coeficiente de Poisson  Viscoelastica (v, ) 0,49

Restringente (v, ) 0,29
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Figura 6.2 — Andlise de convergéncia da malha em fungéo da quarta frequéncia natural

6.1.1 Analise modal

Ap06s a escolha da malha de EFs a ser utilizada nas simulagdes, foram determinadas as quatro
primeiras frequéncias naturais do sistema, como mostrado na Tabela 6.2, e os correspondentes modos
de vibragao representados na Figura 6.3. Elas foram determinadas a partir da resolugéo do problema

de autovalores do sistema nominal SCA definido pela Eq. (3.16), Segao 3.3, Capitulo 3.

Dimens6es em y [m] 0o " Dimensdes em x [m] DimensGes em y [m] 0o " Dimensdes em x [m]
(c)3443Hz (d) 36,08 Hz
Figura 6.3 — Representacao dos quatro primeiros modos do sistema nominal SCA.
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Tabela 6.2 — Valores das quatro primeiras frequéncias naturais do nominal SCA

Modo Frequéncias naturais [HZz]

1° 14,13
2° 17,80
3° 34,43
4° 36,08

6.2. Reducgao do sistema viscoelastico deterministico

Nesta secdo, sera avaliada a capacidade do modelo reduzido em aproximar o comportamento
dindmico do sistema viscoelastico detemministico para uma temperatura de operacao de 25°C, conforme
os desenvolvimentos apresentados na Secao 3.3, Capitulo 3. Para isto, optou-se por construir as FRFs
e as respostas em tensao dos sistemas viscoelasticos completo e reduzido para duas bases de redugéo,
a saber: a primeira refere-se a base de Ritz enriquecida somente com residuos estaticos do esforco
extermo (Tr), comrespondente ao ponto em vermelho na Figura 6.1; e a segunda refere-se a base
proposta neste trabalho (Term). Os resultados sao apresentados nas Figuras 6.4 e 6.5 para as FRFs e
para as respostas em tens&o, respectivamente, sendo que, para este ultimo, foi escolhido um elemento

finito na porgao central da placa préximo ao carregamento.

70 T T 70
——Modelo Completo ——Modelo Completo
- - =Reduzido TR — = Reduzido TERN|
© 60 F 1 © 60
) [0)
5 B
= 50 = 50
[a) o
= S
) o)
S 40 r S 40 r
3 S
] IS
<30+ < 30
20 I L 1 L 20 1 1 L 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Freq. [Hz] Freq. [Hz]
TR TERM

Figura 6.4 — Comparacao das FRFs dos modelos nominais completo e reduzido.
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Figura 6.5 - Respostas em tens&do dos modelos deterministicos completo e reduzidos.

A partir da analise visual das figuras anteriores, percebe-se claramente a capacidade do método
de reducao iterativo proposto em aproximar tanto as FRFs, quanto as respostas em tens&o do sistema
viscoelastico, ambas dependentes fortemente da frequéncia e da temperatura. Ao analisar o erro
relativo, fica evidente a capacidade de representacao da base pela dispersdao maxima de 0,21% para
banda de frequéncia de 0 a 100 Hz. Além disso, a Tab. 6.3 permite concluir sobre a eficiéncia do método
em termos da redugdo do custo computacional de calculo no contexto deterministico para cada uma
das respostas, notando-se um ganho computacional médio de aproximadamente 98%. Vale salientar
que foi utilizado um computador com processador Intel(R) Core(TM) i7-6700K de 4GHz, 16 GB de RAM
instalada, placa de video GEFORCE NVIDIA 9800GT 1GB DDR3 256 BITS e sistema operacional
Windows 10 Pro de 64 bits.

E importante salientar que para o célculo das respostas em tens&o do sistema viscoelastico no

dominio da frequéncia, conforme definido pela relagio (2.40), foi considerado um carregamento aleatério

do tipo ruido branco, ¢, (@)=85x10° Pa’ /Hz , aplicado no ponto em vermelho indicado na Figura 6.1.
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Tabela 6.3 - Gasto de tempo no calculo das respostas dos modelos completo e reduzido
FRF Resp. Tensao GDLs
Completo 62,91s 925,75s 847 x 847
Reduzido 0,41s 7,44s 59x59

O modelo reduzido foi ainda avaliado em termos do critério MAC (Modal Assurance Criteria),

gue é um indicador estatistico para comparacao quantitativa de vetores modais. O MAC foi modelado a

partir do produto escalar normalizado dos vetores modais dos sistemas reduzido e n&o reduzido, ¢, e

@, - respectivamente, conforme a Eq. (6.1). Quando o MAC se aproxima de zero significa que o modelo

reduzido ndo & consistente, enquanto que para valores proximos a unidade, isto indica uma boa
correlacdo entre os modelos. A partir da Figura 6.6 € possivel perceber uma boa corre¢édo entre os
modelos completo e reduzido.

o 0 6.1)

(44 ) (e )

1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

2 4 6 8 10 12 14

Numero de modos - Modelo Reduzido TIERM

Numero de modos - Modelo Completo

Figura 6.6 - MAC associado aos modelos completo e reduzido para a base, T,,,, .

E por fim, a partir do critério multiaxial de Sines definido pela Eq. (4.7), Secao 4.4, Capitulo 4,
obteve-se entio a esperanca matematica do coeficiente de fadiga para o sistema viscoelastico suijeito,
neste momento, somente ao carregamento aleatério estacionario e Gaussiano. Para a estimagao do

indice de fadiga, foram considerados o limite de resisténcia, ¢ , =92MPa , vélida até, 2,0 x10° ciclos.

A Fig. 6.7 mostra a distribuicdo do indice de Sines para a placa sanduiche viscoelastica. Nota-

se que as areas mais criticas sdo aquelas de maiores coeficientes que, neste caso, estdo concentradas
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na porgao central proxima ao carregamento. Portanto, esses elementos sdo os considerados mais

criticos em termos da vida em fadiga.

E[DSines]

0 0.2 0.4 0.6
[m]

Figura 6.7 — Distribuicdo do indice de Sines para a placa sem e com tratamento viscoelastico.

A Tab. 6.4 compara os valores maximos dos indices de fadiga para os modelos completo e
reduzido e para pontos diferentes da placa. A comparacao destes valores leva a diferengas inferiores a
1%, o que reforca a qualidade do modelo viscoelastico reduzido na predi¢cdo do indice de fadiga
multiaxial de Sines.

Salienta-se que os resultados apresentados sdo para a temperatura de operagédo do material
viscoelastico de 25°C. Entretanto, como esse parametro é o que mais afeta a eficiéncia dos materiais
viscoelasticos em aplicagdes praticas de engenharia, neste capitulo sera feito um estudo da influéncia

do mesmo no desempenho do sistema viscoelastico.

Tabela 6.4 — Comparagao dos indices de fadiga dos modelos reduzido e completo

Modelos Centro Borda
Completo 0,9765 0,7210
Reduzido 0,9718  0,7153

6.3. Avaliagao das respostas dinamicas do sistema estocastico

Nesta secdo, sdo mostrados os resultados obtidos para o modelo viscoelastico estocastico
considerando tanto o carregamento aleatério quanto a presenga de incertezas nos parametros do
modelo. Para tanto, foi feito inicialmente um estudo comparativo relacionando a estimativa do coeficiente
de Sines para diferentes valores das espessuras das camadas e da temperatura de operagao, que sao
os parametros incertos do modelo. Na sequéncia, assim como no caso deterministico, foi avaliada a

eficiéncia do modelo estocastico reduzido em aproximar os envelopes das FRFs e das respostas em
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tensao do sistema, além do ganho computacional de calculo dos envelopes de solugdes. Por fim, sdo
apresentados os indices de fadiga obtidos e discutido sobre a importancia de se considerar as incertezas

nos parametros de projeto para representar sistemas mais realisticos de engenharia.

6.3.1. Influéncia paramétrica no indice de fadiga do sistema viscoelastico nominal

Da literatura (de Lima et al., 2006), sabe-se que as espessuras das camadas e a temperatura
de operacgao exercem forte influéncia no comportamento de um sistema viscoelastico. Entretanto, a
temperatura é considerada o parametro de maior influéncia nas propriedades mecanicas dos materiais
viscoelasticos comumente usados em aplicagbes praticas, além de ser um parametro de dificil controle
(Nashif et al., 1985). Neste sentido, o primeiro passo foi avaliar a influéncia da temperatura de operagéo
do sistema viscoelastico na estimativa do indice de fadiga. Para isto, considerou-se uma variagéo de
10°C para valores entre 0°C e 60°C.

A Fig. 6.8(a) apresenta o indice de fadiga do modelo completo para cada valor de temperatura,
conforme o médulo complexo (2.38), Segao 2.2, Capitulo 2. Da Fig. 6.8(a) percebe-se claramente que
0s menores valores para o indice de fadiga estédo na faixa entre 30°C e 40°C. A partir deste intervalo,
realizou-se uma segunda analise com variagdes de 1°C. Portanto, a Fig. 6.8(b) mostra que a

temperatura de 35°C é uma boa escolha por apresentar o menor indice de fadiga.

25 T T T T T r T 1

0
10 20 30 40 50 60 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Temperatura [°C] Temperatura [°C]

@) (b)
Figura 6.8 — Influéncia da temperatura no indice de fadiga: (a) 0 a 70°C, (b) 30°C a 40°C.

Outros parametros que influem significativamente no indice de fadiga sdo as espessuras das
camadas viscoelastica e restringente. Neste caso, foi assumida uma temperatura de operagéo constante
de 35°C com variagao nas espessuras de £15% em tomo dos seus valores nominais definidos na Tab.
6.1. Os resultados obtidos para uma por¢ao central da placa préximo ao carregamento sdo mostrados

na Figs. 6.9. Percebe-se claramente que um aumento em ambas as espessuras separadamente leva a
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uma diminuigao significativa no indice de fadiga. Isto pode ser explicado pelo aumento da capacidade
de dissipacao de energia apresentada pelo tratamento viscoelastico. Entretanto, em aplica¢bes praticas
principalmente de interesse aeronautico onde o peso € um dos grandes problemas, deve-se ter o

cuidado em avaliar o custo de obtencéo de um projeto menos susceptivel a falha por fadiga e o peso

acrescentado a estrutura.

2.5 T T T T T T

25 T T T T .
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Espessura [m] %1073 Espessura [m] «10

(@) (b)

Figura 6.9 — Influéncia das espessuras no indice de fadiga de um elemento da por¢ao central

da placa: (a) espessura viscoelastica; (b) camada restringente.

Para o caso em que sao consideradas variagdes simultdneas nas espessuras e na temperatura
do material viscoelastico, a Fig. 6.10(b) deixa claro que variagbes na temperatura do material

viscoelastico pode afetar significativamente a vida em fadiga de um sistema viscoelastico.
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Figura 6.10 — Influéncia simultdnea dos parametros de projeto no indice de fadiga para: (a)

espessuras das camadas; (b) espessuras das camadas e temperatura
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6.3.2. Influéncia das incertezas no indice de fadiga do sistema viscoelastico

estocastico

Nesta segdo, sera avaliado o sistema viscoelastico na presenga de incertezas paramétricas
obtido pelo método de elementos finitos estocasticos via emprego da expansdo de KL, conforme os
desenvolvimentos apresentados no Capitulo 3. E evidente que modelos estocasticos apresentam um
alto custo computacional na construgéo dos envelopes das solugdes, principalmente para o problema
em estudo em que as matrizes ndo s&o constantes, o que inviabiliza a realizagcéo de simulagdes para
diferentes combinacdes aleatoérias. Neste sentido, faz-se necessario aplicar a técnica de reducdo de
modelos descrita na Seg¢ao 3.3, Capitulo 3, para obter os envelopes das FRFs e das respostas em
tensao do sistema viscoelastico e a posterior estimacéo do indice de fadiga.

Para a constru¢cdo do modelo estocastico viscoelastico, utilizou-se dez termos (Nt =10) na
composicado da série de KL definida na Eq. (3.1), Secao 3.2, Capitulo 3. Este numero de termos foi fixado
também nos trabalhos de Lima, Rade e Bouhaddi (2010) e Rosa e de Lima (2016). Além disso, as
respostas dindmicas foram avaliadas para um total de Ns =500 amostras obtidas pelo método HCL
com distribuicdo Gaussiana. Este numero de amostras foi fixado a partir de um estudo de convergéncia

feito a priori baseado no seguinte desvio médio quadratico (RMSD) entre as FRFs aleatérias,

H(o,T,0), e deteministicas, H (w,T) , do sistema viscoelastico:

RMSD:\/lejH(a},T,e)—H(a),T)|2 6.2)

O sistema viscoelastico estocastico sera avaliado para os cenarios de incertezas descritos na
Tab. 6.5. Os cenarios de incertezas investigados foram estabelecidos a partir do estudo de variagdes
paramétricas introduzidas nos parametros fisicos e geométricos que influem na eficiéncia do sistema
viscoelastico em termos dos resultados do coeficiente de fadiga.

A titulo de ilustragdo, a Fig. 6. 11 mostra as analises de convergéncia via RMSD normalizado
para todos os cenarios de interesse desse estudo. Conclui-se que o nimero adotado de 500 amostras
garante uma boa convergéncia dos resultados para os diferentes niveis de incertezas.

Os resultados obtidos para cada cenario serao apresentados na forma de envelope de solugdes.
A Fig. 6.12 mostra os envelopes das amplitudes das FRFs para cada cenario investigado, podendo ser
observadas as dispersdes maiores ou menores das respostas dindmicas aleatérias para cada caso a
partir da simples observagao dos extremos estatisticos maximos, minimo e médio das solugdes. Além

disso, pode-se comparar os envelopes com as respostas dos sistemas deterministicos.
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Tabela 6.5 - Cenarios de incertezas para avaliar o sistema viscoelastico estocastico

Nivel de Incerteza

Cenario
h2 h3 T
1 5% 5% -—
2 10% 10% —
3 5% 5% 5%
4 10% 10% 10%
h, h, h, h
5% 5% 10% 10%
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Figura 6.11 - Andlise de convergéncia via RMSD normalizado para o cenario 4

Pela analise da Fig. 6.12, pode-se constatar sem dificuldades que o0 aumento das incertezas nas
espessuras das camadas leva a um aumento significativo do intervalo de confianga do envelope das
solugdes. Entretanto, as amplitudes das FRFs do sistema deterministico estdo contidas nos envelopes
das solugdes de ambos os cenarios, 0 que permite concluir sobre a representabilidade do modelo de
elementos finitos do sistema viscoelastico. Além disso, verifica-se um aumento da influéncia das
incertezas no modelo quando s&o consideradas também as perturbagdes na temperatura de operagao

do material viscoelastico (cenarios 3 € 4), como esperado. Mas, mesmo para estes cenarios de
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incertezas, o modelo deterministico ainda é representativo, uma vez que esta contido entre os extremos

estatisticos das solucdes.
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Figura 6.12 - Envelopes das FRFs para os cenarios: (a) 1; (b) 2; (c) 3; (d) 4.

As Figs. 6.13 a 6.15 mostram as dispersdes das respostas em tensao aleatérias obtidas com

base nas PSDs definidas pela Eq. (3.12), Secao 3.2.1, Capitulo 3. Cada envelope representa os casos

de incertezas investigados para as tensdes normais, s_ e s, ,eparaa tensao cisalhante, Sy referente

ao estado plano de tensdes assumidas pelo modelo (ver Capitulo 2). De maneira geral, os resultados

também mostram a influéncia significativa da temperatura nas respostas em tensédo aleatérias do

sistema viscoelastico. Além disso, eles permitem identificar os niveis mais elevados de componentes de

tensao atuantes no elemento finito central dentro da faixa de frequéncia de interesse para que, na

sequéncia, seja estimado o indice de fadiga do mesmo.
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A partir das respostas em frequéncia e em tensao aleatérias do sistema viscoelastico estocastico
para os cenarios definidos na Tab. 6.5, pode-se entao estimar os indices de fadiga. A Fig. 6.16 mostra
as distribuigdes do indice de fadiga para os diferentes cenarios de estudo. Novamente pode-se constatar
sem dificuldades a influéncia significativa da temperatura no indice de fadiga. Para os cenarios 2, 3 € 4,
o indice supera a unidade, indicando a falha do sistema. Os maximos valores do indice de fadiga para
os extremos estatisticos de cada cenario estdo mostrados na Tab. 6.6. Pode-se identificar facimente os
pontos mais criticos da placa sanduiche, o que facilitaria a escolha dessas areas como sendo areas de
atencao para atuagao do sistema viscoelastico com vistas a redugao do indice de fadiga.

Por fim, vale salientar que os resultados obtidos nesta fase permitiram concluir sobre a
importancia em considerar as incertezas paramétricas nos modelos visando aplicagdes mais realisticas
no futuro de interesse industrial.
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Tabela 6.6 — indices de fadiga maximos para diferentes elementos e cenarios de incertezas

Maximos Cenario 1 Cenario 2 Cenario 3 Cenario 4
Centro Bordas Centro Bordas Centro Bordas Centro Bordas
Maximo 0,9973 0,7006 1,0327 0,7127 1,0405 0,7231 1,1803 0,8057
Médio 0,8188 0,6033 0,7547 0,5555 0,8175 0,6032 0,7745 0,5724
Minimo 0,7003 0,5283 0,5769 0,4376 0,6910 0,5216 0,5588 0,4214
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6.4. Problema de otimizagao multiobjetivo deterministico (PMOD)

Nesta segdo, sera empregado o procedimento de otimizagdo multiobjetivo (PMO) para o
problema deterministico, tendo como fungdes objetivo a serem minimizadas a soma das amplitudes dos
dois primeiros modos da FRF mostrada na Fig. 6.4 e amassa total do tratamento viscoelastico (camadas
viscoelastica e restringente). O problema é definido pela Eq. (6.3). Estas fungbes conflitantes foram
escolhidas tendo em vista que, para se ter um aumento da eficiéncia do tratamento viscoelastico, a
primeira estratégia seria um aumento das espessuras das camadas do tratamento e, como
consequéncia, um aumento da massa do sistema. Entretanto, em aplicacdes praticas de interesse
aeronautico, por exemplo, 0 acréscimo de massa a estrutura toma-se um grande problema deste tipo
de controle passivo de vibragdes. Portanto, este se toma um problema de otimizagdo multiobjetivo

bastante interessante do ponto de vista da analise de fadiga.

= amplitude loluuuub + urmpLiiuue ‘401V1uuub
Jy = amp )T umpriaaey )
Minimizar (6.3)
f, =massa tratamento(mh +m, )
2 3

Na Tab. 6.7 estdo definidas as variaveis de projeto com seus respectivos valores nominais e
correspondentes variagdes consideradas no espaco de busca para a otimizagdo. Ja na Tab. 6.8 estdo

definidos os valores dos parametros utilizados no algoritmo NSGA.

Tabela 6.7 - Definicdo do espaco de projeto para o problema PMOD

Variaveis de projeto Valores nominais  Variagdes admissiveis

h2 [mm] 0,13 600/0
Jy [mm] 025 30%
T[°C] 35 15%

Tabela 6.8 - Parametros do NSGA

Probabilidade de selecao 0,25
Probabilidade de reproducdo 0,25
Probabilidade de mutagéo 0,25

Numero de geragdes 100
Numero de individuos 20
Coeficiente de niche (o) 0,20

A Fig. 6.17 representa as solugdes de Pareto para o problema PMOD. O critério de escolha do

ponto 6timo A na Frente de Pareto foi baseado no melhor indice que atendeu ao melhor compromisso
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entre as duas fungbes objetivo. Os valores 6timos deterministicos das variaveis de projeto, bem como

os valores de cada fungéo objetivo, estao representados na Tab. 6.9.
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Figura 6.17 — Frente de Pareto para o PMOD

Tabela 6.9 — Valores dos 6timos deterministicos e fun¢des objetivo para o problema PMOD

Valores 6timos (A)

hy [mm) 0,2080

h, [mm] 0,2216
T[°C] 29,75
Fungdes objetivo

Amplitude [dB] 118,07
Massa|g] 0,2743

Com base nos valores 6timos é possivel comparar o comportamento dindmico do sistema
nominal com o do sistema otimizado. E importante destacar que o modelo utilizando os parametros
otimos apresenta massa menor do que a do modelo nominal de 0,2752 kg .

A Fig. 6.18 compara as amplitudes das FRFs e respostas em tensdo dos sistemas nominal e
otimizado. Nota-se que o sistema otimizado € um pouco mais eficiente do que o sistema nominal em
termos da atenuacéo das amplitudes das FRFs e das respostas em tensdo. Portanto, é de se esperar
gue ocorra uma diminui¢do do indice de fadiga para o sistema otimizado quando comparado ao sistema
nominal, como pode ser confirmado pela analise da Fig. 6.19 que mostra as distribuigdes do indice de
fadiga para os sistemas nominal e otimizado. Percebe-se uma redugéo no indice de fadiga de 10,62%

e 6,78% para os elementos das bordas engastadas e do centro, respectivamente. A redugéo no indice
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de fadiga ja era esperada uma vez que, o indice de fadiga depende diretamente das FRFs e das

respostas em tensdo do sistema viscoelastico, conforme Eq. (2.40), Secéo 2.3.1, Capitulo2.
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Figura 6.19 - Comparacéao dos indices de fadiga para os sistemas nominal (a) e otimizado (b)

para o problema PMOD.
6.5. Problema de otimizagao multiobjetivo robusto (PMOR)

Esta secdo é dedicada ao problema PMOR considerando as incertezas nas variaveis de projeto
durante o procedimento de otimizagéo, conforme espaco de projeto definido na Tab. 6.10. Desta forma,
as fungbes objetivo a serem otimizadas no PMOR sao as mesmas consideradas no caso PMOD, além
das fungdes vulnerabilidade a serem minimizadas ao mesmo tempo em que as fun¢des custo originais,
conforme procedimento ilustrado na Fig. 5.6, Segéo 5.4, Capitulo 5. Segue o seguinte problema a ser

otimizado:

1, = amplitudd1°Modo)+ amplitude(3°Modo)
f> =massa tratamento(mhz +m,

£y =o,/u,) " vulnerabilidace da f,

£, =(o,/u,) " vulnerabilidade da f,

Minimizar

6.4)

Da mesma forma que na otimizagdo multiobjetivo deterministica, aplicou-se o algoritmo NSGA
com os mesmos parametros da Tab. 6.8. Para obter as fungdes de vulnerabilidade, a cada geragéo
foram realizadas 2000 tiragens aleatdrias, com base em um estudo prévio de convergéncia das FRFs,

como realizado na Fig. 6.11.

Tabela 6.10 - Definigdo do espago de projeto para o problema PMOR

Variaveis de projeto  Valores nominais Variagbes admissiveis Niveis de incertezas

hy [mm] 0,13 60% Ah, =10%
hy[mm] 0.25 30% A, =10%
T[°C] 35 15% AT =5%

A Fig. 6.20 representa as solugdes de Pareto para o problema robusto em termos das funcoes
custo e suas respectivas vulnerabilidades para a identificacdo dos pontos com menores dispersdes ao
redor de cada solugao 6tima encontrada no espaco objetivo. Assim, foi possivel determinar parametros
com menor vulnerabilidade para obter as solugdes étimas e robustas. Da Fig. 6.20(a), nota-se o intervalo
de disperséo entre 0,005% e 0,025%, relativo a soma das amplitudes de vibragéo dos dois primeiros
modos. Para o caso da massa total do tratamento viscoelastico, a Fig. 6.20(b) estabelece uma disperséo
entre 0,01% a 0,035%.
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AFig. 6.21 faz uma comparagao entre as Frentes de Pareto obtidas do problema PMOD (curvas
em azul) e as correspondentes geradas pela implementacéo do problema PMOR (curvas em vermelho).
De imediato, pode-se notar que as solugdes 6timas deterministicas dominam as solugdes 6étimas
robustas. Entretanto, as solugbes deterministicas correspondentes ao Ponto A do espago deterministico
nao sao robustas no que diz respeito as incertezas nas suas variaveis 6timas quando comparadas com

as correspondentes geradas para o ponto B do espago objetivo robusto, como sera verificado na

sequéncia.
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6.5.1. Avaliagdo da robustez das solugbes 6timas deterministicas e robustas

Com base nos resultados obtidos para os problemas PMO e PMOR definidos, respectivamente,
nas Tabs. 6.9 e 6.11, faz-se necessario avaliar a estabilidade de ambas as solugdes com vistas a sua
robustez. Para avalia-las, € necessario analisar os envelopes das solugdes em termos das amplitudes
das FRFs para os parametros definidos como 6timos deterministicos e 6timos robustos. Neste sentido,
foram geradas aleatoriamente 300 amostras utilizando o HCL para cada variavel de projeto relativa aos
Pontos A e B dos espacgos objetivo deterministico e robustos, respectivamente, e construido os
envelopes das FRFs apresentados na Fig. 6.22. Neste caso, os envelopes foram obtidos para os niveis

de incertezas de 2% e 5% introduzidos nos valores 6timos das variaveis de projeto.

Tabela 6.11 — Valores dos étimos robustos e fun¢des objetivo para o problema PMOR

Valores 6timos robustos (B)

h, [mm] 0,1361
hy[mm] 0,2440
T[°C] 3443
Fungdes objetivos
Ampiitude (f;) [dB] 122,15
Massa ( £, ) [kg] 0,2717

Vulnerabilidade amplitude (f3) 0,0156

Vulnerabilidade de massa ( f,)  0,0285

A Fig. 6.22 mostra as solugdes correspondentes aos pontos 6timos deterministico e
robusto para o nivel de incerteza de 10% na espessura da camada viscoelastica, na camada
restringente e na temperatura. E possivel observar que as solugdes 6timas robustas sdo mais
estaveis frente a perturbagao introduzida quando comparada ao 6timo deterministico, uma
vez que apresentaram minima vulnerabilidade das respostas. Portanto, conclui-se que a
estratégia robusta implementada leva as solugdes de Pareto mais robustas, o que se torna
uma estratégia interessante para problemas praticos.

Em termos numérico, é possivel identificar quais solugdes apresentam menor nivel de
dispersao. Para isto, foram analisadas as variagdes nos valores do 1° e 2° modos das FRFs
de cada envelope, obtendo as seguintes variagdes: 13,50dB e 11,65dB para os valores 6timos
deterministicos; 4,64dB e 7,41dB para os valores 6timos robustos. Isto confirma a robustez

das solugdes robustas frente as deterministicas.
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Em relagdo a analise de fadiga, observa-se da Fig. 6.23 um comportamento semelhante ao das
FRFs em que a solug¢éo étima robusta também apresentou menor vulnerabilidade do indice de fadiga

frente as perturbacdes introduzidas nas variaveis de projeto, como esperado.
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Figura 6.22 - Envelopes das FRFs para 4h, = Ah; = AT = 10%: (a) deterministico; (b) robusto.
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Por fim, as conclusdes relativas a maior robustez das distribuicbes do indice de fadiga para as
solugdes otimas robustas mencionadas anteriormente podem ser verificadas numericamente a partir
dos valores maximos obtidos para cada envelope de solugéo. A Tab. 6.12 apresenta os resultados dos
coeficientes de fadiga obtidos para o nivel de incerteza de 10%. Em vista disso, observa-se que as

solucdes robustas apresentam variagcbes bem menores entre os valores de maximos e minimos obtidos
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para o elemento mais critico no centro da placa, garantindo assim a nao falha por fadiga do sistema para

até dois milhées de ciclos.

Tabela 6.12 — indices de fadiga maximos para os diferentes niveis de perturbagéo

Valores 10%
Determ. Robusto
Maximo 1,3117 0,9908
Médio 0,8750 0,7950
Minimo 0,6017 0,6533
Variagoes [%] 54,12 34,06




CAPITULO VII

Conclusoes gerais e perspectivas de trabalhos futuros

7.1. Resumo e contribuicoes

Esta Tese contribui com a proposicao de uma formulagéo probabilistica do critério multiaxial de
Sines, inicialmente desenvolvido para sistemas deterministicos ndo amortecidos, para a analise de
fadiga de sistemas viscoelasticos estocasticos. E proposto também um procedimento de projeto étimo-
robusto do sistema viscoelastico utilizando técnicas de otimizagdo multiobjetivo combinadas com um
método de redugao de modelos. O intuito foi aliviar o custo computacional requerido no calculo das FRFs
e das respostas em tensdo do sistema viscoelastico, indispensaveis na estimacéo do indice de fadiga
via critério multiaxial de Sines.

Vale ressaltar que a base de reducao utilizada neste trabalho é robusta e esta robustez advém
do processo iterativo de atualizagdo da mesma com os residuos dos esforcos extermos e das forgas
viscoelasticas na faixa de frequéncia de interesse. Neste caso, uma Unica base constante é criada e, na
sequéncia, o0 modelo reduzido € utilizado mesmo nos casos envolvendo otimizagao, ja que faz-se uso
do modelo de elementos finitos parametrizado, onde as variaveis de interesse a serem modificadas
durante a otimizagdo séo fatoradas fora das matrizes reduzidas. Sem a reducdo de modelos seria
praticamente impossivel executar os problemas PMOD e PMOR apresentados no Capitulo 6, em
funcao do alto custo computacional requerido nas analises.

Um exemplo numérico formado por uma placa plana sanduiche viscoelastica de trés camadas
foi utilizado para ilustrar a metodologia de analise de fadiga de sistemas viscoelasticos deterministicos e
estocasticos, bem como os procedimentos de otimizag&do deterministico e robusto.

De maneira geral, num primeiro momento, foram introduzidas modificagcdes nas espessuras das
camadas e na temperatura de operagdo do sistema sanduiche viscoelastico nominal. Isto pemitiu
concluir sobre a grande influéncia desses parametros do tratamento viscoelastico na distribuicdo do
indice de fadiga da placa sanduiche. Além disso, notou-se que para situagdes em que nao ha um

controle da temperatura de operagao do tratamento viscoelastico, isto pode acarretar variagdes ainda
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mais significativas do indice de fadiga do sistema amortecido, piorando a sua vida em fadiga. Para isto,
foi feito um estudo com a placa sanduiche para determinar a faixa de temperatura nominal que garanta
um melhor desempenho do tratamento viscoelastico visando a diminuigdo do indice de fadiga.

Com relagao ao sistema viscoelastico estocastico, foram gerados os envelopes das FRFs e das
respostas em tensdo que permitiram constatar a grande influéncia das incertezas nas espessuras das
camadas e na temperatura do viscoelastico no intervalo de confianga delimitado pelos extremos
estatisticos dos envelopes das solugdes. A estimacgao do indice de fadiga para os varios cenarios de
incertezas demonstrou também uma grande influéncia da temperatura na distribuicao do indice de
fadiga, como esperado. Mostrando que em alguns casos ha mesmo a presenca de elementos que
apresentam falhas por fadiga. Os envelopes das FRFs e respostas em tensdo permitem ao projetista
estabelecer sem dificuldades as faixas de frequéncia em que ocorrem os maiores niveis de tensao na
estrutura e, consequentemente, identificar os elementos e/ou pontos do sistema com indices de fadiga
criticos e que merecem atencao.

Para obter as solugtes 6timas e robustas, foram levadas em conta as incertezas nos parametros
de concepgdo que caracterizam o tratamento viscoelastico, como espessuras das camadas
viscoelastica e restringente, e a temperatura do material viscoelastico. Neste caso, foram formulados os
problemas de otimizagdo multiobjetivos deterministico, PMOD, e robusto, PMOR, utilizando o algoritmo
evolucionario multiobjetivo NSGA. Para o problema PMOD, o interesse foi minimizar a soma das
amplitudes dos dois primeiros modos da FRF e a massa total do tratamento viscoelastico. Na otimizagéo
robusta PMOR, além das fung¢bes custo do problema PMOD, foram também introduzidas fungbes
vulnerabilidades como func¢des objetivo suplementares a serem otimizadas ao mesmo tempo que as
funcgdes objetivo iniciais. Este procedimento permitiu estabelecer um compromisso entre os conceitos
de 6timo e robusto de solugbes, conforme os critérios de Pareto.

A comparacao das Frentes de Pareto dos problemas PMOD e PMOR permitiram concluir sobre
a dominancia das solucdes 6timas deterministicas frente as robustas. Entretanto, quando perturbagbes
foram introduzidas a posteriori nos parametros 6timos de ambas as Frentes de Pareto, ficou evidente
que as solugdes robustas levam a respostas dindmicas e a indices de fadiga menos sensiveis as
perturbacdes. Portanto, isto demonstra o interesse da metodologia de projeto étimo robusto para
aplicacdes mais realisticas de interesse pratico.

Portanto, com base nas inimeras simulagdes numéricas realizadas, foi possivel evidenciar a
importancia de se incluir as incertezas no modelo deterministico para analises de fadiga de sistemas
din@micos, uma vez que os resultados finais mostraram que uma condi¢io de nao falha pode se tomar
uma condicao de possivel falha ao considerar a presenca de incertezas paramétricas. E ainda, a
importancia em aplicar métodos de otimizagdo multiobjetivo para determinar os pardmetros de projeto

que levem a baixos indices de fadiga. Neste caso, nota-se que quanto menor for a faixa de variagdes
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préximo ao valor médio do indice de fadiga, maior a probabilidade de ndo falha por fadiga do sistema
para até dois milhées de ciclos.

Por fim, € importante destacar a seguinte produgao bibliografica decorrente deste trabalho:

*Rosa, U.L.; Gongalves, L.K.S.; de Lima, A.M.G. A robust condensation strategy for stochastic
systems. In: XXXVII Iberian Latin American Congress on Computational Methods in
Engineering, 2016, Brasilia. XXXVII Iberian Latin American Congress on Computational

Methods in Engineering, 2016. p. 1-11.

*Rosa, U.L.; Gongalves, L.K.S,; de Lima, A.M.G. Fatigue analysis of viscoelastically damped
structures subjected to uncertainties. In: XXXVIII Ibero-Latin American Congress on
Computational Methods in Engineering, 2017, Floriandpolis. XXXVIII Ibero-Latin American

Congress on Computational Methods in Engineering, 2017.

»Gongalves, L.K.S.; Rosa, U.L.; de Lima, A.M.G. Multiobjective Optimization Techniques applied
to Fatigue Analysis of Viscoelasticaly Damped Systems. In: Xl Brazilian Workshop on

Continuous Optimization, Foz do Iguagu, 2018.

» Gongalves, L. K. S.; Rosa, U. L.; de Lima, A. M. G. Iterative condensation strategy to fatigue
analysis of viscoelastically damped structures. In: XXXVIII Iberian Latin American Congress on
Computational Methods in Engineering, 2016, Brasilia. XXXVII Iberian Latin American Congress

on Computational Methods in Engineering, 2018. (Trabalho aceito)

7.2. Perspectivas de trabalhos futuros

O presente trabalho de Tese possibilitou 0 surgimento de inimeras perspectivas no qual pode-

se citar as seguintes:

»Aplicar a metodologia de projeto 6timo robusto baseada no critério de fadiga no dominio da
frequéncia a um sistema industrial mais complexo como um compressor de refrigeragéo ou um
painel aeronautico;

sAvaliar a eficiéncia de configuragbes parciais de tratamentos viscoelasticos na estrutura
correspondentes aos pontos criticos em termos do indice de fadiga. Isto pemmitira reduzir em

muito o peso acrescentado a estrutura pelo tratamento viscoelastico;
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=Incluir na modelagem probabilistica do critério de Sines, as caracteristicas da vida em fadiga
do material viscoelastico;

sEfetuar a modelagem termomecanica do indice de fadiga para incluir o efeito de auto-
aquecimento do material viscoelastico em fungao do carregamento;

=Integrar o conjunto de ferramentas desenvolvidas neste trabalho numa metodologia geral de
otimizacdo detemministica e robusta que sera dedicada a concepcao de estruturas industriais
mais complexas amortecidas por materiais viscoelasticos com vistas a fadiga induzida por

vibragdes.
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ANEXO A

A.1 Definigao das fungoes de interpolagao para os campos de deslocamentos

Os deslocamentos longitudinais nas diregcbes x e y s&o interpolados por fungdes

bilineares, e o deslocamento transversal w é interpolado por um polinémio de terceira ordem,

fornecidos pelas seguintes expressoes:

U, =a,+a,X+a,y+a,xy

V, =a,+aX+a,y+agXy

Uy =a,+2,,X+a,,y+a,,Xy (A1)
Vi =a;+aX+a;yta Xy

w =b,+b,x+b,y+b,x*+b.xy+b,y’+ b x’+bx’y+b,xy’+b ¥y’ +b, x’y+b,,xy’

Desta forma, segundo a Eq. (2.21) e omitindo a dependéncia com relagdoa x e y

para simplificar a notacao, a interpolacao dos campos de deslocamentos, é expressa como

segue:
U(x,y)=N(x,yu,, (A2)
onde:
Ule,y)=[m, v w, vy w 0 6] (A.3)
N(x.y)=|N, N, N, N, N, N, N,[ (A4)

_ 1.1 1 1 1 1 1 2.2 2 .2 2 2 2 3.3 3.3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4
u(e)—[u1 v, u; vi w0, Hyul v, u; vi w s Hy u; v u; v w6 6’y u v, u; v; w, «9},]

(A.5)



onde:

Nul :[Nn 0N, O0N; 0N, 0]’
Nv] :[01 Ny, 0N, 0 N; 0N, 0]’

Nu3 :[0 Ny O N, 0N, 0N, 0]’ Nv3 :[0 Ny O N, 0N, 0N, 0]’

w

Nw:[OleNIHX Nle‘,ONszzax Nzey()Ns Nsej N39y0N4wN49X N40‘,] ,
Na\. =[0 lew leex lea}, 0, N;w N;ex N;av 0, Naxw Naxex N;ev 0, N:w Njex Njey] ,

N, =0 Ny, Ny, NG ONI N, NI, ONL NI, NI 0N NG, N2, |-

X X X y y y P
Ostermos N, N,,, Nzex’ Ni9y= N;, N,.gx, Nl.gy, Ni, , Ni‘9x et NiQy parai=1

, sao fornecidos pelas seguintes expressoes:

NH:W- le_x(b_y) . N13=xy . NM:y(a_x);

ab ’ ab ’ E ’ ab
_(b—y)(x—a)(ZbeZ—xaH+2y2a2—ya2b—a2b2) -
N]w_ a3b3 ;
x(y—b)(x—a)(sza2 — ya’b—3xab’ +2x2b2) _
N2w: 3,3 )
a’b
—xy(azb2 — 3xab’® —3yazb+2x2b2 +2y2a2) _
N3w: 3,3 s
a’b
y(X—a)(2x2b2—xab2—3ya2b+2y2a2) _
N4w: 3,3 y
a’b
x(x—a)(b-y) *(b-y)x—a) x’y(x—a
R

AV _bY (g _p¥ 2(y—p
Ny _olx=a) . wa:y(y Jla-x). wa:xy(y IV (Vo)

ab’ ab’ ’ ’ ab’

N :yz(y—b)(a—x) N = (b—y)(6x2b2—6xab2+2y2a2—ya2b) ]
40, ab2 ’ Iw a3b3 ,

NY = (y—b)(éxzb2 —6xc31b32 +2y’a’ —yazb) )
w a b )
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B —y(azb2 —6xab’ —3ya’b+6x°b’ +2y2a2) .

Ngw o a3b3
P y(a2b2 —6xab’ —3ya’b+6x°b’ +2y2a2) - (x—a)(b—y)(.?x—a) i
Niy = PP » Nig, = 22b '

N, :x(b—y)(Sx—Za) NG M LN, _ Yx—a)3x—a) ;

a’b ’ ’ a’b a’b
Lt T ) RN U ) M L (X
v _(a—x)(szbZ—xabZ+6y2a2—6ya2b) .
Np, = b’ ’
¥ x(6y2a2—6ya2b—3xab2+2x2b2+a2b2) )
N3, = 23 ’
y —x(6y2a2 —6ya’b—3xab’ +2x°b’ +a2b2) ]
N3, = ab’ ’
N :(x—a)(2x2b2—xab2+6y2a2—6ya2b) N =—x(x—a)2 e :—xz(x—a)
- a’b’ PG ba’ L ba’

xlx—a x(x—a)’ x(x-af . (x—afb-y)N3y-b
Njyg" B l(7a2 ) ; N;,VQ T2 N‘{@x =7 ! wa _( )( abz)( )

), 2
ba

. x(y—=bf3y—-b) . . x(—=2b+3y) . yix—al2b—3y
wa B ( a)b(z ) , Nw” B ( ab’ ) , N49y B ( a)iz )




