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MAGALHAES, G.M., Solucoes continuas e discretas de escoamentos cisalhantes livres
em regimes laminar e turbulento. 2018. 169f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade

Federal de Uberlandia, Uberlandia.

Nessa dissertacao o autor se propoe a apresentar o desenvolvimento detalhado para solu-
¢Oes continuas dos modelos fisicos simplificados de escoamentos cisalhantes livres em regimes
laminar e turbulento e comparé-las com solugdes ou dados discretos. O método utilizado na
obtencdo das solucdes é o método de auto-similaridade, o que faz com que os resultados sé
sejam validos em regides do escoamento onde os perfis das propriedades em questao sejam
auto-similares. Para as solugcoes de escoamentos em regime turbulento foram utilizadas duas
formas do modelo do comprimento de mistura de Prandtl, a forma original e uma forma sim-
plificada, chamada modelo de Prandtl-Reichardt. Apds a obtencdo das solugbes continuas
para diversas propriedades dos escoamentos cisalhantes livres trabalhados, tais como veloci-
dades médias e espalhamento, os perfis continuos foram comparados com dados discretos de
experimentos materiais apresentados na literatura ou de experimentos computacionais realiza-
dos como parte do presente trabalho. Para a realizacdo dos experimentos computacionais foi
utilizado o cédigo MFSim, desenvolvido no Laboratério de Mecanica dos Fluidos (MFLab) da
Universidade Federal de Uberlandia (UFU). Foram implementados no cédigo dois modelos de
fechamento da turbuléncia a duas equacdes, da classe £ — €. No presente trabalho, sao apre-
sentadas solu¢cdes continuas e comparagoes entre os perfis continuos e discretos para camadas
de mistura temporais, jatos planos e esteiras formadas a jusante de corpos imersos, avaliadas
em regides distantes do corpo, todos esses em regimes laminar e turbulento e para camadas

de mistura em desenvolvimento espacial apenas no regime turbulento.

Palavras chave: Escoamentos cisalhantes livres; solucbes continuas; auto similaridade;

modelo do comprimento de mistura de Prandtl; escoamentos laminares e turbulentos.



I\/IAGALHAES, G. M., Continuous and discrete solutions of laminar and turbu-

lent free shear flow. 2018. 169f. Master Dissertation, Federal University of Uberlandia,

Uberlandia.

This master dissertation presents the detailed development for continuous solutions of
the simplified physical models of free shear flows in laminar and turbulent regimes, and their
comparison with discrete solutions or discrete data. The method used to obtain the solutions
is the self-similarity method, which makes the results valid only in regions of the flow where the
profiles of the properties in question are self-similar. For turbulent flow solutions, two forms
of the Prandtl mixing-length model, the original form and a simplified form called Prandtl-
Reichardt model, were used. After obtaining the continuous solutions for various properties
of the free shear flows, such as mean velocities and spreading rate , the continuous profiles
were compared with discrete data obtained from material experiments or from computational
experiments. The material experiments were available in the literature, and the computational
experiments were performed as part of the present work. For the accomplishment of the
computational experiments, it was used the code MFSim, developed in the Laboratory of
Fluid Mechanics (MFLab) of the Federal University of Uberlandia (UFU). Two turbulence
closure models, with two transport equations of the & — ¢ class, were implemented in the code.
The present work presents continuous solutions and comparisons between the continuous and
discrete profiles for temporal mixing layers, plane jets and wakes generated by immersed bodies,
evaluated in distant regions of the body, all in laminar and turbulent regimes and for spatial

mixing layers only in the turbulent regime.

Keywords: Free shear flow; continuous solutions; self-similarity; Prandtl mixing-length

model: laminar and turbulent flow.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Os escoamentos cisalhantes livres ocorrem na auséncia de paredes e de gradientes ad-
versos de pressao, sendo uma classe adequada para se dar os primeiros passos no campo da
mecanica dos fluidos. Nesses escoamentos existem regides espaciais ou temporais onde os
perfis de velocidades, por exemplo, possuem formas muito parecidas, que podem ser levadas
a uma unica forma através da aplicacao de uma fung¢ao sobre os mesmos. Nessas regioes, os
perfis s3o chamados de auto-similares. A existéncia de tal propriedade nos escoamentos abre
a possibilidade da busca por solugcdes continuas para diversas propriedades dos escoamentos
pertencentes a essa classe.

Nesse sentido, no presente trabalho, propoem-se a exploracdo de tal propriedade dos
escoamentos e a utilizacdo do método do parametro livre para compor o que foi chamado
de resolucao por auto-similaridade. A ideia bdsica para a solucdo por auto-similaridade é
partir de um sistema de Equa¢des Diferenciais Parciais (EDPs), que fornecem o modelo fisico
simplificado para cada problema e transforma-lo em um sistema de Equacdes Diferenciais
Ordindrias (EDOs). Tal procedimento se justifica pelo fato de que a solugdo de EDOs tendem
a ser mais simples que a solucao de EDPs. Uma das exigéncias para que tal método possa
ser aplicado é que os coeficientes da EDO obtida sejam constantes. Através dessa exigéncia é
possivel integrar os coeficientes para a obtencio de propriedades do escoamento, tais como,

o espalhamento ao longo do tempo ou do espaco e o decaimento da velocidade na linha



central do escoamento. A integracdo do sistema de EDOs fornece solugdes continuas para as
velocidades na regidao auto-similar.

Os escoamentos cisalhantes livres trabalhados na presente dissertagcdo sdo: camadas de
mistura em desenvolvimento temporal nos regimes laminar e turbulento, camadas de mistura
em desenvolvimento espacial no regime turbulento, jatos planos em desenvolvimento espacial
nos regimes laminar e turbulento e esteiras desenvolvidas a jusante de corpos imersos, avaliadas
em uma regiao distante, também para os regimes laminar e turbulento. Quando os escoamen-
tos ocorrem em regime turbulento, é necessario que se utilize um modelo de fechamento da
turbuléncia. Existem varias opcoes para tais modelos com caracteristicas de aplicacoes di-
ferentes. No presente trabalho foram utilizadas duas formas do modelo do comprimento de
mistura de Prandtl, adequado para escoamentos cisalhantes livres.

A apresentacdo do desenvolvimento das solucoes continuas por si s6 é uma contribuicao
do presente trabalho no sentido diddtico e educacional ja que o estudo e o entendimento
dos escoamentos cisalhantes livres s3o os passos iniciais para o entendimento de escoamentos
complexos e, apesar de algumas das solucdes trabalhadas estarem presentes na literatura
classica da area, o processo de solucdo omite diversos passos importantes e ndo triviais. A
fim de fornecer ao trabalho maior embasamento, foram realizadas comparacdes das solucGes
continuas obtidas com resultados discretos fornecidos por trabalhos de experimentos materiais
apresentados na literatura e/ou de experimentos computacionais realizados como parte do
desenvolvimento do presente trabalho.

No que tange as simulagdes computacionais foi utilizado o cédigo MFSim, desenvolvido
no Laboratério de Mecénica dos Fluidos (MFLab), da Universidade Federal de Uberlandia
(UFU). Além da utilizagdo do cédigo ja desenvolvido para simulagdo dos escoamentos em re-
gime laminar ou em regime turbulento utilizando Simulagdo das Grandes Escalas (LES), foram
implementados dois modelos de fechamento da turbuléncia a duas equacbes de transporte
pertencentes a classe URANS (Unsteady Reynolds Average Navier-Stokes), o modelo k — ¢
padrao e o modelo k — € realizavel. Além desses modelos foram implementadas melhorias no
cédigo ao longo do trabalho.

A seguir, no Capitulo 2 é apresentada uma breve revisdo bibliografica sobre os temas



envolvidos no presente trabalho. No Capitulo 3 s3o apresentados elementos da metodolo-
gia utilizada na obtencdo das solu¢cdes continuas e nas implementacdes realizadas no cédigo
MFSim. No Capitulo 4 sdo apresentados os desenvolvimentos detalhados das solugdes con-
tinuas para os escoamentos cisalhantes livres supracitados. No Capitulo 5 sdo apresentadas
as comparagdes das solucdes continuas com resultados discretos de experimentos materiais e
computacionais, a fim de embasar os desenvolvimentos do Capitulo 4. Finalmente, no Capi-
tulo 5 s3o apresentadas as conclusdes a respeito dos desenvolvimentos e resultados obtidos no

presente trabalho.



CAPITULO Il

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os fenémenos fisicos que ocorrem na natureza podem ser modelados de diferentes
maneiras. Quando se identifica o problema parte-se para a sua modelagem fisica, podendo se
utilizar, por exemplo, a modelagem material ou a modelagem tedrica. Na modelagem material,
sao realizados experimentos materiais com o objetivo de se extrair informacdes relativas ao
problema modelado. A modelagem tedrica por sua vez busca modelar o problema através de
equacgoes algébricas, diferenciais, integrais ou integro-diferenciais, podendo conduzir a modelos
continuos ou discretos. No presente trabalho, foi utilizada uma modelagem tedrica diferencial
para os escoamentos com o objetivo de se chegar a solu¢des continuas.

Quando se trata da solucdo de equacdes diferenciais, podem ser utilizados métodos nu-
méricos para a integracdo ou métodos matematicos que conduzam a solu¢des continuas. Como
o objetivo da presente dissertacao é a obtencao de solugdes continuas, nao sao apresentados ou
aplicados métodos de integracdo numérico-computacionais, mas sim um método matematico
capaz de conduzir a solucdes continuas: o método de resolucao por auto-similaridade.

A histéria da simetria que, posteriormente derivou o conceito de auto similaridade foi
construida ao longo de muito tempo com a participacdo de varios matematicos e fildsofos,
conforme relatado de maneira lidica por Stewart (2012).

A auto similaridade de uma forma é um aspecto geométrico presente que se faz in-

variante por escala espacial ou temporal. O conceito de auto similaridade pode ser atribuido



também através da andlise de propriedades estatisticas das formas ou estruturas. Seguindo por
essa linha, pode-se dizer que existe auto similaridade em uma forma quando as propriedades
estatisticas sdo preservadas para escalas espaciais e/ou temporais.

Podem ser enumerados diversos exemplos de auto similaridade, sendo alguns deles:

e Matrioscas (Fig. 2.1): também conhecidas como bonecas russas, sdo um brinquedo
tradicional da Russia. Constitui-se de uma série de bonecas, feitas geralmente de ma-
deira, colocadas umas dentro das outras, da maior (exterior) até a menor (a Unica que
ndo é oca). Apesar de ndo apresentarem pinturas idénticas as formas das bonecas sdo

auto-similares, até para possibilitar o encaixe de uma dentro da outra.

Figura 2.1: Familia de matrioscas russas.

Fonte: http://france-cei.net/catalog/product_info.php/products_id /6655 (Acessado em
08/07/2018).

e Familia de flautas transversais (Fig. 2.2): existem 6 tipos diferentes de flautas na familia.
Cada uma tem som e tamanho particular. Apesar de a primeira flauta apresentar uma
forma distinta das demais, a construcdo, a embocadura e a forma com que as notas se
apresentam em todas as flautas transversais é auto-similar. Além disso, é possivel tornar
a primeira flauta auto-similar as demais aplicando opera¢des de rotacdo além de fatores
de proporcionalidade, ou apenas considerando que a auto-similaridade ocorre somente

na parte nao curva.



Figura 2.2: Familia de flautas transversais.

Fonte: http://geddisfluteqat.weebly.com/flute-family.html (Acessado em 08/07/2018).

e Fractais (Fig. 2.3): sdo objetos ou geometrias que possuem as seguintes propriedades
caracteristicas: auto-similaridade, estrutura fina, lei de construcdo iterativa. Estrutura
fina é uma propriedade relacionada a auto-similaridade e significa que o objeto possui ca-
racteristicas semelhantes em diferentes escalas; em particular, a aparéncia do objeto ndo
fica mais simples quando a escala de observagdo ¢ reduzida. (BARBOSA, 2002). Tam-
bém representa um caso onde apenas fatores de proporcionalidade n3o sio suficientes

para levar todo o fractal a uma Ulnica forma auto-similar.

Figura 2.3: Exemplo de fractal.

Fonte: https://www.pinterest.pt/pin/864620828436508319/ (Acessado em 08/07/2018).



e Explosio de uma bomba atémica (Fig. 2.4): usando considera¢des simples da anilise
dimensional, Taylor (1950) foi capaz, nos anos 40, de fornecer a resolugdo para uma
onda de choque gerada no ar pela explosdao de uma bomba atémica, reduzindo-a a um
problema de uma varidvel auto similar. Um fato interessante, citado no artigo de Taylor é
que, apesar de o trabalho ter sido realizado por volta de 1941, o mesmo sé foi publicado
em 1950, jd que era um trabalho cientifico de alto interesse no ambiente da segunda

guerra mundial que estava se desenrolando nessa época.

teste teste

Figura 2.4: Fotografias da primeira explosao de bomba atomica no deserto do Novo México
- 5:29 A.M. em 16 de julho de 1945.

0.025 SEC
N

0.016 SEG.
L

Fonte: https://www.atomicheritage.org/history/trinity-test-1945 (Acessado em
08/07/2018).

Se um escoamento apresenta tais caracteristicas para o perfil médio de velocidade, sua
solugcdo continua pode ser obtida através do método de auto similaridade, que possibilita a
redu¢do de um conjunto de EDPs para um conjunto de EDOs. Os escoamentos cisalhantes
livres geralmente contemplam as caracteristicas necessdrias para auto similaridade, pelo menos
em parte do dominio.

A aplicacdo da técnica de solucao por auto similaridade deve vir acompanhada por um

método auxiliar que permita a determinacdo da varidvel e da funciao que irdo promover a



transformacdo. Dentre eles estdo o método do pardmetro livre (Free Parameter Method -
FPM) e a utilizagdo de teoria de grupos.

A teoria de grupos, que pode ser utilizada no processo de solugdo, é uma area vasta da
matemdtica, exigindo conceitos especificos. Hansen (1964) expde o procedimento de resolu¢do
por auto similaridade via teoria de grupos e enumera algumas vantagens e desvantagens da
técnica. Segundo ele, a necessidade de conceitos especificos pode dificultar o uso da técnica
quando n3o se tem uma formac3o em tal drea, porém, o procedimento utilizado é exposto
em seu trabalho. Por outro lado, existem duas desvantagens no uso de métodos da teoria
de grupos. A primeira é que as condi¢oes de contorno do problema ndo s3o levadas em
consideracdo até que toda a andlise seja concluida. Além disso, existe a incerteza a respeito
da escolha de um grupo de transformacao adequado.

O método do pardmetro livre (FPM) é considerado simples e robusto para se determinar
solugdes por auto similaridade. O FPM é empregado na maior parte dos trabalhos encontrados
na literatura e que serdao apresentados na secdo seguinte. Em esséncia o método consiste em
assumir que a varidvel dependente presente na EDP pode ser expressa como um produto
de duas fungdes. Uma das funcOes presente neste produto é funcdo de todas as variaveis
independentes, exceto de uma. A outra funcdo é dependente apenas de um pardmetro, a
varidvel de auto similaridade 7, sendo 7 obtida da transformac¢do de varidveis envolvendo a
variavel independente que nao foi inclusa na primeira funcdo. Por exemplo, supondo uma

varidvel dependente ¢, sendo as varidveis independentes 1, xs, ..., x,,y. Segundo o FPM

tem-se

O(x1, Ty oy Ty y) = P21, 2o, ..., 7)) F (1), (2.1)
onde

1N =N(T1, T2, ey Tny Y)- (2.2)

Como a forma de n nao é especificada no inicio, esta varidvel é chamada de parametro livre

e, portanto, designa tal método.



Barenblatt (1996), Barenblatt (2003) apresentam uma base tedrica muito consistente a
respeito dos conceitos basicos relacionados a ocorréncia de similaridade em diferentes sistemas
dindmicos e a resolucdo de problemas utilizando a técnica de auto similaridade.

A literatura apresenta vasto material a respeito do uso de tal método em problemas
de mecénica e elétrica (SEDOV, 1993), além de livros que aprofundam em caracteristicas,
conceitos, restricdes e derivacdes do método de solugdo por auto similaridade (BARENBLATT,
1996; BARENBLATT, 2003).

A busca por solugdes continuas para modelos diferenciais de problemas fisicos empre-
gando o minimo possivel de simplificagdes €, hd muito tempo, algo que recebeu grande esforco
de engenheiros e matematicos. Em grande parte dos casos, as equacoes utilizadas para mo-
delar os problemas fisicos sdo Equa¢des Diferenciais Parciais (EDPs). A solu¢do continua de
EDPs pode apresentar diferentes graus de complexidade, dependendo do modelo diferencial.
Em certos casos é possivel obter solugdes continuas para o modelo diferencial através do uso
de métodos como, por exemplo, separacdo de varidveis, transformada de Laplace, transfor-
mada de Fourier, dentre outros. Porém, existem casos em que nao é possivel encontrar uma
solugdo continua para a EDP a partir dos métodos supracitados, principalmente quando exis-
tem nao linearidades ou condi¢cdes de contorno ndao homogéneas. Um bom exemplo de EDPs
que apresentam n3o linearidades sdo as equacSes de Navier Stokes, com as quais modelam-se
escoamentos de fluidos.

Em casos onde os métodos cldssicos de solucdo apresentam dificuldades para solucionar
um sistema de EDPs uma alternativa interessante é realizar a transformacido da equacdo
diferencial parcial para uma equagdo diferencial ordinaria (EDO). O método chamado solugdo
por auto similaridade permite tal transformac3o, trazendo a vantagem de que, geralmente é
mais simples se obter a solu¢do de uma EDO que de uma EDP, mesmo que a EDO apresente
nao linearidades. Esse método é comumente utilizado na drea de mecanica dos fluidos, porém
sua utilizac3o esta condicionada a presenca de certas caracteristicas no problema fisico, as quais
serdo expostas posteriormente. Cabe, portanto, reiterar a importancia das EDPs e ressaltar
que o método de auto-similaridade pode ser aplicado a casos especificos, os quais atendem

as caracteristicas exigidas, ou seja, a solugdo auto-similar pode ser obtida para um conjunto
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restrito de problemas fisicos.

O foco do presente trabalho é em escoamentos cisalhantes livres, ou seja, que ocorrem
na auséncia de paredes. Esse tipo de escoamento estd bastante presente em situagdes da
natureza e raramente em escoamentos industriais, exceto quando sao encontrados em meio a
outros tipos de escoamentos, cuja combinacdo caracterizard os chamados escoamentos com-
plexos. S3o exemplos de escoamentos cisalhantes livres os jatos, as camadas de mistura e
as esteiras formadas a jusante de corpos imersos, avaliadas em regides distantes do corpo
(esteiras distantes). Esses escoamentos podem acontecer em regime laminar ou turbulento.
O regime do escoamento é caracterizado pelo nimero de Reynolds, calculado com base em
uma velocidade e um comprimento de referéncia, U e x, respectivamente e na viscosidade

cinemdtica do fluido . O nimero de Reynolds é definido como,

Re = @ (2.3)

v

Se o regime é turbulento, o nimero de Reynolds é alto e existe a necessidade de se
adicionar um modelo de fechamento as equa¢des médias de Reynolds. Se o nimero de Reynolds
é baixo o escoamento é considerado laminar.

No campo de mecanica dos fluidos a apresentacdo de solucdes por auto similaridade de
escoamentos cisalhantes livres e parietais é algo presente na maior parte da literatura classica da
area como nos cldssicos livros de Schlichting et al. (1955), White e Corfield (2006), Wilcox et al.
(1998) e Tennekes e Lumley (1972). O trabalho de Tennekes e Lumley (1972) forneceu a base
do procedimento de solucao utilizado no presente trabalho. Lumley propde a transformacao das
EDPs usadas para modelar o problema fisico em uma EDO cujos coeficientes sdo integraveis
e precisam ser constantes para que o método tenha validade. Assim, as caracteristicas do
escoamento, tais como velocidade de referéncia e comprimento caracteristico da zona de
mistura sdo determinados por meio de integracdes e n3o de suposi¢cbes ou hipdteses. O
trabalho de Schlichting porém é o que apresenta o mais amplo contelido sobre o tema, trazendo
resolucoes de escoamentos de diversas naturezas e niveis de complexidade.

Apesar de a literatura apresentar um vasto material sobre o tema, grande parte das

soluces expostas ndo possuem riqueza de detalhes e a metodologia completa de solucdo é
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apresentada em alguns casos, como para a esteira distante em regime turbulento por Wilcox
et al. (1998). Diante disso, o principal objetivo da presente dissertagdo é apresentar um pro-
cedimento bem embasado, possibilitando aos leitores irem além das solucoes e procedimentos
apresentados na literatura. Além disso, os autores apresentam, para alguns casos, solugoes
ainda nao apresentadas na literatura vasculhada ou modificacdes importantes nas mesmas.

Contextualizando o tema nos desenvolvimentos atuais apresentados na literatura, resolu-
¢Oes matematicas de escoamentos continuam a ser desenvolvidas porém, o material encontrado
atualmente tratando da solucao de escoamentos cisalhantes livres, de forma especial para o
regime turbulento, ndo é muito amplo. O material a respeito de tal tema é relativamente
antigo, como os trabalhos de Gortler (1942), Schlichting et al. (1955) e White (1962), mas
existem trabalhos recentes abordando solucdes auto-similares de outros tipos de escoamentos
como, por exemplo, problemas que envolvem transferéncia de energia térmica.

A utilizacdo de resultados obtidos via experimentacao material é necessaria, a fim de se
realizar comparacoes com as solucdes auto-similares para os escoamentos trabalhados. Expe-
rimentacoes materiais sao aquelas realizadas através de experimentos que envolvam a repro-
ducao material, em laboratério, do problema fisico a ser estudado. Ao longo da histéria da
turbuléncia a experimentacdo material foi fundamental para a observacdo de certas caracte-
risticas presentes em escoamentos de tal natureza e também no fornecimento de informacoes
a serem utilizadas como parametros de entrada dos modelos de fechamento para escoamentos
turbulentos, principalmente dos primeiros que surgiram, os quais serao abordados no capitulo
seguinte. Por outro lado, a grande parte dos desenvolvimentos via experimentacdo material
foram incitadas por desenvolvimentos tedricos. Por exemplo, Tollmien (1930) e Schlichting
(1933) previram teoricamente a transi¢do de camadas limite. S6 apés o desenvolvimento ted-
rico, eles comprovaram por experimentos materiais as observacoes que haviam sido realizadas.
A necessidade de dados experimentais para alimentar modelos serd tratada de forma mais
profunda no Capitulo 3, porém, pode-se adiantar que modelos precursores no tratamento de
escoamentos turbulentos como o modelo do comprimento de mistura proposto por Prandtl
fazia uso de dados experimentais e teve modificacdes propostas pelo préprio Prandtl com base

no trabalho experimental de Reichardt (1942). Os experimentos materiais de escoamentos
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cisalhantes livres sdo comuns na literatura, Andrade (1939), Bradbury (1965) e Heskestad
(1965) realizaram experimentos de jatos planos em regime laminar e turbulento, Reichardt
(1942) e Liepmann e Laufer (1947) trabalharam com camadas de mistura espaciais em regime
turbulento e Schlichting (1930) e Weygandt e Mehta (1995) apresentam resultados para a
esteira distante em regime turbulento. Esses s3o apenas alguns exemplos de trabalhos que
podem ser utilizados como forma de comparacao com as solucdes continuas obtidas e em

procedimentos de validacao computacional para escoamentos cisalhantes livres.



CAPITULO 111

METODOLOGIA

Nesta secdo serd apresentada a metodologia utilizada no desenvolvimento do presente
trabalho, comecando pelas equagbes de Navier-Stokes, que sdo utilizadas para modelar esco-
amentos de fluidos, abordando o problema de fechamento da turbuléncia, que consiste em

modelar o tensor de Reynolds, apresentando os modelos utilizados no presente trabalho.

3.1 Equacoes de Navier-Stokes filtradas

As equagdes de Navier-Stokes e a equagdo da continuidade s3o suficientes para modelar
escoamentos isotérmicos de fluidos tanto em regime laminar quanto em regime turbulento, e
para qualquer niimero de Reynolds. Porém, quanto maior o nimero de Reynolds, mais largo
torna-se o espectro de energia associado ao escoamento. A geometria do problema limita a
formacdo das maiores estruturas, isto significa que altas frequéncias e altos nimeros de onda
sdo caracteristicas de escoamentos que ocorrem a elevados nimeros de Reynolds. O célculo
de todas as estruturas turbilhonares requer o uso de malhas muito finas, implicando em custos
computacionais elevados. Logo, a prética de Simulagdo Numérica Direta (DNS), onde todas
as estruturas sao resolvidas, é limitada a escoamentos pouco complexos e depende do hardware
disponivel.

A equacdo da continuidade na forma indicial para escoamentos incompressiveis e sem
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variacdo da massa especifica pode ser escrita como:

8ui
E)xi

~0. (3.1)

As equacGes de Navier Stokes na forma indicial para escoamentos incompressiveis e sem

variacdo de massa especifica s3o dadas por:

ou; 0 1 0p 0 ou;  Ou; fi
— () = —— 2 - 2

onde p é a massa especifica do fluido, v é a viscosidade cinematica do fluido e f; pode ser
tratado como um termo de transformacao de alguma informa¢ao em quantidade de movimento
linear, por exemplo, efeitos gravitacionais, podendo ser positivo ou negativo.

E importante ressaltar que a abertura da Eq. (3.2) resultard em trés equagdes, sendo
uma para cada componente de velocidade.

O avan¢o em termos de métodos de resolucdo e a evolugdo dos hardwares vem possi-
bilitando a pratica de DNS para escoamentos com maiores niimeros de Reynolds a cada ano.
No entanto, os valores de nimero de Reynolds para os quais é possivel se realizar DNS atual-
mente ainda sao modestos quando comparados com os valores que caracterizam as aplicacoes
industriais.

Uma das alternativas que possibilita a n3o utilizacdo de DNS nas simulagdes é a de-
composicao do espectro de escalas do escoamento em duas bandas, utilizando o conceito de
filtragem. Reynolds e Boussinesq propuseram aplicar o operador média temporal as Egs. (3.1)
e (3.2). Esse operador serd aqui representado pelo simbolo barra (7). Sabendo-se que os
operadores média temporal e derivadas parciais sdo lineares, entdo eles podem ser comutados,
resultando, ao final do processo de deducao em:

ou;
8%

=0, (3.3)
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ou; 0 _lop 0 ou; 0, i

Essas equacdes estariam prontas para ser resolvidas, se ndo fosse o termo ndo linear u;u;
que aparece na Eq. (3.4). As varidveis que estdo sendo transportadas sdo as velocidades w;,
as quais sao as incoégnitas das equagdes, juntamente com o campo de pressao, p. Assim, essas
equacoes nao podem ser resolvidas, uma vez que para determinar a sua solucao seria necessario
conhecer as velocidades u;, o que s seria possivel via DNS. Essas equagdes poderiam ser
resolvidas se no lugar de u;u; aparecesse o termo #;u;. Para tanto, faz-se a decomposi¢do
proposta por Reynolds-Boussinesq, ou seja, decompdem-se os campos totais de velocidade nas

suas partes médias e flutuantes. Matematicamente, essa decomposicdo se faz como segue:
— I
u; = u; + uj, (3.5)

sendo u; a flutuagdo no campo de velocidade.
Substituindo a Eq. (3.5) em (3.4), realizando manipula¢des e aplicando as propriedades
referentes ao operador de média temporal chega-se a:

o o, (i) = ot or {u (axj + 8$i> uuj} o (3.6)

O termo W é conhecido como tensor de Reynolds. Ele é simétrico uma vez que a
ordem das componentes das flutuacoes de velocidade nao afeta os momentos estatisticos de
segunda ordem que o compoem. Assim, esse tensor abriga seis incégnitas adicionais, que vém
das correlagdes entre as flutuacdes de velocidades relativas as trés direcGes coordenadas. Esse
tensor representa toda a troca de quantidade de movimento linear entre a parte média e a
parte flutuante do escoamento turbulento.

As Eqgs. (3.6), sdo chamadas de equagdes médias transientes de Reynolds que tem

como sigla URANS, de Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations. Essas equagdes
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junto a equagdo da continuidade compéem o modelo para o comportamento médio de um
escoamento turbulento isotérmico. Esse é um modelo matemdtico aberto, tendo seis incégnitas
que compdem o tensor de Reynolds adicionais as velocidades e pressao médias. Esse é o famoso
problema de fechamento da turbuléncia que requer modelos adicionais de fechamento. Essa
discussao sera apresentada na secao seguinte.

Além das metodologias DNS e URANS para simulagao computacional de escoamen-
tos turbulentos existe ainda uma terceira metodologia também amplamente utilizada, com
a qual se modela o comportamento instantdneo do escoamento e que possui menor custo
computacional que DNS: a metodologia LES (Large Eddy Simulation).

Nas simulacoes de grandes escalas, o espectro de energia cinética turbulenta é dividido
em duas bandas, resolvendo-se a primeira banda, dos menores niimeros de onda e modelando-
se a interacdo entre a primeira e a segunda banda. Como uma parte do espectro é resolvida,
o resultado ndo é um comportamento médio do escoamento, como o que se tem utilizando a
metodologia URANS. Por outro lado, como se tem também uma parte do espectro que n3o é
resolvida ndo se obtém a acurdcia fornecida quando se utiliza DNS. O processo de obtencdo
das equagoes utilizadas na metodologia LES também passa pela aplicagdo de um operador de
filtragem na Eq. (3.2). Pode-se dizer que as equa¢des para as trés metodologias podem ser
derivadas das equacbes de Navier Stokes filtradas, sendo utilizado na metodologia URANS um
filtro passa-nada, correspondente a média temporal, em DNS um filtro passa-tudo e em LES
um filtro intermediario, dependente da malha utilizada.

No presente trabalho foram implementados dois modelos de fechamento para a metodo-
logia URANS, justificando a maior énfase dada a ela na presente secdo. A metodologia LES foi
utilizada em algumas simulacdes ao longo do trabalho porém, os modelos j& se encontravam

implementados no cédigo computacional utilizado.

3.2 Modelos de fechamento

Conforme exposto na Se¢do 3.1, as Eqs. (3.6), somadas a equagdo da continuidade
possuem seis incégnitas que compdem o tensor de Reynolds adicionais as velocidades e pressao

médias. Boussinesq propds fechar esse sistema de equacgdes filtradas modelando o tensor de
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Reynolds com o conceito de viscosidade turbulenta, v, (7, t). Existem outras abordagens, nas
quais ndo se utiliza o conceito de viscosidade turbulenta, porém, no presente trabalho, foi

utilizada somente a proposta de Boussinesq, a qual serd abordada a seguir.

3.2.1 Conceito de viscosidade turbulenta

Boussinesq (1877) realizou uma analogia com o modelo de Stokes para as tensdes
viscosas moleculares. Através dessa analogia ele propds que o fechamento para o tensor de

Reynolds, também fosse realizado com o seguinte modelo:

1o a’az (91] 2
—p Uy = iy (ax, + 6_:;) — 5Pk, (3.7)
7 i

onde ; é a chamada viscosidade dindmica turbulenta e k é a energia cinética turbulenta, dada

por:

<u’u/ + ' + w’w') . (3.8)

N | —

A viscosidade dindmica turbulenta, (%, t), apresenta maior dificuldade em sua avalia-
¢do, uma vez que ela depende da natureza do escoamento, e nao do fluido como a viscosidade
dindmica molecular, constituindo-se numa forte n3o-linearidade na solugcdo das equagdes.

A energia cinética turbulenta & também aparece na proposta de Boussinesq, dada pela
Eq. (3.7). No entanto, como ela depende apenas do tragco do tensor de Reynolds, a sua
natureza é semelhante a da pressao e pode ser incorporada no termo do gradiente de pressao,
conforme sera apresentado adiante.

Substituindo a Eq. (3.7) em (3.6), tem-se a equagdo de Navier-Stokes filtrada em
notacao indicial, utilizando o modelo proposto por Boussinesq:

ou; o, . 10p 0 ou;  0u; ou;  Ouj 2
5 + oz, (wiu;) = + [u (amj + 8:@-) + v (axj + 8%) 31«5”] , (3.9)

Mt
onde vy = —.

O divergente do termo envolvendo a energia cinética turbulenta resulta no gradiente da
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mesma:

o [2 2 0k
oz, (5’“%) = 5om; (3.10)

0 que permite incorpora-lo ao gradiente de pressdo na Eq. (3.9), gerando uma pressdo modi-

ficada na equacdo modelada

ou, 0 , 1op* 0 ou; O, fi
— () = —— — - = 3.11
ot * Oz, (w:t1;) p O0x; * Oz [(V+ “) (8xj * 8@)] * p (3:11)
onde a pressdo modificada p* é dada por:
-2

Para recuperar o campo real de pressao estdtica do escoamento, a energia cinética tam-
bém deve ser modelada, e isso deve ser feito de maneira simultinea ao cdlculo da viscosidade
turbulenta.

Essas equacbes de transporte para as componentes filtradas da velocidade estariam
fechadas se nao fosse a presenca da viscosidade turbulenta, ;. O célculo desta propriedade
constitui o principal problema a ser resolvido para a modelagem do fechamento das equagdes
filtradas. Existem varios tipos de modelos de fechamento, que podem ser a zero, uma ou
duas equac¢des de transporte, podem ser algébricos ou ainda transportarem as componentes
do tensor de Reynolds. Cada tipo de modelo tem suas particularidades.

No presente trabalho, utilizou-se para o desenvolvimento das solucdes aproximadas de es-
coamentos turbulentos um modelo de fechamento a zero equacdes: o modelo do comprimento
de mistura de Prandtl. No que tange as simulagdes computacionais foram implementados dois
modelos de fechamento a duas equa¢Ges para a metodologia URANS: o modelo k — € padrdo
e o modelo k — € realizavel. Apesar da existéncia de diversos modelos de fechamento apenas
os trés utilizados no presente trabalho serao abordados de forma mais profunda nas secoes

seguintes.
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3.2.2 Modelo do comprimento de mistura de Prandtl

O modelo do comprimento de mistura de Prandtl foi proposto com a finalidade de
modelar escoamentos que possuam comportamento fisico predominante em uma direcdo. Os
escoamentos cisalhantes livres, objetivo de estudo do presente trabalho, possuem tal carac-
teristica junto a escoamentos desenvolvidos no interior de um duto circular, por exemplo. A
histéria do modelo e a primeira vez que ele foi citado em um trabalho por Prandtl ndo estdo
bem esclarecidas. Bradshaw (1974) apresenta uma discussdo sobre a possivel histéria do surgi-
mento deste modelo, incluindo as primeiras mencdes a ele e as dificuldades presentes notadas
apds observacoes de resultados obtidos via experimentacGes materiais.

Através de uma analogia com a viscosidade molecular, usando a teoria cinética dos gases,
é possivel propor-se um modelo para a viscosidade turbulenta. Um modelo para a viscosidade
cinematica molecular pode ser dado pelo produto da velocidade do som em meio gasoso pelo
livre caminho molecular. Tal modelo conduz a uma alternativa que a viscosidade cinematica
turbulenta pode ser modelada pelo produto entre um comprimento e uma velocidade caracte-
risticos de um escoamento turbulento. A velocidade caracteristica serd aqui denotada por Ve

o comprimento caracteristico vem da hipdtese de Prandtl para o comprimento de mistura, [,,.

Figura 3.1: Esquematizacao de uma camada de mistura espacial para representar os
conceitos envolvidos na definicao do comprimento caracteristico [,,.

T ._’._
-

Perfil de viscosidade turbulenta

A Fig. 3.1 ilustra a definigdo do pardmetro d(x), o qual é utilizado para célculo do
comprimento caracteristico, que representa todas as estruturas turbilhonares que coabitam em
um dado volume de fluido. Diante de tal definicdo, a viscosidade turbulenta pode ser calculada

como

v~ V. (3.13)
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Para escoamentos que possuam comportamento fisico predominante em uma direc3o,
pode-se obter uma ordem de grandeza da velocidade caracteristica de deslocamento das estru-

turas turbilhonares, como funcao do gradiente de velocidade, normal a direcdo predominante:

X ou
=l |=—|- 3.14
o (314)
Portanto, substituindo a Eq. (3.14) em (3.13), chega-se a:
ou

O cisalhamento que aparece na Eq. (3.15) pode ser positivo ou negativo mas, por
questoes relativas a estabilidade numérica, é desejavel que a viscosidade turbulenta seja sempre
positiva. Esse é o motivo para que a taxa de deformac3o seja tomada em médulo.

O comprimento caracteristico [,,, permanece como uma incégnita. Porém, analisando a
Fig. 3.1 observa-se que esse tipo de escoamento apresenta um comportamento estatistico bem
determinado em termos da espessura da camada cisalhante criada pela dinamica das estruturas
coerentes. Através da observacdo da figura nota-se que o comprimento caracteristico do

escoamento é proporcional ao espalhamento d(x). Logo,

I ~ 0(z) = 1, = ad(z), (3.16)

onde « € uma constante de fechamento do modelo.

Os valores da constante o s3o obtidos por otimizacdo numérica do modelo contra
dados experimentais. O modelo do comprimento de mistura de Prandtl possui um dnico
coeficiente para fechamento, a constante «, e ela varia para cada tipo de escoamento. Esta
constitui uma das deficiéncias do modelo pois, apesar de representar razoavelmente bem as
quantidades médias do escoamento, sua constante nao tem universalidade, isto é, ela assume

diferentes valores conforme o escoamento. A Tab. 3.1 apresenta os valores para alguns tipos
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de escoamentos, sendo = a direcao principal do escoamento.

Tabela 3.1: Variacao do comprimento de mistura e constante de proporcionalidade asso-
ciada a cada escoamento cisalhante livre.

Escoamento Constante «  Comprimento de mistura (l,,)
Jato plano 0,098 !
Jato axisimétrico 0,080 !
Esteira plana 0,180 x!/?
Esteira axissimétrica - z'/3
Camada de mistura espacial 0,071 x!

Fonte: Adaptada de Schlichting et al. (1955) e Wilcox et al. (1998).

A fim de preparar o modelo do comprimento de mistura de Prandtl para as solugdes
matematicas posteriores, pode-se substituir a Eq. (3.16) em (3.15), chegando a uma expressdo
para a viscosidade cinematica turbulenta dada por

ou

vy = a? 8% (z) (3.17)

Este modelo foi o precursor de grande parte dos modelos de fechamento e deu origem
a algumas particularizagdes, como a que serd apresentada a seguir, que sera denominada no
presente trabalho de modelo de Prandtl-Reichardt. O modelo de Prandtl-Reichardt foi utilizado
na solucao de alguns dos escoamentos turbulentos do presente trabalho e serd abordado na

secao seguinte.

3.2.3 Modelo de Prandtl-Reichardt

Uma deficiéncia no modelo do comprimento de mistura de Prandtl que pode ser ob-
servada é que, quando a derivada da Eq. (3.17) é nula, a viscosidade turbulenta também ¢é
nula. Isso acontece quando se tem um ponto de maximo ou de minimo no perfil de velocidade.
Reichardt (1938) apresentou resultados obtidos via experimenta¢do material do escoamento
turbulento em um canal. Os resultados de seu trabalho apontaram que, ao contrério do pre-
visto pelo modelo do comprimento de mistura de Prandtl, no centro do canal, as flutuacdes v’
e v’ ndo eram nulas. Para contornar as dificuldades apresentadas pelo modelo Prandtl (1942)

propds um modelo simplificado, baseado no trabalho experimental de Reichardt (1942) para
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determinacao da viscosidade turbulenta aplicado somente a escoamentos cisalhantes livres.

Reconhecendo que a viscosidade turbulenta é dada em funcdo do comprimento de mistura por

du
dy

2

Vt:lm

: (3.18)

conforme apresentado na secao precedente, onde se abordou o modelo do comprimento de
mistura de Prandtl.
Baseando no comportamento fisico dos escoamentos cisalhantes livres, pode-se admitir

que neles o gradiente de velocidade pode ser expresso por

(3.19)

onde U,, € uma velocidade caracteristica definida como a diferenca entre as velocidades ma-

xima e minima do escoamento analisado, ou seja,

Uch - Umax - Umzn (320)

Substituindo as Eqs.(3.16) e (3.19) na Eq.(3.18) tem-se

vy = X0(2)Uep, (3.21)

sendo x € uma constante de fechamento para o modelo em questao

Substituindo a Eq. (3.20) em (3.21), chega-se a

v = X0(2) (Unaz — Unin)- (3.22)

Este modelo possibilita a generalizagcdo das solu¢des de escoamentos livres em regime
laminar para turbulento com pequenas modificacdes, ja que n3o envolve derivadas como o
modelo do comprimento de mistura de Prandtl. Essa caracteristica ficara mais clara durante

a apresentacdo das solucbes matematicas. Além disso, esse modelo contorna a dificuldade
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gerada por valores nulos da viscosidade turbulenta apresentada pelo modelo do comprimento
de mistura de Prandtl. Tanto o modelo do comprimento de mistura de Prandtl quanto o modelo
de Prandtl-Reichardt serao utilizados para a obtencao de solugbes continuas de escoamentos
turbulentos no presente trabalho.

Apds a abordagem dos modelos de fechamento da turbuléncia que serdo utilizados no
desenvolvimento das solucoes matematicas abordadas no presente trabalho serao apresentados
os modelos que foram implementados no cédigo MFSim visando a simulacdo de escoamentos

em regime turbulento.

3.2.4 Modelos de fechamento k — €

Os modelos a zero ou a uma equacdo de transporte apresentam como caracteristica
a necessidade de informacdes sobre o escoamento além das condicGes iniciais e de contorno.
Dois exemplos sdo o modelo do comprimento de mistura de Prandtl (se¢cdo 3.2.2) que requer
que se conheca um comprimento caracteristico do escoamento, que varia caso a caso, para a
utilizacdo do mesmo e o modelo de Prandtl-Reichardt (se¢do 3.2.3), que tem como pardmetro
X, que é uma constante empirica. Buscando contornar tal necessidade Kolmogorov (1942)
propos, em adicdo a equacdo de transporte para a energia cinética turbulenta k& proposta
por Prandtl (1945), uma equacgdo de transporte para a escala de frequéncia de Kolmogorov,
denotada por w. Seguindo as ideias de Kolmogorov, Chou (1945), Davydov (1961) e Harlow e
Nakayama (1968), trabalharam na dedu¢3o de uma equacg3o de transporte, adicional a equagéo

2
. e m N - - .
da energia cinética turbulenta, £ {—2} para a poténcia especifica de transformac3o viscosa,
s

w
€ {—3} , possibilitando o surgimento dos modelos k — .
m

De forma geral as equagoes de transporte para k e € podem ser escritas como

d(pk)  O(pujk) 0 e\ Ok

ot + or;  Ox; M—l_ak z; + ks (3.23)
e

d(pe)  O(puje) O pe\ Oe

o " Ton, om |\W o) o e (3:24)



24

onde f, é o conjunto de termos referentes a transformacdes relativas a energia cinética
turbulenta e f. é o conjunto de termos relativos a transformacdes de €. As expressdes para o,
fr e f. dependem dos diferentes modelos propostos e apresentados na literatura.
O célculo da viscosidade dinamica turbulenta como uma fun¢do da energia cinética
turbulenta, k, e da poténcia especifica de transformacao viscosa, ¢, é dado por
C,k?

e =p= (3.25)

onde €}, € um parametro que pode ser constante ou dindmico de acordo com o modelo & — ¢
utilizado.

A seguir as equagdes de transporte e os parametros envolvidos nas mesmas serao par-
ticularizados para os dois modelos k — ¢ implementados no presente trabalho. Serdo também

apresentadas as caracteristicas tanto do modelo padrao quanto do modelo realizavel.

3.2.4.1 Modelo k — € padrao

O modelo k — € padrdo foi inicialmente proposto por Launder e Spalding (1972). Com
o decorrer do tempo foram sugeridas modificacbes a esse modelo. Algumas alteracdes ndo
apresentaram mudangas significativas nos processos de deducdo das equagdes de transporte,
e por esse motivo foi mantida a mesma nomenclatura. No entanto, surgiram novas propostas
na deducdo das equacgdes de k e €, e assim surgiram novas variagoes do modelo original.

O modelo k& — € padrdo consiste em um modelo semi-empirico, muito popular na si-
mulacdo de problemas industriais devido a sua robustez, ao seu baixo custo computacional e
a sua acuracia razodvel. A obtencdo das equacdes de transporte de k e ¢ é dada através de
consideracoes fisicas e empiricas. As hipdteses necessdrias para a demonstracdo das equacoes
sdo apresentadas por Mohammadi e Pironneau (1994).

Dentre as vantagens do modelo k£ — ¢ padrao, pode-se citar:
e Implementacao relativamente simples;
e Baixo custo computacional;

e Predi¢bes razoaveis para diversos escoamentos;
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e Calculos estdveis que convergem com relativa facilidade.
Contudo, o modelo também apresenta desvantagens, tais como:

e Adequado apenas para escoamentos a altos nimeros Reynolds;

e Predigdes ruins para escoamentos rotativos, jatos, escoamentos rapidamente deforma-

dos, e escoamentos totalmente desenvolvidos em dutos n3o circulares;

e Necessita da implementacao de leis de paredes, quando tem-se como objetivo a simulacao
de escoamentos parietais (as equagdes para k e € ndo sdo vélidas na regido interna de

camadas limite, sendo essa composta pela subcamada viscosa e pela regido tampdo);

e Dificuldade na atribuicdo de condi¢cOes de contorno para k e €, em particular para con-
dicGes de entrada, porque sdo quantidades dependentes de dados experimentais ou es-

tatisticos.

As duas equacdes de transporte para o modelo k — € padrdao podem ser escritas como

A(pk)  O(puzk) 0 pe ) Ok 2
_ P\ Ok _ 2
o o, om \F T ey ) oy | TR (3:26)
(S
d(pe)  O(puje) 0 e\ Oe € o €
- ) R S S% — pCly 2
ot " 0w, ow |\ o, ) ) TCagS T pCays (3:27)
sendo

onde S;; é o tensor taxa de deformagdo dado por

1 (0u;  Ouy
Sij = 5 <axj + axi) : (3.29)

As propriedades obtidas através das Egs. (3.26) e (3.27) sdo entdo utilizadas para

calcular a viscosidade dindmica turbulenta conforme a Eq. (3.25).
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Os coeficientes do modelo sdo: o, = 1,0, o = 1,3, C, = 0,09, Cq = 1,44 e
Ceo =1,92.

Como pode ser observado ao longo da apresentacdo do modelo k — ¢ padrdo, diversos
parametros utilizados na equacado de transporte de ¢ e na determinacdo da viscosidade turbu-
lenta sdo constantes. Essa caracteristica pode n3o ser interessante em alguns casos. O modelo
k — € realizavel, apresentado na se¢do seguinte, avalia diversos parametros de forma dindmica,
ou seja, baseando-se no campo de velocidade do escoamento. Tal caracteristica pode ser de

grande valia para a simulacdo de escoamentos turbulentos complexos.

3.2.4.2 Modelo k — € realizdvel

Shih, Zhu e Lumley (1995) propuseram um novo modelo k£ — ¢, o qual consiste em
uma nova equacao para modelar a poténcia especifica de transformacdo viscosa e uma nova
formulagdo realizdvel para a viscosidade turbulenta. O modelo foi entdo chamado de k£ — ¢
realizdvel e apresenta uma melhor consisténcia matematica no célculo do tensor de Reynolds
em comparacao ao modelo k£ — € padrao, com certas restricoes.

A nova equacdo para modelar € é baseada na equac¢ao dinamica para flutuacdo de vorti-
cidade. Enquanto isso, na nova formulacdo da viscosidade turbulenta, sao impostas restricoes
baseadas na realizabilidade, e na teoria de rapida distor¢do (Rapid Distortion Theory, RDT),
que é baseada em andlise linear, isto é, na positividade das tensdes normais de Reynolds e
na desigualdade de Schwarz para tensGes cisalhantes turbulentas. Quanto aos coeficientes do
modelo, estes foram obtidos por meio de calibracdes utilizando escoamentos canénicos e bem
trabalhados na literatura, como por exemplo, escoamentos cisalhantes livres e escoamentos
internos em canais.

O modelo k — ¢ padrdo tem um bom comportamento para escoamentos envolvendo
camada limite, mas n3o para escoamentos com uma taxa elevada de cisalhamento ou com
gradiente adverso de pressao, pelo fato de ndo prever bem a viscosidade turbulenta nesses
casos. Sendo assim, de acordo com Shih, Zhu e Lumley (1995), o modelo k — € realizdvel
apresenta uma melhoria significante em relagdo ao modelo padrdo. A partir dos resultados

obtidos por Shih, Zhu e Lumley (1995), foi possivel observar que o modelo realizdvel tem um
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bom desempenho na modelagem de escoamentos turbulentos complexos, como jatos confina-
dos e escoamentos sobre um degrau. Além disso, este modelo também apresenta robustez e
baixo custo computacional como o modelo padrao.

No modelo k — € realizavel as equacdes de transporte de k e € para escoamentos isotér-

micos e incompressiveis sdo dadas, respectivamente, por

d(pk)  O(pujk) 0 e\ Ok
ot | ar, o |\

—_— S? — 3.30
O 891:]} +Iut pE, ( )

d(pe)  O(puje) 0 e\ Oe €2
_ 1 0 31
ot T 0w, om, |\! o) oy PO P e (3:31)

As constantes do modelo presentes nas equagdes precedentes sdo dadas por Cs = 1,9,
o, =10 eoc.=1,2.
Na Eq. (3.31), o coeficiente Cy é uma constante, porém o coeficiente C € avaliado de

forma dindmica através da expressao

T
Cl = max |:0, 43, T——|—5:| (332)
onde
k
T=25-, (3.33)
€

sendo S dado pela Eq. (3.28).
O termo C,, é considerado constante no modelo padrdo, porém, uma das diferencas
cruciais do modelo realizavel é a avaliagdo dinamica desse parametro, ou seja, o célculo é

realizado em cada passo de tempo baseando-se em outras propriedades do escoamento.



28

O célculo de C,, segundo Shih, Zhu e Lumley (1995) é dado por

1
C, = , (3.34)
Ay + ASU*E
onde
Voltando a Eq. (3.34), tem-se Ay =4,04 e
A, = V6 cos(¢,) (3.36)
com
1
Or = garccos(\/éw,«). (3.37)
onde o termo W, é dado por
SiiSikSki
W, = 242k (3.38)
33

onde S = \/SijSij, Si; € o tensor taxa de deformagdo dado pela Eq. (3.29) e €;; é o tensor

taxa de rotacao, calculado como

1 (0w Ou
0y (2 0. 539

Portanto, fica evidente que a grande diferenca entre o modelo k£ — € realizdvel e o
modelo k — € padrao é a avaliacao dindmica de coeficientes na equagao de transporte da
poténcia especifica de transformacdo viscosa, €, e no calculo da viscosidade turbulenta. Os
modelos £ — ¢ padrdao também contém avaliagcdes dindmicas, porém em menor quantidade.

Apds a apresentacdo dos modelos de fechamento da turbuléncia implementados para

simulacdes computacionais e dos utilizados na obtencao das solucdes continuas de escoamentos
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turbulentos, na proxima secdo serd abordada, de maneira geral, a sistemdtica do método de
auto-similaridade, apontando os principais passos para, utilizando essa metodologia, partir de

uma EDP que modela o problema fisico e chegar-se a uma EDO equivalente.

3.3 Solugdes continuas via método de auto similaridade

s

E pertinente que, nesta parte do texto se discorra a respeito da nomenclatura utilizada
para tratar as solucdes obtidas no presente trabalho. Portanto, cabe a discussao sobre a
diferenca entre os termos: solugdes continuas e solugdes discretas (descontinuas).

Uma solugao continua de uma equacao diferencial satisfaz de forma exata ou aproximada
a equacao diferencial. Uma solucdo discreta ou numérica, satisfaz de forma sempre aproximada
uma equacado diferencial. Assim, uma solucdo continua pode ser exata ou aproximada. Uma
solucao numérica sera sempre aproximada. Por outro lado, uma solucao exata pode ser ou nao
uma solucdo analitica, uma vez que para uma funcdo ser analitica ela deve atender, dentre
outros, o requisito de infinitas derivadas continuas. Por exemplo, uma solu¢ao continua por
partes ndo pode ser considerada analitica. Além dessas observacoes, cabe ressaltar que, quando
nos referimos a solucdo matematica de uma problema fisico, ela serd sempre aproximada,
mesmo que seja uma solucao exata para a equagao diferencial com a qual se modela o problema
fisico. Um modelo matematico serd sempre um modelo aproximado para o problema fisico.
Isso também ocorre para a modelagem e para a experimentacdo material de um problema
fisico. Teremos sempre resultados aproximados da realidade fisica. No presente trabalho, os
autores buscaram utilizar essa terminologia com cuidado.

Outra discussdo necessdria é a respeito de quando a solugdo pode ser considerada exata
e quando deve ser tratada como aproximada. Partindo das equacdes de Navier-Stokes, n3o é
possivel se obter uma solu¢ao exata para a sua forma completa porém, é possivel particularizar
essas equagoes para determinados casos, através de hipdteses, andlises de ordem de grandeza
e simplificacées. Quando, em casos especificos, é possivel que as equacdes de Navier-Stokes
sejam simplificadas e reduzidas a uma EDO através da aplicagao de algum método, chega-se
a um modelo diferencial ordinario para o caso particular trabalhado e, esse modelo diferencial

ordinario equivalente pode ser resolvido de forma exata. Sendo assim, o termo solu¢do exata



30

pode ser utilizado para se referir a solucdo do modelo diferencial ordindrio, porém, quando se
trata do escoamento em si, a solucdo sempre deve ser tratada como aproximada, ja que nao
foi obtida através das equagdes de Navier-Stokes em sua forma completa.

Tendo apresentado tais consideragdes, serd abordado a seguir o método utilizado no
presente trabalho: o método de auto similaridade. Serdo apresentadas caracteristicas do
método, bem como o procedimento a ser seguido para se obter solucGes aproximadas para
casos especiais das equacoes de Navier-Stokes utilizando esse método.

Conforme exposto no Capitulo 2, para que um problema fisico possa ser resolvido utili-
zando o método de auto similaridade existe a necessidade de que o problema seja auto similar,
definicdo ja apresentada no presente texto. Os escoamentos a serem trabalhados nessa dis-
sertacdo sdo uma camada de mistura em desenvolvimento temporal e em desenvolvimento
espacial, um jato plano e uma esteira gerada pelo escoamento de um fluido em torno de um
corpo imerso. Todos esses escoamentos possuem partes no dominio fisico em que apresentam
caracteristicas auto similares. Tomando como exemplo o caso da esteira, o escoamento logo
apds o corpo ndo possui tal caracteristica, porém a medida que se afasta do corpo imerso,
nota-se um comportamento auto similar. Portanto, a solucdo encontrada sé é valida nessa
parte do escoamento e, por isso esse caso é chamado de esteira distante.

Os escoamentos a serem trabalhados na presente dissertacdo, além de apresentarem a
caracteristica de auto similaridade em certas partes do dominio fisico, sao todos modelados
pelas equacdes de Navier-Stokes e equacao da continuidade, ou de maneira equivalente pela
equac¢ao do balanco de massa e equacdo do balan¢o da quantidade de movimento linear que,
para escoamentos incompressiveis e para fluidos newtonianos, conforme apresentado na se¢do

3.1, sao dadas por:

V-V=0 (3.40)
e
DV 1o  _ 1=
_— = ——Vp + g + -V - Tij (341)
t p P
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onde V = (u,v,w) é o vetor velocidade e u, v e w sdo as componentes de velocidade nas
direcOes x, y e z, respectivamente, p é a massa especifica do fluido, g é o campo gravitacional
e T;; € o tensor das tensdes viscosas.

Os escoamentos cisalhantes livres possuem gradiente de pressdo nulo e acontecem em
uma direcdo preferencial, ou seja, nos casos abordados a equacdo do balanco da quantidade de
movimento linear sera resolvida para apenas uma das componentes. Além disso, os casos sao
bidimensionais, sendo a componente w nula. Todas as consideracdes realizadas simplificam as
Egs.(3.40) e (3.41), eliminando alguns termos.

Além das simplificacdes expostas, existem outras ligadas as caracteristicas fisicas de
cada caso, porém, para todos os casos, tais simplificagdes irdo originar um conjunto de duas
EDPs, com as quais se modela o problema fisico.

De posse do sistema de EDPs que modela o problema especifico, o primeiro passo para a
aplicacao do método de auto similaridade consiste em realizar uma transformacao de varidveis
no sistema, definindo uma funcdo e uma varidvel de auto similaridade, ambas adimensionais.

A variavel de auto similaridade é geralmente chamada de 7 e é definida como

n=yé(z), (3.42)

para casos espaciais, € como

n=y&(t), (3.43)

para casos temporais, onde £ é uma fungdo relacionada a um comprimento caracteristico do
problema fisico, geralmente o espalhamento ¢ do escoamento e que serd determinada ao longo
do processo de resolucao.

A func3do de auto similaridade é definida por meio do uso de velocidades de referéncia

do problema e é dada por

Ut Ya _ i) = o). (3.44)
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onde

Ud - U(y - 07 t) - Umaz - Umim (345)

Ur =u(y =0,t) — Upin, (3.46)

sendo U, ,in € U,qae @ minima e maxima velocidade, respectivamente, que ocorre no escoamento
e u a componente de velocidade na direcdo principal do escoamento, com y sendo a coordenada
da direcao perpendicular ao escoamento.

Evidenciando u na Eq.(3.44), colocando v em fungdo de u com a Eq.(3.40) e substi-
tuindo os resultados obtidos na Eq.(3.41) e calculando-se as derivadas, o sistema é reduzido
de duas EDPs para uma EDO. A partir dai basta aplicar métodos de solu¢do a EDOs, ja
que estes sdo mais conhecidos e mais simples que os métodos de solucdo para sistemas de
EDPs. Em alguns casos é possivel obter a solucao continua, porém, existem casos em que
nao é possivel obté-la, exigindo o uso de métodos numéricos de integracao. Mesmo assim é
importante ressaltar que é mais simples realizar a integracdo numérica de uma EDO que de
uma EDP.

Para os casos de escoamentos turbulentos, além do procedimento mencionado acima,
é necessdrio que se utilize um modelo de fechamento no tensor das tensées viscosas (T;;),
procedimento abordado na secdo 3.2. Através do uso dos dois modelos apresentados nas
secoes 3.2.2 e 3.2.3 e do procedimento apresentado inicialmente para escoamentos laminares,
é possivel a obtencdo de solucbes continuas também para os escoamentos turbulentos.

Conforme exposto anteriormente baseando no trabalho de Tennekes e Lumley (1972),
caracteristicas do escoamento, tais como velocidade de referéncia e comprimento caracteris-
tico da zona de mistura sao determinados por meio de integracdes e n3o de suposi¢cdes ou
hipdteses, porém, em alguns escoamentos tais integracdes exigem informacdes complementa-
res. Geralmente, é possivel obter-se equacbes adicionais através do Teorema do Transporte

de Reynolds (TTR) junto a realizagdo de alguma hipdtese a respeito do fluxo de quantidade
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de movimento linear, por exemplo. Nos casos da esteira distante e do jato plano, por exem-
plo, foi necesséria a aplicacao do TTR para a quantidade de movimento linear e a realizacdo
de hipdteses a respeito do fluxo de quantidade de movimento linear a fim de deduzir uma
nova equacdo auxiliar ao processo de integracao dos coeficientes da EDO. Esse passo ndo é
necessario para os casos das camadas de mistura.

Buscando proporcionar maior clareza a respeito do procedimento para obtencao de uma
solucdo auto similar, o mesmo serd apresentado em forma de tdpicos a seguir, objetivando
apresentar de maneira mais clara quais os passos devem ser seguidos no processo de, par-
tindo de uma EDP utilizadas para modelar o problema fisico trabalhado, chegar-se a solugdes
aproximadas para perfis médios de propriedades, como velocidades, e outras caracteristicas do

escoamento que podem variar de caso para caso. O procedimento consiste em:

e Definir a varidvel de auto similaridade, segundo a Eq. (3.42) ou (3.43), dependendo se

o caso é espacial ou temporal,
e Definir a fun¢do de auto similaridade, segundo a Eq. (3.44) ou de alguma outra proposta;

e Colocar o sistema de EDPs, gerado pela simplificagdo das Egs. (3.40) e (3.41) de
acordo com o caso particular a ser resolvido, e as condicdes de contorno em termos da
variavel e da funcao de auto similaridade. Ao final desse passo serda encontrada uma
EDO em termos da varidvel 1, que pode ou n3o ter coeficientes que envolvam varidveis
caracteristicas do problema e suas derivadas, como, por exemplo, o espalhamento ou a

velocidade da linha central do escoamento;

e Considerar, por imposicdo, os coeficientes da EDO obtida constantes, ja que ela deve

ser dependente apenas da varidvel de auto similaridade, 7;

e Determinar os coeficientes da EDO para obtencdo de outras propriedades do escoamento,
caso tais coeficientes envolvam derivadas de propriedades caracteristicas do escoamento
resolvido. Por exemplo, a evolucdo temporal da espessura de uma camada de mistura

em desenvolvimento temporal;

e Atender restricoes que podem surgir a partir da necessidade de aplicacdo do Teorema
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elas:

3.4

do Transporte de Reynolds (TTR). A aplicagdo do TTR é fundamental para o processo

de solugcdo em alguns tipos de escoamentos;

Integrar a EDO, sem a utilizacdo de métodos numéricos, quando possivel, para ob-
tencdo da distribuicdo espaco-temporal da velocidade média (média no sentido de um

escoamento turbulento).

Algumas observacdes devem ser feitas a respeito do procedimento apresentado. S3o

A definicdo da variadvel e da fungdo de auto-similaridade tem como Unica exigéncia que
sejam adimensionais. Isso significa que podem ser escolhidas de forma diferente da
apresentada no presente trabalho, porém tal escolha afetara a EDO obtida, podendo
levar a uma EDO com nivel de complexidade maior ou menor. No entanto, as solucdes

continuas obtidas devem conduzir ao mesmo resultado;

A integracdo da EDO para obtencdo da distribuicio média de velocidade, em alguns
casos, pode exigir o uso de séries na solucao ou, até mesmo de métodos numéricos de

integracao;

Se a imposicdo de que os coeficientes da EDO s3o constantes violar comportamentos
fisicos do caso analisado, a mesma n3o pode ser resolvida com o uso da auto similaridade.
Porém, é importante ressaltar que em alguns casos a troca da fun¢do e/ou da varidvel
de auto similaridade pode levar a obten¢do de uma EDO cujos coeficientes podem ser

considerados constantes.

O cédigo MFSim

O cédigo computacional MFSim iniciou-se com o trabalho de Villar et al. (2007) sobre

escoamentos multifasicos, e vem sendo desenvolvido no Laboratdrio de Mecanica dos Fluidos

da Universidade Federal de Uberlandia (UFU), em parceria com a PETROBRAS. O cédigo

estd sendo escrito, em sua maior parte, em Fortran90, apresentando algumas partes em lin-

guagem C. Atualmente, ele permite ao usudrio simular, utilizando processamento paralelo,
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uma diversidade de problemas pseudo bidimensionais e tridimensionais que envolvem escoa-
mentos turbulentos. Entre as possibilidades oferecidas pelo cédigo MFSim estdo a simulacdo
de escoamentos reativos (VEDOVOTO et al., 2011; DAMASCENO et al., 2018), escoamentos
na presenca de corpos imersos (MELO et al., 2017), escoamentos bifasicos (BARBI et al., ;
SANTOS, 2017) e fluido estrutura (NETO et al., 2016).

Uma das vantagens do cddigo estd relacionada ao fato do mesmo resolver as equa-
cOes de Navier-Stokes utilizando malha adaptativa bloco estruturada, possibilitando o uso de
refinamento fixo local ou a utilizacdo de critérios baseados em propriedades do escoamento
para definir o posicionamento dos niveis de refinamento, além disso, o cédigo possui diversos
esquemas numéricos de discretizacdao implementados.

Inicialmente o cddigo foi desenvolvido para trabalhar com a metodologia LES mas, com
o trabalho de Melo et al. (2017), comegaram a ser inseridos modelos de fechamento da classe
URANS. A contribuicdo do presente trabalho em termos de desenvolvimento do cédigo MFSim
consistiu na implementacao dos modelos de fechamento k& — e padrao e k — € realizavel, os

quais também s3ao modelos de fechamento pertencentes a classe URANS.



CAPITULO IV

SOLUCOES CONTINUAS

4.1 Generalidades

Nesse capitulo serdo apresentados os desenvolvimentos detalhados de cada escoamento,
deduzindo o modelo matematico exato, apresentando a metodologia de maneira detalhada
e buscando esclarecer as hipdteses adotadas durante o processo de solucdo, estabelecendo
o modelo fisico, o modelo matematico diferencial parcial, o modelo matematico diferencial
ordindrio e o modelo matematico exato para cada caso, a comecar pela camada de mistura
em desenvolvimento temporal. A fim de tornar o procedimento mais claro, cada caso se inicia
com o modelo fisico vélido para ambos regimes. Em alguns casos sdo tratados outros aspectos
validos tanto para o regime laminar quanto para o turbulento. Quando os desenvolvimentos
passam a ser especificos para um dado regime, cria-se uma nova secao a fim de situar o leitor
ao longo dos desenvolvimentos apresentados.

A resolu¢ao por auto-similaridade tem como fundamento reduzir uma Equacgao Diferen-
cial Parcial (EDP) a uma Equag¢&o Diferencial Ordindria (EDO). Nesta sec3o os passos para tal
transformacao s3o apresentados e a EDO pode ser aplicada aos diversos casos contemplados
pelo conjunto de EDPs, bastando a alteragcdo das condi¢Ges de contorno e restri¢cGes.

O que se objetiva ao utilizar essa técnica de resolugdo é que uma variavel de auto-

similaridade 7 agrupe as varidveis independentes do problema, x e y, em uma Unica varidvel.
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A varidvel 1 pode ser proposta como o produto entre a varidvel independente na qual o
perfil tem sua forma analisada, no caso y, e um fator de proporcionalidade que dependa das
demais varidveis independentes, no caso . Em outras palavras, pode-se dizer que o perfil de
velocidade dado em y serd auto-similar ao longo da direcdo x, ou seja, existe a necessidade de
um fator de proporcionalidade, que é dado por uma funcao, que reescalone o perfil ao longo

de x para que o mesmo seja invariante. Assim, 7 pode ser definida como

n=y-&), (4.1)

sendo a () a funcdo de proporcionalidade.

Como se propds uma nova variavel para definir o problema, é necessario que se relacione
a solug¢do do problema em termos das varidveis primitivas u(z,y), com a solugdo da equagdo
em termos da varidvel de auto similaridade, que pode ser representada pela fun¢do g(n). A
relacdo de proporcionalidade entre as duas solugdes deve ser feita por meio de propriedades
conhecidas do problema, com as escolhas sendo feitas em conformidade com cada caso a ser

abordado. Sendo assim, os autores propoem uma forma generalizada, dada por:

u(z,y) + U,
M g, (42)
R
sendo
Ud - U(y = 0,$) - Umaa: - Umin7 (43&)
Ur =u(y =0,2) — Unin, (4.3b)

onde U,in € U,ae S30 as velocidades minima e maxima que ocorrem no perfil.

Para casos com evolucdo temporal a velocidade é dependente de y e ¢, portanto, nas
Egs. (4.2) e (4.3), onde aparece x usa-se t.

Buscando demonstrar de maneira mais clara os conceitos envolvidos, na Fig. 4.1
representa-se a transformacao dos perfis de velocidade que se desenvolvem ao longo de x

ou t em um Unico perfil auto-similar. Tal transformac3o é realizada através das funcdes de
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proporcionalidade £(z) e Ug(z). Portanto, o procedimento consiste em definir fungdes de
proporcionalidade que, ao serem aplicadas aos perfis de velocidade os levam a um dnico perfil,
chamado auto-similar.

Figura 4.1: Transformacao dos perfis de velocidade que se desenvolvem ao longo de x em
um tunico perfil auto-similar pelos fatores de proporcionalidade.

U
=,/——¢—"-_—__
N ~
T// )
X
7/

l §(x), U(x)

-

=4

A seguir serd apresentada a demQonstra¢do de que na Eq. (4.2) pode-se utilizar uma

funcao ou uma primeira derivada. O primeiro passo é utilizar a definicdo de fungdo corrente

(v) para a componente u de velocidade:

_ K
U= o (4.4)

que, readequando e substituindo o valor de u dado pela Eq. (4.2), e reescrevendo a Eq. (4.4),

tem-se:

oY = [Ur(x)g(n) — Ua)Oy. (4.5)

Trocando o diferencial do lado direito da Eq. (4.5) faz-se

n=y-&x) — In=¢(x)0y, (4.6)
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levando a

o = FZ)[UR(I)Q(H) — Uylon. (4.7)

Integrando em 7 a Eq. (4.7) tem-se

. UR(ZE) _ﬂ _ UR(.T) _&
Y = £) /g(n)f?n g(x)/c?n—m/) £2) /9(77)(9 ek (4.8)

A integral da Eq. (4.8) pode ser expressa como uma fun¢3o, tal que

Fmra/ﬂm%, (4.9)

fazendo com que a fungdo corrente possa ser reescrita como
—). (4.10)

Voltando a Eq. (4.4) e de posse do valor de ¢ dado pela Eq. (4.10) tem-se

_oy _0b on _|Un(@) oy Ua]| .0

Yoy " on oy e D gy W @1
que leva a

u = Up(@)F'(n) — Uy — 42000 _ gy (1.12)

Portanto, a fungdo de auto-similaridade pode ser definida tanto pela Eq. (4.2) quanto
pela Eq. (4.12), ressaltando mais uma vez que, para casos temporais a varidvel espacial
x é substituida pela varidvel temporal, . No presente trabalho, foram utilizadas as duas
formas de definicao, a depender do caso trabalhado. Muitas vezes é necessario realizar todo
o procedimento utilizando uma das formas e, caso o resultado obtido com a transformacao

nao seja considerado satisfatdrio para prosseguir com a solugdo, o processo deve ser reiniciado
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com a outra forma de definicdo da funcdo de auto-similaridade.

Outra colocacao pertinente a respeito dos escoamentos trabalhados é que sdo casos
bidimensionais, ressaltando que para escoamentos turbulentos sé faz sentido falar em bidi-
mensionalidade quando se trata do comportamento médio. Diante dessa caracteristica a
equacdo de Navier-Stokes, dada pela Eq. (3.6), s serd utilizada na direcdo x. As equagdes
da continuidade e de Navier-Stokes para o caso supracitado sdo apresentados a seguir

ou 0v

5 " ay =0 (4.13)

Ot T = —— etV — ———. (4.14)

4.2 Camada de mistura em desenvolvimento temporal

4.2.1  Modelo fisico

Um dos escoamentos candnicos mais simples de ser modelado é uma camada de mistura
em desenvolvimento temporal. Duas correntes de fluido a velocidades diferentes U; e U,
definem e mantém o escoamento. Em um tempo inicial, t = 0s , o campo de velocidade
sera considerado com gradiente de velocidade no centro do dominio, teoricamente, infinito. A
espessura da camada cisalhante serd nula, §(t = 0) = 0 . Isso pode ser visualizado na Fig.
4.2. A medida que o tempo passa o processo de difusdo de quantidade de movimento linear
atenua esse gradiente, gerando um perfil inflexional de velocidade, como pode ser visualizado na
Fig.4.3. Essa difusdo serd gerada pela movimentagdo molecular, em regime laminar. No regime
turbulento, as estruturas turbilhonares acelerardo em ordens de grandeza esse processo de
difusdo molecular. E importante perceber que a turbuléncia acelera esse processo de transporte
molecular uma vez que ela amplia os gradientes locais e aumenta a quantidade de gradientes
por unidade de volume.

Na presente andlise ndo serd objetivada a modelagem e a simulagdo do processo de for-

macao de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, mas, somente, a modelagem do comportamento
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médio do escoamento. Como ilustrado nas Figs. 4.2 e 4.3, a evolu¢cdo do escoamento se da
apenas na direcao y e no tempo, mas ao longo de x os perfis s3o iguais. Como em cada
instante ndo existe variacdo espacial na direcdo = , o desenvolvimento é dito temporal, apesar
de que hd também mudan¢a em y. Observa-se que os perfis de velocidade, ilustrados na nas
Figs. 4.2 e 4.3, s3o auto similares, o que permitird o uso da teoria de auto similaridade para
a solucdo do modelo diferencial. Observa-se que o modelo fisico apresentado é vélido tanto
para o regime laminar quanto para o regime turbulento.
Figura 4.2: Camada de mistura em desenvolvimento temporal em ¢ = 0's
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Figura 4.3: Camada de mistura em desenvolvimento temporal em ¢ > 0s
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4.2.2  Regime laminar
4.2.2.1  Modelo matemdtico diferencial parcial

O modelo matematico diferencial para a camada de mistura em regime laminar pode ser
extraido das Eqgs. (4.13) e (4.14). Simplifica-se o termo advectivo, em conformidade com a
natureza fisica desse problema, ou seja, o escoamento ocorre apenas na direcao x e sé depende
da direcdo y e do tempo ¢, além disso, o gradiente de pressao é nulo e o termo referente a

u/v’ é desconsiderado ja que o escoamento ocorre em regime laminar. Isso resulta em:

% =v giyl?t’ (4.15)
sendo as condicdes inicial e de contorno dadas por:

u(y,t = 0) = uo(y), (4.16a)

u (y = ?,t) = U, (4.16b)

u <y = —@J) = Uy, (4.16¢)

onde J(t) é o espalhamento da zona de mistura, representado na Fig. 4.4 e, ressaltando que

para o regime laminar o operador filtragem n3o é mais necessério.

4.2.2.2  Modelo matemadtico diferencial ordindrio

A resolugdo por auto similaridade pode ser aplicada a Eq.(4.15) reduzindo-a a uma
EDQ. Para se realizar a transformacao auto similar propde-se uma solugdo para a componente

longitudinal de velocidade, u(y,t), da forma

t) + U,
MOy, (4.17)
R
sendo
Ud = U(y = 07 t) - Umax - Umim (4183)
Ur =u(y =0,t) — Upin. (4.18b)
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Para o caso especifico da camada de mistura tem-se que no ponto de inflexdo, tratado como

y = 0, a velocidade é dada pela média das velocidades das correntes, ou seja, u(y = 0,t) = U,

o que leva a uma fun¢ao de auto similaridade dada por

Ui + Uy

u(y,t) + ( - U — U2>
(550

sendo U: (Ul +U2)/2 S 0 = (Ul — UQ)/2

= Fly) — S22 = Fy). (4.19)

A varidvel auto similar dada por

y
n(y,t) = 50 (4.20)

Derivando a Eq.(4.19) em relagdo ao tempo ¢ e a varidvel espacial y, levando-se em

conta a Eq.(4.20) tem-se

ou -~ dF dndé - Y\ do U dé

v _ g onad _ mp(_YN@O Y A0 4.21

ot Vo ar ( 52> at — ooar (421a)
ou ~dF on -~ 1
= _[F'Z 4.21b
oy Udn oy v 5’ ( )
Pu  ~1d°Fonp -~ 1

gU_ g9 (4.21c)

Substituindo as Eqs.(4.21) na Eq.(4.15) chega-se a:

5 dé
F'+-=nF =0. .
+ o =0 (4.22)
N~

K

O termo x na Eq.(4.22) deve ser uma constante por imposi¢cdo do método, uma vez

que a solugdo desta EDO deve resultar em uma fun¢do de 7 apenas. Logo,

éd_é =k — 0(t) = V2ukt — |4(t) = Kl\/ﬁ, (4.23)

vdt

onde K; = v/2k. A obtengdo da Eq.(4.23) passa pela determinagdo de uma constante de

integracdo. Para tanto foi utilizada a condi¢do inicial 6(¢ = 0) = 0. A Eq. (4.22) pode ent3o
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ser reescrita como segue

F"+knF' =0. (4.24)

Para estabelecer as condi¢cdes de contorno para a Eq.(4.24) deve-se perceber o com-
portamento assintdtico da distribuicdo de velocidade, u(y,t), da fun¢do de auto similaridade,

F(n), e de sua derivada F’(n), conforme ilustrado na Fig.4.4.

Figura 4.4: Tlustragao do perfil médio de velocidade u(y, t), da funcao de auto similaridade
F(n) e de sua derivada F’(n) para uma camada de mistura temporal.

u 1
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Inspecionando-se as curvas qualitativas apresentadas, pode-se estabelecer como condi-

¢Oes de contorno para a Eq.(4.24)

1

F (n = 5) =0,99, (4.25a)
1

F ( = —§> = 0,99, (4.25b)
1

F (n = 5) =0,01. (4.25¢)

Assim, fica estabelecido o modelo matematico diferencial ordinario, composto pelas Eqs.(4.24)
e (4.25). Esse modelo representa o problema fisico da camada de mistura em desenvolvimento

temporal, em regime laminar.
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4.2.2.3  Modelo matematico exato

A integracdo da Eq.(4.24) leva a uma solugdo exata para o modelo diferencial ordindrio
obtido no item anterior. Essa solugdao é também uma solugdo continua aproximada para o

problema fisico em analise. Assim, fazendo a integracdo, obtém-se:

F(n) =cierf (@n) + ¢, (4.26)

onde ¢; e ¢y sdo constantes de integragdo e erf(n) é a fungdo erro de Gauss, a qual é dada

por

erfn = —= / exp(—iP)di. (4.27)

As constantes de integragdo serdo determinadas utilizando as Egs.(4.25a) e (4.25b),

que levam ao sistema de equagdes

crerf [\/57 (%) +e=0,99, (4.28a)

crerf [JS_“ (—%) + ¢y = —0,99. (4.28D)
Sabendo que

erf(—z) = —erf(z), (4.29)

iy - . V2K
sendo x uma varidvel qualquer, a solu¢do do sistema leva a ¢; = 1/erf e e co =0,

que conduzem a
(5)
erf n
2
erf (@)

Para determinar a constante x que aparece na Eq.(4.30) serd utilizada a condi¢do de

Fn) = (4.30)
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contorno restante, dada pela Eq.(4.25c). A derivada da fungdo de auto similaridade, F”(n) é

dada por
oy VU
Fi(n) = o (ﬂ) : (4.31)
erf 1

A aplica¢do da condigdo de contorno dada pela Eq.(4.25¢) em (4.31) resulta em

@exp (—%/4> —0,0lerf (\/i_“> =0, (4.32)

cuja solucdo fornece o valor da constante x = 50, 745. Assim, fica também determinada a

constante K que, substituido na Eq.(4.23) leva a

5(t) = /2- 50,745V vt — 8(t) = 10,074 Vv t. (4.33)

Portanto, a solu¢do continua do modelo diferencial dado pelas Eqgs.(4.24) e (4.25), para

uma camada de mistura em desenvolvimento temporal, em regime laminar, é dada por

Cerf (5,037%)
u(y,t)=U+U o F@510) (4.34)

Como 1/erf(2,519) ~ 1 pode-se escrever:

w(y,t) =0+ Uerf (5, 037 %) . (4.35)

A EDP que modela esse caso se assemelha a equacdo da difusdo transiente unidimensi-
onal, para a qual encontra-se na literatura a solugcdo por auto similaridade, porém o problema
com tais coeficientes e condicGes de contorno nao é abordado em tais resolucdes. A solu-
¢ao apresentada para a camada de mistura em desenvolvimento temporal no regime laminar
nao foi encontrada na literatura em buscas realizadas contemplando livros e artigos, podendo

caracterizar uma contribui¢do original do presente trabalho.
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4.2.3  Regime turbulento
4.2.3.1 Modelo matemadtico diferencial parcial

O modelo matematico diferencial para a camada de mistura temporal, em regime tur-
bulento, também pode ser extraido das Eqs. (4.13) e (4.14). Considera-se que o processo de
transporte difusivo promovido pela turbuléncia é ordens de grandeza maior que o processo di-
fusivo molecular puro. Assim o termo de difusdo molecular ndo serad considerado. Simplifica-se
o termo advectivo, em conformidade com a natureza fisica desse problema, ou seja, o escoa-
mento médio ocorre apenas na direcao x e sé depende da direcao y e do tempo t. Assim, a

Equacdo de Navier-Stokes filtrada, para a direcdo x resulta em:

Ou Oty

Fria (4.36)

Utilizando-se a hipdtese de viscosidade turbulenta e o modelo do comprimento de mis-
tura de Boussinesq-Prandtl, apresentado na se¢do 3.2.2, a componente T,, do tensor de

Boussinesg-Reynolds pode ser modelada como segue:

ou ou| Ou
Ty = Vi— = 12 |—|=— 4.37
Y "oy ™10y | Oy (4:37)
——
Boussinesq Boussinesg-Prandtl

Considerando-se que

ou U «
—| > 0 e que, para esse escoamento — > () para todo y, entdo
dy dy

g—z = Z—Z e, substituindo-se a Eq.(4.37) em (4.36), tem-se
— o\’
Ty = —U'V = (lma—y) : (4.38)
e
ou_p 0 1(0u 2 (4.39)
ot ™oy |\ oy ’ '

onde, conforme estabelecido anteriormente, na Eq. (3.16) [, = ad(t). O coeficiente «
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deve ser determinado experimentalmente, seja por experimento material, seja por experimento
computacional, via DNS (Simulagdo Numérica Direta).

Como condicdes inicial e de contorno tem-se:

a(y,t = 0) = o(y), (4.40a)

i (y = ? = Uy, (4.40b)

3_Z (y _ %t)) _o, (4.40¢)

u(y=0,t)=U, (4.40d)
Uy + Uy

onde é a velocidade média das correntes, dada por U = 5

Ap6s a apresentacdo do modelo matematico diferencial parcial para a camada de mistura
temporal em regime turbulento, serdo aplicadas as transformagdes visando obter-se uma EDO

equivalente que modele o problema fisico.

4.2.3.2  Modelo matemadtico diferencial ordindrio

A transformagdo da Eq.(4.39) através da teoria de auto-similaridade faz uso da mesma
variavel e da mesma fungdo de auto similaridade do caso laminar, dadas pelas Egs.(4.20) e

(4.19), respectivamente

y u(y,t) —U
,t = — e *ZF s
n(y,t) 0 o (n)
sendoU:UlgUQeU:Ul_gUQ.

As derivadas no tempo e no espaco da fungdo de auto similaridade junto a varidvel de

auto similaridade fornecem

ou ~dF ondd -~ Y
ou _patondd g ( Yy _Udo 441
ot = Vanasat v (-5 a=—5a" (4.41a)
o ~dFon U
ou _paron _Up 4.41
Oy Udnay 5 (4.41b)
2

o [roaN?] o | (U, 207,
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Substituindo-se as Egs. (4.41a) e (4.41c) em (4.39), obtem-se
1 dd

Zﬁoﬂ%
———

K

F'F" + nF =0, (4.42)

onde o termo ~ deve ser uma constante, uma vez que a solucao dessa equacao diferencial deve

resultar em uma funcdo de 7 apenas. Assim,

— =k —(t) =2Ua%kt — 6(t) = K, t, (4.43)

onde K; = 20Uk é uma constante, relativa ao escoamento turbulento, a qual sera deter-
minada utilizando-se uma condi¢do de contorno do problema. Para obten¢do da Eq. (4.43)
foi necessdria a determinacdo de uma constante de integracdo. Para tanto, foi utilizada a
condi¢do inicial §(t = 0) = 0.

A Eq. (4.42) é reescrita com a constante a,; como
F'F" + knF'" = 0. (4.44)

Para complementar o modelo ordindrio, basta acrescentar condi¢es de contorno para a Eq.

(4.44), que sdo dadas por

F (n _ %) 1, (4.452)

F (77 = %) =0, (4.45D)

F(n=0)=0. (4.45¢)

As Eqgs. (4.44) e (4.45), junto as condigdes de contorno (Egs. (4.45)), compdem o
modelo diferencial ordinadrio para uma camada de mistura temporal em regime turbulento, o
qual pode ser resolvido através da aplicacdo de métodos classicos para a integracdo de EDOs,

conforme sera apresentado na secao seguinte.
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4.2.3.83  Modelo matematico exato

Para a obtencao da solucao continua serdo aplicadas técnicas classicas de integracao.
Antes de se integrar a EDO em questdo, a mesma pode ser manipulada evidenciando F".

Portanto, a Eq. (4.44) pode ser reescrita como:

F'(F" + kn) =0, (4.46)

possibilitando a sua decomposicdo em duas equacoes. A primeira equacao é dada por

F =0, (4.47)

e conduz a uma solugio trivial F'(n) = cte.

A segunda equacao é dada por

F// + /4&77 — O, (448)

e seu resultado € obtido integrando por separagdo de variaveis:

K
F(n) = _6773 +cun + ca, (4.49)
K, . o
sendo Kk = — € ¢y € Cy constantes de integracao.
202U

Utilizando-se a condi¢do de contorno dada pela Eq. (4.45¢) , ou seja, F'(0) = 0, resulta
em ¢y = 0. As outras duas condi¢des de contorno, dadas pelas Egs. (4.45a) e (4.45b)

fornecem k = 24 e ¢, = 3. Assim, tem-se que a fun¢do F'(n) é dada por

F(n) = —4n° + 31. (4.50)

Retomando a constante «, ja de posse do seu valor determinado, tem-se que

K i
k= ——r =24 — K, =48a*U. (4.51)
202U
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logo, substituindo a Eq.(4.51) em (4.43), chega-se a

(U — Us)

5(t) = Kt = 48 a? t— 6(t) =240 (U, — Ua)t, (4.52)

onde é importante ressaltar que a constante o deve ser determinada por experimentacao
material ou computacional, ndo possuindo um valor determinado na literatura vasculhada
para o presente trabalho. No presente trabalho, devido a falta dessa informac3o, utilizou-se
a = 0,07, que corresponde ao valor determinado para a camada de mistura espacial segundo

Wilcox et al. (1998). Portanto, de posse das Eqgs. (4.50) e (4.52) tem-se que

a(n) = U+ U (3n —41°), (4.53)

ou

(dt) -+ (&) |

onde J(t) é dado pela Eq. (4.52).

Por fim, sabendo que a derivada da fungdo de auto-similaridade, F'(n), é dada por
F'(n) =3 —12n%, (4.55)

pode-se substitui-la, junto com a Eq. (4.41b) em (4.38), obtendo que o perfil da componente

u'v’ do tensor de Reynolds é dado por:
—u = a?U? (3 - 120%)7, (4.56)

relembrando que o é uma constante empirica do modelo do comprimento de mistura de Prandtl

e U é a média das velocidades das correntes.
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4.3 Camada de mistura em desenvolvimento espacial

4.3.1 Modelo Fisico

Uma camada de mistura em desenvolvimento espacial é um dos escoamentos candnicos
turbulentos mais simples do ponto de vista fisico. Esse escoamento é formado por duas
correntes de fluido a velocidades diferentes U; e U; que se encontram na entrada de um dado
dominio fisico. Essas duas correntes mantém o escoamento no interior do dominio. Assim, no
centro da entrada do dominio o campo de velocidade apresenta um forte gradiente, podendo
mesmo ser infinito, teoricamente. Nesse caso, a espessura da camada cisalhante serd nula,
d0(x = 0) = 0. A evolugdo do campo médio de velocidade, ao longo do espagco pode ser

visualizado na Fig. 4.5, em trés posi¢oes .

Figura 4.5: Camada de mistura em desenvolvimento espacial: perfis para trés valores de
x.
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A medida que se desloca em x, o transporte difusivo de quantidade de movimento linear
atenua esse gradiente, gerando um perfil inflexional de velocidade, como pode ser visualizado
na Fig. 4.5. Essa difusdo serd gerada pela movimentacao molecular, em regime laminar. No
regime turbulento, as estruturas turbilhonares acelerarao em ordens de grandeza esse processo
de difusdo molecular com o auxilio da adveccao promovida pela turbuléncia. E importante
frisar que a turbuléncia acelera esse processo de transporte molecular uma vez que ela amplia

os gradientes locais e aumenta a quantidade de gradientes por unidade de volume.
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Na presente anadlise ndo serd objetivada a modelagem e a simulagdo do processo de
formacado de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, mas tao somente a modelagem do compor-
tamento médio do escoamento. Como ilustrado na Fig. 4.5, a evolugcdo do escoamento se
da no plano (z,y) . Observa-se que os perfis de velocidade, ilustrados na Fig. 4.5, sdo auto
similares, o que permitird o uso da teoria de auto similaridade para a obtencdo da modelagem
diferencial ordinaria equivalente a modelagem diferencial parcial e para a solu¢ao continua do
modelo diferencial ordinario obtido. Observa-se que o modelo fisico apresentado é vélido tanto
para o regime laminar quanto para o regime turbulento, porém, esse é o Unico escoamento
apresentado que sé terd a sua solucdo matemadtica desenvolvida para um regime, o regime

turbulento.

4.3.2  Regime turbulento

4.3.2.1 Modelo matemadtico diferencial parcial

O modelo matematico diferencial parcial para uma camada de mistura em desenvolvi-
mento espacial, no regime turbulento, pode ser extraido das Egs. (4.13) e (4.14). Considera-se
que o processo de transporte difusivo promovido pela turbuléncia é ordens de grandeza maior
que o processo difusivo molecular puro. Assim o termo de difusao molecular n3o serd conside-
rado. Simplifica-se o termo advectivo, em conformidade com a natureza fisica desse problema,
ou seja, o escoamento ocorre no plano (z,y) e considera-se que o comportamento médio esteja
em regime permanente. Assim a Equacgdo da continuidade e de Navier-Stokes filtrada, para a

direcao x, sao dadas, respectivamente, por:

ou 0v
pril o~ 0, (4.57)
e

on  _on_ o,
Ox dy Oy

(4.58)

onde a barra posicionada sobre as componentes da velocidade indica que se trata de uma
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grandeza filtrada. Além disso,

Tyy = —UV. (4.59)

Utilizando-se a hipdtese de viscosidade turbulenta de Boussinesq e o modelo de Prandtl-
Reichardt, apresentado na secao 3.2.3, a componente T,, do tensor de Boussinesq-Reynolds

pode ser modelada como segue:

ou ou

Ty =~V = vy — =062) X Unae — Unmin) —, 4.60
N——— Prandtl-Reichardt
Boussinesq

relembrando que y é uma constante empirica do modelo.

A partir da equagdo da continuidade pode-se determinar a velocidade v(x,y) em fung¢do
de u(x,y), o que facilita a transformacido e solugdo da Eq. (4.58). Portanto, manipulando a
Eq. (4.57), tem-se:

ou  ov ou v ou

Integrando chega-se a

Yy
_ ou _ 9 [
/81}—/—%8y—>1}— —%/u3y+vo($), (461)
0

onde v,(z) é uma fun¢do de x que resulta do processo de integragdo.
Existe uma condicao de contorno para a camada de mistura espacial turbulenta, que
corresponde ao fato de que em y = 0 a velocidade v é nula, utilizando o dominio centrado em

zero. Ou seja,
v(x,y=0) =0. (4.62)

Através da condigdo de contorno dada pela Eq. (4.62) obtem-se que v,(z) = 0 e,



portanto,

9 Y

0

]

Substituindo as Eqgs. (4.63) e (4.60) na Eq. (4.58)

i a/y on _ 0%
u@x ox N

4.3.2.2  Modelo matemdtico diferencial ordindrio
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(4.63)

(4.64)

Conforme ressaltado anteriormente, no presente trabalho os autores visam seguir um

método padronizado para se chegar as solu¢Bes continuas. Objetivou-se utilizar as mesmas

funcdo e varidvel de auto similaridade em todos os casos. Assim, ao se utilizar a funcdo e a

varidvel apresentadas no inicio do atual capitulo, dadas pelas Eqs. (4.12) e (4.1), tem-se:

71(3:, y) + Ud
Ur

—F(p) e = 55’—)

sendo

Seguindo todos os passos expostos na parte final da secdo 3.3, chegou-se a uma EDO

n3o linear de terceira ordem, dada por:

A 1 do
F/// o F// __F Fl/ — O
+ 2X77 * 2 dx ’

(4.66)
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Uy — U,
Uy + U,
pela Eq. (4.60).

onde \ =

e x é a constante relacionada ao modelo de fechamento utilizado, dado

A Eq. (4.66) ndo possui uma solugdo evidente através de métodos analiticos empregados
para solucionar EDOs. Ela pode ser resolvida através de algum método numérico de integracao,
e deve conduzir a uma solucao para o problema analisado. Porém, o objetivo do presente
trabalho é a obtencdo de solu¢es sem o uso de ferramentas numérico-computacionais. Sendo
assim, sera proposta, para a camada de mistura em desenvolvimento espacial, uma funcdo de

auto similaridade diferente dos casos anteriores, considerando como velocidade de referéncia a

média das velocidades das duas correntes U = Ui+ UQ. Assim, a funcdo de auto similaridade
utilizada é
g =) (4.67)

Apesar da mudanca realizada na funcdo de auto similaridade, a varidvel n n3o serd

alterada na nova proposicdo, continuando a ser definida por:

Y

1= S (4.68)

Derivando a Eq. (4.67) em relag3o as diregdes x e y, levando-se em conta a varidvel de

auto similaridade 7 tem-se

u=UF'(n), (4.69a)
ou  Oudn ou U A _,
e e (Y U] (4.69b)
du  0udn ou U _,
oy " omoy oy e 0%
) n n
0=~ [udy =2 [ O3 P =~ o) [P -
v = o uay = o7 x n)an = Oz 35 n)yan) =
0 0 0
Y
0 - 0 _ —dd —do
- 5 s FW] — ~3 [ady =05 Fa) - U 0P ), (1.69)
0
?u o[ U _, U dF"dn 0%u u .,
7 =0y )] < s o~ mw ) 0%
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Substituindo as Egs. (4.69) em (4.64) chega-se a

- U2 @ F/F//_ UQ d_(SFF/,+ UQ @nF/F//:Vt U n

—F 4.
3(z)dz 3(z) dx 3(z) dz 5%(x) (4.70)
Retomando a Eq. (3.22), que representa o modelo de Prandtl-Reichardt, utilizando

Ui — UQ, multiplicando e dividindo a

o valor da semi diferenca, o qual é definido por U =
equacido pela velocidade média das correntes U, a viscosidade cinematica turbulenta, v, para

uma camada de mistura espacial, pode ser reescrita como

- U
VtZQX(;(ZL‘)Uﬁ—)Vt:QX(;(Z‘)/\U, (4.71)
onde A = g
U

A substituicdo da Eq. (4.71) em (4.70) leva a

S 0rds ., U, U do

— F'F' - ——FF'+ ——F'F" =2x§(x) \U F"
d(x) dz" 6(z) dx o 6(z) dz" Xo@) AU 62(x)
u d(s 1
20F" + FF = 0. (4.72)
T

Uma exigéncia do método de auto similaridade é que os coeficientes da EDO obtida
sejam constantes. Assim, pode-se integrar o coeficiente do segundo termo da EDO a fim
de se obter a taxa de espalhamento da camada de mistura espacial em regime turbulento.

Igualando-o a uma constante c e integrando-o tem-se
dé
= do = [ cdx — 6(x) =cx + ¢, (4.73)
x

sendo ¢; uma constante originada do processo de integracao.
Sabe-se que em x = 0, o perfil de velocidades é praticamente descontinuo, como pode-
se observar na Fig. 4.5. Sendo assim, uma condi¢do de contorno para d(z) pode ser definida

por (x = 0) = 0, que leva a ¢; = 0. Portanto, conclui-se que a camada de mistura espacial
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se espalha linearmente com z:

d(z) =cx. (4.74)

Substituindo a Eq. (4.74) em (4.72) e definindo uma constante o dada por

[ C

tem-se que

F" + 20 FF" = 0. (4.76)

Sabendo que em y = 0 a velocidade u(z,y) corresponde a média entre as velocidades

das duas correntes livres e que quando y — 00 a velocidade u(z, y) corresponde a velocidade

da corrente livre existente naquela regido, as condigdes de contorno para a Eq. (4.76) s&o

dadas por

n=0 = F'(0) =1,

n=0 = F"(0) =0,
(4.77)
n—oo = F'(c0) =

| S

U.
n— —o00o = F'(—o0) = 72

As condicoes de contorno dadas em 0o podem ser reescritas em funcao do pardmetro

A. Basta que se some e subtraia Us/(U; + Us) na condigdo em que n — oo e Uy /(Uy + Us)

na condicdo em que 1 — —oo. Apds manipulacdes algébricas e simplificagbes, as condigcoes

de contorno do problema podem ser reescritas como:

n=0 = F'(0)=1, (4.78a)
n=0 = F"(0) =0, (4.78b)
n—oo = F'(c0) =1+, (4.78¢)

N — —00 = F'(—o0)=1— A\ (4.78d)
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A fim de possibilitar a resolucdo da Eq. (4.76) através de uma expansdo em série,
pode-se seguir a proposta de Gortler (1942), que consiste em realizar um transformacgdo de
variaveis da seguinte forma

S
¢ = o (4.79)

fazendo com que a velocidade 1, seja redefinida como
a(z,y) = UG'(C). (4.80)

Derivando a Eq. (4.80) em relagdo as direcBes x e y, levando-se em conta a varidvel ¢

tem-se

u=UGq, (4.81a)

ou  0udC o U, .,
gr acor ow - 2o (481b)
on  o0noC  ou o -,

] 7 ¢
o= -2 fady—-2 [0%%qrac= -2 Uﬁ/a'dg =
T 2
0

or ox o 0
0 0
0 o / i
S 9w =Y -
Ox [U o G} — ax/“d?/ —(CG" = G), (4.81d)
0

Pu 90 ro ?u  Uo?
= | LG —s = G 4.81
dy?> Oy d¢ [chG } G (4.81e)

Substituindo as Eqgs. (4.81) e (4.71) em (4.64) chega-se a

7 2

r72 2
—U—CG/GH + U2LECG/G// o U_GG// o UZ < 4
T Cr o T

2vex) | G = 0. 4.82
c? x? X

Realizando as simplificagdes possiveis na Eq. (4.82), a mesma pode ser reescrita como

2y Ao
%G”’ +GG" =0, (4.83)
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onde, substituindo-se a Eq. (4.75), tem-se:

G" +2GG" = 0. (4.84)

E importante ressaltar que, como ( = o7, sendo o uma constante, as Egs. (4.78)
sdo condi¢cdes de contorno também para a Eq. (4.84). As condi¢des de contorno podem ser

reescritas em termos de (

(=00 = G'(00) =14 A, (4.85a)
(=0 = G(0)=1, (4.85b)
(=0 = G"(0) =0, (4.85¢)
(= —00 = G'(—00) =1—A. (4.85d)

4.3.2.8 Modelo matemdtico exato

A solucdo da Eq. (4.84) pode ser aproximada através de uma série baseada na proposta

de Gortler (1942). A série utilizada no presente trabalho é dada por

G(Q) =) _ X"Gu(0). (4.86)

Para uma primeira aproximacao pode ser utilizado apenas o primeiro termo da série, ou
seja, o termo correspondente a n = (0. Sabendo-se que a funcdo G é dependente de (, tal
representacao serda omitida nas representacoes posteriores da funcao. A primeira aproximacao

pela série é:
G = Gp. (4.87)

Derivando a Eq. (4.87) que G’ = Gj, e utilizando as condi¢des de contorno (4.85b) e

(4.85¢) tem-se

Gy =1, (4.88)
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que pode ser integrada e ter a constante de integracdo determinada pela Eq. (4.85¢),

chegando-se a

Go=C. (4.89)

Portanto, essa é a primeira aproximacao da solucao quando utiliza-se apenas o primeiro
termo da série dada pela Eq. (4.86). Através dessa aproximagado é possivel inferir que o termo
correspondente a n = 0 é nulo a partir da segunda derivada. Isso faz com que n3o seja possivel
aproximar a solucao utilizando apenas tal termo. Pode-se entdo agregar mais termos a série.
O procedimento apresentado a seguir utiliza como limite superior n = 3.

A expansdo para a fungdo G(() e suas respectivas derivadas utilizando os quatro pri-

meiros termos da série sdo dadas por

G = ( + AG + NGy + N3G, (4.90a)
G =14 \G) + NGy + NG, (4.90b)
G" = NG| + NGy + N°GY, (4.90c)
G" = \GY + NGy + N’GY. (4.90d)

Substituindo as Eqgs. (4.90a), (4.90c) e (4.90d) na EDO (4.84) chega-se a

AGY +XN2GY + N3G +2 [(C+ MGy + N2Ga + NG3) (AGY + N3Gl + NG = 0, (4.91)

que, apds a realizacdo das operagdes de multiplicacdo e agrupamento dos termos segundo o

expoente de A, pode ser reescrita como

MG +20GY] + N [Gh + 20GY + 2G1 G| + N [GY + 2(Gy + 2G1 Gy + 2GGY] + (49
M 2G1GY + 2GoGY + 2G3G] 4+ N° [2G2GY + 2G3Gh) + M0 [G3GY) = 0.

A Eq. (4.92) deve atender as condi¢des de contorno da fun¢do GG dadas pelas Egs.
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(4.85a) a (4.85d), sendo assim as condi¢des de contorno da Eq. (4.92) sdo dadas por

(=00 = Gi(co) =1, (4.93a)
(— -0 = G'(—x) =-1, (4.93b)
(=0 = G,(00=0 Vn>0, (4.93¢)
(=0 = G0)=0  Vn>0, (4.93d)
(= +oo = G'(t0)=0 Vn>2. (4.93e)

No caso da camada de mistura espacial as velocidades das duas correntes devem possuir
o mesmo sentido e, para que se caracterize uma camada de mistura, as velocidades nao
podem ser iguais. Como o valor de A ndo pode ser nulo, para que a igualdade da Eq. (4.92)
seja atendida, as equacdes que acompanham cada poténcia de A devem ser iguais a zero e,
consequentemente, dardo origem a uma EDO. Como foi utilizada uma expansao considerando
como limite n = 3, serd originado um sistema de quatro EDOs, sendo uma delas a Eq. (4.88).

O sistema de EDOs extraido da Eq. (4.92) é dado por:

G+ 2¢GY =0, (4.94a)
Gy +2¢GY 4+ 2G1G] =0, (4.94D)
GY +2(G5 + 2G1GY + 2GLGY = 0. (4.94¢)

Para se obter as solugdes das EDOs (4.94a) a (4.94c) realiza-se a redugdo de ordem definindo-

se uma fungdo ¢(():

g(()=G(() sendo n=1,23---, (4.95)

o que permite reescrever a Eq. (4.94a) como

91 () +2¢41(¢) = 0. (4.96)
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cujas condi¢des de contorno sdo dadas pelas Eqs. (4.93a) e (4.93b), ou seja,

¢ — o0 = g¢gj(o0) =1, (4.97a)

(— —00 = ¢'(—o0) =—1. (4.97b)
Integrando a Eq. (4.96), obtém-se a seguinte solu¢3o:

9(Q) = avmerf(¢) + e, (4.98)

onde c¢; e ¢y sdo constantes originadas do processo de integracdo. Utilizando as condi¢coes
de contorno dadas pelas Egs. (4.97a) e (4.97b) obtém-se que os valores das constantes sdo

¢ =1/y/7 e ca = 0. Resultando em:

91(¢) = erf(), (4.99)

€, consequentemente,

G1(¢) = erf(Q). (4.100)

A partir da Eq. (4.100) é possivel se obter o valor da prépria fun¢do G1({) e de sua segunda
derivada, G7((). Integrando a Eq. (4.100) chega-se a:
—C2

G1(C) =Cerf(C)+%+63, (4.101)

onde c3 é uma constante vinda da integracao.
Para se obter o valor da segunda derivada deve-se derivar a Eq. (4.100), obtendo-se:
2e¢

G1(Q) = N (4.102)

Na solucdo apresentada por Schlichting et al. (1955), a aproximacdo é realizada utili-

zando apenas os termos em que n = 0 e n = 1, ou seja, substitui-se a Eq. (4.100) na Egq.
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(4.90b) e considera-se G, = G% = 0, conduzindo a uma solugdo aproximada dada por
G'(Q) =1+ Xerf(Q). (4.103)

Contudo, no presente trabalho, buscou-se como contribuicdo agregar-se mais um termo
a solugdo continua obtida para o modelo matematico. A solucdo agregando o termo referente
a n = 2 nao foi localizada na literatura pelos autores do presente trabalho.

Para a obten¢do de G, basta resolver a EDO (4.94b), substituindo nela as Eqgs. (4.101)

e (4.102), tendo-se que:

GIQ// + QCG/2/ +9 (C 67’f(C) + i + 63> (E) = 0. (4.104)
T NG

Realizando o mesmo procedimento utilizado na integracdo da EDO com n = 1 apresen-

tado na Eq. (4.95) tem-se:

—¢2 9 e
gy +2Cgy = —2 (C erf(¢) + eﬁ + CS) (e_ﬁ) ) (4.105)

também com as condi¢Ses de contorno dadas pelas Eqgs. (4.93a) e (4.93b).

Integrando-se a Eq. (4.105) obtém-se a seguinte fungdo

_ 2c3 e=¢

—¢2 —2¢2
ST e e+

+gvRerenf(Q)+ S

, (4.106)

onde c3, ¢4 € ¢5 sdo constantes que surgem do processo de integracdo da EDO. Essas constantes

podem ser determinadas através das condigdes de contorno (4.93c) e (4.93e), resultando em

VT (2+ )

c3 = o as 0 e ¢5 = 1/2). Portanto, a solugdo para G é dada por:
, CeCerf(¢ 1 2
640 = (¢ = s S 1 e - ] (1.107)

Com a obten¢do do valor de G%(() é possivel que se agregue um termo a mais na

aproximag3o dada pela Eq. (4.90b). Portanto, substituindo-se as Egs. (4.100) e (4.107) em
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(4.90b) tem-se:

G'(¢) =1+ Xerf(¢) + N2

€_<2 er 2
C—ﬁf@u% (1-erf@)—e )] (4.108)

Substituindo-se a Eq. (4.108) em (4.67), conclui-se que a solugdo continua para a

velocidade u pode ser escrita como

u(¢)=U (1+)\€Tf<<) + A?

CeCerf(¢) | 1 2 ¢
2T s (mer Q- ) [ ) (w109
S (e (4109
E importante ressaltar também que a aproximacao da solucdo pode ser ainda melhorada
agregando outros termos a série (n = 3,4, 5, - - -), bastando, para isso, que se resolva as EDOs
correspondentes.
De forma andloga, a componente de velocidade #(() e o termo —u/v’ podem ser obtidos

utilizando as expressdes para G(1) e G"(n). A fungdo G(n) e sua segunda derivada sdo dadas

por:
6_<2
GQ)=C+A ﬁJrCe?”f(Q]
X (e erf(Q) 2 e\ 3eCerf(Q) | CeT* | V2erf(V2()
+? TJrC(l—erf(C)—eC)— Qﬁ -+ - + \/7_1'
(4.110)
G"(¢) = A [2:;] + A2 le_CQ\e/;f(C) + QC‘;_QCQ - 26_42\;“0] , (4.111)

Substituindo as Eqgs. (4.108) e (4.110) em (4.81c), a qual é dada por

00) = S5 (6 - 6,

|
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tem-se que o perfil de velocidade v é dado por:
_ Ueh [e¢
u(¢) = . (7)

N UQCU)\2 <§2 e—i/%rf(g) B \/567’\];(%\/5() N 36_; \e/;f({) B Ce:é‘ )  (4112)

De posse do valor da segunda derivada da fungdo G(() é possivel obter a expressdo
para a componente do tensor de Reynolds w/+/. Substituindo as Eqs. (4.71) e (4.81b) na Eq.

(4.60) tem-se

— ou — 0
= —yuv = R _— "
Ty = —U'V Vt@y 2X(5(x))\chUG . (4.113)

Sabendo, pela Eq. (4.74) que §(z) = cx e substituindo a Eq. (4.111) em (4.113),

tem-se que a componente do tensor de Reynolds é dada por

20 on? [Q ) << erf(¢) , 2¢e 2 erf(@)]. (4.114)

VT VT 0 VT

Portanto, apds os desenvolvimentos apresentados foram obtidas as expressdes para as
velocidades % e ©, além da componente w/v' do tensor de Reynolds, para uma camada de
mistura em desenvolvimento espacial no regime turbulento. No capitulo 5 serdo apresentadas
comparagdes da solucdo continua @ com dados discretos, além da plotagem dos demais perfis

obtidos.

4.4 Jato plano

4.4.1 Modelo fisico

Os jatos planos sdo originados de escoamentos que saem de um bocal com secdo retan-
gular e adentram em um meio fluido que se encontra em velocidade diferente, podendo ser um
meio em repouso. Quando o fluido sai do bocal e comeca a interagir com o meio, acontece
um processo de espalhamento, que se intensifica conforme cresce a distancia do bocal.

A figuras 4.6 representa o modelo fisico para um jato plano tanto em regime laminar



67

quanto turbulento. Através delas pode-se observar que o escoamento pode ser dividido em
trés regides distintas, denominadas nas figuras de A, B e C.

Na regido A, situada imediatamente apds a saida do bocal ocorre pouco espalhamento
devido a inércia do jato e, consequentemente, a velocidade da linha de centro praticamente se
mantém constante. Cabe ressaltar que a regido A é mais extensa quando o jato se encontra
em regime turbulento ja que, nesse caso, a inércia é maior que a do jato em regime laminar.
Nos graficos que mostram a velocidade da linha de centro em fun¢do da coordenada axial é
possivel observar, no inicio do gréfico, a presenca de um platd, que acontece justamente nessa
regiao.

A segunda regiao, representada por B, é onde o espalhame