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NASCIMENTO, J. G., DESENVOLVIMENTO E USO DE UMA TÉCNICA EXPE-

RIMENTAL PARAMEDIÇÃO DE PROPRIEDADES TÉRMICAS "in situ". 2018.

124 f. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia, MG.

Resumo

Os autores desse trabalho apresentam a aplicação de uma técnica experimental para a obtenção

da difusividade e da condutividade térmicas em materiais sólidos e isotrópicos usando apenas

uma única superfície de acesso. Inicialmente, a técnica proposta foi avaliada numericamente

com auxílio do programa COMSOL multiphysics. A estimativa experimental destes parâmetros

foi realizada a partir de duas con�gurações experimentais distintas, sendo que para a medição

da difusividade térmica foi usado um soprador térmico para gerar a transferência térmica e

dois termopares para a medição das temperaturas. Para a estimativa da condutividade térmica

foi usada uma resistência elétrica, um transdutor de �uxo térmico e um termopar. Em ambos

os experimentos, a amostra foi aquecida parcialmente em uma região especí�ca da superfície,

sendo que para a determinação da difusividade, usou-se as medições de temperatura da região

não aquecida e para a obtenção da condutividade foi usado um ponto de temperatura localizado

no centro e abaixo da resistência. A técnica se baseia na minimização de duas funções objetivo

distintas usando a função erro quadrático. As funções foram de�nidas a partir das medições

das temperaturas na superfície da amostra, mas usando diferentes problemas térmicos. A pri-

meira função objetivo caracteriza-se pelo uso da razão de ganho de temperatura entre duas

temperaturas medidas na superfície para a determinação da difusividade térmica. A segunda

função usou valores experimentais e teóricos da temperatura no centro de aplicação do �uxo

térmico, permitindo-se assim a estimativa da condutividade térmica. Na análise numérica, as

estimativas da difusividade e da condutividade térmicas foram realizadas em materiais não me-

tálicos e metálicos com erros inferiores a 1 %. Na análise experimental, a difusividade térmica

foi estimada para amostra de policloreto de vinila (PVC), aço inoxidável AISI 304, AISI 1045,

alumínio e fêmur bovino, e os resultados estão de acordo com a literatura. A condutividade

experimental foi estimada com maior e�ciência no PVC, já no aço inoxidável AISI 304 obteve-se

erro na estimativa em torno de 10 %.

Palavras-chave: difusividade térmica, condutividade térmica, condução de calor, problemas in-

versos.



NASCIMENTO, J. G., DEVELOPMENT AND USE OF AN EXPERIMENTAL TE-

CHNIQUE FOR THERMAL PROPERTIES MEASUREMENT "in situ" .2018. 124

p. Master's degree dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia, MG.

Abstract

This work presents an experimental technique to obtain the thermal di�usivity (α) and thermal

conductivity (k) in solid and isotropic materials, using only a single access surface. Initially, the

proposed technique was numerically evaluated using COMSOL multiphysics. The experimental

estimation of the parameters was carried out from two di�erent experimental con�gurations,

for the thermal di�usivity measurement a thermal blower to generate the heat �ux and two

thermocouples for the temperature measurement were used. For the estimation of the thermal

conductivity, an electric resistance, a heat �ow transducer and a thermocouple were used. In

both experiments the sample was partially heated in a speci�c region of the surface. For the

determination of α, the temperature measurements of the unheated region were used. To obtain

k, was used one point of temperature located below and in the center of the resistance. The

technique relies on the minimization of two di�erent objective functions using the quadratic error

function. The functions were de�ned from the measurements of temperatures on the surface of

the sample, but using di�erent thermal problems. The �rst objective function is characterized by

the use of the gain ratio between two surface temperatures for the determination of the thermal

di�usivity. The second objective function was de�ned between the experimental and theoretical

values of the temperature to estimate the thermal conductivity. In the numerical analysis, not-

metallic polyvinyl chloride (PVC) and metalic materials such as AISI 304, titanium, aluminum

and copper were evaluated, with errors less than 1 %. In the experimental analysis, the thermal

di�usivity was estimated for samples of PVC, AISI 304, AISI 1045, aluminum and bovine femur,

and the results are in agreement with the literature. The experimental thermal conductivity

was estimated with greater e�ciency in the PVC, already in the AISI 304 obtained an error in

the estimation around 10 %.

Keywords: thermal di�usivity, thermal conductivity, heat conduction, inverse problems.
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Capítulo 1

Introdução

O desenvolvimento de técnicas experimentais para a determinação de propriedades de dife-

rentes materiais como a difusividade térmica, α, e a condutividade térmica, k, tem interessado

muitos pesquisadores devida a sua larga aplicação em problemas de engenharia.

Segundo Incropera, Dewitt, Lavine e Bergman (2011), a precisão dos cálculos de engenharia

depende da exatidão com que são conhecidos os valores das propriedades termofísicas. Podem

ser citados, numerosos exemplos de defeitos em equipamentos e no projeto de processos, ou

então de não atendimento de especi�cações de performance, que poderiam ser atribuídos a

informações erradas associadas à seleção de valores de propriedades-chaves utilizados na análise

inicial do sistema. A seleção de dados con�áveis para as propriedades é uma parte importante

em qualquer análise criteriosa em engenharia. O uso ocasional de dados que não foram bem

caracterizados ou avaliados, como podem ser achados em algumas literaturas e em manuais deve

ser evitado .

A caracterização térmica de novos materiais de estruturas complexas como os compósitos,

os porosos e os nanométricos, são alguns exemplos da importância relacionada com o desenvol-

vimento de técnicas experimentais para a estimativa destas propriedades térmicas.

A medição de propriedades térmicas em superfícies já construídas são extremamente impor-

tantes e representa um desa�o tecnológico, uma vez que, na maioria das vezes, apenas uma

superfície permite o acesso para excitação térmica e medição de grandezas físicas, como por

exemplo, a temperatura. O objetivo principal do presente trabalho é o desenvolvimento e uso

de uma técnica experimental para estimativa da difusividade e condutividade térmicas in situ,

ou seja, a técnica deverá ser capaz da medição das propriedades usando apenas uma superfície

de acesso podendo ser aplicada tanto em laboratório quanto em superfícies já construídas como

carcaças de motores, paredes e superfícies planas em geral. A técnica deve também ser capaz

de identi�car as propriedades de materiais metálicos e não metálicos.

O presente trabalho é estruturado em oito capítulos, sendo esta introdução o primeiro deles.

1



2

No capítulo 2 apresenta-se uma revisão bibliográ�ca dos principais métodos de estimativa de

propriedades térmicas.

No capítulo 3 mostram-se a metodologia para as estimativas da difusividade e da condu-

tividade térmicas, sendo que para determinar a primeira propriedade, usa-se a função erro

quadrático entre a razão de ganho de temperatura experimental e teórica, e, para a segunda,

usa-se a função erro quadrático entre as temperaturas experimentais e analíticas.

No capítulo 4 mostram-se os fundamentos teóricos, com uma breve introdução sobre as

funções de Green e a solução geral unidimensional e tridimensional. Além disso, neste capítulo

também mostram-se os modelos térmicos e suas soluções analíticas usadas na determinação das

propriedades térmicas, cujas deduções são mostradas nos anexos.

No capítulo 5 apresenta-se a análise de sensibilidade da técnica em estudo, sendo que essa

análise foi dividida em materiais com baixa e alta condutividade térmica, com isto pode-se

prever uma região mais sensível para determinação da difusividade térmica nos materiais a

serem analisados.

Os resultados numéricos de temperatura obtidos em pontos especí�cos com auxílio do soft-

ware comercial COMSOL multiphysics são apresentados no capítulo 6. Foram usados diferentes

modelos térmicos e foi estimada a difusividade térmica e a condutividade térmica dos seguintes

materiais: PVC, aço inoxidável AISI 304, titânio, alumínio e cobre.

No capítulo 7 mostra-se a análise experimental realizada para determinação das propriedades

térmicas, sendo que são propostos dois conjuntos experimentais: um para a estimativa da

difusividade térmica e outro para a determinação da condutividade térmica dos materiais em

análise.

Por �m, no capítulo 8, são apresentas as conclusões acerca do método e dos conceitos estu-

dados, além da perspectiva de trabalhos futuros derivados da presente dissertação.



Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

2.1 Introdução

Apresenta-se neste capítulo uma breve introdução sobre a importância da determinação

de propriedades térmicas em materiais sólidos, as classi�cações das técnicas de medição da

difusividade térmica, α, e condutividade térmica, k, e uma análise sobre os métodos clássicos e

contemporâneos de estimativas dessas propriedades.

Os materiais podem ser de�nidos termicamente por propriedades como a condutividade

e a difusividade térmicas. A condutividade térmica é conhecida como uma propriedade de

transporte, a qual fornece uma indicação da taxa na qual a energia é transferida no processo de

difusão. Ela depende da estrutura física da matéria, atômica e molecular, que está relacionada

ao estado da matéria. Já a difusividade térmica mede a capacidade do material de conduzir

energia térmica em relação a capacidade de armazenar (INCROPERA, 2011).

A determinação das propriedades térmicas dos materiais é um problema de grande impor-

tância tanto na física quanto na engenharia. Para compreender, planejar, intervir e controlar

processos que envolvem a transferência da energia em forma de calor, é fundamental conhecer

as propriedades térmicas dos materiais envolvidos.

Os metais representam um grande número de materiais que foram e são usados no desenvol-

vimento industrial, seja na forma pura, elementar ou como novas ligas de alta resistência. Os

metais são indispensáveis para a sociedade industrial moderna. Os mesmos são conhecidos por

sua aparência brilhante, maleabilidade, ductilidade e capacidade de conduzir corrente elétrica.

Devido a suas aplicações, é altamente desejável poder adaptar as propriedades dos metais para

combinar e melhorar o desempenho de seu uso para tarefas especí�cas. Muitas vezes um dos

critérios importantes para a escolha em aplicações especí�cas é saber quão bem um dado metal

ou liga conduz calor. O parâmetro físico que caracteriza e quanti�ca a capacidade do material

de conduzir calor é chamado de condutividade térmica, muitas vezes designado por compreender

3
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a natureza do processo de transferência térmica em metais e ser capaz de prever quão bem uma

determinada liga conduzirá o calor, por isso a determinação dessa propriedade é de interesse

cientí�co e tecnológico (TRITT, 2005).

O transporte de calor em um sistema é governado pelo movimento de "partículas livres"que

após um período de tempo tentam restaurar o equilíbrio termodinâmico no sistema submetido

a um gradiente de temperatura. Para materiais isolantes, geralmente, podemos ignorar contri-

buições de elétrons móveis para processos de condução térmica, que dominam a condutividade

térmica de metais, e se concentrar na propagação de calor através de fônons acústicos.

Conforme Tritt (2005), a energia térmica pode ser transmitida nos sólidos por portadores de

carga elétrica, ondas de rede (fônons), ondas eletromagnéticas, ondas de spin ou outras excita-

ções. Nos metais, os portadores de carga elétrica carregam a maior parte do calor, enquanto que

nos isolantes os fônons tem essa função principal de transporte. A condutividade térmica total,

k, pode ser escrita como uma soma de todos os componentes representando várias excitações,

kex, como mostra a Eq. (2.1).

k =
∑

ex

kex (2.1)

Em outros metais, como metais de transição e ligas metálicas, o termo eletrônico é menos do-

minante, sendo preciso levar em conta a contribuição do fônon, a �m de avaliar adequadamente

a condução de calor desses materiais. No transporte de calor em metais e em semiconduto-

res, faz-se uma suposição implícita e essencial de que os transportadores de carga (elétrons) e

vibrações da rede (fônons) são entidades independentes. Isto sugere que se pode expressar a

condutividade térmica total dos metais e outros sólidos, consistindo em dois termos indepen-

dentes, a contribuição elétrica, ke, e a contribuição do fônon, kp, representado pela Eq. (2.2).

k = ke + kp (2.2)

Esses dois termos, elétrons e fônons são certamente as principais entidades transportadoras

de calor. No entanto, existem outras excitações possíveis na estrutura dos metais, como as ondas

de spin, que podem, sob certas circunstâncias, contribuir com um pequeno termo adicional para

a condutividade térmica. Na maior parte, não deve-se considerar essas pequenas contribuições

(TRITT, 2005).

A condutividade térmica dos sólidos varia tanto em termo de magnitude quanto da depen-

dência de temperatura de um material para outro, como exemplo de um material não metálico

pode-se citar o policloreto de vinila (PVC) que apresenta um valor de condutividade térmica

entre 0,12 e 0,25 W/mK (GOODFELLOW, 2018). Em contrapartida, tem-se a condutividade
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térmica de um material condutor, como o cobre puro, que é de 401 W/mK (INCROPERA,

2011). Isso é causado por diferenças nos tamanhos das amostras monocristalinas, no tamanho

dos grãos para amostras policristalinas, defeitos ou imperfeições de rede cristalina, concentra-

ções e interação entre os elétrons e interações entre íons magnéticos, dentre outros fatores. Uma

grande variedade de processos torna a condutividade térmica uma interessante área de estudo

tanto teórica quanto experimental (TRITT, 2005).

Historicamente, a medição da condutividade térmica foi usada como ferramenta para inves-

tigar defeitos da rede cristalina ou imperfeições nos sólidos. Segundo Tritt (2005), materiais

com alta e baixa condutividade térmica são tecnologicamente importantes, sendo que materiais

de baixa condutividade térmica são o foco da recente busca por materiais termoelétricos de

alta e�ciência, materiais com alta condutividade térmica, como o diamante ou silício, têm sido

amplamente estudados, em parte, devido às suas possíveis aplicações no gerenciamento térmico

de produtos eletrônicos. Por exemplo, baixa condutividade térmica é necessária em aplicações

termoelétricas, para limitar a perda de energia térmica na forma de calor entre reservatórios de

alta e baixa temperatura (RULL-BRAVO, 2015).

Por outro lado, de acordo com Fan e Khodadadi (2011), alta condutividade térmica é neces-

sária em materiais de armazenamento de hidrogênio e em materiais aplicados ao armazenamento

de energia térmica. Portanto, materiais altamente condutores, como nanotubos de carbono ou

grafeno, são frequentemente introduzidos para melhorar as propriedades térmicas desses mate-

riais. Assim, ser capaz de predizer a condutividade térmica é uma parte importante do esforço

de desenvolvimento do material, e este processo é informado por medições experimentais.

A medição de propriedades térmicas de materiais nanoestruturados é tipicamente desa�adora

e diferentes técnicas são necessárias dependendo da dimensionalidade e das propriedades de cada

estrutura. Os desa�os podem ser maiores quando se tenta medir as propriedades de materiais

com dimensão em escala nanométrica, como �lme �no ou nano�os. Por exemplo, durante

a medição da condutividade térmica ou difusividade, a amostra é aquecida localmente e a

resposta térmica é registrada em vários locais longe da região aquecida. A propriedade térmica

é então extraída interpretando os dados experimentais de temperatura com base na análise

teórica da transferência de energia térmica dentro do material. Dependendo das particularidades

da con�guração experimental, a transferência de energia térmica pode ser afetada por perdas

de energia térmica, que se tornam dominantes na grande razão entre superfície e volume, ou

resistências térmicas de contato, como entre as sondas térmicas / eletrodos e o material, que pode

se tornar dominante em amostras em nanoescala e difícil de estimar com precisão a propriedade

térmica.
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permanente são geralmente mais simples do que as técnicas no estado transiente. No entanto,

experimentos que usam dados do estado permanente são mais demorados pois necessita-se de

maior tempo de ensaio para chegar a esse regime. Além disso, estes, são extremamente sensíveis

às perdas de energia térmica através da convecção e radiação.

Técnicas de caracterização de propriedades térmicas também são classi�cadas dependendo

do procedimento de aquecimento, ou seja, métodos com contato e sem contato. No primeiro,

a amostra é aquecida por contato direto entre a amostra e a fonte de energia térmica, onde

a fonte de aquecimento pode ser um resistor elétrico de película �na depositado diretamente

na superfície da amostra, método 3w (CAHILL, 1990) e (LU, 2001), aquecimento por um

pulso de calor (OKUDA; OHKUBO, 1992), um resistor externo no caso do método hot disk

(GUSTAVSSON, 1994), aquecimento por uma microssonda como no método Scanning Thermal

Microscopia (WILSON, 2015), ou con�gurações de estado estacionário equivalentes.

Uma das principais desvantagens dessas técnicas é a resistência de contato entre a fonte

de calor e a amostra. Isso torna difícil realizar uma medição precisa, especialmente ao medir

nanoestruturas como nano�os ou �lmes �nos, cuja baixa resistência térmica pode ser facilmente

superada pela resistência de contato. Além da resistência de contato, a micro fabricação com-

plexa do resistor elétrico de �lme �no ou do microchip é a principal desvantagem na preparação

da amostra para muitas das técnicas de medição de contato (ABAD, 2017).

Em contraste, os métodos sem contato são tipicamente baseados em fenômenos fototérmicos,

onde o aquecimento é produzido por uma radiação incidente absorvida. Assim, a resistência de

contato de uma fonte de calor é evitada. Estas técnicas também são de interesse devido à sim-

plicidade da preparação da amostra. No entanto, uma vez que é difícil estabelecer com exatidão

a quantidade de calor absorvida na amostra, esses métodos utilizam geralmente uma resposta

transitória ou modulada, e a propriedade de transporte determinada experimentalmente é a

difusividade, α, ou a efusividade térmica, e. A difusividade térmica indica quão rápido o ma-

terial responde a mudança de temperatura e está relacionada com a condutividade térmica, k,

que representa a capacidade ou habilidade do material em conduzir energia térmica dada por

k = α · cp · ρ , onde, ρ é a densidade e cp é o calor especí�co. Por outro lado, a efusividade,

e =
√

k · cp · ρ, descreve a capacidade do material de trocar calor com o ambiente (ABAD,

2017).

A principal desvantagem desses métodos surge da necessidade de se conhecer tanto a den-

sidade quanto o calor especí�co do material para conseguir estimar a condutividade térmica.

No entanto, essas propriedades podem ser determinadas por outros métodos, como di�erential

scanning calorimetry (DSC) para medição do calor especí�co e pycnometry para medições de

densidade.

Embora a maioria das técnicas sem contato seja baseada em aquecimento óptico, existem

efeitos que podem surgir ao se aquecer a amostra dessa forma, como ondas acústicas (RO-
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SENCWAIG; GERSHO, 1976), alteração do índice de refração (PADDOCK; EESLEY, 1986),

emissão térmica (GARCIA, 1999) e como a expansão térmica da amostra (OGAWA, 1999). A

Figura 2.2 ilustra esses efeitos.

Radiação incidente

Camada de gás adjacente

Expansão térmica da amostra

Alteração no índice de refraçãoOndas acústicas

Radiação
infra-vermelha

Ondas termoelásticas

Figura 2.2: Efeitos térmicos associados à radiação incidente absorvida por uma superfície.

A maior parte das técnicas utiliza modelos de transferência de calor unidimensionais, o

que permite obter as propriedades térmicas na direção perpendicular à superfície da amostra.

Porém, existem modelos que usam a direção paralela à superfície da amostra, essas direções são

apresentadas na Fig. 2.3.

AMOSTRA Direção perpendicular à
superfície da amostra

Direção paralela à
superfície da amostra

Figura 2.3: Principais direções de medição de propriedades térmicas em uma amostra.

Independentemente da abordagem de detecção utilizada, essas técnicas podem ser divididas

em dois grupos principais: domínio do tempo e domínio da frequência (TRITT, 2005). Os

métodos no domínio do tempo baseiam-se na análise da resposta térmica em função do tempo,

como por exemplo, o decaimento da temperatura da amostra após o aquecimento por um pulso

de calor. Em contraste, os métodos no domínio da frequência utilizam uma radiação modulada

incidente, que gera um sinal periódico cuja dependência de amplitude e fase na frequência é

analisada.

O desenvolvimento dessas técnicas de medição permitiu a otimização de propriedades térmi-

cas e a engenharia de novos materiais para aplicações em energias renováveis e sustentáveis. O

armazenamento termoelétrico de energia térmica e os materiais de armazenamento de hidrogênio

podem ser encontrados entre as principais energias renováveis, que se baseiam na caracterização
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das propriedades térmicas por meio de técnicas sem contato. A necessidade de estudar estes

materiais complexos tem impulsionado o desenvolvimento de técnicas existentes e novas, que

devem superar as di�culdades associadas à medição de propriedades térmicas em nanoescala.

2.2.1 Técnicas no domínio do tempo

As técnicas no domínio do tempo usadas para medir propriedades térmicas baseiam-se na

análise da resposta térmica de um material ao longo do tempo quando este é aquecido. Esses

sinais, contêm mais informações sobre as propriedades térmicas da amostra quando comparados

a sinais de frequência, contudo, a análise dos sinais podem apresentar maior ruído.

(a) Termo-re�etância no domínio do tempo (TDTR)

A técnica termo-re�etância foi proposta pela primeira vez por Eesley (1986) para medir a

condutividade térmica de �lmes �nos no substrato. Este método usa uma bomba de laser e uma

sonda para realização do experimento. Nesta con�guração, o laser é absorvido pela amostra, a

qual produz uma mudança transitória na temperatura. Por sua vez, isso causa uma mudança

na re�etividade da superfície que é sentida com a ajuda da sonda. Assim, a amostra deve

ser coberta por uma �na camada metálica, altamente re�etiva no comprimento de onda do

laser da sonda. Na Tabela 2.1 mostram-se as vantagens, desvantagens e o erro encontrado na

determinação da propriedade térmica (PPT) usando essa técnica. A mudança na re�etividade,

4R, de materiais metálicos é tipicamente proporcional à variação de temperatura, 4T , através

do coe�ciente de termo-re�etância, kr, essa relação pode ser vista na Eq. (2.3).

4R

R
= kr 4 T (2.3)

Tabela 2.1: Termo-re�etância no domínio do tempo (TDTR), modi�cada de Abad, Borca-
Tasciuc e Martin-Gonzalez (2017)

PPT Vantagens Desvantagens Erro

Sem resistência de contato Superfícies lisas

Resolução de profundidade nanométrica Pós-processamento extenso

k Informações sobre a espessura e microestrutura Metalização ∼ 10 %

Boa sensibilidade da interface térmica Experimento complexo

Condutividade de �lmes �nos Necessita de ρ e cp
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(b) Método Flash

Esta técnica foi desenvolvida por Parker, Jenkins, Butler e Abbott (1961), e atualmente é

uma das principais técnicas para medir propriedades térmicas de materiais sólidos acima da

temperatura ambiente. Esta metodologia depende de aquecer a amostra oticamente de um lado

com um pulso de laser e detectar a mudança de temperatura do outro lado com uma câmara

infravermelha ou um termopar. Uma con�guração alternativa para o método pode ser feita

aplicando o aquecimento e realizando a detecção da propriedade térmica na parte frontal da

estrutura Ohta, Shibata e Kasamoto (2006). As vantagens, desvantagens e o erro que esta

técnica pode apresentar na determinação da difusividade térmica são mostrados na Tab. 2.2.

Tabela 2.2: Método Flash, adaptado de Abad, Borca-Tasciuc e Martin-Gonzalez (2017)

PPT Vantagens Desvantagens Erro

Sem resistência de contato Limitação de espessura

Fácil tratamento dos dados Necessita de ρ e cp

α Altas ou baixas temperatura Filmes �nos complicado ∼ 5 - 10 %

Baixa energia para aquecer a amostra Exige pintura da amostra

Estima a difusividade térmica Tamanhos grandes

2.2.2 Técnicas no domínio da frequência

Técnicas baseadas no domínio da frequência empregam, por exemplo um feixe de laser mo-

dular para aquecer a superfície da amostra em estudo. O calor periódico difunde através da

amostra produzindo ondas térmicas e uma distribuição de temperatura periódica. A profundi-

dade de penetração térmica, µ, de�nida como a distância em que a onda térmica é atenuada é

uma função da frequência modulada, µ =
√

α
π·f onde α é a difusividade térmica e µ é a frequên-

cia modular. Com base neste parâmetro, pode ser de�nida uma frequência crítica para a qual a

profundidade de penetração é igual à espessura do �lme. Algumas técnicas podem ser citadas

como: Termo-re�etância no domínio da frequência (FDTR), emissão fototérmica/radiometria

fototérmica, de�exão do feixe fototérmico (PBD) ou �método miragem�, técnica de deslocamento

fototérmico (PTDT), calorimetria piroelétrica, técnica foto termoelétrica, método fotoacústico

(PA).

2.3 Métodos clássicos de medição de propriedades térmicas

Um dos métodos clássicos foi desenvolvido por Blackwell (1954), o qual apresentou uma

técnica transiente usada na determinação da condutividade térmica chamada de método do Fio
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Quente. O método baseia-se na solução da equação da difusão de calor para uma fonte de

energia térmica em forma de linha in�nita, imersa numa amostra suposta in�nita. Este método

é realizado com a inserção de uma sonda cilíndrica no centro axial da amostra que se deseja

medir. A sonda tem a função de perder energia térmica na forma de calor por efeito joule e

medir a temperatura no interior da amostra. Devido a alta resistência de contato entre a sonda

e a amostra, esta técnica não é indicada para metais.

Podem-se citar vários trabalhos, entre eles Grazzini, Balocco e Lucia (1996) �zeram um

estudo da in�uência da resistência de contato na determinação da condutividade térmica, Gross

e Tran (2004) estudaram os efeitos da radiação térmica na determinação da condutividade em

amostras porosas, e Coquard, Baillis e Quenard (2006) determinaram a condutividade térmica

de poliestireno expandido de baixa densidade (EPS),

Existem trabalhos que utilizaram a técnica do Fio Quente tanto para obtenção da conduti-

vidade térmica quanto para obtenção da difusividade térmica. Xie, Gu, Zhang e Fujii (2006)

mediram a condutividade e a difusividade térmica de líquidos, gases e pós através de um modelo

bidimensional usando a técnica de otimização conhecida como método simplex.

O método do Fio Quente também foi usado por Waite, Gilbert, Winters e Mason (2006)

para estimar a difusividade, condutividade e a capacidade térmica. A técnica do Fio Quente

não fornece uma medição de calor especí�co. Em vez disso, medições diretas de condutividade e

difusividade térmicas são combinadas com a estimativa da densidade da amostra para calcular

o calor especí�co.

2.4 Métodos contemporâneos de medição de propriedades

térmicas

Os métodos Hot Square e Hot Disk usam o princípio de que o sensor permite a medição

de temperatura e a imposição de calor em uma mesma face, todavia a montagem experimental

exige o uso de duas amostras. Esses métodos são baseados na construção de um plano de

aquecimento variável no tempo (TPS). Quando sua construção é feita com geometria retangular

recebe o nome de Hot Square, quando a construção é radial recebe o nome de Hot Disk.

O método consiste em colocar o plano de aquecimento variável no tempo no interior de uma

amostra ou entre duas amostras. O TPS é então submetido a uma tensão elétrica e produz

um aquecimento que é absorvido pela amostra. Tal aquecimento deve ser curto o su�ciente

para que nenhuma outra superfície da amostra in�uencie na variação de temperatura. Assim,

constroem-se um modelo térmico in�nito ou semi-in�nito considerando que a energia térmica

gerada pelo TPS é absorvida pela amostra, extraindo-se daí as propriedades térmicas. O traba-

lho de Gustafsson (1991) apresentou os ajustes, considerações e modelos para o TPS no formato
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retangular ou radial, além de resultados da medição de propriedades para diversos materiais em

diferentes temperaturas, encontrando desvios da ordem de 3 % e 7 % para a condutividade e

difusividade térmicas, respectivamente.

No método Angstron modi�cado a difusividade e a condutividade térmica são obtidas simul-

taneamente através do uso de duas temperaturas super�ciais de uma amostra �na. Entretanto,

o aparato experimental prevê o apoio das extremidades, sendo o �uxo de calor imposto em

uma delas. O método determina a difusividade térmica pela avaliação da defasagem entre as

temperaturas medidas em duas posições comparada ao �uxo senoidal imposto na amostra. A

capacidade térmica é estimada a partir de um modelo onde não há perda de calor, já a con-

dutividade térmica é calculada pela relação com a difusividade e a capacidade térmica (ZHU,

2016).

Remy e Degiovanni (2005) estudaram propriedades térmicas em líquidos. Huang e Liu (2009)

e Mohamed (2010) estudaram propriedades térmicas em alimentos. Laskar, Bagavathiappan,

Sardar, Jayakumar, Philip e Raj (2008) estudaram propriedades térmicas em metais sólidos.

Existem limitações na estimativa de propriedades térmicas em amostras �nas ou materiais

condutores, sendo isso um dos motivos da tendência de se buscar modelos térmicos mais comple-

xos que se aproximem das condições reais de um experimento e que permitam o desenvolvimento

de projetos experimentais mais simples, menos onerosos e com uma maior �exibilidade em re-

lação à geometria das amostras. Assim, modelos multidimensionais com soluções numéricas

tem sido introduzidos e incorporados à técnicas experimentais como no trabalhos de Dowding,

Beck e Blackwell, (1996), Aviles-Ramos, Haji-Sheikh, Beck e Dowding, (2001), Murphy, Kehoe,

Pietralla, Win�eld e Floyd, (2005) e Borges, Lima e Silva e Guimarães, (2006).

Borges, Lima e Silva e Guimarães (2006) desenvolveram uma técnica de medição de propri-

edades térmicas que baseia-se na metodologia do aquecimento parcial e na construção de um

algoritmo numérico, chamado de DPT - Determinação de Propriedades Térmicas, e que entre

outras atribuições, possui capacidade de adaptação e solução de modelos térmicos complexos.

Por exemplo, o algoritmo possibilita a medição de propriedades térmicas a partir de um modelo

tridimensional transiente e com condições de contorno transientes com �uxo de calor imposto

variando com o tempo e o espaço.

2.4.1 Técnicas experimentais para determinação de propriedades tér-

micas usando apenas uma superfície de acesso

O objetivo principal do presente trabalho é a identi�cação térmica de materiais sólidos

usando apenas uma superfície de acesso. Encontram-se na literatura alguns trabalhos que

buscam esse objetivo. Como já mencionado, a técnica do Hot Square e Hot Disk são aplicadas

à uma superfície embora o aparato experimental necessite da outra superfície para suporte.
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(LIMAESILVA, 2003) Descrevem uma técnica experimental para obter, simultaneamente,

a difusividade e a condutividade térmica de materiais poliméricos. Essa técnica usa dados

experimentais de apenas uma das superfícies da amostra. Para isso, funções objetiva usando

temperatura experimental e calculada são de�nidas. Uma função objetivo de fase de�nida a par-

tir da correlação entre os sinais de temperatura experimental e teórico no domínio da frequência

é usada para determinação da difusividade térmica, enquanto uma função de erro quadrático

entre os sinais de temperatura experimental e teórico no domínio do tempo é usada para a

estimativa de condutividade térmica. A técnica de otimização sequencial irrestrita (BFGS) é

usada para calcular a direção de busca. Em cada caso, o método da Seção Áurea é usado e

seguido de uma aproximação polinomial. Os resultados são comparados com o método Flash

e a Placa Quente protegida, sendo que os resultados apresentam um desvio de 2,97 % e 0,63

% para a difusividade térmica e condutividade térmica, respectivamente, para uma amostra de

PVC.

Malheiros (2017) apresentou uma técnica baseada na razão de ganho de temperatura e na

minimização da função erro quadrático para estimativa de α e k em materiais sólidos. O método

se baseia na utilização de um aparato experimental constituído de uma resistência elétrica

para aquecimento, dois termopares e um sensor de medição de �uxo de calor. A amostra é

parcialmente aquecida em uma superfície frontal. Duas regiões da superfície frontal, aquecida

e não aquecida, são usadas para estimar as propriedades térmicas. As propriedades foram

mensuradas em duas amostras diferentes, PVC e cobre, material não metálico e condutor, com

o desvio inferior a 2 % dos valores encontrados na literatura.

Este trabalho usa também o conceito da razão de ganho para determinação de α. Entretanto,

diferente de Malheiros (2017), propõe dois conjuntos experimentais. Um para estimativa de α e

outro para estimativa de k. Análises de sensibilidade indicam que modelos térmicos diferentes

devem ser usados para a otimização dessa técnica, assim como experimentos de aquecimento

distintos.



Capítulo 3

Metodologia para estimativas da

difusividade térmica e da condutividade

térmica

3.1 Introdução

Como mencionado, o objetivo do presente trabalho é o desenvolvimento e a aplicação de um

método experimental para a obtenção simultânea da difusividade e da condutividade térmica em

materiais sólidos metálicos e não metálicos. O modelo térmico é estabelecido pelo aquecimento

em uma região de uma amostra enquanto as superfícies externas a essa região são isoladas

do meio ambiente. As respostas de temperatura super�ciais em três posições da superfície

permitem as estimativas das propriedades térmicas.

Estas propriedades, tratadas como variáveis de projeto, são estimadas a partir da otimização

de duas funções objetivo distintas, ou seja, a minimização de duas funções objetivos diferentes

e oriundas de modelos térmicos diferentes que por sua vez usam temperaturas provenientes da

superfície da amostra.

A minimização da primeira função objetivo, responsável pela estimativa da difusividade

térmica, baseia-se na minimização da função erro quadrática no ajuste experimental e teórico da

razão entre duas temperaturas super�ciais afastadas da região de aquecimento. A condutividade

térmica, por sua vez, é estimada pela minimização da função erro quadrática entre temperaturas

calculadas e medidas experimentalmente em uma posição da superfície.

Após estimadas a difusividade e a condutividade térmicas, é possível estimar tanto a capaci-

dade térmica e a efusividade térmica de maneira direta usando equações básicas da transferência

de calor, como será mostrado neste capítulo. A técnica em análise tem todos os requisitos para

aplicação in situ, uma vez que usa apenas uma superfície de acesso para o aquecimento e me-

14
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dição da resposta de temperatura.

3.2 Estimativa da difusividade térmica

Neste tópico serão abordados os procedimentos usados para estimativa desta propriedade

térmica, que foram baseados no conceito de razão de ganho de temperatura, na determinação

de uma função objetivo otimizada pelo método da Seção Áurea e na análise de sensibilidade.

Além disso, será abordado o �uxograma da lógica computacional de estimativa da difusividade

térmica.

3.2.1 Razão de ganho de temperatura experimental

Segundo Malheiros (2017), a razão de ganho de temperatura representa o quociente entre a

variação da temperatura do ponto mais próximo da fonte de calor pela variação da temperatura

do ponto mais afastado. Essa razão de ganho pode ser empregada na estimativa da difusividade

térmica α, e é representada por

RGTexp =
T1(x1, t)− T0

T2(x2, t)− T0

=
θ1(x1, t)

θ2(x2, t)
(3.1)

onde, T0 é a temperatura inicial da amostra, T1 e T2 representam as temperaturas medidas

na superfície da amostra em um ponto mais próximo da fonte de calor e outro mais afastado,

respectivamente.

3.2.2 Função objetivo

Juntamente com a técnica de otimização da Seção Áurea, adota-se o método dos mínimos

quadrados por ser uma técnica matemática que procura encontrar o melhor ajuste para um

conjunto de dados experimentais e seus respectivos valores teóricos. A Equação (3.2) representa

a função dos mínimos quadrados de�nida pelo quadrado da diferença entre a razão de ganho

de temperatura experimentais (RGTexp) e a razão de ganho de temperatura analítica (RGTana).

Assim, a função objetivo F (α) a ser minimizada pode ser representada pela Eq. (3.2):

F (α) =
N
∑

i=1

[RGTexp(ti)−RGTana(α)(ti)]
2 (3.2)

A razão de ganho de temperatura analítica deve ser função exclusiva da difusividade térmica,
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3.3 Estimativa da condutividade térmica

Uma vez estimado o valor da difusividade térmica, α, o próximo passo é estimar a conduti-

vidade térmica, k. O método da Seção Áurea também será usado como lógica de otimização a

qual será detalhada no tópico 3.4.

3.3.1 Função objetivo

A função objetivo baseada no erro quadrático entre a temperatura medida experimental-

mente e a calculada pelo modelo teórico é usada para estimar a condutividade térmica, k. Na

Equação (3.4) é mostrada a função de mínimos quadrados de�nida pelo quadrado da diferença

entre as temperatura experimentais (Yexp) e as temperaturas teóricas calculadas pelo modelo

analítico (Tana) e N é o número total de medições. Assim, a função objetivo a ser minimizada

pode ser escrita como:

F (k) =
N
∑

i=1

[Yexp(i)− Tana(i)]
2 (3.4)

3.3.2 Tempo de desvio

Conforme Ignacio (2016), o tempo de desvio é dado pela Eq. (3.5), onde o numerador desta

relação é a diferença de temperatura entre os modelos �nito e semi-in�nito. Neste caso, o tempo

de desvio determina o instante em que o modelo �nito diverge do semi-in�nito. A diferença

de temperatura na posição x calculada por ambos os modelos deve ser inferior a um limite de

ordem decimal aceitável (10−n).

θXIJ(x, t)− θXI0(x, t)

θXI0(x, t)
= 10−n (3.5)

onde, θXIJ(x, t) é a temperatura do modelo �nito e θXI0(x, t) é a temperatura do modelo semi-

in�nito.

3.3.3 Fluxograma da estimativa da condutividade térmica

Na Figura 3.2 é apresentada o �uxograma do algoritmo de estimativa da condutividade

térmica baseado nos modelos térmicos unidimensionais e tridimensionais de temperatura e na

técnica de otimização da Seção Áurea.
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procedimento iterativo, deve-se de�nir um critério para que possa ser de�nido quando a solução

converge para valores aceitáveis. Conforme Vanderplaats (1999), o critério de convergência do

método da Seção Áurea é dado pela Eq. (3.6).

N =
ln ε

ln(1− τ ∗)
+ 3 = −2, 078 ln ε+ 3 (3.6)

onde ε é a tolerância, τ ∗ = 0, 38197 é o número Áureo e N representa o número de avaliações

da função necessárias para se reduzir o intervalo de incerteza a partir da Seção Áurea.



Capítulo 4

Fundamentos teóricos: modelos térmicos

usados e suas soluções

Muitas das técnicas que determinam propriedades térmicas usam soluções analíticas, sendo

que os algoritmos inversos usualmente necessitam do cálculo do problema direto várias vezes.

O uso de soluções analíticas, neste caso, contribui não só para o aumento da precisão destas

técnicas, mas também para a redução do custo computacional (FERNANDES, 2009).

A hipótese de um modelo unidimensional normalmente é garantida por um valor alto da

razão geométrica (área/espessura). Neste caso, o gradiente térmico necessário para obtenção

das propriedades térmicas é considerado na direção do �uxo de calor imposto. Este procedi-

mento, por sua vez, encontra di�culdade de aplicação em materiais condutores devido à baixa

sensibilidade das propriedades térmicas em relação à variação de temperatura na direção do

�uxo, exigindo-se equipamentos potentes ou amostras de grandes espessuras (BORGES, 2006).

Existem limitações na estimativa de propriedades térmicas em amostras �nas, com escalas

nanométricas e materiais condutores, sendo isso um dos motivos para se buscar modelos tér-

micos mais complexos que se aproximem ainda mais das condições reais de um experimento,

permitindo o desenvolvimento de projetos experimentais mais simples, menos onerosos e com

uma maior �exibilidade em relação à geometria das amostras. Assim modelos multidimensionais

com soluções numéricas tem sido introduzidos e incorporados à técnicas experimentais, sendo

que este trabalho tem como objetivo o uso funções de Green, que no geral é ideal para se obter

soluções analíticas de problemas de condução de calor.

Este capítulo apresenta uma breve introdução sobre as funções de Green (FG), sistema de

numeração e a notação das FG dos mais diferenciados tipos de condições de contorno. Além

disso, neste capítulo apresenta-se a solução geral de vários problemas de condução de calor que

serão usados para estimar as propriedades térmicas.
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4.1 Funções de Green

As funções de Green (FG), desenvolvidas pelo físico inglês George Green (1793-1841), são

ferramentas para obter soluções analíticas de problemas lineares de condução de calor. Elas

também são aplicadas à solução de muitos outros fenômenos físicos descritos por equações

diferenciais lineares. A FG é uma solução básica de uma equação diferencial especí�ca com

condições de contorno homogêneas. Para a condução de calor transiente, uma FG descreve a

distribuição de temperatura causada por um pulso de calor local instantâneo (COLE, 2010).

Ao usar as FG tabeladas, as soluções de muitos problemas de condução de calor podem

ser obtidas de forma direta e e�ciente. Em muitos casos, as soluções podem ser descritas

diretamente em termos de integrais simples de serem calculadas. Comparado com os métodos

analíticos usuais, as FG requerem um nível mais baixo de habilidade matemática para a solução

de equações diferenciais parciais (COLE, 2010).

Uma vantagem é que o método possui solução sistemática, ou seja, muitas FG foram solu-

cionadas e tabeladas no livro Cole, Beck, Haji-Sheikh e Litkouhi (2010), não sendo necessário

desenvolver auto-funções e auto valores. Nesses casos, a solução pode ser escrita facilmente em

termos de FG com menor possibilidade de erros tanto em geometrias bidimensionais quanto

em tridimensionais. Outra vantagem do método é a possibilidade de veri�cação intrínseca das

soluções exatas.

O sistema de numeração proposto por Cole, Beck, Haji-Sheikh e Litkouhi (2010) se aplica

para geometrias ortogonais como placas, cilindros e esfera . Na Tabela 4.1 apresenta-se o sistema

de numeração das FG.

Tabela 4.1: Sistema de numeração Cole, Beck, Haji-Sheikh e Litkouhi (2010)

Notação Condição de Contorno Descrição

0 Natural Sem limite físico

1 Dirichlet Temperatura prescrita

2 Neumann Fluxo de calor prescrito

3 Robin Balanço de energia

Para o sistema de coordenadas retangulares, o símbolo X é usado para denotar a coordenada

x; Y é usado para denotar a direção y; e Z é usado para denotar a direção z.

As soluções são arranjadas usando um sistema de numeração para a coordenada em análise.

Por exemplo, oX é seguido por dois números (representativos da condição de contorno conforme

Tab. 4.1), sendo que o primeiro é para condição de contorno em x = 0 e o segundo número é

para a condição de contorno em x = L. Se o contorno tende a in�nito, o dígito zero é usado.

Produtos de duas ou três funções de Green das condições de contorno do tipo 0, 1, 2 e 3
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podem ser usados para problemas bidimensionais e tridimensionais em coordenadas retangula-

res. Como já mencionado, Cole, Beck, Haji-Sheikh e Litkouhi (2010) propuseram um sistema

de notação cujo principal objetivo é de facilitar e identi�car de forma mais fácil o problema

de condução de calor em questão. Por exemplo, o problema térmico descrito pela equação da

difusão.

k

(

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2

)

= ρcp
∂T

∂t
(4.1)

onde, k é a condutividade térmica, ρ é a massa especí�ca, cp é o calor especí�co, T é a tempe-

ratura e t é o tempo. Esse problema pode estar sujeita às seguintes condições de contorno:

1. Geometria in�nita(condição natural);

2. Temperatura prescrita;

T (ri, t) = fi(ri, t) (4.2)

3. Fluxo de calor prescrito;

−k
∂T

∂η

∣

∣

∣

∣

ri

= fi(ri, t) (4.3)

4. Condição de balanço de energia;

−k
∂T

∂η

∣

∣

∣

∣

ri

+ hiT |ri = fi(ri, t) (4.4)

Os casos distintos para geometria unidimensional, considerados como geometria-in�nita,

semi-in�nita e �nita são apresentados na Fig. 4.1.
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Geometria infinita

Geometria semi-infinita Geometria finita

Figura 4.1: Casos para geometria unidimensional, modi�cado de Cole, Beck, Haji-Sheikh e
Litkouhi (2010).

Na Figura 4.2 (a) apresenta-se o modelo térmico com condições de contorno do tipo �uxo

prescrito em x = 0 e in�nito na outra condição de contorno e pode ser representado pela função

de Green (FG) unidimensional GX20. Na Figura 4.2 (b) mostra-se o caso X22 com condições de

contorno do tipo �uxo prescrito em x = 0 e isolado em x = L, representado pela (FG) GX22.

x

x=0

∞

q(t)´́

(a)

x

x=0 x=L

q(t)´́

(b)

Figura 4.2: Funções de Green: (a) GX20; (b) G22.

Na Figura 4.3 (a) apresenta-se o modelo térmico, com condições de contorno do tipo �uxo

prescrito, em x = 0, e convecção de calor do lado oposto cuja notação em (FG) é dada por

GX23, já o problema térmico representado pela Fig. 4.3 (b) apresenta condições de contorno do

tipo �uxo prescrito, em x = 0 e temperatura prescrita em x = L, cuja notação em (FG) é dada

por GX21.
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h

x

x=0 x=L

q(t)´́

(a)

x

x=0 x=L

q(t)

T=0

´́

(b)

Figura 4.3: Funções de Green:(a) GX23 ; (b) GX21.

4.2 Solução geral 1D

Um exemplo geral pode ser dado por uma placa de comprimento L, inicialmente a uma

temperatura T (x, 0) = F (x) = T0 sendo submetida a um meio convectivo e um �uxo de calor

q
′′
(t) em suas duas superfícies e sujeita à geração de calor interna, não uniforme g(x, t). O

problema acima pode ser descrito pela Eq. (4.5).

∂2T (x, t)

∂x2
+

1

k
g(x, t) =

1

α

∂T (x, t)

∂t
(4.5a)

sujeito às condições de contorno, em x = 0

− k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

+ h1T (0, t) = +q
′′

1 (t) + h1T∞ (4.5b)

em x = L

− k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=L

+ h2T (L, t) = −q
′′

2 (t) + h2T∞ (4.5c)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) = T0 (4.5d)

O problema da Eq. (4.5) envolve os três tipos de condições de contorno em um problema

de condução de calor clássico. Conforme Cole, Beck, Haji-Sheikh e Litkouhi (2010) a equação-

solução integral baseada em funções de Green para o problema (4.5) pode ser escrita como:
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T (x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)F (x′)dx′

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, τ)
g(x′, τ)

k
dx′dτ

+ α

∫ t

τ=0

dτ

2
∑

i=1

fi(τ)

k
G(x, t|x′, τ)

− α

∫ t

τ=0

dτ
2
∑

i=1

fi(τ)
∂G

∂x′

∣

∣

∣

∣

x′=xi

(4.6)

Na Equação (4.6) o termo G(x, t/x′, τ) representa a função de Green associada ao problema

térmico, e ∂G
∂x′ a sua derivada. Observe que G(x, t/x′, τ) é a solução de um problema auxiliar

cuja de�nição é dada pela versão homogênea do problema original (4.5), ou seja;

∂2G(x, t)

∂x2
=

1

α

∂G(x, t)

∂t
(4.7a)

sujeito às condições de contorno, em x = 0

−k
∂G

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

+ h1G(0, t) = 0 (4.7b)

em x = L

−k
∂G

∂x

∣

∣

∣

∣

x=L

+ h2G(L, t) = 0 (4.7c)

e à condição inicial

G(x, 0) = F (x) (4.7d)

Para a implementação numérica de dados discretos (temperatura e �uxo de calor) usou-se

o modelo híbrido para solução do problema. A solução híbrida para o problema direto é uma

alternativa para o emprego de dados reais em concomitância a solução analítica. Observa-se

que o �uxo de calor pode ser representado como um vetor de suas componentes como pode

ser observado na Fig. 4.4, que são constantes em cada intervalo de tempo, isto é, q
′′
(t) =
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[q
′′

1 , q
′′

2 , ..., q
′′

n], sendo q
′′

n a componente para o intervalo 4t = tn+1 − tn, com n = 1, 2, ..., N − 1

(FERNANDES, 2013).

∫ t

0

q
′′
(τ)dτ =

∫ t2

t1=0

q
′′

1dτ +

∫ t3

t2

q
′′

2dτ + ...+

∫ tn+1

tn

q
′′

ndτ =
N−1
∑

n=1

q
′′

n(tn+1 − tn) (4.8)

´

´ ´

´

´

´ ´

´

Figura 4.4: Fluxo híbrido, adaptado de Fernandes (2013).

Para solução hibrida dos casosGX20 eGX22, a geração de calor g(x, t) e f2(τ) são considerados

nulos, a temperatura inicial é dada por F (x′) = T0, a condutividade térmica por k considerada

constante para materiais isotrópicos e o �uxo de calor dado por f1(t) = q
′′
(t). Com isso a Eq.

(4.6) pode ser simpli�cada pela Eq. (4.9).

T (x, t) = T0

∫ ∞

x′=0

G(x, t|x′, 0)dx′ +
α

k

∫ t

τ=0

G(x, t|0, τ)q′′
(τ)dτ

(4.9)

A função G(x, t|x′, τ) é então substituída nesta Eq. (4.9) por uma função de Green particular

GX20(x, t|x′, τ), que é obtida por meio de tabelas em (COLE, 2010). Ozisik e Hahn (2012)

ressalta que a função GX20 é dada em termos do atraso t − τ , uma vez que por de�nição

G(x, t|, x′, τ) é uma função de t − τ , ou seja a função de Green pode ser entendida como

G(x, t|x′, τ) = G(efeito/impulso) = funo(t − τ) onde � x, t �representa o �efeito �, isto é, a

temperatura no meio em uma posição x e um tempo t devido a um pulso de calor numa posição

x′ e tempo τ .
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4.2.1 Modelos térmicos unidimensionais

Solução híbrida 1D - X20

O problema geral de condução de calor unidimensional, transiente, sem geração interna de

calor submetida a um �uxo de calor q
′′
(t) em x = 0, referenciado por X20 representado pela

Fig. 4.5.

x

x=0

∞

q(t)´́

Figura 4.5: Problema térmico unidimensional GX20.

Este problema pode ser descrito pela Eq. (4.10).

∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
(4.10)

sujeito às condições de contorno

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q
′′
(t) (4.11)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) = T0 (4.12)

A dedução matemática é descrita em anexo (A.2.1). A solução analítica para o modelo X20 é

dada por:

T (0, t) = T0 −
α

k

N−1
∑

n=1

q
′′

n(t)

(

2

πα

)

(

[πα(t− tn+1)]
1/2 − [πα(t− tn)]

1/2
)

(4.13)
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Solução híbrida 1D - X22

O problema de uma placa sendo submetida a um �uxo de calor em uma superfície e isolada

no lado oposto é também um dos problemas clássicos em condução de calor com aplicação em

modelos térmicos para a obtenção de propriedades térmicas. A Figura 4.6 apresenta este caso.

x

x=0 x=L

q(t)´́

Figura 4.6: Problema térmico unidimensional GX22.

Este é um problema geral de condução de calor unidimensional, transiente, sem geração

interna de calor que pode ser descrito pela equação da difusão de calor Eq. (4.14).

∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
(4.14)

sujeito às condições de contorno em x = 0

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= q
′′
(t) (4.15)

e em x = L

∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=L

= 0 (4.16)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) = T0 (4.17)

A dedução matemática é apresentada em anexo (A.2.2). A solução híbrida é dada por

T (0, t) = T0 +
α

k

1

L

N−1
∑

n=1

q
′′

n(t)(tn+1 − tn) +
α

k

(

L

mπ

)2
2

Lα

N−1
∑

n=1

q
′′

n(t)
[

exp−(mπ
L

)2α(t−tn+1) − exp−(mπ
L

)2α(t−tn)
]

(4.18)
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4.3 Solução geral 3D

Um problema geral de condução de calor tridimensional, transiente, com geração interna de

calor pode ser descrito pela equação da difusão de calor Eq. (4.19), conforme Fernandes (2009).

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2
+

1

k
g(x, t) =

1

α

∂T

∂t
(4.19)

sujeito às condições de contorno

k
∂T

∂ni

∣

∣

∣

∣

si

+ hiT |si = fi(x, y, z, t) (4.20)

e à condição inicial

T (x, y, z, 0) = F (x, y, z) (4.21)

onde ni é a direção perpendicular ao contorno e si representa os contornos (i=1,2,3,4). Ana-

logamente, a Eq. (4.20) representa os diferentes tipos de condições de contorno. A solução

geral das Eqs. (4.19) (4.20) (4.21) pode ser expressa em termos de funções de Green conforme

(COLE, 2010).

T (x, y, z, t) =

∫ L2

x′=L1

∫ W2

y′=W1

∫ R2

z′=R1

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)F (x′, y′, z′)dx′dy′dz′ (a)

+

∫ t

τ=0

∫ L2

x′=L1

∫ W2

y′=W1

∫ R2

z′=R1

α

k
G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ)g(x′, y′, z′, τ)dx′dy′dz′dτ (b)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L2

x′=L1

∫ W2

y′=W1

2
∑

i=1

[

fi(τ)

k
G(x, y, z, t|x, y, zi, τ)

]

dx′dy′dτ (c)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L2

x′=L1

∫ R2

z′=R1

2
∑

i=1

[

fi(τ)

k
G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)

]

dx′dz′dτ (d)

+ α

∫ t

τ=0

∫ W2

y′=W1

∫ R2

z′=R1

2
∑

i=1

[

fi(τ)

k
G(x, y, z, t|xi, y, z, τ)

]

dy′dz′dτ (e)
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− α

∫ t

τ=0

∫ L2

x′=L1

∫ W2

y′=W1

2
∑

i=1

[

fi(τ)
∂G

∂n
′

i

∣

∣

∣

∣

z′=zi

]

dx′dy′dτ (f)

− α

∫ t

τ=0

∫ L2

x′=L1

∫ R2

z′=R1

2
∑

i=1

[

fi(τ)
∂G

∂n
′

i

∣

∣

∣

∣

y′=yi

]

dx′dz′dτ (g)

− α

∫ t

τ=0

∫ W2

y′=W1

∫ R2

z′=R1

2
∑

i=1

[

fi(τ)
∂G

∂n
′

i

∣

∣

∣

∣

x′=xi

]

dy′dz′dτ (h)

(4.22)

Os termos (a) a (h) das Eqs. (4.22) representam as condições operacionais no modelo 3D:

(a) condição inicial;

(b) geração de energia;

(c) das condições de contorno, em z = R1 e z = R2, do tipo dois à três, no plano xy;

(d) das condições de contorno, em y = W1 e y = W2, do tipo dois à três, no plano xz;

(e) das condições de contorno, em x = L1 e x = L2, do tipo dois à três, no plano yz;

(f) das condições de contorno tipo um, em z = R1 e z = R2, para o plano xy;

(g) das condições de contorno tipo um, em y = W1 e y = W2, para o plano xz;

(h) das condições de contorno tipo um, em x = L1 e x = L2, para o plano yz.

4.3.1 Modelos tridimensionais usados para a estimativa da difusivi-

dade térmica

Caso X00Y 30Z00

O modelo aqui analisado considera dimensões in�nitas na direção x, z e semi-in�nito na

direção y, sendo que para esta análise considera-se a amostra exposta ao ambiente em y =

0. A Figura 4.7 representa uma amostra inicialmente a uma temperatura T0 sendo aquecida

parcialmente na região delimitada por −L1 < x < L1 e em −R1 < z < R1, enquanto todas as

outras superfícies são expostas a um meio convectivo à temperatura T∞.
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T0

z h, T

x

y

∞

∞

∞ ∞

∞

∞

q(t)´́
-L

1
L

1

-R
1

R
1

Figura 4.7: Modelo térmico proposto para estimativa da difusividade térmica com geometria
semi-in�nita caso X00Y 30Z00.

A equação que representa o problema térmico citado é dada por

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(4.23)

sujeito às condições de contorno em y = 0 delimitada por −L1 < x < L1 e em −R1 < z < R1,

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= q
′′
(t) + h(T − T∞) (4.24)

e em y = 0 região x < −L1 ou x > L1 e em z < −R1 ou z > R1,

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h(T − T∞) (4.25)

e a condição inicial T (x, y, z, 0) = F (x, y, z) = T0

A solução geral deste problema é dada pela Eq. (4.26). A obtenção matemática dessa

solução é apresentada no anexo (A.2).
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θ(x, y, z, t) = θ0

(

exp

[

h2

k2
αt

]

erfc

[

h

k
(αt)1/2

])

+

(

exp

[

h2

k2
αt

]

erfc

[

h

k
(αt)1/2

])(−Cα

k
[πα(t)]−1/2 h

k

)

× 1

2

(

erf

{

L+ x

[4αt]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4αt]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4αt]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4αt]1/2

})

(4.26)

Portanto a razão entre as temperaturas medidas na mesma superfície da peça, θ(x1, 0, 0, t)

(ponto mais próximo da fonte quente) e θ(x2, 0, 0, t) (ponto mais afastado da fonte térmica),

é dada pela Eq. (4.27). Percebe-se que a razão de ganho de temperatura será dependente da

condutividade k, da difusividade α, do coe�ciente de convecção térmica h e de uma variável C

que representa o �uxo de calor.

θ(x1, 0, 0, t)

θ(x2, 0, 0, t)
=

θ0 +
(

Cα
k
[παt]−1/2 ×−h

k

)

× 1
2

(

erf
{

L+x1

[4αt]1/2

}

+ erf
{

L−x1

[4αt]1/2

})

θ0 +
(

Cα
k
[παt]−1/2 ×−h

k

)

× 1
2

(

erf
{

L+x2

[4αt]1/2

}

+ erf
{

L−x2

[4αt]1/2

})

(4.27)

se T0 = T∞ então θ0 = T0 − T∞ = 0, a Eq. (4.27) pode ser reescrita como

θ(x1, 0, 0, t)

θ(x2, 0, 0, t)
=

[

erf
(

L+x1√
4αt

)

+ erf
(

L−x1√
4αt

)]

[

erf
(

L+x2√
4αt

)

+ erf
(

L−x2√
4αt

)] (4.28)

Observa-se que a razão de ganho é função apenas das posições x1, x2, L, α e t, ou seja, é

um problema de dependência unidimensional. Ressalta-se que o problema 3D passou a ser 1D,

o qual depende somente de x e que a convecção não in�uência no quociente entre as variações

de temperaturas.

Caso X00Y 20Z00

Outro problema térmico tridimensional também considerado para as estimativas de pro-

priedades térmicas é representado pelo modelo X00Y 20Z00. Este modelo também considera

dimensões in�nitas na direção x, z e semi-in�nito na direção y, sendo que considera-se a amostra
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isolada do meio ambiente em y = 0. Na Figura 4.8 representa-se uma amostra inicialmente a

uma temperatura T0 sendo aquecida parcialmente na região delimitada por −L1 < x < L1 e em

−R1 < z < R1, enquanto todas as outras superfícies são isoladas.

T0

z

x

y

∞

∞

∞ ∞

∞

q(t)´́
-L

1

-R
1

R
1

L
1

Figura 4.8: Modelo térmico proposto para estimativa da difusividade térmica com geometria
semi-in�nita caso X00Y 20Z00.

A equação governante do problema térmico citado é dada pela Eq. (4.29)

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(4.29)

sujeito às condições de contorno em y = 0 delimitada por −L1 < x < L1 e em −R1 < z < R1,

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= q
′′
(t) (4.30)

em y = 0 delimitada por x < −L1 ou x > L1 e em z < −R1 ou z > R1,

∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0 (4.31)

e a condição inicial T (x, y, z, 0) = F (x, y, z) = T0

A solução geral de temperatura é dada pela Eq. (4.32). A sua dedução matemática é
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apresentada no anexo A.2.

T (x, y, z, t) = T0 +
Cα

k
[παt]−1/2 × 1

2

(

erf

{

L+ x

[4αt]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4αt]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4αt]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4αt]1/2

}) (4.32)

na variável θ a Eq. (4.32) pode ser expressa por

θ(x, y, z, t) = −α

k

N−1
∑

n=1

q
′′

n(t)

(

2

πα

)

(

[πα(t− tn+1)]
1/2 − [πα(t− tn)]

1/2
)

× 1

2

(

erf

{

L+ x

[4αt]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4αt]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4αt]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4αt]1/2

})

(4.33)

onde a razão de temperaturas θ(x1, 0, 0, t) e θ(x2, 0, 0, t) é dada pela Eq. (4.34)

θ(x1, 0, 0, t)

θ(x2, 0, 0, t)
=

[

erf
(

L+x1√
4αt

)

+ erf
(

L−x1√
4αt

)]

[

erf
(

L+x2√
4αt

)

+ erf
(

L−x2√
4αt

)] (4.34)

4.3.2 Modelos tridimensionais usados para estimativa da condutivi-

dade térmica

Os modelos tridimensionais X22Y 22Z22 e X33Y 33Z33 também podem ser usados na esti-

mativa de propriedades térmicas, e as soluções analíticas são apresentadas a seguir:

Solução híbrida X22Y 22Z22

Na Figura 4.9 apresenta-se em forma esquemática o modelo tridimensional transiente e sem

geração de calor.
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x

z=R

x=y=z=0 x=L

y

y=W

z

R1

R2

L1 L2

q(t)´́

Figura 4.9: Modelo térmico 3D X22Y 22Z22.

Assim, considera-se que não há geração de energia, o modelo térmico pode ser representado

pela equação de difusão Eq. (4.35):

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(4.35a)

sujeito às condições de contorno na direção x

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0 +k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=L

= 0 (4.35b)

e às condições de contorno na direção y

+k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0 −k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=W

= q
′′
(t) na região L1 ≤ x ≤ L2 e R1 ≤ Z ≤ R2 (4.35c)

e às condições de contorno na direção z

∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= 0
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=R

= 0 (4.35d)

e à condição inicial

T (x, y, z, 0) = F (x, y, z) = T0 (4.35e)

A dedução matemática para solução deste problema de condução de calor é apresentada no

trabalho de Fernandes (2009). A solução analítica das Eqs. (4.35) é dada por

T (x, y, z, t) = T0

+
α

k

1

LWR
[L2 − L1][R2 −R1]

∫ t

0

q
′′
(τ)dτ
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+
α

k

2

WR
[R2 −R1]

∞
∑

m=1

e−
m2

L2 π2αt cos
(mπx

L

)

[

sin

(

mπL2

L

)

− sin

(

mπL1

L

)]

× 1

mπ

∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

m2

L2 π2ατ

]

dτ

+
α

k

2

LWR
[L2 − L1][R2 −R1]

∞
∑

n=1

e−
n2

W2 π
2αt cos

(nπy

W

)

cos (nπ)

∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

n2

W2 π
2ατ

]

dτ

+
α

k

2

LW
[L2 − L1]

∞
∑

p=1

e−
p2

R2 π
2αt cos

(pπz

R

)

[

sin

(

pπR2

R

)

− sin

(

pπR1

R

)]

× 1

pπ

∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

p2

R2 π
2ατ

]

dτ

+
α

k

4

WR
[R2 −R1]

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

e
−
(

m2

L2 + n2

W2

)

π2αt
cos
(mπx

L

)

[

sin

(

mπL2

L

)

− sin

(

mπL1

L

)]

× 1

mπ
cos
(nπy

W

)

cos (nπ)

∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

(

m2

L2 + n2

W2

)

π2ατ

]

dτ

+
α

k

4

W

∞
∑

m=1

∞
∑

p=1

e
−

(

m2

L2 + p2

R2

)

π2αt
cos
(mπx

L

)

[

sin

(

mπL2

L

)

− sin

(

mπL1

L

)]

1

mπ

× cos
(pπz

R

)

[

sin

(

pπR2

R

)

− sin

(

pπR1

R

)]

1

pπ

∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

(

m2

L2 + p2

R2

)

π2ατ

]

dτ

+
α

k

4

LW
[L2 − L1]

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

e
−

(

n2

W2+
p2

R2

)

π2αt
cos
(nπy

W

)

cos (nπ) cos
(pπz

R

)

×
[

sin

(

pπR2

R

)

− sin

(

pπR1

R

)]

1

pπ

∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

(

n2

W2+
p2

R2

)

π2ατ

]

dτ
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+
α

k

8

W

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

∞
∑

p=1

e
−

(

m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)

π2αt
cos
(mπx

L

)

[

sin

(

mπL2

L

)

− sin

(

mπL1

L

)]

1

mπ

× cos
(nπy

W

)

cos (nπ) cos
(pπz

R

)

[

sin

(

pπR2

R

)

− sin

(

pπR1

R

)]

1

pπ

×
∫ t

0

[

q
′′
(τ)e

(

m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)

π2ατ

]

dτ (4.36)

Solução híbrida X33Y 33Z33

Também considera-se a possibilidade da amostra estar exposta ao meio ambiente com tem-

peratura T∞ e coe�ciente de convecção térmica dado por h1 = h2 = h3 = h4 = h5 = h6.

Na Figura 4.10 apresenta-se uma forma esquemática o modelo tridimensional transiente e sem

geração de calor a uma temperatura inicial T0.

T0

h  ,T1

h ,T2

h ,T3 h ,T4

h ,T6

h ,T5

W10

R1

z

x

y

∞

∞

∞

∞
∞

∞

q(t)´́

Figura 4.10: Modelo térmico 3D X33Y 33Z33.

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(4.37a)
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sujeito às condições de contorno na direção x

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= +q
′′
(t) + h1(T − T∞); (4.37b)

−k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=L

= h2(T − T∞) (4.37c)

e às condições de contorno na direção y

k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h3(T − T∞) (4.37d)

−k
∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

y=W

= h4(T − T∞) (4.37e)

e às condições de contorno na direção z

k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= h5(T − T∞) (4.37f)

−k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=W

= h6(T − T∞) (4.37g)

e à condição inicial

T (x, y, z, 0) = F (x, y, z)− T∞ (4.37h)

Observa-se que as condições de contorno onde ocorre convecção, expressas respectivamente

pela Eqs. (4.37b) - (4.37g), não são homogêneas. Deve-se de�nir uma nova variável θ = T −T∞

e aplicando-a nas Eqs. (4.37) obtém-se

∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2
+

∂2θ

∂z2
=

1

α

∂θ

∂t
(4.38a)

sujeito às condições de contorno

k
∂θ

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= −q
′′
(t)− h1θ; −k

∂θ

∂x

∣

∣

∣

∣

x=L

= h2θ; (4.38b)
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k
∂θ

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= h3θ; −k
∂θ

∂y

∣

∣

∣

∣

y=W

= h4θ; (4.38c)

k
∂θ

∂y

∣

∣

∣

∣

z=0

= h5θ; −k
∂θ

∂y

∣

∣

∣

∣

z=R

= h6θ (4.38d)

e à condição inicial

θ(x, y, z, 0) = F (x, y, z)− T∞ (4.38e)

A dedução matemática para solução deste modelo térmico é apresentada emMalheiros (2017) e

a solução analítica para este caso é dada por
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θ(x, y, z, t) =

8θ0
LWR

∞
∑

p=1

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

e
−

(

α2
m

L2 +
β2n
W2+

γ2p

R2

)

αt

×
[

αm cos
(

αmx
L

)

+B1 sin
(

αmx
L

)]

(α2
m +B2

1)
[

1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]

[

βn cos
(

βny
W

)

+B3 sin
(

βny
W

)]

(β2
n +B2

3)
[

1 + B4

(β2
n+B2

4)
+B3

]

[

γp cos
(γpz

R

)

+B5 sin
(γpz

R

)]

(γ2
p +B2

5)
[

1 + B6

(γ2
p+B2

6)
+B5

]

× LWR

αmβnγp
[αm sinαm − B1(cosαm − 1)] [βn sin βn − B3(cos βn − 1)] [γp sin γp − B5(cos γp − 1)]

+
8αq

′′
(t)

Lk

∞
∑

p=1

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

[

αm cos
(

αmx
L

)

+B1 sin
(

αmx
L
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αm

(α2
m +B2

1)
[
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(α2
m+B2
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+B1

]

×
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βn cos
(

βny
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)

+B3 sin
(

βny
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(β2
n +B2

3)
[

1 + B4

(β2
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4)
+B3

]

[

γp cos
(γpz

R

)

+B5 sin
(γpz

R

)]

(

γ2
p +B2

5

)

[

1 + B6

(γ2
p+B2

6)
+B5

]

×

(

1− e
−

(

α2
m

L2 +
β2n
W2+

γ2p

R2

)

αt

)

(

α2
m

L2 + β2
n

W 2 +
γ2
p

R2

)

α

1

βnγp

[

βn sin

(

βnW1

W

)

− B3(cos

(

βnW1

W

)

− 1)

]

[

γp sin

(

γpR1

R

)

− B5(cos

(

γpR1

R

)

− 1)

]

(4.39)



Capítulo 5

Análise de sensibilidade da técnica

proposta

Neste capítulo são apresentados os resultados analíticos cujo objetivo é de veri�car o com-

portamento da razão de ganho de temperatura dada pela Eq. (4.34) referente a estimativa da

difusividade térmica sem a necessidade de se conhecer o �uxo de calor.

Na Figura 5.1 mostra-se o esquema de posicionamento dos termopares e a região pré-aquecida

localizada no centro da superfície da amostra. O modelo térmico, prevê uma região de aque-

cimento parcial (região cinza) com uma temperatura inicial diferente da temperatura em re-

giões não perturbadas, as posições x1 e x2 devem ser escolhidas de forma que as temperaturas

θ(x1, 0, 0, t) e θ(x2, 0, 0, t) não sofram a in�uência da região aquecida, para isto é necessário a

aplicação de um �uxo térmico de curta duração. Assim, após a região aquecida alcançar uma

temperatura constante, o sistema de aquecimento é desligado e é analisada a propagação do

calor para as regiões vizinhas aumentando primeiramente em θ(x1, 0, 0, t) e posteriormente em

θ(x2, 0, 0, t).

1

-L1 L1

x

z

-R1

0 x1 x2

R1

Temperatura

y

2

Figura 5.1: Esquema de posicionamento dos sensores de medição de temperatura.
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A análise foi dividida em materiais maus e bons condutores de calor e para se veri�car a

validade do modelo, considerou-se também a adição de ruído, nesse caso ruídos aleatórios foram

criados pelo software MATLAB e adicionados à temperatura a partir da Eq. (5.1).

Y (t) = T (t) + σΩj (5.1)

Onde a nova temperatura é dada por Y , a temperatura sem erro é dado por T , σ é a amplitude

máxima da variação da temperatura e Ωj representa um número randômico com distribui-

ção uniforme no intervalo entre a temperatura mínima e máxima que a amostra é submetida

[Tmin, Tmax]. Foi de�nido σ = 0, 1 · Ωj obtido pela função randon do software comercial MA-

TLAB. Para esta análise, foram considerados x1 = 55 mm, x2 = 75 mm, L = 25 mm e T0 = 20

�. A evolução das temperaturas são calculadas pela Eq. (4.28).

A análise da sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação a difusividade tér-

mica para metais de baixa e alta condutividade térmica, tem o objetivo de determinar o melhor

intervalo de tempo para se estimar a referida propriedade nos diferentes tipos de materiais.

5.1 Materiais com baixa condutividade térmica

As Figuras 5.2 (a), (b), (c) e (d) apresentam, respectivamente, o comportamento da tempe-

ratura analítica, θana, nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm, a razão de ganho de temperatura

analítica, Rgtana, a estimativa teórica da difusividade térmica com o erro em relação ao valor

verdadeiro e a sensibilidade da razão de ganho em relação a difusividade, Xalfa, para o aço

inoxidável AISI 304.
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Figura 5.2: aço inoxidável AISI 304: (a) Variação da temperatura nos pontos x1 = 55 mm e
x2 = 75 mm; (b) Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difusividade térmica estimada
do AISI 304 e o erro em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade da razão de ganho de
temperatura em relação a difusividade térmica.

A Figura 5.2 (b) mostra que a razão de ganho de temperatura teórica, Rgtana, tende a um

valor unitário ao longo do tempo, ou seja, observa-se na Fig. 5.2 (a) que a temperatura θ1

tende ao mesmo valor de θ2 ao longo do tempo, não havendo mais diferença signi�cativa de

temperatura entre ambas, gerando grandes erros na hora de estimar a propriedade térmica.

A Figura 5.2 (c) mostra no eixo y esquerdo a estimativa da difusividade térmica ao longo do

tempo e o eixo y direito mostra o erro da estimativa com valor teórico. Observa-se na Fig. 5.2

(d) que o coe�ciente de sensibilidade, Xalfa, tende a zero ao longo do tempo acarretando em

estimativas com grandes erros.. Observando-se o comportamento da sensibilidade e da razão de

ganho, conclui-se que menores tempos, relativos ao início do aquecimento são mais indiciados

para as estimativas de α. Tempos superiores a 500 s, por sua vez, devem ser evitados, pois
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conduzem a uma baixa sensibilidade conforme Fig. 5.2 (d). Visando a obtenção de uma região

ótima ou de segurança para a estimativa, uma análise é feita para tempos inferiores a 320 s.

Nas Figuras 5.3 (a), (b), (c) e (d) são apresentados estas análises.
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Figura 5.3: Redução do intervalo de tempo de análise no aço inoxidável AISI 304: (a) Variação da
temperatura nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b) Razão de ganho de temperatura teórica;
(c) Difusividade térmica estimada do aço AISI 304 e o erro em relação ao valor verdadeiro; (d)
Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação a difusividade térmica.

Observa-se na Fig. 5.2 (a) que a temperatura em θ1 começa a variar a partir de 20 s e a

temperatura em θ2 somente sofre uma defasagem após 50 s, ou seja, impossível de se estimar a

propriedade antes desse tempo, devido a não defasagem entre as temperaturas θ1 e θ2 no inicio

dos tempos. Observa-se na Fig. 5.2 (b) que a razão de ganho de temperatura apresenta grande

ruído devido a não defasagem entre as temperaturas e que a partir de 70 s o mesmo é cessado,

sendo o início da região indicada para se estimar a propriedade térmica, ou seja, quanto menor o
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tempo, desde que superiores a 70 s melhores as estimativas. O comportamento do erro Fig. 5.2

(c) indica que estimativas com sucesso podem ser obtidas num intervalo de tempo 70 < t < 200

s.

Nas Figuras 5.4 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, respectivamente, o comportamento da

temperatura em dois pontos distintos da amostra, a razão de ganho de temperatura, a estimativa

teórica da difusividade térmica e da sensibilidade para uma amostra de titânio.
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Figura 5.4: Titânio: (a) Variação da temperatura nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b)
Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difusividade térmica estimada do titânio e o erro
em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação
a difusividade térmica.

Novamente observa-se nas Figs. 5.4 (d) e (b), que o coe�ciente de sensibilidade Xalfa tende

a zero acarretando em estimativas com grandes erros ao longo do tempo, já a razão de ganho

de temperatura teórica, Rgtana, tende a um valor unitário, ou seja, θ1 tende ao mesmo valor de
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θ2 não havendo mais diferença signi�cativa de temperatura entre ambas gerando erros grandes

na hora de estimar a propriedade térmica. Observando-se o comportamento da sensibilidade e

da razão de ganho, conclui-se que menores tempos, relativos ao início do aquecimento são mais

indiciados para as estimativas de α. Tempos superiores a 400 s, por sua vez, devem ser evitados

pois conduzem a uma baixa sensibilidade conforme Fig. 5.4 (d). Visando a obtenção de uma

região ótima ou de segurança para a estimativa, uma análise é feita para tempos inferiores a

320 s. As Figuras 5.4 (a), (b), (c) e (d) apresentam esta análise.
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Figura 5.5: Redução do intervalo de tempo de análise no titânio: (a) Variação da temperatura
nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b) Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difu-
sividade térmica estimada do titânio e o erro em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade
da razão de ganho de temperatura em relação a difusividade térmica.

Observa-se novamente que quanto menor o tempo, desde que superiores a 50 s melhores as

estimativas. O comportamento do erro indica que estimativas com sucesso podem ser obtidas
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num intervalo de tempo 50 < t < 200 s.

5.2 Materiais com alta condutividade térmica

Análises similares são apresentadas para materiais de condutividade altas como o alumínio

e o cobre. Nas Figuras 5.6 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, respectivamente, o comportamento

da temperatura, razão de ganho de temperatura, a estimativas de α com respectivo erro em

relação ao valor encontrado na literatura e a sensibilidade.
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Figura 5.6: Alumínio: (a) Variação da temperatura nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm;
(b) Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difusividade térmica estimada do alumínio e
o erro em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em
relação a difusividade térmica.

Novamente observou-se que tanto nos metais mal condutores, quanto nos bom condutores,
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a melhor faixa de análise é durante o pico de aquecimento do ponto mais próximo da fonte

quente. Para o alumínio a região próxima ao pico de temperatura do primeiro termopar ocor-

reu em torno de 15 s. Portanto, os grá�cos foram refeitos, nas Figs. 5.7 (a), (b), (c) e (d)

apresentam-se, respectivamente, o comportamento da temperatura, a razão de ganho de tem-

peratura, a estimativa de α com respectivo erro em relação ao valor encontrado na literatura e

a sensibilidade.
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Figura 5.7: Redução do intervalo de tempo de análise no alumínio: (a) Variação da temperatura
nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b) Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difusi-
vidade térmica estimada do alumínio e o erro em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade
da razão de ganho de temperatura em relação a difusividade térmica.

Quanto mais condutor for o material menor o tempo de difusão e portanto menor o intervalo

de tempo para estimativas com sucesso. Observa-se nas Figs. 5.7 (b) e (d) que o intervalo de

tempo ideal situa-se de 5 < t < 20 segundos.
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A mesma análise é feita no cobre, porem diferentemente, o cobre possui maior condutividade

térmica e com isso, possui maior sensibilidade em relação a estimativa de α. Nas Figuras 5.8

(a), (b), (c) e (d) são apresentados os resultados desta análise.
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Figura 5.8: Cobre: (a) Variação da temperatura nos pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b)
Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difusividade térmica estimada do cobre e o erro
em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação
a difusividade térmica.

Novamente, foi reduzido o intervalo de análise, nas Figs. 5.9 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se,

respectivamente, o comportamento da temperatura, a razão de ganho de temperatura, as esti-

mativas de α com respectivo erro em relação ao valor encontrado na literatura e a sensibilidade.
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Figura 5.9: Redução do intervalo de tempo de análise no cobre: (a) Variação da temperatura nos
pontos x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b) Razão de ganho de temperatura teórica; (c) Difusividade
térmica estimada do cobre e o erro em relação ao valor verdadeiro; (d) Sensibilidade da razão
de ganho de temperatura em relação a difusividade térmica.

Observa-se nas Figs. 5.9 (b) e (d) que o intervalo de tempo ideal situa-se na região de

5 < t < 20 s para ambos - alumínio e cobre, sendo o cobre mais sensível.



Capítulo 6

Resultados Numéricos

Como já mencionado, uma das motivações deste trabalho refere-se a análise e aplicação de

uma técnica de medição de propriedades térmicas para aplicações in situ. Neste capítulo, são

abordados os resultados numéricos, sendo que a lógica computacional foi toda desenvolvida no

programa MATLAB e foi usado o programa COMSOL multiphysics para extrair os dados de

temperatura em pontos desejados.

Para a análise numérica, inicialmente deve-se entrar com os dados geométricos, em seguida,

é necessário informar quais serão as condições de contorno do problema, no caso toda análise foi

feita considerando o modelo tridimensional isolado do meio externo, em seguida, é necessário

introduzir no programa dados térmicos do material que se queria fazer testes, ou seja, deve-se

previamente indicar para o software qual material será analisado, portanto deve-se entrar com

os dados de condutividade térmica, calor especí�co e massa especí�ca.

O objetivo da análise numérica é de conhecer os limites da técnica, ou seja, variando os

principais parâmetros como diferentes materiais (materiais maus e bons condutores de calor)

e foi variado também o posicionamento do termopar 1 (ponto mais próximo da fonte quente,

representado por x1) e o posicionamento do termopar 2 (ponto mais distante da fonte quente,

representado por x2).

6.1 Análise numérica

Na Figura 6.1 (a) mostra-se o modelo tridimensional que foi usado para fazer a análise

numérica. Usou-se um bloco com dimensões: 300 mm × 300 mm × 25 mm. Considerou-se

um �uxo de calor de 104 [W/m2 ] aplicado por 4 segundos na região central com dimensões 50

mm × 50 mm como pode ser visto na Fig. 6.1 (a). Foi criada uma linha de pontos de medição

de temperatura distanciados de 1 mm em 1 mm da região de aplicação do �uxo de calor até a

borda da amostra, como pode ser observado na Fig. 6.1 (b).
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Tabela 6.1: Tipos de elementos do modelo tridimensional fornecida pelo software COMSOL
multiphysics

Malha Tipo de elementos

Elementos tetraédricos 43303

Elementos triangulares 6808

Elementos de borda 287

Elementos de vértice 143

Tabela 6.2: Estatística dos elementos do modelo 3D em análise feito no software COMSOL
multiphysics

Elemento Estatística

Número de elementos 43303

Taxa de volume do elemento 9,591e-5

Volume da malha 0,00225

Taxa de crescimento máxima 3,713

Taxa de crescimento média 1,7

As Figuras 6.3 apresentam uma análise numérica da propagação do �uxo de calor 104

[W/m2 ] aplicado por 4 segundos no centro de uma amostra não metálica de policloreto de vinila

(PVC) com temperatura inicial T0 = 20 �. Nas Figuras 6.3 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se,

respectivamente, os resultados de temperatura na superfície da amostra para os tempos 10 s,

50 s, 150 s e 300 s.
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Figura 6.4: Campo de temperatura no aço inovidável AISI 304: (a) 5 s; (b) 10 s; (c) 15 s; (d)
20 s.

Neste caso, a difusão de calor é maior que quando comparada ao PVC, uma maior distância

deve ser escolhida de forma que T (x1, 0) não seja perturbada pela região aquecida. Para esse

caso, a distância mínima foi observada em 45 mm.

Quanto melhor condutor o material, maior a difusão de calor e consequentemente uma maior

distância deve ser escolhida para T (x1, 0). Este comportamento pode ser observado na simulação

numérica do alumínio apresentada nas Figs. 6.5 (a), (b), (c) e (d) para as mesmas condições de

aquecimento inicial.
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Figura 6.5: Campo de temperatura no alumínio: (a) 5 s; (b) 10 s; (c) 15 s; (d) 20 s.

Observa-se na Fig. 6.5 (d) após um tempo de 20 segundos o calor difundiu-se praticamente

por toda amostra de alumínio. Neste caso a difusão de calor é maior que quando comparada

ao aço, uma maior distância deve ser escolhida de forma que T (x1, 0) não seja perturbada pela

região aquecida. Para esse caso, a distância mínima foi observada em 85 mm.

Esse efeito pôde ser melhor observado gra�camente. Nas Figuras 6.6 (a) e (b) apresentam-

se, respectivamente, o comportamento das temperaturas afastando-se da região de aquecimento

para as amostras de aço inoxidável AISI 304 e alumínio. As posições de cada temperatura são

apresentadas na Tab. 6.3.
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(a) (b)

Figura 6.6: Possíveis pontos para medição da difusividade térmica: (a) aço inoxidável AISI 304;
(b) Alumínio.

Tabela 6.3: Posição dos pontos de medição de temperatura distanciados do centro de aplicação
do �uxo de calor

Pontos x [mm ]

Tx112 35

Tx102 45

Tx92 55

Tx82 65

Tx72 75

Tx62 85

Tx52 95

Considerando que o aquecimento só cessa a partir de 4 s, observa-se que para a amostra de

aço inoxidável AISI 304 a posição x = 35 mm pode ser escolhida para T (x1, 0), enquanto a de

45 mm seria a escolha ideal, sendo que os outros pontos poderiam ser escolhidos para T (x2, 0)

pois são pontos mais afastados. No entanto, considerando a amostra de alumínio, somente a

partir de x = 85 mm uma vez que em posições inferiores o efeito do aquecimento ja é sentido

antes de 4 s.
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6.2 Estimativa da difusividade térmica usando dados simu-

lados

Na Tabela 6.4 apresentam-se os valores encontrados na literatura para as propriedades tér-

micas do material PVC, as quais variam de acordo com Goodfellow (2018). Contudo, para as

simulações numéricas neste capítulo foram utilizados os valores de propriedades apresentadas na

Tab. 6.5, sendo que os valores das propriedades térmicas dos metais foram obtidas de Incropera,

Dewitt, Lavine e Bergman (2011).

Tabela 6.4: Propriedades térmicas do PVC

Propriedades Goodfellow

ρ [ kg/m3 ] 1400

cp [ J/kg· K ] 1000 - 1500

k [W/m· K ] 0,12 - 0,25

α [m2/s ]× 10−7 0,8571 - 1,1905

Tabela 6.5: Difusividade térmica dos materiais usados no modelo numérico

Material α× 10−6 [m2/s ]

PVC 0,11905

AISI 304 3,95

Titânio 9,32

Alumíno 97,1

Cobre 117
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6.2.1 Material Não Metálico

Na análise numérica do policloreto de vinila, foi usado como valor de referência α = 1, 1905 ·
10−7 [m2/s ], conforme Tab. 6.5. Similarmente aos casos anteriores, as Figs. 6.7 (a), (b),

(c) e (d) apresentam-se, respectivamente, as variações das temperaturas na superfície em dois

pontos distintos x1 = 28 mm, x2 = 32 mm, a razão de ganho de temperatura numérica, os

valores de difusividade térmica estimados ao longo do tempo com erro gerado em relação ao

valor verdadeiro e, por �m, a sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação a

estimativa da difusividade térmica.
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Figura 6.7: Resultados numéricos da estimativa da difusividade térmica no PVC: (a) Evolução
das temperaturas numéricas nas posições x1 = 28 mm e x2 = 32 mm; (b) Razão de ganho de
temperatura numérica; (c) Difusividade térmica estimada e erro em relação ao valor da litera-
tura; (d) Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação a difusividade térmica.
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Na Figura 6.8 apresenta-se uma comparação entre a razão de ganho calculadas analiticamente

e numericamente. Observa-se o excelente ajuste entre as curvas permitindo o uso das soluções

numéricas para análise.
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Figura 6.8: Razão de ganho de temperatura analítica e numérica no PVC.

Como mostrado anteriormente, existe uma região mais adequada para as estimativas de

α. Esta região é identi�cada pelos valores de sensibilidade e de razão de ganho. Entretanto

valores muito próximos ao início a propagação de calor sofrem in�uência de incertezas devido à

temperatura da região aquecida. Análises numéricas indicam que a melhor faixa de estimativa

se referem à faixa em que o coe�ciente de sensibilidade tem comportamento linear indicando

uma maior estabilidade na estimativa. Esta faixa para o PVC corresponde a tempos entre

150 < t < 300 s como mostra a Fig. 6.7 (d). Na Tabela 6.6 apresenta-se a média dos valores

estimados de α nos tempos de 150 a 300 s.

Tabela 6.6: Estimativa numérica da difusividade térmica para o PVC

α× 10−7 [m2/s ] ᾱ× 10−7 [m2/s ] Erro [% ]

1,1905 1,1789 0,9840
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6.2.2 Materiais Condutores

Analogamente, análises similares foram realizadas para a identi�cação das melhores regiões

de tempo para as estimativas de α de materiais condutores como o aço inoxidável AISI 304,

titânio, alumínio e cobre. As Figuras 6.9 e 6.11 apresentam-se, respectivamente, as evoluções

de temperatura, razão de ganho de temperatura, estimativas de α e coe�ciente de sensibilidade

destes materiais. Observa-se que para cada material, diferentes posições de x1 e x2 são escolhidas

previamente, considerando-se as análises conforme discutido anteriormente.
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Figura 6.9: Resultados numéricos da estimativa da difusividade térmica no aço inoxidável AISI
304: (a) Evolução das temperaturas numéricas nas posições x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b)
Razão de ganho de temperatura numérica; (c) Difusividade térmica estimada e erro em rela-
ção ao valor da literatura; (d) Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação a
difusividade térmica.
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Na Figura 6.10 apresenta-se, similarmente o coe�ciente de ganho calculado analítica e nu-

mericamente.

0 50 100 150 200 250 300

Tempo [s]

0

2

4

6

8

10

R
g
t n

u
m

 [
-]

0

2

4

6

8

10

R
g
t a

n
a
 [
-]

Rgt
num

Rgt
ana

Figura 6.10: Razão de ganho de temperatura analítica e numérica no aço inoxidável AISI 304.

Novamente, identi�cou-se o comportamento linear de Xalfa sendo que neste caso a faixa de

tempo escolhida foi de 200 < t < 250 s. Na Tabela 6.7 apresenta-se o resultado da estimativa

da difusividade térmica do aço inoxidável AISI 304.

Tabela 6.7: Estimativa numérica da difusividade térmica no aço inoxidável AISI 304

α× 10−6 [m2/s ] ᾱ× 10−6 [m2/s ] Erro [% ]

3,9540 3,9213 0,8270
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Figura 6.11: Resultados numéricos da estimativa da difusividade térmica no titânio: (a) Evo-
lução das temperaturas numéricas nas posições x1 = 55 mm e x2 = 75 mm; (b) Razão de
ganho de temperatura numérica; (c) Difusividade térmica estimada e erro em relação ao valor
da literatura; (d) Sensibilidade da razão de ganho de temperatura em relação a difusividade
térmica.
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Figura 6.12: Razão de ganho de temperatura analítica e numérica no titânio.

Novamente, identi�cou-se o comportamento linear de Xalfa sendo que neste caso a faixa de

tempo escolhida foi de 150 < t < 250 s. Na Tabela 6.8 apresenta-se o resultado de α estimado

para o titânio.

Tabela 6.8: Estimativa numérica da difusividade térmica no titânio

α× 10−6 [m2/s ] ᾱ× 10−6 [m2/s ] Erro [% ]

9,3231 9,2390 0,9021

Na Tabela 6.9 apresentam-se os resultados para estimativa de α dos diferentes metais. Além

disso, é mostrado também os posicionamentos dos termopares nas posições x1 e x2 em relação ao

centro de aplicação do �uxo de calor e o intervalo de tempo usado na estimativa do parâmetro

térmico.

Tabela 6.9: Resumo da estimativa numérica da difusividade térmica nos materiais condutores.

AISI 304 Titânio Alumínio Cobre

ᾱ× 10−6 [m2/s ] 3,9113 9,2390 96,22 115,89

x1 [mm] 55 55 80 80

x2 [mm] 75 75 127 127

4T [s] 200 < t < 250 150 < t < 250 20 < t < 25 15 < t < 20

Observa-se que quanto mais condutivo é o material menor o intervalo de tempo a ser usado

e maior deve ser a distância da fonte de calor para que se faça a aquisição das temperaturas.
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6.3 Estimativa da condutividade térmica usando dados si-

mulados

Uma vez obtida a difusividade térmica, a condutividade deve ser estimada. O objetivo

nesse caso é a minimização de uma função objetivo baseada na função erro quadrática entre

temperaturas numérica e calculada, ou seja, uma nova função a ser minimizada deve ser de�nida,

uma vez que a razão de ganho é função somente da difusividade. Na Equação (6.1) de�ne-se a

função objetivo a ser minimizada

F (k) =
N
∑

i=1

[Y3(i)− T3(i)]
2 (6.1)

onde, N é o número total de pontos, Y3 representa a temperatura experimental simulada locali-

zada em y = 0 e no centro da região aquecida e T3 é a temperatura calculada para essa mesma

localização na superfície. A temperatura T3 pode ser calculada considerando o modelo tridimen-

sional transiente obtido no capítulo 4 referenciado por TX22Y 22Z22. Entretanto, dependendo da

geometria e do tempo de propagação de calor vários modelos térmicos que preveem aquecimento

super�cial podem ter, durante um certo intervalo de tempo, o mesmo comportamento.

Por exemplo, se todas as superfícies exceto a região de aquecimento estiverem isoladas, o

modelo TX22Y 22Z22 tende a ter o mesmo comportamento de outros modelos térmicos, princi-

palmente na posição central da região de aquecimento, onde a in�uência dos contornos tende

a ser mínima. Esta temperatura tende a ter também o mesmo comportamento ao se conside-

rar um modelo unidimensional transiente com espessura muito grande. Nesse caso o modelo

referenciado por X20.

Quando usa-se a solução 1D, é feito o cálculo do tempo de desvio (que representa a diferença

de temperatura entre os modelos semi-in�nito Eq. (4.13) e �nito dado pela solução numérica

de temperatura modelada no software COMSOL Multiphysics), com isso, pode-se observar o

instante em que o modelo semi-in�nito diverge do �nito, sabendo-se assim o tempo aproximado

para realizar a estimativa da condutividade. A Equação (3.5) foi usada para estimar o tempo

de desvio, sendo que os resultados para cada material são apresentadas na Tab. 6.10.
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Tabela 6.10: Tempo de desvio entre a solução semi-in�nita X20 e a solução �nita dada pelo
software COMSOL Multiphysics

Metal Tempo de desvio [ s ]

AISI 304 12

Titânio 6

Alumínio 1

Cobre 1

Na Figura 6.13 apresenta-se o �uxo térmico de 104 [W/m2 ] imposto durante 4 s nas análises

numéricas, sendo que os 2 modelos tridimensionais e unidimensional serão usados para o cálculo

da condutividade térmica.
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Figura 6.13: Taxa de transferência de calor por unidade de área 104 [W/m2 ] aplicada por 4 s
nas análises numéricas.

Na Tabela 6.11 apresenta-se o valor de condutividade térmica dos materiais a serem simu-

lados, sendo que para o PVC o valor da condutividade usado esta de acordo com Goodfellow

(2018) e para os metais os valores usados estão de acordo com Incropera, Dewitt, Lavine e

Bergman (2011).

Tabela 6.11: Condutividade térmica dos materiais usados no modelo numérico

Material k [W/mK ]

PVC 0,25

AISI 304 14,9

Titânio 21,9

Alumíno 237

Cobre 401



68

6.3.1 Modelo unidimensional

Devido as características menos condutivas, o modelo unidimensional X20 foi usado para a

estimativa da condutividade térmica de um material não metálico e materiais maus condutores.

Nas Figuras 6.14, 6.15 e 6.16 apresentam-se, respectivamente, a evolução da temperatura em

x = 0, e as estimativas da condutividade térmica para os materiais PVC, aço inoxidável AISI

304 e titânio.
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Figura 6.14: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o PVC usando
o modelo unidimensional X20: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b) Condutividade
térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.15: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o aço inoxidável
AISI 304 usando o modelo unidimensional X20: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b)
Condutividade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.16: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o titânio usando
o modelo unidimensional X20: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b) Condutividade
térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.

Observa-se que o tempo de estimativa pouco interfere na estimativa de k para o PVC.

Entretanto, o erro da estimativa aumenta a partir de 10 s para o aço inoxidável AISI 304 e 5

s para o titânio, indicando que para os materiais condutores a condição de contorno passa a

in�uenciar na temperatura em x = 0 em tempos pequenos, como previsto na Tab. 6.10 pelo

tempo de desvio. Observa-se que o tempo de desvio representa o tempo no qual o contorno

inativo é perturbado ou tem in�uência no contorno ativo, em x = 0. Este tempo é de 12 s para

o aço inoxidável AISI 304 e 6 s para o titânio.

6.3.2 Modelos tridimensionais

Como o tempo de desvio para o alumínio e cobre são muito baixos (1 s), os modelos 3D que

consideram a espessura na direção do �uxo de calor são mais indicados. Nesse caso, analisou-se

o modelo X00Y 22Z00 e X22Y 22Z22. Analogamente, nas Figs. 6.17 e 6.18 apresentam-se,

respectivamente, as temperaturas e as estimativas de k para as amostras de alumínio e cobre.
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Figura 6.17: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o alumínio
usando o modelo tridimensional X00Y 22Z00: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b)
Condutividade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.18: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o cobre usando
o modelo tridimensional X00Y 22Z00: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b) Condutivi-
dade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.

Observa-se que as condutividades térmicas puderam ser estimadas com erros inferiores a 10

% para tempos superiores a 20 s.

O modelo X22Y 22Z22 que considera as dimensões �nitas e isoladas em toda amostra tam-

bém foi analisado. Este modelo é interessante por considerar dimensões reais da amostra. Além

disso, pode ser usado para qualquer tipo de material. Analogamente, as Figs. 6.19, 6.20, 6.21,

6.22 e 6.23 apresentam-se, respectivamente, as temperaturas em x = 0 e as estimativas de k
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para o PVC, aço inoxidável AISI 304, titânio, alumínio e cobre.
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Figura 6.19: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o PVC usando o
modelo tridimensional X22Y 22Z22: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b) Condutividade
térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.20: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o aço inoxidável
AISI 304 usando o modelo tridimensional X22Y 22Z22: (a) Evolução da temperatura em x = 0;
(b) Condutividade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.21: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o titânio usando
o modelo tridimensional X22Y 22Z22: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b) Condutivi-
dade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.22: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o alumínio
usando o modelo tridimensional X22Y 22Z22: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b)
Condutividade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.
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Figura 6.23: Resultados numéricos da estimativa da condutividade térmica para o cobre usando
o modelo tridimensional X22Y 22Z22: (a) Evolução da temperatura em x = 0; (b) Condutivi-
dade térmica estimada e o erro em relação ao valor da literatura.

Observa-se que para esse modelo todos os materiais tiveram a condutividade térmica esti-

mada com erros inferiores a 1 %, o que indica ser o modelo ideal a ser usado.



Capítulo 7

Resultados Experimentais

Neste capítulo serão apresentados os dispositivos usados nos experimentos, sendo que na

estimativa da difusividade térmica, usou-se apenas termopares tipo K para medição de tempe-

ratura em dois pontos distintos e um soprador térmico para gerar o �uxo de calor numa região

especí�ca da amostra. Na estimativa da condutividade térmica ao invés de se usar o soprador

térmico, usou-se uma resistência e um transdutor de �uxo de calor acoplados a amostra.

7.1 Estimativa da difusividade térmica experimental

Para realização dos ensaios, foi necessário acoplar termopares do tipo K nas posições x1 e

x2, sendo que o índice 1 é relativo ao ponto mais próximo da fonte quente e o índice 2 é relativo

ao ponto mais afastado da fonte de calor, a região de aplicação do �uxo de calor é delimitada

por −L1 < x < L1 e −R1 < x < R1, sendo que o centro de aplicação do �uxo é representado

por x = 0. O posicionamento dos termopares e do soprador térmico está representado na Fig.

7.1.

1

-L1 L1

x

z

-R1

0 x1 x2

R1

Soprador Térmico
Termopares

y

2

q(t)´́

Figura 7.1: Esquema de posicionamento da região de aplicação do �uxo térmico e posiciona-
mento dos termopares nas amostras experimentais.
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Os sinais de temperaturas e �uxo de calor foram adquiridos usando-se um sistema de aquisi-

ção de dados (Agilentr 34972A) em um intervalo de 1 s. O soprador térmico tem uma potência

de 2000 W e a resistência elétrica gerou por efeito joule uma potência de 10 W. O tempo de

aquecimento teve duração de 10 s para amostras de PVC, AISI 304 e AISI 1045 e 5 s para o

alumínio.

7.1.1 Material não metálico

O experimento foi feito em uma amostra de PVC com dimensões laterais de 306 × 306

mm e espessura de 25 mm. A região de aplicação do �uxo foi delimitada com dimensões de

50 × 50 mm no centro da amostra. Em relação ao centro de aplicação do �uxo de calor, os

termopares foram acoplados nas respectivas posições x1 = 30 mm, x2 = 35 mm, x3 = 40 mm e

x4 = 45 mm como pode ser observado na Fig. 7.2 (a). As Figuras 7.2 (b), (c) e (d) apresentam,

respectivamente, a amostra isolada, o modelo preparado para aplicação do �uxo térmico e a

bancada experimental.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 7.2: Preparação do experimento para estimar a difusividade térmica no PVC: (a)Amostra
com os termopares acoplados; (b) Isolamento da superfície; (c)Modelo preparado para aplicação
do �uxo de calor; (d)Bancada experimental.

Nas Figuras 7.3 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, respectivamente, os resultados experimen-

tais para as temperaturas em x1 e x2, razão de ganho, a evolução de estimativas de α e o erro

em relação aos valores encontrados por Malheiros (2017) na mesma amostra, o qual estima a

difusividade térmica α = 1, 148 · 10−7 [m2/s ] .
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Figura 7.3: Resultados experimentais da estimativa da difusividade térmica no
PVC: (a) Evolução das temperaturas experimentais nas posições x1 = 30 mm e x2 = 35 mm; (b)
Razão de ganho de temperatura experimental; (c) Difusividade térmica estimada; (d) Erro em
relação ao valor estimado por Malheiros (2017).

Foram realizados 11 experimentos independentes na amostra de PVC. Na Figura 7.4 mostra-

se o grá�co de barras da estimativa da difusividade térmica em relação a cada experimento. Em

todos os experimentos foi feito a média do valor da difusividade térmica no intervalo de 300− 400

s, foi escolhido essa região de acordo com análises de sensibilidade do capítulo anterior.
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Figura 7.4: Grá�co de barras da difusividade térmica média estimada nos experimentos reali-
zados na amostra de PVC.

Na Tabela 7.1 apresenta-se a média dos valores da difusividade térmica para cada experi-

mento e o valor �nal estimado de α.

Tabela 7.1: Estimativa experimental da difusividade térmica para o PVC

Experimento ᾱ× 10−7 [m2/s ]

1 1,284

2 1,139

3 1,097

4 1,088

5 1,125

6 1,205

7 1,169

8 1,166

9 1,180

10 1,207

11 1,176

Valor �nal estimado 1, 167

Desvio padrão 0, 053

Na Tabela 7.2 apresenta-se o valor da difusividade térmica estimado e comparado com a

literatura.
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Tabela 7.2: Comparação dos valores estimados da difusividade térmica do PVC com a literatura

Resultados α× 10−7 [m2/s ] Desvio [%]

Estimado 1, 167±0, 053 -

(LIMA e SILVA, 2000 ) 1, 318 ±0, 007 11,46

(BORGES, 2004) 1, 240±0, 019 5,89

(MALHEIROS, 2017) 1, 148 ±0, 091 1,66

(GOODFELLOW, 2018) 0, 857 − 1, 190 -

Observa-se que o valor de α para o material estimado apresenta-se entre os valores de refe-

rência.

7.1.2 Materiais condutores

Aço inoxidável AISI 304

O experimento foi feito em uma amostra de aço inoxidável AISI 304 com dimensões laterias

de 160, 46×62, 42 mm e espessura de 6, 82 mm. Nas Figuras 7.5 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se,

respectivamente, os resultados experimentais para as temperaturas em x1 = 55 mm e x2 = 75

mm, razão de ganho, a evolução de estimativas de α e o erro em relação aos valor encontrado

na literatura.
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Figura 7.5: Resultados experimentais da estimativa da difusividade térmica no AISI
304: (a) Evolução das temperaturas experimentais nas posições x1 = 55 mm e x2 =
75 mm; (b)Razão de ganho de temperatura experimental; (c) Difusividade térmica esti-
mada; (d)Erro em relação ao valor encontrado na literatura.

Foram realizados 9 experimentos independentes na amostra de aço inoxidável AISI 304, a

Fig. 7.6 mostra o grá�co de barras da estimativa da difusividade térmica em relação a cada

experimento. Foi feito a média do valor da difusividade térmica de 200 − 300 s.
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Figura 7.6: Grá�co de barras da difusividade térmica média estimada nos experimentos reali-
zados na amostra de aço inoxidável AISI 304.

Na Tabela 7.3 apresenta-se o valor �nal estimado da difusividade térmica.

Tabela 7.3: Estimativa experimental da difusividade térmica para o aço inoxidável AISI 304.

Experimento ᾱ× 10−6 [m2/s ]

1 3,818

2 3,830

3 3,893

4 3,946

5 3,796

6 3,946

7 4,078

8 3,822

9 4,054

Valor �nal estimado 3, 909

Desvio padrão 0, 099

Na Tabela 7.4 apresenta-se o valor da difusividade térmica estimada e comparada com a

literatura.

Tabela 7.4: Comparação dos valores estimados da difusividade térmica do aço inoxidável AISI
304 com a literatura.

Resultados α× 10−6 [m2/s ] Desvio [%]

Estimado 3, 909±0, 099 -

(BORGES, 2004) 3, 762±0, 019 3,91

(INCROPERA, 2011) 3, 950 1,04
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Aço AISI 1045

O experimento foi feito em uma amostra de aço AISI 1045 com dimensões laterias de 553, 72×
102, 72 mm e espessura de 15, 15 mm. Nas Figuras 7.7 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se,

respectivamente, os resultados experimentais para as temperaturas em x1 = 55 mm e x2 = 75

mm, razão de ganho, a evolução de estimativas de α e o erro em relação aos valores encontrados

na literatura.
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Figura 7.7: Resultados experimentais da estimativa da difusividade térmica no AISI
1045 : (a) Evolução das temperaturas experimentais nas posições x1 = 55 mm e x2 =
75 mm; (b)Razão de ganho de temperatura experimental; (c) Difusividade térmica esti-
mada; (d)Erro em relação ao valor encontrado na literatura.

Foram realizados 9 experimentos independentes na amostra de aço AISI 1045, na Fig. 7.8

mostra-se o grá�co de barras da estimativa da difusividade térmica em relação a cada experi-
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mento. Em todos os experimentos foi feito a média do valor da difusividade térmica de 150− 200

s.
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Figura 7.8: Grá�co de barras da difusividade térmica média estimada nos experimentos reali-
zados na amostra de aço AISI 1045.

Na Tabela 7.5 apresenta-se a média dos valores para cada experimento e o valor �nal estimado

da difusividade térmica.

Tabela 7.5: Estimativa experimental da difusividade térmica para o aço AISI 1045

Experimento ᾱ× 10−5 [m2/s ]

1 1,379

2 1,365

3 1,326

4 1,290

5 1,271

6 1,295

7 1,358

8 1,295

9 1,320

Valor �nal estimado 1, 322

Desvio padrão 0, 036

Na Tabela 7.6 apresenta-se o valor da difusividade térmica estimada e comparada com a

literatura.
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Tabela 7.6: Comparação dos valores estimados da difusividade térmica do aço AISI 1045 com
a literatura

Resultados α× 10−5 [m2/s ]

Estimado 1, 322±0, 036

Matweb (2018) 1, 315

Alumínio

O experimento foi feito em uma amostra de alumínio com dimensões laterias de 233, 33 ×
182, 89 mm e espessura de 1, 52 mm. Nas Figuras 7.7 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, res-

pectivamente, os resultados experimentais para as temperaturas em x1 = 85 mm e x2 = 105

mm, razão de ganho, a evolução de estimativas de α e o erro em relação aos valor encontrado

na literatura.
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Figura 7.9: Resultados experimentais da estimativa da difusividade térmica no alumí-
nio: (a) Evolução das temperaturas experimentais nas posições x1 = 85 mm e x2 = 105 mm
; (b)Razão de ganho de temperatura experimental; (c) Difusividade térmica estimada; (d)Erro
em relação ao valor encontrado na literatura.

Foram realizados 7 experimentos independentes na amostra de alumínio, na Fig. 7.10 mostra-

se o grá�co de barras da estimativa da difusividade térmica em relação a cada experimento. Em

todos os experimentos foi feito a média do valor da difusividade térmica de 20 − 30 s.
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Figura 7.10: Grá�co de barras da difusividade térmica média estimada nos experimentos reali-
zados na amostra de alumínio.

Na Tabela 7.7 apresenta-se a média dos valores para cada experimento e o valor �nal estimado

da difusividade térmica.

Tabela 7.7: Estimativa experimental da difusividade térmica para o alumínio

Experimento ᾱ× 10−4 [m2/s ]

1 1,024

2 0,999

3 0,983

4 0,976

5 1,001

6 1,008

7 1,013

Valor �nal estimado 1, 001

Desvio padrão 0, 015
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7.2 Estimativa da condutividade térmica experimental

Como já descrito, para estimativa da condutividade térmica experimental é necessário se

conhecer tanto o �uxo de calor imposto na amostra quanto a temperatura no ponto logo abaixo e

no centro da resistência. A região de aplicação do �uxo de calor é delimitada por −L1 < x < L1

e −R1 < x < R1, sendo que o centro de aplicação do �uxo é representado por x3 = 0. O

posicionamento do termopar, do transdutor de �uxo de calor e da resistência estão representados

na Fig. 7.11.

x3-L1 L1

x

z

-R1

R1

Transdutor
Resistência Termopar

y

q(t)´́

Figura 7.11: Esquema de posicionamento da resistência, do transdutor e do termopar para
realização do experimento de estimativa da condutividade térmica.

Novamente os termopares usados foram do tipo K. A resistência elétrica usada é do mo-

delo (SRMU020202), número de série: (LOT/SN : 113372/5) e as propriedades elétricas e

geométricas são dadas pela Tab. 7.8.

Tabela 7.8: Propriedades elétricas e geométricas da resistência

Resistência elétrica Voltagem Amperagem Potência fase Área

W V A W cm

1435 120 0,08 10 1 5, 08 cm X 5, 08 cm

O transdutor de �uxo de calor usado é do modelo OMEGAr HFS series sensor. Na Tabela

7.9 apresenta-se suas especi�cações.
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Tabela 7.9: Propriedades térmicas do transdutor de �uxo térmico

Sensor Resistência térmica Capacidade térmica Tempo de resposta
◦C

W/m2
Ws

◦Cm2 s

HFS-3 0,002 600 0,6

A calibração é feita pelo fabricante (OMEGAr HFS series sensor) e para veri�cação da

mesma, usou-se uma resistência elétrica, dois transdutores de calor e duas placas de metal, o

esquema de montagem pode ser representado pela Fig. 7.12.

Metal

Resistência

Metal

TR1

TR2

q (t)1

q (t)2

q (t)3 q (t)4

´

´
´ ´

´

´
´ ´

Figura 7.12: Esquema de montagem para validação de calibração do fabricante.

Desprezando-se as perdas laterais, ou seja, q
′′

3 = q
′′

4
∼= 0, a soma dos �uxos de calor no

transdutor TR1 e no transdutor TR2 deve ser igual a potência gerada, ou seja

U · I
Ares

∼= q
′′

1 + q
′′

2 (7.1)

Na Figura 7.13 (a) apresenta-se a validação da calibração dos transdutores de calor feita

pelo fabricante. Na Figura 7.13 (b) apresenta-se o erro em relação ao valor total de �uxo de

calor emitido pela resistência.
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Figura 7.13: Validação da calibração dos transdutores de calor feita pelo fabricante: (a) Soma
dos �uxos de calor; (b) Erro em relação ao valor da potência gerada na resistência.

7.2.1 Material Não Metálico

Analogamente, foi usado uma amostra de PVC como material não metálico para a realização

do experimento. Uma fonte de corrente contínua (BK precision 9206) é usada para realizar o

aquecimento por efeito joule. Nas Figuras 7.14 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, respectivamente,

o termopar de superfície no centro de aplicação do �uxo de calor o qual é usado para estimativa

da condutividade térmica, o posicionamento do transdutor de �uxo de calor, da resistência

elétrica e a bancada experimental.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 7.14: Preparação do experimento para estimativa da condutividade térmica no
PVC: (a)Amostra com os termopares acoplados; (b)Acoplamento do transdutor; (c) Acopla-
mento da resistência; (d)Bancada experimental.

Nas Figuras 7.15 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, respectivamente, a evolução do �uxo de

calor, da temperatura em x3, a estimativa da condutividade térmica da amostra de PVC, e o

erro em relação ao valor da literatura.



91

0 50 100 150 200

Tempo [s]

0

200

400

600

800

1000

1200

F
lu

x
o
 [
W

/m
²]

fluxo

(a)

0 50 100 150 200

Tempo [s]

26

28

30

32

34

T
[°

C
]

T

(b)

0 50 100 150 200

Tempo [s]

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

k
 [
W

/m
K

]

k

(c)

0 50 100 150 200

Tempo [s]

0

20

40

60

80

100

E
rr

o
 [
%

]

k

(d)

Figura 7.15: Resultados experimentais da estimativa da condutividade térmica no
PVC : (a) Evolução do �uxo de calor imposto na superfície da amostra; (b) Evolução das tempe-
ratura na posição x3; (c)Condutividade térmica estimada; (d)Erro em relação ao valor estimado
por Malheiros (2017).

Foram realizados 9 experimentos independentes na amostra de PVC, na Fig. 7.16 mostra-se

o grá�co de barras da estimativa da condutividade térmica em cada experimento. Em todos os

experimentos foi feito a média do valor da condutividade térmica de 50 a 100 s.
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Figura 7.16: Grá�co de barras da condutividade térmica média estimada nos experimentos
realizados na amostra de PVC.

Na Tabela 7.10 apresenta-se a média dos valores para cada experimento e o valor �nal

estimado da condutividade térmica.

Tabela 7.10: Estimativa experimental da condutividade térmica para o PVC

Experimento k̄ [W/mK ]

1 0,1783

2 0,1598

3 0,1580

4 0,1528

5 0,1498

6 0,1694

7 0,1639

8 0,1738

9 0,1565

Valor �nal estimado 0, 1625

Desvio padrão 0, 0091

Na Tabela 7.11 apresenta-se o valor �nal estimado comparado aos valores de referência

encontrados na literatura.
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Tabela 7.11: Comparação dos valores estimados da condutividade térmica do PVC com a lite-
ratura

Resultados k [W/mK ] Desvio [%]

Estimado 0, 163±0, 009 -

(LIMA e SILVA, 2000) 0, 156 ±0, 007 4,49

(BORGES, 2004) 0, 152±0, 011 7,24

(MALHEIROS, 2017) 0, 157 ±0, 011 3,82

(GOODFELLOW, 2018) 0, 120 − 0, 250 -

Observa-se que o valor de k para o material estimado apresenta-se entre os valores de refe-

rência.
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7.2.2 Material condutor

Nas Figuras 7.17 (a), (b), (c) e (d) apresentam-se, respectivamente, a evolução do �uxo de

calor, a temperatura em x3, a estimativa da condutividade térmica na amostra de aço inoxidável

AISI 304 e o erro em relação ao valor encontrado na literatura.
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Figura 7.17: Resultados experimentais da estimativa da condutividade térmica no aço inoxidável
AISI 304 : (a) Evolução do �uxo de calor imposto na superfície da amostra; (b) Evolução das
temperatura na posição x3; (c)Condutividade térmica estimada; (d)Erro em relação ao valor
da literatura.
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7.3 Estimativa de propriedades térmicas em tecido bioló-

gico

O osso é um tecido biológico complexo, com fases minerais e orgânicas. A interação destas

diferentes fases torna o osso um material de propriedades mecânicas únicas e complexas. Estas

características são difíceis de serem previstas, sensíveis para condições de testes, preparação das

amostras e são anisotrópicas (KARMANI, 2006).

Foram acoplados 6 termopares de superfície do tipo K distanciados de 1 cm cada um,

como pode ser observado na Fig. 7.18 (a). Porém, como já mostrado é necessário somente 2

termopares, ou seja, dois pontos de medição de temperatura. O osso bovino foi parcialmente

aquecido por um soprador térmico de marca Dewalt de 2000 W de potência numa região não

isolada de 5 cm de comprimento, como pode ser visto na Fig. 7.18 (b). Neste caso, o tempo de

aquecimento foi de 15 s.

(a) (b)

Figura 7.18: Preparação experimental da amostra de osso bovino: (a) Amostra com os ter-
mopares acoplados e distanciados de 1 cm entre si; (b) Amostra parcialmente isolada do meio
ambiente.

Na Figura 7.19 apresenta-se a bancada experimental usada no experimento.
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Figura 7.19: Bancada experimental usada para estimativa da difusividade térmica do osso
bovino.

Os valores de temperatura experimentais em todos os termopares acoplados na amostra

pode ser observado na Fig. 7.20 (a), sendo que para a estimativa da propriedade térmica usou-

se apenas os dados dos termopares 2 e 3 representados na Fig. 7.20 (b), foram escolhidos esses

dois pontos de medição devido ao per�l de temperatura não apresentar nenhum comportamento

estranho, como no termopar 1 que no início do ensaio apresentou uma leve variação de tem-

peratura possivelmente causado pelo fato de ser o ponto mais próximo de aplicação do �uxo

de calor, portanto considerou-se T2 = Tx1 e T3 = Tx2. Nesta análise a temperatura inicial da

amostra foi em torno de T0 = 26, 3 [�].
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Figura 7.20: Variação da Temperatura na amostra de osso bovino: (a)Todos termopares aco-
plados na amostra; (b)Termopares T2 e T3 usados na estimativa da propriedade térmica.

A temperatura θ e a razão de ganho de temperatura são representadas pelas Figs. 7.21 (a)

e (b), respectivamente.
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Figura 7.21: Temperatura usadas na estimativa da difusividade térmica: (a)Temperatura θ; (b)
Razão de ganho de temperatura na amostra de osso bovino.

Os valores médios da difusividade térmica estimados por Rodríguez, Calderón, Hernández,

Stolik, Cruz-Orea e Sinencio (2001) é apresentada na Tab. 7.12. Neste trabalho usou-se uma

amostra de osso bovino, com estimativas em duas direções diferentes, corte longitudinal e trans-

versal.

Tabela 7.12: Valores medidos da difusividade térmica, Rodríguez, Calderón, Hernández, Stolik,
Cruz-Orea e Sinencio (2001)

Tipo da Amostra Espessura (µm) α 10−7 (m2/s)

Osso denso bovino (corte longitudinal) 232± 4 4, 4± 0, 1

Osso denso bovino (corte transversal) 239± 4 5, 6± 0, 1

Na Figura 7.22 mostra-se os valores da difusividade térmica efetiva estimados ao longo do

tempo na amostra de osso bovino.
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Figura 7.22: Resultado experimental na estimativa da difusividade térmica do osso bovino.

Foram realizados 3 experimentos independentes na amostra de osso bovino. Na Fig. 7.23

mostra-se o grá�co de barras da estimativa da difusividade térmica em relação a cada experi-

mento. Em todos os experimentos foi feito a média do valor da difusividade térmica de 250− 300

s.
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Figura 7.23: Grá�co de barras da difusividade térmica média estimada nos experimentos reali-
zados na amostra de osso bovino.

A média dos valores para cada experimento é dado pela Tab. 7.13. Além disso, na tabela

mostra-se a média geral da difusividade térmica estimada e o desvio padrão encontrado.
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Tabela 7.13: Estimativa de difusividade térmica no osso bovino

Experimento ᾱ× 10−7 [m2/s ]

1 5,407

2 4,920

3 5,294

Valor �nal estimado 5, 2071

Desvio padrão 0, 2083

Observa-se que o valor de α = 5, 2071e−7
±2, 083e−8 [m2/s ] situa-se entre os valores longitu-

dinais e transversais obtidos por Rodríguez, Calderón, Hernández, Stolik, Cruz-Orea e Sinencio

(2001).



Capítulo 8

Conclusão

O desenvolvimento deste trabalho mostrou que a difusividade térmica pode ser estimada para

diferentes tipos de materiais usando apenas dois pontos de temperaturas numa única superfície

de acesso. No caso da condutividade térmica, a sua estimativa pode ser realizada através do

conhecimento do �uxo de calor e de um único ponto de temperatura na mesma superfície.

A difusividade foi estimada para casos simulados numericamente com o auxílio do software

comercial COMSOL multiphysics em uma amostra de PVC e em amostras de metais como o

aço inoxidável AISI 304, titânio, alumínio e cobre. Para a estimativa desta propriedade térmica,

a razão de ganho de temperatura que é função exclusiva da difusividade térmica foi utilizada.

Observou-se que quanto mais condutivo é o material, menor o intervalo de tempo a ser usado

e maior deve ser a distância da fonte de calor para que se faça a aquisição das temperaturas.

Neste modelo todos os materiais tiveram a difusividade térmica estimada com erros inferiores

a 1 %.

Após a estimativa da difusividade nos problemas simulados, a condutividade térmica tam-

bém foi estimada usando modelos térmicos 1D e 3D. Observou-se que usando o modelo unidi-

mensional X20, o intervalo de tempo interfere minimamente na estimativa de k para o PVC.

Entretanto, o erro da estimativa aumenta a partir de 12 s para o aço inoxidável AISI 304 e 6

s para o titânio, indicando que para os materiais condutores a condição de contorno passa a

in�uenciar na temperatura em x = 0 em tempos pequenos, como previsto na Tab. 6.10 pelo

tempo de desvio, o qual representa o tempo no qual o contorno inativo é perturbado ou tem

in�uência no contorno ativo.

Como o tempo de desvio para o alumínio e cobre são muito baixos, em torno de 1 s, os

modelos 3D que consideram a espessura na direção do �uxo de calor são mais indicados. Nesse

caso, analisou-se os modelos X00Y 22Z00 e X22Y 22Z22. No primeiro modelo, observou-se

que as condutividades térmicas tanto do alumínio quanto do cobre foram estimadas com erros

inferiores a 10 % para tempos superiores a 20 s. O segundo problema térmico X22Y 22Z22 que

100
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considera as dimensões �nitas e isoladas em toda amostra foi analisado, considerando assim as

dimensões reais da amostra. Neste modelo todos os materiais tiveram a condutividade térmica

estimada aproximadamente sem erro, o que indica ser o modelo ideal a ser usado.

A estimativa da difusividade térmica experimental foi realizada nos materiais PVC, aço

inoxidável AISI 304, aço AISI 1045, alumínio e numa amostra de osso bovino. Os resultados

experimentais foram comparados com valores da literatura e foram obtidos resultados satisfa-

tórios.

A estimativa da condutividade térmica experimental foi realizada nas amostras de PVC e

aço inoxidável AISI 304. Para o procedimento experimental, foi necessário conhecer tanto o

�uxo de calor quanto a temperatura de um ponto localizado abaixo e no centro da resistência.

Os resultados estimados na amostra de PVC obtiveram valores próximos aos da literatura. Na

obtenção da propriedade térmica do aço AISI 304, os resultados obtidos possuem uma incerteza

de 10 % em comparação a valores encontrados na literatura.

Destaca-se aqui duas possíveis fontes de erros na estimativa da condutividade térmica ex-

perimental do aço. A primeira delas deve-se a não avaliação da resistência térmica de contato

entre a superfície e a fonte de calor. A segunda está relacionada com o modelo térmico tridimen-

sional X22Y 22Z22 usado, o qual prevê o isolamento térmico perfeito da amostra, sendo que no

experimento isto não é possível. Para aproximar os resultados da condição ideal, o experimento

poderia ser realizado em uma câmara de vácuo para que o coe�ciente de convecção, h, tenda a

zero. Outra alternativa para a diminuição dos erros seria a dedução do modelo térmico através

do problema X33Y 33Z33, que prevê todas as superfícies da amostra submetidas à convecção

natural. Porém a aplicação deste está limitada ao conhecimento do coe�ciente de convecção

(h).

O aparato experimental usado é de baixo custo e com possibilidades de aplicação in situ.

A técnica proposta é capaz de estimar tanto a difusividade quanto a condutividade térmica de

diferentes tipos de materiais de maneira não invasiva, não destrutiva, que acessa apenas uma

superfície da amostra, não limitada ao tamanho da mesma e que provoca pequenas perturbações

na energia.

Trabalhos futuros

A técnica possui grande potencial para aplicações in situ. Ideias que podem ser o ponto de

partida para diversos outros trabalhos são enumeradas abaixo.

1. Obtenção de uma solução analítica que independa do �uxo de calor para estimar a con-

dutividade térmica.

2. Desenvolvimento de um software para a automatização da técnica.
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3. Avaliar o uso de uma câmara de vácuo na estimativa da condutividade térmica usando o

modelo térmico tridimensional X22Y 22Z22.

4. Usar um ambiente controlado ou estimar o coe�ciente de convecção natural para usar o

modelo térmico 3D X33Y 33Z33.

5. Construção de um equipamento para medição de propriedades térmicas usando apenas

uma única superfície de acesso.

6. Medição de propriedades térmicas em materiais porosos, compósitos e com escala nano-

métrica.

7. Medição de propriedades térmicas em tecidos biológicos.
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De�nindo-se uma nova variável

η =
x− x′

√

(4αt)
(A.2)

com,

dx′ = −
√

(4αt)dη (A.3)

Substituindo Eqs. (A.2) e (A.3) na Eq. (A.1)

T (x, t) =
T0

√

4πα(t)
−

√
4αt

∫ x′=L

x′=−L

e−ηd η = − T0√
π

∫ η= x−L√
(4αt)

η= x+L√
(4αt)

e−ηd η (A.4)

Invertendo os limites de integração da Eq. (A.4) e trocando o sinal, tem -se:

T (x, t) =
T0√
π

∫ η= x+L√
4αt

η= x−L√
4αt

e−η2d η (A.5)

Conforme (COLE, 2010) a solução da integral da Eq. (A.5) pode escrita como:

∫

e−(ax2+2bx+c)d x =
1

2

√

π

a
e(b

2−ac) erf(
√
a x) +

b√
a

(A.6)

Na Equação A.6 com a = 1, b = 0 e c = 0 a solução da integral �ca reduzida a

∫

e−x2

d x =

√
π

2
erf(

√
x) (A.7)

portanto a Eq. A.5

T (x, t) =
T0√
π

√
π

2
erf(η)|η=

x+L√
4αt

η= x−L√
4αt

(A.8)

segue-se que

T (x, t) =
T0

2

[

erf

(

x+ L√
4αt

)

− erf

(

x− L√
4αt

)]

(A.9)
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sabendo da propriedade da função erro erf(−x) = −erf(x), a Eq. (A.9) pode ser reescrita

como:

T (x, t) =
T0

2

[

erf

(

L+ x√
4αt

)

+ erf

(

L− x√
4αt

)]

em−∞ < x < ∞ (A.10)

Portanto a razão de ganho de temperatura unidimensional é dada por:

T (x1, t)

T (x2, t)
=

[

erf
(

L+x1√
4αt

)

+ erf
(

L−x1√
4αt

)]

[

erf
(

L+x2√
4αt

)

+ erf
(

L−x2√
4αt

)] (A.11)

A.2 Modelos tridimensionais semi-in�nitos usados para es-

timativa da difusividade térmica

Caso X00Y 30Z00

O modelo aqui analisado considera in�nito na direção x, in�nito na direção z e semi-in�nito

na direção y, sendo que para esta análise considera-se a amostra exposta ao ambiente em y = 0.

T0

z h, T

x

y

∞

∞

∞ ∞

∞

∞

q(t)´́
-L

1
L

1

-R
1

R
1

Figura A.2: Modelo térmico proposto para estimativa da difusividade térmica com geometria
semi-in�nita caso X00Y 30Z00.

Para o modelo em estudo usa-se somente os itens (a) e (d) da Eq. (4.22), ou seja

T (x, y, z, t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)F (x′, y′, z′)dx′dy′dz′

+ α

∫ ∞

z′=−∞

∫ ∞

x′=−∞

∫ ∞

τ=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

k
G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)

]

dτdx′dz′
(A.12)
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de�nindo-se uma nova variável θ(x, y, z, t) = T (x, y, z, t)− T∞, obtêm-se

θ(x, y, z, t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)θ(x, y, z, 0)dx′dy′dz′

+ α

∫ ∞

z′=−∞

∫ ∞

x′=−∞

∫ ∞

τ=0

2
∑

i=1

[

fi(τ)

k
G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)

]

dτdx′dz′
(A.13)

sendo a Eq. (A.13) dividida em A(x, y, z, t) e B(x, y, z, t), têm-se

A(x, y, z, t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)θ(x, y, z, 0)dx′dy′dz′

(A.14)

e

B(x, y, z, t) =
α

k

∫ ∞

z′=−∞

∫ ∞

x′=−∞

∫ ∞

τ=0

[

q
′′
(τ)G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)

]

dτdx′dz′ (A.15)

onde i = 1, yi = y1 = 0 e fi(τ) = f1(τ) = q
′′
(τ) e considera-se a condutividade térmica constante

no material.

sabe-se que a função de Green tridimensional pode ser reescrita como o produto de funções

unidimensionais, ou seja

G(x, y, z, t | x′, y′, z′, τ) = GX00(x, t | x′, τ)GY 30(y, t | y′, τ)GZ00(z, t | z′, τ) (A.16)

onde,

GX00(x, t | x′, τ) = GX00(x− x′, t− τ) = [4πα(t− τ)]−1/2 exp

[

− (x− x′)2

4α(t− τ)

]

(A.17)

GZ00(z, t | z′, τ) = GZ00(z − z′, t− τ) = [4πα(t− τ)]−1/2 exp

[

− (z − z′)2

4α(t− τ)

]

(A.18)
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GY 30 = (y, t | y′, τ) = GY 30(y − y′, t− τ) =

[4πα(t− τ)]−1/2

{

exp

[

− (y − y′)2

4α(t− τ)

]

+ exp

[

− (y + y′)2

4α(t− τ)

]}

− h

k
exp

[

α(t− τ)h2k−2 + h(y + y′)k−1
]

erfc

[

(y + y′)

4α(t− τ)1/2
+

h

k
[α(t− τ ])1/2

] (A.19)

calculando o termo de condição inicial A(x, y, z, t),

A(x, y, z, t) = θ0

∫ ∞

z′=−∞

∫ ∞

y′=0

∫ ∞

x′=−∞
GX00(x, t | x′, 0)GY 30(y, t | y′, 0)GZ00(z, t | z′, 0)dx′dy′dz′

(A.20)

a equação A(x, y, z, t) pode ser reescrita como

A(x, y, z, t) = θ0

∫ ∞

z′=−∞
GZ00(z, t | z′, 0)dz′

∫ ∞

y′=0

GY 30(y, t | y′, 0)dy′
∫ ∞

x′=−∞
GX00(x, t | x′, 0)dx′

(A.21)

Conforme Cole, Beck, Haji-Sheikh e Litkouhi (2010) a solução das integrais é dada pelas

Eqs. (A.22), (A.23) e (A.24).

∫ ∞

x′=−∞
GX00(x, t | x′, τ)dx′ = 1 (A.22)

∫ ∞

z′=−∞
GZ00(z, t | z′, τ)dz′ = 1 (A.23)

∫ ∞

y′=0

GY 30(y, t | y′, τ)dy′ = erf

[

y

[4α(t− τ)]

]

+

exp

[

hy

k
+

h2

k2
α(t− τ)

]

× erfc

[

y

4α(t− τ)1/2
+

h

k
[α(t− τ ])1/2

]

(A.24)
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como a superfície de interesse está em y = 0, tem-se que:

A(x, y, z, t) = θ0 exp

[

h2

k2
αt

]

erfc

[

h

k
(αt)1/2

]

(A.25)

rearranjando a Eq. (A.15) em relação ao �uxo de calor e sabendo da propriedade da função

delta de Dirac, δ(τ);

∫ ∞

−∞
F (t− τ)δ(τ)dτ = F (t) (A.26)

Considerando um �uxo de calor imposto arbitrário q
′′
(τ) = Cδ(τ) representado por várias

funções pulso em cada instante, então, sem perder a generalidade, segue-se que,

B(x, y, z, t) =
Cα

k

∫ ∞

z′=−∞

∫ ∞

x′=−∞

[
∫ ∞

τ=0

G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)δ(τ)dτ
]

dx′dz′ (A.27)

onde B(x, y, z, t) pode ser reescrita como:

B(x, y, z, t) =
Cα

k

∫ ∞

z′=−∞

∫ ∞

x′=−∞
G(x, y, z, t|x, yi, z)dx′dz′ (A.28)

Para o cálculo de B(x, y, z, t) simpli�ca-se GY 30, que é a avaliada em y′ = 0 e como as

temperaturas serão avaliadas na superfície onde o calor é aplicado, ou seja, em y = 0, a Eq.

(A.19) pode ser simpli�cada como:

GY 30 = (0, t | 0, τ) = GY 30(0, t− τ) = [πα(t− τ)]−1/2

− h

k
exp

[

α(t− τ)h2

k2

]

erfc

[

h

k
[α(t− τ ])1/2

]

(A.29)

Cumpre-se aqui observar que o interesse se reduz à solução de um problema térmico tridi-

mensional de dimensões in�nitas, com −∞ < x < ∞ e −∞ < z < ∞, sendo que na região

limitada por −L1 < x < L2 e −R1 < z < R2 é aplicado um �uxo de curta duração para gerar

uma temperatura Tregiao > T0 e todos locais fora dessa região estão a uma temperatura T0.
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Assim, as integrais GX00 e GZ00 limitadas, possuem solução:

∫ b

x′=a

GX00(x, t | x′, τ)dx′ = [4πα(t− τ)]−1/2

∫ b

a

exp

[

− (x− x′)2

4α(t− τ)

]

dx′

=
1

2

(

erfc

{

x− b

[4α(t− τ)]1/2

}

− erfc

{

x− a

[4α(t− τ)]1/2

}) (A.30)

e considerando as propriedades da função erf , a Eq.(A.30) pode ser reescrita como,

∫ b

x′=a

GX00(x, t | x′, τ)dx′ =
1

2

(

erf

{

b+ x

[4α(t− τ)]1/2

}

+ erf

{

a− x

[4α(t− τ)]−1/2

})

(A.31)

e

B(x, y, z, t) =
Cα

k

∫ R

z′=−R

∫ L

x′=−L

GX00(x, t | x′, 0)GY 30(0, t | 0, 0)GZ00(z, t | z′, 0)dx′dz′

=
Cα

k
GY 30(0, t | 0, 0)

∫ R

z′=−R

GZ00(z, t | z′, 0)dz′
∫ L

x′=−L

GX00(x, t | x′, 0)dx′

=
Cα

k

(

[πα(t)]−1/2 ×−h

k
exp

[

α(t)h2

k2

]

erfc

[

h

k
[α(t])1/2

])

1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

})

(A.32)

portanto segue-se que:

θ(x, y, z, t) = θ0 exp

[

h2

k2
αt

]

erfc

[

h

k
(αt)1/2

]

+
Cα

k

(

[πα(t)]−1/2 ×−h

k
exp

[

αth2

k2

]

erfc

[

h

k
[αt]1/2

])

× 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

})

(A.33)



115

simpli�cando obtêm-se

θ(x, y, z, t) = θ0

(

exp

[

h2

k2
αt

]

erfc

[

h

k
(αt)1/2

])

+

(

exp

[

h2

k2
αt

]

erfc

[

h

k
(αt)1/2

])(

Cα

k
[πα(t)]−1/2 ×−h

k

)

× 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

})

(A.34)

Portanto a razão de temperatura medidas na mesma superfície da peça pode ser dada por

θ(x1, 0, 0, t) (ponto mais próximo da fonte quente) e θ(x2, 0, 0, t) (ponto mais afastado da fonte

de calor), é dada pela Eq. (A.35). Percebe-se que a razão de ganho de temperatura será

dependente da condutividade k, da difusividade α, do coe�ciente de convecção térmica h e de

uma variável C que representa o �uxo de calor.

θ(x1, 0, 0, t)

θ(x2, 0, 0, t)
=

θ0 +
(

Cα
k
[πα(t)]−1/2 ×−h

k

)

× 1
2

(

erf
{

L+x1

[4α(t)]1/2

}

+ erf
{

L−x1

[4α(t)]1/2

})

θ0 +
(

Cα
k
[πα(t)]−1/2 ×−h

k

)

× 1
2

(

erf
{

L+x2

[4α(t)]1/2

}

+ erf
{

L−x2

[4α(t)]1/2

})

(A.35)

se T0 = T∞ então θ0 = T0 − T∞ = 0, tendo a Eq. (A.35) pode ser reescrita como:

θ(x1, 0, 0, t)

θ(x2, 0, 0, t)
=

[

erf
(

L+x1√
4αt

)

+ erf
(

L−x1√
4αt

)]

[

erf
(

L+x2√
4αt

)

+ erf
(

L−x2√
4αt

)] (A.36)

Observa-se que a razão de ganho é função apenas das posições x1, x2, L, α e t, ou seja, é

um problema de dependência unidimensional.

Caso X00Y 20Z00

Outro problema térmico tridimensional também considerado para as estimativas de propri-

edades térmicas é representado pelo modelo X00Y 20Z00. Esse modelo considera dimensões

in�nitas na direção x e z e semi in�nito na direção y e isolado em y = 0.
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Figura A.3: Modelo térmico proposto para estimativa da difusividade térmica com geometria
semi-in�nita caso X00Y 20Z00.

A função de Green GY 20 pode ser dada por,

GY 20 = (y, t | y′, τ) = GY 20(y − y′, t− τ) =

[4πα(t− τ)]−1/2

{

exp

[

− (y − y′)2

4α(t− τ)

]

+ exp

[

− (y + y′)2

4α(t− τ)

]} (A.37)

cálculo de A(x, y, z, t)

A(x, y, z, t) = T0

∫ ∞

z′=−∞
GZ00(z, t | z′, 0)dz′

∫ ∞

y′=0

GY 20(y, t | y′, 0)dy′
∫ ∞

x′=−∞
GX00(x, t | x′, 0)dx′

(A.38)

como
∫ ∞

y′=0

GY 20(y, t | y′, τ)dy′ = 1 (A.39)

tem-se

A(x, y, z, t) = To (A.40)

Analogamente, para o cálculo de B(x, y, z, t), considera-se que o �uxo de calor imposto possa

ser representado por várias funções pulso em cada instante, ou seja q
′′
(τ) = Cδ(τ), e B(x, y, z, t)

pode ser reescrita como:

B(x, y, z, t) =
Cα

k

∫ R

z′=−R

∫ L

x′=−L

GX00(x, t | x′, 0)GY 20(0, t | 0, 0)GZ00(z, t | z′, 0)dx′dz′ (A.41)
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A função GY 20 é avaliada em y′ = 0, que é o local de aplicação do �uxo de calor e as

temperaturas serão tomadas na superfície onde o calor é aplicado ou seja em y = 0, portanto

obtêm-se,

GY 20 = (0, t | 0, 0) = GY 20(0, t) = [πα(t)]−1/2

(A.42)

Um modelo térmico tridimensional de dimensões in�nitas, com −∞ < x < ∞ e −∞ < z <

∞ é proposto, sendo que na região limitada por −L1 < x < L2 e −R1 < z < R2 aplica-se um

�uxo de curto intervalo de tempo, para gerar uma temperatura Tregiao > T0 sendo que todos

locais fora dessa região estão a uma temperatura T0.

B(x, y, z, t) =
Cα

k
[πα(t)]−1/2

∫ R

z′=−R

GZ00(z, t | z′, 0)dz′
∫ L

x′=−L

GX00(x, t | x′, 0)dx′ (A.43)

Usa-se a solução das integrais limitadas Eq. (A.29), tem que a solução do termo B(x, y, z, t) é

dada por:

B(x, y, z, t) =
Cα

k
[πα(t)]−1/2 × 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

}) (A.44)

portanto a expressão �nal da temperatura pode ser dada por:

T (x, y, z, t) = T0 +
Cα

k
[πα(t)]−1/2 × 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

}) (A.45)
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sabe-se que θ(x, y, z, t) = T (x, y, z, t)− T0, pode -se reescrever a Eq. (A.45)

θ(x, y, z, t) =
Cα

k
[πα(t)]−1/2 × 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

}) (A.46)

como já mencionado a variável C é relacionada ao �uxo de calor, tem-se que a solução híbrida

pode ser dada por:

T (x, y = 0, z, t) = T0 −
α

k

N−1
∑

n=1

q
′′

n

(

2

πα

)

(

[πα(t− tn+1)]
1/2 − [πα(t− tn)]

1/2
)

× 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

})

(A.47)

na variável θ a Eq. (A.47) pode ser expressa por;

θ(x, y, z, t) =
α

k

N−1
∑

n=1

q
′′

n

(

2

πα

)

(

[πα(t− tn+1)]
1/2 − [πα(t− tn)]

1/2
)

× 1

2

(

erf

{

L+ x

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

L− x

[4α(t)]1/2

})

× 1

2

(

erf

{

R + z

[4α(t)]1/2

}

+ erf

{

R− z

[4α(t)]1/2

})

(A.48)

onde a razão de temperaturas dados em θ(x1, 0, 0, t) e θ(x2, 0, 0, t) é dada pela Eq. (A.49)

θ(x1, 0, 0, t)

θ(x2, 0, 0, t)
=

[

erf
(

L+x1√
4αt

)

+ erf
(

L−x1√
4αt

)]

[

erf
(

L+x2√
4αt

)

+ erf
(

L−x2√
4αt

)] (A.49)
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A.2.1 Solução híbrida 1D - X20

A função de Green GX20 com condições de contorno do tipo �uxo prescrito, em x = 0, e

in�nito na outra condição de contorno é dada pela Eq. (A.50).

GX20(x, t | x′, τ) =
1

[4πα(t− τ)]1/2

{

exp

[

− (x− x′)2

4α(t− τ)

]

+ exp

[

− (x+ x′)2

4α(t− τ)

]}

(A.50)

Conforme (COLE, 2010), a primeira integral da Eq. (4.9) pode ser simpli�cada pela Eq.

(A.51);

∫ ∞

x′=0

G(x, t|x′, τ)dx′ = 1 (A.51)

A função de Green dada pela Eq. (A.50) pode ser simpli�cada pela Eq. (A.52), pois o ponto

de aplicação do �uxo de calor é em x′ = 0 e os valores de temperatura serão medidos em x = 0.

GX20(0, t | 0′, τ) = [πα(t− τ)]−1/2 (A.52)

a segunda integral da Eq. (4.9) pode então ser dada pela Eq. (A.53);

∫ t

τ=0

GX20(0, t|0, τ)q
′′
(τ)dτ =

∫ t

τ=0

[πα(t− τ)]−1/2q
′′
(τ)dτ

=

∫ t2

t1=0

[πα(t− τ)]−1/2q
′′

1dτ +

∫ t3

t2

[πα(t− τ)]−1/2q
′′

2dτ

+...+

∫ tn+1

tn

[πα(t− τ)]−1/2q
′′

ndτ

= −
N−1
∑

n=1

q
′′

n

(

2

πα

)

(

[πα(t− tn+1)]
1/2 − [πα(t− tn)]

1/2
)

(A.53)

Substituindo a Eq. (A.53) na Eq. (4.9) obtém-se

T (0, t) = T0 −
α

k

N−1
∑

n=1

q
′′

n

(

2

πα

)

(

[πα(t− tn+1)]
1/2 − [πα(t− tn)]

1/2
)

(A.54)

Para veri�car o resultado da solução híbrida Eq. (A.54) usou-se um �uxo de calor constante
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no tempo, Eq. (A.55), conforme (COLE, 2010).

TX20(x, t) = T0 +
q
′′

0

k

√
4αt ierfc

(

x√
4αt

)

(A.55)

Como a análise sera feita em x = 0, a Eq. (A.55), o termo ierfc(z), com z = x√
4αt

pode ser

escrito como:

ierfc(z) = −z · erfc(z) + e−z2

√

(π)
(A.56)

Para x = 0, tem-se que z = 0, portanto ierfc(z) = 1√
π
, e a Eq. (A.55) pode ser reescrita

como:

TX20(0, t) = T0 +
q
′′

0

k

√
4αt

1√
π

(A.57)

As soluções obtidas pelas Eqs. (A.54) e (A.57) são implementadas no MATLAB com as

seguintes características físicas e geométricas: condutividade térmica, k = 14, 9 [W/mK],

difusividade térmica, α = 3, 954e−6 [m2/s], temperatura inicial, T0 = 20 [�], comprimento

L = 25e−3 [m], dt = 1s e o �uxo de calor constante q
′′

0 = 104 [W/m2].

A Figura A.4 (a) mostra a comparação entre as soluções híbrida Eq. (A.54) e puramente

analítica Eq. (A.57). Para um passo de discretização de tempo igual a um segundo (dt = 1s),

possível de ser realizado experimentalmente. As duas soluções mostram-se muito próximas como

pode ser observado na Fig. A.4 (b), na qual é analisado o erro entre as duas soluções .
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Figura A.4: Veri�cação numérica da solução híbrida X20 para um �uxo constante:(a) Tempe-
ratura ;(b) Erro
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A veri�cação da solução analítica para um �uxo de curta duração 104[W/m2] aplicado por

4 segundos é feita com base na solução de (FERNANDES, 2013) com o mesmo modelo, porém

soluções diferentes.
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Figura A.5: Veri�cação numérica da solução híbrida X20 usando um �uxo variável:(a) Tempe-
ratura ;(b) Erro

A.2.2 Solução híbrida 1D - X22

A função de Green 1D GX22 com condições de contorno do tipo �uxo prescrito, em x = 0 e

isolado em x = L é dada pela Eq. (A.58).

GX22(x, t | x′, τ) =
1

L

[

1 + 2
∞
∑

m=1

exp−(mπ
L

)2α(t−τ) cos
(mπx

L

)

cos

(

mπx′

L

)

]

(A.58)

Observa-se que a primeira integral da Eq. (4.9) pode ser resolvida conforme Eq. (A.59).

∫ L

x′=0

GX22(x, t|x′, τ) =

∫ L

x′=0

1

L

[

1 + 2
∞
∑

m=1

exp−(mπ
L

)2α(t−τ) cos
(mπx

L

)

cos

(

mπx′

L

)

]

1

L

∫ L

x′=0

dx′ +
2

L

∞
∑

m=1

exp−(mπ
L

)2α(t−τ) cos
(mπx

L

)

∫ L

x′=0

cos

(

mπx′

L

)

dx′ = 1

(A.59)

A função de Green dada pela Eq. (A.58) pode ser simpli�cada pela Eq. (A.60), pois o ponto

de aplicação do �uxo de calor é em x′ = 0 e os valores de temperatura serão medidos em x = 0.



122

GX22(0, t | 0, τ) =
1

L

[

1 + 2
∞
∑

m=1

exp−(mπ
L

)2α(t−τ)

]

(A.60)

A segunda integral da Eq. (4.9) pode ser resolvida conforme Eq. (A.61)

∫ t

t=0

GX22(0, t|0, τ) =
∫ t

t=0

q
′′
(τ)

1

L

[

1 + 2
∞
∑

m=1

exp−(mπ
L

)2α(t−τ)

]

=

1

L

∫ t

t=0

q
′′
(τ) +

2

L

∫ t

t=0

q
′′
(τ)

∞
∑

m=1

exp−(mπ
L

)2α(t−τ)

(A.61)

Sendo que a primeira integral da Eq. (A.61) é dada em forma de somatório por

1

L

∫ t

0

q
′′
(τ)dτ =

1

L

(
∫ t2

t1=0

q
′′

1dτ +

∫ t3

t2

q
′′

2dτ + ...

∫ tn+1

tn

q
′′

ndτ

)

=
1

L

N−1
∑

n=1

q
′′

n(tn+1 − tn) (A.62)

e a segunda integral por

2

L

∫ t

0

q
′′
(τ)exp−(mπ

L
)2α(t−τ)dτ =

2

L

∫ t2

t1=0

q
′′

1 exp
−(mπ

L
)2α(t−τ)dτ+

2

L

∫ t3

t2

q
′′

2 exp
−(mπ

L
)2α(t−τ)dτ + ...+

2

L

∫ tn+1

tn

q
′′

nexp
−(mπ

L
)2α(t−τ)dτ =

(

L

mπ

)2
2

L

N−1
∑

n=1

q
′′
(n)
[

exp−(mπ
L

)2α(t−tn+1) − exp−(mπ
L

)2α(t−tn)
]

(A.63)

Substituindo as Eqs. (A.62) e (A.63) na Eq. (4.9) obtém-se

T (0, t) = T0 +
α

k

1

L

N−1
∑

n=1

q
′′

n(tn+1 − tn) +
α

k

(

L

mπ

)2
2

Lα

N−1
∑

n=1

q
′′
(n)
[

exp−(mπ
L

)2α(t−tn+1) − exp−(mπ
L

)2α(t−tn)
]

(A.64)

Para veri�car a solução híbrida dada pela Eq. (A.64), usou-se a solução analítica conside-

rando o �uxo de calor constante q
′′

0 , ou seja,

T (x, t) = T0 +
q
′′
α

k

1

L
t+

q
′′

k

2

L

∞
∑

m

cos
(

mπx
L

)

(

mπ
L

)2 − q
′′

k

2

L

∞
∑

m

cos
(mπx

L

) e(
mπ
L )

2
αt

(

mπ
L

)2 (A.65)

As Equações (A.64) e (A.65) são implementadas no MATLAB com as seguintes caracte-
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rísticas físicas e geométricas: condutividade térmica, k = 14, 9 [W/mK], difusividade térmica,

α = 3, 954e−6 [m2/s], temperatura inicial, T0 = 20 [�], comprimento L = 25e−3 [m], dt = 1s e

o �uxo de calor constante q
′′

0 = 104 [W/m2].

A Figura A.6 (a) mostra a comparação entre as soluções híbrida Eq. (A.64) e puramente

analítica Eq. (A.65). Para o passo de discretização de tempo igual a um segundo (dt = 1s), as

duas soluções mostram-se muito próximas como pode ser observado na Fig. A.6 (b), na qual é

analisado o erro entre as duas soluções .
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Figura A.6: Veri�cação numérica da solução híbrida X22 para �uxo constante:(a) Temperatura
;(b) Erro

A veri�cação para um �uxo de curta duração 104[W/m2] é feita com base na solução de

(FERNANDES, 2013) com o mesmo modelo, porém soluções diferentes pois a solução para a

posição x = 0 tem um custo computacional menor.
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Figura A.7: Veri�cação numérica da solução híbrida X22 para �uxo variável:(a) Temperatura
;(b) Erro

Comparando a solução dos modelos híbridos X20 com o X22 para o �uxo de curta duração,

tem-se:
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Figura A.8: Veri�cação numérica das soluções hibridas X20 e X22 para um �uxo de curta
duração :(a) Temperatura ;(b) Erro


