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RESUMO

Durante o procedimento de pouso ou decolagem, helicépteros com roto-
res de pas articuladas podem apresentar um comportamento dinamico instavel, co-
nhecido como ressonancia solo. A ocorréncia deste fendbmeno pode a comprome-
ter integridade estrutural da aeronave e a seguranca de seus ocupantes. Modelos
fisicos-mateméaticos foram desenvolvidos visando mapear as regides de instabilidade.
O modelo denominado de isotrépico considera as mesmas propriedades mecanicas
entre as pas, enquanto que no modelo anisotropico, as propriedades sao diferentes.
Esta ultima consideracao leva ao aparecimento de novas regides de instabilidade em
relagdo ao caso isotropico, o que dificulta o seu controle. O acoplamento de um ab-
sorvedor dinamico néo linear, Nonlinear Energy Sink (NES), ao modelo isotrdpico, se
mostrou eficiente quanto ao controle do fendmeno. Porém, o que necessita ser res-
pondido é: teria 0 NES projetado a capacidade de controlar também as instabilidades
presentes no sistema anisotropico? A resposta para esta pergunta vem através da
aplicacao do Método das Multiplas Escalas (MME). Com este método, as equacdes
analiticas que representam o Slow Invariant Manifold (SIMO) e o Super Slow Invari-
ant Manifold (SIM1) sédo obtidas. A interagcao entre estas curvas captura os efeitos
que a néo linearidade provoca na dinamica do sistema, possibilitando inferir sobre o
seu comportamento. A validagdo do modelo obtido com MME foi feito mediante méto-
dos de integracdo numérica. Os resultados demonstram a potencialidade do NES no
controle da instabilidade em helicopteros com rotores anisotropicos.

Palavras Chave: Fenémeno Ressonéancia Solo, Nonlinear Energy Sink, Di-

nadmica ndo linear, Rotores Anisotropicos, Método das Multiplas Escalas.
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ABSTRACT

During landing or take-off procedures, helicopters with articulated blade ro-
tors can show an unstable response, known as ground resonance. The occurrence of
this phenomenon may compromise the structural integrity of the aircraft and the crew’s
safety. Physical-mathematical models were developed to map the instability zones.
The isotropic model considers that all blades have the same mechanical properties,
while the anisotropic model concerns different properties between blades. The last
model leads to the appearance of new instability regions, as compared with the iso-
tropic one, and it hinders the aircraft control. The addition of a nonlinear dynamical
absorber, Nonlinear Energy Sink (NES), into the helicopter has demonstrated to be ef-
ficient in controlling this phenomenon. However, there is the need to answer if the NES
designed for the isotropic case can also control the instabilities presented in the ani-
sotropic system? For answering this question, the Method of Multiple Scale (MME) is
used. Through this method, analytical equations representing the Slow Invariant Mani-
fold (SIMO) and the Super Slow Invariant Manifold (SIM1) are obtained. The interaction
between these curves captures the nonlinear effects from the NES on the dynamics of
the anisotropic helicopter. The obtained results are validated using a numerical inte-
gration method and they could highlight the potential applicability of NES to control the
helicopter instability with anisotropic rotor.

Keywords: Ground Resonance Phenomenon, Nonlinear Energy Sink, Nonli-

near Dynamics, Anisotropic Rotor, Method of Multiple Scales.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Nos dias de hoje, a aviagado tem sido um meio de transporte de passageiros
e cargas muito utilizado devido a sua agilidade e praticidade. Em grandes centros
urbanos, os helicopteros tém o seu papel de destaque, se consolidando na prestacéao
de servigos de transporte e resgate de civis, dentre outros. O aumento da demanda
por este tipo de servico, faz com que os 6rgaos reguladores, a Agencia Nacional de
Aviagéo Civil (ANAC), no Brasil, a Federal Aviation Administration (FAA), nos Esta-
dos Unidos, e a European Aviation Safety Agency (EASA), na Europa, implementem
normas rigorosas para de operacdao e manutencao dessas aeronaves. No Brasil, por
exemplo, para que um modelo de aeronave opere em territério nacional € necessario
passar por um arduo processo de certificacdo. Além disso, quando uma aeronave
é certificada e entra em operacao, é obrigatorio o envio periddico de relatérios infor-
mando os detalhes da sua manutengéo - Inspecédo Anual de Manutencao (IAM).

Quando um acidente aéreo ocorre, 0 6rgao brasileiro responsavel pela in-
vestigacao e catalogacao desses acidentes é o Centro de Investigacbes e Prevencao
de Acidentes Aeronauticos (CENIPA). Em seu ultimo relatério CENIPA (2017), foram
notificados a ocorréncia de 211 acidentes envolvendo helicépteros entre os anos de
2005 e 2015, Figura 1.1. Os anos de maior ocorréncia foram em 2011 e 2012, tendo

respectivamente 31 e 29 acidentes. Em média, foram cerca de 22 ocorréncias anuais



no periodo de dez anos.

Ocorréncias Aeronauticas | Acidente

60

50

40

N
30 29
24
20 20

20 18 17 17 18 17

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

{

=]

Figura 1.1: Quantidade de acidentes nos tltimos 10 anos (CENIPA, 2017).

Além disso, todos esses acidentes sdo classificados pelo seu tipo de ocor-
réncia, Figura 1.2. Dentre os diversos motivos, por apresentarem maiores indices,
destacam-se quatro, a saber: perda de controle em voo, falha do motor em voo, co-
lisdo em voo com obstaculos e perda de controle no solo. Todos eles podem estar
associados a condicoes de operacao e manutencao da aeronave e a experiéncia do
piloto. Outro dado importante, trazido pelo relatério do CENIPA, é a apresentacao dos
seguimentos da aviagdo em que ocorreram os acidentes, Figura 1.3. E notério que
a aviacao particular e a de instrucao sdo os principais responsaveis pelos acidentes
aéreos envolvendo helicépteros, obtendo quase 70% dos indices. A experiéncia, em
horas de voo, adquirida pelos pilotos destes segmentos influenciam significativamente
nos numeros de acidentes.

A falta de experiéncia dos pilotos propicia que o helicoptero seja submetido
a condicdes de operacao criticas em que nao é mais possivel controlar a aeronave
em solo ou durante o voo. Um fendmeno bastante conhecido e estudado atualmente
€ o fenébmeno de ressonancia solo (FRS). Classificado como um dos fenémenos cau-

sadores da perda de controle em solo, Figura 1.2, o FRS pode ser o responsavel pela
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Figura 1.2: Classificagdo dos acidentes ocorridos nos ultimos 10 anos (CENIPA, 2017).

perda de controle do helicoptero durante o procedimento de pouso e decolagem. Con-
sequentemente, é importante compreender o motivo do surgimento do FRS, para que
assim seja possivel controlar o comportamento da aeronave. Ao longo do texto, estes

aspectos serdo explorados e detalhados.

1.1 Fenomeno de Ressonancia Solo

Na década de 40, quando se passou a observar e estudar os acidentes aé-
reos envolvendo helicopteros, percebeu-se um comportamento muito particular em
alguns testes (Coleman e Feingold, 1957). Foi observado que durante pousos e de-
colagens, dependendo das condi¢cbes de operagao, os helicopteros apresentavam um
comportamento instavel que poderiam levar ao seu colapso estrutural. Um fator co-
mum entre os acidentes é a presenca de um rotor com pas articuladas ou flexiveis.

Aplicado em determinados tipos de helicopteros, o rotor com pas articuladas
€ constituido por um conjunto de eixo-pas responsaveis pela sustentagdo em voo. A
presenca de uma articulacdo no acoplamento das pas com a cabeca do rotor pode

dar liberdade de movimentacao as pas em trés direcdes. A Figura 1.4 apresenta os
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Figura 1.3: Percentual de acidentes por segmento nos tltimos 10 anos (CENIPA, 2017).

€ixos em que esses movimentos sao possiveis: lead-lag, flap, e pitch.

O movimento de rotagdo em torno do eixo lead-lag faz com que a pa te-
nha deslocamento angular de avanco e recuo em relacao a sua posicao de equilibrio,
sendo que esse movimento ocorre totalmente no plano horizontal (plano do rotor).
Quando a pa gira em torno do eixo flap, realiza-se um deslocamento angular no plano
vertical, que também é conhecido como batimento. Por fim, quando a pa gira em torno
do eixo pitch, formando um angulo com o plano horizontal, tem-se o movimento co-
nhecido como arfagem. Como cada pa é fixa a cabeca do rotor através de articulacoes
distintas, 0 movimento apresentado por cada um delas s&o independentes entre si.

O emprego deste tipo de rotor nos projetos aeronauticos tem como objetivo
reduzir o peso estrutural dos helicopteros. Caso as pas fossem engastadas ao rotor,
elas necessitariam possuir uma maior rigidez na regido de conexao para resistir aos
esforcos aerodindmicos. Porém, quando as pas tem liberdade de rotacionar em torno
do seu ponto fixagdo, ndo ha mais a necessidade de reforcar a regido do engaste
devido a reducao dos esforcos de momento na raiz da pa. Isto proporciona uma pa
mais leve, e portanto, uma aeronave mais leve. Todavia, a reducéo da rigidez no ponto

de fixacdo das pas ao rotor trouxe consigo efeitos dindmicos indesejados.
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Figura 1.4: Representacdo esquemadtica da cabeca do rotor, adaptado de Watkinson (2003).

Um dos fenébmenos decorrentes da existéncia de pas articuladas ou flexiveis,
ficou conhecido como ressonancia solo e foi estudado primeiramente por Coleman e
Feingold (1957). Nesta ocasido, identificou-se que o comportamento de oscilagéo das
pas, em determinadas velocidades de rotacdo, provocava o deslocamento do cen-
tro de massa do rotor, gerando um desbalanceamento dinamico. Por consequéncia,
este desbalanceamento dindmico consiste em uma fonte de excitagdo da fuselagem.
Quando a frequéncia de oscilagdo dessa forgca coincide com a frequéncia natural da
fuselagem, uma condicéo de ressonancia sera atendida e grandes deslocamentos se-
rao obtidos. Parte da energia de vibracao da fuselagem é transmitida de volta as pas,
ampliando ainda mais os seus deslocamentos, e consequentemente, aumentando o
deslocamento do centro de massa do rotor (nivel de desbalanceamento dindmico). A
repeticado ciclica destes fatos geram um crescimento exponencial dos niveis de vibra-
cao da aeronave e, em um curto periodo de tempo, chega-se a grandes deslocamen-
tos capazes de provocar o colapso estrutural da aeronave (Ganiev e Pavlov, 1973;
Johnson, 2012).

Durante o desenvolvimento das equagdes para o estudo do FRS apresen-

tadas por Coleman e Feingold (1957), considera-se todas as pas com as mesmas



propriedades mecéanicas e geométricas, denominado neste trabalho de um rotor iso-
tropico. Além deste aspecto, despreza-se os efeitos aerodinamicos nas pas, reduzindo
a complexidade das equagdes através da eliminagdo de termos periodicos.

Ap6s Coleman, Hooper (1959) analisou o FRS para diferentes combinacdes
do rotor e amortecimento da fuselagem. Donham et al. (1969) reformularam as equa-
cdes do movimento considerando os efeitos aerodinamicos e visando identificar as
instabilidades devido a dois tipos de ressonancia: ar e solo. Além destes autores,
Lytwyn et al. (1971) contribuiram para os fenébmenos de ressonéncia ar e solo.

O uso das equacoes linearizadas na predicao das regides instaveis devido
ao FRS foram amplamente exploradas e se mostraram eficazes. Porém, outros méto-
dos para andlise da estabilidade em sistemas dindmicos também foram implementa-
dos, como por exemplo o método de Floquet.

Aplicando a teoria de Floquet foi possivel analisar sistemas dindmicos que
apresentam equacobes diferenciais com termos periddicos. Peters e Hohenemser
(1971) utilizam esse método para analisar as regides de estabilidade de um rotor de
helicéptero. Hammond (1974) identifica as zonas de instabilidade através de Floquet
em um rotor de péas articuladas cujos valores de amortecimento nas pas sao diferen-
tes. Ja Wang e Chopra (1992) aplicam Floquet para analisar a influéncia das regides
de instabilidade quando uma ou mais pas do rotor apresenta(am) massa(s) desba-
lanceada(s), diferentes valores de rigidezes e auséncia de amortecimento. Sanches
et al. (2011) identificam que a presenca da anisotropia pode gerar novas regides de
instabilidade.

Levando em consideracao os efeitos aerodinamicos, Gandhi (1997); Gandhi
e Malovrh (1999) analisaram a influéncia da anisotropia nas propriedades mecénicas
e aerodindmicas das pas de um rotor com pas articuladas. A desigualdade no com-
primento das pas e em suas propriedades de massa e rigidez lead-lag se mostraram
favoraveis quanto a evitar a instabilidade do sistema; por outro lado, a rigidez no mo-
vimento de batimento (flap), o amortecimento e a aerodindmica nao apresentaram

influéncia significante no comportamento instavel do sistema.



Os efeitos da nao linearidade na dindmica do helicéptero durante o FRS
foram explorados por Robinson et al. (1998, 2004a,b); Flowers e Tongue (1988); Ja-
nowski e Tongue (1988); Kunz (2000). Em alguns destes trabalhos ja se identifica que
os métodos de pertubacao foram usados para capturar os efeitos da nao linearidade
na dindmica do sistema.

Para se controlar o FRS, geralmente, busca-se aumentar o amortecimento
da fuselagem e do rotor (Done, 1974), e/ou modifica-se a rigidez lead-lag das pas do
rotor ou a rigidez da fuselagem. Além disso, Krysinski e Malburet (2009) aplicaram o
controle ativo buscando controlar a instabilidade no FRS.

Dentre outros métodos estudados e utilizados para controlar o fenémeno,
destaca-se a aplicagdo de um absorvedor dindmico nao linear de vibragdo. Esse dis-
positivo é conhecido como Nonlinear Energy Sink (NES) e tem se mostrado promissor

e robusto para controlar ressonancias e instabilidades.

1.2 Nonlinear Energy Sink - NES

O NES é um sistema dindmico constituido de uma massa (proporcional-
mente pequena quando comparada com a massa do sistema principal), uma forte
rigidez cubica e um amortecimento viscoso. Seu principio de atuacdo tem como base
o conceito Targeted Energy Transfer (TET) (Vakakis et al., 2008), que consiste em di-
recionar a energia do sistema principal para um secundario, de forma que a energia
capturada por este ultimo n&o realize o caminho inverso. E uma vez capturada pelo
sistema secundario (NES), a energia € entao dissipada pelo amortecimento presente.

O NES tem sido aplicado no controle de vibragdo (Vakakis et al., 2008), na
reducao de ruido (Bellet et al., 2010) e no controle do flutter (Lee et al., 2007a,b). Além
disso, utilizou-se o Método das Multiplas Escala (MME) para compreender a influéncia
do NES no controle do flutter (Gendelman et al., 2010).

Gendelman e Bar (2010) analisam a influéncia do NES na resposta de um
oscilador de Van der Pol auto-excitado. A maneira em que a néo linearidade interage

com o sistema principal pode ocasionar diferentes niveis de modulagao da resposta



do sistema. Devido ao principio do TET, busca-se que o NES induza uma resposta for-
temente modulada no sistema principal (Starosvetsky e Gendelman, 2008), conhecida
também como Canard Explosion.

Luongo e Zulli (2014) analisaram o efeito do NES em um sistema de mul-
tiplos graus de liberdade, alimentando a ideia de aplicar o NES ao modelo do heli-
céptero. Bergeot et al. (2016) aplicam o NES a fuselagem, enquanto Bergeot et al.
(2017); Pafume-Coelho (2017) aplicam o NES nas pas do helicoptero para controle do
fendmeno de ressonancia solo. Porém, nestes casos, a aplicacdo do NES ¢é avaliada

apenas em modelos isotropicos do helicoptero.

1.3 Objetivos do Trabalho

A industria aeronautica sempre busca a seguranga da tripulacdo e dos seus
passageiros durante a operacdo de uma aeronave, portanto compreender o FRS nos
helicdpteros se faz necessario. Dessa forma, € a partir do conhecimento do fendmeno
e de suas caracteristicas que se propéem uma solugéo assertiva para o problema.

Como o helicoptero é submetido a diversos esforcos e variacoes climaticas
durante o voo, seus componentes podem se desgastar provocando uma alteracédo
nas suas propriedades mecanicas. Assim, estudar apenas o caso do rotor isotropico
(quando as propriedades de massa, rigidez e amortecimento das pas sao iguais) nao
€ suficiente para predizer as regides de instabilidade provocadas pelo FRS em um
caso real. Assim, é necessario compreender a dinamica do helicéptero e suas regides
de instabilidade quando as pas apresentam variagdo nas suas propriedades - caso
anisotropico.

Visto que a presenca da anisotropia pode proporcionar um aumento das re-
gides de instabilidade, dentre as possiveis formas de controle aplicaveis, o NES surge
como uma alternativa. Devido a sua capacidade de sintonizar com a frequéncia de
oscilacao do sistema principal, esse dispositivo consegue atuar em diversas situagoes
ao qual o helicoptero € submetido.

Quando aplicado ao modelo isotrépico do helicéptero, o NES se mostrou



capaz de suprimir a instabilidade devido ao FRS (Bergeot et al., 2016, 2017; Pafume-
Coelho, 2017). Mas o que ainda nao foi respondido é: seria 0 NES capaz de atuar em
um helicéptero apresentando anisotropia, uma vez que este foi projetado para o caso
isotropico? Caso a resposta seja positiva, este conseguira suprimir as novas regides
de instabilidade? Este trabalho tem como objetivo esclarecer esta questao, estudando
a influéncia do NES no comportamento dinamico do modelo de um helicoptero com
anisotropia em uma de suas pas.

Para responder o questionamento e compreender a influéncia da néo line-
aridade na dindmica do sistema principal, aplica-se o Método das Mudltiplas Escalas
(MME). Desenvolve-se uma metodologia para obter a equacgao analitica que rege a di-
namica do helicoptero, e valida-se os resultados através de um método de integragéo

numérica.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho é estruturado em cinco capitulos, sendo o primeiro deles este

capitulo introdutério.

Capitulo 2

Este capitulo introduz conceitualmente os dois modelos dindmicos do heli-
coptero: isotrépico e o anisotrdpico. A partir das equagdes do movimento obtidas para
cada modelo, avalia-se as suas respectivas regides de instabilidade. Com a ajuda
da transformada de Coleman, os termos periédicos das equac¢des do movimento sdo
eliminados, podendo-se analisar a estabilidade através da evolugdo dos autovalores
do sistema. No modelo anisotrépico, mesmo aplicando a transformada de Coleman,
nao € possivel retirar os termos periddicos devido a presenca da anisotropia. Por isso,
as regides sob influéncia do FRS foram identificadas através do método de Floquet.
Uma analise da influéncia do amortecimento estrutural na supressao da instabilidade

também é feita.
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Capitulo 3

Neste capitulo o NES é acoplado ao modelo isotrépico do helicoptero. O
MME € apresentado, e para que a sua aplicacao consiga capturar os efeitos da néo
linearidade do sistema, realiza-se escalonamento das variaveis presentes nas equa-
cbes do movimento. Toda a metodologia € desenvolvida para compreender a dindmica
do sistema ao longo da regido instavel devido ao FRS. Como resultado, sdo obtidas
duas equacdes analiticas que regem a dinadmica do sistema. Denominadas de Slow
Invariant Manifold (SIMO) e Super-Slow Invariant Manifold (SIM1), estas curvas tém a
capacidade de predizer o comportamento do sistema ao se analisar a interacéo entre
elas. Valida-se os resultados através da resposta do sistema obtida por integracéao

numeérica.

Capitulo 4

Neste capitulo o NES é acoplado ao modelo anisotrépico do helicéptero.
Aplica-se a mesma metodologia desenvolvida no Capitulo 3 e chega-se as curvas
SIMO e SIM1 correspondentes ao sistema dindmico. Atraves da interacao destas cur-
vas, analisa-se diversos casos de anisotropia contidos dentro da regido de instabili-
dade e verifica-se a capacidade das curvas em preverem a dindmica do sistema. Por
fim, & explorada a capacidade do NES em suprimir a instabilidade do sistema, ao longo

de toda a faixa de operacao do rotor, através da integracdo numérica.

Capitulo 5
Sao apresentadas neste capitulo as conclusdes obtidas ao longo do desen-
volvimento da pesquisa e, também, as perspectivas futuras geradas a partir deste

trabalho.



CAPITULO Il

MODELAGEM DINAMICA E ANALISE DE ESTABILIDADE

Sabendo que o FRS ocorre devido a coalescéncia entre um modo da fuse-
lagem com um modo do rotor, 0 modelo avaliado por Sanches et al. (2011) representa
satisfatoriamente bem o comportamento do helicoptero durante esse fenémeno. Este
modelo, que foi baseado nos modelos classicos da literatura sobre o assunto (Cole-
man e Feingold, 1957; Wang e Chopra, 1992), e considera apenas dois dos principais
componentes da aeronave para a representacao do fendmeno: a fuselagem e o rotor
principal.

O modelo fisico do helicéptero utilizado neste trabalho € ilustrado na Figura
2.1. Este considera a fuselagem como um corpo rigido capaz de realizar movimentos
de translacédo no plano horizontal. Isto se deve ao fato da interagcdo que a fuselagem
tem com o rotor durante o FRS. Em uma analise, sob uma perspectiva superior da
aeronave, o CG da fuselagem se desloca/translada quando submetido aos efeitos dos
esforgcos dindmicos provindos do rotor. Além disso, a propriedade de inércia da fuse-
lagem engloba toda a massa da parte estrutural do helicoptero e dos componentes
nela fixada. As propriedades de rigidez e amortecimento sdo, basicamente, aquelas
fornecidas pelo trem de pouso, quando este se encontra em contato com o solo.

Ja para o rotor do helicéptero, a influéncia dos esfor¢cos aerodindmicos no
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Figura 2.1: Representa¢cdo esquemaética do modelo isotrépico do helicoptero.

comportamento dindmico das pas podem ser negligenciados uma vez que o FRS
acontece para baixas frequéncias de rotacao do rotor. Estes eventos estdo asso-
ciados principalmente aos procedimentos de pouso e decolagem. Uma vez que o
modelo proposto despreza os efeitos aerodindmicos, as oscila¢gdes de batimento e ar-
fagem também sao desprezadas. Neste sentido, apenas o movimento de lead-lag -
avanco e recuo das péas no plano de rotacao € admitido.

Esta secdo dedica-se a obter as equagdes do movimento que representam
matematicamente a fisica do sistema durante a ocorréncia do fendmeno de instabili-
dade. Este modelo matematico é obtido através da aplicacdo das equacgdes de La-
grange. Além disso, apenas pequenos deslocamentos serdo considerados, fato que
permitira a linearizacao dos termos trigonométricos envolvendo os graus de liberdade
do sistema dindmico. Vale ressaltar que mesmo utilizando deste procedimento de
linearizagao, as equacdes de movimento sdo dadas por equacgdes diferenciais com
coeficientes trigonométricos.

Para eliminar os termos periédicos presentes nas equacées do movimento,
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utiliza-se a Transformada de Coleman. Este método realiza uma mudanca de co-
ordenada, transformando as coordenadas que descrevem o sistema. Ao invés de
utilizar os deslocamentos angulares das pas descritos no referencial rotativo, usa-se
coordenadas generalizadas que representam a dindmica do conjunto das pas, todas
representadas em um referencial inercial (Bir, 2008). Admitindo esta transformacao de
variaveis, as novas equacdes do movimento podem ser analisadas com ferramentas
classicas da literatura. A determinacao das fronteiras de estabilidade sao calculadas
através da andlise do problema de autovalor do sistema dindmico.

Vale ressaltar que, em virtude das consideracoes realizadas acerca das pro-
priedades mecanicas e/ou geométricas das pas, tem-se os modelos de rotores de
helicdpteros denominados isotrdpicos e anisotrépicos. O modelo isotrdpico considera
que todas as pas que compdem o rotor tém as mesmas propriedades mecanicas e
geométricas. Em contrapartida, os modelos anisotropicos consideram que algumas
destas propriedades ndo sdo as mesmas para uma ou mais de suas pas.

A consideracao de rotores isotrépicos € uma idealizacdo ou uma particulari-
zagao dos modelos de rotores. Pode-se dizer que um helicéptero tem as propriedades
das suas pas idénticas assim que este foi fabricado, com a presenca de elementos
mecanicos novos. Ao decorrer da utilizacao da aeronave e em virtude de processos e
carregamentos aleatérios em cada uma das pas, diferentes mecanismos de degrada-
cao podem surgir. Isto implica que as propriedades mecanicas entre duas pas podem

nao ser mais idénticas.

2.1 Modelo Dinamico

Ao se definir o modelo de um sistema dindmico, espera-se que as equacoes
do movimento consigam representar, de forma satisfatéria, a dindmica do sistema real.
Desta forma, as hip6teses que sustentam o desenvolvimento do modelo dindmico do

helicoptero estdo sumarizadas abaixo:

A fuselagem é considerada como um corpo rigido;
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* Os efeitos aerodindmicos na dinamica das pas sao desprezados;

» As pas apresentam apenas oscilacdes de lead-lag, rotacbes das pas descritas

no plano do rotor;

» O eixo, que liga o rotor a fuselagem, é considerado rigido;

A Figura 2.1 ilustra o0 modelo adotado para a representagéo do FRS. E con-
siderado que fuselagem possui massa m; e se desloca apenas na diregéo do eixo .
A rigidez k; e o coeficiente de amortecimento viscoso c;, proporcionados pelo con-
tado do trem de pouso com o solo, sdo associados ao deslocamento da fuselagem na
direcdo 7.

A origem do sistema de coordenadas inerciais (X, Yy, Zp) presume que o
helicbéptero se encontra na posi¢do de equilibrio. Dessa forma, posiciona-se a ori-
gem do sistema de coordenadas coincidindo com a posicdo do centro de massa da
fuselagem O.

O rotor € composto por um eixo rigido e um conjunto de N, pas. Este eixo
€ posicionado acima do centro de massa da fuselagem. A k-ésima pa possui massa
my, € momento de inércia 1., calculado a partir do eixo z' posicionado no centro
de massa da pa. As propriedades de rigidez angular e coeficiente de amortecimento
viscoso, consideradas na articulagdo que conecta a k-ésima pa ao centro do rotor, sdo
definidas por ki € i, respectivamente.

A Figura 2.2 ilustra a disposicdao da k-ésima pa fixa a cabeca do rotor no
ponto B. A excentricidade do rotor, definida pela distancia do centro do rotor até o
ponto de fixacdo da pa B, é dada por a. O raio de giragdo da pa é caracterizado pela
distancia do cento de massa da pa até o ponto de giro, essa distancia é representada
por b.

Um sistema de coordenadas movel (z,y, z) é posicionado no centro da ca-
beca do rotor, de forma que seus eixos estejam paralelos aos eixos do sistema de
coordenadas inercial. Além disso, o sistema de coordenadas mdveis rotaciona en-

torno do seu eixo z com a mesma velocidade angular do rotor (2.
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Figura 2.2: Representacdo esquematica da fixacdo da pd na cabeca do rotor.

Cada pa tem a liberdade de rotacionar entorno do ponto B, que caracteriza
o movimento de lead-lag - ¢.(t) - movimento de avanco e recuo da pé definido no
plano do rotor. O angulo ¢, = %b‘” define o angulo em que o ponto B da k-ésima pa
tem em relagé@o ao eixo x do sistema de coordenadas movel. Este mesmo ponto pode
ser definido em relacdo ao sistema de coordenas inercial, uma vez que o sistema de
coordenadas mével apresenta velocidade angular constante (2. Portanto, a posicéao
angular da pa é dado agora por ¢, = 2t + (.

A dindmica do helicéptero para a representacao do fenémeno de resso-
nancia solo pode ser descrita a partir das seguintes coordenadas generalizadas ¢ =
{z(t), P1(t), P2(t), P3(t), ¢4(t)}. No entanto, devido as coordenadas de deslocamento
angular das pas de lead-lag serem descritas em um referencial mével (rotativo), as
equacdes do movimento tornam-se equacdes diferenciais com coeficientes periddi-
cos. O tratamento destas equacgdes exige técnicas dedicadas a este tipo de problema,
como por exemplo, teria de Floquet (Gdkcek, 2004).

Uma alternativa para a simplificacdo das equagbes do movimento, através



16

da eliminacao do seu carater periédico, é representar a dindmica do rotor (coletivo de
pas) ao invés de tratar cada pa de maneira individualizada. Para isto, uma metodo-
logia para tratamento de sistemas dinamicos rotativos com vérias pas é empregada
(Sanches et al., 2011; Bramwell et al., 2001). Esta transformacao de variaveis é deno-
minada de Transformada de Coleman.

As equacdes do movimento s&o obtidas a partir do método de energia, equa-
cao de Lagrange, com base no modelo fisico. A determinacao das energias cinéticas
e potenciais para a representacado do fendmeno de ressonancia solo estdo detalhadas
no Apéndice A.

As secdes subsequentes dedicardo-se as particularidades do modelo da ae-
ronave, considerando rotores em configuragdes isotropicas e anisotrdpicas. As secoes
2.2 e 2.3 sao responsaveis por definir os modelos fisicos adotados para a determina-
céo da dindmica do helicéptero com rotor isotropico e anisotrépico, respectivamente,
seguidos de suas equacgdes do movimento proveniente de cada modelo. Nas secdes
2.2.1 e 2.3.1 sao analisados as regides de instabilidades provenientes de cada mo-

delo, e por fim, sdo apresentadas as devidas conclusdes.

2.2 Helicéptero com Rotor Isotropico

Esta secdo dedica-se ao modelo dinamico de helicépteros com rotor em
configuracao isotropica. Isto implica que as propriedades mecéanicas das pas serao
idénticas, ou seja, ky. = ky, Ly = Ly, my, = my, para k = 1..N,. Os detalhes para o
desenvolvimento destas equagdes podem ser vistos no Apéndice A, mais especifica-
mente na segéo (A.1.4).

A equagdo do movimento resultante do modelo isotrépico € apresentada
pela Equacao 2.1. A matriz [M;] é composta pelas inércias de cada elemento consi-
derado no modelo em sua diagonal principal, como cada equacao do movimento foi
normalizada pelos seus respectivos termos de inércia, a diagonal principal apresenta
apenas valores unitarios. Além disso, os termos —2rm e —rb Sdo responsaveis pela

existéncia do acoplamento de massa entre a fuselagem e o rotor. A matriz [C;] contém,
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em sua diagonal principal, os termos associados ao amortecimento viscoso. A matriz
[G;] é constituida pelos termos giroscopicos presentes fora da diagonal principal. Ja
a matriz [K;| contém os termos associados a rigidez de cada elemento, mas uma vez
que as equacdes foram normalizadas pela massa, estes termos se transformam nas
frequéncias naturais de cada elemento do sistema w? e w;. Também, ocorre o apare-
cimento de termos associados a velocidade angular do rotor (2. Por fim, o vetor {F;}

apresenta as forcas externas atuantes no sistema.

(M {5} + (1G] + (Gl {p} + [Ki] {p} = {F3} 2.1)

onde:

» Coordenadas {p}

{p} = {Jf(t), TlC(t)> T1s (t)’ TO(t)7 Td(t)}T

» Matriz de massa [M;]

+ Matriz de amortecimento [C}]



« Matriz giroscopica [G]

+ Matriz de rigidez [K]

wr

0

2 0 0 0 0
%ra — 2% + w2 $2reb 0 0
- reb 2%ra — 2% + wy? 0 0
0 0 2%ra + wy? 0

0 0 0 2?ra + wy?

» Forgas externas {F;}
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{F}=1 4

As variaveis 7.(t), 115(t), 10(t), T4(t) indicam as coordenadas de Coleman,
Apéndice A.1.3, que representam os modos cosseno, seno, coletivo e diferencial do
rotor do helicoptero, respectivamente. Cada um destes modos esta associado a uma
determinada forma em que as pas estao dispostas, conforme indicado na Figura 2.3.
Vale ressaltar que os modos coletivo e diferencial ndo produzem o deslocamento do
centro de gravidade do rotor em relacdo ao eixo de rotagdo, enquanto que para os
modos cosseno e seno isto ndo é verdade.

Os parametros presentes na Equacao 2.1 sdo expressos em funcao das

propriedades mecanicas e geométricas do helicoptero. Estes sdo determinados por:

bmpy b by,
rmyg = "oy, = -5
my + ngl Mok b? miy, + L 2
c
rap = arb rep = be 2.2)
My 4 D gy Mok
rCp = Cok Wi = i
bk = 5 =
b2 mps, + 1 2 J mys+ ijv:bl M,
k
wg bk

F T Ry + Lo

A variavel rmy, representa a razdo entre 0 momento estatico da pa em rela-
cao a massa total do sistema e o fator rb, demonstra a razdo entre 0 momento estético
da k-ésima pa em relagdo ao seu momento de inércia de rotagéo total. Os fatores rc;

e rcy, calculam, respectivamente, a razdo entre o coeficiente de amortecimento da
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7,(t) 7,(t)

(a) Coletivo (b) Diferencial

\%/‘

Tlc(t) Tls(t)

(c) Cosseno (d) Seno

Figura 2.3: Configura¢des dos modos do rotor - Coordenas de Coleman

fuselagem com a massa total do helicoptero e a razdo entre o coeficiente de amorte-
cimento da k-ésima pa e seu momento de inércia de rotacdo. A frequéncia natural da
fuselagem é dada por wj%, ja a frequéncia natural relativa ao movimento de lead-lag da
k-ésima pé é definida por w,.

Vale ressaltar que o modelo isotropico considera iguais, para cada uma das
pas, as propriedades de massa my,, momento de inércia I, rigidez k;, € amorteci-
mento . Consequentemente, ndo ha a necessidade do indice k para diferenciar as
suas propriedades dinamicas.

Como os termos periddicos foram retirados da equacao do movimento, a

analise da estabilidade do sistema pode ser determinada através da analise dos auto-
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valores. Este estudo é realizado na proxima sec¢ao.

2.2.1 Analise de Estabilidade

A andlise da estabilidade do helicdptero € de fundamental importéancia para
a identificacao da(s) faixa(s) de velocidade(s) de rotagédo 2 em que o FRS ocorre. Para
essa analise serao adotados os parametros do helicéptero apresentados no Anexo A.
A partir destes valores, os parametros presentes nas matrizes da Equagéo 2.1 podem

ser calculados através da Equacéo 2.2.

rm = 0,0263 m wy =6,0m rad/s
rb=0,1740 1/m wp = 3,07 rad/s
reyp =0,0038 1/s ra = 0,0348

rey, =0,0019 1/s

Determinados os valores dos coeficiente na equagdo do movimento, avalia-
se numericamente os autovalores do sistema dinamico para cada velocidade de rota-
céo (2 adotada. ldentifica-se a instabilidade observando a parte real dos autovalores
p. Quando R (p) > 0, o sistema apresenta resposta temporal divergente, fato que
identifica a sua instabilidade e, portanto, a ocorréncia do fendmeno ressonancia solo.
Caso contrério, se R (p) < 0, o sistema tem resposta temporal convergente, conse-
guentemente, é assintoticamente estavel. A parte imaginaria do autovalor indica uma
determinada frequéncia natural do sistema. Vale ressaltar que para cada autovalor
associa-se uma frequéncia e um modo natural de vibracdo. As informacdes obtidas
pelo autovalor sdo de vital importancia para a identificacéo da regido de instabilidade
e dos modos responsaveis por ela.

Afim de avaliar a regido de instabilidade do helicéptero com um rotor isotré-
pico, variou-se a velocidade angular (2 do rotor de 0 a 10 Hz. A Figura 2.4 apresenta
evolugéo da parte real e imaginaria dos autovalores do sistema em funcao da veloci-
dade de rotacéao (2.

Percebe-se, na Figura 2.4a, que um dos modos do sistema apresenta valo-
res de R (p) maiores que zero no intervalo de (2 entre 4,54 e 4,98 Hz. Portanto, para

quaisquer valores de (2 dentro deste intervalo, o helicoptero tera oscilagdes instaveis.
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Figura 2.4: Andlise de estabilidade do helicptero durante o FRS: (a) Evolu¢do da parte real do

autovalor e (b) Evolu¢do da parte imaginéria do autovalor.

Isto caracteriza a ocorréncia do FRS para sistemas lineares.

Observando o diagrama de Campbell, Figura 2.4b, nota-se que existe uma
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aproximacdo entre duas curvas no intervalo de 4,54 a 4,98 Hz. E possivel identificar
quais sao os modos envolvidos na instabilidade através da Figura 2.5, que foi obtida
desconsiderando o amortecimento na equagdo do movimento, Equagédo 2.1. Esta
ultima figura apresenta a evolucao da frequéncia natural dos modos da fuselagem e
dos modos progressivo, regressivo e coletivo; todos descritos em funcao da velocidade
de rotagéo (2. Observando dentro do intervalo de 4,54 a 4,98 Hz, onde o FRS existe,
ocorre a intersecao entre as curvas do modo da fuselagem com o modo regressivo
do rotor. Este fen6meno, nada mais €, que a coalescéncia entre estes dois modos de
vibracdo do sistema.

Sanches (2011) mostra que o modo regressivo do rotor é resultado da in-
teracdo entre os modos seno e cosseno, ambos apresentados na Figura 2.3. Con-
sequentemente, 0 modo regressivo do rotor provoca o aparecimento de uma massa
desbalanceada provocada pelo deslocamento do CG do rotor em relagdo ao seu eixo
de rotacdo. Ja o modo de vibragdo da fuselagem corresponde ao seu movimento
oscilatério ao longo da direcao Z. Nao é dificil de evidenciar que a interacao entre es-
ses dois modos no helicoptero gera uma condigdo de auto-excitagdo entre os modos,
provocando assim a instabilidade do sistema.

Outra forma de verificar a instabilidade do helicoptero é através da resposta
temporal do sistema. Considerando valores de (2 dentro do intervalo da regido de
instabilidade, como por exemplo 2 = 4, 75H z, 0 histograma das coordenadas genera-
lizadas do sistemas sé&o apresentados na Figura 2.6. Estes resultados foram obtidos
a partir da integracao numéricas das equagdes de movimento utilizando o método de
Runge-Kutta de quarta ordem.

A partir da Figura 2.6 € possivel avaliar que, tanto a resposta temporal da
fuselagem (z(t)), quanto a resposta do rotor (71.(t), 715(t)), ambas divergem no tempo.
Porém, os modos 7,(t) e 7(t) ndo apresentam comportamento temporal divergente, e

portanto eles ndo colaboram com a instabilidade do helicéptero durante o FRS.
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Figura 2.5: Evolucdo da parte imagindria do autovalor - Identificagdo dos modos instiveis.

2.2.2 Conclusao

A andlise do modelo dinamico do helicoptero é um passo inicial importante
para identificar certas caracteristicas do FRS. Utilizar a coordenadas de Coleman é
uma forma eficiente de conseguir retirar os termos periédicos presentes na equagao
do movimento do sistema isotrépico. Isso viabiliza a determinagao das fronteiras de
instabilidade através da analise dos autovalores.

Uma regido de instabilidade pode ser encontrada devido a coalescéncia en-
tre dois modos do helicéptero. No caso em questdo, esta regidao esta compreendida
para valores de (2 entre 4,54 e 4,98 Hz.

A compreensao da dinamica do sistema e a identificacao de regides insta-
veis, estimula a investigacao de métodos de controle que atenuam ou eliminam com-
pletamente a instabilidade. Um desses métodos é a aplicacdo do NES no modelo

dinamico do helicoptero. Isso serd estudado com mais detalhes no préximo capitulo.
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2.3 Helicoptero com Rotor Anisotropico

Os materiais utilizados em engenharia podem nao apresentar as mesmas
propriedades mecanicas ao longo de toda sua dimenséo. Segundo Callister Jr (2007),
um material é anisotrépico quando existem imperfeicdes em seu arranjo cristalogra-
fico, isso altera as suas propriedades estruturais dependendo da direcado em que séao
analisadas. Além disso, outros fatores podem contribuir para a presenca da aniso-
tropia, sendo muitas das vezes, variaveis ndo controladas durante o seu processo de
fabricacdo. A formacdo de micro-trincas, bolhas ou até mesmo a presenga de im-
purezas sao resultados deste processo. Como consequéncia da presenca dessas
imperfei¢cdes, ocorre a reducdo da vida util do material, além da alteragdo de suas
propriedades. Esse € o principal motivo dos fabricantes acrescentarem uma incerteza
ao valor nominal das propriedades do material.

Outro fator considerado, é a mudanca das propriedades mecanicas do ma-
terial devido aos esforcos sofridos durante a sua utilizacdo. O fendmeno de encrua-
mento € um exemplo disso. Dependendo da carga aplicada, o material pode passar
de sua fase elastica e se deformar plasticamente, alterando a sua estrutura cristalina
(Callister Jr, 2007). Desgastes, folgas e fatores intempéricos também influenciam nas
propriedades mecanicas de qualquer material. Portanto, existem diversas variaveis
gue fazem o modelo isotrépico ndo ser o ideal quando aplicado na pratica.

No caso do helicéptero, 0 modelo isotropico considera iguais todas as propri-
edades mecanicas e geométricas das pas. Contudo, essa consideracao nao pode ser
realizada para um helicoptero real. Principalmente os componentes responsaveis por
induzir a rigidez no movimento de rotacédo de lead-lag das pas, eles podem apresentar
propriedades mecanicas diferentes entre si que séo provenientes de diversos fatores,
deste sua fabricacao até as condicdes de uso em que sao submetidos. Certamente,
a alteracao desta propriedade afeta o comportamento dindmico do rotor do helicép-
tero e podem ter impactos severos na avaliagdo do comportamento instavel. Por isso,
torna-se necessario analisar a influéncia da anisotropia no comportamento dinamico

do helicdptero durante o FRS devido a variagao da rigidez das pas.
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Este trabalho analisara a alteracdo da propriedade de rigidez em apenas
uma das pas no modelo do helicéptero apresentado anteriormente na Figura 2.1 da
secdo 2.2. Para a inser¢ao da anisotropia, considera-se para a rigidez da primeira pa,
k = 1 a adicdo de uma perturbacao o responsavel por alterar o valor desta proprie-
dade. Matematicamente essa influéncia pode ser vista segundo a Equagéo 2.3. As

demais pas possuem rigidezes iguais, conforme a Equacgéao 2.4.

kyy =ky+o (2.3)

kvy = ko3 = kpa = ko (2.4)

Todas as outras consideragdes realizadas na sec¢éo 2.2 sdo mantidas e apli-
cadas para a obtengdo do modelo matematico para helicépteros com rotor anisotré-
pico. No Apéndice A esta detalhado as expressbes das energias cinéticas e potenci-
ais, assim como todo o desenvolvimento realizado para a obtencéo das equacgdes do
movimento representadas na Equacdo 2.5. Sendo que as matrizes [M,], [C,] e [G,]
sdo respectivamente idénticas as matrizes [M;], [C;] e [G;] da Equagéo 2.1. Porém, o
que difere as equagbes do movimento do caso isotropico com o anisotrépico é a ma-
triz de rigidez [K,], pois devido a presenca da anisotropia n surgem diversos termos

periddicos na matriz.

[Ma] {5} + [[Ca] + [Ga]l {P} + [Ka] {p} = {Fu} (2.5)

onde:

» Matriz de massa [M,]



+ Matriz de amortecimento [C,]

+ Matriz giroscopica [G,]

» Matriz de rigidez [K,]

rch
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B wf2 0 0 0 o -
0 %77005(2!275)—02—&—0.132—1-% %nsin(ZQt)—i—rch %cos(Qt)n —% cos (2t)n
(K] = 0 37 sin(202¢) —rcb 2 —incos(202t)— 22 +wp?+ 2 Lsin(Rt)n -1 sin(2t)n
0 iCOS(Qt)W %sin(()t)n wp? + 12 -1
| 0 —i cos (2t)n —i sin (2t)n -1 wp? + 1 |

* Forgas externas {F,}

{Fa}: 0

sendo: n = Tt

Comparando as Equacdes 2.1 e 2.5, percebe-se que a diferenca entre elas
€ o0 acréscimo dos termos periddicos na matriz de K,, induzidos pela anisotropia o.
Além disso, nota-se que a transformada de Coleman n&o € suficiente para eliminar

estes termos.

2.3.1 Analise da Estabilidade

A andlise de estabilidade é realizada a partir da equagao do movimento ob-
tida para o modelo anisotropico, Equagéao 2.5. Contudo, a presenca de termos pe-
riddicos, mesmo apds a aplicacdo do método de Coleman, inviabiliza a analise da
instabilidade através dos autovalores, que sao apenas validos para sistemas dinami-
cos lineares autbnomos (ou seja, sem a dependéncia temporal dos seus coeficien-

tes/parametros).
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Uma alternativa a este problema € a utilizacdo do método de Floquet, que
€ apresentado no Anexo B. Este método permite analisar a estabilidade de um sis-
tema linear periédico baseando-se na transformada de Lyapunov (Gokgek, 2004). Isto
permite a obtencdo de um sistema linear autbnomo. Portanto, 0 método de Floquet
se torna uma importante ferramenta capaz de identificar as regides de instabilidade,
como apresentado por Sanches et al. (2014).

As Figuras 2.7 e 2.8 mostram as regides de instabilidade devido a anisotropia
existente em uma das pas considerando o helicoptero sem e com amortecimento, res-
pectivamente. Para o modelo sem amortecimento, os valores rcf e rcb sdo admitidos
zeros, enquanto que para o caso com amortecimento, os valores seguem 0s mesmos
considerados na se¢do 2.2. O simbolo A indica o inicio da regido de instabilidade,

enquanto que () representa o seu final.
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Figura 2.7: Regides de instabilidade devido a presenga da anisotropia na primeira pa.

Comparando o resultado da analise da estabilidade do modelo anisotropico,

Figura 2.7, com o resultado obtido para o sistema isotrépico, Figura 2.4, percebe-se
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Figura 2.8: Regides de instabilidade devido a presenga da anisotropia na primeira pa.

que a influéncia da anisotropia propicia o surgimento de novas regides de instabili-
dade. Quando ndo ha a influéncia da anisotropia, o = 0 ou Awy,; = 0, existe apenas
uma regido instabilidade definida entre 4.5 e 5 Hz. Este resultado se aproxima dos
valores encontrados para o sistema isotrdpico. Porém a medida que se induz o efeito
da anisotropia, novas regides de instabilidade surgem. Estas novas regides séo entre-
tanto sensiveis a presenca de amortecimento no modelo dindmico, conforme ilustrado
na Figura 2.8 aonde ha apenas uma zona de instabilidade (faixa vertical delimitada
entre os simbolos A e ().

Define-se como ramo principal a regido de instabilidade entre 4.5 e 5 Hz.
A partir deste ramo, bifurcam-se dois outros ramos, definidos como secundarios. Os
ramos secundarios tem sua regido de instabilidade dependentes do valor de pertur-
bacao (anisotropia) considerada. Além das ja mencionadas, o modelo do helicéptero
também apresenta uma regido de instabilidade em uma pequena faixa de velocidade

do rotor em torno de 3 Hz.
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Isso é um fator preocupante quando se considera a seguranca da tripula-
cao durante a operagédo de pouso e decolagem do helicoptero. A possibilidade da
aeronave entrar em colapso devido o FRS aumenta consideravelmente por causa da
anisotropia.

Neste caso, fica evidente a necessidade de implementacao de um dispositivo
ao helicoptero que seja capaz de controlar o FRS em todas as regides de instabilidade
apresentadas. Além disso, verificar se o dispositivo adicionado a aeronave nao cause

a existéncia de outras regides de instabilidade.

2.3.2 Conclusao

Analisando as regides de instabilidade encontradas pelo método de Floquet,
identifica-se que a presenca da anisotropia influencia significativamente no comporta-
mento dindmico da aeronave, quando em contato com o solo. O aumento das regides
de instabilidade, proporciona riscos maiores de acidentes durante o procedimento de
pouso e decolagem. Portanto, visando a manutencéo da integridade estrutural do he-
licbptero e a seguranca do voo, métodos de controle da instabilidade sdo bem-vindos.

Existe a necessidade de que o dispositivo aplicado para controle seja capaz
de atuar em todas as faixas de frequéncias e anisotropia possiveis. Como alternativa
para solucdo desse problema, sera estudado a influéncia do NES no comportamento
dinamico do helicéptero, verificando se ele é capaz de suprimir as instabilidades apre-

sentadas pelos modelos isotropico e anisotrépico.



CAPITULO llI

MODELO ISOTROPICO COM O NES

Como analisado no capitulo anterior, o fenédmeno de ressonancia solo em
helicdpteros é caracterizado pela coalescéncia entre dois modos de vibragcéo da aero-
nave, causando o aparecimento de regides de instabilidade em determinadas regides
de operagdo (2. Vale ressaltar que o surgimento de anisotropia no rotor provoca o
surgimento de novas regides de instabilidade.

Neste sentido, torna-se interessante estudar a influéncia de dispositivos ca-
pazes de controlar/suprimir essa instabilidade. Dentre os métodos existentes, desta-
cam -se dois: 0 Absorvedor Dinamico Linear de Vibragéo (ADV), e o Nonlinear Energy
Sink (NES) (Korenev e Reznikov, 1993; Vakakis et al., 2008). Ambos atendem ao
propdsito, porém possuem particularidades diferentes. O primeiro é capaz de suprimir
por completo a vibragdo na frequéncia sintonizada (Del Claro et al., 2016), contudo
se o sistema apresentar uma ampla regido de instabilidade, ele ndo sera capaz de
atuar em toda faixa de operacao necessaria. Ja o NES, um absorvedor dindmico com
rigidez puramente néao linear, tem capacidade de estabilizar o comportamento do sis-
tema dinamico instavel, induzindo a surgimento de um ciclo de relaxacao (Gendelman
e Bar, 2010; Luongo e Zulli, 2012). Diferentemente do ADV, o NES consegue atuar

em uma ampla faixa de frequéncia, tornando a sua aplicagéo viavel devido a sua ro-
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bustez. Isso é visto quando Pafume-Coelho (2017) compara a influéncia do ADV e do
NES no comportamento dindmico de um helicéptero, quando estes sao acoplados na
articulacao das pas com a cabeca do rotor.

A caracteristica do NES em atuar em uma ampla faixa de frequéncia, se da
devido a sua capacidade de ressonar em conjunto com qualquer modo do sistema
(linear) principal (Vakakis et al., 2008). Assim, o NES sempre estara sintonizado na
frequéncia da resposta do sistema principal, porém a transferéncia de energia (ativa-
céo do NES) s6 ocorrera quando o helicéptero atingir um determinado nivel de ener-
gia.

Este capitulo vem para esclarecer como o comportamento dinAmico de um
helicdptero com rotor isotrépico € influenciado com a presenca do NES acoplado a sua
fuselagem. Para isso, as novas equacoes do movimento do fendmeno de ressonancia
solo com o NES acoplado a aeronave sao desenvolvidas. As andlises das equacdes
de movimento n&o lineares sao realizadas através de um método assintético, o Método
das Multiplas Escalas (MME). Ao final, os resultados obtidos com este método sera
avaliados e comparados com a resposta temporal do sistema dinamico obtida por

métodos matematicos de integracdo numeérica.

3.1 Modelo Isotropico com NES

Partindo do sistema dindmico adotado no Capitulo 2, acrescenta-se o NES a
fuselagem do modelo do helicéptero com rotor isotrépico, conforme ilustrado na Figura
3.1.

A disposicao do NES na aeronave é determinada com o intuito de capturar a
energia do sistema principal e dissipa-la. Neste sentido, justifica-se o NES acoplado a
fuselagem e com movimentos ao longo do eixo &, determinados por z(t). O absorvedor
dindmico nao linear (NES) possui massa m; e 0 seu acoplamento com a fuselagem
se da através de um elemento de rigidez nao linear k,; € um amortecimento viscoso
¢;. Vale ressaltar que o deslocamento z(¢) do NES é o deslocamento relativo entre a

fuselagem e o NES, de forma que z(t) = 0 indica da deformacao da mola k.
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Fuselagem

NES +—2">»

Figura 3.1: Modelo dindmico do helicoptero com NES acoplado a fuselagem.

As equagbes do movimento sdo obtidas com base no modelo fisico isotro-
pico descrito no capitulo 2, porém acrescentado os termos das energias cinética e
potencial, e da funcéo de dissipacao viscosa de Rayleigh, provenientes da adi¢cdo do
NES no sistema dindmico. Considerando que todas as propriedades dinamicas das
pas sao isotrépicas, ou seja, my, = My, ko = ky, o, = ¢, € Iz, = 125, S€NdO k = 1...4,
obtém-se a equagdo do movimento conforme apresentado no Apéndice A. O resul-
tado pode ser visto na Equacéao 3.1. Além do aumento da ordem das matrizes, devido
o acoplamento do NES através de uma rigidez nao linear cubica, a Equacao 3.1 se
difere da Equacao 2.1 em dois fatores: o acoplamento de massa existente entre a
fuselagem e o NES em [M,,], e a presenca de uma matriz de rigidez n&o linear [ K4,

que est4 associada ao deslocamento cubico das coordenas generalizadas {p}.

[Man] {5} + [[Can] + [Ganl] {B} + [Kan] {p} + [Kuian] {P*} = {Feotan} G.1)
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onde:
» Coordenadas {p}
{p} = {(t), 7e(t), 7 (1), 70(8), 7a(t), (1)}

» Matriz de massa [M,,)]

p+1 0 —=2rm 0 0 —pu

—rb 0 1 00 0

w0 0 00 —u

« Matriz de amortecimento [C,,]

* Matriz giroscopica [G,)




» Matriz de rigidez [K,,,]

wa 0

0 2%ra— 2% + w2

0 — {2 reb
[Kan]

0 0

0 0

0 0

2%ra — 22 + w?

* Matriz de rigidez n&o linear [K,,;4,]

[Knlan] -

* Forgas externas {F..iun}

0

2 recb

0

{Feztan} =

\

0

Vs

0 0

0 0

0 0
2%rq + wy? 0

0 2%ra + wy?

0 0
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Vale destacar o surgimento de novos parametros nas equag¢des do movi-

mento, Equacao 3.1, além daqueles definidos anteriormente na Equacao 2.2. Estes

sao:
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kn
M:L req = — N b (3.2)
my +4my, my +4my, my +4my,

O parametro u estd associado a razdo de massas do absorvedor dindmico
nao linear em relacéo a do helicéptero. Os parametros rca e A estdo relacionados ao
nivel de amortecimento e da nao linearidade considerada no NES. A determinagao
dos parametros 6timos para o dimensionamento correto do absorvedor dinamico nao
linear € um dos grandes desafios. Uma das alternativas propostas por Luongo e Zulli
(2012); Gendelman e Bar (2010) para a analise do sistema dinamico com o NES é
avaliar a interacao entre variedades invariantes rapida e lenta, ambas obtidas com a

aplicagédo do método das multiplas escalas.

3.2 Método das Multiplas Escalas

O Método das Multiplas Escalas (MME) é um método assintético capaz de
fornecer solugédo analitica aproximada para sistemas néo lineares e com coeficientes
periddicos (Nayfeh, 2011; Nayfeh e Mook, 2008). Sua versatilidade, faz do método
uma ferramenta poderosa para analisar o comportamento dindmico do helicoptero
quando acoplado ao NES. Vale destacar que a presenca da nao linearidade no mo-
delo dindmico impossibilita a aplicacao dos métodos adotados no Capitulo 2 para de-
terminar as suas regides de instabilidade. Além do mais, sua aplicacao pode ser vista
em diversos trabalhos visando a andlise de sistemas dinamicos nao lineares (Lakrad
e Belhaq, 2002; Michon et al., 2008; Shad et al., 2011; Salahshoor et al., 2016).

O referido método consiste em expressar qualquer funcado de dependéncia
temporal ¢t como sendo fungdo de novas escalas de tempo. Estas novas escalas de
tempo, genericamente denominada por 7,,, estdo relacionadas com a variavel temporal

t por meio da relagéo:

T,=€¢"t, para n=0,1,2,..., N, 3.3)
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E importante destacar a independéncia entre as diferentes escalas de tempo
T,,.. Usualmente menciona-se que a escala de tempo 7T; esta relacionada a dindmica
rapida do sistema dindmico, enquanto que 7,,n € [1,..., N.] estd associada a escala
de tempo lenta. Além disso, o parametro de ponderacéao ¢ é considerado um valor bem
menor que 1 e N, indica a maxima ordem da escala de tempo considerada.

Sendo assim, uma solucéo aproximada para o problema dindmico nao linear

da Equacao 3.1 é composta por uma expansao de fung¢des do tipo

{pt)} = {po(Ty, Ty, ..., Tn.)} + e4{p1(To, T1, ..., T ) } + ... (3.4)

Ne
= Z ﬁn{pn(Tm Th teey TNe)}
n=0

As fungbes {po(To,T1,....,Tn.)} e{p1(To, T}, ...,Tn.)} admitidas na Equagédo
3.4 sao linearmente independentes em funcao do parametro . Ou seja, o grande
detalhe deste método esta na sutileza em saber como se pondera os termos presen-
tes nas equacgdes em funcéo de ¢, de forma que as funcdes supracitadas consigam
capturar os efeitos da nao linearidade na resposta dindmica do sistema.

Neste trabalho, os termos n&o lineares, os de acoplamento dinamico iner-
cial entre fuselagem e rotor, e 0os de dissipacdo (amortecimento) sdo ponderados da

seguinte maneira:

=€l rm =erm
rb=erb rcy =€rcy 3.5
TC, = €TC TC, = €TC,

sendo, € = p.
Em sistemas dindmicos com a aplicacao de NES para controle da amplitude

de vibragéo, Luongo e Zulli (2012) propdem reescalar as variaveis dindmicas conforme
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a Equacao 3.6.

{p(t)} = Ve{p(t)} = Ve (3.6)

\ /

Uma vez que as relagdes na Equacéo 3.6 forem substituidas nas equagdes
do movimento, os termos né&o lineares sao consequentemente reescalonados para
diferentes ordens de e. Além disso, considera-se que a velocidade de rotagéo do rotor
2 é composta por uma frequéncia central 2. e um pertubagdo ¢ ponderada por e,
Equacéo 3.7. Isto permitira capturar os efeitos das variagdes induzidas na velocidade
do rotor, 4, na resposta do comportamento dinamica n&o linear do helicéptero com

NES nas proximidades da regido instavel.

D=0 +¢€d (3.7)

Substituindo as Equagdes 3.5-3.7 na Equacao 3.1, obtém-se as Equagdes
3.8 e 3.9. A primeira corresponde as equacdes de movimento do sistema principal,

enquanto que a segunda trata da dindmica do NES.

[M} (5} + HC} + [GH (P} + [K] (B} +e[Ku {7°) = ei{R}E(t) (38

eip{R}Y —€efiZ(t) —erc () —eX3 =0 (3.9)
onde:

» Coordenadas {p}



{ﬁ} = {j(t)a 7lec<t>7 7~—1s (t)v 7~-0(t>7 7~—d<t)}T
* {R}

{Ry={1 0 0 0 0"

+ Matriz de massa [M}

sendo K =1+ p.

« Matriz de amortecimento [C}

erc;, 0 0 0 0

0 7rcpe O 0 0

« Matriz giroscépica [G
K 0 0 0
0 0 20€+202, 0
[G] =0 —25e-20, 0 0
0 0 0 0
I 0 0 0 0

« Matriz de rigidez [K]

41
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K} -

:wa 0 0 0 0 ]
0 . repe (St 2.) 0 0
0 e (fe+02.) . 0 0
0 0 0 be (de+20.)ma+wp? 0

| o 0 0 0 be (be+20.)m+wy® |

sendo 1 = 6% (ra — 1) € + 20 2. (ra — 1) e — 2.% + wp? e wh = w} + ra 22,

Observa-se na Equacdo 3.8 a presenca dos termos ¢! e €2 em alguns termos
nas matrizes que sao provenientes das ponderagoes realizadas. Quanto a Equacgao
3.9, observa-se que todos os termos estdo ponderados por ¢!.

Afim de determinar e compreender a resposta dinamica do helicéptero com
NES, defini-se uma expansao assintotica para {p(t)} considerando diferentes escalas

de tempo. Neste sentido, admite N, = 1 para as Equacdes 3.3 e 3.4. Desta forma:

{p(t)} = {po(To, 1)} + € {p(To, 1)} + O(2) (3.10)

Substituindo a Equacgao 3.10 nas Equacdes 3.8 e 3.9, agrupam-se 0s termos
de cada equacao em funcao das diferentes poténcias de . Sabendo que o desenvol-
vimento assintético proposto para o sistema € composto por termos que vao até a

ordem ¢!, desprezam-se os demais de ordem superior.

3.2.1 Ordem ¢°

Coletando os termos que estdo associados a ordem ¢° se tem o sistema

linear associado:

[Mo) D {po(To, T1)} + [[Co] + [Gol] Do {po(To, T1)} + [Ko] {po(To, T1)} =0 (3.11)

onde:



* Do(x) = aiTO(*) corresponde a derivada parcial da fungdo em relacéo a 7;

» Coordenadas {py(Ty, T1)}
{po(To, T7)} = {«%O(T&Tl)a%ICO(TOaT1>77~—130(T07T1>>7~—00(T07Tl)a%dO(T(]aTI)}T

» Matriz de massa [M;)]

K 0000

+ Matriz de amortecimento [C)|

+ Matriz giroscopica |G|

» Matriz de rigidez [K|
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_ w? 0 0 o 0 |
0 -2+ wp? 0 0 0
[Kol=1 0 0 —224+wg? 00
0 0 0 wg? 0

| 0 0 0 0 wp® |

Na matriz de massa [M,], o par@metro K é definido por 1 + u. Além disso,
pode-se observar nas equacdes dindmicas na ordem < sdo compostas apenas por
termos lineares e sem a presenca de acoplamento dindmico entre a fuselagem e o
rotor. O Unico acoplamento dinamico existente é dado pelos efeitos giroscépicos entre
as variaveis 11, € 710 (Modos seno e cosseno do rotor, Figura 2.3). Vale destacar
que as equagdes do absorvedor dinamico de vibracdo néo linear ndo aparacem nas

equacoes a €.

3.2.2 Ordem ¢!

Os termos associados a ¢! determinam as equacdes dinamicas nesta or-
dem. Estas sao constituidas pelos termos de acoplamento entre fuselagem e rotor,

fuselagem e NES, o amortecimento, e a pertubacéo na velocidade angular do rotor ¢:

[Mo] Dy {p1(To, 1)} + [[Co] + [Goll Do {51(To, T1)} + [Ko] {1(To, T1)} =
— [My)D3{po(Ty, T1)} — [[Ch] + [G1]] Do{po(To, Th)} — [Ki[{po(To, T1)}—

2[Mo) Do D1 {po(To, T1)} — [[Col + [Go]] Di{po(To, T1)} + D5 z0(To, Th){ R}
(3.12)

“{RY DXpo(Ty, Th)} — i DE20(Ty, Ty) — 124 DoZo(To, Ty) — A Z(To, T1)> =0 (3.13)
onde:
« Di(¥) = 22 () é a derivada parcial da fungéo em relagdo a T1;

0Ty

» Coordenadas {j(Ty, T})}



{ﬁl(T(); Tl)} = {jl(T()u Tl)J 7,:1(21<7—107 T1>7 7‘:131(7707 Tl)? 7P:(]l(jjou Tl); 7A:Cll(,‘z—"(b Tl)}T

» Matriz de massa [M;]

+ Matriz de amortecimento [C]

g 0 0 0 0

0O m, 0 0 O

0O 0 0 m O

+ Matriz giroscopica |G|

 Matriz de rigidez [K}]
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0 0 0 0 0

0 251"@(20—26(26 rey {2, 0 0
[Kil= 10 — 1y 12, 20 ra 2, — 26 12, 0 0

0 0 0 26 ra £, 0

0 0 0 0 2SmQC_

E importante ressaltar que apenas a Equacdo 3.13 apresenta termos néo
lineares. Além disso, as matrizes [M,], [G1] e [K;]| apresentam os termos de acopla-
mento dindmico, amortecimento e perturbacao na velocidade angular do rotor.

3.2.3 Solugdo Ordem €°

A solucao genérica de uma equacao diferencial de segunda ordem em rela-

céo a Ty, Equacgéo 3.11, é expressa por:

5
{Po(To, T1)} = > An(T){Ua} €™ + cc (3.14)

n=1

e w, € 0 n-ésimo autovalor do sistema;
« {U,} é o autovetor pela direita correspondente ao n-ésimo autovalor;
» A,(Ty,Ty) € a amplitude modal do n-ésimo modo.
Resolvendo o problema de autovalor e autovetor pela direita da Equacao 3.11, tem-se:

* Modo da translagéo da fuselagem

( . 3
_]i_fjf
0
. Y
]lej\/_% — {Ul}: 0
0
\ 0 J
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» Modo regressivo do rotor

0
1
QC_WB
Jwo = j(Qc - WB) — {Uz} = —jQCEwB
0
\ 0 J
» Modo progressivo do rotor
/ \
0
1
Qc+WB
Jws = ](“QC + wB) - {Ug} =yJ Qc-il-wB
0
\ 0 Y,
* Modo coletivo do rotor
\ / \
0 0
0 0
jwi=jJws =jwpg — {Us}= 0 e {Us}= 0
-1
0 —]w—b
-]
\_jw_b) \ O J

O FRS ocorre devido a coalescéncia entre 0 modo da fuselagem w; e do
modo regressivo do rotor w,. Desta forma, conforme discutido no Capitulo 2, evidencia-
se que durante o fenbmeno w; = wy = j—% Tratando-se do sistema na ordem &Y,
Equacgéo 3.11, o FRS ocorrera quando a frequéncia de rotacao do rotor (2. for tal que
ocorrera a intersecao destes modos, Figura 2.5, ou seja, quando w, = w;. Logo, a

reposta do sistema dada pela Equacao 3.14 pode ser reescrita como:

{o(To, T1)} = (AL (TO){UL} + Ao(TO){U}) €™ 4 Ay(Ty){Us} &3 T4 (3.15)

(As(TO){Us} + As(T0){Us}) 470 + cc

sendo cc 0s respectivos termos complexo-conjugados.
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3.2.4 Solugdo Ordem ¢!

Durante a ocorréncia do FRS, a estabilidade do modelo do helicéptero com
NES pode ser analisada através da relagao entre suas respectivas amplitudes de mo-
vimento. Estas amplitudes representadas no plano (sub-espacgo) de fase x(t) — z(t) ,
obtém-se as curvas Slow Invariant Manifold - variedade invariante lenta (SIMO) e Su-
per Slow Invariant Manifold - variedade invariante super lenta (SIM1) (Gendelman e
Bar, 2010). A andlise dos pontos de intersecdo destas curvas permite prever como
o sistema dindmico se comportara. Na sequéncia, sera apresentado como as curvas
SIMO e SIM1 sao obtidas e como sao avaliados o comportamento dinamico do sistema

para diferentes casos.

Slow Invariant Manifold - SIMO

A curva SIMO é obtida a partir da Equacgéo 3.13, substituindo nela a resposta

{po(Ty, T1)} encontrada na ordem €", Equagao 3.15. O resultado &,

fi D3 Zo(To, Th)+1¢q DoZo(To, Ty) + A Z(To, Th)* =
W . e (3.16)
_ji wr A, (Tl) ejjffTo +j1 Wy A, (T1> e—]\/ff?To

VK VK

Considerando que o NES é um dispositivo que sempre estara sintonizado

na frequéncia da resposta do sistema principal, presume-se que:

w

(10, T1) = Z(T) & V& ™ + Z(1y) e 7 v ™ (3.17)

Substituindo a Equacao 3.17 na Equacéao 3.16, tem-se:



49

N(Z ) e R4 (wzm) Z (1) + M#_

> VK 4 (3X(Z(T))2Z(Ty) -

wiZ (T i jrea Z (Th) wy

K VE ) o (3.18)
JA (T wiPZ(M) A jorZ(Th) Tca) LU
VE K VE
5 3wsTo
MN(Z(T)Pe v =0

Sabendo que o FRS do sistema principal se da na frequéncia de rotacao (2.

quando w; = wy = j—% coleta-se os termos que estdo em funcao de e]fT?, Equacgéo
3.19.

A partir do método do Balanceamento Harmonico (MBH) (Luongo e Zulli,
2012), pode-se obter a relagéo entre as amplitudes Z(7) e A;(11) coletando os termos
que estdao em funcéo de ej% da Equacao 3.18. Esta relagdo, mostrada na Equagéo

3.19, determinara posteriormente a variedade invariante lenta SIMO.

Jia A (THwy  w?Z(Th) ji L w2 (Th) req

=0 (3.19)

As amplitudes complexas Z(T;) e A;(T1) sao passadas para a forma polar,

A1 = WlAa €j ba T
(3.20)
Z=A,ebT

onde W, esta associado ao autovetor pela direita do modo instavel do sistema principal
{W}. Vale destacar que as varidveis A,, A., b, e b, sdo compostas de valores reais,
apenas.

Substituindo a Equacgéo 3.20 na Equacao 3.19 e separando os termos reais
dos imaginarios, duas equacodes serao obtidas. A partir destas equacgdes, coletam-se

os termos trigonométricos, conforme indicado nas Equagdes 3.21 e 3.22.
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sin (v(T1)) =
A" (3K32420 (W) A — *VER 2 4w S (W) Kt (3:21)
wrA, (3 SR (W) (W) wp? + wpS(Wh) K,
ALK (AN =6 T K (AP Awp + 2wt + Krdws?)

cos (Y(Th)) =
WA (T1) © (BK2 (AL’ S (W)X — K32R (W) 1wy — K =S (W) wy?) (3.22)
VEA, (9K (A)' N2 =67 K (A, (11, T2))* Aws® + “wpt + Krelws?)

Onde ’Y(Tl) = baTl - szl
Aplicando a relagao de identidade trigonométrica dada pela Equacgéo 3.23,

chega-se na expressao que governa a curva SIM0, Equacao 3.24.

sin(y(11))? + cos(y(T1))* =1 (3.23)

asA2 X2 + ao) X2+ an X,

X, = 5

(3.24)
onde X, = A2, X, = A%e

Z2cuf2 + Kr’c?1
K (R(W))* + (S (W)%)

] =

-6~

(R (W) + (S (W))*
9K

w2 (R(W)* + (S (M))7)

Qg =

g3 =

Denominados de fold points, os pontos de maximo e minimo da curva SIMO
sao obtidos quando a derivada da Equacao 3.24 em relacdo a X, é zero, Equacéao

3.25.

dX, 3asNXz”+2aA Xz + oy
dX., 2

=0 (3.25)
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Resolvendo a Equacéao 3.25, tem-se:

B 1 —Q9 + \/—3(13&1 + 0122

X
3 O[g/\

(3.26)

Os pares das coordenas dos fold points (X, e X,) sao definidos pelas Equa-
cbes 3.26 e 3.27, de maneira que X, é obtido através da substituicdo do valor dado

pela Equacao 3.26 na Equacéao 3.24. Portanto,

1 +v-3 + a?) (£6 agon — an® + asv/—3 + ap?
vy~ L (Faet vV_3agan £ a2’ ( Azt — az” + azv/—3azon + ay?) 327
27 0432/\ 2

Baseado no valor discriminante da raiz na Equagao 3.27, chega-se no valor
critico do r¢,, uma vez que X, e X, sdo valores reais. O valor critico do rc¢, é dado

por:

V3w ©

~

—3asa; +ax? >0 — rCq < TCqerit = (3.28)

W =
=)

Super Slow Invariant Manifold - SIM1

As solugdes de {po(Ty,T1)} e Zo, Equagbes 3.15 e 3.17, sdo substituidas na

Equacéo 3.12. O resultado, apresentado na Equacao 3.29,

[Mo] D {p1(To, T ) } + [Go] Do {p1(To, Th) } + [ Kol {p1(To, T1) } = —(f ({po(To, Th)}, Z) 4 cc)
(3.29)

considera que

f({ﬁo(Tg,Tﬁ},Z) = wa2 ejwl To + fw3 6ngTo + fw4’5 ejw4T0

onde:
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fona =(=w} [My] + jwy [Gh] + [K4]) ({UL} Ay + {Us} Ag)+

(5 2[Mo]wi + [Go))({Ur} Dy Ay + {Us2} Dy Ay) —wi i RZ

s = (=3 [My] + jws [Gh] + [Kq]) {Us} As + (5 2 [Mo] ws + [Go)){Us} Dy As

frs =(=wi [Mi] + jwy [Gh] + [K1]) ({Us} Ag + {Us} A5)+
(72 [Mo]ws + [Go])({Us} D1 Ay + {Us} D1 As5)

A condicao de solvabilidade da Equacgéo 3.29 impéem que 0s termos resso-
nantes de f,, sejam ortogonais aos seus autovetores pela esquerda {V,,} do corres-
pondente modo de vibragdo associado ao mesmo harménico w, (Luongo et al., 2002).
Desta forma, a determinagdo dos autovetores pela esquerda do sistema na Equagao

3.29 é idéntico ao da Equacéao 3.11. Tém-se:

» Modo da fuselagem - autovetor pela esquerda

fi\
K
0
. . W
lezj\/—% - =40
0
\0)

* Modo regressivo do rotor - autovetor pela esquerda

Jws =72 —wp) — {Va} =<1

» Modo progressivo do rotor - autovetor pela esquerda
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0
—J
Jjws=3j(2.+wp) — {Va}=<1
0
\ 0 J
» Modo coletivo do rotor - autovetor pela esquerda
() (o)
0 0
jwi=jws=jwp — {Vi}=q0, € {V5}=10
1 0
(V) ")

Como os termos ressonantes ¢/ “1 70 estdo associados aos dois autovetores
pela esquerda {V;} e {3}, tém-se duas condicdes de solvabilidade: {V;}" Ju,=0e
{vu} fur, = 0, respectivamente. O termo H indica a transposta hermitiana.

As duas condi¢des de solvabilidade podem ser reescritas através das se-

guintes equacdes,

(i} [(—wi [My] + jwi [Gh] + [K1]) ({UL} Ay + {Uz} Ap)+
(3.30)

(7 2[Mo)wr 4 [Go]))({Ur} D1 A1 + {Us} Dy Ay) —wi i RZ) =0

(Vo [(—wi [My] + jwi [G] + [K4]) ({UL} Ay + {Uz} Ap)+
(3.31)

(42 [Mo)wi + [Go])({U1} D1 Ay +{Us} Dy Ay) — w%ﬂRZ} =0

Das Equagdes 3.30 e 3.31 escritas no formato matricial, obtém-se a Equa-

¢do 3.32. Inicialmente, tem-se que:

DlAl Al Z
D1A2 A2 0
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que conduz a

Dy A, 1 1 -1 T )7z
= [V] +[YT (W} win (3.32)
D A, Ao 0
onde:
v = (i} (j2w1 [Mo] + [Go){UL} {VA} (j 2wi [Mo] + [Go]){U1}
{Va}" (j2w1 [Mo] + [Go){Us}  {Va}! (j 2w [Mo] + [Go]){Us}
N] = (i} (—w} [Mi] + jwi [G] + [K){U1} (Vi) (—w} [My] + jwi [Gh] + [K1)){Un}

{Va}" (=t [M] + jeon [Gh] + KUz} {Va}" (—w? [Ma] + jwr [Gh] + [K0]){U)

Ao substituir as expressoes de [Mo), [M1], [Gol, [G1], [K1], w1, {U1} e {Vi} na

Equacéo 3.32, tem-se que:

1 r?:_f jrfnwf
Y] [N] ° o (3.33)
N —jw?ﬂ) B 2 ((jm*j)SJr%)Qg\/FJrQ (jgf%)wf '
VK (492:VK—4wy) 202:VK-2wy

1wy

_ ~ 2 K2
Y {v wii= (3.34)

0

E importante ressaltar que a Equacao 3.32 trata da interagdo dinamica entre
0s modos de vibracao da fuselagem (A;) com o modo regressivo do rotor (As), uma vez
que as equacdes na ordem ¢! ja levam em conta os efeitos de acoplamento dinamico
entre a fuselagem e o rotor. Observa-se também que esta dindmica € influenciada
pela amplitude do NES (7). Fica evidente a partir da analise realizada no Capitulo 2,
para o caso do helicéptero sem o NES, que o resultado da interagdo entre os modos

da fuselagem e o rotor gera instabilidade. A compreensao deste modo instavel com a
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dindmica do NES ¢é o principal objetivo desta secao.

Com o objetivo de reduzir o sistema dado pela Equacgéo 3.32 para um novo
sistema de apenas uma unica equagao que contenha a informacgéo da instabilidade
durante o FRS, Equacao 3.38, determina-se os autovalores e autovetores do sistema
linear associado da Equacao 3.32.

Os autovalores obtidos sdo denominados por py; € p,,, onde p,; POSsui a
parte real maior que p,,. Dessa forma, o modo responsavel pela resposta divergente
do sistema sera o p,;, uma vez que apresentara parte real positiva na regido de ins-
tabilidade. A Figura 3.2 mostra a evolucdo dos autovalores em fungao da velocidade
angular do rotor. Nesta figura ha a comparacao entre os autovalores estimados anali-
ticamente pelo MME com os autovalores obtidos numericamente (Figura 2.4).

O acréscimo de massa da fuselagem (M, (1,1) = 1 + p) por conta do aco-
plamento com NES, provoca uma diminui¢cdo na sua frequéncia natural (avaliada pela
Equacao 3.11). Isto resulta, por consequéncia, uma velocidade de rotagao critica do
rotor menor do que a observada no centro da regiao instavel do modelo isotropico
sem o NES (2 = 4,75H z na Figura 2.4), ao invés de 4,66 H = avaliado com a MME na
Figura 3.2.

Observa-se na Figura 3.2 que mesmo havendo uma defasagem entre as
curvas, existe uma regido instavel em comum entre o MME e 0 numérico. Isso mostra
gue o MME pode identificar regides instaveis entre 4.537 < {2 < 4,87 Hz.

Associado ao autovalor p,, se tem os autovetores pela direita {1/} e pela

esquerda {S}.

Wi

(W} = (3.35)
W,
Sy

{S} = (3.36)
\SZ

A partir dos autovetores {IWW'} e {S} associados ao modo instavel, a Equagéo

3.32 pode ser reduzida para uma unica expressao que esta associada a amplitude A
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—MME
O Numérico ooO
_14 C | | | %(md) | | i
4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2

Velocidade Angular do Rotor - 2 [Hz]

Figura 3.2: Evolucao do autovalores: MMS (curva azul) e numérico (curva tracejada).

do modo instavel . Essa relagéo é apresentada pela Equagéo 3.37.

{Sl 52} {2//1} DA = {51 52} [Y]_l [V] {ZL}A‘F {51 52} [Y]_l {Vl}T W%ﬂ {j}

2

(3.37)
uma vez que,
Ay 4 4%}
A, Wy
Desenvolvendo a Equacéao 3.37, obtém-se a Equacgéao 3.38.
DiA+BA+ B Z=0 (3.38)

onde:

Slrwj%

1
bo=3 72 (SiW + SoWy)
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B, = 1 g 1 rcy Wh _ jrinwsWs n
! _51W1 + SoWo ! 2 K K3/2
i JwRrbW, . (2 (Gra—7d+ %) 2V +2 (jb - 5 ) ws) We
2
VE (102.VE - 4wy 20.VK — 2wy

As amplitudes complexas A e Z sao passadas para a forma polar seguindo
as relacbes apresentadas pela Equacao 3.39. Ao aplicar essa relacdao na Equa-
cao 3.38 juntamente com desenvolvendo das relagbes trigopnométricas necessarias,

chega-se na Equacgéao 3.40.

A=A, elbn
(3.39)
Z=A¢b0h
AR (Bo) cos (v (T1)) — JAR (Bo) sin (v (T1)) + jA.S (Bo) cos (v (T1)) + .40,

ALS (o) sin (7 (1)) +jAadileA (T1) + AR (B) + A4S (B1) = 0

onde ¥(11) = ba(T1) — b.(T1).
Substituindo as Equacdes 3.21 e 3.22 na Equacao 3.40, separa-se a parte

real, Equacéo 3.41, da parte imaginaria, Equacéao 3.42.

d Nreal

R 341
an ) = R 0K A 6aKAIAE + o (k£ Kol o
d i

Ay imag 342

an " ) = TR R AN 6h KANGE + o (g + KiD)) o
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onde:

Nreat =3 Aa (%w? (6R(B1) B AN+ (—rea R(B1) + [ (S (W) S (Bo) —
RV R (By))) req) K32 — 3 KPR (B)) AN+

wifi (—% AR (B) VEwi+

(KA = i) (3 (070 R () + ROV S () ) )

Nimag = — wf (=6 2 (B1) A2X + 1eq (12 S (Br) + i1 (S (W) R (6o) +
R (W) S (Bo)))) K32 — 3 K2 (By) AN+

wrfl (—% S (1) VEwi+

(KA = 3] (3073 () ROV R (6n) )

A parte real da Equacao 3.40 traz consigo a informagéao da amplitude do
sistema principal, enquanto a parte imagindria disponibiliza a sua fase. Juntas conse-
guem caracterizar o comportamento do sistema principal na ordem ¢!'. Porém, para a
compreensao da instabilidade a informacao trazida pela parte real é suficiente, visto
que, esta carrega valores fisicos do deslocamento. Portanto, para evitar simplificar a
solucao do problema, trabalhar-se-a apenas com a Equacéao 3.41.

Multiplicando a Equacao 3.41 por 2 A,, tem-se:

d 2X, (9N H, X2 +3u)\Hy X, + H3)
——Xa (T7) = U R 5 T 3 - (3.43)
\/K(QK NXT =6 KAwi X, + wy (u wf—l—Krca))

onde:
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X, = A?

X, = A?

Hy = —R(6,) K*?

Hy =2 R (81) K*?wi + K*R (80) S (Wh) wy + K2 S (o) R (W1) wy

Hy = —aR (Bo) R (W) K¥*rc,wi + K320 (By) S (Wh) e, wi—
KR (Bo) S (Wh) wi — 1*S (o) R (Wh) Kwi—

R (B1) VEW} — K¥*R () re2w?

Os pontos de equilibrio da Equacao 3.43 ocorrem quando ffl—)T(; = 0, obtendo

a Equacéo 3.44.

INH X2 +3aANH X, +Hy =0 (3.44)

Além da solucao trivial, a Equacao 3.44 apresenta as seguintes solugoes:

X.0=0 (3.452)
1 —pHy + \/p?Hy” — A H  Hjy
X, == 3.45b
"7 6 H\ (3.45b)
1 /LH2+\//,L2H22—4H1H3
Xy =—= 3.45
2= 7% HiA (3.45¢)

Da equagdo da curva SIMO, Equacéo 3.24, isola-se X?, Equagao 3.46.

—a N X2+ X 02— ar X,
Xzag)\z

X,? = (3.46)

A partir da substituicdo da relacdo dada pela SIMO, Equacao 3.46, na re-
lagdo de equilibrio (Equacdo 3.44) da equacdo de solvabilidade da ordem ¢!, tem-se
a expressao que determinada a variedade invariante super lenta (SIM1). Esta € ex-

pressa por:
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(9/\0&2]{1—3,&)\0[3]{2) XZQ—F(gOélHl—OégHg)XZ

Xa: =
9H1 /1,2

(3.47)

A determinacdo dos pontos de equilibrio da curva SIM1, e consequente-
mente, do cruzamento entre as curvas SIM1 e SIMO s&o determinados através das
raizes da Equacao 3.44, que definem o valor de X,. Ao aplica-los na Equacéao 3.47
ou 3.24, determina-se o valor do X, correspondente nas curvas SIMO e SIM1, respec-
tivamente.

Analisa-se a estabilidade dos pontos de equilibrio da variedade invariante
super lenta SIM1 aplicando na Equacao 3.43 os valores encontrados para X, e ve-
rificando o sinal da derivada 3- X, (71). Caso 33X, (T1) < 0 o ponto é estavel, caso

contrario é instavel.

3.3 Analise do Comportamento do Helicoptero com o NES

A metodologia apresentada no tépico anterior desenvolve uma forma de
compreender o comportamento de um sistema dindmico nao linear, mais especifi-
camente sobre o fendmeno de ressonancia solo em helicépteros com NES e rotores
isotropicos. A metodologia proposta baseia-se no MME para a compreensao dina-
mica de sistemas através da avaliacao das curvas SIM1 e SIMO, juntamente com a
localizagao e estabilidade dos pontos de equilibrio encontrados.

Sabe-se que o NES, quando projetado de maneira correta, tem a capacidade
de capturar a energia do sistema principal (helicoptero) e dissipa-la. Neste sentido,
respostas fortemente moduladas através de um regime de relaxagcéo s&o impostas ao
sistema principal através do absorvedor dindmico projetado (Starosvetsky e Gendel-
man, 2008). Esse fendmeno é melhor compreendido observando a curva SIMO, Figura
3.3. Nela ¢ possivel identificar os Fold Points, que sdo os pontos de maximo € minimo
calculados pelas Equacodes 3.26 e 3.27. Estes pontos delimitam uma regido de pontos
instaveis na curva SIMO, todos indicados por através de linha tracejada (Gendelman
e Bar, 2010). Vale ressaltar que as linhas continuas na Figura 3.3 indicam pontos

estaveis da SIMO.
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0.16

0.14 - i

0.12 - .

0.1r /]
Fold Points /

X.0.08! /
= ;
j_ﬂ'

0.06 e W /

0.04 + / B . J i
/ Mg b4

0.02 - )

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Z(t)
Figura 3.3: Identificacdo dos Fold Points na curva SIM0O. Regido estdvel (linha continua),
Regido instavel (linha pontilhada)

A compreensdo do comportamento dinadmico do sistema através da SIMO
pode ser feita da seguinte maneira. Por se tratar de um sistema instavel, imagine uma
particula que percorra a curva SIMO saindo da origem do sistema de coordenadas e
indo na diregédo do ponto A (Figura 3.4). Ao chegar no ponto A, devido a presenga
de pontos instaveis apds ele, a particula salta para o ponto estavel em B. Este salto
para o ponto B, ou seja, um aumento significativo nas amplitudes em Z(t), representa
a ativagdo do absorvedor nao linear de vibragdo. Da mesma forma, o mecanismo
de dissipacdo de energia pelo NES ativado, a tendéncia é reduzir a amplitude do
sistema principal, caminhando para em dire¢éo ao ponto C. Ao chegar em C, devido
a presenca dos pontos instaveis, este ocasionara o salto da particula em direcdo ao
ponto D. Este salto para o ponto D implica na desativacdo do NES e, portanto, o
término da dissipacao de energia. Sendo assim, o sistema entrara em um regime de
relaxacao provocando um comportamento ciclico, conhecido como Canard Explosion

(Gendelman e Bar, 2010). Posteriormente, serao discutidas algumas condi¢des para
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a ocorréncia deste regime.

Além da compreensao dos Fold points no SIMO, € importante avaliar a in-
teragédo entre as variedades invariantes SIMO e SIM1, através das Equagbes 3.24 e
3.43, respectivamente. Quando o NES é devidamente projetado para atuar em uma
situacao de instabilidade, observa-se que essas curvas se interceptam em trés pontos
(Pafume-Coelho, 2017), Figura 3.4. Estes pontos, que foram calculados através das
Equacgdes 3.24 e 3.45, determinam as condicbes de equilibrio do sistema dinamico
nao linear e sua estabilidade é verificada pela Equacao 3.43. No caso da Figura 3.4,
os trés pontos de equilibrio sao instaveis. Por conveniéncia, este trabalho padroniza a

estabilidade dos pontos de equilibrio como sendo: x instavel, O estavel.

0.15 \

0.1 r

x(t)

0.05

0.1 0.15 0.2
z(t)
Figura 3.4: Andlise da interacdo das variedades invariantes no comportamento do sistema dina-
mico. Linha azul: curva SIMO e Linha vermelha: curva SIM1.

Como mencionado anteriormente, a relacao entre as amplitudes de deslo-
camento da fuselagem x(¢) e do NES z(t) tende a acompanhar a variedade invariante,
para as situacdes com pequenas condi¢des iniciais. Para garantir que as respostas di-

namicas do sistema estejam envolvidas no ciclo de relaxagao (passagem pelos pontos
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A, B, C e D), faz-se necessario avaliar que:

» O ponto B (projecao do ponto A no ramo direito da SIM0) esteja abaixo do ponto
de equilibrio instavel deste mesmo ramo. Isto garante que a trajetéria no plano
de fase representado na Figura 3.4 caminhe em dire¢do ao ponto C assim que

"saltar” do ponto A;

» O ponto de equilibrio central, localizado entre os pontos A e C, deve ser instavel.
Isto garante que as respostas ndo tenham uma convergéncia assintética para
este ponto. De maneira analoga, avalia-se o ponto de equilibrio localizado no

canto inferior esquerdo do plano x — z;

Vale ressaltar que estas condicbes sdao necessarias para a ocorréncia do ci-
clo de relaxagéo, porém ndo séo suficientes. Além disso, as curvas SIMO e SIM1 estao
relacionadas aos parametros do NES e dos niveis de amortecimento do sistema prin-
cipal (i, rcq, A, Ty € 7cp), principalmente. Logo, pode-se obter diversas configuragoes
entre as variedades invariantes, o que interfere diretamente no comportamento do sis-
tema (Gendelman e Bar, 2010). Porém, é importante mencionar que os parametros
do NES devem ser selecionados visando uma resposta fortemente modulada para a
condicéao critica de velocidade de rotacao do rotor.

A partir da analise dos trabalhos de (Pafume-Coelho, 2017; Bergeot et al.,
2016, 2017) e de simulacdes realizadas, os parametros definidos para o NES, afim de

se obter os ciclos de relaxacdes, foram:

my

=——— =0.05
a my + 4my
1
e = 1v3puw, (3.48)
6 VK
Ky
A= ———— =10°[1/(m*s*
iy + Ay [1/(m”57)]

Com base nos valores obtidos para o projeto do NES, estes foram aplicados

no modelo do helicéptero com rotor isotrépico. A Figura 3.5 ilustra a resposta forte-
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mente modulada obtida (Canard explosion). Vale destacar que as respostas temporais
sdo obtidas considerando o helicdptero na condigéo critica do FRS (2 = 4.6615 Hz).
As curvas SIMO e SIM1, avaliadas a partir das Equagbes 3.24 e 3.47, estdo repre-
sentadas na Figura 3.6. Os pontos de equilibrios, pontos de interseccao entre SIMO e
SIM1, sdo destacados na Figura 3.6 e estes sdo avaliados como instaveis, Equacao
3.43. Tem-se, portanto, um caso semelhante ao apresentado na Figura 3.4. Isso pos-
sibilita verificar que a resposta do helicoptero podera apresentar um ciclo de relaxacao
caso haja energia suficiente para a ativacao do NES. Este fato é verificado avaliando
as respostas temporais do helicoptero sobrepostas as variedades invariantes repre-
sentadas no plano de fase = — z, conforme mostrado na Figura 3.7. Pode-se avaliar
qgue os resultados numéricos e as curvas SIM0O e SIM1 (MME) apresentam uma boa
correlagao entre si quando comparados.

Vale destacar, ainda na Figura 3.7, que os folds points (da esquerda e da
direita) podem ser utilizados na previsdo do comportamento dindmico do helicoptero
com NES. A Figura 3.8 apresenta a sobreposicao respostas temporais e as amplitu-
des em x e z dos fold points da esquerda e direita, afim de comparacdo. Avalia-se
que as amplitudes (z, z) dos fold points preveem com certa precisdao as amplitudes
de vibragdo do helicoptero com NES. Vale a pena salientar que os fold points séo
determinados a partir da curva SIMO e esta é dependente somente dos parametros
do NES. Logo, a partir de uma amplitude de vibracao desejada, € possivel avaliar os
parametros do NES que possibilitem este requisito. No entanto, € necessario avaliar a
interacao entre as duas curvas afim de garantir a existéncia de oscilacoes fortemente
modulada.

Outro resultado interessante de ser apresentado € o comportamento do sis-
tema ao longo da faixa de instabilidade, ou seja, para outros valores de velocidades
do rotor. Comparando a parte real dos autovalores obtidas pelo MME e o numé-
rico, verificou-se que a regido em comum compreendida pelas duas curvas varia de
4,537 < {2 < 4,87THz. Através do MME foi identificado, na Figura 3.2, que essa

regido estd compreendida entre 4,455 < {2 < 4,87 Hz e uma frequéncia central de
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Qc =4.6615 Hz 6 =0Hz

0.1
— 0.05
g
= o0
Nt
% 0.05

_0-1 1 1 1 1 1 1 1
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(a) - Tempo [s]
02 T T T T T T T

2(t) [m]

_0-2 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

(b) - Tempo [s]

Figura 3.5: Resposta do helicéptero com o NES submetido ao FRS, (2. = 4,6615 Hz. (a)
Resposta da Fuselagem; (b) Resposta do NES.

Qc=4.6615 Hz 0 =0Hz

0.16 T T T T

—— SIM0
014 | SIM1 4

0.12 .

0.1 r 4

x(t) [m]

0.06 r 1

0.04 .

0.02 1

O 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2

z(t) [m]

Figura 3.6: Relagdo entre as curvas SIMO e SIM1 para frequéncia de rotagdo 2. = 4,6615 Hz.

. =29,28rad/s ~ 4,66 Hz, enquanto que, a partir de uma andlise numérica da evo-
lucdo dos autovalores das equagdes originais, esta regidao de instabilidade esta contida
no intervalo 4,537 < {2 < 4,987 Hz. Além disso, verificou-se na Figura 3.7 que a pre-
senca do NES, acoplado ao modelo isotrépico, é suficiente para suprimir a resposta

divergente para a velocidade angular critica da regido de instabilidade, onde ocorre o
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Qc=4.6615 Hz 0 =0Hz
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Figura 3.7: Regime de supressdo do FRS para frequéncia de rotagdo 2. = 4,6615 Hz.
2, =46615Hz J=0Hz
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Figura 3.8: Comparagdo entre os valores da resposta temporal do helicoptero com o NES e os
valores do fold point da esquerda e do ponto de equilibrio da direita, (2. = 4,6615 Hz. (a)
Resposta da Fuselagem; (b) Resposta do NES.

presenca do maior valor da parte real dos autovalores. Sendo assim, afim de avaliar a
eficiéncia do NES para outros valores de velocidades angulares, serdo analisados as
respostas para 2 = 2. + 6 = 2.+ 1rad/s.

Para o primeiro caso, adota-se 6 = —1rad/s = —0,15915 Hz. Seus resulta-
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dos sdo apresentados nas Figuras 3.9 e 3.10. Percebe-se que as respostas temporal
da fuselagem e do NES sao convergentes em regime permanente. Isso pode ser ex-
plicado devido ao fato do aparecimento do ponto de equilibrio, (z, z)=(0, 0), ser estavel
(Figura 3.10). Ao acrescentar a pertubacao 6 = —0, 15915 H z na MME, o sistema prin-
cipal sai da sua regiao de instabilidade, o que faz a resposta em regime permanente

convergir a zero.

Q.= 4.6615Hz § =-0.15915 Hz

0.1 T T T T T T T

— 0.05 | .
E
= i Integragé@o Temporal
‘>-<’ 0P Fold Point da Esquerda
Fold Point da Direita
_0.05 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160
(a) - Tempo [s]
0.15
0.1 £ -
E. 0.05 4
= Integragdo Temporal
N ol Fold Point da Esquerda
v Fold Point da Direita
_005 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

(b) - Tempo [s]

Figura 3.9: Resposta do helicéptero com o NES submetido ao FRS, (2. = 4,6615 Hz e 6 =
—0, 15915 Hz. (a) Resposta da Fuselagem; (b) Resposta do NES.

Para o segundo caso, adota-se § = 1rad/s = 0,15915 H z, proporcionando
uma resposta fortemente modulada, conforme visto na Figura 3.11. Isso ocorre porque
o sistema se encontra na regiao de instabilidade, assim o NES ¢é ativado e a interacao
entre as curvas SIMO e SIM1 proporcionam uma forte modulagéo da resposta dos sis-
temas, Figura 3.12. Comparativamente as oscilagbes de relaxagao vistas na Figura
3.7 para 6 = 0, observa-se que o acréscimo de energia introduzido pelo aumento da
velocidade do rotor propiciaram maiores amplitudes de vibragdo. Além disso, é pos-
sivel claramente observar que as respostas temporais (curvas em verde) caminham
para o ponto C (fold point direito, Figura 3.4) logo que se "agarra” ao ramo direito da

SIMO.
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Figura 3.10: Relagdo entre as curvas SIMO e SIM1 para frequéncia de rotacdo (2. = 4,6615 H z
ed = —0,15915 Hz.

Tanto no primeiro quanto no segundo caso, percebe-se uma distorcdo na
curva SIM1. Isso ocorre devido a influéncia do 4 na variavel 3, da Equacédo 3.38,
consequentemente, os valores de H;, H, € Hs da Equacgédo 3.47 séo alterados de

forma a evidenciar a parabola.
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Figura 3.11: Resposta do helicoptero com o NES submetido ao FRS, (2. = 4,6615 Hz e ) =
0,15915 Hz. (a) Resposta da Fuselagem; (b) Resposta do NES.
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Figura 3.12: Relagdo entre as curvas SIMO e SIM1 para frequéncia de rotagdo (2. = 4,6615 Hz
ed= 0,15915H z.

Pode-se concluir que o absorvedor dindmico NES é capaz de controlar a ins-
tabilidade do helicéptero em uma regido de velocidades angulares descritas em torno
de (2., levando ao aparecimento de respostas fortemente moduladas. Além disso,
como os parametros do NES n&o foram alterados em nenhum dos casos, os valores
das amplitudes dos fold points sdo os mesmos. Consequentemente, as respostas
fortemente moduladas do sistema tenderdo a apresentar niveis de amplitude regidos

pela interacao entre as curvas SIMO e SIM1.

3.4 Conclusao

O entendimento da influéncia do NES no comportamento do modelo isotr6-
pico do helicoptero é visto através do MME. Este método viabiliza a obtencdo das
curvas SIMO e SIM1, juntamente com a compreensao da estabilidade dos seus pon-
tos de equilibrio. Assim, é possivel estimar a relagdo entre a resposta do sistema
principal com a do NES, e portanto, verificar se os parametros adotados para o NES
proporcionardao um ciclo de relaxacao do tipo Canard Explosion.

Para validar todo o procedimento realizado no MME, realizou-se a integracao
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numeérica para a obtencao da resposta do sistema dinamico. As respostas temporais
da fuselagem e do NES foram comparadas graficamente com as curvas SIMO e SIM1.
Isto permitiu uma boa predigdo dos niveis de amplitude do sistema dindmico, assim
como avaliar a condi¢ao de existéncia dos ciclos de relaxacdo. Além disso, verificou-
se que o NES consegue atuar, controlando a instabilidade, para varios valores de (2
considerados ao longo da regido instavel do FRS.

Portanto, os parametros avaliado para o NES s&o apropriados para o con-
trole do FRS do modelo isotrépico do helicoptero. Na sequéncia, sera verificado se o
NES dimensionado para o modelo isotrépico consegue também controlar as regides

de instabilidade apresentadas para o helicoptero com um rotor anisotrépico.



CAPITULO IV

MODELO ANISOTROPICO COM O NES

Como avaliado no Capitulo 2, 0 modelo anisotropico para o rotor do heli-
coptero provoca o0 aumento das regides de instabilidade do FRS. Por consequéncia,
em funcao do nivel de anisotropia e amortecimento presentes no helicéptero, estas
regides de instabilidade podem evoluir. Vale ressaltar que a propriedade de rigidez
da pa sofre influéncia de desgaste, fadiga, folgas, fatores intempéricos, entre outros.
As variac6es do valor de rigidez em uma das pas, rotor anisotrépico, pode inviabilizar
a aplicacdo de alguma técnica de controle em especifico. Por exemplo, para casos
aonde um absorvedor dinamico linear de vibracao foi aplicado no controle de instabili-
dade, novas regides sdo geradas se alguma propriedade do sistema dindmico evoluir
(Pafume-Coelho, 2017).

No Capitulo 3, foi visto que a aplicacdo do NES no controle do FRS foi bem
sucedida, controlando a instabilidade da aeronave ao longo da regidao apresentada
pelo modelo isotrépico. Devido a sua capacidade de se auto-sintonizar a frequéncia
de oscilagdo do sistema principal, criou-se o interesse em saber se o0 mesmo NES
projetado para o caso isotrépico teria a mesma eficiéncia considerando um modelo
anisotropico.

Portanto, este capitulo propde esclarecer se o NES projetado para o caso
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isotropico é capaz de suprimir a instabilidade presente no modelo anisotropico. Para
isso, € apresentado o modelo dindmico que considera o0 NES acoplado ao helicoptero
com variagao da rigidez de uma de suas pas. Aplica-se o MME para a obtencéo
das curvas SIMO e SIM1, e assim, estimar o comportamento do sistema. Por fim,
os resultados sao validados comparando com as respostas dinamicas encontradas

numericamente.

4.1 Modelo Anisotropico com o NES

O modelo dindmico aqui adotado se baseia nas consideragdes realizadas na
secao 2.3, juntamente com o incremento do NES a fuselagem. A disposicao esque-
matica dos elementos do modelo pode ser vista na Figura 3.1.

Do modelo fisico anisotropico, obtém-se nas equacdées do movimento. O
desenvolvimento do modelo mateméatico € apresentado no Apéndice A, e tem como
resultado a Equagéao 4.1. Onde a matriz [M,,] possui em sua diagonal principal os
termos associado a inércia do sistema, e fora dela os elementos de acoplamento de
massa entre fuselagem-rotor e fuselagem-NES. As matrizes [C,,] e [G..| contém res-
pectivamente os termos associados ao amortecimento viscoso e os parametros de
acoplamento giroscopico. A presencga da anisotropia na rigidez de uma das pas pro-
porciona o surgimento dos termos periédicos, associados a n, na matriz [K,,]. Além
disso, a matriz [K,;.,] surge devido ao acoplamento do NES com a fuselagem por uma
rigidez puramente cubica. Por fim, o vetor {F....,} indica que ndo ha forcas externas

atuando no sistema.

[Man] {5} + [[Canl + [Gan]] {B} + [Kan] {P} + [Kuian] {P*} = { Featan} (4.1

onde:

» Coordenadas {p}

{p} = {a(). mie(t), mas(8), 7o(8), alt), 2(D)}



« Matriz de massa [M,,]

p+1

—rb

I

» Matriz de amortecimento [C,,)]

« Matriz giroscopica [G,,,]

« Matriz de rigidez [K,,]
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,g 0
wg®+7 0
0 0

Vale destacar que o parametro n € obtido a partir da seguinte expressao:

n

g

T T, + b2my

4.2)

onde o representa o nivel de anisotropia avaliado na primeira pas, uma vez que ky; =

ky, + o, enquanto que as rigidezes nas outras pas sao consideradas ky; = ky ,i = 2..N,,.
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4.2 Método das Multiplas Escalas

Seguindo a mesma metodologia apresentada na secéo 3.2, a aplicagao do
MME consiste em expressar o tempo ¢ em funcao de novas variaveis temporais in-
dependentes (Ty, 71, ..., T.) € ponderadas entre si ¢, Equagédo 3.3. Além disso, a
solucao do problema dinamico nao linear é aproximada por uma expansao de fun-
cOes, definida pela Equacao 3.4.

Visto que o MME é um método de aproximagao assintético, é necessario re-
alizar a ponderacéao de certos termos da Equacéo 4.1 para capturar, assintoticamente,
a influéncia da anisotropia no comportamento dinamico do helicoptero com NES. Esta
etapa é primordial para que a resposta aproximada obtida se aproxime da real. Neste
sentido, os termos da Equacao 4.1 sdo ponderados conforme apresentado na Equa-

¢ao 4.3.

=€l rm =erm

rb=erb rcy =€rcy 4.3)
TC, = €TC TC, = €TC,

n =€

sendo, ¢ = pu. Vale destacar que, com exce¢ao do termo de anisotropia n, a mesma
estratégia adotada no Capitulo 3 foi utilizada para a escolha dos termos ponderados
por e: termos de acoplamento dindmico entre fuselagem, rotor e NES, e termos de
amortecimento.

A introducao do NES ao helicéptero tem a funcéo de controlar a amplitude
da resposta do sistema principal. Para este tipo de aplicagdo, Luongo e Zulli (2012)

recomenda reescalar as variaveis {p}, conforme a Equagéo 4.4
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{p} = Velp} = Ve (4.4)

\ Vs

O valor da velocidade de rotagdo do rotor (2 tem influéncia nos esforgos
centrifugos e nos termos de acoplamento giroscépico, Equagao 4.1. Visando refinar
a analise do comportamento dinamico nas proximidades de uma dada velocidade (2.,

introduz-se uma pertubagao 4, conforme Equagao 4.5.

V=0 +¢€b (4.5)

Aplicando as consideracdes dadas pelas Equacodes 4.3, 4.4 e 4.5 na Equa-
céo 4.1, tem-se as Equaces 4.6 € 4.7. A primeira corresponde a equagao do movi-
mento do sistema principal e a segunda esta relacionada a dindmica do NES. Impor-
tante destacar que a perturbacdo em (2 (Equacao 4.5) ndo foi considerada para os

termos peridicos.
] (5} + [|C] + [G6]] {8} + [ K] (5} + e (K {7} = ei{RYE®W)  46)
APy ARY =172 (1) — flrea 2 (1) —eAZ(t)* =0 (4.7)
onde:
« Coordenadas {7}
(P} = {&(t), Fae(t), 71s(t), Fo(t), Falt)}"

* {R}

{R}y={1 0 0 0 0"



« Matriz de massa [M}

« Matriz de amortecimento [(J}

« Matriz de rigidez [K]

€1Cy 0

0 TNCb €

0 0
00
0
0
—26e—202,
0
0

—2erm 0 0-
0 0 0
1 0 0
0 10
0 0 1_

0 0 0

0 0 0

0 0
20€4+280. 0
0 0
0 0
0 0
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K] .
P 0 0 0 0 _
0 kkao kka 3 Tejcos(92.t) —iejcos(f2:1)
0 kks o kks s % €j sin (£2.1) —% €j sin (£2.1)
0 fejcos(2t) tejsin(f2:1) X —2€j
I 0 —fejcos(2.t) —5ejsin(f2.t) —1€j % |
sendo:
kkoo = iejcos(QQct) +x— €202 =266 0. — 022
kkos = % €7 sin (202,t) + é2rey 6+ erey Q.
kkso = %ej sin (202:t) — €21¢, 6 — e 1y (e
1 -

kks 3 = —ZEjCOS(QQJ) +x— €202 —2e0 02, — N2

. ~ 1
X = 62(52Ta+2€5ra90+w32+1€]~
Realizadas as devidas consideragdes e ponderacdes, as Equacdes 4.6 e
4.7 estao aptas a aplicagcdo do MME. Portanto, introduz-se nelas as escalas de tempo

(Equacbes 4.8) e uma solugdo assintética dada pela Equacao 4.9.

T,=¢€¢"t, para n=0,1. (4.8)

{(5(1)} = {po(To, T0)} + € {p1(To, Th)} (4.9)

Apoés a introducao das novas variaveis, os termos das equacgdes sao agru-
pados em fungédo da ordem de . Respeitando a ordem adotada para a expansao da
Equacio 4.9, seleciona-se apenas os termos associados a ordem ¢ e ¢'. Os demais
termos, relacionados a ordens superiores, sao desprezados.Vale destacar que, em vir-

tude das ponderagdes serem praticamente iguais a analise do helicéptero para rotores
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isotropicos e com NES, tém-se que o desenvolvimento das equacgdes das variedades
invariantes SIMO e SIM1 para o caso anisotrépico é muito similar ao apresentado no
Capitulo 3. Sendo assim, serdo abordados apenas os resultados que se alteraram em

relacdo ao desenvolvimento anterior.

4.2.1 Ordem ¢°

A equacédo obtida para a ordem ¢ é exatamente a mesma apresentada na
Equacéo 3.11. Devido as ponderacoes realizada, este sistema apresenta apenas os
termos correspondentes ao sistema linear associado do helicéptero, porém desconsi-

derando o desacoplamento dindmico entre fuselagem e rotor.

4.2.2 Ordem ¢!

Selecionando os termos associados a ordem ¢!, as equagOes obtidas tém
0s mesmos termos apresentados nas Equacgdes 3.12 e 3.13, diferenciando apenas a

matriz de rigidez [K;] que é dada por:

* Matriz de rigidez [K]

[K1] =
[0 0 0 0 0
0 —1jcos(202:T0) —26 (ra—1) 02— 1 —17sin (202:To) — 7y 2 —1jcos(2.Th) 337 cos(2.Tp)
0 — 17 sin (2 2:To) + ey 2 17 cos(202:T0) — 25 (ra—1) 2 — 2 —17sin(2To) L7 sin(02:Tp)
0 7ijcos(QcTo) 7ijsin(.QCTo) f% — 26702, %
| 0 %jcos (2:Tp) %jsin (2:Tp) j/4 7£ — 26710 2,
4.10)

E importante notar que, decorrente da consideragéo de anisotropia no rotor,
a matriz K, apresenta termos trigonométricos além da dependéncia do termo 7 que

esta relacionado ao nivel de dissimilaridade de rigidez considerada.

4.2.3 Solugdo Ordem ¢° e ¢!

Devido os termos da ordem ¢ serem iguais tanto para o modelo isotrépico

guanto anisotrépico, a resolu¢do completa dessa ordem pode ser vista na se¢ao 3.2.3.
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As andlises das equagoes ¢! para as obtengdes das expressdes para as variedades
invariantes seguem as mesmas desenvolvidas no Capitulo 3. Isto se deve em virtude

das expressoes serem idénticas, com excec¢do da matriz de rigidez [K].

Slow Invariant Manifold - SIMO

No Capitulo 3, durante as andlises das equacdes para a ordem ¢!, a Equacéo
3.12 permitiu extrair a expressao da variedade invariante super lenta (SIM1), enquanto
que a partir da Equacéao 3.13, determinou-se a expressao para SIM0. Para essa ul-
tima, em virtude de estar relacionada a equagéao dindmica do NES, a presenca da ani-
sotropia nao altera os termos, portanto todo o raciocinio desenvolvido nas Equacgdes
3.16 até 3.28 permanece inalterado. Levando a concluir que, a equagao governante

da curva SIMO é definida pela Equagéao 3.24.

Super Slow Invariant Manifold - SIM1

O procedimento aplicado para a obtencao da curva SIM1 n&o sofre grandes
alteracdes para o caso anisotrdpico. Pois 0 que causa a variagcao no resultado final é
a presenga da anisotropia associada aos termos periodico na matriz [K;], acoplando
todos os graus de liberdade do rotor.

Substituindo as respostas de {p(7y, 71)}, Equagéo 3.15, e z,(1}, T} ), Equa-
¢ao 3.17, na Equacao 3.12 e considerando que o valor de [K;] é dado pela Equagéao
4.10, chega-se na Equacao 3.29. Posteriormente, utilizando-se dos autovetores pela
esquerda do modo da fuselagem e do modo regressivo do rotor, determinam-se as
condicdes de solvabilidade, Equacdes 3.30 e 3.31. As condi¢cdes de solvabilidade
podem ser expressas na forma matricial, conforme Equacao 3.32.

Ao substituir os valores de [M,], [Mi], [Gol, [G1], [Ki], w1, {U1} € {V1} na

Equacéo 3.32, tem-se:
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Ao determinar os autovalores, py; € p.,, da Equacao 4.11, identifica-se qual
€ 0 modo responsavel pela instabilidade observando o sinal da parte real, de forma
semelhante ao apresentado na Figura 3.2. O modo que apresenta valores positivos
para cada condicdo de anisotropia aplicada, tem o seu autovalor identificado como
pu- Na sequéncia, os autovetores pela direita e pela esquerda de p,; sdo calculados
e representados, respectivamente, pelas Equagdes 3.35 e 3.36 .

As amplitudes A; e A, na Equacdo 3.32 estdo relacionadas com a am-
plitude modal A do modo instavel através do autovetor pela direita {1V}, conforme
mostrado na Equacao 3.2.4. Substituindo essa consideracdo na Equacao 3.32 e pré
multiplicando-a pelo autovetor pela esquerda, chega-se na Equacgao 3.37. Como re-
sultado desta operacao, obtém-se a redugéo do sistema de duas equagdes para um
novo com apenas uma, conforme mostrado na Equacgao 4.13. Esta nova equacgao

relaciona as amplitudes do modo instavel e o NES.

DiA+BiA+BoZ=0 (4.13)
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Em seguida, passa-se as amplitudes A e Z da Equacao 4.13 para a forma
polar, Equacao 3.39, e aplica-se as relagdes trigopnométricas necessarias para se che-
gar na Equacao 3.40. Separando a parte real da imaginaria, tem-se as Equacoes 3.41
e 3.42 respectivamente.

Trabalhando apenas com a parte real, a Equagao 3.41 é multiplicada por
2 A,, gerando a Equacao 3.43. Desta equacao, consegue-se analisar a estabilidade
dos pontos de equilibrio ao aplicar a condicao ﬁXa(TI) = 0, Equacgbes 3.44. Os
valores de X, encontrados, Equacédo 3.45, podem sem substituidos na Equacéao 3.24,
e assim, determinar os respectivos valores de X,.

Por fim, a curva SIM1 é obtida ao aplicar a Equacao 3.46, que é uma deriva-

cao da Equacéo 3.24, na Equacao 3.44, chegando assim, na Equacéo 3.47.

4.3 Resultados

Trabalhos anteriores divulgados na comunidade cientifica demonstram forte
capacidade de controlar fendmenos dinamicos instaveis por meio da aplicacao de uma
classe especifica de absorvedores dindmicos nédo lineares, denominados NES (Non-
linear Energy Sink). As oscilagdes de relaxagdo impostas pelo absorvedor néo linear
podem levar o sistema dinamico a amplitudes limitadas. Trabalhos ja estiveram debru-
cados sob a aplicacdo de NES em helicopteros e este demonstrou ter capacidade de
controlar o FRS. Entretanto, sabe-se que a introducao de anisotropia em rotores de

helicopteros induz ao surgimento de novas regiées de instabilidade. Este trabalho tem
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como objetivo avaliar os efeitos da anisotropia no fenémeno de ressonancia solo em
helicopteros com NES.

A verificagdo da influéncia da anisotropia no comportamento dindmico do
sistema foi realizada admitindo niveis de dissimilaridade (o) compreendidos entre
—-30% < o < 30% do valor da rigidez nominal k, das pas. Vale destacar que a ani-
sotropia foi considerada em apenas uma das pas. Para uma melhor compreensao do
efeito da anisotropia, avaliou-se ainda o comportamento dindmico do helicéptero para
diferentes valores de velocidade angular. Avaliou-se o comportamento do sistema nas
proximidades da frequéncia central (2., através da perturbacido ¢, semelhantemente
ao que foi realizado no capitulo anterior.

Para facilitar a compreenséo dos resultados, esta secdo sera dividida em
quatro tépicos, que abordam a influéncia da anisotropia no comportamento dinamico
do helicéptero. Além disso, visando verificar se a presenga do NES € capaz de suprimir
a regido de instabilidade provocada pelo FRS, sera aplicado uma pertubacao § na

velocidade de rotag&o do rotor.

4.3.1 Caso1— Aoc=0%

Na auséncia da anisotropia no rotor do helicéptero, a resposta obtida € idén-
tica a resposta apresentada pelo modelo isotropico com NES, Figuras 4.1 até 4.4.
Dessa forma quando 6 = 0 Hz e 6 = 0.15915 Hz o sistema principal apresenta uma
resposta fortemente modulada, pois, nestas configuracdes, a velocidade de operagcéao
do rotor se encontra dentro da regido de instabilidade provocada pelo FRS. Assim,
observando as Figuras 4.2 e 4.4, percebe-se que o aumento da energia em conjunto
com a influéncia da curva SIMO na dindmica no sistema faz com que a relagédo entre
as amplitudes da fuselagem e do NES passe pelos fold points. 1sso é visto na resposta
temporal, Figuras 4.1 e 4.3.

Ja quando § = —0.15915 Hz, a velocidade do rotor ndo mais induz o FRS,
pois esta condicao esta fora da regido de instabilidade. Logo, o amortecimento pre-

sente no helicoptero € capaz de dissipar a energia do sistema, levando a resposta, em
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Figura 4.1: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicéptero, {2, = 4.6615 Hz, Ao =
0% e § = 0 Hz - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura 4.2: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao = 0% e

0=0Hz.
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Figura 4.3: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicéptero, {2, = 4.6615 Hz, Ao =
0% e § = 0.15915 Hz - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura 4.4: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao = 0% e
0 =0.15915 H .
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regime permanente, a zero.

Q. =4.6615Hz Aoc=0% 6 =-0.15915Hz

0.1
0.05 N
£
—_ ~
= Integragdo Temporal
X 0 Fold Point da Esquerda
Fold Point da Direita
_005 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160
(@) - Tempo s
0.15
0.1 ¢ -
.E, 0.05 .
= Integragéo Temporal
- 0 Fold Point da Esquerda | |
N v Fold Point da Direita
_005 | | | | | | |

0 20 40 60 80 100 120 140 160
(b) - Tempo [s]

Figura 4.5: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicéptero, {2, = 4.6615 Hz, Ao =
0% e 0 = —0.15915 H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura 4.6: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ac = 0% e
0 =—0.15915 H z.




87

Uma vez entendido que a resposta temporal do helicoptero pode ser inter-
pretada também pela curva em verde nos graficos das curvas SIM0 e SIM1, as demais

respostas temporais serdo apresentadas no Apéndice B.

4.3.2 Caso2— Ao =+10%

Quando uma das péas do helicéptero apresenta uma variagdo em sua rigi-
dez de +£10% de seu valor nominal %,, pode-se notar uma semelhanga entre o com-
portamento deste sistema dinamico com o caso anterior. Para pertubacdées em ?
de 0 = 0Hz ou § = 0.15915 Hz, o sistema estara sob influéncia do FRS, apresen-
tando uma resposta fortemente modulada, Figuras B.1, B.2, B.4 e B.5 do Apéndice
B. Observa-se nestas figuras, ciclos de relaxacdo bem definidos que passam pelos
fold points, Figuras 4.7, 4.8, 4.10 e 4.11. Assim, o nivel de energia é controlado, pro-
porcionando com que amplitudes de deslocamento maximas de ambos os sistemas,
apresentem valores préoximos ao dos fold points. Ja no caso de § = —0.15915 Hz, 0
sistema se encontra fora da regido de instabilidade, logo, em regime permanente, a
resposta converge para a posicao de equilibrio estatica, Figuras 4.9 e 4.12.

Pode-se observar, que quando § = 0 Hz a curva SIM1 comeca a presentar

uma ligeira curvatura, induzida pelo acréscimo/decréscimo de rigidez em uma das pas.

4.3.3 Caso3— Ao =4+20% e Ac = £30%

Ao inserir uma anisotropia de +20% e +30% no modelo, Figuras 4.13 até
4.24, percebe-se que em alguns casos 0 comportamento do sistema ja ndo é mais
previsto através das curvas SIMO e SIM1. Isso ja era esperado, pois 0 MME é um
método de aproximacao que consegue obter uma resposta analitica aproximada para
um determinado caso. A medida em que se busca generalizar, analisando casos fora
da regiao de aproximacao assintética, a analise tende a nao ser mais representativa.
Isso é explicado ao observar as curvas SIMO e SIM1. E possivel perceber que o com-
portamento do sistema continua sendo influenciado pela curva SIMO, porém os pontos

de equilibrio obtidos pela intersecao entre as duas curvas ja ndo mais influenciam no
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Figura 4.7: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, (2. = 4.6615 Hz, Ao = —10%

ed=0Hz.

Q2 =4.6615 Hz

0.2

Ao =-10 %

0 =0.15915 Hz

0.18

0.16

0.14 -

x(t) [m]

0.05

0.1
z(t) [m]

0.15

0.2

Figura 4.8: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, §2. = 4.6615 Hz, Ao = —10%

ed =0.15915 Hz.

comportamento dos sistemas.

Quando o helicéptero apresenta niveis de anisotropia de Ac

—20% e
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Q2 =4.6615 Hz Ao =-10% 0 =-0.15915 Hz
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Figura 4.9: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao = —10%
ed = —0.15915 H z.
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Figura 4.10: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, {2, = 4.6615 Hz, Ao = 10%
ed=0Hz.

Ao = —30%, e sem perturbacao na velocidade do rotor 6 = 0 Hz, Figuras B.7, B.13,

4.13 e 4.19, o comportamento do sistema passa a ser regido pela sua capacidade em
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Qc=4.6615 Hz Ao =10% 6 =0.15915 Hz
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Figura 4.11: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, {2, = 4.6615 Hz, Ao = 10%
ed =0.15915 Hz.
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Figura 4.12: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, §2. = 4.6615 Hz, Ao = 10%
ed=—0.15915 Hz.

dissipar a energia adquirida no FRS sem passar pelo ciclo de relaxa¢do. Consequen-

temente, a relagcdo entre as amplitudes das respostas dos sistemas passa a orbitar
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em um determinado ponto da curva SIMO, proporcionando uma resposta fracamente
modulada induzida pela ndo linearidade. Isso leva a resposta temporal a manter niveis
de amplitude quase que constantes. Em contrapartida, ao observar as Figuras B.10,
B.16, 4.16 e 4.22, para os casos de Ao = 20% e Ao = 30% com ¢ = 0 H z, percebe-se
gue o incremento de energia vindo do FRS é maior. Isso forca a existéncia de um
ciclo de relaxagcao para que a energia do sistema principal seja transmita ao NES e
dissipada por ele. Porém, nestes casos ndo ha mais uma resposta do tipo canard
explosion, e esse ciclo de relaxacao é classificado neste trabalho como uma resposta
fortemente modulada com baixa transferéncia de energia.

Ao introduzir uma pertubacéo na velocidade do rotor de 6 = 0.15915 Hz, as
respostas do helicdptero e do NES séo fortemente moduladas para dos os casos de
anisotropia tratados nesta secao, Figuras B.8, B.11,B.14,B.17,4.14,4.17,4.20 ¢ 4.23.
Identifica-se que todos passam pelos fold points caracterizando a canard explosion.

Por fim, quando § = —0.15915 H z, a resposta do sistema converge a valores
proximos de zero, uma vez que nesta situacao o helicdptero j4& ndo mais esta sob
influéncia do FRS.

Q_=4.6615 Hz Ao =-20 % 0 =0Hz
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x(t) [m]

0 Z L L L L
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Figura 4.13: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao =
—20%ed =0Hz.
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Qc = 4.6615 Hz Ao =-20% 0 =0.15915 Hz
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Figura 4.14: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicoptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao =
—20% e 0 = 0.15915 H z.
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Figura 4.15: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao =
—20% e d = —0.15915 H z.
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Figura 4.16: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao = 20%

ed=0H=z.
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Figura 4.17: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao = 20%

ed =0.15915 Hz.
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Q.= 4.6615 Hz Ao =20 % 0 =-0.15915 Hz
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Figura 4.18: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, §2. = 4.6615 Hz, Ao = 20%
ed=—0.15915 Hz.
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Figura 4.19: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao =
—30%ed =0Hz.
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Q2 =4.6615Hz Ao =-30 % 0 =0.15915 Hz
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Figura 4.20: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicoptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao =
—30% e 0 = 0.15915 H z.
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Figura 4.21: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicoptero, 2. = 4.6615 Hz, Ao =
—30% e d = —0.15915 H 2.
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Q. =4.6615 Hz Ao =30% 0 =0Hz
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Figura 4.22: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, (2. = 4.6615 Hz, Ao = 30%
ed=0Hz.

Qc = 4.6615 Hz Ao =30 % 0 =0.15915 Hz

0.2 T T T T

0.18

0.16

0.14

0.12

0 0.05 0.1 0.15 0.2
z(t) [m]

Figura 4.23: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, §2. = 4.6615 Hz, Ao = 30%
ed =0.15915 Hz.
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Q.= 4.6615 Hz Ao =30% 6 =-0.15915 Hz
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Figura 4.24: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, §2. = 4.6615 Hz, Ao = 30%
ed=—0.15915 Hz.

4.3.4 Sintese das Respostas do Helicoptero Anisotrépico com NES através do MME

Para sintetizar os tipos de respostas obtidas ao analisar a dinamica do heli-
coptero anisotropico com o NES, os resultados adquiridos através do MME séo clas-
sificados na Figura 4.25.

Os casos classificados em vermelho indicam uma resposta fortemente mo-
dulada do tipo canard explosion, os em azul ocorrem quando a resposta em regime
permanente do sistema converge a zero. Em laranja s&o os casos onde a resposta do
sistema apresenta uma forte modulagéo, porém com menor transferéncia de energia
se comparado com a canard explosion. E por ultimo, em verde, tem-se uma resposta

fracamente modulada que orbita proximo ao fold point da esquerda.

4.3.5 Variagdo das Curvas SIMO e SIM1 em fungéo da anisotropia

Observando figuras apresentadas nas se¢des anteriores € possivel identifi-

car que o formato da curva SIMO néo se altera em funcao da anisotropia e da pertu-
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6 =-0.15915 Hz 6=0Hz 6 =0.15915 Hz

Ao =-30 %
Ao =-20 %
Ao =-10%
Ao =0%

Ao =10 %
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Figura 4.25: Sintese dos resultados. (Azul: resposta em regime permanente do sistema converge
a zero; Vermelho: resposta fortemente modulada do tipo canard explosion; Laranja: resposta
fortemente modulada porém com menor transferéncia de energia; Verde: resposta fracamente
modulada.)
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bacao na velocidade do rotor, porém a curva SIM1 sofre influéncia. Para facilitar essa

visualizacao sao apresentados as Figuras 4.26 a 4.28

0.3 T
— SIMO
—%—SIM1- A o=-30%
0.25 SIM1 - A o6=-20% |
—=—SIM1- Ao=-10%
~——SIM1- Aoc=0%
~A—SIM1- Aoc=10%
02+ |[—*—SIM1- Ac=20% -
—%—SIM1- Aoc=30%
E 015
—_—
=
]

0.1

0.05

Figura 4.26: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615 Hzed =0 Hz.
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Figura 4.27: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615Hz e § =
0.15915 H z.
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Figura 4.28: Curvas SIM do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615Hz e § =
—0.15915 H .

Visualmente, percebe-se que a influéncia da pertubacao na velocidade do
rotor € mais significativa do que a influéncia da anisotropia. Uma vez que, todo o de-
senvolvimento realizado para se chegar na curva SIM1 levou em consideracao que
o rotor operaria na velocidade de critica obtida para o sistema linear associado, ou
seja, quando o modo regressivo do rotor e 0 modo da fuselagem possuem 0 mesmo
autovalor. Portanto, a medida em que se afasta desta frequéncia de rotacao, as simpli-
ficacbes matematicas realizadas passam a nao valer. Consequentemente, os pontos
de equilibrio ndo possuem a mesma influéncia no comportamento do sistema, impos-

sibilitando a previsdo da resposta.

4.3.6 Influéncia do NES no comportamento dindmico do modelo anisotrépico

Para verificar a capacidade do NES em controlar a instabilidade no modelo
anisotrépico do helicoptero, realizou-se a integracdo numérica, via ode45 (Runge-
Kutta de quarta ordem), para diferente combinacdes de {2 e Ao de forma varrer toda
a regiao de instabilidade verificada, Figura 2.8. A partir das respostas temporais ob-

tidas, coletou-se a maxima amplitude apds o sistema entrar em regime permanente
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(verificado quando ¢ — 200s). Os valores da maxima amplitude de deslocamento da
fuselagem para as diferentes combinac6es de parametros ({2, Ao) estdo mostrados,
Figura 4.29.

Os parametros utilizados foram:
« Condigbes iniciais: [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.1, 0, 0, 0, 0, 0];
» Tempo de integracdo: de 0 a 200 segundos.

» (Jvariade 4.3a5.3 Hzcomum passo de 0.01 Hz;

Ao varia de —90% a 100% de k, com passo de 0.95%;
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Figura 4.29: Médxima amplitude da fuselagem do modelo anisotrépico com NES para diferentes
combinacdes de (2 e Ao.

O resultado dado pela Figura 4.29 mostra que toda a regiao de instabilidade
apresentada pelo modelo anisotrépico, Figura 2.8, foi controlada dentro da faixa de
variacao de anisotropia entre Ac = +80%. A faixa central (em amarelo) mostra que
a resposta do sistema para estas condi¢ées ndo converge a zero. Como avaliado ao
longo deste trabalho nas se¢des anteriores, essa amplitude esta controlada e é influ-

enciada pela curva SIMO (que néo varia sob influéncia da anisotropia ou da variagao
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de §2). Além disso, as amplitudes encontradas para a fuselagem ao longo da zona do
FRS (faixa amarela) estao préximas da amplitude determinada pelo fold point da es-
querda. Estas amplitudes s&o obtidas para respostas forte ou fracamente moduladas,

conforme ilustrados nas Figuras 4.2 e B.7, respectivamente.

4.4 CONCLUSOES

A compreenséao da influéncia do NES no comportamento dindmico do mo-
delo anisotrépico do helicéptero € de extrema importancia para uma possivel aplica-
cao desse dispositivo em uma aeronave. Os resultados obtidos mostram que o NES
projetado para o modelo isotrépico do helicoptero consegue atuar suprimindo a ins-
tabilidade do sistema nas situacées em que uma de suas pas apresente variacao de
rigidez, além de se mostrar eficaz para uma ampla faixa de velocidade de operagéo
do rotor.

Além disso, o método matematico aplicado para a obtengao das curvas SIMO
e SIM1 se mostrou eficiente apenas para o primeiro, pois a curva SIMO n&o se altera
nos diversos casos estudados. Ja o segundo, mostra-se sensivel ao fatores de pertu-
bacao. Assim, os pontos de equilibrio obtidos na intersecao das curvas ja ndo influen-
ciam na dinamica do helicoptero. Portanto, a anisotropia consegue interferir no modelo
matematico desenvolvido pelo MME, necessitando recorrer a outras ferramentas para
verificar se o NES é atuante em toda faixa de operacéo do rotor.

Por fim, caso se deseje observar e compreender a dindmica do helicéptero
com o NES sera necessério aprimorar o modelo matematico aplicado neste trabalho,

generalizando a andlise a todas as faixas de velocidade de operacao do rotor.



CAPITULO V

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A perda de controle nos helicopteros, devido ao FRS, pode ocasionar sé-
rios acidentes durante o procedimento de pouso e decolagem neste tipo de aeronave,
comprometendo a seguranca do voo e dos seus ocupantes. Ha o interesse, portanto,
da industria aeronautica em controlar os efeitos desse fendémeno, uma vez que impac-
tos negativos sao difundidos com a ocorréncia de um acidente aéreo.

Os primeiros estudos do FRS englobaram apenas modelos dinamicos iso-
tropicos, para que as equagdes do movimento fossem simplificadas, facilitando o ma-
peamento da regidao de instabilidade. Porém, na pratica, dificilmente as propriedades
mecanicas de um helicoptero sao isotrépicas, ja que todos os componentes da aero-
nave estao sujeitos a apresentar problemas de fabricacéo, folgas e se desgastar ao
longo do uso, dentre outros.

Gradualmente, com o avango tecnoldgico e o interesse em compreender 0s
efeitos da ressonancia solo trazidos pela presenca da anisotropia no rotor do heli-
coptero, diversos métodos foram utilizados visando identificar o seu comportamento
instavel. Aliado a isso, buscou-se meios para o controle deste fendmeno, dentre os
quais, destaca-se o NES.

Induzindo a uma resposta fortemente modulada no modelo isotropico do

helicoptero, o NES se mostrou eficaz no controle do FRS. Isso induziu a seguinte



104

pergunta: sera que o NES projetado para o caso isotropico também consegue atuar
guando o helicoptero apresentar anisotropia, e se atua consegue suprimir as regides
de instabilidade? Na tentativa de responder esse questionamento, este trabalho com-
parou os dois casos: isotrépico e anisotropico.

Na primeira andlise, onde se caracterizou as regides de instabilidade dos
modelos, identificou-se que o modelo anisotrépico apresenta mais regides de insta-
bilidades que o isotropico. O aparecimento das novas regides instaveis € influenci-
ado, principalmente, pelo nivel de anisotropia apresentado em uma das pas. Porém,
para o nivel de amortecimento aplicado no modelo, essas novas regides instaveis sao
suprimidas. Portanto, tanto os modelos isotrépicos quanto anisotropicos avaliados
neste trabalhos apresentam apenas uma regiao de instabilidade compreendida entre
4.54 < () < 4.98 Hz. A delimitagdo da regido de analise facilita a aplicagcdo do MME
para identificacdo dos efeitos da n&o linearidade (NES) na dindmica do helicoptero.

Acoplando o NES ao modelo isotrépico do helicdptero, verifica-se que a res-
posta da fuselagem se torna fortemente modulada. Isso se da devido ao efeito da nao
linearidade, e através do MME é possivel compreender como o helicoptero interage
com NES. Analisando a interacao entre as curvas SIMO e SIM1, juntamente com os
pontos de equilibrio, & possivel predizer o comportamento do sistema. Vale destacar
que as oscilacbes fortemente moduladas séo alteradas em funcéo da velocidade de
rotacao do rotor em analise.

Ao abordar o caso em que o NES é acoplado ao modelo anisotrépico, utiliza-
se MME com o objetivo de compreender a dindmica do sistema, capturando os efeitos
da anisotropia nas curvas SIMO e SIM1. A avaliacao numérica destes resultados mos-
tram que a metodologia adotada é apropriada apenas para niveis de +10% de aniso-
tropia. Para valores fora deste intervalo, fica-se dificil a previsdo do comportamento
dindmico pela analise das variedades invariantes. Além disso, verificou-se que em
funcao do nivel de anisotropia considerado, as amplitudes de relaxacao podem variar
entre si. Contudo, as amplitudes maximas obtidas nas respostas do helicéptero, ao

longo de toda a regido instavel, apresentaram valores préximos ao do fold point da
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esquerda. Uma andlise numérica foi realizada com as equacdes do movimento (sem
aplicagdo do MME) com o intuito de inferir sobre a eficiéncia do NES para um grande
dominio de anisotropia. Determinou-se através desta andlise que o NES é capaz de
induzir o helicéptero a uma amplitude limitada de vibragéo, suprimindo os efeitos da
instabilidade, tanto para rotores isotropicos e anisotrdpicos.

Através das conclusdes obtidas neste estudo, ressalta-se que este trabalho
€ responsavel por contribuir no entendimento da dindmica do helicéptero com NES su-
jeito ao FRS. Isso ocorre, principalmente, para a situagdo em que o NES € acoplado
ao helicéptero com anisotropia. Além disso, verificou-se que a aplicagdo da metodo-
logia desenvolvida para a compreensao da dinamica do helicoptero isotropico com o
NES, através do MME, é também viavel para o modelo anisotrépico em determinados
niveis de anisotropia. Outra contribuicao é a certeza de que o NES consegue atuar em
todos os niveis de anisotropia dentro das condicbes adotadas neste trabalho. Como
resultado destas contribuicdes, sera redigido um artigo para publicacdo em revista
internacional especializada afim de divulgar estas informagdes.

A compreenséo dos efeitos do NES na dindmica do helicdptero ainda precisa
ser melhor estudada, e novos trabalhos podem contribuir para isso. A seguir, sdo

apresentados as sugestdes de trabalhos futuros:

* Aumentar o numero de pas com anisotropia no modelo e verificar a influéncia

disso na dinamica do helicoptero com o NES;
* Propor o acoplamento de mais de um NES a fuselagem;
 Propor a fixagdo do NES em outras partes do helicéptero;

» Propor a fixacao de mais de um NES em diversas partes do helicoptero;
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APENDICE A

EQUACOES DO MOVIMENTO

A.1 MODELO ISOTROPICO E SEM NES

A partir do modelo fisico de um sistema dinamico, € possivel obter um mo-
delo matematico capaz por representar a dindmica do sistema. Considerando que o
sistema € holonémico, ou seja, as restricoes impostas ao sistema nao variam com
o tempo, a equacéo de Lagrange propdem a obtencdo das equagdes do movimento

através da energia presente e do trabalho realizado pelo sistema, Equacao A.1.

d (0L oL
i o) o=@ D

onde:

» L, conhecido como Lagrangiano, € dado pela energia cinética 7' e energia po-
tencial U:

L=T-U

* ¢, corresponde a coordenada generalizada;

* (9, é o trabalho virtual das forgas ndo conservativas:

0, — Mae _ OFucda1)
" 08q, Dby
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A.1.1 Posicionamento dos Componentes do Helicoptero

O primeiro passo a ser feito é a identificacdo das coordenadas necessarias
para a caracterizagdo da posi¢cao de cada elemento do modelo. Considera-se apenas
um grau de liberdade na fuselagem. Esse movimento corresponde a sua translagao
na direcdo do eixo X,, descrito por z(t).

Ja a posi¢ao das pas podem ser descritas com base em dois referenciais:
o mével e o inercial. Sabendo que o numero de pas é dado por N, = 4, analisa-se
a posicao da k-ésima pa através do referencial mével (z,y, z), sendo k o indice que
identifica o nimero da pa. Sua posicdo € dada pelo dngulo de rotacdo da pa em
relagdo a sua posicao de equilibrio ¢.(t) e pelo angulo ¢, formado entre ponto B da
k-ésima pa com o eixo x do sistema de coordenadas mével, Figura 2.2. A Equacao

A.2 apresenta o valor de (.

2n(k —1)

= k=1..4 A2
Ck N, (A.2)

Passando a Equacgéo A.2 para o sistema de coordenadas inercial, temos:

Y=+, k=1.4 (A.3)
Descrevendo a posicao da k-ésima pa a partir do sistema de coordenadas

inercial (X, Yo, Zy), tem-se a Equacéo A.4:

Tp = x (1) + acos (Y (1)) + beos (Y (t) + ¢ (1)) (A4a)

Ype = asin (Y, (t)) + bsin (Y (1) + ¢ (1)) (A.4b)

Uma vez descrito o posicionamento de cada componente do sistema, verifica-
se que sao necessarias apenas cinco coordenadas para descrever completamente a

dindmica do sistema, sao elas:

{q} = {2(t), p1(t), (1), P3(t), da(t)}" (A.5)
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A.1.2 Trabalho e Energia

A energia cinética depende apenas da velocidade em que cada componente

do sistema se encontra, seu calculo é dado pela Equagéo A.6,

Ne M G2
T= nin A.6
; : (A.6)
onde, N. é o numero total de elementos considerados no modelo, m, é a massa
do elemento do sistema cujo o comportamento é descrito pela n-ésima coordenada
generalizada, ¢,. Sua derivada com respeito ao tempo, ¢,,, indica a sua velocidade.
Ja a energia potencial depende somente da posicao de cada elemento em
relacdo a uma forgca de campo conservativa. Com base nisso, existem diversos tipos
de campo que sao considerados em engenharia, entre eles: campo magnético, campo
gravitacional e campo elastico. Considerando que o sistema nao sofre influéncia de
nenhum campo magnético e a dinamica do helicéptero ndo apresenta deslocamentos
na direcdo de Z,, a energia potencial elétrica e gravitacional sdo desconsideradas.

Portanto, considera-se somente a energia potencial elastica. Esta ultima é obtida

segundo a Equacao A.7,

dU, = F,dq, (A.7)

onde, F,, é a forca de campo que influencia na variacao da posicao dq, do n-ésimo
elemento.

Considerando que a forga promovida pela rigidez associada ao elemento é
linear, do tipo

Fn = ann

a energia potencial elastica € dada pela Equagédo A.8. Porém, caso a rigidez tenha

comportamento nao linear cubico, do tipo

Fnl = knlqz
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a energia potencial elastica € obtida através da Equacao A.9

Nc k’n qzb
U= Z — (A.8)
n=1
Nc
kg2
v=%" —f (A.9)
n=1

onde, k, corresponde a rigidez linear do n-ésimo elemento e k,; a rigidez nao linear.
O trabalho virtual das forcas ndo conservativas é:

Nc

n=1
onde, F,. é a forca ndo conservativa.
Tendo definidos a energia cinética e potencial do sistema e o trabalho das
forcas nao conservativas, obtém-se as equacées do movimento através da Equacao

A.1. Representando matricialmente o resultado, tem-se:

[M]{q} + [G1{q} + [K]{q} = {Feu} (A.11)

A.1.3 Transformada de Coleman

A transformada de Coleman tem como objetivo converter as coordenadas de
rotacao (o1, ¢2, @3, ¢4) €m coordenadas fixas ao rotor (7, 74, 71, 715), €liminando assim,
os termos periddicos da equacgédo do movimento. Estas novas coordenadas correspon-
dem a configuragao coletiva, diferencial, cosseno e seno que o rotor pode apresentar,
elas sédo ilustradas na Figura A.1. Pode-se observar que as configuragdes coletiva e
diferencial sdo simétricas e as configuracdes cosseno e seno sdo assimétricas.

Cada coordenada generalizada ligada a rotacdo de uma das pas (¢1, ¢2, @3, P4),
é reescrita conforme a Equacédo A.12. A velocidade e aceleracdo angular, ¢, € ¢, sdo

obtidas derivando a Equagéo A.12.

O = To + Tie cos(p) + Tigsin(vy) + 1o(—1)*, k=1..4 (A.12)
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T,()
(a) Coletivo (b) Diferencial
\%/ [
£
Tlc(t) Tls(t)

(c) Cosseno

(d) Seno

Figura A.1: Configuracdes dos modos do rotor - Coordenas de Coleman

Onde:

1 Nb
T0 = m;Eq(All)k_H

Nb

2
Tle = Fb ; Eq(All)k-+1 COS(wk)

Nb

> Eq(A11)4 sin(dy)

k=1
Nb
1

— k
=5 ; Eq.(A11)41(—1)

2
s = N

(A.13a)

(A.13b)

(A.13c)

(A.13d)
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A.1.4 Equacgéo do Movimento

A energia cinética e potencial do sistema sdo calculados pelas Equacdes

A.6 e A.8, os resultados sao apresentados pelas Equacdes A.14 e A.15.

retm (G0 +§;lmbk (320 = o (500 sin s ) -

SO0+ 300 (0) sin (G0 + 61 <t>>)2 g (a (o () cos () +

d d 1 2
b (5o 0+ o) cos(n 0+ 0)) + 5 (n )
(A.14)
1 A}
U=k (x (1) + ; 5 bk O () (A.15)
O trabalho das forgas nao conservativas é dado por:

d a d

Whe = —¢; (Ex (t)> ox + — Z Cork (E@ (t)) Yo (A.16)

k=1

Por consequéncia, o Lagrangiano fica:
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b (%wk (t) + %% (t)) sin (Y (1) + dx (t))) + % Mk (a (%wk (t)) cos (1, () +
b (%@bk (t) + %qbk (t)) cos (V. (t) + ox (t))) L I (%m (t)) N
<§ b e 0+ * b <t>2)

(A.17)

Em seguida, aplica-se a Equagéo A.17 na Equagéo A.1 para cada variavel

generalizada, temos:

* Fuselagem — z(t)

d < oL ) oL OWe

#\or) ) " 9x(t) ~ 96a(t) (A18)
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d? .
(Mpy + Mpz + Mpy + Mp1 + M) T (t) — myp b (sin (£2¢t) cos (¢ (1)) +

cos (21) sin (6 (1)) Wl (1) = masb (— sin (2¢) sin (¢ (1)) +

cos (2t) cos (¢ (1)) @% (t) + myzb (cos (£2t) sin (@3 (t)) +

2
a2

s (21 sin (61 (1)) o301 (1) + (—mblbcos on ) (500 0)) -

o)’

)
2mb2bsin(¢2(t))(2—¢2( + mysb cos (¢ (1 ( o3 (t )
dc

d
o) -
(A.19)

2mpabsin (¢4 (1)) £2 — ¢4( ) = §2% (my1bcos (61 () — mugbcos (¢ (1)) —

sin (£2t) cos (@3 (t))) =5 @3 (t) + mpab (cos (£2t) cos (P4 (1)) —

2my beos (¢ (1)) 2 — qbl () + mpobsin (¢o (t

2 myzbcos (g3 (1)) 2 — ¢3 (t) — mpabsin (¢4 (¢

Mpobsin (P (t)) + mpsbsin (g4 (t)) + a (mpy — my3))) cos (£2t) +

<mblbsm (61 (1) (im () + 2mabsin (61 (1) 2 3,01 1)+

d
Myab cos (¢g (t

(bg ) + 2 myabcos (P (1)) £2 %@ (t)—

d
my4b cos (¢4 (t

mysbsin (¢g (¢ < d o3 (t ) — 2mysbsin (g3 (t)) 2 %% (t) —
( 2x¢ ) — 2 mygbeos (64 (1) 2 <04 (1) +

2% (myab cos (¢g (t)) — mysbcos (¢4 (t)) 4+ myybsin (¢y (t)) — mysbsin (g (1)) +

a (myy — mypy)))sin (£2¢) + cf%x (t) +kpz(t) =0

« Pa1 — ¢1(t)

i( oL )_ OL W

t\adi(t))  0on(t) o1 (t) (A.20)



bimsy (an (%@ (t) - Q) sin (2¢) — (%x (t)) %qﬁl (t)) cos (2t + ¢y (1)) —

by, (;—;x (t) + acos (21) 2 (%qﬁl () — (2)) sin (21 + én (1)) +

d
(0*mpy + 1y1) @% (t) + ko1 (1) + CblE(?l (t) =

i( oL )_ OL  OW,.
Ogo(t))  Opa(t)  0da(t)

bmysy (—(;1—22:;:( )+ af? (%@ (t) — Q) sin(m)> cos (2t + o (1)) —

by, <a cos(Qt) Q (iqsz (t) — Q) — (%w (t)) %052 (t)) sin (£2¢ + ¢ (1)) +

(b2mb2 + [b2> ¢2( )+ kpotpa (t) + Cb2 gbg (t) =

dt?

« Pa3 — ¢5(t)

i( oL )_ oL oW,
deps(t) Dps(t) — Do¢s(t)

by (aQ (%gbg (t) — Q) sin (£2t) + (jt (t)) d — o3 (t)) cos (2t + o3 (t)) —

ar
bimys (—(;i—;x(t)+acos(!2t)(2 (%qsg( Q))sm (21 + s (1) +

2

(b*mips + Ibs) 1z

o3 (t) + kyzos (t) + Cb3 gy ¢3 (t) =

121

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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« Pa4 — ¢4(t)

7 (825(15))  56u0) = 35640 (A:20
by (j—;x () + a2 (%@ () — 9) sin (m)) cos (2t + b (1)) —
bmy, (acos(m) 0 <%¢4 (t) — Q) - (%x (t)) %@ (t)) sin (2t + ¢4 (¢))+  (A27)

2

d
@@1 (t) + kpapa (1) + Cb4a¢4 (t)=0

(52 Mpy + ]b4)

Considerando pequenos deslocamentos as equagdes do movimento , Equa-

cbes A.19, A.21, A.23, A.25 e A.27, podem ser linearizadas, considerando:

cos () =1 (A.28Db)

o resultado dessa linearizacao € apresentado pelas Equacdes A.29 até A.33:

» Fuselagem — z(t)

d? d? ,
(me + Mp3 + mpy + mp + mf) @I’ (t) - mblb (@gbl (t)) Sin (Q t) —
d? d?
Myob <@gb2 (t)) cos (§2t) + mysb (@¢3 (t)) sin (2t) +

de?

2 sin (£2t) myybs?2 %ng (t) + 2 cos (£2t) my3bs?2 %¢3 (t) —

2
My 4b ( d o (t)) cos (2t) + cf%x (t) — 2 cos (£2t) my, 12 %gbl (t)+
(A.29)

2 sin (.Qt) mb4b_(2 %¢4 (t) - 92 (—meb(bg (t) + mb4gb4 (t) b—|-
(my1 — my3) (a4 b)) cos (£2t) + 2% (my1bé1 () — bps (t) mys+

(mpy — mpy) (a+0))sin (2t) + kpx (t) =0

« Pa41 — ¢1(t)
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d? d?
(mebl + Ibl) @(bl (t) — mblb (@l’ (t)) sin (Qt) +
q (A.30)
Cblaqbl (t) + le (t) (Qzabmbl + kbl) =0
d? d?
(b*mpa + Lyo) @QSQ (t) — myob (@x (t)) cos (2t) +
(A.31)
d
Cbg&(ﬁg (t) + ¢2 (t) (\QQCmebQ + kbz) =0
« Pa3 — ¢s(t)
d? d?
<b2mbg + Ibg) @(bg (t) + mbgb (@I (t)) sin (Qt) +
(A.32)
d
Cbga¢3 (t) + ¢3 (t) (QZCmebg + kbg) =0
« P44 — ¢ut)
2 d2
(b*mpy + Iyy) @gm (t) + mpyb (@x (t)) cos (2t) +
(A.33)

Cb4%¢4 (t) + ¢4 (t) (Q2abmb4 + k‘b4) =0

Para melhor compreensao, reescreve-se as equacdes do movimento na forma
matricial, Equagéo A.34.
[M]{i} + [[C] + [Gl]{i} + [K]{u} = {Feut} (A.34)
onde:

» Coordenadas generalizadas {u}



» Matriz de massa [M]:

{u} = {2(1), 1(t), da(t), d3(1), 0a(1)}"

1
—sin (£2t) rb;
—cos (£2t) rby
sin (£2t) rbs

cos (£2t) rby

—sin (£2t) rmq
1

0

+ Matriz de amortecimento [C]

rcy

—cos (2t) rmy
0

1

0 repr 0 0

Cho 0

0 reps

+ Matriz de acoplamento giroscopico |G|

 Matriz de rigidez [K|

0

0

—2 cos (2t) Nrmy

0

0

0

0

2 sin (02t) 2rmy

2 cos (2t) 2rmg

sin (£2t) rms
0

0

TCpa

0

0

cos (2t) rmy
0

0

—2sin (2t) 2rmy

0

0




[ w? sin (2t) 22rmy  cos (2t) 22 rmy
0 2%ra; +w} 0
K] = 0 0 2%ras + wi,
0 0 0
i 0 0 0

« Forgas externas {F,.}

(

{Fext} =

—sin (2t) 2% rmg

0

0
0
2% rag + wiy

0

—2% (a+b) ((—=rmy + rm3) cos (2t) + sin (2t) (rmy — rmy))

—cos (2t) 2% rmy

0

2 2
2°ras + wi,

\
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Considerando que Nb =4 e k = 1...Nb, as variaveis presentes nas matrizes

[M], [G], [K] e no vetor {F.,,}, s&o dadas por:

bmypy
T = —————
k mﬁfoil Mp
b Tbk = by,

b2 mpr+12pk

* ra; = arby

Cr
*rCf= ——d—
I mf+2£’:bl Mpj,

o _ Cok

TCok = b2 mpk+12pk

2 kg
o (Vi= ——
I mp+3 R0 Mk

o 2 i

Wor, = 2 My +1 2pk
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A variavel rmy, representa a razao entre o momento estatico da pa em rela-
cao a massa total do sistema e o fator rb,, demonstra a razéo entre o momento estéatico
da k-ésima pa em relagdo ao seu momento de inércia de rotagéo total. Os fatores rc;
e rcy, calculam, respectivamente, a razdo entre o coeficiente de amortecimento da
fuselagem com a massa total do helicoptero e a razdo entre o coeficiente de amorte-
cimento da k-ésima pa e seu momento de inércia de rotacdo. A frequéncia natural da
fuselagem é dada por wj%, ja a frequéncia natural relativa ao movimento de lead-lag da
k-ésima pé é definida por w,.

O modelo isotropico considera iguais, para cada uma das pas, as proprieda-
des de massa m;,, momento de inércia I, rigidez k,, € amortecimento ¢,,. Conse-
guentemente, ndo ha a necessidade do indice k para diferenciar as suas propriedades

dindmicas. Aplicando essa consideracao na Equacéao A.34, temos:

+ Matriz de massa [M]

[ 1 —sin(2t)rm —cos(2t)rm sin(2t)rm cos(2t)rm ]
—sin (2¢)rd 1 0 0 0
[M] = | —cos (2t)rdb 0 1 0 0
sin (2t)rd 0 0 1 0

| cos (2t)rbd 0 0 0 1 |

+ Matriz de amortecimento [C]

rcy 0 0 0 0

0 0 0 rep O

0 0 0 0 7o
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+ Matriz de acoplamento giroscopico |G|

[ 0 —2cos(2t)N2rm 2sin(2t)2rm 2 cos(2t)N2rm —2sin(2t) 2rm |
0 0 0 0 0
[Gl= 1o 0 0 0 0
0 0 0 0 0

i 0 0 0 0 0 |

 Matriz de rigidez [K|

[ w7 sin(Qt)2%rm cos () 22rm —sin (2t) 22 rm —cos (2t) 22 rm ]
0 2%ra + w? 0 0 0
[K]=1 o 0 2% ra+ w? 0 0
0 0 0 2%*ra+ w} 0

i 0 0 0 0 %ra+ w? ]

- Forgas externas {F..,}

{Fezt} = 0

Transformada de Coleman

Apoés aplicar a transformacao das coordenadas, Equacdes A.12 e A.13, na

equacgao do movimento linearizada, chega-se que as novas coordenadas sao:

{p} = {2(t), mic(t), mas(t), 7o), 7alt) }*
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Com isso, a Equacao A.34 é reescrita e seu resultado é apresentado pela
Equacédo A.35.
[M]{p} + [[C] + (G {p} + [K] {p} = {F:} (A.35)
onde:

» Matriz de massa [M,]

» Matriz de amortecimento [C,]

+ Matriz giroscopica [G_]
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+ Matriz de rigidez K]

P 0 0 0 o
0  2%ra — 2% 4+ wp? 2 reb 0 0
K| = 0 —{2reh 2%ra — 2 + wy? 0 0
0 0 0 2%ra + wy? 0

I 0 0 0 0 2%ra + wy? |

- Forgas externas {F.}

{FC}: 0

Dessa forma, consegue-se eliminar os termos periédicos da equacao do

movimento do modelo isotrépico do helicdptero.
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A.2 MODELO ISOTROPICO COM NES

Com base no modelo apresentado pela Figura 3.1, aumenta-se um grau de
liberdade no sistema devido o acoplamento do NES na fuselagem.
Obtendo a energia potencial e cinética deste sistema se chega nas Equa-

cOes A.36 e A.37.

rgmy (e 0) 43 o ()= () s 0) -

b (%wk (t) + %gbk (t)) sin (1, () + b (t>>> +

(A.36)
1 d d d
3 e (o (500 cos )+ 0 ( 50+ Fon () cos(un (04
1 d S d d ?
o) + 5 (o) +gm (G- 2 0)
U== kf ’ 4 Z kor, (6 (1)° + = knl (z () (A.37)
O trabalho das forgas nao conservativas é dado pela Equacéo .
d Nb
Wnc =—C (—$ (t)) (S:E - Cbk (—(bk (t)) 5k+
dt ; dt (A38)
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Aplicando as Equacdes A.36 e A.37 no Lagrangiano, temos:

pmpnr () 3 (G- (o) s ) -
b (550 0+ o0 sin () + <t>>)2 +
5 e (o (500 (0] cos(wn () +

) (A.39)
b (%W (t) + %(bk (t)) cos (1, () + b (t))) +

s () pm (e 2e0) 3k w0

> g o (00 () = 3 = 1)

Aplicando as mesmas consideracdes de isotropia das pas adotadas no o
modelo isotrdpico, as equacdes do movimento sdo obtidas através da Equacgéo A.1
e linearizadas segundo a Equacdo A.28. Seu resultado é apresentado no formato

matricial conforme a Equacéao A.40.

[M]{a} +[[C] + (G {i} + [K] {u} + [Ku] {v’} = {Feat} (A.40)

onde:

+ Coordenadas generalizadas {u}

{u} = {2(t), $1(t), Da(t), d3(t), da (1), (1)}

» Matriz de massa [M|



K —sin (£2t)rm
—sin (2t)rdb 1
—cos (£2t)rb 0
[M] =
sin (2¢) b 0
cos (2¢)rd 0
o 0

» Matriz de amortecimento [C]

TCf

 Matriz de acoplamento giroscépico [G]

0 0

0 0
[G] =

0 0

0 0

0 0

 Matriz de rigidez [K]

0

—cos (2t)rm
0
1
0
0
0
0 0 0
0 0 O
re, 0 0
0 7r¢p O
0 0 rep
0 0 0

sin (2t)rm  cos (2¢)rm

0

0

0 —2cos(2t)N2rm 2sin(2t)2rm 2 cos(£2t) 2rm

0

—2sin(2t) 2rm 0

0

0
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wi sin(2t) 2%rm cos(2t) 2*rm —sin (2t) 2*rm
0 %ra+ w? 0 0
0 0 2%ra + w? 0
(K] = '
0 0 0 2%*ra+ wi
0 0 0 0
0 0 0 0

+ Matriz de rigidez ndo linear K]

000O0O0 O

« Forgas externas {F.,;}

{Feazt} = 0

As novas variaveis presentes na Equacéo A.40 sao:

—cos (2t)2%2rm 0

0
0
0

2% ra + wf

0

0

133
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[ ] f— —mt
’LL mf+4 mp

e K=1+pu
— Ct
*rea = m+4my,
° — knl
mf—i—4mb

A variavel i representa a relagao entre a massa do NES com a massa total
da aeronave. Da mesma forma, rca € X\ indicam, respectivamente, a raz&o entre o
fator de amortecimento do NES com a massa total do helicdptero e a razdo entre a

rigidez nao linear com a massa total.

A.2.1 Transformada de Coleman

Aplicando a transformada de Coleman, Equacdes A.12 e A.13, na equacao

do movimento, Equacgéo A.40, chega-se no seguinte resultado:

(M {5} + [[C] + (G {p} + [KJ {p} + [Knid) {P*} = {Feate} (A41)

onde:
» Coordenadas {p}
{p} = {x(t), Tie(t), T1s(t), To(t), Talt) (1)}

» Matriz de massa [M,]



» Matriz de amortecimento [C,]

+ Matriz giroscopica [G.]

p+1

—rb

rcf

0

0

—-2rm

—Trca
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 Matriz de rigidez [K]|

Wf2 0 0
0  2%ra— 2%+ wp? 2 reh
0 —2rch
[KC] =
0 0 0
0 0 0
0 0 0
» Matriz de rigidez nao linear [K,,.]
0 0
0 0
0 0
[Knlc} =
0 0
0 0
0 0

- Forgas externas {F.,.}

{Fextc} =

2%rq — 22 + wy?

2%ra + wy?

2%ra + wy?

136
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A.3 MODELO ANISOTROPICO SEM NES

A anisotropia considerada no modelo do helicéptero estd associada com
a variacao da rigidez em uma de suas pas, que € indicada por uma pertubacgéo o.
Adotando que a anisotropia esta presente apenas na primeira pa, k£ = 1, sua rigidez

pode ser expressa como:

ki = kyp + 0 (A.42)

e as demais rigidezes associadas as outras pas sao:

kya = ki = kpa = kp (A.43)

Aplicando essas consideracdes na Equacédo A.34, verifica-se que a pre-

senga da anisotropia influencia somente na matriz de rigidez [K], Equacéao A.44.

[(M]{a} + [[C] + [G]] {a} + [K]{u} = {Fext} (A.44)
onde:

 Matriz de massa [M]|

1 —sin (2¢)rm —cos(2t)rm sin(2¢)rm cos(£2t)rm
—sin (£2¢) b 1 0 0 0
[M] = | —cos(2t)rb 0 1 0 0
sin (2¢)rb 0 0 1 0
i cos (2¢)rb 0 0 0 1 ]

+ Matriz de amortecimento [C]



[ rcy 0 0
0 rep O
0 0 re
0 0 0

i 0 0 0

+ Matriz de acoplamento giroscopico [G]

 Matriz de rigidez [K]

- Forcas externas {F.,;}

12

°f

0

0

0

rm 22sin (2t) rm 2% cos (2t) —rm 2?sin (2t)

Qra+ 1 +n

0

0

0
%*ra + I

0

0 0 ]

0 0

0 0
re, O

0 re ]

—2cos(2t)2rm 2sin(2t) 2rm 2 cos(2t) 2rm

0

0

0

?ra + If

—2sin (£2t) 2rm
0

0

—rm §2% cos (£2t)

0

2%*ra + If
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{Feact} =

\

0

Vs
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Considerando que n é arazéo entre a variavel de perturbacao o e a momento

de inércia no ponto de rotacao:

° N
U [b+b2mb

A.3.1 Transformada de Coleman

Aplicando a transformada de Coleman, Equacdes A.12 e A.13, na Equacgéao

A.44, chega-se no seguinte na Equacéo A.45.

[MJ{p} + [[Ce] + [Gell {p} + K] {p} = {Fe}

onde:

» Matriz de massa [M,]

+ Matriz de amortecimento [C.]

1 0
0 1
—rb 0
0 0
0 0

(A.45)
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+ Matriz giroscopica [G.]

+ Matriz de rigidez K]

wy? 0 0 0 0
0 Zncos(20t)— 22 4+wp?+ 2 L1nsin(202t) + reb 2 Lcos(Rt)n -1 cos(Rt)n
[K]=1] o 1y sin (202) — rch 2 ~lpcos(202t) — 22 +wp+ 1 Lsin(2t)n —1sin(Qt)y
0 %COS(Qt)’I] %sin(()t)n wp?+ 7 -1
| 0 7i cos(2t)n f% sin (2t)n -3 wp?+ % i

* Forgas externas {F.}
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{FC}: 0

Ao aplicar a transformada de Coleman na equacao do movimento do modelo
anisotropico, percebe-se a existéncia de termos periddicos associados a presenca da
anisotropia na matriz de rigidez, porém os termos periddicos das matrizes de massa

e de amortecimento sdo eliminados.

A.4 MODELO ANISOTROPICO COM NES

Acoplando o NES e considerando as propriedades de massa m;;., momento
de inércia I, € amortecimento ¢, iguais para todas as pas, salvo a excecao da va-
riacao de rigidez em uma das pés, Equacdes A.42 e A.43, chega-se nas equacdes
do movimento a aplicando a Equagédo A.38 e A.39 na Equagéo A.1. Linearizando o

resultado segundo a Equacéo A.28, obtém-se:

[M]{i} + [[C] + [GI] {ua} + [K] {u} + [Ku] {u’} = {Fear} (A.46)
onde:
» Coordenadas generalizadas {u}
{u} = {2(t), d1(1), da(t), 8a(2), da(t), (1)}

+ Matriz de massa [M]



K —sin (£2t)rm
—sin (2t)rdb 1
—cos (£2t)rb 0
[M] =
sin (2¢) b 0
cos (2¢)rd 0
o 0

» Matriz de amortecimento [C]

TCf

 Matriz de acoplamento giroscépico [G]

0 0

0 0
[G] =

0 0

0 0

0 0

 Matriz de rigidez [K]

0

—cos (2t)rm
0
1
0
0
0
0 0 0
0 0 O
re, 0 0
0 7r¢p O
0 0 rep
0 0 0

sin (2t)rm  cos (2¢)rm

0

0

0 —2cos(2t)N2rm 2sin(2t)2rm 2 cos(£2t) 2rm

0

—2sin(2t) 2rm 0

0

0

142



w} sin (2t) Q%rm cos (2t) 2% rm

0 Pra+wi+n 0

0 0 2°ra+ w?
(K] = '

0 0 0

0 0 0

0 0 0

+ Matriz de rigidez ngo linear [K ]

« Forgas externas {F.,;}

{Feazt} =

000

—sin (2t) 22rm

—cos (2t) 2%2rm 0

0
0
0

22 ra + wf

0

0
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A.4.1 Transformada de Coleman

Aplicando a transformada de Coleman, Equacdes A.12 e A.13, na Equacéao

A.46, chega-se na Equacao A.47.

(M {5} + [[C] + (G {p} + [KJ {p} + [Kid) {P*} = {Feate} (A47)

onde:
- Coordenadas {p}
{p} = {a(t), 7e(t), T1s(1), T0(t), a(t) ()}
+ Matriz de massa [M,)]

p+1 0 =2rm 0 0 —p

—rb 0 100 O

» Matriz de amortecimento [C.]

ref 0 0 0 O 0

0 reb 0 0 0 0
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+ Matriz giroscopica [G.]

 Matriz de rigidez [K|

wy? 0 0 0 0 0

0 %ncos(QQt)—Q2+wB2+g %nsin(ZQt)—&-rch %cos(()t)n —% cos(2t)n 0

[K] 0 %nsin(2ﬁt)frcbﬁ f%ncos(ZQt)f.QQ«#wBQJrg %sin(()t)n f% sin (2¢)n 0
c pumm

0 L cos(Rt)n L sin(Qt)n wp? + 1 -7 0

0 —i cos (2t)n —i sin (2t) n -1 wp? + 1 0

0 0 0 0 0 0

» Matriz de rigidez nao linear [K,,.]

000O0O0 O

[Knlc} =
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- Forgas externas {F.,.}

{Femtc} - 0




APENDICE B

RESULTADOS DO MODELO ANISOTROPICO DO
HELICOPTERO

Neste apéndice, sdo apresentados os graficos mencionados no Capitulo 4,

onde € discutido os resultados obtidos para o modelo anisotrépico.

B.1 Variacao da anisotropia — Ao = —10%

Qc=4.6615 Hz Aoc=-10% §/=0Hz

01 T T T T T T T
0.05 I F Y NN FFF Y YRR YRR NY TN
£
—_ 0
= Integragdo Temporal
X 005 - Fold Point da Esquerda
Fold Point da Direita
_01 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160
(a) - Tempo s
02 T T T T T T T
0.1 E AR ' a0 IR0 TR T
—_ FrrrrrmrrrrRrrrrrryrerrer|
E o
= Integragdo Temporal
N 01 F Fold Point da Esquerda
Fold Point da Direita
_02 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160
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Figura B.1: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicéptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
—10% e 6 = 0H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Q2 =46615Hz Ao =-10% ¢ =0.15915Hz
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Figura B.2: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
—10% e 0 = 0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.3: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
—10% e 6 = —0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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B.2 Variacao da anisotropia —» Ao = 10%

Qc=4.6615Hz Aoc=10% ¢=0Hz
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Figura B.4: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
10% e 6 = 0H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Qc=4.6615 Hz Aoc=10% 6 =0.15915Hz
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Figura B.5: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
10% e 6 = 0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.6: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
10% e 0 = —0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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B.3 Variacao da anisotropia -+ Ac = —20%

Qc=4.6615 Hz Aoc=-20% §=0Hz

01 T T T T T T
0.05 Ok A e A
£
~ 0 .
= Integragdo Temporal
b 0.05 - Fold Point da Esquerda
' Fold Point da Direita
_0_1 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160
(a) - Tempo s
0.2 T
— 0.1k I
WSROI OGO IUAODARIEORTGURINY
E
—_ Integragéo Temporal
= 0 Fold Point da Esquerda
N Fold Point da Direita
-0.1 1 1 I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160

(b) - Tempo [s]

Figura B.7: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicéptero, 2. = 4.6615H z, Ao =
—20% e 6 = 0H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Q2 =46615Hz Ao =-20% ¢ =0.15915Hz
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Figura B.8: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
—20% e § = 0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.9: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
—20% e 0 = —0.15915H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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B.4 Variacao da anisotropia —» Ao =20%

Qc=4.6615Hz Aoc=20% ¢=0Hz
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Figura B.10: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
20% e 0 = 0H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Q. =4.6615Hz Ac=20% 6 =0.15915Hz
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Figura B.11: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, {2, = 4.6615H z, Ao =
20% e 0 = 0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.12: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, {2, = 4.6615H z, Aoc =
20% e 6 = —0.15915H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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B.5 Variacao da anisotropia -+ Ac = —30%

Qc=4.6615 Hz Ao =-30 % 60 =0Hz
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Figura B.13: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, {2, = 4.6615H z, Ac =
—30% e 6 = 0H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.14: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, {2, = 4.6615H z, Ao =

—30% e 0 = 0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.15: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, {2, = 4.6615H z, Aoc =

—30% e 6 = —0.15915H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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B.6 Variacao da anisotropia —+ Ac =30%
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Figura B.16: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2. = 4.6615H z, Ao =
30% e 6 = 0H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.17: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, {2, = 4.6615H z, Ao =
30% e 6 = 0.15915H z - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.
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Figura B.18: Resposta temporal do modelo anisotrépico do helicoptero, (2, = 4.6615H z, Ac =
30% e § = —0.15915H = - (a) Resposta da fuselagem, (b) Resposta do NES.



ANEXO A

VALORES PARA O MODELO DO HELICOPTERO

Os valores adotados como padrdao do modelo do helicoptero foram retirados

da tese Sanches (2011) e sdo apresentados na Tabela A.1.

Tabela A.1: Valores adotados para o modelo do helicoptero.

Fuselagem Rotor
my=20929 kg | my =319 kg [a=02 m|b=25 m
wr=6.0m rad/s | wpy, =3.0m rad/s Tz, =259 kg x m?

Os valores do fator de amortecimento da fuselagem ¢, e do fator de amorte-

cimento das pas &, séo dados por:
° ff = 0.04;
o & = 0.045.

Os parametros considerados para NES s&o dados pela Tabela A.2.
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Tabela A.2: Parametros adotados para o NES.

NES

A=t _ — 103N/ (kg - m?)

mp+4my




ANEXO B

TEORIA DE FLOQUET

Considere uma equacéo diferencial de segunda ordem do tipo:

[M]{q} + [G1{a} + [KT{q} = {0} (B.D)

Representando em espacgo de estado a Equacgéo B.1, tem-se:

v(t) = AV(D), >t (B.2a)
V(to) == VO (sz)

onde A(t) € R™ é a matriz de espago de estado com termos periddicos, ou seja,

At +T) = A(t) (B.3)

A(t) = (B.4)

v(t) é a variavel de estado.
De acordo com a teroria de Floquet a matriz de transi¢cdo ¢ que relaciona

V(to) e v(t) é definida como:

B(t,to) = P(t, o)l 1) (B.5)
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onde Q é uma matriz constante e P(t, t,)é uma matriz ndo singular que satisfaz P(7’, )
e P(ty,ty) =L

A matriz de monodromy R, Equacéo B.8, fornece um critério de estabilidade
através da analise dos seus autovalores. Se todos eles forem menores que um, entao

a Equacao B.1 é definida como estavel.

R(t,to) = P(to + T, tg) = 9" (B.6)

Na maioria dos casos a matriz R n&o pode ser determinada analiticamente.
Mesmo assim, R pode ser aproximado se assumir que o sistema dado pela Equagao
B.1 é expresso na forma de um sistema linear com mudangas periddicas (Gokgek,

2004) definidas por:

V(t) = At + kh)V(t) = A(tg)V(t) Y t € [to+IT +kh, to+1T+ (k+1)h] (B.7)

paral=0,1,2,...et > ty. Além disso, h = % € uma amostra do tempo, £ =0,1,2, ...
ny, — 1 e nj, S@0 inteiros positivos. Assumindo que o sistema € linearmente invariante
no tempo durante a amostra de tempo h.

Assim, a matriz de monodromy R, de um sistema mudado periodicamente,
Equacéo B.7, pode ser dada por n,, integracées sucessivas e aproximacdes de R em

R..

k=0
R~ R, = J[ A" = Altmdh Ak At (B.8)

np—1
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