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MATOS JR, M. A. Modelo Nao-Linear de uma Viga de Material Composto. 2018.

Projeto de Fim de Curso, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia

RESUMO

O presente trabalho visa apresentar uma formulacdo capaz de representar o
comportamento estatico de uma viga de material composto e comparar com resultados
apresentados na literatura. Foi utilizada a teoria de viga de Euler-Bernoulli para analisar
o comportamento n&o linear geométrica baseado na hipotese de que os planos de
secgao perpendiculares ao plano médio permanecem planos e rigidos. Isso nos leva a
negligenciar o efeito de Poisson e as tensbes de cisalhamento transversal o que tras

consequéncias negativas para a exatiddo do modelo porém simplifica as analises.

Palavras Chave: Nao-Linear, Material Composto, Anisotrépico, Elementos Finitos.



MATOS JR, M. A. Non Linear Model of a Composite Material Beam. 2018. Conclusion

of Course Project, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

ABSTRACT

The present work aims to develop a formulation capable of accurately representing the
static behavior of a composite material beam and compare with results provided in the
literature. The Euler-Bernoulli beam theory was used to analyze the behavior of geometric
non-linearity based on the hypothesis that the section planes perpendicular to the median
plane remain flat and rigid. This leads us to neglect the Poisson effect and the transverse
shear stresses, which brings negative consequences to the accuracy of the model but

simplifies the analysis.

Keywords: Non Linear, Composite, Anisotropic, Finit Elements.



Lista de Simbolos

Simbolos Latinos

u Deslocamento na diregéo x.

Uy Deslocamento na diregdo x proveniente da matriz de rigidez linear de materiais
anisotropicos.

v Deslocamento na direcdo y.

w Deslocamento na diregéo z.

Wy Deslocamento na diregdo z proveniente da matriz de rigidez linear de materiais
anisotropicos.

G, Moddulo de elasticidade transversal do sentido 1 em relagao ao sentido 2.
E, Médulo de elasticidade no sentido da fibra.

E, Modulo de elasticidade no sentido perpendicular a fibra.

oW  Trabalho interno.

z Posicao em relagao a espessura da viga.

Simbolos Gregos
v,  Coeficiente de Poisson no sentido 1 em relagédo ao sentido 2.
v,;  Coeficiente de Poisson no sentido 2 em relagéo ao sentido 1.

(k) Angulo das fibras de cada camada (k) em relagdo ao eixos do plano cartesiano

adotado

& Deformagao no sentido i em relagao ao sentido j.

¢ ey Funcdes de forma.

Eij Componentes da matriz de rigidez transformada das camadas.
Componentes do vetor de tensao

O-ij
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1. Introducao

Os materiais compostos sdo cada vez mais estudados e suas caracteristicas
peculiares sdo cada vez mais necessarias e desejadas para aplicagdes diversas,
como por exemplo pas de rotores e turbinas, quadros de bicicletas, componentes
estruturais de embarcagdes, em diversas areas do setor automotivo, e com o passar
do tempo para cada vez mais aplicagdes serao viaveis.

A analise dinamica de estruturas construidas com esse tipo de material se
mostra um desafio, pois muitas vezes seu comportamento nao respeita as
formulagdes classicas o que torna necessario o desenvolvimento e o aprimoramento
dos modelos matematicos para que seja possivel realizar algum tipo de predigcéo
confiavel. Prever o comportamento desses materiais e simula-lo € um exemplo de
estado da arte no ramo de analise vibracional e esse trabalho tenta realizar algum
progresso em relagao a isso basicamente introduzindo efeitos de néo-linearidade na
matriz de rigidez de um rotor simulado em elementos-finitos.

A nao-linearidade surge naturalmente na realidade, mas é possivel com base
em suposicdoes e hipoteses reduzir grande parte dos problemas a problemas lineares.
Solugdes lineares podem ser obtidas com consideravel facilidade e menor custo
computacional quando comparadas a solugdes nao-lineares. Em muitos casos,
suposicdes de linearidade levam a uma idealizagdo razoavel do comportamento do
sistema. No entanto, em alguns casos, a suposi¢cao de linearidade pode resultar em
uma aproximacao irreal da resposta porém, em alguns casos, a analise n&o linear é a
Unica opcao que pode produzir resultados satisfatorios.

Materiais compostos sao naturalmente anisotropicos pois sdo compostos de
diferentes materiais e camadas que na maioria dos casos possuem orientagdes de
fibras diferentes, propriedades fisicas diferentes, isso faz com que as propriedades do
material composto sejam diferentes se medidas em diferentes orientagdes o que muda
a forma como as propriedades gerais deste material sdo calculadas o que também
apresenta um desafio no modelamento fisico e matematico deste tipo de material.

Um modelo numérico para estruturas feitas em material composto dividido em
camadas baseado em uma teoria geométrica nao-linear de casca foi desenvolvido por
Guttmann et al [1]. Em Murali et al. [3], foram investigados sistematicamente os erros
de discretizacdo que aparecem unicamente em uma formulagao de vigas nao-lineares

devido a presenca de termos derivados nao-lineares no termo de deformacao da



membrana. Krawczyk et al. [4] desenvolveu um modelo de feixe de camadas para
analise de elementos finitos ndo-lineares geométricos de feixes laminados com
interagao de camada parcial. Jun et al. [5] desenvolveu uma matriz de rigidez dindmica
exata de uma viga de material composito laminado uniforme baseada na teoria de
deformacéo de cisalhamento trigonométrico. Blair et al. [6] usaram a teoria de Euler-
Bernoulli para desenvolver formulagdes de vigas divididas em elementos finitos com
incluindo a nao-linearidade geométrica, incluindo acoplamento de flexdo-torgdo no
contexto de grandes deformagdes. Reddy [8] deduziu uma formulagdo ndo linear de
vigas isotropicas utilizando a teoria de Euler Bernoulli e a teoria de Timoshenko para
formular o comportamento cinematico de vigas utilizando o principio do deslocamento
virtual para formular as equacdes de equlibrio.

O intuito do trabalho é desenvolver uma formulacdo simples para prever o
comportamento desse tipo de material e no futuro aprimorar a formulacdo com
melhores suposigdes e hipoteses. O desenvolvimento dessas formulas pode ajudar a
prever melhor o comportamento desse tipo de material em uma aplicagdo mais critica,
podendo ser tirado melhor proveito de suas caracteristicas, ou mesmo viabilizar uma

maior aplicacdo dos mesmos em diversas situacdes onde ainda nao é utilizado.



2,

Formulagao tedrica

Basicamente, existem quarto diferentes teorias classicas sobre o

comportamento cinematico de vigas: teoria de vigas de Euler-Bernoulli (EBT) que

neglicencia as tensdes de cisalhamento transversais, a teoria de vigas de Timoshenko

(TBT), que toma em conta as tensdes de cisalhamento transversais da forma mais

simples, a teoria de vigas de segunda ordem (SOBT), e a teoria de vigas de terceira

ordem (HOBT), que adiciona termos no campo de deslocamentos assumido. Assim

como desenvolvido em Khdeir e Reddy [9], temos a forma geral no campo de

deslocamentos assumido expressado por:

onde

w2 = ug () + 26 T2+ 1, (0] + 22290 ™
3 d
+c3 (%) [¢x(x) + %
v(x,z) =0 (2)
w(x,z) = wo(x) (3)
u Deslocamento na direcéo x.

Ug Deslocamento na diregao x proveniente da matriz de rigidez linear de
materiais anisotropicos.

v Deslocamento na direcao y.

w Deslocamento na direcéo z.

Wy Deslocamento na diregao z proveniente da matriz de rigidez linear de
materiais anisotropicos.

¢ ey Funcdes de forma.

Como o modelo escolhido é o de Euler-Bernoulli, negligenciamos o efeito de

Poisson e as tensoes de cisalhamento transversais pois consideramos a hipotese de



que os planos de seccao perpendiculares ao plano médio permanecem planos e

rigidos (veja Fig. 1).
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Figura 1: Modelagem da viga (Abass e Elshafei [18]).

Para isso substituimos as seguintes constantes, ¢, = —1,¢; =0, ¢, =0,¢3 =

0, na forma geral no campo de deslocamentos, Eq. (1), que toma a forma:

u(x,z) = uy(x) — z% (4)
v(x,z) =0 (9)
w(x, z) = wy(x) (6)

21 Formulagao pela Deformagao

A forma geral das relacdes de deformacao-deslocamento na notagao contraida

pode ser expressa da seguinte forma:

1(/0u; Ou;\ 1 [0u,du, . (7)
&j = E(a_ijra_xi) +E<axi ax; )’ Ljym =123



onde as deformacgdes u,, u, € u; sao, u, v e w, respectivamente, as direcoes x,, x, €
X3, S840 x, y e z, respectivamente, e os componentes de tensao €,,, €,,, €33, €13, £23 €
€12 S80 Exy, €y, 22, Exzy Eyz € Eyy, FESPECtivamente.

Para vigas onde o comprimento é muito grande em comparagédo com as outras
duas dimensdes, tanto ¢, como &,, s&o assumidos iguais a zero de acordo com
Ferdlanand P. Beer [12]. De acordo com a hipétese de Kirchhoff, os componentes de
tenséo ¢,,, €., € &, s8o desprezados. Aplicando estas suposig¢des na Eq. (7), a unica

deformacéo diferente de zero € a deformacgao axial ¢,,.

_ 0u N 1 <6u>2 N 1 (617)2 N 1 (6W>2 (8)
Ex = 5y T2 \ox 2 \0x 2\ 0x

Omitindo termos de grande deformagdo exceto o quadrado de %, a

deformacéo axial pode ser escrita como:

. - duo_ZdZWo_l_l(dWo)Z 9)
o dx dx?2  2\dx

2
onde % (%) € o termo n&o linear. A Eq. (9) pode ser escrita como:

Exx = eagx + Zg)%x (10)

onde £°,, é a deformagdo do plano médio e ¢!,, é a curvatura do plano médio na

diregao x. Subistituindo temos:

dug 1(dw0>2 . d*wg (11)
dx /) |’

Exy = dx +§ Exx = T2

Para o comportamento elastico linear de materiais isotropicos, a lei de Hooke

pode ser escrita como:

Oxx = E.&yy (12)



Para materiais anisotropicos transversos essa relagdo toma a seguinte forma:
= 0.. €. 1

oy = 0y (13)
onde g;; € ¢; sdo os componentes dos vetores de tensdo e deformagéo, aij sdo 0s
componentes da matriz de rigidez transformada das camadas. Para 0 nosso caso, oy,
€ a unica deformagao n&o nula, logo, como em Gibson [10], temos:

Oxx = Qll-gxx (14)

O calculo de 611, para cada camada (k), é dado por:

511(k) = qq1-c(k)* + q22.5(k)* + 2.(q12 + 2. qe6)- c(k)*s (k)? (19)

onde de acordo com a Fig. 2, temos:

(98]

Figura 2: Representagado da viga de material composto.

_ E; (16)
h1 = 1—vy50y

Vo E 17

qi2 = = (7

1— vy



E, (18)

qz; =

1 —v1,05
de6 = G12 (19)
c(k) = cossenolp (k)] (20)
s(k) = seno[@ (k)] (21)

onde

E; é o mddulo de elasticidade no sentido da fibra.

E, é o mddulo de elasticidade no sentido perpendicular a fibra.

v, € 0 coeficiente de Poisson no sentido 1 em relacéo ao sentido 2.

v,, € o coeficiente de Poisson no sentido 2 em relac&o ao sentido 1.

G, € 0 mddulo de elasticidade transversal do sentido 1 em relagéo ao 2.

¢ (k) é o angulo das fibras de cada camada (k) em relagdo ao eixos do plano

cartesiano adotado.
2.2 Formulagao Variacional

O principio do trabalho virtual sera usado para formular as equagdes de

equilibrio,
W =6W, — Wy =0 (22)
onde §W, é o trabalho virtual interno, em outras palavras a energia de deformacao

virtual armazenada na viga devido a tensdo a que ela esta submetida, e Wy é o

trabalho realizado pelos carregamentos externos,

(23)
6]/]/1 = f@sij.aij.dv
v

onde v é o volume da viga,



L L (24)
SWg = f q(x)c?wo(x)dx+f f(x)ouy(x)dx + Néug(xy)

+PSwy(xp) + M5O, (xy,)
onde q(x) € a carga transversal distribuida, f(x) € a carga axial distribuida, N, P, M

sdo as cargas axiais, transversais e de momento, tais como na Fig. 3. duy(x),Sw, e

66,(x)sdo os deslocamentos axiais, transversais e rotacionais Vvirtuais,

respectivamente, e §6,(x) = (__d‘s‘;’i(x))_
P , 6\4} (x )
] ’ q(x):v(s"]/l; (x)
M)&QO (x ) 0
b
b > v v v
y< h —> > —» .
‘ -
iPJ - (%), Su j(x) N Suy(x,)
M,
qu'
ZV < X1f = >
- q |
D Xof " |
: XN g N
« L "
v

z

Figura 3: Representagao da viga (Abass e Elshafei [18]).

Ao substituir os valores de tensao e deformacao, Eq. (13), Eq. (9), e realizando

a integracao do trabalho virtual interno, temos:

g (25)
oW = f f&sxxaxx dA dx

0 Ja

g (26)
SW = f f (62, + z6¢l,) 0, dA dx

0 Ja

g — (27)
SW = f f (Oedy + 2084y) Q - Exx AA dx

0 Ja

(28)

L
SW = f f (868, + 2661) T, 1. (60, + z6y) dA d
0 A



L
SW = f f T, (8260, + 2(8e0, e, + 6elel,) + 22(Sekyel,)] dA dx
0 A

L
SW = j f [A;; (6€%,€2) + B (60, €}, + 8eled) + Dy, (8el,ek)] dx
0o Ja

(29)

(30)

onde (A;1,Bq1,D11) = fA(an)k(l,z,zz)dA. A;; s&o os componentes da matriz de

rigidez extensiva, D;; sdo os componentes da matriz de rigidez flexional, B;; s&o os

componentes de rigidez combinada do laminado e (al.j)k sdo os componentes da

matriz de rigidez transformada da késima lamina, baseados em Gibson [10] e dados

por:

h/2 b/2 N
=[] @ s =0 @), = 0e)

h/2J-b/2

h/2 b2
Ba=| [ (@) zd;vdz——bZ(Qu) (4 = 7ee?)

h/27-b/2

h/2J-b/2

h/2 rb/2 1 -
Dy, = f f (Qll)kzzdydz = §bZ(Q11)k(zk3 - Z(k—l)s)
k=1

Tomando a variagao dos componentes de tensdo dada pela Eq. (10):

déuy, dwyddw,
O = "qx T dx dx ]
sel = d?8w,
B = =gt

Substituindo na férmula do trabalho virtual interno, Eq. (30), tem-se:

1

dw,

dduy (du, 1 /dwy)\°
(e )-
dx \dx 2\dx

ddwy dwy [(du,
dx dx

dx
d?5w,

2

du,

i

dx
1

)

dw,

6WI:f_11

dx \ dx? dx

d?éw,
+ I 0

L dx?

[

déu, (d*w déw, (dw, d?w,
(e T (ww)

dx dx?

d?w,
dx?

dx?

)

[

dx

2

i

dx

)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)



2.3 Formulacao de elementos finitos

O deslocamento de uma viga submetida a alongamento axial é dado por
Yildirm, Sancaktar e Kiral [15].

0%u (37)

ax2

Resolvendo a equagédo governante acima e aplicando as condi¢gdes de

contorno, temos:

2 (38)
w00 = ) wythy = [y 1)
j=1
Y =1 _Z_C (39)
Yy = z_c (40)
W =Twy u,l (41)

A equacao governante de uma viga sob flexdo pura € dada por Robbins e
Reddy [16].

0w (42)

Ox*

Resolvendo a equagado acima e impondo as condigdes de contorno nodal,
obtém-se a Eq. (43), baseada em Bendary, El Shafei e Riad [17].

. (43)
wo (x) = zAj¢j = [¢1 P2 P35 Pal{A}
J=1



onde {A}T =

[Al AZ AS A4]

[w, 6; w, 6,] e as fungbes de forma tomam a seguinte

forma:
3x2  2x3 (44)
P=l- s
B 2x?  2x3 (45)
$2=x——=+7
3x?  2x3 (46)
T
x? x3 (47)
bs=—T+1z
O vetor de deslocamentos nodais do elemento {d} é dado por:
{d}" = [u; Ay Ay uy Az A4l (48)
2.4 Matriz de rigidez nao linear para materiais anisotrépicos

Tomando a variagao da Eq. (38) e Eq. (46), entdo substituindo as fungdes de

forma na Eq. (36), podemos obter o seguinte:

Aqq 3

\

s = |

—B11 1%

ondei,j =

2 4 A
7 Zu dby  1dves, d,
ldx_ I dx de]_ljdx
15 101wy Z dip; 1dWOZ4:A e,
Udx dx |£a'dx 2dx_]dxj
d2¢, d¢, dw0 m
iy [Z = ] B dxz (49)
2, |~ dup do (
d2¢; i ldw, ;
+OL4, dx? | Lo dx 2 dx ZA]E
j=1 J=1 J
2 2
¢1 d ¢,

1,2el,] = 1,2,3,4. Com isso, temos:



W,

2
( ( z lfL dlpl dl,b] i ) )
170 dx
du; . >
d(;b] dw, f dy; dzcl)]
+ZI] " dx dx " g dx? H|Y
( L L 2 p
= dwy do; d d d -
4 z j 4,2 Wy ¢)I l/)]d _f By —2L b; 1l}]d
= dx dx dx dx? dx
L L 2
SA; < A | f (dwo) do, dd)]d j B, & do, d ¢] x]l -
dx dx dx dx dx?
+Z| L 2 L 2 2 lA]
1| 1fB d‘.'bI%dd’]d j D d¢1d ¢] |
L |- 1Gx? dx dx 1 a2 P )

O trabalho virtual interno pode ser expresso em forma de matriz como:

5V|/1 = [{(SU}T {(SA}T] [K] 6x6 &Ziixi}

onde a matriz de rigidez K € descrita como:

e seus coeficientes sao:

Loodydy;
Kiljl__]- A11dld]d

1 (Y, dwo\dy; do L dy; d%¢
12 _ “7o LY L ]
Ky fo (A” dx) ax ax @ f Biigr a2

L dwy\ dep, d;
21 _ 0 r-rj
K j; <A11 I > dx

_ fL g Lody;
dx dx 1

dx? dx

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)



2de¢, do, i de, d?¢, (56)

L
dx dx fo Buay @
d2¢1 dWo dd’] dx J'L

dx? dx dx
Substituindo o valor de w,(x) em fungao das fungdes de forma, surgira um termo

1t dw,
Kiy Efo An ( dx) dx
1

L
‘jB
0

2

o Loy
11 d 2 d 2

quadrado em u; e Aj, o que leva a formar um sistema de equagbes algébricas de

segunda ordem ndo linear. Assim, para resolver este sistema deve-se fazer iteragéo
assumindo um valor inicial de wy(x), entdo calcula-se a matriz de rigidez
correspondente [K], Eq. (52). O valor corrigido de w,(x) dos deslocamentos nodais
do elemento calculado {d} é assim obtido, Eq. (48). O processo iterativo se repete e
o novo valor de w,(x) € substituido na matriz de rigidez. Assim, o deslocamento nodal
pode ser novamente calculadoaté que o sistema de equacdes converja e alcance a
precisao requerida.

Note que a matriz de rigidez € uma matriz assimétrica, ou seja, [K1?]T#[K?1].

Como marcado acima, [K'?] contém o fator % e [K?'] ndo, Eq. (55). Para torna-la
simétrica, ou seja, [K'?]T = [K?'] é necessario dividir a deformagao linear %, na Eq.

(36), em duas partes iguais, conforme o seguinte, Reddy [8];

d6u0 duo 1(dw0>2 N déw, dw, 1du0+1du0 1<dwo)2 |
i dx \ dx ' 2\ dx dx dx \2dx 2dx 2\dx
W, :f . déu, (d?w, N dSwy [(dwy d?w, d?5wy (dug 1(%)2 dx
, dx \ dx? dx \ dx dx? dx?2 \dx 2\dx
d?8wg [(d?w,
' odx? \ dx?
W,
p ddugy (du, 1 (dw0>2 N dsw, dw, 1du0+1du0 1 <dw0)2 ]
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Substituindo as fun¢des de forma no trabalho virtual interno:

s = |

( 2 4
s T Zu.% E%ZA dg,
Y dx ,_ljdx 2 dx _ljdx
A11< ]_ ]_
1 do,; dwo dy 1 dd),z do; [du, (dwo
k+6’dxd ax T2 a LY ax (i T
4
A d2¢, \ s do, |dw, \ d?¢; |
“ d / d Aax | ax  dx?
J=1
_Bll< 2 4 (
¢, | dy;  1dw, d¢,
+OL4, dx? dx + 2 dx ZA]E
j=1 J=1
2 2
<l>1 d°¢,

O trabalho virtual interno pode ser expresso em forma de matriz como:

sW, = [{6u}” {SA}T][?]MG{

E a matriz de rigidez se torna:

Elz] 2x4

(K]

| —

1.,

.. 7.,

{u}le}
{A}4x1

que é simétrica. Com isso, os coeficientes da matriz de rigidez simétrica sao:

—11

K;;j =

—12
Ky

A11 dx dx

fL dy;dy;

_1fL(A dwy,
2, UM dx

)

dlpl d¢] dx

dx dx

_fL

dy; d?
Blldld

a9

;

dx

(60)

(61)

(62)
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22 _ lfLAn du, +<dw0>2' de, do, dx—fLB de; dwy d?¢, " (64)
0 0

v | dx  \dx/ |dx dx dx dx dx?
_22 1Y [duy  (dwe\*]de, do, L de, dwy d?e, (65)
K”_Ejo An dx+<dx)_ dx dx dx—J; 1 dx de &

1t d2¢, dw, d¢’j L d2¢1 d2¢]
B ‘fo N dx ax T f Dui i a2

2

Dessa forma, temos [K'?] = [K?!] o que torna a matriz simétrica.
No caso da matriz simétrica uy,(x), wy(x) devem ser conhecidos de uma
iteragdo anterior para calcular a matriz de rigidez subsequente. Dessa forma
conseguimos resolver as equacgdes de equilibrio para os deslocamentos nodais {d}, e

repetir o processo de iteragao.
2.5 Matriz de rigidez linear para materiais anisotropicos

2
Omitindo o termo nao linear (%) da expressao da deformacéao longitudinal,

Eq. (8), a deformacao linear sera expressa por:

du,  d?w, (66)
T g T 7 dx?

Isso resulta em omitir todos os termos nao-lineares nos coeficientes da matriz

de rigidez, com isso temos:

—11 boodydy; (67)
Rif = 1! = | gl gl

—12 L dy; d*¢, (68)
Ky = Ki}Z = __];) By dx dx2 dx

—21 L d?¢, dy; (69)
K _L Bll dxz de



22 g dé; d2¢] g d*¢, d2¢] (70)
KI] —_ _L Blld_x dxz dx+J;) D11 d_xz dxz dx

Resolvendo essas equagdes temos a matriz abaixo:

Ay By, Ay By 7
z 7T T > 7
D11 D11 D11 D11
0 L b 0 Tk 0
_Bu Pu  Pu B DuDu
IR] = L 12 L L I L
A Bu Auw o _Bu (71)
L L L L
D D
11 11 11 11
- e R 7
Bll D11 D11 Bll D11 D11
— 6 - -2 -6 4
L L? L L L2 L

Essa matriz ser importante pois € com ela que sao obtidos os valores iniciais

para uy(x) e wy(x).
2.6 Solugao do Sistema nao linear de equagoes

Apos a montagem da matri de rigidez global da viga, por adigdo dos termos de
nos iguais, e dos vetores de forca € gerado um sistema nao linear de equagdes tal

que:
[Ky({dgD]{dy} = (Fy) (72)

onde [K,({d,})] € a matriz de rigidez global, que é fungdo do vetor de deslocamento
nodal global desconhecido {d,} e {F,} € o vetor de forga global.

Este sistema nao linear deve ser resolvido para obter os deslocamentos nodais
{d,}. Dois métodos foram utilizados neste estudo: a iteragdo direta e os métodos
iterativos de Newton-Raphson.

No procedimento de iteracdo direta, a solugdo na (rés""“) iteracao €

determinada a partir do seguinte conjunto montado de equacdes:



r -1
(dg}” = [k, (@}2)] () (73)
Onde a matriz de rigidez global é determinada usando o vetor de deslocamento
nodal da iteracdo anterior {d}"1.

Para o procedimento de Newton Raphson a equacéo linearizada dos elementos

toma a forma:

41 =)~ [r ()] (o ()] ™

onde o termo residual é:
(R ({2} = (Kofde} ") — ()} (75)

E a matriz tangente de rigidez [T ({dg}(r_l))] de cada elemento é calculado

segundo:

-1 (76)
[T ({dg}(r—l))] _ (a{R({dg})}>

o{dy)

A matriz tangente de rigidez associada a teoria de vigas de Euler-Bernoulli é

dada por:
73] = [&3* (77)
) i @
77 = [k (79)

L du, (dwo\*\de,; d¢, (80)
All(dx +(dx> ) dx dx dx

171 =[] + |

0



Em ambos os métodos, direto e Newton Raphson, a primeira iteracéo pode ser

. . . . P . (r-1)
calculada usando a matriz de rigidez linear, isto é, assumir {d,} = 0 e calcular

{dg}(r) usando a Eq. (71) ou Eq. (73). Em seguida, calcula-se o residuo e repete-se o
processo de iteracao até obter um resultado pequeno o suficiente. Na solucao exata,
o residuo é igual a zero.

Durante a solugao, a iteracao direta e o método de Newton-Raphson as vezes
nao sao capazes de convergir para uma determinada solugdo. Nesses casos a fungéo
fminsearch do MATLAB® foi usada para o processo de iteracdo visando obter os

resultados propostos.



3. Resultados Numéricos

Para realizar o estudo foram utilizados os softwares MATLAB® e MAPLE® na
tentativa de reproduzir os resultados obtidos por Abass e Elshafei [18]. Dessa forma,
os parametros adotados, dados pelo artigo de referéncia, para a viga de material

composto da Fig. 4 sdo apresentados na Tab. 1.

Tabela 1: Parametros de referéncia.

Comprimento (L) 500 mm
Largura (b) 20 mm
Espessura (h) 2,35 mm
E, 39,8 Gpa
E, 37,9 Gpa
Gy 1,9027 Gpa
Vip = Uy 0,14
Numero de camadas 8
Angulos das fibras [0°]g
Carregamento (P) Variade 0,5Na 125N
Local de aplicagao do 400 mm do ponto de
carregamento fixacao
Densidade 1227,565 kg/m3

Figura 4: Procedimento realizado no experimento de referéncia

(Abass e Elshafei [18]).



Foi analizada a for¢ga de 7.08 N no sentido do eixo Z, conforme Figura 3, em
uma viga e em condigdes como descreve a Tabela 1. Dessa forma obtivemos os

seguintes resultados. Para F = 7,08 N, temos:
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Figura 5: Resultados obtidos para F = 7,08 N e 10 elementos (Linha verde: modelo
nao linear para materiais anisotropicos; Linha azul: modelo linear para materiais

anisotropicos).

xmax(10 elementos)p— ogy = —28,4604 mm
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Figura 6: Resultados obtidos para F = 7,08 N e 20 elementos (Linha verde: modelo
nao linear para materiais anisotrépicos; Linha azul: modelo linear para materiais
anisotropicos).

xmax(20 elementos)p—=7 gy = —97,1598 mm
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Figura 7: Resultados obtidos para F = 7,08 N e 40 elementos (Linha verde: modelo
nao linear para materiais anisotrépicos; Linha azul: modelo linear para materiais
anisotrépicos).

xmax (40 elementos)p—, gy = —157,1640 mm
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Figura 8: Resultados obtidos para F = 7.08 N e 50 elementos (Linha verde: modelo
nao linear para materiais anisotrépicos; Linha azul: modelo linear para materiais
anisotropicos).

xmax (50 elementos)g—79gy = —181,6917 mm
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Figura 9: Resultados obtidos para F = 7.08 N e 100 elementos (Linha verde:
modelo ndo linear para materiais anisotropicos; Linha azul: modelo linear para
materiais anisotropicos).
xmax(100 elementos)p—yogy = —171,1246 mm
Apos isso é possivel compor um grafico onde que compara o deslocamento
maximo obtido pelas abordagens linear e nao-linear com o resultado de referéncia

obtido por Abass e Elshafei [18]. Dessa forma, temos a Fig. 10 e Fig. 11.
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Figura 10: Resultados para F = 7,08 N. (Linha verde: modelo nao linear para
materiais anisotropicos; Linha azul: modelo linear para materiais anisotrépicos; Linha

vermelha: resultado experimental).
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Figura 11: Resultados de referéncia para F = 7,08 N (Abass e Elshafei [18]).

E possivel ver através das Fig. 10 e Fig. 11 que a medida que aumentamos o
numero de elementos o resultado se aproxima mais de um resultado plausivel e
converge para um resultado que nao se altera de forma significativa mesmo se
aumentarmos o numero de elementos. Vale ressaltar que para a obtengao dos
resultados foi necessario a utilizagdo da fungdo “fminsearch” do MATLAB®, pois o
método de Newton Raphson ndo se mostrou convergente.

As diferengas entre os resultados da referéncia e os do presente trabalho se

devem principalmente aos métodos de resolugao que utilizamos (fminsearch ao invés

de fsolve).

Outra conclusao que pode ser extraida do modelo desenvolvido € que quanto

maior a forga aplicada menor sera a exatiddo do mesmo o que pode ser mostrado

pela Fig. 12.
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Figura 12: Residuo da fungéo objetivo em fungao da forga aplicada.

Isso corrobora com a concluséo que a teoria de Euler Bernoulli é insuficiente
para estimar as deflexdes maiores, porque negligencia o efeito de Poisson e as
tensdes de cisalhamento transversais. Isso pois a viga desenvolve forgas internas que
resistem a deformacgao, e a magnitude das forgcas internas aumenta com o aumento
do carregamento, assim como a deformagao, dessa forma o erro relativo obtido pelo
metodo cresce com o aumento da forga, como pode ser visto na Fig. 12. Outro
aspecto importante a ser considerado no resultados é o formato da curva que nao
possui grande fidelidade com a realidade (ver Fig. 5, 6, 7, 8 e 9), devido as limitagdes
do modelo adotado e também pelas limitagdes dos métodos de convergéncia
utilizados que nédo foram os melhores disponiveis na literatura, porém estes sao
relativamente mais simples e com custo computacional menor o que foi uma escolha
tomada pelo estudo.

Portanto, é necessario para melhorar a exatiddo dos resultados,
principalmente para carregamentos elevados, incluir as tensdes de cisalhamento na

formulagéo nao-linear, e melhorar os métodos iterativos utilizados. Os modelos de



viga de Timoshenko e de ordens superiores fornecem uma hipétese que melhor se
adapta a realidade observada.

Ainda assim, como é possivel observar os resultados numéricos encontrados
no presente trabalho se aproximam muito dos resultados experimentais encontrados
por Abass e El- Shafei [18], o0 que da confiabilidade para nossos programas, ao menos
para a faixa de dados analisada.



4. Conclusoes

Podemos ver uma diferenga entre o encontrado pelo experimento fisico
referéncia e os resultados numéricos obtidos pela nosso métodos, isso se deve as
simplificagbes e hipoteses utilizadas (ja explicadas anteriormente). Dessa forma o
método se mostrou ineficaz de representar com exatiddo o comportamento nao linear
de vigas de materiais anisotropicos para todas as forgas testadas (apesar de ter se
aproximado com certo grau de exatidédo para a forga de 7,08 N, em valor mas ndo no
formato da curva), isso mostra que a teoria de Euler Bernoulli é insuficiente para
estimar as deflexdes maiores, porque negligencia o efeito de Poisson e as tensdes de
cisalhamento transversais. Por isso, € necessario incluir tensdo de cisalhamento na
analise nao-linear geométrica. Contudo, o presente estudo possui validade ao passo
que serve de base para futuros desenvolvimentos e aprimoramentos para dessa forma
representar com maior exatidao o comportamento real desse tipo de material.

Uma possivel melhoria que ndo inclui alterar a formulacdo proposta seria
aprimorar o processo de convergéncia utilizando um método mais poderoso e robusto

como uma evolucao diferencial por exemplo.
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