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Resumo

O principal objetivo deste trabalho ¢ investigar propriedades estruturais, eletronicas e
topoldgicas de uma nova classe de materiais denominada Isolantes Cristalinos Topoldgicos),
presente nos semicondutores da familia IV-VI (PbSe, PbTe e SnTe). Comegamos estudando as
propriedades de bulk de sistemas nao-triviais topoldgicos bidimensionais e tridimensionais. Em
seguida, nanoestruturas de tamanho finito compostas de nanofitas e empilhamento de
monocamadas foram abordadas. Interfaces topoldgicas/triviais nanoestruturadas sdo de grande
interesse para potenciais aplicagdes tecnologicas, bem como para a caracteriza¢do dos estados
topologicamente protegidos de interface. A monocamada de PbSe tem sido usada como nosso
modelo ndo-trivial bidimensional protegido por simetria cristalina. Nos investigamos os efeitos
de distintas terminagdes de bordas nas propriedades dos estados topologicos. Ao cortar a
monocamada em duas diferentes diregdes cristalograficas, ela nos fornece cinco distintas
configuracdes de fita. Demonstramos que, embora a classificacdo topologica de um isolante
seja uma propriedade de bulk, a simetria distinta das terminagdes de borda determinam as
propriedades dos estados topoldgicos. Nossos resultados também revelam uma protecao
topoldgica adicional, induzida pela simetria ndo-simorfica, impondo um cruzamento de Dirac
para nanofitas de largura estreita. Esta prote¢do ndo pode ser prevista pela classificagdo
topologica do bulk, j4 que o bulk possui simetria simdrfica. A Monocamada e o bulk
tridimensional de SnTe apresentam fases ndo triviais, protegidas por simetria cristalina. Nossos
calculos mostram uma evolucao ndo-monotonica do gap de banda, através do empilhamento de
monocamadas de SnTe, que foi explicado com base na simetria do empilhamento. Verificamos
que o empilhamento impar ¢ simoérfico, enquanto que o empilhamento par possui simetria nao-
simorfica. Para poucas monocamadas, demonstramos que a simetria do sistema determina sua
ordem topologica. Além disso, os estados topoldgicamente protegidos sao fortemente afetados
pela simetria do empilhamento. A metodologia utilizada neste trabalho ¢ uma combinagdo de
primeiros principios baseados na teoria do funcional da densidade e Hamiltonianas efetivas
baseado na analise da teoria de grupos. Construimos um modelo de baixa energia, usando uma
base extraida dos resultados ab-initio. Nossa combinacdo de primeiros principios e
hamiltonianos dependentes do grupo espacial, fornece uma ferramenta poderosa que pode ser

estendida a outros sistemas de tamanho finito.

Palavras-Chave: isolante topologico, topologia, simetria cristalina, estrutura eletronica,
estados de superficie, SnTe, PbSe, PbTe, monocamada, nanofita, empilhamento, DFT, teoria
de grupos, método dos invariantes, hamiltoniana efetiva.
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Abstract

The main purpose of this work is to investigate structural, electronic and topological
properties of a new class of materials called Topological Crystalline Insulators, present in the
semiconductors of the IV-VI family (PbSe, PbTe and SnTe). We start by studying the bulk
properties of two- and three-dimensional topological non-trivial systems. Then finite-sized
nanostructures composed of nanoribbons and stacking of monolayers have been addressed.
Nanostructured topological/trivial interfaces are of great interest for potential technological
applications, as well the characterization of the interface protected topological states. PbSe
monolayer has been used as our two-dimensional non-trivial model protected by crystal
symmetry. We investigate the effects of distinct termination edges on the topological state
properties. By cutting the monolayer in two distinct crystallographic directions, it provides us
with five distinct tape configurations. We demonstrate that, although the topological
classification of an insulator is a bulk property, the distinct termination edge symmetry dictates
the properties of the topological states. Our results also reveal an additional topological
protection, induced by nonsymmorphic symmetry, demanding a Dirac crossing for nanoribbons
of narrow width. This protection could not be predicted by the topological classification of the
bulk, since the bulk has symmorphic symmetry. Monolayer and three-dimensional bulk SnTe
present non-trivial phases, protected by crystal symmetry. Our calculations show a non-
monotonic evolution of the band gap, by stacking SnTe monolayers, that has been explained
based on the symmetry stacking. We verify that odd stacking is symmorphic, while even
stacking has nonsymmorphic symmetry. For few monolayers we demonstrate that the proper
symmetry of the system dictates it topological order. Also the topological protected states are
strongly affected by the proper slab symmetry. The methodology used in this work is a
combination of first principles based on the density functional theory and effective
Hamiltonians based on the group theory analysis. We construct a low energy model, using a
base extracted from ab-initio results. Our combined first principles and space-group-dependent

hamiltonian provides a power tool that can be extended to other finite-sized systems.

Keywords: topological insulator, topology, crystalline symmetry, electronic structure, surface
states, SnTe, PbSe, PbTe, monolayer, nanoribbon, stacking, DFT, group theory, invariants

method, effective Hamiltonian.
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Introducao

Os materiais isolantes podem ser classificados por meio da topologia em duas distintas
classes: trivial e ndo-trivial. Nesta classificagdo, dois isolantes sdo topologicamente
equivalentes, caso possam ser deformados adiabaticamente um no outro sem fechar o gap de
energia, enquanto certas simetrias sejam respeitadas'. Os isolantes ndo-triviais também
chamados de materiais topoldgicos, formam uma nova fase quantica da matéria, com
propriedades fisicas exdticas nunca antes observadas, € que podem ser empregadas em
inovadoras aplicacdes tecnoldgicas?.

A classificagdo topologica de um estado quantico ¢ determinada pelo carater da sua fungdo
de onda, o qual ¢ especificado por meio de um invariante topoldgico, sendo este uma quantidade
discreta e que permanece inalterada quando o sistema sofre alguma deformagio adiabatica®. Os
invariantes topologicos usualmente sdo obtidos por meio de uma andlise do Pfafiano das
funcgdes de Bloch dos estados de valéncia®, o qual também pode ser realizado através dos centros
de carga das funcdes hibridas de Wannier como proposto por Vanderbilt®.

O que torna esta classificacdo altamente relevante experimentalmente ¢ a chamada
correspondéncia bulk-fronteira®, sendo frequentemente tomada como uma propriedade
definidora da topologia nao-trivial de um material. Esta correspondéncia ocorre na interface
que separa estados isolantes com diferentes ordens topologicas. Nesta regido as Hamiltonianas
que descrevem ambos os estados ndo podem ser conectados adiabaticamente, ocasionando em
um processo de fechamento do gap de energia, para que ocorra a alteragdo do invariante
topoldgico, e dando origem ao aparecimento de estados condutores de fronteira do tipo de
Dirac. Experimentalmente a topologia nado-trivial destes materiais, pode ser confirmada por
meio da espectroscopia de fotoemissdo resolvida no angulo (ARPES)®.

Embora Thouless, Kosterlitz ¢ Haldane ja tivessem utilizado desde a década de 70 e 80 a

topologia algébrica para entender alguns fenomenos da fisica’”%’

, como por exemplo, o efeito
hall quantico, um dos primeiros a ser caracterizado como topologicamente nio-trivial®!?. Por
muito tempo acreditou-se que esta classificagdo existiria apenas em sistemas bidimensionais
sob condic¢des extremas (altos campos magnéticos e baixas temperaturas). No entanto esta ideia

mudou apos a previsdo tedrica de uma fase ndo-trivial na auséncia de campos magnéticos

)3,11 7 12,13

denominada de isolante topologico (IT)>"", seguido posteriormente da descoberta em 200
e em 2009 '* dos primeiros materiais IT 2D e 3D, respectivamente. A realizacio concreta das
fases topologicas em materiais rendeu a Thouless, Haldane e Kosterlitz o Prémio Nobel de

fisica no ano de 2016.
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O IT diferentemente do estado Hall quantico, preserva a simetria de reversao temporal 0,
sendo caracterizado pelo invariante topolégico chamado de numero de Chern ou indice
7231315162517 Og materiais IT confirmados até o momento sdo semicondutores, que devido a
presenca de uma forte interagdo spin-Orbita apresentam um estreito gap invertido no bulk.
Diferentemente ao que ocorre no grafeno, os estados de superficie dos TIs sdo spin polarizados
e ndo podem sofrer o processo de retroespalhamento, uma vez que ndo existe estado disponivel
para que isso ocorra, permitindo desta forma o transporte de carga e de spin sem dissipagao.
Outra diferenca € que estes estados sao protegidos de desordem fraca e interagdes pela simetria

de reversdo temporal do sistema!’

, ndo podendo ser destruidos caso o material sofra alguma
alteragdo de forma continua e infinitesimal em suas propriedades. Em outras palavras, estes
estados sempre estardo presentes, a menos que estd simetria seja quebrada.

Essas propriedades fazem com que os TIs sejam materiais mais promissores que o grafeno
para aplicacdes tecnoldgicas, como na eletronica de baixo consumo de energia, spintronica,
computagdo quantica, ¢ na constru¢do de dispositivos de alta velocidade (devido a elevada
mobilidade dos seus portadores de carga). A busca por sistemas com estados de borda
topologicamente ndo-triviais, tornou-se desta forma um tema importante ¢ de intensa pesquisa
na fisica da matéria condensada, muitos estudos tém sido focados na investigacdo das
propriedades destes estados protegidos. Entretanto, visando aplicagdes praticas, estamos apenas
no inicio do processo. Por exemplo, um assunto ainda pouco conhecido e em discussao no
presente momento € como os estados topologicos sdo afetados quando interfaciados com um

isolante trivial'®

, sendo esta uma exigéncia indispensavel para a constru¢ao de dispositivos.

A descoberta do TI foi apenas o comeco, chamando a atengdo para um conceito mais
amplo, o das fases topolégicas protegidas pela simetria (SPT)!°, os quais exibem caracteristicas
topoldgicas que dependem crucialmente da presenca de uma simetria no sistema (no caso do T1
a simetria de reversao temporal). Entretanto, caso esta simetria seja quebrada no sistema, a fase
SPT serd deformada adiabaticamente a uma fase trivial (por exemplo, um isolante atomico),
levando a uma abertura do gap.

A pesquisa por outras fases SPT tem atraido muita atencdo, tanto tedrica quanto
experimental. Neste contexto, uma nova fase que apresenta estados metalicos protegidos pela
simetria cristalina do sistema (simetrias de inversdo, espelho e etc.) foi descoberta ¢
denominada de Isolante Topolégico Cristalino (TCI)*’. Esta simetria adicional promove o
aparecimento de multiplos cones de Dirac nas fronteiras. O estado TCI ¢ definido por meio de

um invariante topolégico denominado de niimero espelho de Chern e associado ao auto-valor

do operador de simetria do sistema'. A procura sistematica por um material TCI requer a
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classificagdo das estruturas de banda topologicamente distintas dentro de cada classe cristalina.
Dada a complexidade da cristalografia, a classificagdo completa dos TCI ainda ndo foi atingida,
sendo uma area ativa de pesquisa.

Em um TCI, a quebra da simetria via engenharia de deformacao ou por meio da aplicacao
de um campo elétrico, promove uma abertura do gap de energia na fronteira o qual ¢
continuamente ajustavel, levando a aplicacdes abrangentes em termoeletricidade, deteccdo do
infravermelho e eletronica modulavel. O primeiro material definido como TCI foi o

21,22

semicondutor SnTe”"“*, posteriormente foi identificado que outros semicondutores da familia

IV-VI como o PbSe e o PbTe também suportam este estado®>**

, sendo estes os materiais cujas
propriedades serdo analisadas ao longo deste trabalho.

Esta Tese esta organizada da seguinte forma, no capitulo 1 realizamos uma descri¢do mais
detalhada dos conceitos apresentados acima e que sao necessarios para a compreensao dos
materiais topologicos, bem como a teoria envolvida em sua descri¢do. Nos capitulos 2 e 3 ¢
descrita a metodologia tedrica envolvida tanto na simulagdo computacional do sistema (teoria
do funcional da densidade), como na constru¢do dos modelos efetivos utilizados para um
melhor entendimento dos processos fisicos envolvidos (teoria de grupos). Finalmente nos
capitulos 4, 5 e 6 efetuamos a investigacdo das propriedades eletronicas, estruturais e
topoldgicas dos sistemas de interesse neste estudo, ou seja, as nanofitas e empilhamentos dos

TCIs PbSe, PbTe e SnTe. Ao final dos capitulos 5 e 6 temos uma conclusdo parcial acerca dos

resultados obtidos, e posteriormente uma se¢do dedicada a conclusdo geral deste trabalho.
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Capitulo 1: Isolantes Topologicos

Comecaremos este capitulo com uma revisao sobre a teoria de bandas e o estado isolante,
seguindo por uma introducdo acerca do conceito de topologia, de forma a estabelecermos as
diferengas entre os isolantes comuns e uma nova classe de materiais denominados de isolantes
topoldgicos. Ao final do capitulo sera realizada uma analise dos principais conceitos envolvidos

na teoria dos materiais topoldgicos, até obtermos o invariante que os caracterizam.

1.1 Teoria de Bandas e o Estado isolante

A teoria de bandas descreve os estados eletronicos, ao explorar a simetria translacional do

sistema no espago dos momentos cristalinos k (espago reciproco) no interior de sua 1° Zona de
Brillouin®>. Esta analise ¢ realizada através da equagio de Schrodinger:
[— %VZ + V(F)] Vi () = En o (®), onde o potencial V () apresenta a simetria da rede cristalina
a ser analisada (devido a sua invariancia translacional), € o termo entre colchetes ¢ denominado
de operador Hamiltoniano de Bloch H, onde H(¥) = H (F + Tf). Por meio de sua resolucao,
obtemos os auto-valores E, x da fungdo de onda de Bloch i, (), ou seja, as energias que variam
continuamente com o vetor de onda k para formar uma banda rotulada pelo indice n. A estrutura
de bandas ¢ composta pelo conjunto de todas as bandas, onde os distintos £, se encontram
localizados no interior da 1° ZB. De acordo com o teorema de Bloch?®, a fungdo de onda v, . (7)
deve correspondem a uma fungdo u,, (¥) que possui a periodicidade da rede cristalina |u, , (¥)) =
|un (% + K)), multiplicada por uma onda plana, ou seja, |, () = ™ |u, ().

Na estrutura de bandas, os elétrons irdo preencher primeiramente os estados de menor
energia, até alcancar o estado ocupado de mais alta energia chamado de nivel ou energia de
Fermi. Caso a banda esteja parcialmente ocupada no nivel de Fermi, teremos um estado
metalico, onde um campo externo ao ser aplicado sobre o sistema, forcara os portadores de
carga a se afastarem da posicdo de equilibrio e adquirir uma quantidade de movimento total
diferente de zero, formando dessa forma um fluxo de corrente elétrica’®. Entretanto, caso a
banda esteja completamente cheia, e exista uma diferenga de energia entre a banda de valéncia
preenchida e a banda de conducao desocupada, ou seja, um gap de energia, um campo externo
fraco ndo conseguira forcar os elétrons a se afastarem dos estados ocupados para formar um
fluxo de corrente. Nessa situagdo, o tamanho do gap ¢ tomado como uma linha diviséria para

classificar os materiais isolantes e semicondutores.
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Um material sera classificado como semicondutor, quando apresentar um pequeno valor
do gap de energia (< 4eV), de forma que os seus elétrons apresentaram uma maior facilidade
para serem excitados da banda de valéncia para a de condugao a temperaturas finitas, embora a
banda totalmente preenchida nao contribua para a condutividade elétrica a temperatura do zero
absoluto. Em contrapartida, os materiais isolantes apresentam um valor elevado de gap, de
forma que seus portadores de carga ndo sdo excitados a temperatura ambiente?®.

Dando prosseguimento, tragaremos agora um historico de algumas descobertas da fisica
que cominaram na defini¢ao e posterior verificagdo dos materiais topoldgicos. Entretanto, para

uma melhor compreensdo, comegaremos com um resumo do conceito de topologia.
1.2 Topologia

A Topologia ¢ uma area da matematica considerada uma extensdo da geometria, onde
diferentes objetos podem ser agrupados em amplas classes (ou ordens) topologicas que se
focam em distingdes fundamentais entre as formas, sendo o principal conceito para este
agrupamento a deformagdo suave do objeto. Por exemplo, duas formas geométricas podem ser
agrupadas na mesma classificagdo topoldgica, caso sobre uma delas possa ser realizado um
processo de deformagdo suave e continuo, fazendo com que esta seja deformada na outra forma
geomeétrica, entretanto, sem que ocorra o rasgo ou perfuracdo da superficie, ou seja, sem ocorrer
nenhuma descontinuidade®’. Nesse contexto, cada classificagio topoldgica ¢ caracterizada por
um determinado invariante topologico, sendo este uma quantidade ou propriedade do sistema
que permanece invariante durante o processo de deformacdo®®. Nesta defini¢dio, podemos citar
que a topologia de uma forma geométrica bidimensional ¢ classificada através da contagem do
nimero de “buracos” que estas possuem, correspondendo ao seu genus-G também chamado de
numero de identificadores, o qual caracteriza o seu correspondente invariante topoldgico.

Como exemplo, citemos que a superficie de uma esfera ¢ topologicamente equivalente a
superficie de um cubo ou até mesmo de uma pirdmide, pois uma pode ser deformada suave e
continuamente na outra sem rasgar a superficie, de forma que possuem o mesmo valor para o
invariante topologico (G = 0). Similarmente temos que uma xicara de café ¢ topologicamente
equivalente a um toroide, cujo processo de deformagdo encontra-se ilustrada na figura 1.2,

ambas sdo caracterizadas por G = 1.
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G=0 G=1

Figura 1.1: Caracterizacio topolégica de uma forma Figura 1.2: Ilustragio esquemdtica do processo de

geométrica de acordo com o seu genus (G). deformacio suave de uma xicara em um toroide. Figura
extraida e adaptada a partir de um arquivo .gif (imagem
animada) encontrado na  pagina  eletronica:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Topologia_(matematica)
em 26/04/2018.

A generalizacdo do conceito de topologia para um sistema fisico, mais precisamente para
o estado isolante, apresenta uma modificagdo conceitual, onde dois estados isolantes que sejam
descritos por diferentes Hamiltonianas, podem ser classificados na mesma ordem topologica,
caso sobre a Hamiltoniana de um desses estados isolantes possa ser empregada um processo de
deformacdo adiabatica, de forma que seja deformado na Hamiltoniana do outro sistema,
entretanto sem que ocorra o fechamento do gap de energia. Nessa classificacdo, os materiais
isolantes comuns, os semicondutores e até mesmo o vacuo (possuindo um gap de energia para
a criacdo de um par elétron-pdsitron, de acordo com a teoria quantica relativistica de Dirac?”)
apresentam uma topoldgica denominada como trivial. Enquanto que os materiais que iremos
analisar neste trabalho denominados de topolodgicos, sdo rotulados como ndo-triviais. Ambas as
classificagdes sdo diferenciadas em fun¢do de um invariante topoldgico, o qual serd melhor
descrito e obtido na se¢ao 1.6.5.

Uma importante consequéncia dessa defini¢do, ¢ que em uma interface que separe dois
estados isolantes com diferentes topologias, um trivial e outro ndo-trivial, as Hamiltonianas que
descrevem ambos os estados, ndo podem ser conectadas adiabaticamente uma com a outra e
consequentemente ndo podem apresentar o mesmo valor para o invariante topologico. Nessa
situacdo, deve ocorrer uma descontinuidade acompanhada de um processo de fechamento do
gap de energia na interface, para que ocorra a alteragcdo do invariante, ou em outras palavras,
da ordem topoldgica, dando origem ao aparecimento de estados condutores de superficie. Essa
caracteristica ¢ usualmente denominada de correspondéncia bulk-fronteira, sendo
frequentemente utilizada tanto experimentalmente quanto em calculos tedricos, para a

constatacdo da topologia ndo-trivial de um material.

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG


https://pt.wikipedia.org/wiki/Topologia_(matemática)

Tese: Isolantes topoldgicos protegidos por simetria cristalina 7

1.3 Efeito Hall

Como ponto de partida, mencionaremos o Efeito Hall (EH) descoberto no ano de 1879 por
Edwin Hall*®. Nesse efeito, uma amostra metalica ¢ submetida a a¢do de um campo elétrico
longitudinal E e de um campo magnético perpendicular B, resultando em uma diferenca de
potencial transversal, chamada de voltagem Hall. Esta voltagem ¢ gerada pela forca de Lorentz
F = q(E + vxB) experimentada pelos portadores de carga movimentando-se pela amostra, e
resulta em um deslocamento destes entre suas extremidades, aonde os portadores com um
determinado sinal irdo se deslocar para uma das extremidades, enquanto a outra apresentara um
acumulo de cargas opostas (ver figura 1.3). Nesse efeito ¢ verificado que a transversal
condutividade Hall p; apresenta um comportamento linear em fun¢do da variagdo do campo

magnético aplicado.

F=qg(E +v«B)

B

+++++++++++++
i

Hall

Voltag

iy Figura 1.3: Diagrama da montagem
x experimental do efeito Hall.

1.4 Efeito Hall Quantico

Um século apos a constatacdo do EH, K. von Klitzing, G. Dorda e M. Pepper verificaram
experimentalmente em 1980 o efeito Hall Quantico (EHQ), através de uma amostra
bidimensional de elétrons (MOSFET: Metal Oxide Semiconductor field-effect transistor)
submetida a temperatura do hélio liquido (= 4K) e intensos campos magnéticos (da ordem de
15T)*. Neste efeito, verifica-se analogamente ao EH, que o interior da amostra se torna
isolante, enquanto uma corrente passa a ser transportada ao longo de suas bordas, sendo o fluxo
desta corrente unidirecional e ndo apresentando dissipagdo. Entretanto, diferentemente ao EH
onde a condutividade transversal p; apresenta um comportamento linear com a variagdo do
campo magnético, constatou-se que no EHQ este ¢ quantizado em patamares de e?/A, ou seja,
pr = ne?/h onde n é um nimero inteiro’! (vide a figura 1.4), um resultado inesperado e nio
previsto classicamente, uma vez que ocorre em um fendmeno de muitos corpos para diferentes

materiais, apesar das diferencas que se esperava que ocorresse entre as diversas amostras.
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Figura 1.4: Grafico experimental obtido por Klitzing, que
demonstra a quantizacio da resisténcia Hall (essencialmente
a variavel reciproca da condutividade p) em funcio do
campo magnético aplicado. Os patamares correspondem a
quantizada resisténcia transversal Ry = 1/p7, enquanto os
picos representam a resisténcia longitudinal R, = 1/p;.
Figura extraida da pagina eletronica:

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1

B 998/press.html em 26/04/2018.

Além disso, devemos ressaltar que uma tarefa recorrente na fisica da matéria condensada,
tem sido a descoberta e classificagdo de novas fases da matéria. Durante muito tempo esta
classificagdo foi desempenhada por meio do conceito de quebra de simetria, em que uma
transicdo de fase ocorre quando uma das simetrias do sistema fisico ¢ espontancamente
quebrada. A teoria que descreve transi¢des de fase como estas denomina-se teoria de Landau,
por meio do qual, diversas fases sdo bem descritas a tornando uma das grandes conquistas da
fisica da matéria condensada®>3?. Entretanto apesar de bem sucedida, foi descoberto um novo
estado da matéria que ndo apresentava nenhuma quebra de simetria aparente e por isso nao pode
ser descrito por esta teoria, sendo este justamente o EHQ.

Além de render a Klaus von Klitzing o prémio Nobel de Fisica de 1985, o EHQ gerou uma
demanda por explicacdes tedricas que englobassem a quantizagdo da condutividade transversal,
€ como uma quantizacao tdo robusta poderia se manifestar em experimentos realizados em
circunstancias variadas. A resposta a este problema se deu com a introducdo da nocao de
topologia, ocorrendo inicialmente em 1981, com o experimento mental proposto por Robert
Laughlin®**, em que os patamares da transversal condutividade Hall foram explicados pelo fato
deste constituir um invariante topoldgico do sistema, ou mais precisamente o inteiro » presente
na sua expressdo'’. Em 1982, uma explicacdo equivalente para esta quantizagio foi proposta
por D. J. Thouless, M. Kohmoto, M. P. Nightingale e M. den Nijs, a partir de calculos baseados
na formula da resposta linear de Nakano-Kubo?®,

De acordo com o grafico da figura 1.4 do experimento de Klitzing, que mede a resistividade
(R = 1/p) em funcdo da variagdo do campo magnético, constata-se que enquanto a
resistividade/condutividade transversal R;/p; estiver quantizada em um patamar (n bem
definido), teremos para as quantidades longitudinais R, — 0 (p, — o), garantido a conduc¢ao de
corrente nas bordas. A mudanca de R;/p; de um patamar para outro, somente ocorre quando a
Hamiltoniana do sistema apresenta uma grande deformagao (em funcao da variacdo do campo

magnético), situagdo para o qual o invariante n deixarad de ser bem definido. Uma vez que n ¢
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um numero inteiro, ele ndo pode mudar continuamente, portanto, um grafico de n (ou de alguma
variavel proporcional a ele como R;/p;) em funcdo do campo magnético, deve apresentar-se
estruturado na forma de patamares. Durante esta transi¢do, a resistividade R; tendera a um valor
maximo (equivalendo a um valor minimo para a condutividade p;), de forma que a condugao
nas bordas sera fortemente suprimida.

Como citado na se¢do 1.2, em uma interface que separe estados isolantes com diferentes
topologias, as Hamiltonianas que descrevem ambos os estados ndo podem ser conectadas
adiabaticamente, devendo ocorrer um processo de fechamento do gap de energia na interface,
para que ocorra a alteracdo do invariante topologico (ordem topoldgica), ocasionando no
aparecimento dos estados condutores de superficie. No EHQ, o material bidimensional esta em
contato com o vacuo de topologia trivial, de forma que a correspondéncia bulk-fronteira
evidencia a topologia ndo-trivial do EHQ, sendo a responsavel pela condu¢do de corrente nas
bordas. Para a situacdo em que os campos externos sao removidos, ou entdo no processo de
transi¢do entre os patamares da condutividade, a conducao de corrente se anula e
consequentemente o sistema torna-se trivial.

Os estados de borda do EHQ, também podem ser analisados por meio de uma
argumentacdo cldssica. Em fun¢do da acdo do campo magnético externo, os elétrons irdo
adquirir uma quantizada orbita circular, levando aos niveis de Landau com energia
En = (m + Y2)hoc, onde oc ¢é a frequéncia de ciclotron e m um niimero inteiro. Os niveis de
Landau podem ser vistos como bandas de energia para os elétrons, e caso um determinado
numero destes niveis encontre-se preenchido e os restantes desocupados, um gap de energia ird
separar estes estados, como em um isolante. Podemos imaginar que nas bordas do material os
elétrons possuem um movimento distinto daquele em seu interior, uma vez que suas Orbitas
encontram a borda e ndo se fecham “pulando” para outra 6rbita (como esquematizado na figura
1.5). Estes saltos levam a estados metélicos que se propagam pela borda do sistema em apenas
uma dire¢do, uma vez que ndo existem estados propagando-se em sentido contrario, de forma
que a condugdo de corrente ocorre sem espalhamento por impurezas e sem perda de energia na

forma de calor (dissipagao).
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Figura 1.5: Esquema das orbitas de ciclotron dos
elétrons, os quais sdo interrompidos nas bordas da
amostra. Desta forma, os portadores de carga
passam a conduzir sem dissipa¢io em sentidos
contrarios em cada uma das bordas.

A partir do EHQ, uma nova forma de classificagdo dos materiais baseada na topologia do
espaco de pardmetros da Hamiltoniana foi desenvolvida, possibilitando a previsao e posterior

verificacao de novas fases de sistemas quanticos.

1.5 Topologia nao-trivial na presenca da simetria de
reversao temporal

Como o EHQ ocorre apenas quando um campo magnético intenso ¢ aplicado, ele pertence
a uma categoria topologica que explicitamente quebra a simetria de reversdo temporal (vide a
secdo 1.5.1). Naturalmente, os fisicos se perguntaram se a classificagdo topologica poderia ser
estendida a sistemas que apresentariam esta simetria. Em 2004, Murakami aliou a simetria de
reversdo temporal e o acoplamento spin-Orbita, onde os niveis de Landau dos elétrons
ocorreriam devido a intrinseca interacdo SO sem a necessidade de um campo magnético
externo, gerando o conceito de Isolante Hall Quantico de Spin, também denominado de Isolante
Topolodgico (IT)*.

O conceito proposto por Murakami, inspirou Kane e Mele a aplicarem um modelo deste
estado ao Grafeno'!, enquanto Bernevig e Zhang investigaram a verificagdo deste efeito em
materiais semicondutores'?2. Nenhum destes modelos foi realizado experimentalmente, mas
tiveram grande importancia em desenvolvimentos conceituais. No ano de 2006, Bernevig,
Hughes e Zhang predisseram o primeiro IT 2D, por meio de pogos quanticos de HgTe/CdTe> 2.
Enquanto em 2007, Liang Fu e Kane afirmaram que a liga Bii-xSbx seria um IT 3D ' para uma
faixa especial de x, o qual foi confirmado no ano seguinte por M. Z. Hasan, através da
espectroscopia de fotoemissao com resolugdo angular (ARPES), uma medida experimental que
possibilita a constatagdo dos estados topoldgicos de superficie®. Posteriormente, modelos de
isolantes topologicos para os compostos BixTes, BioSes e SboTe; foram construidos como

generalizagdes para o modelo de pogo quantico tridimensional'.
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O IT corresponde a uma nova fase quantica da matéria, observada em materiais que
apresenta um forte acoplamento SO, o qual ¢ de origem relativistica e esta associada a interagao
entre 0 momento de dipolo magnético de spin do elétron e o campo magnético interno do
proprio atomo (uma consequéncia do momento angular orbital do elétron). Nestes materiais ¢
a interagdo SO quem possibilita a existéncia das fases topologicamente nao-triviais (ao
promover a inversao do carater de suas bandas de valéncia e condu¢@o) e que ainda preservam
a simetria © *. Desta forma através da classificacdo topologica, ndo podem ser conectados
adiabaticamente com isolantes triviais ou mesmo materiais semicondutores, devido a sua ordem
topologica ndo-trivial. Estes sdo materiais que apresentam um gap de energia nos estados de
bulk (interior da amostra) como um isolante convencional, mas devido a correspondéncia bulk-
fronteira possuem estados condutores de superficie.

A teoria envolvida nos isolantes topologicos permitiu a previsao e consequente verificagdo
de novas propriedades fisicas caracterizadas por excitagdes exoéticas, devido a inser¢dao dos
termos topologicos nas equacdes de Maxwell. A compreensao e verificagdo destas excitacdes,
atualmente corresponde a uma grande parte da pesquisa em materiais topologicos. Por exemplo,
no IT 2D ¢ predito a ocorréncia de fracionaliza¢do de carga na borda, enquanto uma separacao
spin-carga ocorre no seio do material. Verifica-se também que uma carga carregada acima da
superficie de um IT 3D ird induzir ndo apenas uma carga elétrica imagem, mas também um
monopolo magnético imagem, estes dois monopolos formariam um objeto compoésito que
obedece a uma estatistica fracionaria (anyons)*¢. Uma notavel predicio tedrica relacionada aos
isolantes topoldgicos, € que um supercondutor colocado sobre sua superficie possa dar origem
ao aparecimento dos férmions de Majorana (cuja particula ¢ idéntica a anti-particula), estes
férmions previstos teoricamente sdo preditos para ocorrerem dentro dos vortices de um
supercondutor>’-2.,

Todas estas notaveis caracteristicas relacionadas aos isolantes topoldgicos, justificam a
intensa pesquisa que a comunidade cientifica estd empregando no estudo desta nova classe de
materiais. Neste contexto, muitos fisicos esperam que este estudo venha aumentar o
conhecimento fundamental sobre a natureza, além da possibilidade de emprego dos ITs no

desenvolvimento de nano-dispositivos relacionados a spintronica e a computagdo quantica.

Antes de iniciarmos a analise deste estado, realizaremos uma revisao sobre a simetria de

reversao temporal 0, o qual desempenha um papel fundamental nesta fase quantica.
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1.5.1 SIMETRIA DE REVERSAO TEMPORAL

O termo reversdo temporal associado a esta simetria, estd relacionado a reversdo do
momento. Logo, torna-se evidente porque a ag¢do de seu operador reverta operadores
relacionados com movimento (S — —S; J - —J; p - —p), enquanto mantém outros inalterados
(r —» r). Por meio desta relacdo, esperamos que o produto de dois operadores que sdo revertidos
por este operador permanega invariante (p? - p%;J.S —J.5)*.

Comecemos analisando a ag¢do da simetria de reversao temporal ® sobre um estado |a),
dado por |a) = ©]a), o qual equivale a dizer que se |a) representa um auto-estado do momento
linear |p), entdo @|a) correspondera a um auto-estado de | —p). O operador de reversdo
temporal é anti-unitario, ou seja, ® = UK, em que K ¢ o operador de conjugacdo complexa e U

um operador unitario, sendo sua forma funcional para um sistema de spin % dada por*:

0 = e SHmhK = — 25, onde 02 = —1 (A)
Na teoria dos Isolantes Topologicos, o operador de reversao temporal © apresenta um papel
de crucial importancia, uma vez que a simetria ao qual € associado esta intimamente relacionada
a uma protegdo topologica dos seus estados de superficie (secdo 1.5.2), além de permitir a
deducdo do teorema de Kramer. Este teorema diz que: “Qualquer estado de um sistema cujo
momento angular total é semi-inteiro (ou seja, um sistema composto por um nimero impar de
particulas com spin semi-inteiro) e que apresente a simetria de reversdo temporal 0, deve ser
degenerado”®. A fim de deduzirmos este teorema, consideremos um sistema de spin semi-
inteiro cuja Hamiltoniana comute com o operador de reversao temporal, ou seja, € invariante
perante essa simetria:
[H,0] =0 ou HO = OH (B)
Tomemos entdo um auto-estado arbitrario |n) da Hamiltoniana, tal que H|n) = E,|n). A
expressdo (B) implica que @|n) também serd um auto-estado da Hamiltoniana com energia E,,,
uma vez que: HO|n) = OH|n) = OF,|n) = E,0|n). O qual nos leva a seguinte pergunta: os
vetores dados por |n) e O|n) correspondem ao mesmo estado fisico ou sdo estados degenerados.
Responderemos a esta pergunta via absurdo, e comecemos considerando a hipotese de que estes
sejam o mesmo estado fisico, ou em outras palavras, que @|n) diferencie do |n) por no maximo
um fator de fase, isto é: @|n) = e¥¥|n). Aplicando-se novamente o operador © obtemos:
02|n) = 0[0|n)] = 0[ei®|n)] = e"¥ei¥|n) = +|n) ~ ©2 = +1. O qual estd em contradi¢io com
a expressdo (A). Portanto, a hipdtese inicial estava errada, e concluimos que em qualquer
sistema que apresente a simetria de reversao temporal e cujo momento angular total seja semi-
inteiro, seus estados devem ser degenerados.
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Na presenca do acoplamento SO, ocorre uma interessante consequéncia para a estrutura de

bandas?, o qual pode ser verificado pela seguinte analise da Hamiltoniana de Bloch: H|i),, ;) =

EnlYnk), onde [, x) = ei§'7|un,k) ¢ o auto-estado de Bloch, o qual nos permite utilizar a
seguinte forma reduzida para a equag¢do de Schrodinger: H|u,k) = Ep|unk), onde H =
e~ k7He+k?  Como H preserva a simetria de reversdo temporal, podemos escrever
H(—k) = ©H(k)©"".

O significado fisico desta expressdao € que a energia das bandas de um sistema com 0
ocorrem aos pares, ou seja, estados localizados em +k e -k (bem como componentes opostas de
spinup 1 e down |) possuiram a mesma energia, sendo chamados de pares de Kramer. Os pares
de Kramer ocorrem em torno dos momentos que sdo invariantes sobre ©, os quais sao
denominados de TRIM-A (time reversal invariant momenta)'®3°, como consequéncia a estrutura
de bandas ¢ simétrica em tornos destes pontos.

Em um TRIM, a a¢do da simetria @ leva A4 em - A4, ou seja, em um ponto-k equivalente na
ZB; dois pontos-k sdo ditos equivalentes quando sdo conectados entre si através de um vetor
G = (v;.by + v5.by + v5.b3) da rede reciproca, de forma que A=-A+G ~ A=G/2 =
1/ 2(v1._f)1 +v,.by + 173._53), onde _51,2,3 sdo os vetores primitivos da rede reciproca enquanto
V123 S40 numeros inteiros. Na figura abaixo, exemplificamos os TRIM A;; para as redes
reciprocas bidimensionais hexagonal e retangular, onde os subscritos i e j denotam os

correspondentes numeros inteiros v; € v; da relagdo obtida anteriormente.

Hexagonal | Prb: Retangular
b2 bitb2
o
\\
\
\\‘ r\m“ At
e Aty Figura 1.6: Momentos invariantes pela simetria de
reversao temporal (TRIM) para uma Zona de Brillouin
j | hexagonal (esquerda) e outra retangular (direita). A
/ \\ estrutura de bandas em torno destes pontos é simétrica
‘/ \ e juntamente com a simetria de reversio temporal,

garantem com que estados localizados em +k e —k em
torno dos TRIM possuam a mesma energia, formando
os pares de Kramer.

Como exemplo de aplicagdo da simetria @, analisemos qualitativamente a situacdo em que
um campo magnético externo B é aplicado sobre os elétrons. Neste caso, a Hamiltoniana que
descreve o sistema contera os termos: S.B ¢ (p.A + A.p). Considerando que a simetria de
reversdo temporal reverte p e S, mas ndo os elementos externos ao sistema, como campo externo

B e nem o potencial vetor A, verificamos que estes termos da Hamiltoniana serdo impares em
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relacdo a reversdo temporal. Portanto, para um sistema que interage com um campo magnético
externo, a Hamiltoniana deixara de comutar com o operador ©. Desta forma, um campo
magnético externo promove a quebra desta simetria. No caso do Efeito Hall Quantico, um
campo externo bastante intenso ¢ aplicado sobre o material, logo se revertermos o movimento
eletronico (ou seja, se aplicarmos o operador de reversdo temporal), iremos alterar o estado do
sistema. Como mencionado, uma das questdes que propiciou na descoberta dos ITs, era a
possibilidade da existéncia de materiais com estados de superficie topologicamente ndo-triviais,

mas que preservassem a simetria de reversao temporal 0.
1.5.2 ESTADOS DE BORDA TOPOLOGICAMENTE PROTEGIDOS

Os estados de superficie do IT sdo chamados de helicoidais*’, uma analogia com a
correlacdo existente entre o spin € o momento de particulas com massa nula, denominada de
helicidade*!. O qual é devido a correspondéncia bulk-fronteira aliada a simetria de reversio
temporal 0, os quais produzem sobre cada superficie do material um par de Kramer conectados
por © e que por consequéncia sdo spin polarizados, além de se deslocarem em sentidos opostos,
visto que @[ 1) — [P, —x). Como os estados de superficie correspondem a um par de Kramer,
eles devem ser degenerados sobre os TRIMs da Zona de Brillouin, com o cruzamento ocorrendo

na regido do gap de energia dos estados de bulk, conforme esquematizado abaixo.

Energia

nivel de fermi

Figura 1.7: Estado de superficie de um IT, destacando a sua polarizacao
de spin (componentes spin-up T e down l).

k=0 k

Devemos ressaltar ainda, que o par de Krames que se cruza ao nivel de Fermi ¢ invertido
tanto em spin quanto em relacdo a dire¢do de propagacdo com outro par proveniente da
superficie ou borda oposta do material. Dessa forma, conforme ilustra a figura 1.8, os estados
de superficie de um IT se diferenciam dos estados de superficie ordinérios presente no EHQ,
0s quais sdo compostos por elétrons com spin-up T ¢ down | propagando-se em ambas as

dire¢des sobre a mesma superficie.
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Os estados do EHQ sdo frageis, por serem suscetiveis a localizagdo de Anderson mesmo
na presenga de desordem fraca. Em contraste, no IT os estados ndo podem ser localizados nem
na presenca de uma desordem forte devido a simetria de reversao temporal ©, ou seja, sao
protegidos por esta simetria. Como discutido anteriormente, tal protecdo somente sera quebrada
na presenca de um campo magnético externo ou entdo com a inclusdo de uma impureza

magnética®>.

I ]

v v v
B H— 4 i
Efeito Hall Quantico
de Spin 4

—

a b 4

Efeito Hall Quantico

Figura 1.8: Estados de borda ordinarios no QHE (esquerda), e topologicamente protegidos no IT -
EQHS (direita), mostrando a polarizac¢io de spin bem como a direciao de propagacio no material.

Uma forma de entendermos esta prote¢do ¢ considerar a situagdo em que uma impureza
nio-magnética reside na superficie ou borda do IT*%. A principio esta impureza pode causar o
espalhamento de um portador de carga em sentido contrdrio a sua propagacdo inicial
(retroespalhamento). Consideremos um portador com spin-up T, para que seja retroespalhado
ele deve contornar a impureza, o qual pode ser efetuado tanto no sentido horario quanto no anti-
horario como ilustrado na figura 1.9 3°. Na borda de um IT apenas o spin-down | estara se
propagando no sentido oposto, de forma que o portador de carga teria que rodar adiabaticamente
de m ou — em cada um dos casos. Consequentemente, os dois caminhos para o espalhamento

diferem por uma rotagdo do spin de m — (—m) = 2.

t

L 4
-

@

o~
L

Figura 1.9: Um portador de carga em um estado de borda
do IT pode ser espalhado em duas dire¢des por uma
impureza ndo-magnética. Indo no sentido horario, o spin
gira por m, enquanto que no sentido anti-horario, o spin
gira por -n. Figura baseada em uma ilustracdo presente
na referéncia 36.

Para analisarmos esta situagdo, observemos que o operador para uma rotacdo de 2w em

N
A

. . ~ ~ ,2mj.n ~
torno de um eixo na dire¢do do vetor normal 71, € dado por R o) = eXp(—lT])zg. A acdo

deste operador sobre os auto-vetores de momento angular € R4 zmlj, m) = (=1 |j,m), de
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forma que para particulas com momento angular semi-inteiro, este operador reverte a fungao
de onda R;(2m)|j, m) = —|j, m), levando a uma completa interferéncia destrutiva entre os dois
caminhos espalhados. Entretanto, caso a impureza apresente um momento magnético, a
simetria @ sera violada e as duas ondas refletidas ndo irdo mais interferir destrutivamente,

reforcando o sentido de que a protecio dos estados ¢ protegida pela simetria © 3642,

1.6 Invariante Topologico

Nesta secao definiremos o invariante (v) que caracteriza a topologia de um sistema que
preserva a simetria de reversao temporal 0. Para esta tarefa, realizaremos uma analise sobre o
espaco de parametros da Hamiltoniana, de forma que obteremos uma expressdo para o
invariante v escrito em termos da fase de Berry, o qual corresponde a um fator de fase
acumulado pelos estados, quando a Hamiltoniana que descreve o sistema evolui
adiabaticamente ao longo de um percurso fechado. Desta forma, comegaremos com a defini¢ao

dos conceitos de aproximacao adiabdtica e fase de Berry.
1.6.1 APROXIMACAO ADIABATICA 294344

Consideremos que a nossa Hamiltoniana seja dependente de um determinado conjunto de
parametros, a partir do qual podemos calcular os niveis de energia. Caso estes parametros
variem “lentamente” no tempo, entdo os autovalores de energia devem mudar a medida que os
proprios parametros mudam. A questdo fundamental é saber o qudo lentamente estes
parametros devem se modificar. Para que a aproximacao adiabdtica seja valida, os parametros
devem mudar em um periodo de tempo 7T que seja muito maior do que
2t/wgyp = 2. h/(E, — E,) para alguma diferenga E,;, dos autovalores.

Iremos considerar a matematica da mudanga adiabatica de um ponto de vista quantico, para
isso ordenaremos os niveis de energia segundo o indice n supondo que ndo exista
degenerescéncia entre os estados, de modo a ndo ocorrer ambiguidade com relagdo ao seu
ordenamento. Comecando com uma Hamiltoniana independente do tempo, temos que a
particula que inicia no n-ésimo autoestado |n), permanecerd neste n-ésimo estado,
simplesmente escolhendo um fator de fase, ou seja: H|n) = E,|n) — |n;t) = |n)e"End/R
Caso a Hamiltoniana mude com o tempo ¢, entdo as autofungdes e os autovalores também sao

dependentes de ¢, e a solucao geral da equagao de Schrédinger dependente do tempo:

a|y; t)
at

H(@)|n;t) = E,(t)|n;t) - ik H(t)|y; t) (1.1)
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Pode ser escrita da seguinte forma?’:
Wit = Y Ca(®) e Olmst) (12)
Onde 6,(t) = —% fot E,(t") dt' corresponde a uma generalizacdo do fator de fase, para o caso

em que E,, varia com t, o qual é chamado de fase dindmica®. Substituindo a equagio (1.2) na
equagao (1.1), obtemos:

i3, Co(6) e®nOln;t) = ih By o [Ca(O)e® O )] = H(E) Ty Cu(t) e Oms 1)

® , . .
i [ 222 ey + (0 25 ) + GO = H@) 5, ) e PO )

at
iny, [acn(t)l :t>_W+ C,.(t) an; t)] On0) = ¥ C,(t) e, ()| t) ]

5 ac;t(t)eign(c)ln: ty = -3, Cn(t)eien(f) 5|;1t:t)
Com o intuito de obtermos uma equacdo diferencial para os coeficientes C,(t), iremos
tomar o produto interno da expressao acima com o estado (m;t|para o mesmo tempo t, €

utilizaremos a condi¢@o ortonormalidade das autofungdes, ou seja, (m; t|n; t) = Spp-

Znacg(t) 00O tlns 1) = z:nacn(t) Spne'fn® = =% C,(0) eiGn(f),(m;tlagl;t)
Mgtt(f)eiem(t) = ¥, € (D)e® (m; t|0|nt) % () = —X,C,(® ei[en(t)—am(t)],(m;t|a|;lt;f)
9Cm (1) olm; t) ‘ UL
= —C,(t).(m;t - Cp(t) el6n® = 8m®] (i ¢ .
= m(©). (i t] = ZwmnOe (m: =5 (1-3)

a|ln;t . . ~
Para trabalharmos com o elemento (m; t| L), diferenciaremos a equacao de autovalores:

HOm O =E,®Int) > ZQmn+ n@e) 22 = 22056 4 F, (1) 220
Em seguida, tomamos o produto interno com (m; t|:
(m; t) B ;) + (it HO D = (m; 6] 22D s 1) + (m; t]E, (£) 22
(m; ) 252 s £+ (m; ]y (1) 222 = aE"(”</pkﬁ./'>+15(t><|"""“
(m; 1 222 | 6) = En(6)m; ¢] 22 — Ep(6)m; 6] 25 = [E, () = By (0] (m; £] 2522

oy mt) 25 e

ot En()— En()
De forma que ao substituirmos (1.4) em (1.3) podemos escrever:

£ (1.4)

(m; t|

dH (t) n: t)
_ {[Bn(6) = B ()] | ' (L.5)
z(nm)cn(t)e R NGETNG

Até o momento o resultado que obtivemos ¢ rigoroso, sendo a solugdo formal para o

d|m; t)
Cul®) = = GO (m ]

problema da dependéncia temporal. Esta equagdo demonstra, que a medida que o tempo avanga,
devido ao segundo termo da equagdo (1.5), a dependéncia temporal da Hamiltoniana H(t) faz

com que os estados com n # m se misturem com |m; t). Agora, iremos aplicar a aproximagao
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R re . . ~ . . OH(t .
adiabatica, o qual consiste em supor que a variagdo temporal do Hamiltoniano % seja

extremamente pequena, ou seja:
0H (t)

m;t| S5 e 1 amt) Ep, (1.6)
at  h

En(t)— E D = p & (m;t]

Em outras palavras, a escala de tempo T para mudancas no Hamiltoniano ¢ muito maior
quando comparada ao inverso da frequéncia natural do fator de fase do estado, ou seja, o
Hamiltoniano muda muito mais lentamente que a frequéncia de oscilagdo do sistema. Devido a

aproximagao adiabatica, o segundo termo da equagﬁo (1.5) dos coeficientes pode ser

desprezada, de forma que escrevemos: C,(t) = —C,(t)(m |a'mtt> ou de forma

at
6|n t)

equivalentemente %Cn(t) = — C,(t)(n;t| Esta equacdo possui a seguinte solu(;ao

C,(t) = C,(0)e"rn® onde:
6|n t")

Yu(O) = i f (n; at’ (1.7)

Na aproximacao adiabatica, se o sistema comeg¢a no auto-estado |n)de H(0), entdo ele
permanecera no autoestado |n; t) de H(t) a menos de algum fator de fase. Uma vez que C,(0) =

Smn, OU seja, C,(0) = 1 paran = me C,(0) = 0 para n # m. Temos de acordo com (1.2):

[P;t) = ¥, Co(0) enOn;t)y = 3, C,(0)en® ei0n®|n; t)

1 o
lp;t) = M@"y”(”elen“)ln: t)+ Z(nm)gx@e"““)e“’"(“In: t)

[y;t) = e—iyn(t)eien(t)m; t)

A adigdo dessa nova fase e~¥n() estd longe de ser algo 6bvio, sendo um resultado da
aproximacao adiabatica. Durante muito tempo, acreditou-se que ndo era necessario aprofundar-
se nesse assunto, até que foi descoberto que esta fase ¢ mensuravel. Na verdade, como veremos
a seguir, ela ¢ a manifestagdo quantica dos fenomenos fisicos que envolvem sistemas ciclicos

no tempo.
1.6.2 FASE DE BERRY #:29:43.44

Como visto no tdpico anterior, uma particula que se encontra no n-ésimo autoestado de
H(0), permanecera sobre condi¢des adiabaticas no n-ésimo autoestado de H(t), cuja fungao de
onda ¢ dada por |i);t) = e~ "neifn®|n; t). Consideremos que a dependéncia temporal da
Hamiltoniana H(¢t) seja representada na forma de um “vetor de parametros” R(t) = {R;(t), R,(t),
R;(t), ..}, ou seja, existe um espaco no qual as componentes deste vetor especificam a
Hamiltoniana além de variarem como fun¢do do tempo. Desta forma temos: E,(t) = E,(R) e

|n; t) = |n; R). E a expressado (1.7) pode ser reescrita como:
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(5, 0mt) e, . dR ~(Ro
n@ = i [l m e = ] Game)s Jode = i @R G R)-R (18)
o at o dt Re)
ili .9 _ 9 R , 0 ORp, , 0 IRy = Ve R
Onde utilizamos: o0 — oo Tomgan Tamgan T VR

A expressao (1.8) nos mostra que no espago do parametro R(t), o fator de fase y,(t) pode
ser expresso como uma integral de caminho. Desta forma, caso a Hamiltoniana H(t) permaneca
inalterada ap6s um percurso fechado ¢ de periodo T através de um processo adiabatico, tal que

Ry = R, a mudanga acumulada na fase y, (t) sera dada por:
V) = i (RI (Tl R)-dR (1.9)
C

Esta equacdo foi encontrada por M. V. Berry no ano de 1984 %°. A fase acumulada y(¢)
por sistemas ao viajarem ao longo de uma trajetdria fechada, geralmente ¢ chamada de fase de
Berry, embora o proprio Berry se referisse a ela como fase geométrica. Esta nomenclatura se
deve ao fato de que y?(¢t) na expressdao (1.9) depende somente da geometria do caminho
percorrido, e ndo do tempo despendido no percurso (desde que a hipotese adiabatica continue

valida). Em contrapartida, a fase dinamica 6,(t) = —% fOT E,(t")dt' acumulada em um trajeto

fechado de periodo 7, depende do tempo decorrido.

Durante muito tempo nao foi atribuido nenhum significado fisico a fase de Berry y2(¢),
visto que estamos acostumados a pensar na fase da funcdo de onda como uma quantidade
arbitraria que se cancela em quantidades fisicas envolvendo ||y; t)|*. Entretanto, Berry percebeu
que se a Hamiltoniana fosse conduzida em um circuito fechado, o levando a sua forma original,
a fase relativa no inicio e no final do processo ndo seria arbitraria e poderia ser de fato medida.

Uma expressao alternativa e conveniente para a fase de Berry, pode ser obtida ao fazermos
uma analogia com o fluxo @ de um campo magnético B em termos do potencial vetor A. Este
fluxo através de uma superficie S limitada pela curva ¢ ¢ dado pela expressdo
@ = [ Beda= [ (VxA)da= § A«dr. Utilizando-se o teorema de Stokes generalizado para a
dimensionalidade de R e observando a expressdo para o fluxo, podemos reescrever a fase de

Berry na forma da seguinte integral de superficie:
YE@) = i £ (n; RI. (Vgln; RY)dR = fc An(R)+dR = J; (Vo X Ay (R))+da = fs B.(R)eda  (1.10)
Por meio do qual definimos duas novas quantidades: A,(R) =i(n;R|.(Vg|n;R)) €
B,.(R) = Vg x A, (R), chamadas respectivamente de conexio e curvatura de Berry. Desta forma,
a fase de Berry y2(t) ¢ determinada pelo “fluxo” de um campo generalizado B,(R) através da

superficie S delimitada pelo circuito fechado ¢ e percorrido por R(t) durante um ciclo adiabatico
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completo. O mesmo valor para y2(t) devera ser encontrado sempre que o fluxo total for o
mesmo, independente do caminho realmente seguido por R(t).

Mostraremos agora que a fase de Berry independe do calibre utilizado, para tal comecemos
introduzindo uma transformacao de calibre na fun¢do de onda, ao multiplica-la por um fator de
fase arbitrario que muda suavemente ao longo do espago R(t), ou seja:

In;R) - e¥*®|n;R) (1.11)
Com relacao a conexao de Berry temos:
A,(R) = i(n;R|. (VgIm;R)) -  i(m;Rle™*® (VeX®|n; R))
= i(n; Rle™ % ®elx® (7p|n;R)) + i(n; R|e"*®)|n; R). (Vge*®)
Onde temos que (Vge*®) = je*® (v, y(R)) .
= {(m;R[.(VgIn;R)) + i2e"%®elx® (n; Rn; R). (Vg x(R)) = i(n; R|.(Vg|n; R)) — (n;/R*\n/:E)- (Ve x(R))
» Ay(R) - A,(R)— (Ve x(R))
Enquanto para a curvatura de Berry:
B.(R) = Vg X A,(R) — B,(R) = Vg x[A,(R)— (Vrx(R))]
B.(R) = Vg x A,(R) — Vg X (Vg x(R)) = Vg x A,(R), uma vez que V x (Vf) = 0
~ Bn(R) — B,(R) € consequentemente y7(t) — yy(t), uma vez que yr(t) = [; Bn(R)*da

Mesmo que a conexao de Berry A,(R) dependa do calibre, a curvatura g,(R) e a fase de
Berry y2(t) sdo independentes. Agora analisemos como a fase y,(t) acumulada sobre um
caminho arbitrario (ndo necessariamente a fase de Berry), se comporta sobre a mesma

transformagao de calibre.
V() = [or AR)edR > 1(6) = [pf A (R)+dR — [*(Vo x(R))+dR

“® = ® = [l dx®) = (®) = [XR) = xR = 1a(®) + [X(Ry) = x(R)]

d d d —
ax @Ry + -.dR; + -dR3 + .. = d

Onde utilizamos: VgedR m
1

Consequentemente, a fase y,(t) ¢ alterada pela quantidade [x(R,) — x(R.)] apos a
transformagao de calibre, onde R, € R, sdo os pontos inicial e final do percurso. Esta observacao
levou Fock em 1928 a concluir que sempre pode-se escolher um y(R) adequado, tal que a fase
() acumulada ao longo do caminho ¢ cancelada, deixando a equagdo
[; t) = e~ ®ein®|n; t) com apenas a fase dindmica. Por este motivo, a fase y,(t) tem sido
considerada sem importancia e geralmente negligenciada no tratamento teorico de problemas
dependentes do tempo. Esta conclusdo nao foi contestada, até Berry em 1984 considerar a
evolugdo ciclica do sistema ao longo de um caminho fechado com R, = R,. A escolha da fase
que fizemos em (A11) sobre o auto-estado |n; R) requer que e*® na transformacao de calibre

possua um valor tnico, o qual implica:
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PiX(Ro) — piXRD) 5 pix(Re)p=ix(R) — oiXR)-iXR) 5 il x(R)-xR)] — 1
~ x(Ry) — x(R,) = 2m.m, sendo m um numero inteiro.
Estes resultados mostram que a fase y,(t) acumulada ao longo de um caminho fechado em
um processo adiabatico, ou seja, a fase de Berry y?(¢t), ¢ uma quantidade fisica invariante do
calibre, sobre o qual somente pode ser alterada por um multiplo inteiro de 2n e desta forma nao

pode ser removida.
1.6.3 TRANSPORTE ADIABATICO 46:44.43

Como um dos exemplos do efeito da fase de Berry em cristais, consideremos o transporte
adiabatico em um isolante de banda unidimensional sob uma perturbagdo que varia lentamente
no tempo, considerado primeiramente por Thouless em 1983 6. Ele descobriu que, se o
potencial varia lentamente e retorna ao valor original apds algum tempo, o transporte de
particulas durante este ciclo pode ser expresso pela fase de Berry e consequentemente
corresponde a um niimero inteiro. Essa ideia foi posteriormente generalizada para sistemas de
varios corpos com interagdes e desordens, desde que a energia de Fermi sempre esteja
localizada no gap de energia do bulk durante um ciclo do transporte adiabatico. O esquema de
transporte adiabatico sob um ou varios parametros de controle provou ser muito poderoso e
abriu a porta para o campo de bombeamento (pumping) paramétrico de carga. Fornecendo
também uma base sélida para a teoria moderna da polarizagio no inicio dos anos 90.

Comecemos assumindo que a perturbacdo ¢ periodica, ou seja, a Hamiltoniana satisfaz:
H(t+T) = H(t). Uma vez que a Hamiltoniana dependente do tempo possui a simetria de
translagdo do cristal, seus auto-estados instantaneos possuem a forma de Bloch: e |u, (k, t)).
Nesta situagdo torna-se muito conveniente trabalharmos com a representacdo do espaco-k da
Hamiltoniana H(k) com autoestados |u,(k,t)), visto que sob esta parametrizacdo, o vetor de
onda "k" e o tempo "t" sdo colocados em pé de igualdade, uma vez que ambos sdo coordenadas
independentes no espago de pardmetros. O nosso interesse ¢ obtermos a corrente adiabatica
induzida pela variagao dos potenciais externos. Além de um fator de fase, a fun¢do de onda até

primeira ordem na taxa de variagdo da Hamiltoniana é dada por*’:

Olun)
. (um|
|un) - |un) - th(min) |um)ﬁ

O operador velocidade ¢ definido como v = ar_t! [H,7], onde v(k) = e~iler LIy ypleiker =
dt h h

19199 na representacio-k, enquanto a velocidade média em um estado u,) ¢ dada por:

h 0k
vn(k) = (unlv(k)lun>
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a< n| dlun)

—lum) | 19H(k (uml
= vn(k>—{<un| i gy (| 2 )}h aﬁ){| ) — zhzwmum)ﬁ}

Considerando-se somente os termos até primeira ordem, obtemos:

1 dH (k) (u n|0H(k)|um) dluy)  Bup| (umlaH(k)l n)
Un (k) = —(un| == | un) — lZ(m:#n){W-(uml ot~ Tar IUm) G p }
Utilizando-se agora, as seguintes relacdes:
aH(k) 6En 6En 0E,

(Up| == un) = (u nl Up) = ( Upup) = ETE

aH( aH(k)
(u n| |um) a(un| (u m| [un) 0luy), . ~

(En Em) ok |Uum) 0 W = (um|—; ; vide a expressao (1.4)

SmlumXun| =1 “relagdo de completeza”;

Hun| dlun) _ Hul a|un>}
ok ot ot ~ 9k )’

10E, .
Encontramos que v, (k, t) = Ea_l? - {

O segundo termo desta expressdo corresponde a curvatura de Berry B no espaco dos

parametros R = (k, t) definido como B} = Vg x Af ou B}, = iA’; — 2 A", onde A" = in| —— a'"> , logo:

= () - (%)

_ 6(n| 6|n) d 4 6(n| 6|n)
Bl = + i - R - b
10E,

Desta forma, a velocidade média pode ser escrita na forma compacta v, (k) = P Bk:

A corrente elétrica ¢ definida como j(k) =—eX, [ de, onde f(k) corresponde a

distribuicao de Fermi-Dirac. Ap6s uma integracao sobre a ZB, o termo de ordem zero dado pela

derivada da energia desaparece e apenas o termo de primeira ordem sobrevive, logo:

j(k)=—ez %dk (1.12)

Onde a soma acima ocorre sobre todas as bandas ocupadas. Desta forma derivamos o
resultado de que a corrente adiabatica induzida por uma perturbagdo dependente do tempo em

uma banda ¢ igual a integral da curvatura de Berry *°
1.6.4 POLARIZACAO ELETRICA 47-48:44.43

A polarizagao elétrica P ¢ uma quantidade vetorial intensiva (independe do volume) e que
corresponde a0 momento de dipolo elétrico por volume no meio dielétrico, sendo um dos
conceitos essenciais na eletrodinamica, principalmente para a descricdo adequada dos
fendmenos dielétricos da matéria. Apesar de sua importancia, a teoria da polarizagdo em cristais
tinha sido atormentada pela falta de um entendimento microscopico adequado. A principal
dificuldade reside no fato de que em cristais a distribuicao de carga ¢ periddica no espago, para
o qual o operador de dipolo elétrico ndo estd bem definido. Esta dificuldade ¢ mais
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exemplificada em so6lidos covalentes, onde as cargas dos elétrons sdo distribuidas
continuamente entre os atomos. Nesse caso, a integracao simples sobre a densidade de carga
proporcionaria valores arbitrarios dependendo da escolha da célula unitaria. Iniciou-se a
questao de saber se a polarizagdo elétrica poderia ser definida como uma propriedade do bulk.
Estes problemas foram eventualmente resolvidos por uma abordagem moderna da
polarizacio realizada por Raffaele Resta e David Vanderbilt em 2007 #’, onde ¢ mostrado que
apenas a mudanca na polarizagao tem significado fisico e pode ser quantificada usando a fase
de Berry da fungao de onda eletronica. A formula resultante da fase de Berry tem sido muito
bem-sucedida em estudos de primeiros principios de materiais dielétricos e ferroelétricos.
Para nossa comodidade, discutiremos a teoria da polarizagdo com base no conceito de
transporte adiabatico que acabamos de analisar na se¢do anterior. Comecemos com a equagao
de Maxwell para o deslocamento: VeD = Ve(¢,E + P) = —p(r), onde E € o campo elétrico, P a
densidade de polarizagdo elétrica e p(r) a densidade de carga. Ao desconsiderarmos o campo
elétrico em um so6lido, temos: p(r) = —VP(r), esta expressao juntamente com a equagdo de

continuidade fornece:

o o olv-Pm] . _ (9P
a + Vej =0 - - T +V-]——V-( T

op(r) |\ _
at _]>_0

) +Vej=0 - Ve (
Durante a evolugdo adiabatica de um sistema, a mudanga na densidade de polarizagdo em
uma evolucao ciclica ¢ dada por:
T e T
AP =f jdt = _EZI dt ¢ Bi.dq (1.13)
0 —i Jo BZ
Onde novamente ressaltamos que a soma em # corre sobre todas as bandas ocupadas. Esta
equacio foi obtida por King-Smith e Vanderbilt em 1993 ¥ sendo a base para a teoria moderna
da polariza¢do, onde percebeu-se que a variacdo da polarizagdo possui um significado
topoldgico e estd relacionada a fase de Berry. A equagdo (1.13) pode ser interpretada da seguinte
maneira: A diferenga de polarizagdo entre dois estados ¢ dada pela corrente do bulk integrada
a medida que o sistema evolui adiabaticamente do estado inicial em ¢ = 0 para o estado final
em t=T. Esta descricdo implica em uma hamiltoniana H(t) dependente do tempo, e a
polarizagdo elétrica pode ser considerada como um transporte adiabatico de particulas. A
interpretagdo acima € consistente experimentalmente, pois € sempre a mudanga na polarizagao
que ¢ medida.
Obviamente, o tempo t na Hamiltoniana pode ser substituido por qualquer escalar que

descreva o processo adiabatico. Para fins gerais, assumiremos que a transformagao adiabatica

¢ parametrizada por um escalar A(t) com A(0) = 0 e A(T) = 1, de forma que:

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG



Tese: Isolantes topoldgicos protegidos por simetria cristalina 24

e 1
aP=-3" [ Bk (1.14)
2n — Jo BZ

d d
onde Bj; = (—A" — —A")
Bk,ﬂ. ok A EYN k
Em calculos numéricos, uma versao de dois pontos da equacao (1.14) que envolve apenas
os estados inicial e final do percurso ¢ comumente usada para reduzir a carga computacional.
Esta versdo ¢ obtida sob o calibre periddico [u,,(r)) = "¢ |uy, 46 (1)), onde A} € periddico em

k, ¢ a integracdo de ;—kA’; sobre k desaparece. Consequentemente:

2=1
AP=+123§ A’,;dk‘ (1.15)
21 BZ
n 1=0
De forma que podemos tomar a polarizacdo como sendo:
e
AP =+—¢ A(k)dk, onde A(k) = ZA’,“ (1.16)
21 Jgz -

Ap6s todas estas consideragdes, finalmente analisaremos o invariante topoldgico definido

para sistemas que preservam a simetria de reversao temporal ©.

1.6.5 INVARIANTE TOPOLOGICO - INDICE Z, 4943

Como visto na secdo 1.5.1, a simetria de reversdo temporal sobre um sistema cujo momento
angular total seja semi-inteiro, impde a chamada degenerescéncia de Kramer, onde os estados
localizados em +k e —k em torno dos momentos invariantes pela reversao temporal (TRIMs)
possuiram o mesmo valor de energia e se cruzaram exatamente sobre estes pontos. Desta forma,
um par destas bandas com energias E,,_;(k) € E,,(k) ¢ chamado de par de Kramer, como
ilustrado na figura 1.10. Rotularemos cada banda deste par como (n,I) € (n, II) respectivamente,
estas bandas estdo relacionadas entre si pela operacdo de reversdo temporal o qual acompanha
um fator de fase*. Como veremos a seguir, caso um determinado par de Kramer se encontre
1solado dos demais por meio de um gap de energia, um invariante topoldgico associado a este

par pode entdo ser definido.
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Figura 1.10: Esquema da estrutura de bandas E,, (k)
ao longo da direciio de um vetor da rede reciproca. Os
estados de um determinado par de Kramer, se cruzam
sobre os pontos invariantes pela reversio temporal
k= (0;+G1/2).

Por simplicidade, iremos considerar um sistema unidimensional e admitiremos que nao

exista nenhuma degenerescéncia adicional que ndo seja a degenerescéncia de Kramer. Desta

forma, os 2N estados podem ser divididos em N pares de Kramer que satisfazem a relagio®:

[ul (k) = —e*kn@|ull (+k)), logo:
Oluh(—k)) = —@eXin@|ul (+k)) = —e Xkn@%|uj) (+k)) -  Oluf(—k)) = +e Xenfu ! (+k))

Uma vez que 02 = —1 para elétrons com spin 1/2. Assim, tem-se a relagdo:

lup (—k)) = e¥~kn@uy (k)

De acordo com a expressao (1.16), a polarizagdo parcial associada a uma das categorias s =/ e

s = II, pode ser escrita como:

e
21 Jgy

+7
ps = 2 Aidk=%f ASdk, onde: Al = iZ<u;(k)|.(vk|u;(k)))
. 4

Comecemos calculando a polarizagao, para os estados da categoria s = I:

pl = efMA’dk— ean’dk+ efoA'dk— ean’dk+ efﬂA’ dk
Tom) R T om), TR 2w ) T T 2w ), TR 2w ), K

I € " 1
e

+ AL )dk

Utilizando-se a seguinte restri¢do de reversdo temporal |u}, _,) = —et*kn@|ull ), temos:

AL =0 ) Gl (Vath ) = 0 ) Gl
n n

AL,

k|0 e~ kn, (Vyetixkn@|ull, 1))

iz:(u;{Jrkl@'le'iXk'n.{@lui{,+k). (Vietixen) + etixkn (V,00ull )}
n

AL, = iZ(u%Jrkl O te~kn@|ull, ). ietkn (Vy xpn) + iZ(ufl"Jrkl 0 te~knetiXin (v, 0[ull, )
n n

AL, = izz<u£ll,+k|9_19|u£11,+k>e_iXk'ne+iXk'n'(Vk)(k,n) + iZ(uﬁl{+k|®‘1.(VkG)|uf{+k))
n n

AL, = —ka)(k,n + iz<u£{,+kl-(vklu£{,+k))
n n
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AL = Al - Z(vk %) (1.17)

Onde utilizamos: (u, 44|07 (Vi®luy i) = = (upt sl (Vielus 1))

Pl = — [((Ah+ A = (Vi dien))dle = = [ Avdk = — [T 3n(Vic Xim) Ak
Pl = — [ Axdk — —%0(tnn — Xon), onde Ay = (A} + A

Introduziremos agora uma matriz quadrada w de dimensao 2N que conecta os estados de
Bloch por meio da simetria de reversao temporal. Cada elemento de matriz ¢ dado por w,,, (k) =
(Um,—1|© U, 41), Onde 0s Unicos termos ndo nulos sdo aqueles compostos por estados de Bloch
conectados pela simetria ©, como por exemplo: (ul, ,|0uf ;) =—e"kn & (ul] |0l ;) =
e"X-kn_ A matriz w possui a forma de um produto direto de matrizes 2x2 com os termos

—e Wkn ¢ +e~-kn fora da diagonal, ou seja:

0 +e@-k1 0 0
—e Xk 0 0 0
W(k) = 0 0 0 +e_ix-k'2'"

0 0 _e_ixk,Z 0

Neste exemplo unidimensional, os TRIMs correspondem aos pontos k = 0 € k = +r 0s quais
sdo invariantes pela simetria de reversao temporal, sobre tais pontos a matriz w torna-se anti-
simétrica, ou seja, wy,, (k) = —w,,,,(—k). Uma das caracteristicas de uma matriz anti-simétrica, ¢
que ela apresenta uma quantidade denominada de Pfaffian, cujo quadrado ¢ igual ao seu
determinante. Dessa forma podemos escrever:

Pf[Wk:n] = Hn eftmn = EXp[i Zn(){n,n)] € Pf[WkZO] = Hn elton = exp[i Zn(XO n)]

Logo: In (%) = i Za(Xrn = Xon) 0U Ea(un = Xon) = —i.In (1;;[:;1; Z]])
Pf[Wik=n]
P = [ Ak + i ()]

Uma expressao similar para a polarizagdo P pode ser obtida, onde:
Pl = Z[[° Apdk — i.in (%)] = 2[f ALk — i.in (=] o] m:’j)],onde A, = (A, +A4")

A polariza¢do de carga para um par de estados de Kramer ¢ definida como P, = P + P",
enquanto a polariza¢do de reversdo de tempo ¢ dada por Py = P! — P, 0 qual nos fornece a
diferenca na polarizagdo entre as componentes spin-up 1 e spin-down | das bandas, uma vez
que |uf ;) € [ul_,) formam um par de Kramer, os quais sdo revertidos tanto no momento « quanto

no spin pela simetria de reversao temporal. Desta forma, podemos escrever:

Pf[‘”kzn])]
Pfwy=o]

De acordo com a expressao (1.17) temos A', = A{ — ¥, (Vi xkn). De forma que

1 T .

(AL, — AY) = — X, Vi[xxn] Similarmente temos:
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Al = Al = Ba(Vixokn) e A — ALY = — Za(Vi x-kn), logo:
A=A = (AL + A — (AL, + AT = (A} — AT — (AL, — A = = Za(Vi X-kn) + Zn(Vk Xicn)
Ay —A_y = Zn[(vk Xk,n) - (Vk X—k,n)] =Xn Vk()(k,n - X—k,n)
_ 1 b3 , PfWk=r]
E [fo Zn Vk(Xk,n — X—k,n) dk + 2i.ln (W’;:o])]
Voltemos agora a matriz w, esta matriz € bloco diagonal onde cada bloco possui a forma:

i - . . .
0 —eMrkn) det 0 —e™kn) _ —(—e " X+kn, etiX-kn) = 4o~ {(X+kn = X-kn)
+etX-kn 0 +etX-kn  Q

det[w] = 3, e 7Wskn~X-kn) e In(det[w]) = In[Y, e U+ien~X-kn)| = —i 3 (Xypn — X—km)
Vi ln(det[w]) =—i Zn Vk()(+k,n - X—k,n) ou Zn Vk()(+k,n - X—k,n) =—i.Vg ln(det[w])
Py =— [—i [T Vi In(det[w]) dk + 2i.In (M)]

Pf[Wg=0]
k=m
d =r
Onde f: V) In(det[w]) dk = In(det[w]) ’ =In (%)
k=0

1. det[wy=r] . Pflwk=n]\] _ 1 [1, (detWi=nl) _ Pf[Wk=n]
Pg - Zn[ Lin (det[wk 0]) + 2iin (Pf[wk=0])] Tim Zln (det[wk=0]) In (Pf[wk=0])]
(im). Pg = | 3 In(detlwi=r]) — 5 In(detiwy—o]) — In(Pf[Wi=r) + In(Pf[Wi=o)) |

(i), Py = In (Jdet[w,c:n] Pf[Wk=0]) — In (\/det[w;m] Pf[Wk=o])
e Jdetiwy—o] *Pf [Wk=r] PfWi=r] "\/detlwjo]

(im).Pg — im\Fe — [ (\/ detWg—r] Pf[wg=o] )]
¢ (€)™ = exp |In (G +Jdetiwio]

Jdetlwy—r] Pf[Wi=o] (1.18)

PflWi=r] "\/det[wg_o]

(—1)re =

Devemos nos lembrar que [Pf(w)]? = det(w), que nos fornece Pf(w)/,/det(w) = +1. Dessa
forma, a expressdao acima somente pode retornar os valores +1, o qual implica que P, seja
obrigatoriamente um niimero inteiro, onde inteiros pares € impares sdo distintos uma vez que
fornecem respectivamente +1 e —1 como resultado para a equagdo (1.18). Fisicamente, o
nimero inteiro Py define dois estados com diferentes polarizagdes, e por conveniéncia seus
diferentes valores serdo classificados no grupo Z, dos nimeros inteiros de médulo 2, onde a
divisdo por 2 leva numeros pares em 0 e nimeros impares em 1.

Como pode ser observado, a expressao (1.18) esta vinculada a uma variagdo da polarizagio
entre os TRIMs k =0 e k = da Zona de Brillouin do caso unidimensional adotado. Esta

expressao pode ser generalizada para os casos 2D e 3D da seguinte forma:

(-1 = n“detwm (1.19)

Pflw(A)]
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Na expressao (1.19), o invariante agora ¢ rotulado por “v” e o produto se estende sobre
todos os TRIMs da ZB. Nesta classificacdo topoldgica, a fungdo de onda de Bloch |u, (k,t))
pode ser vista como um mapa do espago de parametros (k,t) da Hamiltoniana, o qual forma
um toro devido as suas condi¢des de fronteira periddicas para o espago de Hilbert. Este espago
¢ classificado por meio do invariante v em dois distintos grupos. Quando nao ocorre nenhuma
variacdo da polarizagdo entre todos os TRIMs da ZB, a expressao (1.19) nos fornece +1
(v = 0), caracterizando um sistema trivial, em contrapartida, quando ocorre uma variagdo da

polarizagdo, teremos —1 (v = 1) de forma a caracterizar um sistema nao-trivial.

1.6.6 INVARIANTE PARA SISTEMAS COM SIMETRIA DE INVERSAOQ 1643

Para o caso em que um isolante possua além da simetria de reversao temporal a simetria de
inversdo, podemos obter uma expressdo simplificada para o invariante Z, (v) '6. A acdo da
simetria de inversdo sobre a Hamiltoniana é dada por: IH(+k)I"! = H(—k). A simetria de
inversdo também inverte as coordenadas espaciais, entretanto, mantém o spin invariante, de
forma que I|7,S,) - | — 7,S,), onde 7 representa a coordenada espacial e S, o spin. Uma das
principais consequéncias da combinagao, da simetria de reversao temporal @ com a simetria de
inversao I € o fato de que a curvatura de Berry deve se anular, ou seja, (k) = V, x A(k) = 0. Este
resultado deve-se ao fato da curvatura de Berry ser ao mesmo tempo, uma fun¢do impar em
relacdo a reversao temporal OB(k) = —B(—k) e par sob a inversdo, OB(k) = +B(—k).

Considerando o n-th par de Kramer ocupado em um momento invariante pela simetria de
reversao temporal (TRIM-A;), temos I|u,, (A)) = Ezpluz, (A;)) onde o auto-valor da inversao
pode assumir os valores E,, = +1. O parceiro degenerado de Kramer deve compartilhar o
mesmo auto-valor de inversdo, de forma que E,, = E,,_;. Neste caso, uma formulacao

simplificada para o calculo do invariante v é dada por!®:

=] ]_[ Ean(A) (1.20)

i

Esta definicdo alternativa para o invariante perde o seu significado na presenca de
superficies ou outras perturbagdes que quebrem a simetria de inversao. Em contraste, a
formulagdo dada pela expressdo (1.19) ndo depende da simetria de inversdo, de forma que ela

pode ser utilizada na presenca de tais perturbacdes.
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1.6.7 INVARIANTE TOPOLOGICO EM UM TCI

No Isolante Topologico Cristalino, sua caracteristica topologica nao-trivial depende da
presenca de uma simetria cristalina do sistema, caso esta simetria seja quebrada, sua fase sera
deformada adiabaticamente a uma fase trivial. Ao contrario da simetria de reversao temporal, a
simetria cristalina pode ser quebrada pela superficie da amostra. Como resultado, uma
superficie de baixa simetria de um TCI poderd ndo apresentar estados topologicamente
protegidos®’. A dependéncia dos estados de fronteira sobre as orientagdes da superficie é uma
propriedade genérica dos TCIs e enriquece os fendmenos topolégicos nos sélidos!, como
demonstraremos ao longo deste trabalho.

Como vimos, os primeiros materiais definidos como pertencentes ao estado TCI, foram os
semicondutores da familia IV-VI (PbSe, PbTe e SnTe)?!?%?*24 Neste trabalho, concentramos
nossa atencdo sobre estes materiais, cujo cardter topoldgico € protegido pela simetria de
reflexdo com relagdo ao plano xy do cristal, rotulada por gyy ou M,. Quando um sistema se
mostra invariante perante uma determinada operacdo de simetria, sua Hamiltoniana deve
comutar com o operador associado a esta simetria, de forma que em nosso caso as fungdes de
onda de Bloch também serdo auto-estados de oxy para todos os pontos-k.

O efeito da reflexdo ogyy ¢ fazer +z — —z, sendo também equivalente a um produto da
inversdo espacial I seguido de uma rotacdo dupla Cz,. Em sistemas com o acoplamento spin-
orbita, C2 € uma rotagdo combinada das coordenadas espaciais e de spin (vide a secdo 3.2.3),
deste modo, a acdo da reflexdo oyy sobre a fungio de onda é dada por':

P\ (i) )
oxY (wl(r)) - (+;lpl(1‘~)>’ onde r = (x.y2) e T = (X,y,-2)

Gry2 (wi(r)) oy [GXY (lpi(r))] ~ oy (—@I(p) _ (+i wIm) _ (¢I(r))
¥ (r) Yi(r) +iy () +itPr(r) Y (r)
Segue-se que gyy? = —1, portanto, os auto-valores 1 da reflexdo oyxy devem ser n = =+i.
Como consequéncia, teremos duas classes de auto-estados de Bloch com auto-valores espelho
oxy = ti. Esta classificagdo permite dividir o espaco de Hilbert em dois subespacos
relacionados a cada auto-valor. Cada classe de auto-estados possuird uma correspondente
quantidade Z> (v4;) similar ao invariante v definido para os invariantes topologicos nas se¢oes
1.6.5 e 1.6.6. Entretanto, estes valores isoladamente ndo nos permitem classificar a fase TCI,

de forma que um novo invariante topologico deve ser definido, o qual ¢ chamado de niimero

espelho de Chern'*?, dado por Ny, = (vy; — v_;)/2.
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Capitulo 2: Teoria do Funcional da Densidade — DFT

2.1 Equacao de Schrodinger

Em 1926, Erwin Schrodinger propds a mecéanica quantica ondulatdria, teoria baseada em
uma equacio diferencial para a onda de Luis de Broglie®’, apresentada abaixo:

i o¥(q,
{—ﬁvz +V(q, t)}‘l’(q, t) = ih%

Denominada de equagdo de Schrodinger dependente do tempo, onde o termo contido entre
chaves designa o Hamiltoniano dependente do tempo H(t) ou operador energia total, e que
descreve o sistema estudado. ¥(q,t) ¢ a funcdo de onda do sistema o qual ndo possuia um
significado fisico definido, imaginava-se que representava uma vibrag¢ao onde a particula seria
seu guia, cabendo a Max Born interpretar seu significado fisico, enunciado da seguinte maneira
“A probabilidade de obter no decorrer de uma observacdo e em um dado instante t, a
particula no interior de um elemento de volume dq3 em torno do ponto q é igual a
P(q) =¥ (q,t)¥(q,t)”. Assim, se cada elétron esta associado a uma dada fungdo de onda ¥,
o produto ¥*¥ sera igual a amplitude da probabilidade de localizar este elétron em uma unidade
de volume em torno de um ponto gq.

Um ano antes de Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg introduziu uma formulacdo
matricial para a mecanica quantica. Mesmo que os formalismos de Heisenberg e Schrodinger
sejam distintos e independentes, ambos apresentam a mesma interpretagdo fisica. No
formalismo de Schrddinger, as ¥ permaneceram fixas no espaco enquanto as coordenadas
variam, ja no formalismo de Heisenberg as coordenadas sdo fixas, enquanto as ¥ ¢ que variam.

A equacdo de Schrodinger permite descrever analiticamente com exatiddo o atomo de
hidrogénio, prevendo suas raias espectrais a menos dos efeitos oriundos de origem relativistica.
Para a andlise de sistemas contendo muitos elétrons através desta equagdo faz-se necessario de
um maior poder de processamento computacional, além da inser¢@o de aproximagdes e técnicas
que viabilizem sua solucao.

No presente trabalho serd utilizada simultaneamente a notacao tradicional de Schrodinger

para a mecanica quantica conjuntamente com a notacao de Dirac:

[ ¥ @ov@ode =

Como neste estudo, consideramos que o potencial de nosso sistema permaneca fixo no
tempo, utilizaremos a equa¢ao de Schrodinger com Hamiltoniano independente do tempo. O

que nos permite proceder a separagao de varidveis e desacoplar a parte temporal da parte
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espacial da funcdo de onda ¥, que pode ser escrita da seguinte forma:
[P (t)) =%, Cilp(t = 0))¢;(t), onde a solugdo da parcela espacial € obtida pela resolugao:

H[y;) = E;|y;), enquanto a parcela temporal possui a solugdo trivial dada por:

—iE;t
#(0) = exp ()
A equagdo espacial do sistema fornecera as fungdes de onda independentes do tempo,
também denominadas de auto-estados ou estados estacionarios [;), sendo seus respectivos
valores de energia E; chamadas de auto-valores. Apds obtida a solugdo espacial da equagdo de

Schrodinger, a solugdo completa do sistema pode ser expressa da seguinte forma:
[P(@) =X;Cily)) exp( ) onde |C;|? fornece a probabilidade de encontrar a particula no

estado ¥; com energia E;.
Para solucionar a equagdo espacial, necessitamos conhecer o operador Hamiltoniano que
descreve o sistema. Em nosso estudo analisamos um sistema de muitos corpos, contendo N

elétrons e M nticleos, de forma que o operador Hamiltoniano pode ser escrito como':

2 1 Z,7
oY A e Y T Y Y e
2m, 2 |r— R,| |r; — 1| IR, — Ry|

a=1 i=1 a=1 i=1 Jj=1 i#j a=1 b+#a

A fim de simplificar a notagdo utilizada na expressdo acima aplicaremos unidades
atOmicas, ou seja: a carga do elétron (e), sua massa (m,) e a constante de Planck dividida por
2n (h) foram igualadas a 1.

Para simplifica¢do, o primeiro termo que corresponde ao operador referente a energia
cinética dos nucleos sera representado por K,,; o segundo termo (energia cinética dos elétrons)
por K,; o terceiro termo (atragdo nucleo-elétron) por V,.; o quarto termo (energia potencial
repulsiva entre os elétrons) por V,.; € o quinto termo (energia potencial repulsiva entre os
nucleos) por V,,,,, desta forma o operador Hamiltoniano pode ser reescrito como:

H=Kn+ Ke+ Ve + Vee + Vg

Como exposto anteriormente, este sistema composto por elétrons interagentes e descrito
pelo Hamiltoniano acima ndo pode ser resolvido analiticamente, ou seja, ndo € possivel obter a
solucao da equacao de Schrédinger para este sistema. Uma vez que se trata de um problema de
muitos corpos, torna-se necessario a utilizacdo de aproximacdes a fim de tornar o problema

solavel.
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2.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

Esta aproximagdo desacopla a parte eletronica da parte nuclear na expressao do
Hamiltoniano®2. Ela se baseia no fato da massa do elétron ser cerca de 2000 vezes inferior a
massa do nucleo; assim considera-se que a energia cinética do nucleo (inversamente
proporcional a massa) seja muito menor que a energia cinética do elétron. Portanto este termo
sera desprezado na expressao do Hamiltoniano, ou em outras palavras, admite-se que para cada
variacdo nas coordenadas nucleares, os elétrons se ajustam simultaneamente a essa nova
posicdo, logo os elétrons estariam se movendo num referencial de nucleos fixos (m, —
levando a K, — 0). De forma que H = K, + Vo + V,, + V},;,. Esta forma para o operador
Hamiltoniano, torna possivel desacoplar a parte eletronica da nuclear: H = Hgj, + Hpy(1, Onde:

Here = Ko + Vne + Vee © Hpyet = Vi

Os auto-valores da parcela eletronica do Hamiltoniano H,,, podem ser obtidos para um
auto-estado que seja fungdo da posi¢do nuclear [);(R)), uma vez que H,,, comuta com as
coordenadas das  posigdes nucleares, [H,,R]=0 ou RH,, =H..R, logo:
Hepe[Y;(R)) = Ejele |¥;(R)). Desta forma, a energia dos estados eletronicos Efle (R) dependera das

coordenadas nucleares, e para obter-se a energia total do sistema Ejt"t(R) que corresponde ao

auto-valor de H para um sistema de nucleos fixos, sera necessario adicionar aos valores da

energia eletronica Ejele (R) o termo correspondente a repulsdo nuclear V,,,:

M M
yAVA
PR = B+~ EPR = B + Y Y

a=1 b#a

Mesmo a aproximag¢do de Born-Oppenheimer sendo util, a equacao de Schrodinger com
H,. ainda se apresenta inviavel de ser resolvida numericamente, sendo necessdrio outras
aproximagdes. Um dos métodos mais utilizados para a solucdo do problema de muitos corpos

¢ a teoria do funcional da densidade, em inglés Density Functional Theory (DFT).

2.3 DFT — Teoria do Funcional da Densidade

O aspecto fundamental da DFT ¢ que esta teoria descreve a energia do sistema em termos
da densidade de carga p(r) uma grandeza fisicamente observavel, em contraste com o
formalismo padrao da mecanica quantica em que toda a informagao do sistema esta contida na
funcao de onda ¥, que ndo ¢ fisicamente observavel.

A DFT originou-se a partir de dois teoremas propostos por Hohenberg e Kohn>® na década

de 1960. Este ¢ um método bem-sucedido em relagdo ao seu emprego em calculos de primeiros
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principios, para a descri¢do e entendimento das propriedades dos materiais no seu estado

fundamental, sendo uma teoria que permite descrever sistemas quanticos de muitos corpos.

2.3.1 TEOREMAS DE HOHENBERG E KOHN (HK)

No ano de 1964, Pierre Hohenberg e Walter Kohn apresentaran sua teoria, mais conhecida
por Teoria do Funcional da Densidade (DFT)%. Como exposto anteriormente, nesta teoria
deseja-se obter a densidade eletronica p(r), grandeza fisicamente observavel e que contém toda
a informacao do sistema, em oposi¢ao ao formalismo de Schrodinger onde ¢ obtida a fungdo de
onda ¥(q, t), o qual ndo constitui uma grandeza fisicamente observavel. O DFT fundamenta-se
nos seguintes teoremas>*:

Teorema I. Para todo sistema de particulas interagentes que estdo sobre a influéncia de um
potencial externo Vex(r), este potencial € determinado unicamente (funcional unico) exceto por
uma constante, pela densidade eletronica de particulas no estado de menor energia (estado
fundamental) p, (7).

Teorema II: A energia como um funcional da densidade E(p) pode ser definida e ¢ valida para
qualquer potencial externo V., (r). Para um determinado potencial, o valor exato da energia no

estado fundamental E,(p) ¢ o minimo global do funcional energia, sendo a densidade que

minimiza este funcional a densidade exata do estado fundamental p, (7).

Prova do Teorema I:

Segundo o teorema I, no campo gerado pelo potencial externo V() (o qual corresponde
ao potencial que os nucleos exercem sobre os elétrons V) a densidade eletronica p(r)
determina univocamente este potencial, ou seja, V,,:(r) = Ver:(p). Logo € este teorema que
introduz o fato de toda a informacdo do sistema estar contida na densidade eletronica p(r), a

prova do teorema I se dara por absurdo.

Inicialmente serd suposto que dois potenciais externos (V' e V'') sdo originados da mesma
densidade eletronica p(r), assim cada um destes potenciais externos definiram um operador e
por conseguinte um operador Hamiltoniano H' e H"”'. Sendo que cada um destes Hamiltoniano
irdo corresponder a uma determinada fungdo de onda [¢") e [¢"'), aos quais devem resultar na

mesma densidade eletronica p(r), como esquematizado a seguir:

H=Hge =K+ Voo + Ve = Ko + Vo + Vext
H=K,+V,,+V' e H' =K, + V,, + V"
Helell/)) = Ej(R)|¢>
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H'lY"y = E'(R)[Y') e H"'[¢") = E"(R)[¢")
') - p(r) < [¥")
V> H' - [P') - p(r) « [P") « H' < V"

A energia ¢ definida na nota¢do de Dirac, da seguinte forma: E = (y|H|). Supde-se que a
energia do estado fundamental é dada por: Ej = ('|H'[¢'), utilizando-se o teorema variacional,
tem-se: Eq < (@"'|H'|[Y"), ou seja, qualquer energia determinada por ¥ # ¢’ serd maior que a
energia do estado fundamental. Somando-se e subtraindo-se H" da expressdo acima, tem-se:

Eo < (W'|H' +H" = H"|y")
Eo < (" [H"|y") + (" |H" — H"|y")
Eo <Eg + (" |(Ke 4 Vee + V') = (Ko + Ve + V)Y
Ef <E{+@" |V =V"[y"you Ef <Ey + f p(m) [V = V"]dr? (A)
Repetindo o procedimento acima, mas invertendo os termos de linha por duas linhas, temos.
By = @ 1H"lW") —~  Ef < /|H"|y)
Eg <@W'|H"+H' —H'ly) - Eq <@IH'lW)+@H —Hp)
Eg <Ef+ @ |(Ke+Vee + V') = (Ko + Ve + V)Y
E§ <Ey+@'|V" =V'|[¢)ou Ej <Ej+ fp(r) V" —v'dr? (B)
Reagrupando e somando-se as expressdes (A) e (B), obtém-se:
Ey <Ey + [pm) [V =V"]dr® - (Ey—Ey)<[p@) V' —V"ldr®
Ey <Ep+ [pm) [V —V'1dr® - (E§ —Ep) < [p@) V" —V'ldr®
(Eo — Eg) < — (Eg — Eg) ou Eg — Eg < Eg — Eg (ABSURDO)

Desta forma concluimos, que a hipdtese original de que dois potenciais externos diferentes
fornecendo a mesma densidade de carga, leva a um absurdo, ou seja, potenciais externos
distintos devem levar a distintas densidades eletronicas. ~ Confirmando o 1° teorema de HK
de que o potencial externo ¢ um funcional unico da densidade, logo cada densidade ¢
determinada por apenas um potencial externo.

Como o Hamiltoniano H do sistema fica definido ao se conhecer o potencial V,,. (1) que é
devido aos nucleos, entdo se torna possivel determinar a fun¢do de onda ¥ do sistema; desta
forma existe uma relacao direta entre a densidade eletronica do estado fundamental p,(r) com
a fun¢do de onda neste estado ¥,. Logo, p,(r) deve conter as informag¢des do sistema assim
como a fungdo de onda, a0 menos para o estado fundamental para o qual ¢ vélida, ou seja, a
funcdo de onda ¢ um funcional da densidade no estado de menor energia ¥ (p,). Conclui-se

consequentemente que o funcional de qualquer observavel fisico serd um funcional tnico da
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densidade p,(r), onde a relacdo entre o observavel fisico e seu operador ¢ dado por:

X = X(p) = (Y| X|P), sendo X o observavel fisico e X o operador deste observavel.

Prova do Teorema II:

O teorema II de HK introduz que o valor exato da densidade eletronica no estado
fundamental p, () fornece o menor valor de energia, ou seja, a energia do estado fundamental
do sistema E,(p,). Para realizar a prova, a expressao da energia serd dividida em duas partes.
A primeira parte serd comum a qualquer sistema que contenha muitos atomos em interagao
coulombiana sendo chamada de funcional universal f(p)>, a segunda parte caracteriza o
sistema, ou seja, refere-se ao potencial externo Vex ao qual o sistema esta exposto.

E(p) = (WlHetel$)) = (WIKe + Vee + Vielh) = (WIKe + Vee + Vexelth)
E(p) = @WIKe + Veelh) + @Vexelp) = E(p) = f(0) + @IVexel$p)

Escrevendo-se esta equagao para o estado fundamental (menor energia), tem-se:
E(po) = f(po) + (Wy|Vextlthy), onde |} € a fungdo de onda do estado fundamental.
Relembrando que a prova do teorema I de HK demonstrou que a densidade eletronica
determina unicamente a func¢ao de onda, e aplicando o teorema do variacional na energia:
Eo = E(po) = E(y,) “Energia do estado fundamental”
E(y,) < E(¥) “Teorema do variacional, onde ¥ # 1"
o (olHetelwg) < WlHeelw) = f(pg) + WolVexelwg) < f(0) + (blVexel¥)
E(po) < E(p)

Conclui-se desta forma que qualquer densidade p(r) distinta da p,(r), ird fornecer um
maior valor para a energia do sistema, provando desta forma o 2° teorema de HK. Ambos os
teoremas, evidenciam que a menor energia do sistema (energia do estado fundamental) pode
ser determinada através da expressdo correta da densidade de carga p, (1), obtida por meio do
potencial externo V,,.(r). Ou seja, o DFT corresponde a uma teoria que fornece o valor exato
para a energia do estado fundamental E,, entretanto esta teoria ndo nos fornece uma maneira
(método) de obtermos tal energia, método este que posteriormente fora proposto por Kohn e
Sham. Uma consequéncia importante destes teoremas ¢ que sua utilizagdo reduz o calculo
computacional necessario para resolver o sistema, uma vez que deixa-se de lidar com 3N
variaveis (X, y € z de cada um dos N elétrons) para trabalhar apenas com 3 varidveis referente
a densidade de carga (sem a perda de informacao do sistema), outra importante consequéncia ¢

a insercao do conceito dos funcionais da densidade eletronica.
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2.4 Equacoes de Kohn-Sham (KS)

As equacdes de Kohn-Sham (KS)*° constituem um método sistematico para a obtengio da
energia do estado fundamental E, através da determinagdo da densidade eletronica exata do
sistema neste estado p,(r). Nestas equacdes se assume que o sistema composto por muitas
particulas interagentes possa ser substituido por outro sistema de particulas ndo interagentes,
ou seja, transformando o problema inicial de N corpos interagentes em N problemas de um
unico corpo, onde a densidade eletronica do estado fundamental de ambos os sistemas devem

57 Para esta tarefa, escrevemos a energia como um funcional da densidade, na

ser iguais
seguinte forma ja expressa anteriormente: E(p) = f(0) + (W |Vext 1Y) = f(p) + Ve (7).

O funcional universal f(p) ¢ comum a todos os sistemas multi-eletronicos ¢ de acordo com
o formalismo empregado por Kohn-Sham, ele ¢ analisado como composto por trés partes
integrantes. Sendo estas a energia cinética de um gas de elétrons ndo interagentes com
densidade eletronica p(r), denominada de K,(p); a interacdo Coulombiana classica entre os
elétrons do sistema J(p) também conhecida como energia de Hartree; e a energia de troca e
correlacdo E...(p). Este Gltimo termo contém a parte da energia cuja forma ndo ¢ conhecida
explicitamente, sendo oriundo da interacdo entre as particulas e correspondendo a diferenca
entre as energias cinética real e do sistema auxiliar ndo interagente, além de estar relacionado a
correlagdo proveniente da interacao coulombiana. Na correlagcdo a dindmica de um elétron ira
influenciar na dindmica dos demais. Caso a forma ou valor do termo E,,.(p) seja conhecido,
torna-se possivel obter a energia total e a densidade eletronica fundamental do sistema. Desta
forma E(p) ¢ reescrito da seguinte forma:

E(P) = KO(P) +](,D) + Eexc(p) + Vet (1)

Onde K,(p) = —%Z?’ [ ¢; V2¢p;dr3, corresponde a energia cinética de um gas de elétrons

ndo interagentes, onde os ¢; sdo denominados de orbitais de KS de particula tunica,

representando as fungdes de onda dos elétrons ndo interagentes. Enquanto J(p) =

1 (' p . . ~ . , . ,
> If %dﬁdr’3 ¢ a energia de Hartree (interacdo coulombiana classica entre os elétrons).

De forma que podemos escrevemos:

E(p) = =33V [ ¢; V2udr® + 5 [ X220 dr3dr'® + By () + Vexe (1)

[r—7'|
De acordo com o teorema II de HK, a energia do estado fundamental E,(p) serd obtida
ao aplicarmos o principio variacional, onde minimizaremos o funcional E(p) em relacdo a
densidade p(r). Como o estado fundamental ¢ o menor valor de energia possivel, neste processo

obtém-se uma condi¢do de extremo para esta minimizagdo, observada a condi¢dao de vinculo
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onde o numero total de particulas N, ou equivalentemente, a carga total do sistema deve

permanecer fixo.

55 E@ —ufprdr’y=0 - S =y ondeQ=N.e=[p@E)dr’

SE(p) 1) / ’
2= -2 [ ¢ VPgudr® + L [ EPETdridr'® 4 Boc(p) + Vexe ()} = 1

op |r—rr|
_ 6Ko(p) 5J(p) SEexc(p) SVext(T)
- op + op + Sp + op
. 0Ko(p) _ & 1N * 2 3 N [p2 3] _ V2
Onde: l;)—p = 5{—521 f¢1 \% (l)l-dr } -3 (Sp(r) {Z J.V p(r)dr } —=
8J(p) s pMp@n 4 3,5 3 P 4 43
op Sp(r){ ﬂ |[r—11| dr dr } |r—r/|dr
SE"’;—;(’)) Voxc(p) “Definicao do potencial de troca e correlagdo”
SVext (1)
6—; Sp(r) {f Vext (Mp(T) dridr'3} = Vext (T)

Obtendo-se a seguinte forma para a equagao de Euler:
= =5V [ BT 4 Vo (0) 4 Ve ()
Agora definimos o potencial efetivo de Kohn-Sham:
Vics(0) = [ ZE2dr + Voo (p) + Ve ()
Desta forma, temos que:
w= —%VZ + Vks(p), onde: Hys = —%Vz + Vks(p)

Aqui percebemos que o Hamiltoniano do sistema auxiliar ndo interagente, possui um
operador energia cinética usual e um potencial efetivo Vigs(p) atuando sobre cada elétron do
sistema. Obtendo-se uma equag¢ado do tipo de Schrodinger, ou seja, Hgs¢;(r) = &;¢;(r). A partir
desta equacdo, obtém-se os orbitais de Kohn-Sham ¢;(r) de particula tUnica, tornando-se

possivel a obtengdo da densidade de carga p(r) do sistema, da seguinte forma:

N N
p@) = D B = ) ${)pi0) = [ 91 pyCrIar®

As duas expressdes anteriores compoem as equagdes de Kohn-Sham, que irdo nos fornecer
a densidade do estado fundamental de um sistema de elétrons interagentes através da densidade
do estado fundamental de um sistema de elétrons ndo interagentes submetidos a um potencial
efetivo Vgs(p), ao se resolver estas equagdes em um processo auto-consistente. Neste processo
inicialmente inserimos uma densidade de carga tentativa p'(r), calculamos o potencial efetivo
de Kohn-Sham Vig(p), e resolvemos a equagdo Hys; (1) = &;¢;(r) determinando os orbitais
de Kohn-Sham de particula tnica ¢;(r).

De posse destes orbitais determina-se uma nova densidade eletronica p''(r); caso as

densidades sejam iguais entdo p''(r) sera a densidade correta do sistema. Mas caso as
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densidades sejam distintas entdo p'™ = p"'(r) e o ciclo serd reiniciado, até que as densidades
de entrada e saida sejam iguais dentro de um critério de convergéncia estabelecido. Obtidos os
auto-valores ¢; das equagdes de KS, podemos obter o valor de energia do sistema E(p).

& = (pilHgslpi) = [ ¢ ) Hgs ;(r)dr>, onde ¢; (1) Hysd; (1) = ¢; (r)&;; (1)

Relembrando que Hyg = —%Vz + Vks(p) € f P (r') dr’3 + Voree(P) + Vgyr () temos:
i) [=3 V2 + [ ZEL A1 + Voo (0) + et ()] i) = $} @)6:60:(r)
— IV @) py(r) + IMWS + Vage(D)P; VB (T) + Ve (B () Bi(r) = E:65; ()i (1)

T|

—1v2p@) + [EDLID 43 4 1, (0)p() + e (M) = Eip(r)

[r=7|

Agora, integraremos em todo o espago em relagdo a coordenada r:

[aomar ==3 [vowar + + [[EE Wptr () A + [ Ve @)p) dr* + [ v p(r) dr®
ocupados

Z fi= Koo + [ ZE () aridr® + [ Ve (p)p () dr® + Vo () ©)

Lembrando-se que:
B(p) = =32V [ i V2udr® 43 [ 2220 drddr’® 4 Eoe(0) + Vere (r)

B(p) = — 32 [ V2p(r) dr + 3 [[ XX dr3dr'™ + Boxe(p) + Vet (1)

3d 3 + Eexc(p) + Vext(r) (D)

E(p) = Ko(p) + 5 fp(r)p( )

Por meio das expressdes (C) e (D), obtemos as seguintes relagdes:

Ko(p) + Veye (r) = X,07P0405 ¢, ([ 2PN g3 _ [y, (p)p(r) dr?

[r=v|

Ko(p) + Vexe (1) = E(p) — 3 [ 222 dr3dr’™ — oo (p)
Portanto:

B(p) = 3 [ X5 arddr® — Eere(p) = TP = [[ 2228 dr'3drd — [ Vi (p)p(r) dr®

|r=77|
E(p) = {7778 + Eoxc(p) = [Vere(p)p () dr® — 3 [ 2280 a3

Esta expressdo permite obter o valor de energia do sistema E(p) através das equacdes de
Kohn-Sham, ou seja, através da Teoria do Funcional da Densidade (DFT) do qual extraimos os

auto-valores de KS (¢,). Pela expressdo acima percebe-se que o DFT obtém E(p) ndo somente

através da soma dos auto-valores ¢§;, fazendo-se necessario conhecer a priori os valores da
energia e do potencial de troca e correlacdo, respectivamente E,.(p) € Vo (p).
Entretanto estes termos ndo possuem uma forma exata conhecida, fazendo-se necessario a

utilizagio de aproximacdes para a estimativa destes termos>®. No estudo que fora realizado
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através da ferramenta computacional VASP, utilizamos para sua determinagdo, a aproximagao

do gradiente generalizado em inglés General Gradient Approximation (GGA).

2.5 Aproximacgoes para o termo de troca e correlacao

A aproximagado utilizada para a determinacdo dos termos de troca e correlacdo ¢ muito
importante, uma vez que esta ira determinar a precisao do célculo a ser realizado. No presente
trabalho ¢ utilizado a aproximagdo do gradiente generalizado (GGA), entretanto para sua
melhor compreensao serd discutido inicialmente a aproximagio da densidade local (LDA)** do

qual o GGA ¢ derivado.
2.5.1 APROXIMACAO DA DENSIDADE LOCAL - LDA

Nesta aproximacao assume-se que a energia de troca e correlacdo por elétron €,.,.(p) em
um dado ponto r, seja igual a energia de troca e correlagdo por elétron de um gas homogéneo
de elétrons que possua a mesma densidade eletronica p(r) neste ponto®’. A ideia basica do LDA
¢ que se pode tratar um sistema nao homogéneo como sendo dividido em N volumes
homogéneos, em cada um destes volumes calcula-se a energia considerando sua densidade
eletronica como sendo igual a densidade eletronica do gas homogéneo. Desta forma transforma-
se um sistema que ndo ¢ homogéneo em um sistema localmente homogéneo e podem-se tratar
solidos como um sistema que em seu limite tendem a um gas homogéneo de elétrons.

Com base neste raciocinio, a energia de troca e correlagdo do sistema podera ser obtida
caso seja somado a energia por elétron correspondente a cada volume, assim tem-se:
Eoxc(p) = i €092 (p). p,(r), onde p,(r) = Z—i No limite em que o numero de volumes tenda ao

infinito (N; —» «) e consequentemente o volume tenda a zero (V; - 0), tem-se que a expressao

homog

acima se torna uma integragdo: E.y.(p) = [ €ope © (0).p(r)dr3. Onde o potencial de troca e

correlagdo V. [p(r)] € obtido da seguinte forma: V,,.(p) = %Eexc(p) = 5% [ €l (p). p(r)dr3.

A energia de troca e correlagdo por elétron €,,.(p) pode ainda ser tratada separadamente,
ou seja, dividida em um termo correspondente a troca e outro termo correspondente a correlagao
€exc(D) = €x(p) + €.(p). Onde o termo correspondente a troca €,(p) € bem conhecido,
entretanto o termo da correlagdo €.(p) ¢ muito complexo, ndo possuindo uma forma exata para
um gas de elétrons homogéneo. Todavia ele pode ser estimado por algumas aproximagoes,
sendo as mais utilizadas a teoria da perturbaciio ¢ a parametrizagdo de Perdew e Zunger*, sendo
estd construida com resultados oriundos de célculos de Monte Carlo quantico propostos por

60,61

Ceperley e Alder®™®" para um gas de elétrons homogéneo.
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Esta aproximagao possui bons resultados para sistemas cujas densidades eletronicas variam
lentamente (aproximadamente uniforme), visto que ignora corre¢des devido a falta de
homogeneidade da densidade eletronica nos pontos vizinhos ao ponto r. Como ponto negativo,
a LDA subestima a energia de correlacdo €.(p), enquanto supervaloriza a energia de troca €, (p),
nao fornecendo bons resultados para sistemas onde a densidade eletronica p(r) seja fortemente
ndo uniforme. Uma solugdo para este problema € expressar a energia de troca e correlacdo por

homog

elétron e, °(p) em termos do gradiente da densidade Vp(r), originando desta forma a

aproximacao do gradiente generalizado - GGA.
2.5.2 APROXIMACAO DO GRADIENTE GENERALIZADO — GGA

A fim de melhorar a aproximagao do LDA, no raciocinio exposto anteriormente utiliza-se

uma fun¢do que ndo dependa apenas da densidade local p(r), mas que também dependa do
gradiente desta densidade Vp(r). Assim a expressdo para a energia de troca e correlagio

Eoxc(p) assume a seguinte forma: E.,.(p) = [ f(p,Vp)dr3, ou seja, a energia de troca e
correlagdo por elétron ehon®(p) do sistema homogéneo ¢ substituida por uma fungao local da
densidade eletronica e do gradiente da densidade. Esta fungdo f(p, Vp) € escolhida através da
analise do comportamento da energia por elétron €,,.(p) em determinadas situagdes, sendo uma

das propostas mais utilizadas a parametriza¢io de Perdew, Burke e Ernzerhof (PBE)%2.

2.6 Funcoes de Base — Expansao dos Orbitais de KS

Anteriormente, obtivemos as equagdes de Kohn-Sham: Hggsp;(r) =¢&;p;(r) e
p(1) = ¥V |¢;(r)|%. Durante a resolugio destas equagdes pelo DFT, as fungdes de onda de KS
¢;(r) sdo expandidas em uma determinada base. Atualmente existem inimeras formas de
realizar esta expansdo, cada uma variando com relacdo ao tipo de base escolhida. Para fungdes
de base que sejam fixas, as expansdes usuais sao a expansao em ondas planas e a combinagao
linear de orbitais atdmicos (LCAO)%. A escolha da base utilizada para a expansio dos ¢;(r) é
de crucial importincia para a precisdo do calculo.

Para um sistema periddico, como o do presente trabalho a expansdo em ondas planas dos
orbitais ¢;(r), se fundamenta na teoria de Bloch. Esta teoria se baseia no fato de que um cristal
¢ composto por um arranjo simétrico e infinito de pontos que estdo distribuidos sobre todo o
espaco, cada um destes pontos define um célula unitéria, sendo que sua translagdo através do
vetor T = n,.a, + n,.a, + n;.as, para todos os valores possiveis dos n° inteiros ny, n, € ns ird

compor todo o cristal. Com base na periodicidade da rede cristalina, tem-se que os elétrons
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irdo interagir com um potencial periddico que se repete por todo o cristal, € por consequéncia
as auto-funcdes que descrevem estes elétrons também possuiram a mesma periodicidade do
potencial.

Basicamente o teorema de Bloch?® afirma, que o efeito desta periodicidade é modular a
auto-fun¢do de onda progressiva da particula livre ¥, (r) = A.e*7  de tal forma que em vez
deste possuir uma amplitude constante A, ele possuird uma amplitude variavel u; (r) que muda

com a periodicidade T da rede, isto é: Y, (1) = (). e*™

, onde u; (r) possui a periodicidade
da rede cristalina, dependendo do vetor de onda k, onde: u,(r) = up(r +T) = u,(r + n.T),
sendo n um niimero inteiro.

O efeito desta periodicidade ¢ entdo modular de forma periodica a amplitude da solucdo de

kT conhecido como fungdo de onda de Bloch. A funcdo

particula livre, sendo ¥, (r) = u(r).e
uy (r) se assemelha a auto-fungdo de um ion isolado, onde sua forma exata depende do potencial
particular considerado e do valor de k; uma consequéncia destas equagdes ¢ que:

Y (r+T) =u,(r+T).e*T+D =y, (r). ek kT =y, (). e

kT " as fungdes de onda ¥, () sdo idénticas

Conclui-se que a menos da diferencga de fase e
dentro de um periodo T, e que o teorema de Bloch propde, que a solugdo da equagdo de
Schrodinger para um potencial periodico V(r) = V(r + T) também deva ser periddica.

Assim percebe-se que neste teorema, as auto-funcoes P (r) sao escritas como um produto
de ondas planas vezes uma fun¢ao u, (r) que respeita a periodicidade do cristal, entretanto u; ()
também pode ser expandida utilizando-se um conjunto de ondas planas. Com base nestas
informagdes e na metodologia empregada neste trabalho (DFT), as auto-fungdes descritas pelos
orbitais ¢, (r) de KS, serdo expandidas da seguinte forma: ¢;, (r) = fi(r).e!*l, onde fi(r) é
o termo que carrega a periodicidade da rede (similar a u;), sendo expandido em um conjunto
de ondas planas®, da seguinte forma: f;(r) = Y Cig. €67, logo: ¢ (1) = X Cj 5. €67 ekl =
Y6 Cigkr)- €17 G & um vetor de translagdo da rede reciproca.

Nesta expansdo, alguns coeficientes C; ) serdo mais importantes que os demais, sendo
aqueles que fornecem as ondas planas cuja energia sdo menores do que uma determinada

energia de corte; e somente estes coeficientes irdo formar a base. Assim a expansdo na base de
i . L. 1
ondas planas podera ser truncada, de acordo com a seguinte condi¢ao: 1k + G|?> < E.yrte, Onde

E.orte € definida como a energia de corte na base de ondas planas.
Este método possui algumas vantagens, por constituir uma base relativamente simples,
flexivel e de facil utilizacdo computacional, e em virtude de que o Gnico parametro que a

controla ¢ a energia de corte.
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2.7 Método do Pseudo-potencial

Os célculos do DFT demandam um alto custo computacional para sua realizagdo, além
disto existem algumas dificuldades apresentadas pelas equagdes de Kohn-Sham em descrever
a regido proxima ao nucleo atémico, uma vez que as fungdes de onda nesta regido sofrem
rapidas oscilacdes espaciais devido a presenca de uma grande energia cinética (ou potencial de
atracdo nuclear). Por outro lado, nas regides intersticiais entre os 4&tomos, onde ocorrem as
ligagdes quimicas, a energia cinética dos elétrons € pequena, resultando em pequenas variagdes
espaciais na fun¢ao de onda.

O método do pseudo-potencial®®

trata-se de uma aproximacgao empregada para obtengao do
potencial externo V,,:(p) (potencial efetivo), presente na expressdo da energia como um
funcional da densidade E(p). Sendo desta forma uma aproximacao do potencial real sentido
pelos elétrons num sélido ou molécula. Neste método, como discutido acima, a carga do 4&tomo
¢ analisada como sendo dividida em duas partes, uma correspondendo a carga dos elétrons
presentes nas camadas internas em conjunto com a carga do nicleo, constituindo o que se chama
de caroco. Enquanto a outra corresponde a carga dos elétrons de valéncia, ou seja, dos elétrons
mais afastados do nucleo, encontrando-se nas camadas externas do 4tomo e sendo os principais
responsaveis pelas ligagdes quimicas em virtude de estarem fracamente ligados ao ntcleo,
sendo bem conhecido que a maioria das propriedades fisicas dos solidos ¢ dependente dos
elétrons de valéncia.

A introdugdo deste método simplifica o custo computacional para a realizagdo do DFT, ao
substituir o potencial idnico do ntcleo e dos elétrons de carogo pelo pseudo-potencial atomico,
ou em outras palavras, a fungao de onda na regido de caroco que apresenta uma grande oscilagao
e substituida por uma pseudo-funcao de onda que seja suave (dentro de um raio r. chamando
de raio de corte). Este método descreve explicitamente o comportamento eletronico apenas dos
elétrons de valéncia por meio de ondas planas, ignorando a fraca contribui¢do do potencial
devido ao caro¢o; como resultado a obtencao dos auto-estados de Kohn-Sham ¢; torna-se mais
facil.

Atualmente para o calculo do pseudo-potencial existem basicamente os métodos dos
pseudo-potenciais empiricos os quais envolvem um conjunto de pardmetros de origem
experimental, e os pseudo-potenciais ab-initio (primeiros principios) que sdo construidos de

forma a obter a solu¢ao da equacao de Schrodinger e das equagdes de Dirac para o atomo.
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Nesta metodologia, o pseudo-potencial é construido de forma que o potencial obtido seja
igual ao potencial real, acima do raio de corte r. (raio de uma esfera centrada no 4tomo). Para
a utilizag¢do deste método as seguintes condi¢des devem ser obedecidas:

1) Os auto-valores &; (KS) obtidos para os estados de valéncia atdbmicos devem ser por
construgdo idénticos aos autovalores Efs obtidos com o pseudo-potencial (Efs =¢.);
2) As auto-fungdes relativas a solucao exata (carogo + elétrons valéncia) e as auto-fungdes
obtidas com o pseudo-potencial devem ser iguais a partir do raio de corte r:
! (1) = 4,(r) parar > r;

3) As integrais de 0 a r com r > r., das densidades de carga da solugdo exata devem ser iguais
as das solugdes obtidas com o uso do pseudo-potencial, esta condi¢do ¢ chamada de
conservacao da norma:

Jy e @1Pdr = [T P (2dr ou (e = W] v} )r;
4) A derivada logaritmica da pseudo-fun¢do (funcdo de onda obtida com o pseudo-potencial)
deve convergir para a derivada logaritmica da fun¢do de onda exata:

om. [(r. ¢g’5)2%%1n(¢§’5)] = am [T [y (0)|*dr para t > r;

5) As pseudo-fungdes 1/)?5 (r) ndo devem possuir nds nem singularidades e que sejam continuas
assim como devem ser suas derivadas primeira e segunda; esta pseudo-funcdo deve descrever
corretamente os estados eletronicos dos elétrons de valéncia.

Para valores de r < r, as pseudo-fungdes 1/;?5 (r) devem ser modificadas de forma que todas
as condi¢des acima sejam satisfeitas, havendo certa flexibilidade para sua obten¢do, de modo
que seja possivel otimizar a convergéncia do pseudo-potencial para bases de interesse, onde o
melhor pseudo-potencial escolhido serd aquele que minimizard o nimero de funcdes base
necessarias para se encontrar a meta desejada.

A geracdo do pseudo-potencial para um determinado dtomo ¢ feita através de um célculo
ab-initio, onde através do DFT serdo resolvidas as equagdes de Kohn-Sham. Inicialmente
resolve-se de forma auto-consistente a equagao de Dirac com o potencial V,,.(p) e a E...(p)
dados pela teoria do LDA ou GGA, obtendo-se assim o potencial, as auto-fungdes e os seus
respectivos auto-valores. Entretanto, o método do pseudo-potencial apresenta a desvantagem
da perda de informagdo a respeito da densidade de carga e a fungdo de onda nas regides

proximas ao nucleo.
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2.8 Método PAW

Em 1994, Peter E. Blochl desenvolveu uma nova metodologia para a resolugdo das
equagdes de Kohn-Sham, o qual denominou de PAW (Projector Augmented-Wave method)®®.
Diferentemente ao método dos pseudo-potenciais, durante o calculo sdo levados em
consideracdo todos os elétrons do sistema (incluindo os da regido de carogo), desta forma o
PAW corresponde a um método ab-initio apelidado de all-electron (AE). O PAW ¢

17 ¢ 0 de Ondas

essencialmente uma unificacdo das ideias dos métodos do pseudo-potencia
Aumentadas (Augmented Wave - AW)%, combinando partes de ambas as aproximagdes em um
unico método para o tratamento da estrutura eletronica.

O método de Ondas Aumentadas (AW) mencionado acima, analisa a regido de caroco, por
meio de uma expansdo em orbitais atomicos d as fungdes de onda, enquanto que na regiao
intersticial (elétrons de valéncia) ¢ utilizado uma base de ondas planas. Cada uma das regides
ird obter uma solugdo parcial, entretanto este método estabelece uma interface entre as duas, de
modo a garantir a continuidade e linearidade das fungdes de onda.

Desta forma o PAW analisa a fun¢@o de onda em duas distintas regides: A primeira situa-
se no interior de uma esfera de raio r. (raio de corte), escolhido de modo que ndo existam mais
nodos na fun¢do de onda radial a partir deste valor de raio; nesta regido as fungdes de onda sao
expandidas em orbitais atdmicos. A segunda corresponde a regido de valéncia, ou seja, fora da
esfera de raio r¢, € a fungdo de onda ¢ substituida por uma pseudo-fun¢ao suave expandida sobre
uma base de ondas planas. Analogamente ao método AW, na interface entre ambas as regioes,
as fungdes de onda devem ser iguais, devido a sua continuidade.

O método PAW, apresenta uma base completa composta pelas expansdes em orbitais
atomicos e ondas planas, o que reduz os erros que costumam ser gerados pela escolha do
conjunto de base. Desta forma, este constitui numa poderosa ferramenta para a investigagao de

estruturas complexas, como moléculas, superficies e sélidos.
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Capitulo 3: Teoria de Grupos

No estudo da estrutura eletronica dos materiais, temos um interesse especial no calculo das
bandas de energia, a partir do qual podemos analisar suas propriedades eletronicas, através de
calculos teoricos que se utilizam de modelos baseados nos fundamentos da mecanica quantica.
Entretanto, um procedimento rigoroso leva a um problema matematico de complexidade
intratdvel, a ndo ser em casos bastante idealizados e simplificados. Uma aproximagao
fundamental, presente em todos os métodos de obtencdo das propriedades eletronicas e
vibracionais dos materiais, é a aproximac¢do de Born-Oppenheimer™?, o qual estabelece uma
descricdo separada do movimento dos nucleos e dos elétrons. Outra idealizagdo, ¢
considerarmos apenas os estados de um elétron numa rede periddica, rigida e infinita
(aproximagio do campo médio, tipo Hartree-Fock e da Densidade Local - LDA)*, e ocupa-los
com os muitos elétrons presentes. Apesar destas simplificagdes, tais modelos continuam a
apresentam uma boa descrigao de sistemas reais.

Neste contexto, a teoria de grupos pode ser utilizada como uma ferramenta complementar,
no sentido de fornecer algumas simplifica¢des, tanto no calculo em si quanto na interpretagao
dos resultados. Neste capitulo iremos apresentar uma introdugao acerca da teoria de grupos, o

qual sera de crucial importancia ao longo de todo o texto.

3.1 Defini¢coes e Conceitos Matematicos Basicos 627071

Os conceitos e definigdes fundamentais para a compreensdo da teoria de grupos serdo
enunciados a seguir. Isoladamente eles talvez possam parecer um pouco abstratos, de forma

que a sua aplicacdo em um exemplo se torna necessaria para o melhor entendimento.

Grupo: Um grupo corresponde a um conjunto G de elementos para o qual uma dada operagéo

¢ definida, devendo possuir as seguintes propriedades:

I) Fechamento: Para todos os elementos “a” e “b” € G, o resultado da operacdo ab também
deve estar contido em G, ou seja, a operagdo deve ser interna.

1) Associatividade: Para todos os elementos a, b, ¢ € G, devemos ter (ab)c = a(bc).

IIT) Elemento Identidade: Para todo elemento a € G, deve existir um elemento e € G, tal que
ea=ae=a.

IV) Elemento Inverso: Para todo elemento a € G, deve existir um correspondente elemento

a'€ G, talqueala=e.
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Em adigdo, caso o grupo possua a propriedade comutativa, isto €, ab = ba, o grupo ¢ dito

ser abeliano ou comutativo.

Tabela de Multiplicagdo: A operagio entre dois elementos de um grupo

9

¢ definida e simbolizada como ab = ¢, onde diz-se que o elemento “a

9

operando sobre o elemento “b” resulta no elemento “c”. O conjunto dos

resultados das operagdes sucessivas entre dois elementos quaisquer de um

grupo, denominada de multiplicacdo (o qual ndo necessariamente significa
produto ordinario), pode ser representada por meio da chamada tabela de multiplicacdo que
define o grupo. Sua forma esta representada acima, onde a leitura ¢ feita (linha)x(coluna).

O niimero de elementos que compdem um grupo ¢ denominado ordem do grupo. A tabela
de multiplicacdo de um grupo finito de ordem “h” contém exatamente h colunas por h linhas,
possuindo as seguintes propriedades:

I) Um dado elemento do grupo aparece numa dada linha ou coluna, uma tnica vez. Este ¢ o
enunciado do chamado teorema do rearranjo, uma vez que os elementos do grupo sdo
meramente rearranjados pela “multiplicacdo” em uma linha ou coluna.

II) Toda linha ¢é diferente de outra linha, assim como toda coluna é diferente de outra coluna.

II1) A tabela de multiplicagdo de um grupo abeliano ¢ simétrica em relagdo a diagonal da tabela.

Subgrupos: Um conjunto S ¢ classificado como sendo um subgrupo de ordem “g”, de um
grupo maior G de ordem “h”, caso as seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

1) Todos os elementos pertencentes ao subgrupo S também pertencem ao grupo G, ou seja, S
esta contido em G.

II) Todos os elementos de S satisfazem as quatro condi¢des que definem um grupo, isto €, S é

ele proprio um grupo.

Coset ou Conjunto Complementar: Consideremos um subgrupo S de ordem “g” de um
grupo maior G de ordem “h”. Seja {e, s1, 52, ..., S¢-1} 0s elementos que compdem o subgrupo S.
Caso exista um elemento x € G mas que nao pertence a S, entdo o seguinte conjunto de
elementos {ex, s;x, s2x, ..., S¢-1x} € chamado de coset a direita (ou conjunto complementar a
direita) e denotado por Sx. Da mesma forma podemos definir o coset a esquerda xS como sendo
o conjunto de elementos {xe, xs1, xs2, ..., Xsg-1}. Os cosets apresentam as seguintes propriedades:

I) Os cosets a direita Sx e a esquerda xS, ndo possuem elementos em comum com o subgrupo S.

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG



Tese: Isolantes topoldgicos protegidos por simetria cristalina 47

II) Consideremos dois cosets a direita (Sx e Sy), caso o elemento y ndo pertenca ao coset Sx,
entdo, ndo existe elemento de Sx que seja comum com o de Sy, o mesmo ocorrendo para dois
cosets a esquerda (xS e yS).

Estas duas propriedades levam ao seguinte teorema: Seja G um grupo de ordem “h”, e S
um subgrupo de ordem “g”. Qualquer que seja o subgrupo S de G, h deve ser um multiplo
inteiro de g, ou seja, h = n.g, onde n ¢ chamado de indice do subgrupo S sob o grupo G. Esta
expressao ¢ valida, uma vez que podemos decompor o grupo G em n subgrupos, ou seja, no
subgrupo S e (n - 1) cosets distintos de S (chamados de conjuntos fatorados), da seguinte
forma: G=S+ Sx;+Sx2+ ... +Sxy-;0u G=S +x;S + x2S + ... + x,,.;S (esta fatoragdo ndo ¢ a
unica possibilidade). Como vimos, o indice #» de um subgrupo S qualquer ¢ dado por n = h/g,
onde este valor equivale ao nimero total de cosets que podem ser formados a partir deste

subgrupo.

Elementos Conjugados: Dados os elementos a, b e x de um grupo, dizemos que o elemento

€9 €C_9

“b” corresponde a uma transformaciao de semelhanca do elemento “a” por “x”, caso:
xax™! = b. Também se diz, que os elementos “a” e “b” sdo conjugados entre si. Os elementos
conjugados possuem as seguintes propriedades:

I) Cada elemento ¢ seu proprio conjugado, uma vez que sempre ¢ possivel encontrar um
elemento “x ” tal que xax™' = a.

II) Se a ¢ conjugado de b, entdo b ¢ conjugado de a, uma vez que podemos fazer:

a=xbx' — ax=xb(x'x)=xb(e)=xb — x'lax=(x'x)b=(e)b=>b

II) Se “a” é conjugado de “b” e de “c”, entdo “b” e “c” sdo conjugados entre si.

Classes: Um conjunto de elementos de um grupo que sdo conjugados entre si, denomina-se
classe desse grupo. O niimero de elementos de uma classe ¢ definido como sendo a ordem da
classe. Devemos ressaltar que as ordens de todas as classes de um grupo sao fatores inteiros da
ordem do grupo, de forma que um grupo G sempre pode ser fatorado nas classes que ele possui,
ou seja, G = (E + C1 + Cz2 +...). Observe que o elemento “e” (identidade) constitui a classe E
de ordem 1 de qualquer grupo, uma vez que para qualquer elemento x do grupo sempre teremos:

xex! = e, além de que eee’! = e.

Subgrupo auto-conjugado (invariante): Um subgrupo S ¢ dito ser auto-conjugado
(invariante, ou normal) ao grupo G, caso xSx™! seja idéntico a S, para todas as escolhas possiveis

do elemento x no grupo G.
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Teorema: Os cosets a direita Sx e a esquerda xS de um subgrupo auto-conjugado S sdo os
mesmos. Teorema: A multiplicacdo dos elementos de dois cosets a direita (Sx e Sy por

exemplo) de um subgrupo auto-conjugado S fornece outro coset a direita (Sz) deste subgrupo.

Grupo Fator: Um grupo fator G/S (também chamado de grupo quociente) € construido com
relacdo a um determinado subgrupo auto-conjugado S de um grupo G, onde S ¢ chamado de
divisor normal. O grupo fator ¢ definido como sendo a colegao de cosets {Sx, Sy, Sz, ...} deste
subgrupo auto-conjugado, onde cada coset serd considerado como um elemento do grupo fator.
O grupo fator satisfaz as quatro condigdes que definem um grupo:

1) Multiplicacdo: (Sx)(Sy) = Sxy.

II) Lei da associatividade: detém porque ¢ valida para os seus elementos.

II1) 1dentidade: eS, onde eS € o coset que contém o elemento identidade.

IV) Inversa: (xS)(x'S) = (Sx)(x"'S) = §? = &S.
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3.2 Grupos e suas Representacoes 697071

No processo de calculo, frequentemente ¢ mais conveniente trabalhar com uma
representacdo de uma grandeza do que trabalhar diretamente com a grandeza. No caso da teoria
de grupo, isto significa em geral, utilizar um outro grupo composto de entidades matematicas

que sejam homomorficas ao grupo original®

. Como evidenciaremos ao longo deste capitulo,
nosso interesse reside em analisar os grupos das operagdes de simetria que deixam um dado
sistema fisico invariante. Na maioria dos casos, certas propriedades das operagdes, podem ser
formuladas de maneira mais vantajosa mediante o uso de matrizes e vetores, de forma que na
pratica a representacao das operagdes ¢ feita através de matrizes. Desta forma, utilizaremos um

conjunto de matrizes que formam um grupo homomorfico ao grupo das operagdes de simetria

em questao.

Representacdo de um Grupo: Seja {A, B, C, D, ...}, o conjunto de elementos que
compdem um grupo G de ordem “h”. Uma matriz M(R) quadrada e ndo-singular (que admite
inversa) de ordem nxn ¢ associada a cada elemento de G, tal que: M(A)M(B) = M(AB). Este
grupo de matrizes M(R) correspondera a uma representagao n-dimensional do grupo G, desde
que para o elemento identidade E tenhamos M(E) = matriz identidade.

As matrizes M(R) representam operadores lineares L nao-singulares definidos em um
espago vetorial V,, com relagdio a uma dada base {e.}, onde que qualquer conjunto de
coordenadas, vetores ou fungdes algébricas podem servir de base para uma representagdao do
grupo. Devemos ressaltar que uma transformag¢do de semelhanca ndo altera as equagdes
matriciais, desta forma, um grupo de matrizes M'(R) obtidas pela expressao M'(R) = PM(R)P"
! formam uma representagio do grupo, desde que o grupo de matrizes original M(R) também
corresponda a uma representacdo. A referida transformagao de semelhanga pode corresponder,

por exemplo, a uma mudanga de base em um espago V.

Redutibilidade de uma Representacdo: Considere um conjunto de operadores lineares
ndo-singulares L (as matrizes M(R) de um dado grupo), operando em um espago vetorial -
dimensional V,. Um sub-espaco S; de V, corresponderd a um espago invariante ao conjunto
dos operadores L se, e somente se, a todo vetor v € S;, implicar que Lv € S, para qualquer L do
conjunto. Para o caso em que o espago vetorial V,, possa ser escrito como a soma de sub-
espacos S; complementares e invariantes ao conjunto dos operadores L, teremos que para uma

escolha apropriada da base (por meio de uma transformagdo de semelhanca), as matrizes L
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- . . 1
representando os operadores L, poderdo ser escritas na seguinte forma L = <1(‘) I(‘)Z)’ o qual

corresponde a uma soma direta das matrizes L e L?, ou seja, L = L! @ L?; neste caso diz-se
que as matrizes L do conjunto sdo redutiveis. Para o caso em que o espago vetorial V, ndo possa
ser escrito como a soma de sub-espacos S; complementares e invariantes ao conjunto dos
operadores L, as matrizes L ndo possuiram a forma acima, e serdo ditas irredutiveis. De uma
forma geral, uma matriz redutivel L podera ser decomposta na seguinte soma direta de matrizes
irredutiveis L*: L @ ... @® L™, sendo m o niimero de matrizes irredutiveis que sdo possiveis.
Consideremos agora um conjunto de matrizes {D(R)} que correspondem a uma
representacdo ' n-dimensional de um grupo G de ordem “h”, em relacdo a uma dada base no
espaco vetorial V,. Se o grupo destas matrizes ndo admitir qualquer subespaco invariante, entao
I ir4 corresponder a uma representacio irredutivel (IRREP). Caso contrario, por uma escolha

apropriada de base, ¢ possivel determinar por meio de uma transformagao de semelhanga, novas

D'!(R) 0

matrizes D(R) equivalentes as matrizes originais D(R), tal que: D(R) = ( 0 DR

), e anova

representacdo I' através do conjunto de matrizes {D(R)} sera redutivel e equivalente a
representacio original I'. Desta forma, poderemos escrever D(R) = D*(R) @ D?(R) ou de forma
equivalente I' = I'*@ I'2, onde os grupos de matrizes {D'(R)} e {D?(R)} correspondem a duas
IRREPS I'! € I'? do grupo G. Observe que as dimensdes destas matrizes sdo menores, de forma
que o conceito de redutibilidade de uma representagao estd vinculado a uma transformacdo de
semelhanca, o qual nos permite escrever as matrizes de uma representagdo como uma soma
direta de matrizes de dimensdes menores.

As matrizes de uma representacao redutivel I' do grupo finito G, podem assim ser
decompostas na soma direta de matrizes das representagdes irredutiveis ' do mesmo grupo
(T =nT@n,I?P..On,I°P... n,I'P) através de uma transformagdo de semelhanga, onde
o0s n, correspondem ao numero de vezes em que a representagao irredutivel I'? aparece em I'.
Em outras palavras, ao aplicar uma transformac¢do de semelhanca adequada, as matrizes da
representacdo redutivel I' tomam a forma bloco diagonalizada abaixo, sendo equivalentes as

matrizes originais e os blocos sdo compostos pelas matrizes das IRREPS I'“.

(4]
[r4]

DI'(R) =

rs
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Caracteres de uma Representacdo: Em um grupo finito, todas as representagdes
relacionadas entre si por meio de transformagdo unitarias sao equivalentes, desta forma existe
uma grande arbitrariedade na escolha das matrizes de uma representagdo, além de que o
trabalho em determinar os elementos destas matrizes ¢ sempre tedioso. Isto conduz a uma busca,
por alguma propriedade destas matrizes que seja invariante sobre tais transformagdes unitarias.
Uma das propriedades que se destaca neste tipo de andlise ¢ o trago da matriz, o qual
corresponde a soma dos elementos de sua diagonal principal. Para a grande maioria das
aplicagdes, da teoria de grupos em problemas de fisica, basta conhecer o trago das matrizes das

representacdes irredutiveis, o qual denominamos de caractere .

Defini¢do: Dado um grupo finito G de ordem “h”, os numeros x%(R) =Y;M{ (R)
correspondentes o trago das matrizes {M“(R)} que formam a representacao irredutivel I'* sao
chamados de caracteres da representagdo I'*. Como consequéncia desta definigdo, temos:
I) Duas representacdes equivalentes de um mesmo grupo possuiram os mesmos caracteres.
II) Numa dada representagdo, os caracteres de todos os elementos pertencentes a uma mesma
classe sdo iguais, uma vez que estes elementos estdo relacionados entre si por uma
transformacdo de semelhanga. A rotulagdo do caractere para a classe C, ¢ dada por x*(C,).
IIT) O caractere do elemento identidade E, de uma dada representacdo do grupo ¢ igual a

dimensionalidade desta representacgao.

Tabela de Caracteres: Os caracteres das diversas representacdes de C 3¢, 2C
um grupo podem ser agrupados na forma de uma tabela chamada de 1 | 1 1
tabela de caracteres, como exemplificado ao lado. Uma tabela de 12| 1 -1 1
caracteres esta organizada de forma, que cada linha corresponda auma T3 | 2 0 -1

das representagdes irredutiveis I'" do grupo, enquanto, cada coluna corresponde a uma das
classes do grupo. Para a construgdo da tabela de caracteres das representagdes irredutiveis,

devemos utilizar os seguintes teoremas e regras:

€C_ 9%

Regra 1) O numero de representagdes irredutiveis I'* € igual ao nimero “p” de classes C,, dos
elementos do grupo, de forma que a tabela de caracteres possui 0 mesmo numero de linhas e

colunas.

Regra 2) Se “h” e “p” sdo respectivamente, a ordem e o nimero de classes de um grupo, as
dimensdes d,, das representagdes irredutiveis I'%, devem satisfazer a seguinte relagdo Y5 _, d2 =

h, o qual € inica na maioria dos casos (teorema da dimensionalidade). Uma vez que o elemento
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identidade E ¢ representado pela matriz identidade I, a dimensdo da IRREP I'* pode ser obtida

pela relagdo x*(E) = dg, logo ¥P_, d2 = Y2 _ [x*(E)]? =h.

Regra 3) Sempre existe uma representacdo irredutivel unidimensional, referida como
totalmente simétrica, onde todos os caracteres sao iguais a 1. Desta forma, por convengao

sempre preenchemos a 1° linha da tabela de caracteres tomando-se: x1(C )= lparap=1,.,p.

Regra 4) As linhas da tabela de caracteres devem obedecer ao seguinte teorema, enunciado de
Primeira Relag¢do de Ortogonalidade dos Caracteres: Seja um grupo finito G de ordem “h”. Os
caracteres X*(R) e X% (R) associados as representagdes irredutiveis I'® e I'? respectivamente,
satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade: ¥ x**(R) X*(R) = h8,p, onde a soma em R €
efetuada sobre todos os elementos do grupo G. Em termos das classes (onde os caracteres de
todos os elementos sdo iguais) estd somatoria pode ser reescrita como Y, x**(C,) xP (C)HN, =
hd4p, onde a soma em p € efetuada sobre todas as classes do grupo G e N, corresponde ao

niimero de elementos que compdem a classe C,.

Regra 5) As colunas da tabela de caracteres devem obedecer ao seguinte teorema, enunciado

de Segunda Relacdo de Ortogonalidade dos Caracteres: Seja um grupo finito G de ordem “h”,
composto por “p” classes. Se N, € o numero de elementos de uma classe C,,, entdo os caracteres
x4(C) e xP(C,) associados as classes C, € C, respectivamente, satisfazem a seguinte relagdo
de ortogonalidade: ¥, x** (C,) x“(Cy) N, = (h/N,)6,,, onde a soma em « € efetuada sobre

todas as representagdes irredutiveis I'* do grupo G.
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3.3 Aplicacao da Teoria de Grupos em Fisica 697071

A maioria dos problemas de aplicagdo da teoria de grupos em fisica, consiste no estudo e
na classificag@o dos sistemas a partir das operagdes de simetria que os deixam invariantes, estas
operagdes definem o chamado grupo de simetria. Neste contexto, temos que as operacdes
deste grupo mantém a Hamiltoniana do sistema invariante, e consequentemente, os operadores
que representam estas operagdes comutam com a Hamiltoniana, fornecendo desta forma,

niimeros quanticos para rotular as auto-fungdes e auto-valores de energia do sistema’®.

Operagoes de Simetria: Uma operacio de simetria consiste em mover um corpo, objeto
ou rede de tal maneira que a posicao final apds o movimento seja indistinguivel da inicial. Isto
¢, essa operacgao ¢ tal que deixa o sistema em uma configuragdo geométrica equivalente daquela

que estava antes de aplicar a operagao.

Elemento de Simetria: Um elemento de simetria ¢ um elemento geométrico que pode ser
um ponto, uma reta ou um plano, com relagao ao qual se efetua uma ou mais operagdes de
simetria. No estudo de sistemas finitos, ou seja, que se apresentam confinado em todas as
diregdes (como por exemplo, moléculas, aglomerados moleculares, s6lidos com defeitos e etc),
existem apenas quatro tipos de operacdes de simetria e consequentemente quatro tipos de

elementos de simetria que deixam o sistema invariante, conforme o quadro abaixo:

Elemento de Simetria Operagdo de Simetria
Plano de Simetria — Reflexdo no Plano.
Centro de Simetria ou Centro de Inversdo de todos os atomos através do
Inversao - centro.
Eixo Proprio — Uma ou mais rotagdes ao redor do eixo.

Sequéncia de rotagdo seguida de uma reflexao
Eixo Improprio — em um plano que seja perpendicular ao eixo

da rotagdo.

Uma forma conveniente de rotular as operacgdes de simetria ¢ através da notacdo padrao de
Schoenflies, onde: E = identidade; C, = rotagdo de 2n/n; ¢ = reflexdo no plano; S, = rotagdo
impropria de 2n/n; [ = S; = inversado; o, = reflexdo em um plano horizontal, isto €, plano através
da origem e perpendicular ao eixo de simetria de rotacdo de maior ordem (maior n); o, =
reflexdo em um plano vertical, isto €, plano que contém o eixo de simetria de rotacdo de maior

ordem; o4 = reflexdo em um plano diagonal, isto é, plano que contém o eixo de maior ordem
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sendo bissetor aos eixos C» perpendiculares ao eixo de simetria em questdo (maior ordem),

sendo um caso especial de o,.

Grupos Pontuais Cristalogrdficos P: As operagdes de simetria (identidade, inversdo,
rotagdes proprias ou improprias e reflexdes) satisfazem as quatro propriedades que definem um
grupo. Este grupo deixa um ponto (a origem do sistema) invariante e por isso ¢ denominado de
grupo pontual P. Na natureza existem ao todo 32 grupos pontuais cristalograficos, os quais
exaurem todas as possiveis simetrias de um sistema finito. Entretanto, ao analisarmos um
sistema infinito, as operacdes de translacdo que deixam os 4&tomos em posicdes equivalentes,

também deveram ser incluidas na analise de simetria.

3.3.1 PROPRIEDADES DE SIMETRIA NO ESPACO REAL 97072

Um cristal corresponde a um sistema de infinitos pontos (cada ponto ou sitio podendo ser
composto por um conjunto de varios dtomos) com arranjos regulares em todo o espago,
constituindo a chamada Rede de Bravais. Desses pontos da rede sempre se pode separar um
conjunto minimo denominada célula unitaria, o qual se repete periodicamente no espaco. Com

a célula unitaria definida, trés vetores primitivos d,.d, e d; (linearmente independentes) podem
ser escolhidos como base, e um vetor geral de translagdo R,, que leva de um ponto da rede ao

. . =g - .
outro pode ser escrito em termos dessa base da seguinte forma R, = Y;_; [;.d; com [; (i = 1,2,3)
sendo numeros inteiros. Desta forma, a rede de Bravais possui simetria de translacio, ou seja,

um ponto ¢ geometricamente equivalente ao outro por meio de uma operacio de translagao.

Grupo Espacial G: As operagdes de simetria que mantém um cristal invariante sdo as
translagdes, as operacdes do grupo pontual P (identidade, inversdo, rotagdes prdoprias ou
improprias e reflexdes) e a combinacdo destas. Este conjunto de operagdes de simetria constitui
um grupo infinito, chamado de grupo espacial G. Todas as operagdes do grupo espacial G
satisfazem a relagdo de comutagao com o Hamiltoniano cristalino.

Para designar um elemento do grupo espacial G, utilizaremos a notagcao dos operadores de
Seitz’® {«a|t}, onde « corresponde a uma operac¢do do grupo pontual P, enquanto T representa
uma operagdo de transla¢io (nfio necessariamente uma translagio da rede R,,). O efeito deste
operador sobre um ponto espacial 7 é dado por {a|t}7 = @.7 + T = 7. Devemos ressaltar que
embora as translagdes puras {E|t} comutem umas com as outras, as operacdes do grupo espacial

ndo costumam comutar. Para uma demonstracao, consideremos a multiplicagdo de dois desses

elementos {a|t} e {B|t’}, 0 qual pode resultar em {B|tHa|t}7 = Bl@7+7+7 = {Ba|Bt + T’}
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ou entdao {a|tHB|T} =1 [ﬁ.? +7T|+T={aplar’ + 1}, onde em geral temos
{Blt}Halt} # {alTHBIT}.

A operagao de Seitz {a|t} pode ser reescrito da seguinte forma como {a|t} = {E|t}{a|0}, ou
seja, como uma operacao do grupo pontual {«|0} seguida por uma operagdo de translagdo pura
{E|t}. Nesta defini¢do, a operagdo identidade ¢ escrita como {E|0}, enquanto o inverso de uma
operacdo {a|t} é dado por {a|t}™! = {a~!|—a 11}, esta expressio pode ser verificada pela
relacdo de multiplicagdo definida acima, uma vez que {a|tHa|t}™! = {aa a(—a DT+ T} =
{E|— (a1 + T} = {E|-Et+ T} = {E|0}. Tendo especificado as regras para a multiplica¢do
de elementos, as opera¢des identidade {E|0} e inversa {a|t}™!, e observando que a lei
associativa se aplica, verifica-se que os elementos {a|t} realmente satisfazem as condi¢des que

definem um grupo, no caso o grupo espacial G. Para escrevermos estes elementos em uma

forma matricial, utiliza-se a seguinte notagao {a|t} = (%, g) er = ( ; ), de modo que teremos:

1 0 0 O 1 1

S, | Tx Q11 Qgp Og3 x | _ | X Y_ 1\ _ 5

tfe 7 = Ty Oz O O3 ||y |7 | Y _(F’)_r
T, Q31 032 o33 7z 7

De acordo com o que foi visto, o grupo espacial G ¢ composto por pelo menos dois
subgrupos, sendo estes o grupo pontual P formado pelas operacdes {a|0}, € o chamado grupo

de Transla¢ao T composto pelas operacdes {E|t}.

Grupo de Translagdo T: Grupo formado inteiramente pelas operagdes de translagido pura
{E|t}, este grupo define a Rede de Bravais, uma vez que os seus elementos de simetria sao
definidos pelos vetores R,,, os quais deixam a rede invariante. Uma importante caracteristica do
grupo de Translacdo T € que ele corresponde a um subgrupo auto-conjugado (invariante ou
normal) do Grupo espacial G, uma vez que para um dado elemento {E|t} de T e para qualquer
escolha possivel de elemento {a|t} no grupo G teremos:
{o[t}{EltH{alt} ™! = {altHEI} o™ |—a 1} = {a|TH{Ea | —Ea" T + t} =

{aEa”|—aEa"1t + at + t} = {aa™ |- (a1 + at + 1} = {E|—-Et + at + 1} = {E|at}

Onde at também ¢ um vetor de translagdo e a operacao {E|at} corresponde a uma operacao
de simetria do préprio grupo T. Como o grupo de translagdo T ¢ um subgrupo invariante do
Grupo espacial G, ¢ interessante estudar os cosets que ele define, uma vez que eles também
constituiram um subgrupo de G.

Um coset do grupo de translagdo T ¢é dado por: C, = [{E|t}]{a|t} = [{a]|t'}]. Onde o
bracket denota todos os termos no coset que podem ser formados usando-se todos os valores

possiveis para a translagdo t. O conjunto dos cosets C, do subgrupo de Translagdo T constituem
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o chamado grupo-fator G/T do grupo espacial G’°. Para provarmos que este conjunto constitui
um  grupo, aplicaremos a regra de  multiplicagio  para os  cosets:
CoCp = [alti HBIt2}] = [{aBlat, + 11}] = [{ylts}] =C;. Onde aBf=y define a
propriedade de grupo no grupo pontual P e T3 = (at, + T4) corresponde a uma translagdo da
rede. Uma vez que T, e T, se estendem sobre todos os possiveis vetores de translacdo R, o

vetor T3 também abrange todas as possiveis translagdes, com C, satisfazendo a regra de

multiplicagdo. Como veremos sem seguida, o grupo fator G/T sera de grande importante no

estudo dos grupos espaciais G.

Grupos espaciais Simorfico e ndo-Simorfico:™® As operagdes de Simetria
{a|t} = {E|tH{a]|0} do grupo espacial G, também podem ser escritas da seguinte forma
{a|t} = {a|R,, + T4} = {E|R,}{a|t,}. Onde R, corresponde ao vetor geral de translagio da rede
de Bravais, enquanto 7, a um vetor de translacdo ndo-primitivo associado a cada uma das
operagdes o do grupo pontual P.

Para a situa¢do, onde com uma escolha adequada da origem na rede direta, seja possivel
escrever todos os elementos do grupo espacial G na forma {a|t} = {E|R,}{a|0} = {«|R,}, ou
seja, definir T, = 0 para todas as operagdes de simetria, entdo o grupo espacial ¢ chamado de
grupo simorfico. Entretanto, se com qualquer escolha da origem na rede direta, T, # 0 para pelo
menos uma operacao {a|t}, entdo o grupo espacial ¢ chamado de grupo nao-simorfico. Os
grupos nao-simorficos ocorrem quando a translagdo ndo-primitiva T, for paralela ao eixo da
operagdo a (quando o for uma rotacdo) ou paralela ao plano espelho (quando o for uma
reflexdo), impossibilitando nestes casos que T, seja eliminado mediante uma simples mudanga
da origem.

Os grupos espaciais simorficos podem ser escritos como G = PQT, ou seja, como um
produto direto entre os subgrupos pontual P e de translagdo T. Como visto acima, todos os seus
elementos estdo na forma {a|R,}. Para R, = 0 teremos os elementos {a|0} os quais sdo
chamados de elementos ndo-transladados e que compdem o grupo pontual P, de forma que o
grupo espacial simorfico possui um inteiro grupo pontual como subgrupo. Em contrapartida,
para um grupo espacial ndo-simorfico, os seus elementos nao-transladados (R,, = 0) dados por
{a|ty} ndo formam um grupo pontual, uma vez que a sua combinacao pode revelar-se em uma
translagdo pura da rede {E|R,,}. Assim, mesmo que as operagoes {a|t} = {«|R,, + T4} pertengam
ao grupo espacial ndo-simorfico, as operagdes {a|0} ou {E|t} ou ambas podem ndo pertencer,
fazendo com que este grupo ndo possa ser escrito da forma G = PQT, e consequentemente nao

possuindo um inteiro grupo pontual P como subgrupo.
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Ao analisarmos os grupos espaciais, nos deparamos com uma tabela de multiplicagdo
infinita, formada pelo produto direto dos elementos de simetria do grupo pontual com todas as
infinitas translacdes da rede. Desta forma, torna-se necessario realizar um procedimento para
eliminar as propriedades translacionais puras e considerar apenas os aspectos rotacionais de
seus operadores, de forma a reduzirmos o trabalho a um problema de grupo pontual P. Uma
abordagem ¢ formar o grupo-fator G/T do grupo espacial G com respeito ao subgrupo de
translacao T.

Nos grupos simorficos, as operagdes de simetria do grupo-fator sdo isomorficas as
operagdes de seu grupo pontual P, ou seja, possuiram as mesmas tabelas de multiplicagdo e de
caracteres, de forma que podemos tomar as representacdes irredutiveis deste grupo pontual
como sendo representagdes igualmente irredutiveis dos grupos fator G/T e espacial G.
Entretanto, quanto aos grupos nao-simorficos, vimos que eles ndo possuem um inteiro grupo
pontual P como subgrupo, de forma que temos o trabalho adicional de identificar entre todos
os 32 grupos pontuais cristalograficos, qual deles ¢ isomorfico ao grupo-fator G/T. Ao final,
este método nos permite obter diretamente as tabelas de caracteres dos grupos espaciais G, uma
vez que estas serdo idénticas as tabelas dos isomorficos grupos pontuais P, e que por

conveniéncia ja foram tabeladas e se encontram disponiveis na literatura®-’2,

3.3.2 PROPRIEDADES DE SIMETRIA NO ESPACO RECiPROCO %70

Ao passar de moléculas para cristais, as propriedades fisicas passam a ser descritas no
espaco reciproco por relagcdes de dispersdo e ndo por niveis de energia. Uma das aplicagdes
mais importantes da teoria de grupos para a fisica do estado solido relaciona-se com as simetrias
e as degenerescéncias destas relagdes de dispersdo, especialmente em pontos de alta simetria
na Zona de Brillouin. Da mesma forma que as Redes de Bravais, o nimero de possiveis tipos
de Zonas de Brillouin também ¢ limitado.

A classificacdo das propriedades de simetria no espago reciproco envolve o chamado grupo
do vetor de onda £, este grupo ¢ importante no sentido em que expressa a maneira pela qual, as
simetrias do grupo pontual P e do grupo de translacdo T da rede cristalina, sdo incorporadas na
descri¢do das relacdes de dispersdo das excitagdes elementares em um solido.

Suponhamos que tenhamos um operador de simetria P{a|t} com base em um elemento do grupo
espacial {a|t}, o qual deixa o potencial peridodico V(r) do sistema invariante, ou seja,

P{a|t}V(r) = V(r). Esta relacdo de invariancia produz implicagdes importantes na forma da
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fun¢do de onda ¥ (r). Em particular, se considerarmos apenas o operador de translagdo P{E|t},

temos o resultado: P{E|t}yp(r) = Y(r + 1).

Espaco Reciproco: O conjunto de todos os vetores de onda G, que produzem ondas planas
com a periodicidade de uma dada rede de Bravais define o espago reciproco, estes vetores sao
chamados de vetores da rede reciproca e satisfazem a seguinte relacao ei6m*Rn = 1, de forma
que para qualquer vetor # no espago real teremos ei6m*(*+Rn) = ¢i6m*¥  Os vetores das redes
direta R, e reciproca G,, sdo escritos da seguinte forma: R, = ¥ n;.d; € Gp = 3, m;. Bj, ou seja,
como uma combinacgdo linear dos vetores de translagao primitivos d; e I;j (i,j=1,2,3)paraas
células unitarias destas redes. Para que a relagdo elGmRn = 1 seja valida, a seguinte condi¢do
de ortogonalidade d; Bj = 2md;; deve ser satisfeita, o qual também pode ser escrita da seguinte

forma G, * K,,, = 2. N,,;,, com N,,,,, um niimero inteiro.

Teorema de Bloch e Grupo de Translagdo: Como vimos, o efeito de uma operagédo de

translag¢do sobre a auto-fungdo ¥, (#) é dado por P{E|t} ¥, (F) = ¢ (# + T), onde Y, (#) pode ser

escrita da seguinte forma ¥, (#) = e™**"u, (¥), ou seja, como a combinacdo de uma fun¢io uy (7)

que possui a simetria de translagdo completa da rede cristalina, ou seja, u (%) = w; (7 + ﬁn),
com uma onda plana dada por ek*¥ Uma funcdo deste tipo € conhecida como fun¢ao de Bloch,
€ nos permite escrever:
PLEIRA} () = (7 + Ry) = 0+ Ry (7 + Ry) = e [T (7)] = €7 Py (7)

Estas relagoes definem o chamado teorema de Bloch, o qual determina como i (¥) se
transforma mediante a aplicagdo das operagdes de simetria do grupo de translagdo T. Este
teorema € simplesmente uma afirmacao da simetria de translacao do cristal, onde o fator de fase
g ik+Rn corresponde ao auto-valor do operador de translacio P{E|R,}, enquanto as fung¢des de
Bloch 1, (#) correspondem as fungdes de base para o grupo T. Neste grupo, o vetor de onda k

possui um significado especial, como o niimero quantico que rotula as suas representagdes

irredutiveis.

Simetria do vetor de onda-k: Consideremos o efeito dos operadores de simetria P{a|0}
(ou resumidamente B,) do grupo pontual P sobre um vetor de onda-k. As operagdes deste grupo
que transformam o vetor k em um vetor equivalente dado por k = (k + G,,), ou entio mantém

k inalterado para G,, = 0, definem o grupo Px do vetor de onda. Com relagdo ao subgrupo de

translacdo T, os operadores de translag¢ido pura P{E|R,} ndo promovem nenhuma modifica¢do

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG



Tese: Isolantes topoldgicos protegidos por simetria cristalina 59

no vetor de onda k, uma vez que a translacio R, atua apenas no espaco real mantendo ambas
as redes (direta e reciproca) inalteradas, enquanto a operagio identidade E leva k em si mesmo.
Desta forma, o inteiro grupo de translagdo T estd contido no grupo Gi, podendo ser chamado
de grupo Tk do vetor de onda. Por fim, consideremos o efeito das operacdes de simetria {a|R,}
do grupo espacial G, as operagdes deste grupo para os quais k - k ouk - (k + G,), definem o
chamado grupo Gi do vetor de onda. Devemos ressaltar que a adicdo de um vetor da rede
reciproca G,, para a obtengio do vetor equivalente nio altera a energia do sistema, uma vez que
pelo teorema de Bloch teremos eikeRn = ei(mém)'ﬁn, com ambos 0s vetores k ¢ (E + 5m)
pertencendo a mesma IRREP translacional.

Quando o vetor k se encontra no centro da Zona de Brillouin, ou seja, no ponto I' onde
k =0 = (0,0,0), todas as operacdes de simetria do grupo pontual levam B,k = k, de modo que
Pi =P e o grupo Gy serd formado pelas operagdes dos grupos pontual P, de translagcdo T e suas
combinagdes, ou seja, pelo proprio grupo espacial G. Entretanto para os vetores k que se
encontram fora do centro da ZB onde k # 0, geralmente algumas operagdes « nio sio mantidas,
de forma que a simetria do ponto-k ¢ reduzida e os grupos Px e Gk corresponderam a subgrupos
de P e G respectivamente. Caso o vetor k seja um ponto geral na ZB, havera apenas um
elemento de simetria, ou seja, a identidade {E|0}, que leva k em si mesmo, de forma que o grupo
Gi sera formado pelos elementos {E|R,}. Por outro lado, caso o vetor k esteja localizado em
um eixo de simetria ou em um ponto de elevada simetria na ZB, algumas das operacdes do
grupo pontual poderio transformar B,k = k ou entdo B,k = (k + Gy,), de forma que o grupo Gk

sera composto pelos correspondentes elementos {«|R,,}.

Simetria da funcio de onda Y, (7): Consideremos agora, o efeito das operagdes de
simetria nas auto-fungdes 1, (¥) da equagdo de Schrodinger. Comecemos com as operagdes
P{a|0} do grupo pontual, sua a¢do promove apenas uma modificagdo do vetor de onda k, uma
vez que P{a|0}y,(#) = P{x|0} [ei%’Fuk(F)] = ei(paﬁ)‘?u(pa,;) () = Yp 3. Em relagio as
operagdes de translagdo P{E|R,,}, como visto pelo teorema de Bloch, elas atuam sobre a fungdo

de onda produzindo uma modulagio descrita pelo vetor k e dada por e ikeR

n. Como consequéncia
desta modulagdo, pode ocorrer ou ndo a diminui¢ao da simetria cristalina, além de que existiram
tantas fun¢des de onda nessa forma funcional como existem vetores de translacao ﬁn, tal como
demonstrado a seguir para a fun¢@o de onda obtida anteriormente:

PEIRy} Wp,1e(7) = PAEIRy} [Pk Tup 1 (7)| = ePele(Ruduy |, (7 4 Ry) = etPake(+Rn)y, ()

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG



Tese: Isolantes topoldgicos protegidos por simetria cristalina 60

PEIR} Yo i (F) = e'PueRn [etPakeTyy \ (7)] = etPakeRugpy ) (7).

Por obedecer ao teorema de Bloch, as auto-fungdes (7)) formam assim fungdes de base
para a representagio irredutivel B,k. O grupo pontual Px do vetor de onda k possui
representagdes irredutiveis, cuja dimensdo é dada pelo nimero de operadores P, que satisfazem
a seguinte transformagao Bk = (kouk + G,,). Caso esta dimensdo seja maior do que 1,
ocorrerd uma degenerescéncia nas bandas de energia, fazendo com que elas tendam a "ficar
juntas" ao longo de grandes eixos de simetria ou pontos de elevada simetria da ZB.

O termo "degenerescéncia" ¢ utilizado para descrever estes estados que possuem
exatamente a mesma energia e o mesmo vetor de onda k ou entdo vetores equivalentes. Como
argumentado acima, a degenerescéncia associada ao auto-valor ¢ simplesmente a dimensao da
representacdo. Desta forma, encontrada a dimensionalidade da IRREP (ou conjunto de IRREPs)
que representam uma dada func¢@o de onda y(7), as degenerescéncias possiveis deste estado
podem ser determinadas. Tais degenerescéncias sdo chamadas de “essenciais” e ocorrem devido
as restricdes impostas pela teoria de grupos em pontos-k de alta simetria na ZB. Estas
degenerescéncias essenciais da banda sdo eliminadas a medida que nos afastamos dos pontos
de alta simetria para um ponto geral na ZB. Nestes pontos arbitrdrios caso ocorram
degenerescéncias, elas serdo chamadas de acidentais ou "ndo-essenciais", uma vez que nao

ocorrem devido a simetria do sistema.

3.3.3 SPIN %4 E GRUPO-DUPLO 7%-72

Consideremos uma rota¢do R por um angulo finito 6 em torno de uma dire¢ao caracterizada

pelo vetor unitario 7. Seja |a) um estado de spin )2, ap0s esta rotagdo teremos |a)g = Rj,0)la),

onde o operador de rotagdo € dado por R 9y = exp (—i%) = exp (—i#). A representagdo

matricial 2x2 deste operador pode ser escrita da seguinte forma’:

Cos <g) —i.n,.Sen <g> (=i.ny —ny).Sen <g>

) 0 0 ) 0
(—i.ny +n,).Sen <§) Cos <E> +i.n,.Sen <§>

Onde n,, , corresponde a componente do versor 7 que caracteriza a diregdo sobre o qual a

Rae) =

rotacdo esta sendo atuada. Desta forma, para as direcdes X, y € z teremos:

ofl) @) _fe() -sm() e
oS | — —tr.oen|—- 0S| — —den | — :
2 2 2 2 e iz 0
; Ry = 5 Reze =< e)

Reoy=| 0 on |' Roe = 0 0
—i.Sen (E) Cos (E) Sen(i) COS(E)
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De forma, que as rotagdes por m, 2m, 3m e 4m sobre os eixos X, y ou z fornecera
respectivamente as fases -i, -1, +i e +1 sobre a fun¢do de onda de spin /%, ou seja, necessitamos
de uma rotagdo de 4= para que o estado retorne ao seu estado inicial.

Ao realizarmos a analise de simetria de um sistema aonde o spin do elétron esta sendo
levado em consideracao, as operagdes de simetria deveram ser analisadas em relagao as rotagdes
de 27 e 4, os quais respectivamente inverte e mantém inalterada suas representagdes matriciais,
consequentemente dobrando o niumero de elementos do grupo. Embora o conceito de grupo
duplo remonte a 1929, a evidéncia experimental de que as fungdes de onda para férmions sdo
periddicas em 4z e ndo em 21 somente foi obtida em 1975, através de um experimento para
medir o desvio de fase de um néutron devido a sua precessdo em um campo magnético?’.

A Tabela de Caracteres do grupo duplo, pode ser obtida a partir da correspondente tabela
do grupo simples. Sua construgio pode ser realizada por meio das seguintes regras’>’%:

1) Como o grupo duplo possui o dobro de elementos em relagdo ao grupo simples, temos que o
numero de classes também ird aumentar, entretanto nao significa que serd necessariamente o
dobro de classes. Para obtermos as novas classes, devemos utilizar a tabela de multiplicagdo do
grupo duplo e averiguar os conjuntos de elementos que sdo conjugados entre si.

II) Qualquer representacgao irredutivel (IRREP) do grupo simples, também correspondera a uma
IRREP do grupo duplo com o mesmo conjunto de caracteres. Desta forma, as primeiras IRREPS
de ambas as tabelas sdo equivalentes e correspondem as fungdes de base onde o spin do elétron
¢ descondiderado, ou seja, para os quais as rotagdes por 2w e 4n fornecem o mesmo resultado,
de forma que x(0;) = X(Bi)- Esta relacdo sera utilizada, para obtermos os caracteres das novas
classes introduzidas pelo grupo duplo.

III) A tabela do grupo duplo deve conter pelo menos uma IRREP adicional, normalmente
rotulada por D., ou Spinor, o qual leva em consideragao o efeito que as operagdes de simetria
possuem sobre o spin do elétron. O procedimento para a obtengdo dos caracteres desta
representacdo irredutivel ¢ geral, podendo ser realizada para qualquer grupo pontual, estando

exemplicada abaixo para algumas operagdes de simetria.

. 10
E(Spin) = Rpam) = (0 1) =g, - AME)=2

E(Spin) = Reom = (_01 _01) =0, - AE)=-2
Cax(SPin) = Ram- R = (5 9)-(5; 3) = —io = A€ =0
I(Spin) = Resam- Rezy- Ry Ry = ((1J (1’) . (Bi _oi) . ((1) _01) . (_oi fi) =gy > A1) =2
M, (Spin) = I(Spin). C,,(Spin) = 6p.R(z ) = ((1) 2) . (_Ol -I(-)l) =—ig, - AM,)=0
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IV) Além da IRREP descrita na regra ITI, devem existir representagdes adicionais do grupo
duplo, uma vez que teremos tantas IRREPs quanto classes. Para obtermos os caracteres
restantes da tabela do grupo duplo, podemos utilizar as regras utilizadas na se¢ao 3.2 para a
construgdo da tabela de caracteres do grupo simples, de forma que os teoremas da
dimensionalidade e da ortogonalidade sejam respeitados. Além disso, devemos incluir nestas
IRREPs o efeito das operagdes sobre o spin, de forma que x(0;) = —x(ai). Agora podemos
escrever os caracteres para as representagdes do grupo duplo e relacionar esses resultados com

a interagdo spin-orbita’®. Para um solido sem acoplamento SO, temos:

2
Hy =P /50 + V(1) com (1) = ™71 1 (1)

Se incluimos o spin eletronico, mas ainda negligenciamos a interacdo spin-Orbita, as

fungdes de Bloch no caso mais simples podem ser escritas como:
Yrie = eF U (Ma e Py = e*Tuy (NP

Onde a e S sdo as auto-fungoes de spin up T e down | para spin 4, enquanto n e k denotam
respectivamente o indice da banda e o nimero de onda, para um unico elétron com S, = +%.
Sem o acoplamento SO, cada estado ¢ duplamente degenerado, sendo um auto-estado de S,.
Entretanto, caso a interacdo SO seja incluida, os estados ndo serdo mais auto-estados de S, e a
funcdo de onda passara a ser escrita como uma combinacdo linear dos estados acima, ou seja,
Yor() = a. 1/),1,,( + b.l[),ll,k. A forma como a tedrica de grupos descreve estes estados € em
termos do produto direto I’@®D.,, ou seja, da IRREP I'; das fung¢des de onda espaciais com a

IRREP Dy, da funcdo de spin do elétron.
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Capitulo 4: Estrutura Eletronica — Compostos IV-VI

Neste capitulo, iniciaremos com uma analise do bulk e da monocamada dos
semicondutores da familia IV-VI (PbSe, PbTe e SnTe), onde temos o intuito de obter uma
melhor compreensdo das propriedades fundamentais destes materiais, bem como verificar
alguns resultados ja presentes na literatura acerca de sua topologia. Ao final iniciaremos nossa

pesquisa com a analise de seus sistemas confinados, mais especificamente das nanofitas obtidas

a partir das correspondentes monocamadas.

4.1 Bulk (Sistema Infinito 3D)

Os semicondutores da Familia IV-VI (SnTe, PbSe e PbTe), apresentam a mesma estrutura
cristalina, uma rede FCC (Cubica de Face Centrada). Na figura 4.1 ilustramos a célula unitéria
de 2 atomos utilizada para os calculos teoricos, a rede cristalina formada por esta célula e a
correspondente 1° Zona de Brillouin, onde destacamos os pontos de alta simetria em torno dos
quais calcularemos a estrutura de bandas para a analise das propriedades eletronicas destes

sistemas. Em ambos os materiais, o gap de energia verifica-se sobre todos os oito pontos L de

sua 1°ZB 3D.

._——r o
I

A | >
i
-

A3 ""

Figura 4.1 (A) Célula unitaria de 2 4tomos para a rede FCC e vetores primitivos (A1, Az e A3) do espaco real.
(B) Rede Cristalina do bulk, destacando o parametro de rede “a”. (C) 1° ZB 3D da rede FCC destacando os vetores
primitivos (b1, bz e b3) do espaco reciproco, os pontos de alta simetria de interesse, bem como o caminho em azul que

sera tomado para o plot da estrutura de bandas.
Os vetores primitivos do espago real que definem a célula unitaria da rede FCC ilustrada

na figura 4.1A, sido dados por: A; = a(0, % 3); A, = a(30,3) e A; = a(3310), onde a

corresponde ao parametro de rede da célula unitaria e define a distancia de separagao entre os

atomos na rede cristalina. Os correspondentes vetores primitivos do espaco reciproco sao

. . ~ =4 KzXKg =g KgXKl =4 K1XK
obtidos por meio das relacdes: by = 2n=—2%——; by = 2n1=—>—— ¢ by = 2n>—=
p ¢ 1 A1y xAy) 1 Ai(AzxAp © 01 A1(Az x

onde obtemos: f)l =2n/a(-1,1,1); b, = 2n/a(1,-1,1) e _63 = 2n/a(1,1,-1).
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Os pontos de alta simetria na 1° ZB do bulk 3D da rede FCC que iremos percorrer durante
o plot da estrutura de bandas, sdo identificados pelas seguintes coordenadas diretas:
Fr=0.by+0.by+0.bs; L=1/2.by+1/2.by+1/2.b3; X=1/2.b; +0.b, + 1/2.b3;
W=1/2.b; +1/4.b, +3/4.b; ¢ K=3/8.b;+3/8.b,+3/4.b;

Antes de efetuarmos os célculos computacionais e analisar a estrutura eletronica dos
sistemas, existem dois importantes parametros que devem ser inicialmente estimados, o
parametro de rede “a” (vide a figura 4.1B) e a energia de corte “Ecur” do sistema, que nos
fornecem a configuracao estrutural mais estavel, ou seja, que minimizam a energia do sistema.
No formalismo da DFT, Ecur define o nimero de ondas planas utilizadas para expandir as
funcdes de onda eletronicas, um valor muito baixo deste pardmetro fornece resultados pouco
precisos, enquanto que valores muito elevados, mesmo que fornegam resultados melhores,
demandam um alto custo computacional, de forma que se torna necessario definir um valor
adequado (meio termo) para este parametro.

Para estimar o valor de a, plotamos um grafico da energia total “Etot” versus o parametro
de rede. Neste estudo, tomamos as energias para 20 valores distintos de a, distribuidos em
relacdo ao parametro experimental. Os resultados encontram-se ilustrados na figura 4.2. Para
aferir com melhor precisdo qual parametro de rede corresponde ao minimo de energia,

realizamos uma regressao polinomial de terceira ordem sobre os dados obtidos pelo VASP. Um

calculo similar foi realizado para estimar a Ecur (figura 4.3).

Bulk (3D) do SnTe

Bulk (3D) do PbTe

Bulk (3D) do PbSe

b — 70 = T2
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JORZTLE B Etot =-7.56451 eV z \ Etot=-7.53699 eV 2z Etot=-B21387 eV
° W = Valores obtidos Teoricamente Bl W = Valores obtidos Teoricamente B i W = Valores obtidos Teoricamente /'
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Figura 4.2 (A-C) Curva da Energia total (eV) versus o parimetro de rede a (A) para o Bulk de SnTe, PbTe e PbSe.
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Figura 4.3 (A-C) Curva da Energia total (eV) versus a Energia de corte (eV) para o Bulk de SnTe, PbTe e PbSe.
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Analisando-se os graficos acima, obtemos como resultados para o parametro de rede o
valor de @ = 6.40A para o bulk de SnTe, a = 6.56A para o PbTe e @ = 6.21A para o PbSe.
Quanto a Energia de corte, verificamos que nos trés sistemas, a partir de Ecut =300eV a energia
total passa a apresentar uma pequena variagdo, de forma que qualquer valor acima deste nos
fornecera uma boa precisdo nos calculos, desta forma optamos por utilizar Ecur = 400eV para
o bulk dos trés materiais.

Apoés a determinag@o destes dois parametros, prosseguimos calculando e analisando a
estrutura eletrénica do bulk, para isso plotamos a estrutura de bandas em torno dos pontos de
alta simetria de interesse, os quais estdo ilustrados na figura 4.1C. Como desejamos visualizar
o efeito que o acoplamento spin-Orbita (SO) proporciona na estrutura eletronica desses
materiais, bem como a possivel inversdo do carater das suas bandas de valéncia e condugdo, o
qual caracteriza um sistema topologico, calculamos a dispersao de energia sem e com a inclusio
desse acoplamento. Realizamos ainda sobre essas bandas, uma anélise dos orbitais que
contribuem significativamente para cada estado ao nivel de Fermi, esses resultados estdo

apresentados nas paginas seguintes nas figuras 4.4 e 4.5.
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Para visualizar a inversdo do carater das bandas, devemos analisar as contribui¢des dos
orbitais sobre as bandas de interesse. Abaixo realizamos essa analise exatamente sobre o ponto
L (regido do gap) para as bandas de valéncia e condugdo do bulk de SnTe. Sem o spin-orbita
a banda de valéncia ¢ composta pelo orbital S do atomo de Sn (cation) e o orbital P do atomo
de Te (anion), enquanto a banda de condug@o € composta pelo orbital P do 4tomo de Sn e o
orbital S do 4&tomo de Te. Com a inclusdo do acoplamento SO o carater de suas bandas se

inverte, como demonstrado pelo esquema abaixo.

Calculo sem SO Calculo com SO

Banda de Valéncia: Banda de Valéncia:

Sn: Px =Py =Pz =0.000; S = 0.310 Sn: Px =Py =Pz = 0.150; S = 0.000
Te: Px =Py =Pz =0.105; S = 0.000 Te: Px =Py =Pz =0.000; S = 0.095
Banda de Conduciio: Banda de Conduciio:

Sn: Px =Py =Pz =0.129; S = 0.000 Sn: Px =Py =Pz =0.000; S = 0.302
Te: Px =Py =Pz=10.000; S = 0.126 Te: Px =Py =Pz =0.105; S = 0.000

Contribuiciio dos orbitais (Px, Py, Pz e S) dos atomos de Sn e Te, para as bandas de valéncia e conduciio no Bulk de
SnTe, exatamente sobre o ponto L. Comparando-se os resultados sem (esquerda) e com (direita) a inclusdo do
acoplamento SO, conseguimos verificar a inversio do cariter das bandas que caracteriza um sistema topolégico.

Outra forma de visualizarmos essa inversdo € realizando uma projecdo da contribui¢do dos
orbitais sobre as bandas que constituem a estrutura eletronica dos materiais analisados. Como
verificamos para o bulk de SnTe, o carater trivial da sua banda de valéncia, ou seja, sem SO ¢
caracterizado pelo estado ¢, = orbital P (anfon) + orbital S (cation), enquanto o carater trivial
da banda de condug@o ¢ caracterizado pelo estado ¢_ = orbital P (cation) + orbital S (anfon).
Ao incluirmos o acoplamento SO no calculo, esses estados devem se inverter no ponto L da 1°
ZB 3D para caracterizar uma transi¢do para o estado topologico (ndo-trivial) TCI 3D. Tais

projecdes para o bulk de PbSe, PbTe e SnTe estdo demonstradas abaixo.

Bulk 3D de PbSe A Bulk 3D de PbTe B Bulk 3D de SnTe
sem SO com SO
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Figura 4.5 (A-C) Projecio dos estados ¢, (esferas em azul) e ¢_ (esferas em vermelho), sobre a estrutura de bandas
em torno do ponto L para o Bulk 3D de PbSe, PhTe e SnTe, respectivamente. Para cada figura, ¢ mostrado o cilculo
sem e com a inclusio do acoplamento SO.
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Por meio dessas projegdes, visualizamos graficamente que a inversdo ocorre apenas nas
proximidades do ponto L para o bulk de SnTe, e como era esperado tal inversdo ndo ocorre
para o bulk de PbTe e PbSe, uma vez que eles nao suportam o estado TCI 3D. Nesses dois
ultimos, a banda de valéncia apresenta uma contribui¢ao predominante do estado ¢, composto
pelo orbital P do anion (7e/Se) e o orbital S do cation (Pb), enquanto a banda de condugao
apresenta o estado ¢_ composto pelo orbital P do cétion (Pb) e o orbital S do anion (7e/Se),
independente da utilizagdo ou ndo do acoplamento SO.

A ndo inversdo do carater das bandas para o bulk de PbTe e PbSe, ocorre devido ao valor
elevado do gap de energia para o sistema calculado sem o acoplamento SO, que ¢
respectivamente de 825.8meV para o PbTe e 433.9meV para o PbSe, de forma que o SO
presente nestes materiais nao ¢ intenso o suficiente para promover a inversao. Em contrapartida,
o bulk de SnTe apresenta naturalmente um pequeno gap de apenas 43.5meV (1 ordem de

grandeza menor) resultando na inversdo e o aparente aumento do gap ap6s a aplicacao do SO.

4.2 Monocamada (Sistema Infinito 2D)

Apos analisarmos as propriedades eletronicas do bulk, realizamos uma analise similar para
as monocamadas de PbSe, PbTe e SnTe, o qual corresponde a um confinamento do bulk ao
longo da direcao [001]. Observando-se a figura 4.1B ¢ possivel visualizar que a rede cristalina
do bulk ¢ formada pelo empilhamento infinito dessas monocamadas ao longo do eixo-z, onde
os atomos que a constituem se alternam em relagcdo a camada adjacente. Para caracterizarmos
a monocamada, ilustramos abaixo a célula unitaria de 2 atomos utilizada nos calculos, a rede
cristalina e a respectiva 1° ZB 2D, destacando-se novamente os pontos de alta simetria de
interesse, neste caso os pontos I', X, Y e M. A monocamada analisada corresponde a uma rede
quadrada planar (todos os atomos encontram-se & mesma altura com relacao ao plano da folha)
e verifica-se a ocorréncia do GAP de energia em torno dos pontos X e Y. Esta andlise se
justifica, uma vez que investigaremos as nanofitas obtidas a partir de cortes cristalograficos em

diferentes direcdes dessa configuracdo de monocamada.

A® e o|B b,
O @ Y M
Az . B, X B Figura 4.6 (A) Rede Cristalina da
‘ . w monocamada, destacado ao centro em cinza
temos a célula unitaria de 2 dtomos. (B) 1° ZB
. 2D da monocamada, destacando-se os pontos
g ) & A1 0 de alta simetria de interesse (I'y, X, Y e M) na
é analise da estrutura eletronica. A estrutura de
. . . B2 bandas sera calculada em torno do tridngulo
azul destacado na figura.
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Os vetores primitivos do espago real que definem a célula unitaria da monocamada
ilustrada na figura 4.6A, sao dados por: Kl = % (1,0) e Kz = % (0,1), onde a corresponde ao
parametro de rede do bulk 3D da rede FCC. Os correspondentes vetores primitivos do espago
reciproco sdo: By = an(l, 0) e B, = an(o, 1), enquanto os pontos de alta simetria da 1°
7B da monocamada destacados na figura 4.6B possuem as seguintes coordenadas diretas:
I=0.B;+0.By; X=2.B;+0.By; Y=0.B;+3.B;, e M=3.B; +.B,

Mesmo a monocamada sendo obtida através do bulk, devemos calcular o parametro de rede
“a” que fornece a estrutura energeticamente mais estavel, uma vez que o confinamento ao longo
do eixo-z promove mudangas tanto estruturais quanto eletronicas. Analisando-se as curvas da
“Etot” contra “a” nas figuras 4.7(A-C), obtemos que os parametros de rede que nos fornecem
as configuracdes de monocamadas mais estaveis sdo: @ = 6.19A para o SnTe, a = 6.35A para
o PbTe e a = 5.97A para o PbSe, ou seja, verificamos uma diminui¢do deste pardmetro com a
redu¢do de dimensionalidade do sistema. Esta variagdo no parametro, deve-se ao fato do

confinamento na direcdo-z do bulk para a obtengdo das monocamadas, proporcionar uma

mudanga estrutural no sistema com a quebra de duas liga¢des ao longo desta dire¢ao.

MonoCamada de SnTe MonoCamada de PbTe MonoCamada de PbSe
— 640+ = = 60+ ( ‘
&= a=619A A 2 4 a=635A B 2 a=597A
2 " E= 668679 6V < £ = 667244 6V L] o E=-737414eV .
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Figura 4.7 (A-C) Curva da Energia total (eV) versus o parimetro de rede a (A) para a monocamada de PbSe, PbTe e
SnTe, respectivamente.

Prosseguimos analisando a estrutura eletronica das monocamadas, ao plotar a estrutura de
bandas em torno dos pontos I', X e M apresentados na figura 4.6B e posteriormente realizando
a proje¢ao dos orbitais a fim de verificar a presen¢a ou ndo da inversao do carater das bandas
de valéncia e condugao.

Observando-se as figuras 4.8(A-C), verificamos que a estrutura de bandas das monocamadas
de SnTe, PbTe e PbSe sdo semelhantes entre si. Para o célculo sem o acoplamento SO todas
apresentam um gap de energia sobre o ponto-X, com excecdo do SnTe que se apresenta em um

estado metalico em torno deste ponto.
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Figura 4.8 (A-C) Estrutura de bandas sem e com a
inclusio do acoplamento SO, ao longo do caminho
I'-X-M-TI" para o Bulk 2D (monocamada) de PbSe, PbTe ¢
SnTe, respectivamente.

Com a inclusio do SO, verificamos um
comportamento ligeiramente diferente para
cada uma das monocamadas, temos uma
abertura do gap de energia para o SnTe, um
aparente aumento do gap para o PbTe e uma
diminui¢do para o PbSe. Com excecdo do
PbSe, 0 gap com SO paraoPbTe e o SnTe sdo

indiretos em torno do ponto-X.

Novamente, para verificarmos uma possivel inversdo do carater das bandas, prosseguimos

realizando uma analise dos orbitais que contribuem significativamente para os estados ao nivel

de Fermi. Abaixo realizamos essa analise exatamente sobre o ponto-X (regido em torno do gap)

para as bandas de valéncia e condu¢do da monocamada de SnTe.

Calculo sem SO

Calculo com SO

Banda de Valéncia:

Sn: Px =Py =Pz =0.000; S = 0.207
Te: Px =0.379; Py =Pz =S = 0.000
Banda de Conducio:

Sn: Pz =0.491; Px =Py = S=0.000
Te: Px =Py =Pz =0.000; S = 0.000

Banda de Valéncia:

Sn: Pz =0.462; Px =Py =S =0.000
Te: Px = Py =Pz =0.000; S = 0.003
Banda de Conducio:

Sn: Px =Py =Pz =0.000; S = 0.227
Te: Px = 0.357; Py = Pz= S = 0.000

Contribuigiio dos orbitais (Px, Py, Pz e S) dos dtomos de Sn e Te, para as bandas de valéncia e condugiio na monocamada
de SnTe, exatamente sobre o ponto-X. Comparando-se os resultados sem (esquerda) e com (direita) a inclusiio do SO,
conseguimos verificar a inversio do cariter das bandas que caracteriza um sistema topolégico.
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Bulk 2D de PbSe A Bulk 2D de PbTe B Bulk 2D de SnTe
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Figura 4.9 (A-C) Projecio dos estados @ (esferas em azul) e @_ (esferas em vermelho), sobre a estrutura de bandas
em torno do ponto-X para o Bulk 2D (monocamada) de PbSe, PbTe e SnTe, respectivamente. Para cada figura, é
mostrado o cdlculo sem e com a inclusdo do acoplamento SO.

Com relagdo a projecdo dos orbitais, verificamos um comportamento semelhante para os
trés sistemas. Sem o SO, a banda de valéncia apresenta uma contribui¢do predominante do
estado ¢ composto pelo orbital Px do anion (Se/Te) e o orbital S do cation (Pbh/Sn), enquanto
que a banda de condugdo apresenta o estado ¢_ composto pelo orbital Pz do céation (Pb/Sn).
Com a inclusdo do acoplamento SO este carater simplesmente se inverte nas proximidades do
ponto-X, como demonstrado nas figuras 4.9 (A-C). Este ¢ justamente o comportamento que
esperavamos observar, uma vez que os trés sistemas foram relatados na literatura para
suportarem o estado ndo-trivial TCI 2D.

Para os materiais topologicos temos o interesse em analisar a interface entre o sistema e o
vacuo (isolante trivial), esperando observar o aparecimento de estados de fronteira
topologicamente ndo-triviais e protegidos pela simetria do sistema. Desta forma
prosseguiremos com a analise dos sistemas confinados, mais especificamente, iniciaremos com
as nanofitas obtidas a partir do corte das monocamadas de PbSe, PbTe e SnTe (TCIs 2D), e
posteriormente o empilhamento de SnTe (TCI 3D) obtido a partir do bulk.
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4.3 Comparacao e Analise das Nanofitas [110] de PbSe, PbTe e SnTe

Como ponto de partida para nossa pesquisa, escolhemos investigar as nanofitas de PbSe,
PbTe e SnTe obtidas a partir de um corte cristalografico de suas respectivas monocamadas na
direcao [110], o qual se encontra ilustrado nas figuras 4.10(A-B). Escolhemos esta dire¢ao de
corte em detrimento do corte na direcdo [100], uma vez que ela proporciona bordas com a
mesma configuragdo (ambas compostas pelos dois tipos de atomos do sistema), e inicialmente
desejamos analisar apenas o efeito que a largura da nanofita possui sobre as propriedades

eletronicas e topoldgicas dos estados de borda.

Figura 4.10 (A): Cortes cristalograficos da

monocamada

para criar

diferentes

Figura 4.10 (B): Nanofita cuja largura é
composta por 9 “linhas de atomos” e
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© © 0000 odo o o enl]Neses materiais o gap de energia

© ojo o - ocorre em torno do ponto-X, de

° ° o g forma que no interior da 1° Zona de

x® © ©' 0o 0o o Brillouin  visualizamos 2  gaps

idénticos, proximos aos dois pontos-X
“equivalentes” presentes em sua 1°
ZB.

configuragdes de nanofitas. No corte em
vermelho cada borda contém ambos os
tipos de atomos que compdem o sistema.
No corte em azul, cada borda contém
apenas um tipo de atomo. Destacado em
cinza encontra-se a célula unitaria
utilizada na monocamada.

equivalente ao corte em vermelho da
figura 4.10(A). Independente da largura
as bordas sempre serido similares
(podendo ou nio estar deslocadas em
relacio a outra). Destacado em cinza
encontra-se a célula unitiria da
nanofita.
A regido de interesse a ser analisada para o plot da estrutura de bandas, corresponde a linha
da figura 4.10C que une o ponto-I'" aos dois pontos-X “equivalentes” de sua 1°ZB. Os
pontos M e Y ndo foram analisados uma vez que a estrutura de bandas nao apresenta dispersao
de energia na dire¢do-y da nanofita (k,, no espago reciproco). Essa caracteristica se deve ao fato
desta diregdao (perpendicular ao corte sobre a monocamada) apresentar um confinamento
quantico e nao possuir a periodicidade da rede cristalina. As estruturas de bandas encontram-se
na figura 4.11, elas foram obtidas para nanofitas com uma largura corresponde a 45 “linhas de
atomos”, cuja rede cristalina ¢ similar a da figura 4.10B obtida através do corte em vermelho
da monocamada na figura 4.10A. Utilizamos essa largura de nanofita (14nm de largura para a
nanofita de SnTe, 13.9nm para a de PbTe e 13.1nm para o PbSe), com o intuito de reduzir ao
maximo possivel a sobreposi¢do (overlap) dos estados provenientes de bordas opostas, além de

corresponder a maior largura que conseguimos calcular computacionalmente.
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Caélculo sem SO Calculo com SO
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Figura 4.11 Estrutura de Bandas para as nanofitas de GAP para SnTe
SnTe, PbTe e PbSe para uma largura de 45 “linhas de | oo~ "~ "4
atomos”, sem incluir o acoplamento SO (A) e com a |°© \_,/
inclusdo do acoplamento SO (B). [ GAP=101mev |
Figura 4.11 (C): Ampliaciio das regides em torno do gap de | o

energia para o calculo com SO.
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Comparando-se o calculo com e sem a utilizacao do acoplamento SO, verificamos que os
estados responsaveis pelos cruzamentos de Dirac ao nivel de Fermi sdo devidos a este
acoplamento, uma vez que sdo inexistentes no calculo que despreza essa interagdo, como ¢ de
se esperar em sistemas topoldgicos. Observando-se a figura 4.11C, aonde realizamos uma
ampliacao da regido em torno do gap de energia da figura 4.10B, verificamos que a nanofita de
PbSe nos fornece um menor valor de gap em comparagdo as demais (0.6meV contra 18.9meV
para o PbTe e 10.1meV para o SnTe).

Devemos ressaltar que a diminui¢do da largura da fita, ou em outras palavras, o aumento
do confinamento quantico entre bordas opostas, promove um correspondente aumento do gap
de energia, como demonstrado pelas figuras 4.12(A-C) que apresentam a estrutura de bandas e
o gap para nanofitas de PbSe a diferentes larguras. Esse aumento do gap de energia com a
diminui¢do da largura pode ser compreendido da seguinte forma:

O par de estados que se cruzam ao nivel de Fermi, sao provenientes preferencialmente dos
atomos localizados em uma das bordas da fita, ou seja, sdo estados de borda, estes estados
ocorrem a mesma energia do que os estados provenientes da borda oposta da fita, de forma que
sdo degenerados (o qual demonstraremos mais a frente na se¢do 5.2.2). Desta forma, temos um
par de estados que se cruzam e sdo originados de uma das bordas da fita, enquanto o par
degenerado se origina da borda oposta. As fun¢des de onda que descrevem esses estados
apresentam uma distancia de penetragdo, elas sdo predominantes da borda, mas com

contribui¢cdes cada vez menores de camadas (“linhas de 4tomos™) que se afastam dela. Para

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG



Tese: Isolantes topologicos protegidos por simetria cristalina

73

nanofitas com uma pequena largura (grande confinamento quantico), as fungdes de onda de
estados de bordas opostas acabam se sobrepondo (overlap) e esta interacdo promove uma
abertura do gap de energia, entretanto, a medida que a largura do sistema ¢ aumentada, a
sobreposi¢ao diminui gradualmente até um momento em que se torna desprezivel e verificamos

um fechamento efetivo do gap, conforme ilustrado na figura abaixo.
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Figura 4.12(C): Grafico comparando o gap de energia para as
nanofitas de PbSe, cuja largura corresponde a um niimero impar
(quadrados pretos) e par (esferas vermelhas) de “linhas de
atomos”. Este grafico evidencia que para grandes larguras o gap
de ambos se comporta de forma semelhante, enquanto para
pequenas larguras o comportamento ¢ distinto.
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Como visto anteriormente, a nanofita de PbSe ¢ a que possui um menor gap de energia para
um valor equivalente de largura, evidenciando que a fun¢do de onda dos seus estados de
superficie, apresentam uma menor penetracdo em comparagdo com as nanofitas de SnTe e
PbTe. Dessa forma, necessitamos de uma nanofita de PbSe com menor largura do que as demais
para obter um valor comparavel de gap. Por esse motivo (o qual nos proporcionou um menor
custo computacional para sua analise) e pela natural similaridade entre os trés sistemas,
decidimos concentrar nossos esfor¢os na analise das nanofitas de PbSe.

As figuras 4.12(A-C), também evidenciam que as nanofitas de PbSe cuja largura
corresponde a um numero impar ou par de “linhas de atomos”, apresentam algumas diferencas
em relagdo a sua estrutura eletronica. Para as nanofitas caracterizadas por um numero impar de
linhas, sobre o ponto-X todos os estados sdo duplamente degenerados, enquanto que as
nanofitas com um numero par de camadas, sobre este ponto apresentam degenerescéncia

quadrupla. Além disso, as fitas pares apresentam um gap de energia mais elevado em
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comparacdo as fitas impares, pelo menos até a largura de 20 linhas, a partir do qual a magnitude
do gap de ambas passas a ser similares.

Estes diferentes comportamentos sao intrigantes, uma vez que ambos os conjuntos de
nanofitas “pares ou impares” sao obtidos do mesmo corte cristalografico sobre a monocamada
e possuem bordas com a mesma configuracao, estes conjuntos se diferenciam somente através
dos grupos espaciais de simetria aos quais estdo classificados. Tal constatagao nos mostra, que
mesmo o caracter topoldgico das fitas sendo uma caracteristica de seu bulk 2D (monocamada),
as diferentes simetrias reduzidas obtidas pelo corte da monocamada € como veremos no
proximo capitulo as caracteristicas das correspondentes terminagdes de borda, desempenham
um papel crucial nas propriedades dos estados topologicamente protegidos. Logo, para
obtermos uma melhor compreensdao dos fendmenos fisicos que estdo envolvidos no
comportamento da estrutura eletronica das fitas e posteriormente dos empilhamentos, uma

analise complementar baseada em teoria de grupos se faz necessaria.
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Capitulo 5: Nanofitas de PbSe (TCI 2D)
5.1: Analise e Modelo por Teoria de Grupos

Nesta etapa da pesquisa decidimos analisar o efeito que diferentes cortes cristalograficos
(sobre a monocamada) e terminagdes de borda possuem sobre as propriedades eletronicas e
topologicas das nanofitas de PbSe. Analisamos dois tipos principais de corte da folha infinita,
um corte na direcdo [100] e o outro na dire¢ao [110] (figura 4.10A), os quais nos fornecem

cinco distintos tipos cristalograficos de nanofita, as quais estdo ilustradas nas figuras abaixo.
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Figura 5.1 (A-E) [Tipos A-E de nanofitas respectivamente]: Redes cristalinas dos cinco distintos tipos cristalograficos
de nanofitas de PbSe tomadas para anilise. As fitas do tipo A-C correspondem a um corte da monocamada paralelo a
direcéo [100] e as fitas do tipo (D-E) correspondem a um corte na direg¢do [110]. Ao centro e destacado em cinza temos
as células unitarias das respectivas fitas e em destaque na legenda o correspondente grupo espacial de simetria a que
pertencem. Figura 5.1 (F): Rede cristalina da monocamada de PbSe, destacando as duas possiveis direcdes de corte
para obtencio das nanofitas (eixos x || [100] e x’ || [110]).

Figura 5.1 (G) : Proje¢do da 1° ZB 2D da monocamada de PbSe sobre as respectivas 1° ZB 1D das nanofitas, para cada
uma das duas direcdes de corte cristalografico analisadas.

As nanofitas dos tipos A, B e C s@o obtidas ao cortar a monocamada na dire¢ao [100] o
qual é paralela ao eixo-x, com isso introduzimos o confinamento ao longo da diregdo-y.

Observando-se a figura 5.1G, vemos que a projecao da 1° ZB 2D da monocamada sobre a
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resultante 1° ZB 1D da nanofita, projeta os TRIMs Y e I' da monocamada sobre o TRIM I" da
nanofita, enquanto M e X sdo projetados sobre X. Desta forma, podemos esperar que para estas
nanofitas, os estados topologicamente protegidos ocorram tanto em I” quanto em X (ressaltamos
que o valor do gap para os pontos I' ¢ M da monocamada ¢ muito elevado, de forma que sua
projecdo nao interfere no gap vindo dos pontos Y e X respectivamente).

Estruturalmente essas nanofitas se diferenciam quanto ao tipo de d&tomo que constituem
suas bordas. A nanofita do tipo A possui ambas as bordas (inferior e superior) composta por
atomos de Pb, e somente pode ocorrer para uma largura correspondente a um numero impar de
“linhas de atomos”. A do tipo B também somente ocorre para um nimero impar de linhas,
entretanto suas bordas sdo compostas apenas por atomos de Te. E por fim a nanofita do tipo C
apresenta as bordas constituidas por a&tomos distintos, uma ¢ composta por Pb enquanto a outra
¢ composta por Te, ocorrendo para uma largura dada por um niimero par de linhas.

Quanto as nanofitas dos tipos D e E (que analisamos na se¢do anterior), elas sdo obtidas ao
realizar o corte na direcdo [110] o qual é paralela ao eixo-x’, gerando um confinamento na
direcdo-y’. De acordo com a figura 5.1G, os TRIMs X e Y da monocamada sdo projetados sobre
o TRIM X’ da nanofita, enquanto I' e M sdo projetados sobre I”. De forma que os estados
topologicamente protegidos ocorreram apenas sobre o ponto X’ da 1° ZB 1D da nanofita.
Estruturalmente as nanofitas do tipo D e E apresentam o mesmo tipo de borda (composta por
atomos de Pb e Te que se alternam ao longo da linha), a Ginica diferenca entre elas corresponde
se a largura ¢ equivalente a um numero impar ou par de linhas, o qual respectivamente
produzem bordas que sdo paralelas ou entdo deslocadas em meio parametro de rede (a/2) ao
longo do eixo-x’.

Para uma melhor compreensao dos fendmenos fisicos envolvidos no comportamento da
estrutura eletronica das nanofitas de PbSe, principalmente na regido em torno dos pontos-k
referentes ao cruzamento dos estados de superficie topologicamente protegidos, realizamos
uma analise com o auxilio da Teoria de Grupos e utilizando como base os dados extraidos da
DFT. Para tal, partimos dos célculos de primeiros principios realizados sobre a monocamada
de PbSe (capitulo 4), dos quais extraimos os orbitais relevantes para sua estrutura eletronica em
torno do nivel de Fermi. Esses orbitais foram entdo utilizados para a constru¢do de uma base
que foi adequadamente projetada sobre as nanofitas, e por inspecao nos permitiu obter uma
representacao matricial para cada elemento de simetria do grupo reduzido G, (Subgrupo do
completo grupo espacial G da rede cristalina) que mantém inalterado o ponto-k de interesse. O
grau de liberdade de spin foi entdo incluido através de um produto direto com seus operadores

SU(2) para formar o grupo duplo’. De posse dessas representagdes e das correspondentes
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Tabelas de Caracteres do grupo Gy, inferimos quais Representagdes Irredutiveis (IRREPs)
representam nossos estados de superficie para cada nanofita.

Uma das informagdes que conseguimos extrair imediatamente dessa andlise sdo as
degenerescéncias nao-acidentais permitidas para cada tipo de nanofita sobre o ponto-k
analisado. Também obtivemos modelos de baixa energia através da construcao de
Hamiltonianas efetivas, as quais sdo tomadas inicialmente como uma expansdo genérica de
Taylor em torno do ponto-k de interesse. Segue sua forma para um sistema bidimensional:
H(k) = Y m Qumkik}', onde que cada Q,, ,, corresponde a uma genérica matriz hermitiana.
As Hamiltonianas efetivas H(k) foram entdo construidas utilizando o método dos
invariantes’®”3. Ao exigirmos que H(k) comute com as representacdes dos elementos de
simetria do grupo Gy, e a simetria de reversdo temporal, restringimos as matrizes @, ,, obtendo
qual de seus elementos deve ser finito. A seguir apresentamos essa investigagdo por teoria de
grupos das nanofitas de PbSe, cujas informagdes irdo nos auxiliar na compreensdo e

complementar os resultados que serdo obtidos por primeiros principios (DFT).

5.1.1 CONSTRUCAO DA BASE

Para a andlise por teoria de grupos, comecemos definindo as operagdes de simetria que

mantém a monocamada de PbSe invariante, tais operacdes encontram-se ilustradas abaixo.

Y Rotacoes em torno .4 180° Y  Rotacio de 180° em
dos eixos X, Y e Z: torno dos eixos X e Y:
- 180° _ _ .
— C4(Z) eC3Y(Z) - 2¢, C;(X) e Cy(Y) - 2¢,
L G® =6G'@) =G@)
d 1C2 X
X
90° e 180° C (X) eC (Y) N 2C’ 180
2 2 2
X
. YZ X2 2 Reflexdes “o,,” Y Inversio “I” com relacio a
i em relacio aos origem, onde ¥ > —7
& i ¢ planos XZ e YZ.
E Identidade “E”, onde
----------------------- XZ o7
i X
] 2 Reflexdes “o,;”
i %, _ em relacio aos Reflexdo “oyy” no plano
: “XZ planos XZ e YZ. XY da folha, onde Z —» —Z

Figura 5.2: Ilustracio esquematica das operacdes de simetria permitidas para a monocamada de PbSe.
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Uma vez que a monocamada possui duas rotagdes C, que sao perpendiculares a reflexdo oyy,
entdo ela também apresenta duas rotagdes improprias S,, os quais sdo expressas pelo seguinte
produto de operagdes (S, = C,. oyy). Dessa forma, a monocamada de PbSe ¢ classificada no grupo
pontual D4, o qual é composto pelo seguinte conjunto de operacdes de simetria:
Dan = {E, 2C,, 1C,, 2C}, 2CY, 1, 2S,, 63, 20, 20,4}.

O nosso interesse ¢ o de investigar a estrutura eletronica das nanofitas de PbSe, utilizando
uma base de orbitais projetada a partir da correspondente monocamada. Para tal, devemos
analisar quais sdo os grupos pontuais associados aos pontos-k da 1° ZB da monocamada onde
ocorre o gap de energia, no caso os pontos X e Y. Para pontos-k que estdo localizados fora da
origem, algumas das simetrias que mantém a rede invariante poderdo ser quebradas, fazendo
com que seja classificado em um grupo de simetria reduzida, porém constituindo um subgrupo
do grupo pontual da rede. Prosseguimos definindo as operagdes de simetria que mantém

invariante o ponto-X, e consequentemente o ponto-Y, da 1° ZB da monocamada de PbSe.

ky Pontos de alta-simetria de Rotacoes de 180° em torno
ky
interesse (I', X, Y e M) na dos eixos X, Y e Z:
1° ZB da monocamada de -
180
Pbse. <l> C2(X), Co(Y) € C,(Z)
180°
~ 7.
L ol C/‘ B G kx
180°
ky Inversio “I” com relagio a kvkz 2 Reflexdes “0,” em relagio

origem, onde ¥ > —7F aos planos kyk; e kyky:

Oxz € 0yz

Identidade “E”, onde
ror

® P kx -'.'--"i' """ i kxkz
]
]
]
|
i

Reflexio “oxy” no plano kyxky da
folha, onde K, - —K,

Figura 5.3: lustraciio esquematica das operacdes de simetria permitidas para o ponto-X na 1° ZB da monocamada.

Desta forma, os pontos X e Y sdo classificados no grupo Das, composto pelas seguintes
operagdes de simetria: Doy = {E, [, oxy, 0xz, 0yz, Cox, Coy, C27}, cuja forma matricial para uma

base composta pelas coordenadas cartesianas (X, y, z) sdo dadas por:

1 0 0 -1 0 0 1 0 O 1 0 O
E={0 1 0}, i=1{0 =1 0 ) oxgy=(10 1 0 ); ox2=(0 -1 0];
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
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-1 0 O 1 0 0 -1 0 O -1 0 O
oyz=1 0 1 0); Cx=10 =1 0 ) Cy=10 1 0 ) Cpz=10 -1 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Como obtido anteriormente pelos calculos de primeiros principios, verificamos que sem a
inclusdo do acoplamento spin-6rbita, os orbitais que contribuem predominantemente para os
estados ao nivel de Fermi da monocamada de PbSe, sdo os orbitais Px e Py do atomo de Se para
a banda de valéncia (em relacdo aos pontos X e Y respectivamente) e o orbital P, do dtomo de
Pb para a banda de condugdo (em ambos os pontos). Utilizaremos esses orbitais para definir
nossos estados de base, e obtermos uma representacao matricial das operagdes de simetria que
mantém as nanofitas invariantes, e assim determinar qual IRREP ou conjunto de IRREPS da
correspondente tabela de caracteres representa os seus estados de superficie.

Para a constru¢do da base, os orbitais acima sdo projetados sobre a rede cristalina da
monocamada, e para uma descri¢do adequada do sistema introduzimos as fases que garantem a
periodicidade de Bloch 1 = exp(iﬁ.?). As fases de Bloch foram calculadas em relagao aos pontos
X e Y da 1° ZB da monocamada, uma vez que € sobre esses pontos onde ocorre o gap de energia,
e como visto anteriormente, serd em relacdo as suas projecdes na 1° ZB 1D das nanofitas onde
ocorreram os cruzamentos dos estados topoldgicos de borda.

Na rede cristalina da monocamada, um determinado orbital apresenta uma periodicidade
na rede dado pelos deslocamentos # = a/v2(1,0,0) ou ¥ = a/2(0,1,0). Dessa forma, as fases
de Bloch em relagdo ao ponto X = nv2/a(1,0,0) serdo respectivamente / = -1 e f = +1
(periddico na direcdo-y e anti-periddico em x) definindo os estados de base (¢4 € @), enquanto
as fases do ponto Y = mv/2/a(0, 1, 0) serdo respectivamente f=+1 e f=-1 (periddico na dire¢io-
x e anti-periddico em y) definindo os estados de base (¢g € @p), 0s quais se encontram

ilustrados na figura abaixo.

X

Figura 5.4: Projecio do orbital
wD Pz do atomo de Pb e do orbital

Px do atomo de Se respeitando a
' / / / periodicidade de Bloch em

relacio aos pontos X e Y da 1°

/ Z / ZB da monocamada. Tais

projecdes correspondem aos

' ' / / / estados de base @,, @g, Q¢ ¢

$p-
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Em seguida, utilizaremos a base extraida da monocamada e ilustrada na figura acima, para

investigar os estados de borda nas nanofitas dos tipos A, B, C e D.

5.1.2 NANOFITAS DOS TiIPOS A, B, CED

Nanofitas dos Tipos A e B:

As operacdes de simetria que mantém a rede cristalina das fitas dos tipos A e B invariantes
sao {E, I, oxy, 0xz, 0yz, Cox, Coy, Cyz}, de forma que ambas pertencem ao mesmo grupo
pontual, o D2n. As tabelas de caracteres para todos os 32 grupos pontuais cristalograficos ja

69,72

foram obtidas, e podem ser encontradas nas referéncias Segue abaixo a tabela

correspondente ao grupo-duplo Dan.

D2n E T Czz Coy Cax I i Oxy Oxz Oyz

Grupo Duplo CZZ CZY CZX EXY EXZ ayz
Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Blg 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
By 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
B3g 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1
Ay 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
B, 1 1 1 1 1 1 1 E] 1 1
B,, 1 1 1 1 1 1 1 1 E] 1
B., 1 1 1 E] 1 E] E] 1 1 1
S1= Dip 2 -2 0 0 0 2 -2 0 0 0
Sz 2 -2 0 0 0 -2 2 0 0 0

Tabela 5.1: Tabela de Caracteres para o grupo-duplo D2n. Operacées com e sem barra referem-se respectivamente
a rotacdes de 47 e 27 no espaco de spin. As oito primeiras IRREPS sio referentes ao grupo-simples, enquanto S e Sz
fazem referéncia ao grupo-duplo.

Para as fitas dos tipos A e B, analisaremos o ponto-X. Como ilustrado na figura 5.1G este
ponto ¢ oriundo da proje¢do do ponto-X da 1° ZB da monocamada, o qual define os estados de
base @, e ¢c. Abaixo, esquematizamos a a¢ao que as operagdes de simetria do grupo-simples

D2n das fitas A e B possuem sobre esses estados de base:
B (he) = (52): caa (52) = (0): o () = (0): cax (52) = (52)
() = (o) o (52) = () o (52) = (0): 0wz (52) = (502)

Das operagdes acima, definimos as seguintes representacdes matriciais para os elementos

de simetria do grupo-simples D2n, em relacdo a base @, e @¢:

E =0y, Cyz =—0y;, Coy =0z Cyx=—0z10=0z 0Oxy= —0z Oxz =0 Oyz;=—0
1 0 1 0
Onde: g, = (0 1) e 0; = (0 _1)
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Como estamos analisando um célculo que inclui o acoplamento spin-orbita, devemos
proceder a andlise dos elementos de simetria do correspondente grupo-duplo Dan, 0 qual leva
em consideragdo o efeito do spin do elétron sobre a funcdo de onda. As operagdes de simetria
do grupo-duplo sao obtidas ao incluirmos o grau de liberdade de spin, por meio de um produto
direto das operagdes do grupo-simples com os correspondentes operadores SU(2) de spin (vide
a secdo 3.2.3), fazendo com que as operagdes de simetria tomem a forma:

E=0y®op; Cz=-060Q (=ic,); Cy=0,® (—iC’y); Cx=-0,® (=io,);
i=0,® (0y); Oxy==0;® (~ic,); Oxz=00 & (~ic,); Oyz= —0p & (—ic,)

A inclusdo do spin, faz com que a fun¢@o de onda seja periddica sob uma rotagdo de 4x e
anti-periddica sobre 27, logo as operacdes de simetria deveram ser analisadas sobre estas duas
rotagdes, consequentemente dobrando o ntimero de elementos do grupo. A tabela para o grupo-
duplo D2n foi reproduzida na tabela 5.2, onde operagdes com e sem barra referem-se
respectivamente a rotagdes de 271 e 41 no espaco de spin. Nesta tabela, as oito primeiras IRREPs
sdo provenientes do grupo-simples e ndo levam em consideragdo o spin, de forma que o efeito
das rotagdes por 47 ¢ 21 sobre os elementos de simetria sdo idénticos, como consequéncia as
representacdes matriciais € os correspondentes tragos sao os mesmos. Em contrapartida, as duas
ultimas IRREPS (S1 = D1/2 e S2) sdo provenientes do grupo-duplo, e o principal efeito do spin
¢ inverter o sinal dos caracteres para os elementos com barra.

Por meio dos tracos (caracteres) das matrizes de representacdo para cada uma das classes
do grupo-duplo D2zn {E, E, C5;/Cys, Cay/Cay, Cox/Cox» is T, Oxy/Sxys Oxz/Sxz» Ovz/Syz}, podemos
determinar a qual conjunto de IRREPs do grupo-duplo corresponde os estados de base com a
inclusdo do spin do elétron, ou em outras palavras, os correspondentes estados de borda das
nanofitas dos tipos A e B sobre o ponto-X. Os produtos diretos apresentados na pagina anterior,
correspondem as representacdes matriciais para as operagdes de simetria sem barra (rotagao de
4m do spin) a partir do qual podemos extrair seus correspondentes caracteres. Os caracteres para
as operagdes com barra (rotacao de 2m) sao obtidos apenas invertendo o sinal dos caracteres das
operagdes sem barra. Dessa forma, obtemos o seguinte conjunto de caracteres:
y=1{4,-4,0,0,0,0,0,0,0,0}, o qual corresponde a uma soma direta de IRREPs bidimensionais
do grupo-duplo: Si®S,, sendo também equivalente ao produto direto entre a correspondente
IRREP unidimensional do grupo-simples com a IRREP de spin, ou seja, D12Q (B2:DBsu).

Como a IRREP relevante ¢ dada pela soma de IRREPs bidimensionais, temos que os

estados de borda dessas fitas apresentarao uma degenerescéncia dupla sobre o ponto-X.
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Nanofita Simorfica do Tipo C

As operagoes de simetria que mantém a rede cristalina da fita do tipo C invariante sao
{E, Cyy, Oxy, Oyz}, de forma que ela pertence ao grupo pontual Czv. Segue abaixo a
correspondente tabela de caracteres do grupo-duplo Cav. Nesta tabela, as quatro primeiras

IRREPs sdo provenientes do grupo-simples, enquanto a ultima ¢ do grupo-duplo.

Wl = | | | | o

Duplo CZy ny o-yz

A, 1 1 1 1 1 Tabela 5.2: Tabela de Caracteres para o grupo-duplo

A, 1 1 1 -1 -1 Ca. Operacdes com e sem barra referem-se

B, 1 1 1 1 1 respectivamente a rotacées de 47 e 27 no espaco de

B 1 1 1 1 1 spin. As quatro primeiras IRREPS sio referentes ao
= grupo-simples, enquanto a ultima faz referéncia ao

Dl/Z 2 -2 0 0 0 grupo-duplo.

Seguindo o mesmo procedimento efetuado para as fitas A e B, analisamos a a¢do que as
operagdes de simetria do grupo-simples Czv possuem sobre os estados de base. Tal como para
as fitas A e B, o ponto-X da fita-C ¢ oriundo da projecao do ponto-X da monocamada, de forma
que nossa base deve ser composta pelos estados @4 € @, a partir do qual obtemos a seguinte

representacdo matricial para os elementos de simetria do grupo-duplo.
E=06)®o0p; C(Y)=0,& (—icy); O(xy) = Oz 02y (_iGZ); Owz)~ ~%o X (—iGX)

Os tracos das matrizes de representagdo para cada uma das classes do grupo-duplo Cay
{E, E, C2y/Cay, Oxy/Txy, Oyz/Ty,} nos fornece os caracteres y = {4, -4, 0, 0, 0}, por meio do qual
determinarmos que os estados de borda da fita C sdo representados por uma soma direta de
IRREPs bidimensionais: Di2PDi2, 0 qual ¢ equivalente ao produto direto entre a
correspondente IRREP unidimensional do grupo simples (A.@B;) com a IRREP de spin, ou
seja, D12Q (AP B1).

Assim como para as fitas A e B, a IRREP relevante na fita C ¢ dada pela soma direta de
IRREPs bidimensionais, de forma que os estados de superficie sobre o ponto-X somente

poderado apresentar degenerescéncia dupla.
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Nanofita do Tipo D

Para a nanofita do tipo-D, o grupo pontual que mantém a rede invariante € o grupo Dzn,
entretanto, de forma distinta ao que ocorre para as fitas dos tipos A, B e C, sua rede est4 alinhada
ao longo de um novo sistema de coordenadas (x’, y’, z’) conforme ilustrado nas figuras 5.1 D e
F. Devemos observar ainda, que seu distinto corte cristalografico projeta os TRIMs X e Y da
monocamada sobre o TRIM X’ da nanofita, dobrando o nimero de estados relevantes ao nivel
de Fermi que devemos analisar. Desta forma, a nossa base agora devera ser composta pelos
quatro estados definidos na figura 5.4, ou seja, @4, @g, @c € @p. Sobre esta base atuamos as
operacdes de simetria do grupo-simples D2, entretanto em relacdo ao sistema de coordenadas

da fita D (x’, y’, ), obtendo-se:

Pa Pa Pa —Pa Pa —¢p A ¢p
ElPB (@) c [P )o] 7% ) . [P %) . [P P )
Pc oc | "\ o —0c | T ¢ O e ~¢p |
¢p ¢p Pp —0p Pp ?c Pp —O¢
Pa Pa Pa ~Pa A ! Pa ¢p
.| Pp . Pp . 0g . —OPp . ¢g . —0Qp . P . Pa
floc |7\ o [ o oc [T e || oc |7\ —ep Y oc [T 9p
®p ~—%p ®p ®p ®p —@c ®p @c

Das operagdes acima, definimos as seguintes representagdes matriciais para as operagoes
de simetria do grupo-duplo D2n da fita D, em relacdo a base @,, ¢g, @c € @p:
_(%0 O ) (% O ) . :(—GX O) .
E < 0 00) ® Gy, CZZ' ( 0 —o, ® ( IGZ)’ Czy' 0 Oy ® ( le),

—0g

SO B LTS B P o ) PYS

Ox

oer=(To" o )®(ios o= (o) ®(ioy)

Os tracos das matrizes de representagdo para cada uma das classes do grupo-duplo
Dan {E, E, C2,/Cop, Coy/Coy, Cox/Cox, i, T, Oyy/Oxys Oxiz/Cxy, Oyyr/Gynr}, NOs fornece o
conjunto de caracteres y = {8, -8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} representado pela seguinte soma direta
de IRREPs bidimensionais do grupo-duplo: D1,@D1.PX.PX,, 0 qual também ¢ equivalente
ao produto direto entre a correspondente IRREP unidimensional do grupo-simples com a
IRREP de spin, ou seja, D1/2Q (B2sDB3:DB2uPBsy).

De forma semelhante as demais fitas analisadas, a IRREP relevante na fita D ¢ dada pela
soma direta de IRREPs bidimensionais, de forma que os estados representados pela base

escolhida (estados de borda) apresentaram degenerescéncia dupla sobre o ponto-X_.
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5.1.3 NANOFITA NAO-SIMORFICA DO TIPO E

Por fim, analisaremos 0 nosso caso mais complexo, a nanofita de PbSe do tipo-E. Essa fita
se diferencia das demais configuragdes, uma vez que algumas das operagdes de simetria do seu
grupo pontual (D2n) devem ser complementadas por uma translacdo ndo-primitiva x a fim de
manter a rede invariante, nesse caso equivalente a metade do pardmetro de rede (y = a/2) ao
longo do eixo-x". Quando nao ¢ possivel encontrar uma origem para as coordenadas, de tal
modo que todas as operagdes de simetria possam ser escritas usando apenas as operagdes de
grupo pontual regulares e as translagdes primitivas, dizemos que o sistema ¢ ndo-simorfico.

Dessa forma, a fita E ¢ classificada no grupo ndo-simorfico Dzns), composto pelas seguintes

X

X . .
cy Y'z'

s Coyrs Onde o sobrescrito-y indica

N : o RO. 0 .:0. 0 . X

operagoes de simetria E°; C Cogrs 175 Oxryrs Oyrz1 €O
que a operagao de simetria em questdo deve ser complementada pela translagao y, enquanto que
o sobrescrito-0 indica que nenhuma translagao € necessaria. Abaixo ilustramos duas operagoes

de simetria ndo-simorfica (C>2(x’ e CX ) da fita-E.

2y’
Tlp() E Y’ D2nvs)
&
® ¢ o o—81T0—o0---9 © o o
X_ Figura 5.5: Ilustracio esquematica de duas operacgoes
® @ o © o |0 o o o 2 de simetria nio-simérficas sobre a nanofita do tipo-E.
180° | Ambas as rotacoes C)zcx’ e C)Z(Y’ levam a sitios ocupados
® &6 & & o0 o o o n X’f por atomos distintos, os quais devem ser
complementados por uma translagdo nao-primitiva
¢ o ?aﬂ? o1 o o o x = a/2 na dire¢do x’ para que a rede permanec¢a
o o @*‘"‘t'"’ ole o o @ ° invariante. As reflexdes nio-simérficas Uirzr e 0%({,2,
a nao foram ilustradas nessa figura, mas sua atuacio na
® © © © o/l o © o o o rede ¢é similar as rotacoes C)z(x’ e C)Z(Y"
respectivamente.

Devemos ressaltar, que as tabelas de caracteres dos grupos pontuais ndo-simorficos, nao se
encontram devidamente tabeladas como ocorre para os grupos simorficos. Dessa forma,

tivemos o trabalho adicional de encontrar a tabela correspondente ao grupo Danns) da fita-E.

Obtencao da Tabela de Caracteres para a Nanofita de PbSe do tipo E

Para construirmos a tabela de multiplicacao referente ao grupo da fita-E, relembremos que
as operagdes de simetria que envolvem translagdes, podem ser representadas por meio da
notagdo dos operadores de Seitz’ {a|t}=o* = (% g,), onde O corresponde a matriz de

representacdo da operagdo a do grupo pontual P, enquanto T representa uma operagdo de
translacdo. O efeito deste operador sobre um ponto espacial 7 é dado por ' 7 = @.7+7T = 7".

Utilizando essa notagdo, as operagdes de simetria o da fita-E, sdo dadas por:
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1 0 00 10 0 O 10 0 O 10 0 O
po=[(0 100} =« _(x1 0 0}« _(x-10 0} _(0-10 0]}
0 0 1 0) ~2x 00 -1 0) “oy 0 0 1 0 ) "2z 00 -1 0}
0 00 1 00 o0 -1 00 0 -1 00 o0 1
10 0 O 10 0 0 10 0 O 10 0 O
o0 =10 0} o _(010 0) 5 _(x1 0 0} 5 _[x -10 0
0 0 -1 0 ) Xy 0 01 0) xz 00 -1 0) YzZ " \0 0 1 0
00 0 -1 0 0 0 —1 00 o0 1 00 o0 1

Ao realizarmos a constru¢do da tabela de multiplicagdo, observamos que devido a
translagdo ndo-primitiva T = y introduzida pelas simetrias ndo-simorficas, obtemos como
resultado uma tabela infinita, uma vez que todas as translagdes T permitidas na rede para as
operagoes de simetria a apareceram naturalmente no processo de multiplicagao.

Para as simetrias simorficas (E; C,,; i; oyyr) encontramos as translagcdes 7 = +(2n).x,
enquanto para as ndo-simorficas (C,x’; Coy’; Oxrz7; Oyrz7) as translagdes T = +(2n + 1).x, com
n=0, 1,2, 3, ... Neste caso ndo estamos mais trabalhando com a tabela de multiplicacdo de um
grupo pontual P, e sim com a tabela do correspondente grupo espacial G, o qual é composto
pela combinacdo das operagdes do grupo pontual com as operacdes do grupo de translacao T.

Para conseguirmos trabalhar com essa tabela de multiplicagdo, um procedimento é
agruparmos todas as translagdes T que sdo equivalentes quanto a transformacdo da fungdo de
onda, ou seja, que fornecem a mesma fase de Bloch. O ponto-k da 1° ZB que estamos analisando
¢ o ponto X = n/a.(1, 0, 0), de forma que a fase de Bloch ¢ obtida pela relagdo f = exp(i X.T).
Assim, encontramos que as fases permitidas sdo dadas pelas seguintes translacdes:

Fases para as simetrias simorficas [E; C,57; i; oxryr]:

f =+1 ocorre para T = (£ 2.7par). Y — {....-12%, -8y, -4y, 0, +4y, +8%, +12y, ...}
f =-1ocorre para T = (£ 2.7impar).X, — {..., -10%, -6y, -2, +2y, +6%, +10y, ...}

Fases para as simetrias ndo-simorficas [C,x7; Coyr; Oxr77; Oyryr ]
f =+iocorre para T = (£ 2.mpar + 1)y —  {..., =11, -7y, -3% +1y 5% 9y, +13y, ...}
f =-iocorre para T = (£ 2.Mimpar + 1).x —  {..., 9%, -5% -1, 3%, +7%, +11y, ...}

As relagdes de translagdo acima, nos dizem que para uma dada operacdo de simetria a da
fita-E, por exemplo, a inversdo i ou a reflexdo oyrys, a aplicagdo da operacdo a seguida de
qualquer translagdo 7 que forneca a mesma fase de Bloch, produzira o mesmo efeito sobre a
func¢do de onda. Consequentemente para as fitas do tipo-E, para cada operacao do grupo pontual
a, a operacdo combinada o (pontual + translag@o) fornecera duas distintas acdes sobre a fungdo

de onda, dependendo de qual tipo de translagdo ¢ aplicada. Estas duas escolhas constituem

diferentes elementos de simetria no grupo Dan(ns) referente ao ponto X’ da 1° ZB.
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Se tomarmos uma translagdo 7' como sendo a representativa para cada conjunto de
translagdes, por exemplo, T = QO para f =+1, T =2y paraf =-1,7 = lyparaf =+ie T =3y
para f = -i, as demais translacdes “equivalentes” de cada conjunto serdo obtidas ao aplicarmos
sobre 7' todas as operagdes "t" definidas pelo grupo de translagdo T. Como vimos na segdo

3.3.1, o grupo T ¢ um subgrupo invariante do grupo espacial G composto pelas operagdes de
translagdo que satisfazem a relagao exp(i E.f) =1, ou seja, cuja translagdo pura mantém o estado

invariante. Para o nosso caso, exp(i X £) = 1 fornece t = +4.n.y = +2.1parY = Fhpar.@ cOm
npar =0, 2,4, 6, 8, ... Logo, os conjuntos de translacdes exibidos na pagina anterior, podem ser
escritos na forma compacta T = T’ tnpar.@, ou entdo como {t} = ' + T.

O conjunto formado por uma determinada operacdo de simetria, sobre o qual atua todas as
possiveis translagdes equivalentes {a**T}, define um conjunto complementar (também
chamado de coset) do grupo espacial. O conjunto de cosets formam um grupo sob a defini¢do
da multiplicagdo de cosets. Para um grupo espacial G em relagcdo ao subgrupo invariante de
translacao T, os cosets que acabamos de definir formam o chamado grupo-fator G/T.

Nos grupos espaciais simorficos, as operagdes de simetria do grupo-fator sdo isomorficas
as operagoes de seu grupo pontual P, ou seja, possuem as mesmas tabelas de multiplicagdo e de
caracteres, de forma que podemos tomar as representagdes irredutiveis do grupo pontual como
sendo representacdes igualmente irredutiveis dos grupos fator G/T e espacial G. Entretanto,
quanto aos grupos espaciais ndo-simorficos, eles ndo possuem um inteiro grupo pontual P como
subgrupo, de forma que temos o trabalho adicional de identificar entre todos os 32 grupos
pontuais cristalograficos, qual deles ¢ isomorfico ao grupo-fator. Ao final, este método nos
permitira obter diretamente as tabelas de caracteres dos grupos espaciais G, uma vez que estas
serdo idénticas as tabelas dos isomorficos grupos pontuais P, e que por conveniéncia ja foram
tabeladas e se encontram disponiveis na literatura.

Como introduzido acima, iremos trabalhar com o grupo-fator G/T. Cada elemento de
simetria que tinhamos inicialmente, ird definir dois distintos cosets em relacdo as diferentes
fases de Bloch. Para cada coset, adotaremos um de seus elementos como sendo seu
representante. Dessa forma, devemos trabalhar com um conjunto expandido de operacdes de
simetria, possuindo ao todo 16 operagdes que fecham o grupo-fator do grupo espacial nao-
simorfico das nanofitas do tipo-E {E®; E2%; C%,,; C%,; CLoi; C%,s €Ois €245 0 028 691415 028

2X'> M2x'c M2y!c vay'c “2Z' Mozl X'y’

X

3 3 . . ,
it GX’,‘Z,; cﬁ,z,; GY’,‘Z,}. Por meio desses elementos representativos dos cosets, construimos a

correspondente tabela de multiplicacdo do grupo-fator da fita-E (Tabela 5.3), o qual é composta
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2 3 3 . . 2 3
por 10 classes: {E®}; {E*}; {C,r, CoX 3 {CX,, C5 3 {CE,, CX b {i% i3 {ogry ks {035y b {05, 0304 1

X 3X
y'z! GY’Z’}'

ef{o

Para encontrarmos a tabela de caracteres desse grupo, devemos encontrar um grupo pontual
que possua uma isomorfica tabela de multiplicagdo. Ao todo existem 32 grupos pontuais que
devermos inspecionar, entretanto nosso trabalho foi simplificado, em vista que somente o grupo
D4n € compativel com o nosso, por possuir o0 mesmo numero de elementos e de classes. Para
confirmamos o isomorfismo entre as duas tabelas de multiplicacdo, devemos rearranjar os seus
termos até que ambas apresentem a mesma configuracdo de multiplicagdo, como apresentado

abaixo. Esta comparagdo nos permite obter ainda, a correspondéncia entre as classes dos dois

grupos, de forma que possamos utilizar corretamente a tabela de caracteres do grupo Dan.

Dacsi| g 3 3 2 ) 23 3 2 L ie 3
e | B Gy CG§ oz oxf E°Y Gz GF Gy G§ ow' oxy 174 17 oy of;

E® | E® Cix G ofz oxf E** C§; G Gy Gf o ofy i** 1% off of;
Cix|Cix E** E® off oy G Gy G§ i C§; off of oyf oy 1i° i*x
X% E® E*X ofy oxf Cix GF Gy & ) of oy of oyf i** if
ofz | o%z ok O E*X E? off of, opp i*x 1% CGf Gy G Gy &, 3y
O?(Zx o oy oxy E? B of o o, 1% 12X Gy Q¥ Gy Gy 3y 8,
E2X|E2* C3f Cix oxf ok E° Q33 C§; GF Gy oy o 1° 1% o off
C82[Cz G Gy ovf oy 33 E° EX QG Gy 1% 1% off o}y o o
C3(C33 Gy Q% of; off € EPX E® Gy Gy 1° i oy o o oK%
Civ[Ciy €87 C33 i® i?x Q3§ Cix Gx E° E2X off oz oxf ofz o Ofy
agy[3y g3 §; i*x i® GGy G Gy E2X E° of off ofz o O o
ok |k ok % Gk Cix ofy 1% 1% of of E° EX C§; (33 Gy 3y | TabelaS3: Tabela - de
| ok o Cix G ol 10 1 o o EX B 3y C§, Gy cy | Mulliplicacio para o
26|10 o G Gy G 10 o of of o 3 GF B B Gl Cyy | Bapo Duow da fut

Seus elementos foram
111 ofF o, @y Gy i** ofy o oxf ofz C33 C§; E** E® Ciyx C3f | reordenados de forma a
oy |ogy i%x 1% 33 9, o o3 o) o ofy C¥y €3 Oy C3% E® E%% | ser isomorfica com a
oYz |o¥, 1% i C§, C3F off of o} oy o ¥ iy 3§ Gy E?x E° | tabela de multiplicado
do grupo Dan.

Danf E G G Sa Si* Gz Gy Gy Gy Gy 1 ofy oYy of; ofy of;

E|E G G Sa Si' Gz Gy Gy Gy Gy 1 oy oy oY of ol
Gy |G Gz E i oy G Gy Gy Gy Cy St Sa ofy of; of oY

Gl Gt E G U;'(Y i G Gy Gy Gy Gy Sa S3* 0\?'2 ng O¥z O¥z
h -1 d -1

Sa |Se 1 ofy Gz E St ofp ofy ok ofy ' G Cx Gy Gy Gy

Sit|sit oy i E Gz Sa ofy o oy o Ci G Gy Gy Gy Gy

@ iy ; . " E

Coz|Caz C41 Ca 54:l Sa E Cux Cy Cx Cy oy 1 oy oxz oy ok
' ' o o d ' 7 v v ] -1

Gy |Gy Gx Gy of ofz CGix E Cag Gt G oy oz 1 oy Sa S

Cx[Cax Cax Coy Oz o¥z Coy ' Ca Coz E of ofy Sa St oy i
i i S5 Ss Gl G Oy 0%z oYz ofz ofz E Gz Coy Cox Coy Cax Tabela 5.4 Tabel d
oy |k Sa Sat Ca Y i oY o of of Gz E Gy Coy Gy Gyl 2 lte' al' e avera ©

v lov. of od b of ot 1 S, s . C. E C 1 ¢, | multiplicaio para o grupo
Oxz |9z vz Oxz T2y Lax Oz 1 Oy G4 547 Loy Lax 2z G 4 | Dan. Seus elementos foram
oYy |o¥z ofz 0¥z Cx Gy o oy 1 Si' Sa Gy Cy Caz E Ca C3' | reordenados de forma a ser
of, o oz o¥r Gy Gy of; S;t Sa 1 oy Gy Cx Ca C' E Cpz | isomérfica com a tabela de

; ; i i i i multiplicacao do rupo
o] o] oy oy C C Od S S;! o h 1 C C o C C E P ¢ g
YZ YZ YZ XZ 2Y 2X XZ 4 4 XY 2X 2Y 4 4 2Z 2h(NS) ita-E.
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Segue abaixo a correspondéncias entre as classes de ambos os grupos:

Classes Dan — Classes Danns)
{E} - {E®}
{CyC3Y - {Cct.ciky
1Caz} - {E*} ,
{Cay, Cox} - {C gz" C zé’}
{C 3y, C3x} - {C )éY" C zﬁ}
{i) - {ok
{S,,S7%} - ok, ol
{o )}EY} - {o ?('Y'}
{G;](Z’G¥Z} - {iolizx}

3
{0 %2, 0 ¥z} - {o é’z" GY)'(Z'}

88

Tabela 5.5: Correspondéncia entre as classes dos grupos
isomorficos Dan e D2n(vs) da fita-E.

Ao final, encontramos por isomorfismo a tabela de caracteres do grupo-simples da fita-E:

el = | x| e oo | x| om, [orr | oty | o o
X, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X, 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1
X, 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 -1
X, 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
X 2 0 2 0 2 0 2 0 0
Xq 1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1
X, 1 1 1 1 1 -1 1 1 1
Xg 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1
Xo 1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1
X10 2 0 2 0 0 2 0 2 0 0

Tabela 5.6: Tabela de Caracteres para o grupo-fator simples D2ns) da nanofita de PbSe do tipo-E.

Procedemos, incluindo o spin do elétron nas operagdes de simetria do grupo-fator simples

da fita-E, a obtencao da tabela de multiplicacdo e a identificagdo das classes para o grupo-duplo.

Seguindo o procedimento descrito nas se¢des 3.2 e 3.2.3, construimos a correspondente Tabela

de Caracteres para o grupo-fator duplo D2nvs) da fita-E.

Tabela 5.7: Tabela de Caracteres para o grupo-fator duplo D2ns) da nanofita de PbSe do tipo-E.
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3 0 5 3

O C )z(;:X g2 | gz ? ;Z’ C z)z(' C ’g{lx o g’,‘vr o ’;{Z’,‘ o %,Y, o e pu )‘5{2’,‘

CH Co | Ty | € x| @ X TN TRy 5 X/
Xy I |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N 1 0
X, 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 5| 5
T W O W
Xy 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1
X5 2 12 0 -2 -2 0 0 0 5 0 5 0 5 0
Xe 1|1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
X, 1|1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
Xg 1|1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
Xo | L[ 1] -1 | T | 1[4 [ 11 |1 a1 ][1 ]
X10 2 2 0 -2 -2 0 0 0 2 0 2 0 0 0
X31(Dap) | 2 | -2 0 2 2 0 0 0 0 0 0 5 5 0
X12 2| -2 0 2 ) 0 0 0 0 0 0 5 3 0
X P , - — Z
: 0 0 0 0
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Assim como para a fita do tipo-D, a rede cristalina da fita-E estd alinhada ao longo das
coordenadas (x’, y’, z’), de forma que os TRIMs X e Y da monocamada sdo projetados sobre o
TRIM X’ da nanofita. Consequentemente, a nossa base deve ser composta pelos quatro estados
definidos na figura 5.4 (@A, @B, @c € @p). Para obtermos as representagdes matriciais dos
elementos de simetria do grupo-fator D2n(vs) da fita-E, inicialmente atuaremos sobre nossa base

as operacdes de simetria que possuem translagdes de Oy e 1y.

0_ (o)) 0 . 0 _ (o)} 0 . . YA Oy 0 ) . .
E (0 GO)®GO’ sz’ (0 Gz)®( lGZ), CZY’ (0 —0y ®( le)a

—loy 0 —0yz —0p

Coxr = ( 0 icy) ® (-io; 1= ( 0 (?Z) ® (0); Oy~ ( 0 Ci)o) ® (~ioy);
ol (lgy i(‘: ) ® (—i0,): Oy = (—g ° ) ® (—is,)
y X

As representacdes dos demais elementos de simetria, caracterizados pelas translagdes de
2y e 3y, sdo idénticas as representagcdes das operagdes com Oy e 1y respectivamente, com
excecdo que estas deveram ser multiplicadas pela fase de Bloch correspondente a este
deslocamento de 2y que as separam, ou seja, / = exp(i X' 7)=exp(i ) =-1. Os tracos das matrizes
de representacdo para cada uma das classes do grupo-duplo Danns) para a fita-E, nos fornece o
conjunto de caracteres Y = {8, -8, 0, -8, 8,0,0,0,0, 0,0, 0,0, 0}, o qual € representado por uma
soma direta de IRREPs de dimensdo 4 do grupo-duplo: X13® X3, também sendo equivalente ao
produto direto entre a correspondente IRREP bidimensional do grupo-simples com a IRREP de
spin, ou seja, D1/2Q (XsPXio).

Dessa forma, os estados de borda da fita-E se diferenciam das demais nanofitas ao
apresentarem uma degenerescéncia quadrupla sobre o ponto-X’, uma vez que sdo representados
pela IRREP Xis de ordem 4. A partir do teste de Frobenius-Schur, as regras de Herring afirmam
que esta IRREP ¢ formada pelo par complexo-conjugado de duas IRREPs de ordem 2, os quais
ficam em conjunto para formar uma IRREP de ordem 4 (dado pela soma de ambas as linhas),
a fim de satisfazer a simetria de reversao temporal.

Devemos observar ainda, que nem todas as IRREPs da tabela de caracteres de um grupo-
fator s3o compativeis com os auto-estados de um determinado ponto-k&. Como mencionamos
acima, as representagdes matriciais para uma mesma operagdo de simetria pontual, porém
caracterizadas por diferentes translacdes na rede, diferem apenas em relagdo a fase de Bloch
correspondente a translagdo que as separam. Se tomarmos, por exemplo, a operagao identidade
E, o grupo-fator da fita-E contém os elementos E® e E?, e a translagdo entre elas corresponde a

fase de Bloch de -1 sobre o ponto X’ analisado. Relagdes similares devem ser aplicadas a todos
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os demais elementos de simetria do grupo. Por conseguinte, somente as IRREPs que satisfazem
esta condicdo sdo compativeis com os auto-estados sobre o ponto-k. Dessa forma, as Unicas
IRREPs que podem representar os auto-estados da fita-E na tabela de caracteres acima, sdo as
IRREPs Xs e Xi0 de ordem 2 do grupo-simples e a IRREP Xi3 de ordem 4 do grupo-duplo.

Como consequéncia, todos os auto-estados da fita-E, ndo somente os estados de borda
referentes a base adotada, apresentaram obrigatoriamente degenerescéncia quadrupla sobre o
ponto-X’ quando a interagdo spin-Orbita estiver presente, e uma degenerescéncia dupla quando
tal interacdo nao for levada em consideragao.

Como verificaremos pelos calculos de primeiros principios (secdo 5.2.1), essa
caracteristica garante que sobre o ponto-X da fita-E, sempre ocorrerd o cruzamento “sem gap”
de pares de estados, de forma a garantir as degenerescéncias que acabamos de definir. Devemos
também ressaltar, que a largura das fitas do tipo-E ndo influem sobre sua simetria ndo-simorfica,
logo, afirmamos que a simetria ndo-simoérfica da fita-E fornece uma protecdo sobre os
cruzamentos de gap nulo do ponto-X’, mesmo para fitas de largura arbitraria. Tais cruzamentos

somente poderdo ser abertos caso alguma simetria da fita seja quebrada.
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5.1.4 HAMILTONIANAS EFETIVAS

Apds obtermos as representagdes matriciais dos elementos de simetria que garantem a
invariancia da rede em relagdo a base adotada, prosseguimos construindo modelos de baixa
energia para uma melhor compreensao dos fendmenos fisicos envolvidos na estrutura eletronica
das nanofitas de PbSe. Para esta tarefa obtivemos Hamiltonianas efetivas Hx que descrevem os
estados de borda em torno dos pontos X ou X’ das nanofitas, através do método dos invariantes.

Este método baseia-se no fato de que a Hamiltoniana ¢ invariante perante todas as
operagdes de simetria que mantém o sistema fisicamente indistinguivel. Pode ser provado que
essas operacgoes de simetria comutam com a Hamiltoniana, compondo assim um grupo que nos
permite desenvolver uma relagdo formal entre a Mecanica Quantica e a Teoria de Grupos,
denominado de Grupo da Equacio de Schrodinger®. A equacio de Schrdedinger independente
do tempo leva frequentemente a uma equacgdo de auto-valores da forma (He, = E,@,),
multiplicando esta equagdo por um operador R associado a um determinado elemento de
simetria da rede e que consequentemente comuta com a Hamiltoniana [RH = HR], obtém-se:
RH@, = RE,p,, — HRp,) = E,(Rp,). Logo (Rp,) também corresponde a uma auto-fungao
de H para o mesmo auto-valor de energia E,,. Logo, dada qualquer auto-fun¢do de H, outras
auto-funcdes degeneradas serdo obtidas pela aplicacdo dos operadores que comutam com H.

No método dos invariantes’®, desejamos encontrar uma Hamiltoniana H que seja invariante
perante todas as operacdes de simetria do grupo pontual P da rede, além da simetria de reversao
temporal (TRS). Para esta tarefa, assumiremos inicialmente que nossa Hamiltoniana H(k) ¢
dada por uma expansdo de Taylor até segunda ordem em torno do ponto-k de interesse, segue
sua forma para um sistema bidimensional: H(k) = Y2, Z?:o Qi k,ick;, onde cada Q;;
corresponde a uma matriz hermitiana genérica, enquanto k,, corresponde ao desvio na
correspondente direcao a partir do ponto-k da ZB. No processo de comutacao, as operacdes do
grupo e a simetria TRS corresponderam aos vinculos que irdo ditar a forma de H(k), de forma
a encontramos os elementos finitos permitidos da Hamiltoniana.

O objetivo da aplicagdo do método dos invariantes, ndo € calcular explicitamente os
elementos de matriz da Hamiltoniana efetiva, mas sim parametrizar seus elementos nao-nulos
(utilizando-se as simetrias do sistema) de maneira que as correspondentes "incognitas" na
matriz, sejam estimadas através de um “fit” dos resultados oriundos dos céalculos de primeiros
principios que iremos executar em paralelo. Uma das informagdes que podemos extrair dessas
Hamiltonianas efetivas, ¢ a identificacdo das interagdes permitidas entre as bandas.
Prosseguimos obtendo os modelos efetivos para a monocamada e as nanofitas de PbSe.
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Monocamada:

Para obtermos a Hamiltoniana efetiva Hx que descreve os estados ao nivel de Fermi da
monocamada de PbSe em torno do ponto-X, devemos impor com que a Hamiltoniana genérica
definida anteriormente comute com as representagdes matriciais de todos os elementos de simetria
do grupo D2n que mantém o ponto-X invariante, bem como com a simetria TRS. Por meio do qual,

obtemos a forma matricial abaixo.

e+A 0 0 0 0 0 0 —i 0 0 0 1
B 0 e+A 0 0 0 0 +i 0 0010
He=1 "9 "0 eg=a 0 | %0 Zi0 o)k T %lo 1 0 ok
0 0 0 e—A +i 0 0 0 100 0
My, + My, 0 0 0 My + Moy 0 0 0
0 My + Myy 0 0 0 myy, +my, 0 0
+ ki + k;
0 0 My — Myy 0 x 0 0 Myy — My 0 Y
0 0 0 Myyx — Myy 0 0 0 mly—mzy/

Ou em uma notacdo mais compacta:
Hy = egMgo + DA, 0 — (A )ky + (@yAg)ky + (MixAgg + Max Mgy 0)kZ + (MyyAog + MyyAy0)ks

Onde A;j = 7; ® 07, com as matrizes de Pauli 7; ¢ g; agindo sobre os graus de liberdade dos
orbitais e de spin, respectivamente. Com relacdo ao ponto-¥, todas as propriedades sao dadas por
uma rota¢do C, do ponto-X, de forma que a Hamiltoniana Hy é obtida por Hy= C,HxC} .

A partir da teoria k.p associamos os coeficientes @, € @, com a contribui¢do SO dependente
em k, ao passo que o gap A possui contribuigdes tanto do potencial da rede V(r) quanto do termo
SO dependente em k. Aqui, o gap A desempenha o papel do Dirac massivo e das mudancas de sinal
como uma fung¢do da intensidade SO. Os termos massivos (parabolicos) My, », s30 anisotropicos,
€ Myyq, podem quebrar a simetria particula-buraco. Essa Hamiltoniana apresenta uma boa
descricdo da monocamada de PbSe, como podemos ver na figura abaixo, onde a estrutura de banda

em torno do ponto-X sem acoplamento SO (A = 1) e com acoplamento SO (A = -1) estdo em

concordancia qualitativa com os dados ab-initio do capitulo 4.
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Figura 5.6: Estrutura de banda da
monocamada de PbSe a partir do modelo
efetivo obtido pelo método dos invariantes
como uma fungio de k, (k,=0). (A) Banda
Sem SO. (B) Banda com SO. O cédigo de
cores representa as contribuicdes dos
orbitais/estados ¢, e ¢_, seguindo a
defini¢do do capitulo 4 de acordo com os
dados ab-initio. As setas representam a
projecio de spin ao longo do eixo-z.
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Nanofitas dos Tipos A, Be C:

Ao cortar a monocamada para gerar as nanofitas, o introduzido confinamento lateral pode
quebrar algumas simetrias do sistema, permitindo o aparecimento de novos termos para a
Hamiltoniana efetiva Hx obtida acima. Devemos ressaltar que as fitas A e B pertencem ao

mesmo grupo espacial da monocamada (D2n), podendo ser representadas pela mesma
Hamiltoniana H, = Hp, 0 qual € obtida substituindo-se k, — i% em Hy. Com relacdo a fita do
tipo C, ela pertence ao grupo espacial C2y um subgrupo de D2n. Devido a simetria reduzida de

. . . , . ., 0 . ..
Czv, a Hamiltoniana efetiva € dada por Hx anterior com k,, — i 5, mais termos extras permitidos:

0 0 0 —i tyi+y, O 0 0
oy 00 —i 0 0 -y—-v: O 0
He =Hy=D0i| o L0 o) 7 0 0 47—y, 0 |k
+i 0 0 O 0 0 0 —r+vr
0 0 0 +1 00 0 —i 00 0 —i
3 0 0 -1 0 3 00 —i 0\, _ 0 0 —i 0,
Bl o -1 0 o |kky = mxl o 410 o)k — ™yl o i 0 oK
410 0 0 +i 0 0 0 +i 0 0 0

Ou em notacdo mais compacta:

He = Hy = AyAyx + (V1o + Vahso)kx — (B, Ayy ) kaky — (axAy 2 )kE = (nayAy 2 )k2
No entanto, descobrimos que mesmo que esses termos extras contribuam para o ajuste da
estrutura de banda, eles ndo desempenham um papel significativo na andlise qualitativa dos
estados topologicos. Por isso, sua Hamiltoniana efetiva sera tomada como Hc = H4 = Hp. Em
ultima andlise, a distingdo entre as fitas A, B e C surge a partir de suas diferentes terminagdes,

que entram no nosso modelo efetivo através de condigdes de contorno.
Nanofita do Tipo D:

A fita do tipo-D pertence ao grupo espacial D2n, 0 mesmo das fitas A e B, entretanto ela
estd alinhada ao longo das coordenadas r' = (x', y'). Como o corte cristalografico desta fita
projeta os TRIMS X e Y da monocamada sobre o ponto X’ da nanofita, possuimos o dobro de
estados na base. Para encontrarmos a Hamiltoniana efetiva Hp, consideraremos novamente uma
expansdo de Taylor com a utilizada anteriormente, entretanto agora cada Q; ; correspondera a
uma matriz hermitiana de dimensao 8x8. Exigindo com que Hp comute com as representagdes

matriciais dos elementos de simetria do grupo D2n € com a simetria TRS, obtemos a matriz

, H Vv ~ . :
abaixo: Hp = <V1{( fy>. Onde Hy e Hy sdo equivalentes a matrizes Hy e Hy das fitas A, B e
XY Y

C, porém rotacionadas em relagdio as coordenadas r', ou seja, £ > (&' —9)/V2 e
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9 —» (&' +9")/V2. A principal diferenca dessa Hamiltoniana deve-se ao elemento Vy, de
hibridizagao entre os estados de base provenientes dos pontos X ¢ Y da monocamada.
Vv = (T1hop + Tolgo + iTsho + ITaly) + (iBrxfyx — BoxBy)lr + (BiyAsx — iBayAyy )y
+ (WixBoo + WoxBgp + iWax Ao, + iWye Ay, )k + (WiyAog + Wayhyo + iWsy Ao, + iWy A, )k

Cujo unico termo que se mostra relevante para a analise dos estados de borda nos fornece:

+iw,, 0 0 0 \
0 —iWw 0 0
o (: 2 _ 4y 2
VXY ~ (1W4yAz,z)ky - | 0 0 —iW4y 0 |ky
\ 0 0 0 +iw,, /

Nanofita ndo-simorfica do Tipo E:

A nanofita do tipo-E assim como a fita-D esta alinhada ao longo das coordenadas (x',y").
Ambas apresentam a mesma configura¢ao de bordas, sua distingdo ocorre apenas através dos
diferentes grupos espaciais aos quais estdo classificadas. Como visto anteriormente a fita-D
pertence ao grupo simorfico D2n, enquanto a fita-E ¢ classificada em um correspondente grupo
nao-simorfico. Seguindo o mesmo procedimento adotado para as demais fitas, obtemos sua
Hamiltoniana efetiva Hg, o qual é similar a Hamiltoniana da fita-D, entretanto com um diferente
elemento Vyy de hibridizagao.

Viy = (+iS1Axy = S1Ayx) + (BixBoz + BaxAzz + iBsxfog + iBaxDzo)kyr
+ (—WigyAyy + iWnyAx_x)erkyr + (FiWi Ay = Wor Ay )k + (FiWiy Ay — Woy Ay )k

Cujo unico termo que se mostra relevante para a analise dos estados de borda nos fornece:

0 0 0 Wiy + iW,,
0 0 Wiy + iW, 0
VXY ~ (+lW1yAx,y —_ WZyAy,x)ky' - 0 +W1y - lWZy 0 0 kyl
_le - iWZy 0 0 0

A analise que acabamos de efetuar por teoria de grupos e as Hamiltonianas efetivas obtidas
acima, serdo utilizadas como um complemento a andlise por primeiros principios que
efetuaremos na se¢ao 5.2.1, com o intuito de obtermos uma melhor compreensao acerca do

comportamento da estrutura eletronica das nanofitas de PbSe em torno dos pontos X / X”.
Invariante Topologico

A partir das Hamiltoniana efetivas, calculamos o invariante topoldgico do sistema, ou seja,
o nimero espelho de Chern. A monocamada e todas as possiveis configuracdes de nanofita
compartilham apenas como elementos de simetria a identidade E e a reflexdo oyxy. Portanto,

todos os auto-estados pertenceram a uma das duas classes definidas pelos auto-valores n = +i
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do operador espelho (vide a segdo 1.6.7), isto € oxy|iy) = n|ihy). Para cada classe, o qual é
definida por um numero de Chern N,, calculamos o numero espelho de Chern

N,, = (N,; — N_;)/2. Para o gap A > 0 encontramos em todos N,,, = 0 estando o sistema em
um regime trivial como esperado. Enquanto para o gap A < 0, os estados das bandas ocupadas

fornecem N,; = 2, de forma que temos N,,, = 2, caracterizando a fase ndo-trivial TCI 2D.

5.2: Analise por Primeiros Principios

5.2.1 EFEITO DAS DIFERENTES TERMINACOES DE BORDA SOBRE OS
ESTADOS TOPOLOGICOS

Agora iremos proceder a uma andlise da estrutura eletronica dos cinco distintos tipos
cristalograficos de nanofita, onde utilizamos calculos de primeiros principios fundamentados
na teoria do funcional da densidade (DFT) por meio do cédigo computacional VASP. Para o
plot da estrutura de bandas das fitas dos tipos A, B e C percorremos todo o caminho de sua 1°
ZB 1D (ilustrado na figura 4.10C) que conecta o ponto I" com dois pontos X equivalentes, pois
como discutido anteriormente esperamos visualizar os estados topologicamente protegidos
tanto em X quanto em I'. Para as fitas dos tipos D e E, analisamos apenas a regido em torno do
ponto X°, uma vez que os estados topologicos sdo projetados somente nesse ponto. Nas figuras
abaixo, apresentamos a estrutura de bandas para as fitas A, B e C, os quais foram obtidas para
fitas largas o suficiente (=14nm) com o intuito de reduzir a sobreposicao (overlap) entre

fungdes de onda provenientes de bordas opostas.

Tip A
;< x

X

E(eV)

r X
Figura 5.7: Estrutura de bandas obtidas por primeiros principios para as nanofitas dos tipos A, B e C. Estas fitas

correspondem ao corte cristalografico da monocamada de PbSe na direcdo [100]. Para esta direcido de corte os
cruzamentos dos estados topoldégicos devem ocorrem tanto em I' quanto em X.
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Ao analisarmos a estrutura de bandas das fitas A e B, verificamos que em ambas, os estados
que se cruzam ao nivel de Fermi sdo degenerados e como demonstraremos mais adiante (figuras
5.11-5.13), um par desses estados sao provenientes da borda inferior da fita, enquanto o seu par
degenerado ¢ proveniente da borda superior. Nas duas fitas, os cruzamentos que ocorrem sobre
os pontos X e I apresentam um gap de energia. Como discutido nas se¢des anteriores, a origem
para este gap possui dois fatores.

Como previsto pela analise por teoria de grupos, sobre o ponto-X seus estados de borda
apresentaram uma degenerescéncia dupla ndo-acidental, devido ao fato de serem representados
por uma IRREP de ordem 2, evitando assim em um primeiro momento o cruzamento entre os
dois pares de estados degenerados, o qual resultaria em uma degenerescéncia quadrupla. Este
gap também ¢ mantido pela hibridizagdo dos estados localizados em bordas opostas, entretanto
ele tende a fechar assintoticamente com o aumento da largura da fita, uma vez que promove
uma diminui¢do do confinamento quantico e consequentemente do overlap entre estados de
bordas opostas. Nesse extremo poderemos verificar uma degenerescéncia quadrupla acidental,
ou seja, ndo prevista pela teoria de grupos. Mesmo com estas similaridades, observamos que a
dispersdo de energia proxima ao nivel de Fermi das fitas A e B sdo diferentes e deve-se ao fato
das bordas de ambos os sistemas possuirem configura¢des distintas, ao serem compostas por
diferentes atomos (Pb ou Se).

Com relagdo a fita do tipo C, as suas bordas apresentam diferentes terminagdes atomicas,
fazendo com que as dispersdes dos estados de borda ocorram a diferentes energias e
consequentemente ndo sdo degenerados como ocorre para as fitas A e B. Alguns destes estados
sao provenientes dos dtomos localizados na borda superior da nanofita e sdo equivalentes aos
estados de borda presentes na fita do tipo B, tal similaridade ocorre uma vez que ambas as
bordas sdo idénticas ao serem compostas somente por atomos de Se. Da mesma forma, os
demais estados ao nivel de Fermi da fita C sdo provenientes da borda inferior e equivalentes
aos estados de borda da fita do tipo A (bordas compostas somente por Pb). Basicamente o que
ocorre ¢ que metade dos estados de borda das fitas A e B sdo preservadas na fita C. Como visto
anteriormente, as Hamiltonianas das fitas A, B e C s@o obtidas a partir da Hamiltoniana da
monocamada, diferindo somente por meio das diferentes condigdes de contorno sobre as
bordas. Dessa forma, as condi¢des de contorno aplicadas as bordas inferior e superior da fita C,
sdo idénticas as aplicadas as fitas A e B respectivamente.

Uma consequéncia importante para a nanofita C, é que devido ao fato dos estados
localizados em bordas opostas ndo serem degenerados, ndo ocorre uma hibridizacao direta entre
eles, mantendo o gap fechado para os cruzamentos que ocorrem sobre o ponto X.
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Devemos ressaltar, que tais cruzamentos sem gap sdo robustos (protegidos), ou seja, ndo podem
ser abertos, uma vez que a analise por teoria de grupos nos fornece que sobre o ponto-X deve ocorrer
uma degenerescéncia dupla ndo-acidental, valido até mesmo para fitas estreitas que contam com
um grande confinamento quantico. Tais cruzamentos somente poderdo ser abertos caso alguma
simetria da fita seja quebrada. Em contraste, os pontos de cruzamento dos estados de borda nas fitas
A e B nao estdo protegidos para fitas estreitas.

Dando prosseguimento, apresentamos abaixo a estrutura de bandas das nanofitas dos tipos
D e E (=13nm de largura) em torno do ponto-X’, também obtidas por primeiros principios.
Tipo D Tipo E

E(eV)

EeV) GAP X’ =8 meV
o]

0.2

0.1

F(eV) GAP X’ =1 meV
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o
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0085/ \
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Figura 5.8: Estrutura de bandas para as nanofitas dos tipos D e E, referentes ao corte cristalografico da
monocamada na direciio [110]. Para essa direcio de corte, os cruzamentos dos estados topolégicos devem

ocorrem apenas sobre o ponto-X’. Em destaque nas caixas vermelhas temos uma ampliacio dos
cruzamentos que ocorrem sobre o ponto-X’, de forma a verificarmos sua degenerescéncia.

Com relacdo as nanofitas dos tipos D e E, como ambas apresentam a mesma configuracao
de bordas, as distingdes com relacdo a sua estrutura eletronica ocorrem apenas através dos
diferentes grupos espaciais de simetria aos quais estdo classificadas. Como vimos, a fita D
pertence ao grupo espacial D2n (tanto com relacdo a rede quanto ao ponto-X"), enquanto a fita
E pertence ao grupo espacial ndo-simoérfico D2nivs). De forma semelhante as fitas A e B, para
as fitas D e E os estados que se cruzam ao nivel de Fermi sdo degenerados, onde cada par do
cruzamento € proveniente de bordas opostas.

Para a fita D, nos cruzamentos sobre o ponto-X’ (acima e abaixo do nivel de Fermi)
verificamos um gap de energia, o qual ndo ocorre para a fita E. Este gap ocorre em fung¢do tanto
da hibridizagao entre os pares de estados localizados em bordas opostas, quanto em relacao ao
termo de acoplamento entre os estados de base provenientes dos pontos X e Y da monocamada

durante a constru¢do da sua Hamiltoniana efetiva, dado por V5, =~ (iW4yAZ_Z)k;:. Além disso,

como visto na se¢do 5.1.3, os estados de superficie da fita D simorfica sobre o ponto-X’ sdao
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representados por IRREPs de ordem 2, de forma que podemos esperar apenas uma
degenerescéncia dupla nao-acidental sobre este ponto, explicando o observado gap de energia.
Este gap tende a fechar assintoticamente para uma grande largura, situagao no qual teremos
sobre o ponto-X’ uma degenerescéncia quadrupla acidental, porém tal como ocorre para as fitas
A e B, os pontos de cruzamentos ndo estdo protegidos para fitas estreitas.
Em relagdo a fita E ndo-simoérfica, da mesma forma que a fita D sobre o ponto- X’ ocorre
uma hibridizacao entre estados de superficie oriundos de bordas opostas, além de um termo de

acoplamento V§, ~ (+iW1yAx‘y - WzyAy,x)k;/ em sua Hamiltoniana efetiva. Entretanto nao

verificamos o gap presente na fita D, devido a uma protecdo sobre os seus estados topoldgicos
proveniente de sua simetria ndo-simoérfica. Como visto na sec¢ao 5.1.4, os auto-estados da fita-
E sobre o ponto-X’ sdo representados por uma IRREP de ordem 4, de forma que somente
degenerescéncias quadruplas ndo-acidentais sdo permitidas, impondo a auséncia de gap nos
cruzamentos sobre X, o qual do contrario ndo ocorreria.

O interessante, ¢ que a diminui¢ao da largura da fita-E ndo influi sobre a sua simetria ndo-
simorfica, resultando assim em uma protecao extra que preserva os cruzamentos em X’ (acima
e abaixo do nivel de Fermi) mesmo para fitas de largura arbitraria, comportamento este que
pode ser observado através da figura 5.9. Tais cruzamentos somente serdo abertos, caso alguma
simetria da fita-E seja quebrada.
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Figura 5.9: Nanofitas de PbSe do Tipo E para diversas larguras, evidenciando que a degenerescéncia quadrupla
sobre o ponto X’, uma vez que os cruzamentos abaixo a acima do nivel de Fermi sao protegidos pela simetria nio-
simérfica do sistema, mesmo para pequenas larguras (grande confinamento quéntico). Os cruzamentos fora de X’
nio sio protegidos por esta simetria e fecham assintoticamente com o aumento da largura do sistema.
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5.2.2 CALCULO DO AUTO-VALOR ESPELHO E PROTECAO
TOPOLOGICA DOS ESTADOS DE BORDA

O carater topoldgico tanto da monocamada quanto das nanofitas de PbSe, sdo protegidas
pela simetria de reflexao (espelho) oxy com relagdao ao plano da folha/nanofita, em nosso caso
o plano xy onde tomamos z = 0. Como discutido na se¢do 1.6.7, a Hamiltoniana do sistema
deve comutar com o operador associado a esta simetria, de forma que as fungdes de onda de
Bloch também serdo auto-estados de oxy com auto-valores espelho 1 = +i. Desta forma,
teremos duas classes de auto-estados de Bloch rotuladas por +i. Para calcularmos o auto-valor
espelho das fungdes de onda 1, além de aplicarmos as relacdes apresentadas na segdo 1.6.7,
devemos também levar em consideracao se ¥ ¢ uma fungao simétrica (par) ou anti-simétrica
(impar) com relagao a reflexdo oxy, ou no nosso caso, quanto a fazermos +z — —z (r — 7).
Uma funcao de onda par ¢ caracterizada pela relacdo Y p (r) =Y p(7), enquanto para uma funcao

impar teremos Y, (r) = — ;(r), logo:

Wp(r) —i Pp(F) —i (+1) Pi(r) —iPp(r)
Yp() | _ | HiYp@ | _ [ DY) | | +igp()
Wi (r) —i ] (F) —i (=D P; () +i] (1)
Pr(r) +ir () +i (1) ¥y (r) —ir(r)

Utilizando-se essa notagdo, procedemos ao calculo do auto-valor espelho n para os cinco
distintos tipos cristalograficos de nanofitas de PbSe. Para esta tarefa, devemos verificar quais
sdo os orbitais que contribuem significativamente para cada estado, o peso do orbital e qual é
sua paridade: par (simétrico) ou impar (anti-simétrico) com relacdo a operacdo oxy. O céalculo
ab-initio nos fornece que para todos os sistemas analisados, os orbitais predominantes para os
estados de baixa energia correspondem aos orbitais P (Px, Py e P;) e S, tanto do Pb quanto do
Se. Observando-se as figuras 5.10(A-B) verificamos que em relagéo a operaco oy, somente o
orbital P, ¢ anti-simétrico, enquanto os demais orbitais (S, Px e Py) sdo simétricos. Dessa forma,
tomando como exemplo, um estado que seja composto somente pelo orbital P, do atomo de Pb

ou Se (ou ambos) e Spin T, possuira um auto-valor espelho de +i.

DPx Dy

px o= o
P - p:
s )
)
S @

z
X

Figura 5.10: Orbitais S, Px, Py e Pz
sobre os planos XY (A) e XZ (B), de
- .« [ forma a observarmos sua paridade com
relaciio a operagio M (+Z — —Z).

¥
<
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Para o caso de um estado possuir contribui¢des tanto de orbitais simétricos quanto anti-
simétricos, tomamos o peso dos orbitais para o estado em questdo, a fim de saber qual das
paridades predomina e obter o correspondente auto-valor espelho. Abaixo realizamos a
projecao dos auto-valores espelho (n = i) sobre a estrutura de bandas das fitas analisadas,
aonde constatamos para os estados proximos ao nivel de Fermi, uma polariza¢ao com relagao

aos auto-valores ti de oyy. Esse resultado demonstra a protegdo topologica dos estados de

borda das nanofitas de PbSe oriundo de sua simetria cristalina. Essa prote¢ao ¢ similar ao que
ocorre para um isolante topologico (TT), onde os estados de superficie sao helicoidais, ou seja,
apresentam uma polarizagdo entre spin 1 e |, o qual juntamente com a simetria de reversao
temporal, acaba garantindo uma prote¢do topoldgica contra o retroespalhamento dos seus
portadores de carga na superficie do material, uma vez que os tUnicos estados disponiveis para
ser espalhado sdo ortogonais. Nas figuras abaixo, as esferas violetas correspondem ao auto-

valor +i, enquanto as esferas laranjas correspondem ao auto-valor —i.
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Proje¢io dos auto-valores oy, (+i) sobre a estrutura de bandas das nanofitas dos tipos A-E, onde analisamos os

estados provenientes da borda inferior (Figura 5.11) e superior (Figura 5.12) das nanofitas.

Devemos ressaltar, que nas figuras 5.11(A-E), realizamos a projecdo dos auto-valores +i
levando em consideragdo apenas os atomos localizados na metade inferior da nanofita,
enquanto nas figuras 5.12(A-E) consideramos os 4tomos localizados na metade superior. Esta

analise possui o intuito de evidenciar a localizagao espacial dos estados.
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Para as fitas dos tipos A, B, D e E, os estados proximos ao nivel de Fermi sdo degenerados,
desta forma, para cada par degenerado nas figuras 5.11, verificamos que um dos estados
apresenta um auto-valor espelho bem definido (esfera lilas para +i ou esfera laranja para —i),
enquanto seu degenerado apresenta um auto-valor nulo (representado pela pequena esfera
preta), isso ocorre uma vez que os atomos analisados (metade inferior) ndo apresentam
nenhuma contribui¢do para esse estado em questdo, que em conclusdo localiza-se na metade
superior da fita. O inverso ocorre para as figuras 5.12, evidenciando que cada estado do par
degenerado esta localizado em bordas opostas do sistema.

Para a fita do tipo C, ndo ocorre degenerescéncia entre os estados de baixa energia, devido
as suas bordas apresentarem diferentes configuracdes e dispersdes de energia, entretanto, as
figuras 5.11 e 5.12 evidenciam que alguns desses estados apresentam contribui¢ao apenas dos
atomos de uma das metades do sistema, enquanto a contribuicao destes a&tomos para os demais
estados € nula, de forma que eles também correspondem a estados de borda como ocorre nas
fitas dos demais tipos.

Outra forma de visualizarmos essa localizagdo de borda ¢ por meio dos graficos abaixo,
onde apresentamos a contribui¢do (em %) de cada “linha de 4&tomos™ para o estado analisado.
Por meio desta representagdo, visualizamos claramente que cada estado ¢ proveniente de uma
determinada borda da nanofita. Além disso, obtivemos algumas informacdes adicionais, por
exemplo, mesmo que todas as nanofitas analisadas apresentem uma largura equivalente (entre
13-14nm), verificamos que as nanofitas correspondentes ao corte na diregdo [100] (Tipos A, B
e C) apresentam uma maior localizacdo dos seus estados na borda, em detrimento das fitas com
corte na direcdo [110] (Tipos D e E), onde seus estados mesmo estando confinados a uma das
metades do sistema e em maior parte localizados na borda, apresentam um espalhamento
consideravel para o interior da fita.
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Figura 5.13: Grificos da contribuicio das metades inferior e superior da nanofita para o auto-valor de dois auto-
estados degenerados em um determinado ponto-k. Como a fita C ndo apresenta estados degenerados ao nivel de Fermi,
as duas projecdes apresentadas fazem referéncia a dois estados distintos ao nivel de Fermi, sobre o mesmo ponto-k.
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5.2.3 COMPARACAO ENTRE OS DADOS AB-INITIO E OS MODELOS
EFETIVOS

Para comparamos os resultados oriundos dos céalculos de primeiros principios obtidos pelo
VASP, com os fornecidos pelas Hamiltonianas efetivas através do Método dos Invariantes e a
Teoria de Grupos, apresentamos abaixo a estrutura de bandas em torno dos pontos X / X’ para
as nanofitas de PbSe analisadas ao longo deste capitulo. Nos painéis superiores temos os dados

ab-initio, enquanto nos painéis inferiores os dados do modelo.

[ X —=I I« X —=I I' X =TI F;<— X =I" ' X -=I”

Figura 5.14: Comparacéo das estruturas de banda do calculo ab-initio (parte superior) com o modelo efetivo
(parte inferior) das fitas isolantes topolégicas de PbSe dos tipos A, B, C, D e E. O codigo de cores representa
os auto-valores da paridade espelho de oy, onde +i (vermelho) e -i (azul).

Em geral visualizamos uma grande concordancia entre o modelo efetivo e os resultados ab-
initio, entretanto, ocorrem algumas diferengas. Observa-se um gap nos painéis superiores A e B,
que esta ausente no nosso modelo. A abertura do gap ocorre porque a fita no calculo DFT nao ¢
larga o suficiente (~13nm) para eliminar o acoplamento de tunelamento quantico entre os estados
topologicos de bordas opostas. Observamos também nos painéis superiores (A-C), estados
adicionais que cruzam o nivel de Fermi nos resultados ab-initio, os quais sao devido as ligacoes
erraticas (pendentes) nas bordas e que foram desconsideradas em nosso modelo efetivo. Em relagao
as fitas D e E, as discrepancias entre a Hamiltoniana efetiva e os resultados ab-initio sio minimas.
O codigo de cores na figura 5.14 representam os auto-valores da paridade espelho, onde +i
(vermelho) e -i (azul), confirmando que o modelo proposto esta correto, pois existe uma grande

concordancia com os resultados dos calculos de primeiros principios.
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5.3 Conclusao Parcial

Analisamos neste capitulo, os efeitos que diferentes terminacdes das bordas possuem sobre
as propriedades eletronicas e topologicas das nanofitas do semicondutor da familia IV-VI PbSe,
o qual foi 0 nosso escolhido representante TCI bidimensional. Neste material, o par de &tomos
distintos levam a sub-redes distintas a semelhanc¢a do grafeno. Enquanto diferentes cortes do
bulk do grafeno nos fornecem nanofitas Armchair e Zigue-Zague, aqui identificamos cinco
tipos principais de fitas devido a estrutura mais complexa de sua rede FCC.

Em conclusdo, demonstramos que embora a classificagdo topoldgica dos isolantes
permaneca sendo definido como propriedade do bulk do sistema (monocamada), a simetria
reduzida obtida pelas nanofitas e as caracteristicas de suas terminac¢des de borda, desempenham
um papel fundamental nas propriedades dos estados topologicamente protegidos.

Curiosamente, descobrimos uma prote¢do topoldgica adicional introduzida pela chamada
simetria ndo-simorfica sobre as fitas do tipo-E, produzindo cruzamentos protegidos para fitas
de largura arbitraria, o qual estd em contraste com as protegdes topologicas habituais, onde os
gaps somente sdo assintoticamente fechados para amostras grandes o suficiente. Ressaltamos,
que esta adicional prote¢do topologica ndo-simorfica, ndo pdde ser prevista pela classificagao
topologica no bulk, uma vez que o bulk possui simetria simorfica. Também verificamos uma
protecao sobre os cruzamentos que ocorrem na fita do tipo-C, entretanto, esta protecdo ¢
resultante da combinagao de dois fatores: bordas com diferentes terminagdes atdmicas e a
simetria reduzida Cjy. Esses recursos podem permitir com que as propriedades topoldgicas
sejam exploradas em dispositivos TCIs bidimensionais de nano-escala.

Essa investigacdo gerou como fruto a publicacdo de um artigo intitulado: Tepological
nonsymmorphic ribbons out of symmorphic bulk™, possuindo a colaborac¢do dos professores
Gerson Ferreira Junior do Instituto de Fisica da UFU (constru¢cdo das Hamiltonianas efetivas e
aplicagdo da teoria de grupos) e Ernesto Osvaldo Wrasse da Universidade Tecnoldgica Federal

do Parana — UTFPR (célculos de primeiros principios ab-initio).
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Capitulo 6: Empilhamentos de SnTe (TCI 3D)

Como citado no capitulo 4, os semicondutores da familia IV-VI (SnTe, PbSe e PbTe)
suportam o estado TCI 2D**?*, entretanto, desses materiais apenas o SnTe também apresenta o
estado TCI 3D, sendo esse o primeiro material a receber essa classificagio?!?2,

O nosso interesse pelo empilhamento, e que esta configuracao além de possibilitar a
visualizacao dos estados de superficie (devido a interface com o vacuo) topologicamente
protegidos pela simetria cristalina, nos permite transitar de um sistema predominantemente
bidimensional, ou seja, composto por uma inica monocamada (n = 1) em dire¢ao a um sistema
progressivamente tridimensional (n — o0), onde “n” corresponde ao nimero de camadas que
ditam a altura de empilhamento.

Com a andlise dos empilhamentos de SnTe, investigaremos o comportamento de sua
topologia ao longo dessa transi¢do de dimensionalidade. Além disso, analisaremos a variagao
do confinamento quantico em fun¢ao da altura de empilhamento, o qual introduz uma alteragao
no gap de energia bem como na hibridizacdo entre estados provenientes de superficies opostas,
0s quais sdo importantes fatores para sua aplicabilidade tecnoldgica. Relembremos, que os
estados de borda para o sistema 2D (nanofitas), foram analisados brevemente no capitulo 4.

As monocamadas que utilizaremos no empilhamento correspondem a um corte (ou
confinamento) do bulk ao longo da diregdo [001], o qual pode ser visualizado nas figuras 6.1 A
e B, correspondendo a folhas planares infinitas no plano xy cujo sentido de empilhamento
corresponde ao eixo-z. Dessa forma, a 1° ZB 2D do empilhamento de SnTe pode ser obtida por
meio de uma proje¢do bidimensional da 1° ZB 3D do bulk de SnTe, onde os pontos L; e Lz do
bulk sdo projetados sobre o ponto-X do empilhamento, fazendo com que os estados
topologicamente protegidos de superficie ocorram sobre ou nas proximidades desse ponto.

A célula unitaria utilizada para os empilhamentos possui dois atomos (Sn e Te) por camada
e que alternam de posi¢des em relacdo a camada adjacente. Nas figuras 6.1 B e C, ilustramos
respectivamente, a célula unitdria para um empilhamento composto por 3 camadas e a
correspondéncia entre a 1° ZB 3D do Bulk de SnTe com a 1° ZB 2D dos empilhamentos, onde

os pontos de alta simetria de interesse para a analise da estrutura eletronica do empilhamento

sdo os pontos I', X e M.
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Para o estudo dos empilhamentos de SnTe, efetuaremos uma investigacdo tanto por
primeiros principios quanto por teoria de grupos de sua estrutura eletronica, mais precisamente
em torno do ponto-X da ZB. Com o intuito de obtermos uma maior compreensao dos processos
fisicos envolvidos, construiremos modelos de baixa energia por meio do método dos invariantes
juntamente com os dados extraidos da analise DFT.

Como vimos para as nanofitas de PbSe, o ponto-X pertence ao grupo pontual D2n. Para a
constru¢do das Hamiltonianas efetivas, exigiremos com que H(k) comute com as
representacdes dos elementos de simetria do grupo D2n e com a simetria de reversdo temporal
(TRS), de forma a obtermos qual de seus elementos deve ser finito. Nesse processo, tomaremos
os orbitais predominantes das bandas de valéncia e condugao dos empilhamentos para constituir
o0s nossos estados de base, a partir do qual encontraremos por inspe¢ao a representacao matricial
das operagdes de simetria que deixam o ponto-X invariante e consequentemente quais IRREPs

da Tabela de Caracteres do grupo-simples D2n representam os estados de base.

C KJ.JZ‘

Figura 6.1: (A) Ilustracio demonstrando que um empilhamento de monocamadas (001) de SnTe, pode ser obtido ao
confinarmos o Bulk ao longo do eixo-z. A;, A, e Az siio os vetores primitivos do bulk e juntamente com as linhas
tracejadas temos a célula unitiaria do Bulk. (B) Célula unitiaria para um empilhamento composto por 3 camadas,
destacando o sistema de coordenadas. (C) 1° ZB 3D do Bulk de SnTe e sua projecio em 2D (regidio sombreada) que
corresponde a 1° ZB para a monocamada e os empilhamentos de SnTe (obtida ao confinarmos o bulk ao longo do eixo-
z). Observe que o ponto de alta simetria X do empilhamento € obtido através da projecao dos pontos L; e L2 do bulk.
Sobre a projecio em 2D, temos os pontos de alta simetria de interesse (I', X e M), em torno dos quais calcularemos a
estrutura de bandas do empilhamento.

Uma importante informagdo que deve ser ressaltada com relagdo ao empilhamento de
monocamadas (001) de SnTe, e que de forma similar ao que ocorre para as nano-fitas de PbSe
dos tipos D e E descritas no capitulo 5. Dependendo da altura de empilhamento, ou seja, o
numero n de camadas utilizadas, o empilhamento pode ser classificado como pertencente a um
grupo espacial de simetria simdrfica ou ndo-simorfica, ocorrendo respectivamente quando 7 for

impar ou par, como ilustrado na figura 6.2.
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O empilhamento composto por um numero impar de camadas pertence ao grupo espacial
Dan, 0 qual é composto pelos seguintes elementos de simetria: Dan = {E, 2C,4, C,, 2C5, 2C5, I,
2S,, on, 20y, 204}, este grupo ¢ classificado como simorfico uma vez que nenhuma de suas
operacdes de simetria necessitam de uma translagdo adicional para manter a rede invariante
apods a sua aplicacdo. Entretanto, o empilhamento composto por um nimero par de camadas
pertence ao grupo espacial Dans), onde o subscrito NS vem de nao-simoérfico. No grupo
Danns), 0s elementos de simetria sao 0os mesmos que no subjacente grupo D4n simorfico, no
entanto alguns desses elementos devem ser complementados por uma translagao ndo-primitiva
a fim de manter a rede invariante, em nosso caso equivalente a metade do parametro de rede do
bulk 3D (y = a/2) ao longo da diregdo (x + y)/v2. Os elementos de simetria desse grupo sdo
representados da seguinte maneira: Danvs) = {E°, 2C,°, C,°, 2Ch% 2CY% 1%, 2S,% ok, 26,°,
264°1}; onde o subscrito-0 informa que a operagdo ndo é complementada por nenhuma
translacdo, enquanto o subscrito-y informa que a operacdo deve ser complementada pela

translagdo y.

simorfico (n = 15)

nao-simorfico (n =4)

On

Figura 6.2: Ilustracio da
simetria o (oxy) sobre um
empilhamento simorfico
composto por um nimero
impar de camadas, e da
simetria 6’,5 sobre um
empilhamento nio-simérfico
composto por um nimero par
de camadas.
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6.1: Analise por Primeiros Principios

Para a andlise da estrutura eletronica dos empilhamentos de SnTe, obtivemos a estrutura
de bandas variando-se o nimero de camadas de » = 1 (monocamada) até o maior valor possivel
(n = 60), dentro do limite computacional disponivel através de calculos de primeiros principios.
Devemos enfatizar, que diferentemente ao que ocorre para o bulk e a monocamada, que
apresentam um unico parametro de rede que otimiza o sistema, ou seja, que nos fornece a
estrutura mais estavel energeticamente. Para os empilhamentos devemos obter este parametro
para cada altura de empilhamento, a fim de garantirmos que a simula¢do nos forneca resultados
que sejam até certo ponto realistas e possam vir a serem verificados experimentalmente. Os
empilhamentos foram totalmente relaxados, mantendo-se a restricdo de que o parametro no
plano-xy e a distancia vertical inter-camada sejam exatamente os mesmos. Nas figuras 6.3 A e
B apresentamos esse calculo para duas alturas de empilhamento (n =2 e n =7), e na figura C

reunimos os resultados para todas as alturas analisadas.
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Figura 6.3: Calculo do parimetro de rede que minimiza a energia para os empilhamentos n2 (A) e n7 (B). (C) Grafico
do parimetro de rede em fun¢io do nimero de camadas do empilhamento.

Observando o grafico da figura 6.3(C), verificamos que para n = 1 o parametro de rede
corresponde obviamente ao pardmetro da monocamada (6.19A), entretanto a medida que
aumentamos a altura de empilhamento esse pardmetro tende rapidamente ao do bulk (6.40A).
Com base nesse resultado, decidimos otimizar o parametro de rede até a altura de 20 camadas,
uma vez que a partir desse valor a diferenca entre o parametro otimizado e a do bulk passa a
ser desprezivel. Dessa forma, para empilhamentos com n > 20, o parametro do bulk foi tomado
como padrao. Esta atitude se fez necessaria, uma vez que otimizar sistemas maiores demandaria
um elevado custo computacional para a obten¢do de um resultado equivalente.

Apos esta etapa, procedemos ao calculo das estruturas de bandas para as diversas alturas
de empilhamento (variando de 1 até 60 camadas), para o percurso I'-X-M ilustrado na figura
6.1C. As estruturas de bandas foram obtidas com a inclusdo do acoplamento SO, com o intuito
de verificarmos os estados de superficie topologicamente protegidos e que sdo previstos para

ocorrer no regime nao-trivial TCI 3D. As bandas encontram-se na figura 6.4.
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Figura 6.4: Estrutura de bandas com o acoplamento SO para empilhamentos compostos por um nimero impar
(superior) e par (inferior) de camadas, os quais possuem respectivamente simetria simorfica e nao-simorfica.

Agrupamos as estruturas de bandas acima em duas classes, referentes ao grupo de simetria
em que o correspondente empilhamento esta classificado, ou seja, foram agrupados em
empilhamento-impar de simetria simorfica e empilhamento-par de simetria ndo-simorfica. Tal

divisdo se justica, em virtude de ambos os empilhamentos apresentarem diferencas em relagao
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a sua dispersdo de energia (pelo menos no limite de poucas camadas como pode ser observado
acima) e o agrupamento possibilitar uma comparagao visual das duas classes.

A figura 6.4 nos permite constatar que nos empilhamentos de SnTe, de forma similar as
nanofitas de PbSe dos Tipos D e E analisadas no capitulo 5, uma das consequéncias da simetria
nao-simorfica € a produgdo de degenerescéncia extra com relagdo ao grupo pontual subjacente.
Tal comportamento presente nas estruturas de bandas acima, sera explicado por meio da teoria
de grupos na segdo 6.2, onde através da tabela de caracteres dos grupos-duplos Dzn € D2n(ns)
dos empilhamentos simorfico e ndo-simorfico respectivamente, em relacdo ao ponto-X,
verificaremos que no empilhamento nao-simoérfico, somente sdo permitidas IRREPs de ordem
4, enquanto que no simorfico apenas IRREPs de ordem 2. Dessa forma, sobre o ponto-X do
empilhamento-impar sdo permitidas apenas degenerescéncias duplas e consequentemente
somente poderd ocorrer a degenerescéncia devido ao acoplamento SO, em contrapartida, no
empilhamento-par ocorreram degenerescéncias quadruplas, de forma que sempre observaremos
dois pares de estados degenerados se cruzando.

Além das degenerescéncias sobre o ponto-X, o agrupamento dos empilhamentos nos dois
distintos grupos espaciais, evidencia que os empilhamentos-impares apresentam um gap de
energia mais elevado em comparagdo aos pares, pelo menos até a largura de 20 camadas, a
partir do qual a magnitude do gap e a dispersao de energia de ambos passam a ser similares.
Esse comportamento do gap ¢ melhor visualizado através dos graficos abaixo, onde
investigamos o gap total (AE) da estrutura de bandas e o gap sobre o ponto-X (AEx) em funcao

da altura n de empilhamento.
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Figura 6.5: Graficos comparando na estrutura de bandas dos empilhamentos simérfico e ndo-simoérfico, o gap de
energia total (A), o gap sobre o ponto-X (B) e a diferenca do Orbital P do S nas bandas de conducio e valéncia (C).

Observando-se as figuras 6.5 A e B, constatamos mais facilmente dois comportamentros
irregulares do gap de energia para n =3 e n = 11 nos empilhamentos simorficos, os quais podem
estar associados a uma transi¢do de fase. Essa suspeita nos motivou a investigar os orbitais em
funcdo da altura de empilhamento sobre o ponto-X, uma vez que os materiais topologicos

apresentam uma inversao do carater de suas bandas ao nivel de Fermi sobre um determinado
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TRIM da 1° ZB. Como verificado no capitulo 4, o estado trivial tanto da monocamada quanto
do bulk de SnTe (ambos de simetria simorfica) sdo caracterizados pela predominancia do orbital
P do 4tomo de Sn na banda de condugdo, o qual rotulamos de estado ¢_.

Por este motivo analisamos na figura 6.5C a variacao da magnitude desse estado, ou mais
precisamente a quantidade AP = (@Ctondusio — pValénciay gohre o ponto-X, de forma que AP > 0
caracterize um estado trivial enquanto AP < 0 um estado topoldgico (ndo-trivial). Esta analise
reforca a conclusdo de que nos empilhamentos-impares existem dois comportamentos
irregulares do gap de energia acompanhados de inversdes abruptas do carater das suas bandas,
0s quais associamos a uma transicao de fase topologica, ocorrendo justamente nos intervalos
de 1—3 camadas e 10— 13 camadas, neste ultimo o ponto de inversao ocorre para n =11 sendo
acompanhado por um cruzamento sem gap entre as bandas de conducao e valéncia (figura 6.4).
Em contrapartida, com relagdo aos empilhamentos-pares, em nenhum momento verificamos
esse comportamento, ao invés disso ¢ observado uma inversdo lenta e gradual (suave) da
quantidade AP, cujo ponto de inversdo ocorre em torno de n = 15 a medida que o gap de energia
¢ fechado assintoticamente com o aumento da altura de empilhamento.

Tais inversdes podem ser visualizadas em maiores detalhes, bem como sua evolucdo a
medida que o empilhamento ¢ aumentado, através da projecao dos estados ¢, = Orbital P (Te) +
Orbital S (Sn) e ¢_ = Orbital P (Sn) + Orbital S (7e) sobre as estruturas de bandas, tal como foi
feito para o bulk e a monocamada nas figuras 4.5 e 4.9. Esta andlise est4 presente na figura 6.6
da pagina seguinte, reforcando a conclusdo de que existem transi¢des de fase nos
empilhamentos simorficos acompanhadas de inversdes abruptas tanto do gap de energia quanto
do carater dos orbitais, enquanto para os empilhamentos ndo-simoérficos nenhuma transicao de
fase ¢ aparente. Esta analise nos forneceu a seguinte conclusdo preliminar.

Com relagdo ao empilhamento-impar, sabemos que a monocamada (n = 1) apresenta uma
ordenacao invertida das bandas estando no estado TCI 2D (AP < 0). A medida que » aumenta
o sistema deixa de ser predominantemente bidimensional e promove uma hibridizagao entre as
superficies, desta forma o gap abre devido a uma transi¢do de fase gerando uma ordenagdo
normal das bandas a partir de n = 3 e caracterizando o estado trivial (AP > 0). Entretanto, a
medida que a altura de empilhamento continua a aumentar, as caracteristicas do sistema tendem
a do bulk (n — =), fazendo com que o gap feche e uma inversdo ocorra em n = 11, indicando
a segunda transi¢do de fase, de forma que para n > 11 o sistema se encontra no regime nao-
trivial TCI 3D com AP < 0. Quanto ao empilhamento-par temos um comportamento distinto, a
simetria ndo-simorfica evita uma separagao entre os cruzamentos sobre o ponto-X de forma a
garantir a degenerescéncia quadrupla. Esse comportamento faz com que o gap total AE, o gap
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sobre o ponto-X AEy e as projecdes AP apresentem suaves comportamentos monotonicos e
assintoticos, aparentemente evitando uma transicdo de fase. Esta discussdo sera retomada na
secdo 6.2.3, onde utilizaremos modelos efetivos a fim de obtermos uma melhor compreensao

dos distintos comportamentos apresentados pelos empilhamentos par e impar.
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Figura 6.6: Cariteres das bandas no limite de baixa energia para os empilhamentos simérficos
(superior) e nao-simorficos (inferior). As esferas em azul e vermelho correspondem respectivamente
a magnitude da projeciio dos estados @, e ¢ _.
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6.1.1 ANALISE DOS ESTADOS DE SUPERFICIE TOPOLOGICAMENTE
PROTEGIDOS

Na interface de um material topologico 3D com algum isolante trivial, deve ocorrer o
aparecimento dos estados de superficie topologicamente protegidos pela simetria do sistema. A
fim de verificarmos se os estados que se cruzam ao nivel de Fermi nas estruturas de bandas das
figuras 6.4 ¢ 6.6, realmente correspondem a estados de superficie, realizamos a analise ilustrada
na figura abaixo, o qual corresponde a uma projecao sobre a estrutura de bandas da contribui¢cdo
que uma das superficies do empilhamento tem sobre os estados. Tomamos para analise a
superficie inferior de dois empilhamentos compostos por um grande numero de camadas (n =
59 e n = 60) e consideramos sua superficie como sendo as dez primeiras monocamadas, uma
vez que verificamos que os estados de superficie ndo se limitam somente a camada mais
externa, apresentando também uma contribui¢do cada vez menor de camadas mais internas, ou
seja, uma certa penetragdo para o interior da rede.

Estados de Superficie (10 Camadas iniciais) Estados de Superficie (10 Camadas iniciais)

SEM SO COM SO SEM SO COM sO

E(eV)
E(eV)

X 2 03
[ — X — M

.. 03
(2n/Param.)

.2 0.3
(2n/Param.)

n59 (Simarfico)
n60 (nao-Simorfico)

X 3T 03
I — X — M

Figura 6.7: Projecio dos estados localizados na borda inferior (10 primeiras camadas) para um empilhamento
Simérfico (esquerda) e para um empilhamento nao-Simorfico (direita).

Nestas projecdes, as esferas azuis maiores (mais intensas) caracterizam os estados que se
localizam preferencialmente sobre a superficie inferior do empilhamento (ou seja, sdo estados
de superficie). Estes estados sdo duplamente degenerados quando incluimos o acoplamento
spin-Orbita no célculo, entretanto o seu par se encontra localizado sobre a superficie oposta do
empilhamento (superior), o qual é evidenciado pelos pequenos pontos pretos na figura, os quais
indicam que a contribuicdo da superficie inferior para este estado ¢ nula. Em contrapartida, os
estados caracterizados pelos pontos azuis menos intensos sdo estados que apresentam uma

contribuicdo predominante dos atomos localizados no interior da amostra, os quais sdo
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classificados como estados de bulk, sendo similares aos estados que existiriam caso a interface
do sistema com o vacuo fosse eliminada.

Observando-se a figura 6.7, verificamos como esperado para um material topoldgico, que
os estados de superficie do tipo de Dirac somente ocorrem quando inserimos o acoplamento SO
no célculo, entretanto, constatamos que estes estados deixam de ser predominantes de superficie
nas proximidades do ponto-X, devido ao fato de que nesta regido os estados de superficie ficam
muito proximos aos estados de bulk, com os quais interagem gerando o seu espalhamento na
rede cristalina. Observamos também que independente da inclusao ou nao do acoplamento SO,
o sistema apresenta um inerente estado de superficie (trivial) abaixo do nivel de Fermi, que
desaparece (torna-se de bulk) a medida que nos aproximamos de X.

De forma similar ao que ocorre para os Isolantes Topologicos (TI), para grandes valores
de n temos que os empilhamentos das monocamadas (001) de SnTe, apresentam um cruzamento
de Dirac (na dire¢ao I'-X) composto por estados de superficie spin polarizados, sendo este par
de estados provenientes de uma das superficie do empilhamento e degenerados em energia com
outro par proveniente da superficie oposta, porém possuindo uma polarizagdo invertida de spin,
ou seja, sdo helicoidais. A helicidade destes estados garante a sua protecao topologica ao evitar
o retroespalhamento de um portador de carga, além de ser de crucial importancia para que esse
material possua aplicagcdes em spintronica € computagdo quantica.

A polarizagao de spin esta ilustrada na figura 6.8(C), onde analisamos tal como na figura
6.7 os estados presentes na superficie inferior do empilhamento. Como esperado a componente
de spin verificada € a Sy, uma vez que o caminho I'-X esta ao longo do eixo-kx do espago
reciproco. Além da textura de spin, apresentamos nas figuras 6.8 A e B um plot 3D também
obtido por primeiros principios, dos estados proximos ao nivel de Fermi na regido em torno do
crossing, respectivamente para os empilhamento n39 (simoérfico) e n40 (ndo-simorfico),
seguido de um mapa que mostra a orientacdo do spin no plano kiky das bandas de valéncia

(azul) e conducao (laranja).
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Figura 6.8: Plot 3D da estrutura de bandas no limite de baixa energia, seguido da orientacio do spin nas bandas de
Valéncia e Conduciio para um empilhamento Simérfico (A) e um empilhamento ndo-Simérfico (B). (C) Projecao da
Textura de Spin (Sy) para os empilhamentos Simérfico (n59) e nao-Simérfico (n60). As esferas em vermelho e em
azul correspondem respectivamente as componentes up 1 e down | do spin.

6.2: Analise e Modelo por Teoria de Grupos

Através da andlise por primeiros principios que realizamos nas se¢des anteriores,
verificamos que para n grande, cada superficie apresenta um par de bandas de Dirac que
caracterizam o regime nao-trivial TCI 3D, com as diferencas entre » impar e n par sendo
pequenas. No entanto, a medida que n ¢ reduzido, efeitos de tamanho finito sdo notados e
surgem distintamente para cada caso, produzindo diferentes dispersdes de energia. Estes
diferentes comportamentos, promovem uma variacdo ndo-monotdnica do gap com a altura de
empilhamento, o qual nunca foi explicado na literatura até entao.

Na literatura, encontra-se um maior numero de trabalhos analisando o empilhamento
simorfico?*”>7%"7 das monocamadas de SnTe (001) em detrimento do empilhamento nio-
simérfico’’. Este contraste se deve tanto ao fato, da andlise tedrica de um empilhamento nio-
simorfico ser mais complexa do que o sistema simorfico, e de que as diferencas entre n-par e
n-impar ndo sdo facilmente perceptiveis quando tomamos um grande niumero de camadas,
sendo este normalmente o limite adotado nos calculos computacionais para a obtengao de
estados de superficie bem definidos.

A fim de obtermos uma melhor compreensao dos diferentes comportamentos apresentados
pelos sistemas simoérfico e nao-simorfico, desenvolveremos modelos de baixa energia, onde
comegaremos por definir uma base formada pelos estados de superficie a partir do limite semi-
infinito, ou seja, tomando-se » muito grande, de forma que qualquer interacao (hibridizagao)
entre estados provenientes de superficies opostas seja suprimida. Nesse limite, as operagdes de
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simetria do grupo pontual Dzn do ponto-X e que conectam superficies opostas {Cyy, Cay, I oyy
podem ser ignoradas, de forma que a andlise do ponto-X no empilhamento semi-infinito
obedecera ao grupo espacial simodrfico Cav = {E, C,7, oxz, o0yz} independentemente se ele ¢
composto por um nimero par ou impar de camadas, visto que todas as simetrias ndo-simorficas

{cX , ct

2% C2y IX, Gﬁy} do empilhamento-par sdo naturalmente removidas.

Para todos os casos, consideraremos as fun¢des de onda em torno do ponto-X e que
formaram nossa base para serem compostas pelos orbitais Px e P, dos 4&tomos de Sn e Te, tal
como obtido dos calculos de primeiros principios. Apds obtermos as representagdes matriciais
dos elementos de simetria que garantem a invaridncia do ponto-X em relacdo a base adotada,
prosseguiremos construindo modelos de baixa energia para uma melhor compreensdao dos
fendmenos fisicos envolvidos na estrutura eletronica dos empilhamentos de SnTe. Para esta

tarefa serdo obtidas Hamiltonianas efetivas H que descrevem os estados de superficie por meio

do método dos invariantes, seguindo o mesmo procedimento efetuado para a analise das
nanofitas de PbSe no capitulo 5. Inicialmente iremos tomar H(k) = il:OZ]l-:O Q;; k,l;k)];; ao

impormos que H(k) comute com as representagdes matriciais de todos os elementos de simetria
que mantém o ponto-X invariante, bem como com a simetria TRS, definimos os vinculos que
irdo ditar a forma final da Hamiltoniana.

De posse do modelo no limite semi-infinito, permitiremos com que as solugdes de uma
superficie hibridizem com as da superficie oposta para os empilhamentos finitos simoérfico e
nao-simorfico. Tal andlise nos permitira entender, como ocorre a hibridizacao entre estados de
superficies opostas quando o nimero n de camadas ¢ reduzido, e consequentemente as

diferentes dispersdes de energia apresentadas por ambos os empilhamentos.

6.2.1 CONSTRUCAO DA BASE

Seguindo um procedimento similar ao que realizamos para as nanofitas de PbSe,
comecaremos extraindo dos resultados da DFT os orbitais que contribuem predominantemente
para os estados ao nivel de Fermi (Bandas de valéncia e conducdo) sobre o ponto-X, em um
empilhamento de SnTe para o calculo sem a inclusdo do acoplamento SO. Tomaremos para
analise um empilhamento composto por um grande niimero » de camadas, a fim de obtermos
uma base que represente o sistema semi-infinito.

Analisando os dados de primeiros principios para um empilhamento-impar de 59 camadas
e um empilhamento-par de 60 camadas, sem o acoplamento SO, obtivemos em ambos 0s casos

que os estados ao nivel de Fermi possuem uma contribuicao predominante dos orbitais Px e P,
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do atomo de Te para a banda de valéncia e do &tomo de Sn para a banda de condu¢do. Na banda
de valéncia, verificamos que os orbitais Py se encontram distribuidos sobre as laterais da célula
unitaria utilizada, enquanto o orbital P, se encontra ao centro. Para a banda de condugao, esta
distribuicao dos orbitais simplesmente se inverte. Além disso, para obtermos o ordenamento
correto dos orbitais sobre a rede do empilhamento, devemos aplicar a periodicidade de Bloch.
A fase de Bloch em relagio ao ponto-X é obtida por meio da expressio /= exp(iX.F) onde X =
m™/2/a(1,0,0). Um determinado orbital apresentara um deslocamento na rede dado por ¥ =
a/\2(1,0,0) ou ¥ = a/+/2(0,1,0), o qual nos fornece as fases de f'=-1 e /= +1, respectivamente.

Dessa forma, os orbitais serdo periddicos na dire¢do-y e anti-periddicos na dire¢do-x, conforme

ilustrado na figura 6.9.

Figura 6.9: Arranjo dos orbitais Px
e Pz dos atomos de Sn e Te na rede
dos empilhamentos de SnTe
compostos por um grande niimero
de camadas. A rotulacio A1/B1 de
cada arranjo faz referéncia a qual
IRREP do grupo C:v eles estio
classificados. O  sistema de
coordenadas esta indicado na
ultima figura a direita.

6.2.2 EMPILHAMENTO SEMI-INFINITO

Os dois arranjos de orbitais obtidos acima, irdo compor os nossos estados de base para a
analise do sistema semi-infinito, eles foram rotulados por A; e B: de forma a indicar a qual
IRREP do grupo Cay eles pertencem. Esta classificacdo pode ser obtida ao analisarmos a a¢do
que as operagdes de simetria do grupo Czv possuem sobre os estados de base, a partir do qual
deduziremos a respectiva representacdo matricial dessas operacdes para a base em questdo, e
por meio de seus caracteres (tragcos) verificamos a IRREP correspondente na tabela de
caracteres do grupo Cav (Tabela 5.2 da secdo 5.1.2). Abaixo realizamos essa analise:

B(5) = (81): Caa (51) = (1) o (2) = (31) @ o (3) = (5
Onde obtemos as seguintes representacgoes:
E=10;Cy =704, =79 € Oyz = Tz
Bem como os respectivos caracteres relacionados aos estados de base A; e Bi.
Yapy ={LL1L1} e vy, ={1,-1,1,—-1}.

Por meio dessa base, as operagdes de simetria do grupo Cay com a inclusdo do grau de

liberdade de spin, tomam a forma: E=17y® (6,); Cp, =7, (i0,); Ox, =79 & (—ioy);

Autor: Augusto de Lelis Aratijo — Universidade Federal de Uberlandia/MG



Tese: Isolantes topolégicos protegidos por simetria cristalina 117

oy, =1, ® (—ic,). Onde, 7; (i =0, 1, 2 e 3) sdo as matrizes SU(2) que atuam estados de base Ai
e By, enquanto o; (j = 0, X, y, z) sdo as matrizes SU(2) de spin. Dessa forma, rotularemos os
auto-estados com spin para nossa base como {|A;, T); |Aq,1); |B1, T);|B1, 1)}. Até a ordem linear

em Kk ¢ ky, a Hamiltoniana efetiva que comuta com as representagdes matriciais das operagoes

de simetria do grupo Czv, além da simetria de reversao temporal © = ity ® (oK, ¢ dada por:

+Ay 0 0 +A; 0  +ia, +iy O 0 +4+a, +y, O

[ 0o +a, -A, 0 —ia, 0 0 +iy ta, 0 0 -y
e e T A G T I T Ll IR S B A

+A1 0 0 _A() 0 —1Yx _iﬁx 0 0 _Yy +By 0

Ou em uma notagao reduzida:

+A, ia.k_  iy.k_ A
| —iaky  +A, A iy.k,
Hol) =\ _iy k,  —p,  -B, iB.k.

A, —iy.k. —iB.k, —A,

Onde ky = (ky, tik,). Os coeficientes @ = (ay, @y) € B = (B, By) estdo no plano (o, €
o,) SOCs os quais definem a velocidade de Fermi anisotropica perto de k = 0 para os cones
de Dirac nas energias E = ey + V(A% + A%), enquanto ¥ = (¥4, Yy) € um o, SOC fora do plano,
o qual acopla estados com 0 mesmo spin para k-finito.

Ao ajustarmos esta Hamiltoniana aos dados do DFT para um grande empilhamento
(n =159 ou 60), obtemos os seguintes parametros de fit: e; = 0.0065eV, A, =0.043eV, A; =
0, a, = 1.6eVA, o, = 3.3¢VA, B, = 1.3¢VA, B, = 2.0eVA, v, = 04eVA ¢y, = 1.5¢VA. A

estrutura de bandas resultante para a dire¢do I'-X-M € mostrada na figura 6.10A, enquanto na
figura 6.10B temos a dispersao obtida pela DFT. Para k pequeno perto do ponto-X, verificamos
uma grande concordancia entre o modelo efetivo e o célculo de primeiros principios, enquanto
que para k grande, termos parabolicos sdo necessarios para melhorar o resultado.
Particularmente, ao longo da direcdo X-M, um ramo entra rapidamente na banda de condugao

e pode ser ignorado, uma vez que nao consideramos o acoplamento com os estados de bulk no

modelo.
Modelo Efetivo Primeiros Principios
T S °
% 90 A / B '::?'- >
E‘j’ 60 / . .':; ::: o | Figura 6.10: (A) Modelo efetivo para um empilhamento
: . s semi-infinito ajustado para (B) os dados DFT para um
30 % empilhamento de n = 60 camadas. Ao longo da direcio
'-’ I'-X, temos que o auto-valor espelho oxz ==i (linha sélida
¢ ‘ %o, para +i e linha tracejada para -i) e o spin Sy (linha verde
~30 %o, para Sy T e linha para Sy |) sio equivalentes.
‘ Por outro lado, ao longo da direcio X-M, apenas o auto-
—60 Soo valor espelho oy; = +i € um bom numero quéntico,
~90 o o Be enquanto a projecio do spin Sy{f, |} € rotulado pelo
0 e’ o gradiente de cor (do verde ao ).
e X ->MTI« X -—M
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Ao longo da direcdo I'-X a simetria oy, € preservada, permitindo-nos rotular os estados
com os auto-valores (+i) de oxz, como ilustrado na figura 6.10A onde a linha s6lida representa
o0 auto-valor +i e a linha tracejada -i. Uma vez que esta simetria comuta com a proje¢ao de spin

ao longo da diregdo-y [0y, 6y] = 0 € 6, também comuta com a Hamiltoniana do modelo semi-
infinito [Hoo, Gy] = (, temos que ambos sdo equivalentes e constituem bons nimeros quanticos.

Dessa forma, a cor verde ilustra a componente up 1 enquanto a cor a componente
down | do spin Sy. Ao longo da diregdo X-M, a simetria 6, quem € preservada, entretanto,
mesmo que [0y, 6x] = 0 temos que [Hy, 0x] # 0, de forma que o spin ao longo da dire¢do-x
ndo ¢ um bom nimero quantico. Consequentemente, na dire¢do X-M os auto-estados podem
ser rotulados apenas com os auto-valores (+i) de oyz, enquanto a projecdo do spin ao longo da
dire¢do-x se mostra misturada (coédigo de cor), principalmente no anti-cruzamento induzido
pelo termo y,,.

A concordancia entre as duas metodologias ¢ refor¢ada ainda mais, ao compararmos além
da dispersdo de energia, as projecdes dos auto-valores +i e das componentes de spin, o qual se

encontram nas figuras 6.8C ¢ 6.10 (A e B).

6.2.3 EMPILHAMENTOS FINITOS

Os grupos espaciais do empilhamento simérfico D2n € ndo-simorfico Danvs) compartilham
o grupo Cazv como um subgrupo em comum. Portanto, para modelarmos os empilhamentos
finitos, consideraremos inicialmente que os estados provenientes das superficies superior-t (top)
e inferior-b (bottom) sdo dados aproximadamente pelas solu¢des semi-infinitas obtidas acima
(como ilustrado na figura 6.10A). Nossa base sera entdo composta e rotulada pelos estados:

{|AY, 1); |AS, 1); |BE, 1); |BE, 1); |A, 1); |AS, L), | B2, 1); B2, L)}

Superficie Superior Superficie Inferior

A AT Al B Alh,l A‘haT
A

Blb,l Blb,T Figura 6.11: Ilustracdo da dispersio de energia
para os estados da superficie superior (A) e da
superficie inferior (B) em torno do ponto-X. As
<= > linhas sélidas e tracejadas referem-se
Ce- X —I respectivamente aos auto-valores +i e -i da
operacio espelho o,,, ou equivalentemente as
componentes up 1 e down | do spin Sy. Os kets
indicam a base usada para expandir a
Hamiltoniana.
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Introduziremos agora, as matrizes SU(2): sy = 0, € s; = 0, que irdo atuar no subespago
composto pelos estados de base provenientes das superficies superior e inferior. A matriz s,
nao conecta as superficies, acdo que fica a cargo da matriz s;. Dessa forma, as representagdes
matriciais das operagdes de simetria do grupo Czv nessa base, assumem a seguinte forma:

E=5Q 7 (0,); Coz =507, & (i6,); oxz =50 @ To @ (—iﬁy); Oyz = So & 7, ® (—io,)
Empilhamento Simoérfico:

Para o empilhamento-impar de simetria simorfica, a operagdao de inversao promove as
seguintes transformacdes sobre os estados de base: inversdo das superficies superior/inferior,
inversdo de k, no espago reciproco (k, — —k,) e ndo-inversdo da componente S,, do spin, de
modo que teremos: |A},T) & |AZ,T); |AL, L) & |AD,L); |BE, 1) & |BP,T); |BS, L) & |B2, 1), dessa
forma obtemos a seguinte representagdo para a operagdo de inversdo I =s; ® 79 ® (0,). As
representacdes matriciais das demais operagoes de simetria que conectam as superficies, podem
ser obtidas por meio das seguintes relagdes: 6y = I.Cy5, Cox = L.y, € Cyy = Loy,

Em relagdo ao grupo-simples D2n, os tragos das matrizes de representagdo para os
elementos de simetria sem incluir o grau de liberdade de spin, nos fornece o seguinte conjunto
de caracteres y = {4, 0, 0, 0, 0, 0, 4, 0}, o qual nos diz que os estados de base adotados
correspondem a uma soma de IRREPs unidimensionais (A;@DB2:PB1.PBsy). Quanto ao grupo-
duplo D2i, os tracos das matrizes de representagdo para cada uma das classes, fornece os
caracteres y= {8, -8,0,0, 0,0, 0, 0, 0, 0}, correspondendo a uma soma de IRREPs bidimensionais
(S1BS:1PS:PS:) do grupo-duplo, equivalente ao produto direto entre a correspondente IRREP
unidimensional do grupo-simples com a IRREP de spin, ou seja, D1,2.Q(A;DB2,PDB1.DBsu).
Abaixo temos a tabela do grupo-duplo D2n, onde operacdes com e sem barra referem-se
respectivamente a rotacdes de 2m e 4mw no espago de spin. As oito primeiras IRREPS sao

oriundas do grupo-simples, enquanto as duas ultimas do grupo-duplo.

Dzn E E Czz Czy Czx 5 i Oxy Oxz Oyz
Grupo Duplo Czz Cay Cax Oxy Oxz Oyz
Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Blg 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
By 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
B3g 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Ay 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
B,y 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
By, 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1
By, 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1
S1=Dip 2 -2 0 0 0 2 -2 0 0 0
Sz 2 -2 0 0 0 -2 2 0 0 0

Tabela 6.1: Tabela de Caracteres para o grupo-duplo Dzi. As oito primeiras IRREPS sdo referentes ao grupo-simples,
enquanto Si e Sz fazem referéncia ao grupo-duplo.
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Empilhamento Nao-Simorfico:

Em contraste, para o empilhamento-par de simetria nao-simorfica, devido a translacao nao-
primitiva y, a opera¢ao de inversdo IX promovera a modificagdo da IRREP que classifica o
estado, conforme ilustrado na figura 6.12, de modo que teremos |AY,T) < |B2,1);
|AL, L) & |BY,1); |AZ, 1) & |BE,1); |AR, 1) & |BE, 1), logo sua representacdo matricial serd dada por
X=5®1, ®(c,). As demais operagdes ndo-simorficas sdo obtidas por meio das relagdes:

X _ X _ X _
Oxy = 1X.Cqq, G5 = Koy € Coy = IX. 64,.

AI(;)

Figura 6.12: Efeito da operagio de inversio nao-simérfica IX sobre os estados de base A1 e B1. IX além
de inverter as superficies superior e inferior, promove uma modificacio da IRREP do grupo Czv, como
uma consequéncia da translacio niao-primitiva x.

De forma similar a fita-E, a multiplicacdo dos elementos de simetria que garantem a
invariancia do ponto-X analisado, fornece uma tabela de multiplicagdo infinita (tabela do grupo
espacial G), de forma que devemos trabalhar com o correspondente grupo fator G/T, composto
pelo seguinte conjunto expandido de operacdes de simetria: {E®; E2X; C9,; C?Z(; CXs C%; CX
C;’g; 1X; 13%; o%y; G%; 0%y G)Zé; 0Y7; G%}. As representacdes dos elementos de simetria,
caracterizados pelas translacdes de 2y e 3y, sdo idénticas a das operagdes com Oy e 1y

respectivamente, com excecdo que deveram ser multiplicadas pela fase de Bloch

correspondente ao deslocamento de 2y que as separam, ou seja, f = exp(i )_().7) =-1.
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Obtencao da Tabela de Caracteres para o Empilhamento nao-simorfico

O empilhamento composto por um nimero par de camadas de SnTe ¢ classificado em um
grupo de simetria ndo-simorfica, o Danns). Como argumentamos na analise das fitas de PbSe
do tipo-E, as tabelas de caracteres dos grupos pontuais ndo-simérficos ndo se encontram
devidamente tabeladas, de forma que teremos que encontrar a tabela correspondente ao grupo-
simples Danns) do empilhamento-par sobre o ponto-X, por comparagdo com um dos 32 grupos
pontuais simérficos que apresente uma isomorfica tabela de multiplicacdo.

De forma similar a fita-E, a multiplicagdo dos elementos de simetria que garantem a
invariancia do ponto-X analisado, fornece uma tabela de multiplica¢do infinita (tabela do grupo
espacial G), de forma que devemos trabalhar com o correspondente grupo fator G/T. Abaixo
segue o conjunto expandido de operacdes de simetria (escritos na notagdo de Seitz), os quais

sdo os elementos representativos dos cosets do grupo espacial G e que fecham a tabela de

multiplicagdo do grupo-fator G/T.

10 00 10 0 O 10 0 O 10 0 O
g0 100} o _(x1 0 0} _(x-10 0} .0 _(0-10 0]}
0 0 1 0 "2 0 0 -1 o) 27100 1 0/ 200 -1 0F
000 1 0 0 0 -1 00 o0 -1 00 0 1
10 0 O 100 O 10 0 O 10 0 O
p=(Xx -1 0 0} 5 _(x 10 0} o (01 0 0) o _(0 =120 0]}
00 -1 o) xx {001 o0/) X100 -1 ofYZ"{o 0 1 0F/
00 0 -1 0 0 0 -1 00 0 1 00 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
(20 1 0 0) 3 _(3x 1 0 0) . 3x =1 0 0| .z 2x -1 0 0}
0 01 0oppx"1o 0 -1 o) 2" \o 0o 1 o0/) =22"\o 0 -1 0}
0 0 0 1 0 0o o0 -1 0 0 o0 -1 0 o o0 1
1 0 0 O 1 00 O 1 0 0 O 1 0 0 O
o (3x -1 0 0 ) 5 _[3x 1.0 0 2 _(2x 1 0 0} =2 _[(2x -1 0 0
0 0 -1 0 ) ~xv 0 01 0 ) xzZ 0 0 -1 o) ¥z 0 0 1 0
0 0o o0 -1 0 00 -1 0 0o o0 1 0 0o o0 1

Por meio desses elementos obtemos além da tabela de multiplicagdo as classes do grupo-
fator simples Dan(vs) para o ponto-X do empilhamento-par, ou seja, os conjuntos de elementos
de simetria que s@o conjugados entre si, obtendo-se ao todo 10 classes: {E°}; {E*X}; {CSZ,,C?Z‘,};
{CX,0, CoX 3 (X, CX % (1%, i3 {0y, 05K }i (0%} {03y} € {0911, 05 }. Para encontrarmos a tabela
de caracteres desse grupo, devemos encontrar um grupo pontual que possua uma isomorfica
tabela de multiplica¢do. O unico grupo pontual que assim como o nosso possui exatamente 16
elementos de simetria e 10 classes € o grupo-simples D4n. Para confirmamos o isomorfismo
entre as duas tabelas de multiplicacdo, devemos rearranjar os seus termos até que ambas
apresentem a mesma configuragdo de multiplicagdo, como apresentado na préxima pagina. Por

meio desta comparacao obtemos ainda a correspondéncia entre as classes dos dois grupos.
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T | E° C¥x C3y Ex €%, €3} Ciy C
E° [ E® C¥x C3% E** €§; €33 Gy C o%F Ok O ok oY ofF i* i3
Cix |Cix E>* E° C3§ C¥y Q3% C33 C%; o} off of of ix i%r o of
Gy |Gy E® E* Gy G§ Oy G, CGF ofy o oxf ow 1¥% ¥ of, oy
E2x [E2X (3§ Cix E° @33 €8, C3% C¥y ofy o ofy off off ofp i ir
€3,]C8; 3% C¥y 33 EC E2X CIf Cyx o 1% ix ol ofp o} o ok
c23|c33 o3y CIy €3, E2x B ¥y €3 of ir 13X off off of oy of
Ciy|Ciy C§; CBF Q3§ Gy Gf E° E** i%x of off ¥ ofy o ofy o
C3y|C3y C33 8, C¥y C3y CIy E2x E0 ix off ofy i3 off of off o
o |0k oW ok o% o of 1% ix B Gy Gy E* iy ¢, Gy Gy
Oy | oy 0B of ox i* 1* off of 3y E2X B0 Cix G5y C§ 33 3,
ox |0k 0% ofF ofy 3% i¥ of; off gy E° E2* 3§ 3§ Ciy C2; 33| Tabela6.2: Tabela de
0% |02 oy o ok 0%y off ir i3t E?x iy Q3¢ E° %, C33 ¢4y C3% | multiplicagdo para o grupo
of |08, 1% ir off of, o} o o GF ¥ Gy @, E° E?X 3§ Ciy | Danevs) do empilhamento NS.
oty |ohy iX i3 of, off ofy ofy o €3, Ciy C3y C3F EPx E0 Cj, 3y |Seus elementos foram
i |1 of, o 13 ofy ol ofy ol ¢ B, B3 Ciy Cix Ciy E0 g2x | reordenados de forma a ser

R 5 . 5, 3 5 5 i ; 5 5 isomorfica com a tabela de
13x(13% off of, 1% oy ofy off ofx Gy GF §; @GF G Gy E2X E multiplica¢iio do grupo Dan.

2 x 3 2 : i3
0% Ok Ox Ofy o ofFf ix i

Nw | Nw
<= | <

Di| E G G Cz Gy Gy CGx Gy 1 Sa S3* ofy ofy oY o of

1 . $ - o : 1 _h v v d d
E E G G Gz Gy Gy Gy Gy 1 Sz Si° oxy Oxz Oyz Oxz Ovz

Ci|C Gz E G Gx Gy Gy Gy St i oy Sa oz of; oYz o}
Gllct E Gz G Gy Gx Gy Coy Sa oy 1 Si* of, of of of;
Gz |Gz G G E Gy Gy Gy Cox ofy St Sa i oy of ofy of;
Cox [Cax Gy Cx Gy E Gz G C oY ofy of 0% oy 1 Si* Sa
Gy |Cyv Cx Gy Cyx Cz E Ci G o off of; oy 1 ofy Ssa Si*

L 1 ' 1 d v v 1 h x
Cox[Cax Gx Gy Gy G ¢ E Cpz oy oxz Oyz ng Sq 535 oy 1

£y S : -1 d v v 1 $ h
Gy Gy Gy Gyx Gy G C Gz E oy oy oy O‘\jfz 540 Sa 1 Oyy

1 . = h d ) ' ' e "

1 1 541 Sa O Ovz Oy ng oxz E C41 Ci Gz Gy Gy Gy Gy

Sa | Sa 1 Sy Sat ofz O¥; o Ok G Gz E G Cx Cy Gy Cx

S (St oy 1S o of of o G B Ga GGy Gy Gy G| tabeasdi - Fabea  de
Oy oy Sa St 1 o oY of of Cz G C' E Gy Gy Gy Gy g:: lSpe:leaz‘ileOnIl)::z): %;«:ap;
oYz | O%z of; oz o¥z oy 1 St Sa Gy Gy Gy Cx E Gz G' Ci| reordenados de forma a ser
oY, | oV of, ofy of i ofy Sa Sit Cix Cox Ciy Coy Gz E Ci 31| isomérfica com a tabela de
of |k ok oz ofz Sa Sit Iy 1 Gy Gx Gy Gx G ' E G multiplicagio d'o grupo
ng 0{1‘2 O_\\;"z U;z O'gz Sil 54 i ol cilx Czlv sz Célv cil C4 sz E DZh(NS) do empllhamento

NS.
Segue abaixo a correspondéncias entre as classes de ambos os grupos:
Classes Dan — Classes Dans)
{E} —~  {E%
- x 3%
{CaC7 —~ L, Cy
{C2z} - {E¥
0 2y
{C2y, Cox} - Caz- Coz
% 7
{Cay, Cx - {C 2Y" C 2Y'}
. 2x
{i} - 0y}
_ X 3x
{54'54—1} - {0 XIY” Gx'y’}
h 0
{oxv} - oyzs
0 2x
{0 Xz, 0 vz} - 0y7: 0y}
( ?(z> - gz} R (ix, i3x} il“abe}a 6.4: Correspondéncia f:ntre as classes dos grupos
isomorficos D4n € D2nvs) do empilhamento NS.

Essa foi a abordagem que utilizamos para obter inicialmente a tabela de caracteres do
grupo-simples do empilhamento ndo-simorfico para o ponto-X.
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B = || o oo | | o | o | ot [0 | e
X4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X, 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
X3 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1
Xy 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
X5 2 0 -2 0 2 0 -2 0
X6 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
X~ 1 -1 -1 -1 -1 -1 1
Xg 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
Xq 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
X10 2 0 2 0 0 2 0 2 0 0

Tabela 6.5: Tabela de Caracteres para o grupo-simples D2nns) do empilhamento-par para o ponto-X.
Apo0s incluirmos o spin do elétron nas operagdes de simetria, procedemos a obtengao da

tabela de multiplicag@o e a identificacdo das classes para o grupo-duplo, o qual nos permitiu

construir a correspondente Tabela de Caracteres do grupo-duplo.

DZh-NS C X/3x C 0/?)( C X 3x 2x x/3x 0 0/2x
_ 2%’ _ 22 2y | Cop | o2%. | aXX 68 . | o 20X _
TR E° | E® |, | E% | EX cY2x| ¢ | ¢ X E)Z(XZ aﬁ/gx az’(,z, 0z | B | T
Emp. Cox 2z’ 2y’ 2y’ x'z' | Ox'y' | T Xz Y'zZ'
X4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X, 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -
X3 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -
Xy 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 1
X5 2 2 0 -2 -2 0 0 0 2 0 -2 0 0
Xs 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
X7 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
Xg 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
X9 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1
X109 2|2 0 -2 -2 0 0 0 -2 0 2 0 0 0
X;1(D12) | 2 | -2 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
X1z 2 | -2 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 0 -2 2
X 2 0 / / 0 0 0 0
N 2 0 0 | 0 0

Tabela 6.6: Tabela de Caracteres para o grupo-duplo Dzns) do empilhamento-par para o ponto-X.

Em relacdo ao grupo-simples D2nns), 0s tragos das matrizes de representagdo para os
elementos de simetria sem incluir o grau de liberdade de spin, nos fornece o conjunto de
caracteres y = {4, 0, -4, 0, 0, -4, 0, 4, 0, 0}, o qual nos diz que os estados de base adotados
correspondem a uma soma de IRREPs bidimensionais: Xio®Xio.

Quanto ao grupo-duplo D2n(ns), 0s tragos das matrizes de representagdo para cada uma das
classes, nos fornece o conjunto de caracteres y = {8, -8, 0, -8, 8, 0,0, 0,0, 0,0, 0, 0, 0}, o qual &
representado pela soma de IRREPs de dimensao quatro: Xi3@Xis, equivalente ao produto direto
entre a correspondente IRREP bidimensional do grupo-simples com a IRREP de spin, ou seja,

D1,2Q(X10DXi0). Logo, os estados de base possuiram degenerescéncia quadrupla sobre o ponto-
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X, uma vez que sdo representados pela IRREP Xi3 de ordem 4, o qual ¢ formada pelo par
complexo-conjugado de duas IRREPs de ordem 2 combinadas pela simetria de reversao
temporal.

Assim como analisamos para a nanofita de PbSe do tipo-E, devemos observar que nem
todas as IRREPs da tabela de caracteres de um grupo-fator sdo compativeis com os auto-estados
de um determinado ponto-£. Vimos, que as representagdes matriciais para uma mesma operagao
de simetria pontual, porém caracterizadas por diferentes translagdes na rede, diferem apenas em
relacdo a fase de Bloch correspondente a translacdo que as separam. Se tomarmos a operagao
identidade E, o grupo-fator do empilhamento-par contém os elementos E° e E?, e a translacio
entre elas corresponde a fase de Bloch de -1 sobre o ponto-X analisado. Relagdes similares
devem ser aplicadas a todos os demais elementos de simetria do grupo. Por conseguinte,
somente as IRREPs que satisfazem estas condigdes sdo compativeis com os auto-estados sobre
o ponto-X. Dessa forma, as inicas IRREPs que podem representar os auto-estados da fita-E na
tabela de caracteres acima, sdo as IRREPs Xse Xi10 de ordem dois do grupo-simples e a IRREP
Xi13 de ordem 4 do grupo-duplo.

Como consequéncia, todos os auto-estados do empilhamento-par, ndo somente os estados
de superficie referentes a base adotada, apresentaram obrigatoriamente degenerescéncia
quadrupla sobre o ponto-X quando a interagdo spin-Orbita estiver presente, € uma
degenerescéncia dupla quando tal interagdo nao for levada em consideracdo. Essa caracteristica
garante que sobre o ponto-X do empilhamento-par, sempre ocorrerd o cruzamento “sem gap”
de pares de estados, de forma a garantir as degenerescéncias que acabamos de definir, e de
forma semelhante a fita-E de PbSe, podemos afirmar que a simetria ndo-simoérfica do
empilhamento-par de SnTe fornece uma protecdo para os cruzamentos de gap nulo sobre o

ponto-X.

Hamiltonianas Efetivas:

A partir das representagdes acima, construimos as Hamiltonianas efetivas até a ordem
linear em k, € k,,. Os quais apresentam a seguinte forma reduzida: H = (5; fll/b)' Onde H'/HP
corresponde as solug¢des das superficies superior e inferior para o caso semi-infinito, enquanto
V ¢ a matriz de hibridizacao entre as solucdes provenientes de superficies opostas. Aqui estamos
considerando uma base ordenada pelos estados da superficie superior seguidos pelos da
superficie inferior, isto ¢, {|A%, T); |AL, L); |BS, 1); |BE, L); |AD, 1); |AR, L1); |B?,1); |BY,1)}. Para os

empilhamentos simorfico e ndo-simorfico, encontramos que a Hamiltoniana H® para os estados
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localizados na superficie superior do empilhamento sdo idénticas, uma vez que eles devem

combinar no limite semi-infinito. Logo temos:

A, 0 0 +A 0 +ia, +iy, 0 / 0 +a, +y 0 \
0 +4, —4, 0 i@, 0 0  +iy ta, 0 0 -y
t — 0 1 X X y y
HswsB =19 —p, =, 0T\ =iy, 0 0 +g [T 4y, o 0 4 |
w4, 0 0 -4, 0 —iy, —iBy O 0 -y, +8, O

Quanto a Hamiltoniana H? (k) para a superficie inferior, ela pode ser obtida aplicando-se
o operador de inversdo a H¢(k). Para o caso simérfico teremos HZ (k) = I. H* (k) = Ht(—k),
uma vez que a inversdo simplesmente inverte o subespago t/b (superior/inferior). Em contraste,
a inversdo ndo-simoérfica IX produz uma Hamiltoniana levemente distinta, devido ao efeito da
translagdo y que produz uma diferente conexdo entre os estados de superficie opostas, como

visto no tdpico anterior.

A, 0 0 -4 0 —iB, +iy, O ( 0 =B -1 O
0 —-A, +A 0 +ip 0 0 +iy, -B 0 0 +r
b — 0 1 x x y y
Hus) =\ o 4, +a, o |*| =iy, o 0 —ia, )Ty, 0 0 —a |0
A% 0 0 +4 0 =iy, Hia, 0 0 +y, -a 0/

Nas Hamiltonianas acima, negligenciaremos os termos A; € y,, a fim de obtermos uma
imagem mais simples dos gaps de hibridizacdo. A principal diferenca na dispersdo de energia
entre os empilhamentos simorfico e ndo-simorfico ocorre em funcdo da matriz de acoplamento

V entre estados de superficies opostas. Para o empilhamento simoérfico temos:

+8, 0 0 +8, 0 0 +iyy O 0 0 +u, O
s=1 o +5, +8, 0 + +ig;, 0 0 0 Jex + -u, 0 0 0 ey
+6, 0 0 44, 0 +ipy 0 0 0 +u, 0 0

O qual contém trés termos de hibridiza¢do 8,1, para k = 0, além dos acoplamentos
(ky finito) e u, (k,, finito). Em contraste, para o empilhamento ndo-simorfico, temos a matriz
de acoplamento abaixo, o qual possui um unico termo de hibridizagdo 65 para k = 0, trés

termos de acoplamento p3 4 5 para k, finito € um Gnico termo e para k,, finito.

+8; 0 0 0 0 +ipg  +ipy 0 0 +Us 0 0
VNS B 0 0 +83 0 + +lﬂ5 0 0 —l/,l3 kx + 0 0 0 —Ue ky

nnnnn

vez que eles contribuem apenas para o ajuste fino da dispersdo de energia. Como vimos
anteriormente, a simetria oy, nos fornece um bom niimero quantico, de forma que as matrizes

para a diregdo I'-X (k,, = 0) podem ser bloco diagonalizadas nos subespagos oy, = +i.
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Para 0, = +i e uma base ordenada como {|A}, T); |A2, 1); |BL, T); |B, )}, obtemos Hfj) para

o NS ~ o
0 caso simorfico e HJ(rl. ) para o nao-simorfico:

Do —azk, — +6, 0 +i6,

H(S) _ +60 AO + axkx +l62 0 .

T 0 —i8, =Dy — Brky +5, |

—id, 0 +6; —Ag + Byk,
Ay — atrky 0 0 —i8s
H(NS) _ 0 AO + axkx +l63 0
o 0 —i8; =Dy — Byky 0
+i8s 0 0 —Ag + Brky
As Hamiltonianas efetivas para o0y, =—i com a base ordenada como

{|AS, 1); |AB, 1); |BE,1); |B?, 1)} é obtida simplesmente substituindo a, = —a, € B = — 5. No
limite semi-infinito, a,, B, € Ay s30 0s mesmos que na H,,, enquanto ;.3 = 0. Os desvios
entre 0 modelo semi-infito e finito, irdo ocorrer a medida que reduzirmos o numero n de
camadas do empilhamento, onde os termos 81,3 passaram a ser finitos e irdo acoplar as
dispersdes até entdo lineares, promovendo a hibridiza¢do dos estados com o0 mesmo auto-valor
(04z = ti) e consequentemente induzindo os gaps esquematizados nas figuras 6.13A e B, os

quais também sdo verificados nos calculos da DFT (figura 6.4).

simorfico nao-simorfico Plot 3D
Al - T
00...1 / ?g
. ,.f)o E
...'..T ¢....t i
—
VAR VAR
.-..61 *
i,

Figura 6.13: Dispersao de energia ao longo da dire¢io I'-X-I" (k,, = 0) para os empilhamentos (A) simérficos e (B) nio-
simérficos dentro do subespaco oy, = +i. Devido ao empilhamento finito e ao fato dos estados possuirem um mesmo
auto-valor +i, as solu¢des semi-infinitas das camadas superior (lilas, tracejada) e inferior (laranja, sélido) hibridizam,
produzindo os anticrossing &g ;3. As setas indicam como cada §; se abre quando o niimero de camadas ¢é reduzido.

Estes estados sdo degenerados com o subespaco 6, = —i. (C) Dispersdes de energia no plano k,k, em torno do ponto-
X, extraidos do modelo efetivo para os empilhamentos simérfico e nao-simoérfico, respectivamente.

Por meio dessas Hamiltonianas, obtemos que o gap de energia sobre o ponto-X para o caso

simorfico (adotando-se §; = §;) e ndo-simorfico, sdo dados respectivamente por:

AEY ~ —2/A7 + 67 + 26, e AEY'™ = —2,/A7 + 57
Ao efetuarmos uma compara¢do entre as Hamiltonianas efetivas obtidas para os

empilhamentos finitos com o calculo das estruturas de bandas por primeiros principios
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apresentados nas figuras 6.4 e 6.13, obtemos uma explicacio para os diferentes
comportamentos quanto a dispersdo de energia dos empilhamentos impares e pares,
principalmente quando diminuimos o nimero n de camadas. Ao reduzirmos a altura de
empilhamento, os gaps § 1 » 3 devem se abrir como indicado pelas setas nas figuras 6.13 A e B,
de forma a reproduzir o comportamento obtido por primeiros principios.

Comecemos nossa analise pelo limite semi-infinito (n — o) onde §,/8; — 0, como o carater
do empilhamento ¢ governado pela topologia do bulk 3D de SnTe, neste imite nos encontramos
em um regime ndo-trivial o qual ¢ caracterizado por AE)((S) < 0. Entretanto, ao reduzimos o
numero de camadas, os efeitos de hibridizagdo comecam a aparecer de forma que 5, € 8,
aumentam. Pelo calculo da DFT, vimos que uma transi¢do ocorre entre n = 13 — n =9
acompanhando de um fechamento do gap de energia sobre o ponto-X em n = 11. Em nosso

modelo, este cruzamento ocorre ao fazermos &, = 8, = V(AZ + 83) de forma que AE)((S) =0.

Abaixo de n =11, 3, ¢ §; devem aumentar ainda mais, fazendo com que AE}((S) mude de sinal e
0 sistema se encontre no regime trivial.

Quanto a transi¢ao que observamos nos calculos de DFT entre n =3 — n =1, ela é mais
sutil. Na verdade, para uma tinica monocamada, a definicdo de superficies superior e inferior
torna-se sem sentido. Em vez disso, para entender essa transi¢do, primeiro iremos investigar o
comprimento de penetracdo dos estados no bulk 3D de SnTe. A partir da figura 4.4C, estimamos
o gap no bulk em torno do ponto L. como sendo E; ~ 0.11eV e a velocidade de Fermi
Up ~ 2eVA, o comprimento de penetracdo desse estado pode ser estimado pela relacao
A ~hvug/Eg, o qual nos fornece A = 18A ou 1 = 6 camadas. Dessa forma, a hibridizacdo entre
estados localizados em superficies opostas tornar-se relevante, para empilhamentos cuja altura
seja S 4h ou n S 24 camadas, estando em acordo com a evolugdo do gap na figura 6.4.

Portanto, para n = 6 podemos assumir que os estados de superficies opostas hibridizam,
mas nao chegam até a superficie oposta. Isso valida o nosso modelo e a imagem de hibridizagao
da figura 6.13. No entanto, para n < 6 os comprimentos dos estados sdo maiores que o proprio
empilhamento, indo além do nosso modelo. No entanto, a imagem de hibridizacao nos diz que
o sistema simorfico se encontra em um regime trivial (AE}((S) > 0) paran < 11. Adicionalmente,
sabemos que a monocamada se encontra no regime topoldgico TCI 2D. Portanto, uma segunda
transi¢do deve ocorrer em algum lugar entre » = 11 — n = 1. As figuras 6.4-6.6 obtidas por
primeiros principios, mostram que isso ocorre entre n =3 — n = 1.

Estas transi¢oes de fase para o empilhamento simorfico, também podem ser analisadas ao

investigarmos as IRREPs que compdem nossos estados de superficie. Através da analise de
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simetria efetuada anteriormente, constatamos que os estados de superficie provenientes da base
A1 correspondem a seguinte combinacdo de IRREPs (A DB;,) do grupo Dan, enquanto os
estados provenientes da base B correspondem a (Bw.@Bsu). Estas IRREPs sdo caracterizadas
respectivamente por um auto-valor do operador de inversdo par e impar, de forma que podemos
utilizar esta informagéo para caracterizar as transi¢des de fase topoldgicas como mostrado na
figura 6.14A, os quais correspondem ao cruzamento de estados de superficie pertencentes a

IRREPs distintas. Além disso, utilizando o modelo efetivo, calculamos o numero espelho de

Chern nM como uma fun¢do do sinal do gap, onde encontramos N,, = 2 para AE)((S) <0e

N,, = 0 para AE)((S) > 0, o qual ¢ mostrado pelo codigo de cores na figura 6.14A.

0.10 GAP 1:10 p OntO'X . = N13  cap=121mev N11  car=oomev N9  cap=322mev
. ENAKL ‘ )
0.05 | Ny = | % 7
AEY >0 . 1 Y N 1
0.00 \ \
-0.05} ’
0107 AEX <0 — —— <
0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 X YA | \/\/\/
FREOW RO RN
. — F— X —MIe X Ml X =M
B Invariante Topologico
200000000 ' ‘
) D = nao-simorfico
AE;" <0 | 1 e e e
(topolégico) 2
0 00000000600 50 ol rng = 2
AES > 0 : g
2 (trivial) 5-1 1 -1 8888888
-2c ‘ . . ‘ 1 =
“ II|IIII|II\I|IIII IIII|IIII|IIII|II
0.0 0.02 004 006 008 0.1 171513119 7 5 3 1 161412108 6 4 2
(50 = 5 1 Numero de Camadas Numero de Camadas

Figura 6.14: Gap sobre o ponto-X (A) e Invariante Topologico (B) obtidos pelo modelo finito para o caso simérfico em
fun¢io dos termos 8y/6, de hibridizag¢io. (C) Dispersio de energia obtida por DFT para o intervalo de n13 — n9, aonde
observamos um fechamento do gap sobre n11, caracterizando a transi¢io de fase. (D) Além do invariante topolégico, as
transi¢oes de fase sio acompanhadas por uma mudang¢a de ordenamento do auto-valor de inversio, uma vez que 0s
estados de superficie tanto da monocamada quanto do bulk de SnTe correspondem a IRREPS com auto-valores de
inversio distintos. Auto-valores de "inversio'" dos estados ocupados mais elevados (circulos s6lidos) e os mais baixos
desocupados (circulos vazios) obtidos dos dados DFT. Para o caso sim6rfico, 0 nimero espelho de Chern N, € indicado
pelas cores ao fundo, evidenciam duas transi¢oes de fase. Em contrapartida, para o empilhamento nio-simorfico, a
degenerescéncia quadrupla sobre o ponto-X evita qualquer transiciio de fase.

Com relagdo ao empilhamento ndo-simorfico, temos que para n grande, sua estrutura
eletronica se mostra indistinguivel do empilhamento simorfico, uma vez que estamos entrando
no regime semi-infinito, onde os efeitos de tamanho finito desaparecem a medida que os estados
de superficie tornam-se divididos espacialmente [compare as bandas para #» = 59 e n = 60 na

figura 6.7]. Desta forma, analogamente ao empilhamento simoérfico, para n grande o
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empilhamento nao-simorfico se encontram no regime TCI 3D caracterizado por AE,((NS) < 0.

Como argumentamos anteriormente, neste sistema nao verificamos nenhuma transi¢ao de fase,
em fun¢do da degenerescéncia quadrupla imposta por sua simetria ndo-simorfica. Além disso,
olhando-se para as IRREPs de seus estados de superficie, vemos que cada conjunto de estados
acima e abaixo do nivel de Fermi, possuem auto-valores de inversdo pares e impares, € como
ilustrado na figura 6.14B novamente nenhuma transi¢ao ¢ observada. Uma vez que ndo ocorrem
transicdes de fase, concluimos que seu numero espelho de Chern é sempre N,,, = 2, ou seja, o

sistema sempre estara contido em uma fase nao-trivial.
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6.3 Conclusao Parcial

Neste capitulo analisamos os empilhamentos de SnTe, investigando como sua topologia se
comporta ao transitarmos de um sistema predominantemente bidimensional para um sistema
tridimensional, a0 aumentarmos a espessura do sistema de uma at¢ N monocamadas. Além
disso, analisamos a correspondente variagdo do confinamento quantico, o qual introduz uma
alteracdo no gap de energia, sendo este um importante fator em aplicagdes tecnoldgicas. De
forma similar as nanofitas de PbSe, esse sistema pode ser classificado como pertencente a um
grupo espacial de simetria simorfica ou ndo-simorfica dependendo da altura de empilhamento.

Em conclusdo, mostramos que a estrutura de bandas dos empilhamentos simoérfico e nao-
simorfico evoluem diferentemente como uma fung¢do do nimero n de camadas. Onde as
diferengas quanto ao gap de energia e a dispersao das bandas, ocorrem principalmente para o
limite de pequenos valores de n. Verificamos que devido aos efeitos de tamanho finito, os
estados topologicos situados em superficies opostas hibridizam de formas diferentes em cada
caso, produzindo gaps distintos.

Esta constatagao ilustra, como o especifico grupo de simetria de uma amostra de tamanho
finito ¢ essencial para compreendermos suas propriedades dentro da escala nanométrica. Nesse
contexto, os trabalhos publicados até 0 momento sobre os empilhamentos das monocamadas
(001) de SnTe, ou ignoram completamente a analise dos empilhamentos nao-simoérficos ou
simplesmente nao fazem distingdo com o empilhamento simorfico. Como demonstramos, para
pequenas alturas de empilhamento torna-se crucial diferenciar e entender as diferencas
existentes na estrutura eletronica e na topologia entre essas duas classes, conhecimento este que
serd de extrema importancia para a aplicagdo tecnologica desses materiais, bem como no
entendimento de suas propriedades fundamentais.

Novamente demonstramos que a simetria ndo-simoérfica introduz uma degenerescéncia
extra e protegida, o qual evita um gap de hibridiza¢ao sobre o ponto-X, produzindo assim uma
evolugdo suave do gap como uma fung¢ao do nimero n de camadas. Consequentemente, nao
existe uma transicao de fase neste caso e sua natureza topoldgica ¢ protegida, mesmo para
amostras constituidas por poucas camadas. Em contraste, no empilhamento simorfico todos os
cruzamentos dos estados topoldgicos de superficie abrem gaps de hibridizagdo os quais
eliminam as bandas lineares, ¢ duas transi¢oes de fase sao notadas com a variacao do niumero
de camadas.

Uma das transi¢des ocorre em torno de n = 11 devido a uma inversdao de banda induzida

pela hibridizacdo, enquanto a outra transicdo ocorre a medida que o sistema se aproxima do
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limite bidimensional (monocamada). Nossa imagem de hibridiza¢ao dependente do grupo
espacial fornece uma compreensao clara desses dois casos e combina bem com os dados obtidos
pela DFT.

Com este estudo publicamos um segundo artigo intitulado: Suppressed topological phase
transitions due to nonsymmorphism in SnTe stacking’®, o qual contou novamente com a
colaborac¢do do professor Gerson Ferreira Junior do Instituto de Fisica da UFU (construcio das

Hamiltonianas efetivas e aplicacao da teoria de grupos).
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Conclusoes Gerais

Neste trabalho, demonstramos que embora a classificagdo topologica dos isolantes
permanega sendo definida como uma propriedade do bulk do sistema, a redug¢do da simetria por
meio de um corte para gerar sistemas de menor dimensdo como empilhamentos ou nanofitas,
bem como as caracteristicas de suas terminagdes, desempenham um papel fundamental nas
propriedades dos estados topologicamente protegidos.

Utilizando-se de Hamiltonianos modelos baseados em Teoria de Grupos juntamente com
calculos de primeiros principios, descobrimos uma prote¢do topoldgica adicional em alguns
dos sistemas analisados. Esta protecdo ocorre devido a simetria ndo-simorfica presente em
nanofitas de PbSe e nos empilhamentos de SnTe composto por um nimero par de camadas.
Como resultado destas simetrias ha o aparecimento de robustos cruzamentos proximos ao nivel
de Fermi, mesmo para dimensdes com alto confinamento eletronico. Essas prote¢des garantem
cruzamentos sem gap, permitindo com que as propriedades topoldgicas possam ser exploradas
em dispositivos de nano-escala. Essas protecdes ndo-simorficas, nao podem ser previstas pela
classificagdo topologica do bulk cuja simetria é simorfica.

Em relagdo ao SnTe, analisamos ainda os efeitos de tamanho finito sobre as caracteristicas
topologicas dos empilhamentos. Uma importante constatagdo deste estudo, ¢ que nos
empilhamentos compostos por um niimero par de camadas, a simetria ndo-simorfica evita uma
transi¢do de fase topologica a medida que a dimensionalidade do sistema € reduzida, de forma
a proteger sua topologia nao-trivial independente da altura de empilhamento, o qual nao ocorre
nos empilhamentos simorficos compostos por um numero impar de camadas.

Este estudo evidencia como a dimensionalidade de um sistema bem como seu
correspondente grupo de simetria, sdo fatores importantes para a aplicabilidade destes
materiais, principalmente quando o limite de nano-escala ¢ atingido. Verificamos que a adi¢do
de uma Unica camada, pode introduzir uma grande modificacdo na dispersdo de energia ao nivel
de fermi, principalmente quando distintas terminag¢des atdmicas sdo obtidas. Quando as
terminagdes sdo similares, mas distintos grupos espaciais sdo obtidos, entdo diferentes
comportamentos tanto da estrutura eletronica quanto da topologia sdo visualizados a medida
que o confinamento cresce, gerando distintos efeitos de tamanho finito.

Verificamos que a constru¢do de Hamiltonianas baseada na Teoria de Grupos juntamente
com célculos de primeiros principios € uma ferramenta adequada para o estudo de propriedades
estruturais, topoldgicas e eletronicas. Acreditamos que esta metodologia possa ser estendida a
outros sistemas confinados, onde a redu¢ao do tamanho introduz distintos grupos espaciais.
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