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ACOSTA-VELLOZO, T.1. Andlise em Variedades Topoldgicas. 2018. — ix +56p. Dis-
sertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG, Brasil.

Resumo

Esta dissertacao consiste de estudo detalhado sobre uma série de resultados publicados
nos ultimos dez anos sobre aplicacoes entre variedades topolégicas, com foco nas assim
chamadas versdes homoldgicas dos célebres teoremas da aplicacao implicita e da aplicacao
inversa. Através de uma abordagem que envolve técnicas homoldgicas e diferenciais, apre-
sentamos uma versao do teorema da aplicacao inversa para aplicacoes diferencidveis que
nao sao necessariamente continuamente diferencidveis. Como consequencia, melhoramos
a versao diferenciavel conhecida do teorema da aplicacao implicita e apresentamos um

teorema de existencia e unicidade para certas equacoes diferenciais ordinarias.

Palavras-chave: Orientacao de variedades topoldgicas, grau de uma aplicacao, teorema da

aplicacao implicita, teorema da aplicacao inversa, formas locais das imersoes e submersoes.
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ACOSTA-VELLOZO, T.1. Analysis on Topological Manifolds. 2018. — ix +56p. M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG, Brazil.

Abstract

This dissertation consists of a detailed study on a series of results published in the last
ten years on maps between topological manifolds, with focus in the so called homological
version of the famous inverse and implicit mapping theorem. With an approach which in-
volves differential and homological techniques, we present a version of the inverse mapping
theorem for differential maps which are not necessarily continuously differentiable. As a
consequence, we improve the known differential version of the implicit mapping theorem

and we present an existence and uniqueness theorem for certain differential equations.

Key-words: Orientation of topological manifolds, degree of maps, implicit mapping theo-

rem, inverse mapping theorem, local imersions and submersions forms.
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INTRODUCAO

E notério que os conceitos e os resultados que envolven andlise em variedades dife-
renciaveis tem sido muito importantes para o desenvolvimento nao apenas da matematica
mas também de outras ciencias, sendo claro exemplo a fisica, que tem uma de suas gran-
des dreas, a relatividade geral, fortemente fundamentada sobre o conceito de variedade
diferencidvel, objeto a servir de modelo para o universo.

Dentre tantos motivos relevantes, tem-se que nas variedades diferenciaveis pode-se
estender conceitos e resultados locais da andlise nos espacos euclidianos — por exemplo, o
conceito de diferencial de uma aplicacao, os teoremas da aplicacao implicita e da aplicacao
inversa, as formas locais das imersoes e das submersoes, etc. — e também conceitos globais,
como o de orientabilidade e orientacao, o de dimensao, etc.

Diante disso, é natural perguntar-se sobre quais conceitos e resultados da andlise em
variedades diferencidaveis podem ser estendidos para estruturas mais gerais.

Passo ousado, embora natural — ao menos para aqueles afeitos a area de topologia —
é dispensar a diferenciabilidade e passar a considerar variedades topolégicas. Com isso,
perde-se a estrutura de fibrado tangente e, consequentemente, o conceito de diferencial
de uma aplicacao. Por outro lado, ha recursos da teoria de homologia que permitem
introduzir os conceitos de grau local de uma aplicacao e o assim chamado fibrado ou feixe
de orientacoes locais da variedade. Com esses conceitos, compensa-se, em alguma medida,
a perda da diferenciabilidade e da estrutura linear fibrada sobre a variedade, com uma
nova estrutura que ainda garante alguma conectividade entre topologia e algebra.

Este trabalho revela e pormenoriza os avancos, neste sentido, propostos nas tltimas
décadas, com destaque aos resultados dos dltimos dez anos; referimo-nos especialmente
aos resultados de 2008 devidos a Biasi, Gutierrez e dos Santos [2], e aos resultados de
Barreto, Fenille e Hartmann, publicados em 2016 em [1].

Em [2] os autores apresentam uma versao homolégica do Teorema da Aplicagao Implicita,



para aplicacoes entre variedades topolégicas — ou seja, sem qualquer hipétese de diferenci-
abilidade — do qual decorrem versdes homolégicas e diferenciais do Teorema de Darboux,
além de um teorema de existencia de solucao para certas equacoes diferenciais. Os prin-
cipais resultados de [2] sdo apresentados nas Segdes 3.1 e 3.3 deste texto.

Em [1], os autores apresentam uma versao homoldgica para o Teorema da Aplicagao
Inversa, para aplicacoes continuas entre variedades topolégicas — novamente sem qualquer
hipétese de diferenciabilidade — Além disso, introduzem novos conceitos de imersoes e
submersdes topoldgicas e revelam as formas locais de tais aplicagdes. Os resultados de [1]
constam integralmente deste texto, na Secao 3.2 e no Capitulo 4.

Antes do desenvolvimento dos resultados principais, apresentamos dois capitulos; o
Capitulo 1 traz as construcgoes e os resultados essenciais sobre orientacao de variedades
topoldgicas; o Capitulo 2 introduz os diferentes conceitos de grau de uma aplicacao entre
variedades topoldgicas, e cuidadosamente discute as relagoes entre eles e com outros con-
ceitos de carater topolégico ou mesmo diferencial. Destacamos que alguns dos resultados
apresentados no Capitulo 2, embora conhecidos, nao possuem demonstracoes publicadas;
para eles, providenciamos provas detalhadas.

Como mencionado acima, os Capitulos 3 e 4 apresentam os resultados de [2] e de [1].

O Capitulo 5 traz resultados novos: através de uma abordagem que envolve as técnicas
diferenciais cldssicas e as técnicas homoldgicas desenvolvidas em [1] e [2] e exploradas em
todo o texto, apresentamos uma versao do Teorema da Aplicagao Inversa para aplicacoes
diferencidveis que nao sao necessariamente continuamente diferenciaveis. Como con-
sequéncia, melhoramos a versao diferencidvel do Teorema da Aplicacao Implicita apre-
sentada por Biasi, Gutierrez e dos Santos em [2]. Além disso, apresentamos um teorema
de existencia e unicidade para equacoes diferenciais ordinarias, que pode ser considerada

uma versao do teorema de existéncia proposto em [2].

Do leitor deste texto espera-se conhecimento basico de topologia algébrica, especial-
mente teoria de homologia. Apenas aos leitores hdbeis nos conceitos de orientacao de
variedades topoldgicas faculta-se a leitura a partir do Capitulo 2. A todos os outros
recomenda-se a leitura desde o Capitulo 1, j& que o texto esta estruturado de modo que

o Unico capitulo independente é o primeiro; todos os demais dependem dos anteriores.



CAPITULO 1

ORIENTACAO DE VARIEDADES
TOPOLOGICAS

Neste capitulo inicial, apresentamos os conceitos e os resultados bésicos e preliminares
ao desenvolvimento do restante do texto. Trata-se dos conceitos de variedades topolégicas
e orientabilidade. Sao conceitos normalmente estudados em cursos de Topologia Algébrica,
e que podem ser encontrados em muitos bons livros da area; baseamo-nos principalmente

em [9]. Assumimos familiaridade com a teoria de homologia singular.

1.1 Variedades topoldgicas e orientacao

Seja X um espaco topoldgico. Diz-se que X é uma n-variedade topoldgica se verifica

as seguinte propiedades:
i) X é Hausdorff;

ii) X verifica o segundo axioma de enumerabilidade, ou seja, a topologia de X possui

uma base enumeravel;

iii) X ¢é localmente homeomorfo ao espago euclidiano R"™, ou seja, para cada ponto
p € X, existem:
(a) um subconjunto aberto U C X contendo p (i.e., uma vizinhanga de p em X);
(b) um subconjunto aberto V- C R"; e

(¢) um homeomorfismo ¢ : U — V.



O par (U, p) é chamado uma carta local para p em X.

Se (U, ) é uma carta local para p em X, entao existe uma bola aberta B™ em R", de
centro em p e contida em V = ¢(U). Entdo, o aberto E™ = ¢~ '(B™) é uma vizinhanca
de p em X, homeomorfa a uma bola aberta do espaco R".

Com isso, queremos dizer que todo ponto p de uma n-variedade topoldgica X possui
uma vizinhanc¢a homeomorfa a uma bola aberta do espaco R™, o que chamaremos uma
vizinhanca coordenada de p em X.

Importa mencionar que uma variedada topolégica é um espaco normal. Mais do que
isso, é metrizavel. Ademais, por ser localmente homeomorfa ao espago euclidiando R",
toda n-variedade topoldgica, com n > 1, é localmente conexa e também localmente conexa
por caminhos. Mais sobre variedades topoldgicas encontra-se em [16].

Uma m-subvariedade topoldgica (m < n) de uma n-variedade topolégica X é um
subespaco topoldgico Y de X que é uma m-variedade topoldgica.

Observamos que na definicao de variedade topologica, diferentemente do que se faz na
defini¢ao de variedade diferencial (que assumimos ser da familiaridade do leitor), ndo ha
qualquer exigencia com relacao a mudanca de cartas locais.

Em todo o texto, uma variedade sera, a menos que se especifique o contrario, uma vari-

edade topoldgica, e uma aplicacao entre variedades dada a priori serd assumida continua.

No restante desta se¢ao, X serda uma n-variedade topoldgica, com n > 1.
Nosso primeiro objetivo é introduzir as nogoes de orientabilidade e orientacao de X.

O roteiro abaixo inicia com alguns lemas técnicos e avanca aos conceitos principais.
Lema 1.1 Para qualquer ponto x € X, tem-se H,(X, X — ) = Z.

Prova: Seja U uma vizinhang¢a coordenada de x em X, ou seja, uma vizinhanca homeo-
morfa a uma bola aberta de R™. O fechado X — U estd contido no aberto X — x. Pelo
Axioma da Excisao,

H, (X, X —x)~ H, (U, U — x).

Como U é contratil, a sequencia exata de homologia do par (U, U — ), a saber,

= H,(U)y - H,(U,U —x) = H, (U —x) = H,_1(U) — ...
fornece um isomorfismo
Ho (U, U — 2) ~ Hy (U — 2).
Como U — x é homotopicamente equivalente a (n — 1)-esfera S”~' C R"™, segue-se que

Hn_l(U - SL’) 7.



A sequeéncia de isomorfismos

Hn(X7X - :U) ~ Hn(U, U— .fU) ~ ﬁn—l(U — .fU) ~ H”“ t{v:u}

onde " é uma (n — 1)-esfera mergulhada em U — x, permite interpretar o grupo de
homologia relativa H,(X, X — x) como a homologia da (n — 1)-esfera.

Para ilustrar, considere o caso especial n = 2. Entdo X! é uma circunferéncia mer-
gulhada em U — x e o grupo Hy(X, X — z) &~ H\(X') ~ Z possui dois geradores, que
correspondem as duas orientacoes do laco 3. Escolher um desses geradores corresponde,

intuitivamente, a escolher uma orientacao de X sobre o ponto x.

Definicao 1.2 Uma orientacao local da n-variedade topoldgica X em um ponto x € X

¢ um gerador do grupo ciclico infinito H,(X, X — x).

Para se definir a nocao de orientacao global de X, a intuicao diz que devemos ter ori-
entacoes de X em cada um de seus pontos, de tal modo que respeitem uma “coerencia”.
Isso nao necessariamente é possivel. No entanto, podemos sempre ter orientacoes “coe-

rentes” numa vizinhanca de um ponto.

Lema 1.3 (Lema da Continuacao) Dado um elemento o, € H,(X, X — x), existem

uma vizinhanca U de x e um elemento o € H, (X, X — U), tais que a, — j5 (), onde
o Ho(X, X —U) = Ho(X, X — 2)
€ o homomorfismo induzido pela inclusao natural j : (X, X —U) — (X, X — x).

Prova: Seja a um ciclo relativo representando a,. Assim a € Z,(X, X — ) e Ja €
Sn_1(X — 2). Logo o suporte® |da| de da é um subconjunto compaco de X contido em
X —x, e assim U = X — |0a| é uma vizinhanga aberta de .

Tome a € H,(X, X — U) como a classe de homologia de a relativa a X — U; isso faz

sentido porque |da| € X — U. Claramente ;7 (a) = a,. O

Este lema nos diz que podemos escolher elementos «,, € H, (X, X —y) paray “préximo”
de x (isto é, para y € U), a partir do elemento a,, pondo a,, = j¥ (). Pensamos em a e a,
como sendo “coerente”, uma vez que eles provém do mesmo elemento a € H, (X, X — U).
Chamamos « a continuacao de a, ao longo de U.

Prova-se mais.

ISe o é um ¢-simplexo singular, definimos o suporte |o| de & como sendo sua imagem o(Ag) sobre o
g-simplexo padrao. Para uma g-cadeia ¢ = E v;04, definimos |¢| = U;|oy).

i



Lema 1.4 (Lema da Coeréncia) Se a, gera H,(X, X —x), entao U e «, conforme o

Lema 1.5, podem ser escolhidos de tal modo que, para caday € U, o elemento o, seja um
gerador de H, (X, X — y).

Este lema segue do seguinte resultado mais forte:

Lema 1.5 (Lema da Constante Local) Toda vizinhanca W de x contém uma vizi-
nhanca U de x tal que, para todo y € U, o homomorfismo jg € um isomorfismo; logo o,

tem unica continuacao em U.

Prova: Seja V C W uma vizinhanca coordenada de x. Seja U/ C V um aberto menor,
ainda contendo x e ainda homormorfo a uma bola aberta de R”. Entao, para qualquer

y € U, temos o seguinte diagrama comutativo

Hoy(X, X = U) <25 H,(V,V = U) === H, (V= U)
Jf/] =
Ho(X, X —y) <2 Hy(V,V = y) —= H, oy (V — )

no qual as setas horizontais da esquerda sao isomorfismos induzidos por excisoes, as
setas horizontais da direita sao isomorfismos provenientes das sequéncias exatas dos pares
correspondentes, e a seta vertical da direita é o isomorfismos induzido pela inclusdo (que
¢ uma equivalencia de homotopia). Segue da comutatividade do diagrama que jg é um

isomorfismo. O

Definicao 1.6 Dado um subespago U C X, um elemento o € H,(X, X — U) com a
propriedade que, para cada y € U, o elemento o, = jg (o) gera Hp(X, X —y), é chamado

uma orientacao local de X ao longo de U.

Os Lemas 1.4 e 1.5 mostram que uma orientacao local o, de X em x, pode ser estendida

de modo Unico a uma orientacao local de X ao longo de uma vizinhanca de x em X.

Se V' C U sao subespagos de X,
gv i Hy (X, X —U) = H,(X, X = V)

denota o homomorfismo induzido pela inclusao natural. Se o é uma orientacao local de

X ao longo de U, entdo j/(a) o é ao longo de V| ja que para qualquer y € V,
gy Gy () = 4, (@)

Definiremos agora a nocao de orientacao global de X.



Definicao 1.7 Suponha dados:
i) Uma cole¢ao de abertos U; C X que cobre X e
ii) Para cada ¢, uma orientagao local a; € H,(X, X — U;) de X ao longo de U;.

Chama-se a isto um sistema de orientacao para X se a seguinte condi¢ao de compati-

bilidade é vélida: para qualquer x € X, se x € U; N Uj, entao
i) j, () = 757 ().
Neste caso, uma orientacao local é nao-ambiguamente definida em cada x € X por:
iv) ap = jU ), € U,

Dado outro sistema de orientacao (Vi, fx) para X, dizemos que ele define a mesma

orientagao que (U;, a;) se:
V) a, = B, para todo x € X.

Entao uma orientacao global de X é, por definicao, uma classe de equivaléncia de
sistemas de orientagao para X, segundo a relagao dada em v).

Dizemos que X é orientavel se existe um sistema de orientacao para X.

Proposicao 1.8 Uma subvariedade aberta de uma variedade orientdvel é ainda orientdvel.
Consequentemente, uma variedade € orientdvel se, e somente se, todas as suas componen-

tes conexas o sao.

Prova: Seja X uma n-variedade topoldgica orientavel e seja V' C X uma subvariedade
aberta de X. Seja (U;,a;) um sistema de orientagao para X. Para cada x € V, seja
B € H,(V,V — x) correspondendo a o, € H,(X, X — x) via o isomorfismo excisio.

Pelo Lema 1.5, existe uma vizinhanca V, de z tal que V,, C V N U; para algum 1, e
tal que §, tem uma Unica continuacao a uma orientacao local 3, de V ao longo de V.
Podemos escolher V, pequeno o suficiente para que X — U; esteja contido no interior de

X — V.. Entao, para qualquer y € V,,, o diagrama comutativo

Ho(V,V = y) == Ho(X, X — y)

i

Ty

i ® Ho (X, X = Us)

Hu(V,V = V,) 25 Ho (X, X = V)



mostra que a orientacao de V em y induzida por ﬁm é igual a 3,. Assim (V,,/,) é um
sistema de orientacao para V. Isto prova a primeira afirmacao da proposicao.
A segunda afirmacao segue da primeira e do fato que as componentes conexas de va-

riedades topoldgicas sao abertas, ji que sao localmente conexas. U

Os seguintes sao simples mas muito importantes exemplos de variedades orientaveis.

Exemplo 1.9 Considere a n-esfera S™, n > 1. Para qualquer x € S, o homomorfismo
H,(S") — H,(S",S" —x),

da sequencia exata do par (S",S™ — x), é um isomorfismo, ja que S™ — x é contratil.
Tome a cobertura aberta de S™ consistindo do tnico aberto que é a prépia S”, e tome
ay € Hy(S", 8™ — x) correspondendo ao gerador a € H,(S™) pelo isomorfismo acima.

Entao (8™, a) é um sistema de orientagao para S".

Exemplo 1.10 O espac¢o euclidiano R"™ é homeomorfo ao subespaco aberto S™ — x de
S" onde x é um ponto qualquer de S”. Segue da Proposicao 1.8 que, assim como S",

também R"™ é orientdvel.

1.2 O feixe de orientacoes

Nesta segao, permanecemos com [9] como principal referencia.

Seja X uma n-variedade topolégica. Definimos
X' = {(z,0p) v € Xea, € H(X, X —2)},
e consideramos a aplicacao projecao
p:X° = X dadapor p(z,a,) = .

A seguir, providenciaremos uma topologia para X° de tal modo que p: X* — X seja
uma aplicaciio de recobrimento. O espaco X°, uma vez topologizado, ¢ chamado o feize
de orientacoes de X.

Para cada aberto U C X e oy uma orientacao local de X ao longo de U, defina
(U,ap) = {(z,00) x €U e a, = j5 (o)}

Lema 1.11 Os subconjuntos (U, ay) C X formam uma base para uma topologia em X°,

com respeito a qual p: X* — X € uma aplicacdo de recobrimento.



Prova: Seja (z,0,) € X°. Pelo Lema 1.3, (x,a,) € (U, ay) para algum U.
Suponha (z, o) € (U, ay)N{V,ay), de modo que x € UNV e jY(ay) = a, = 57 (ay).
Pelo Lema 1.5 existe uma vizinhanca W de x, com W C UNV, tal que, para caday € W,

j;V CHL (X, X — W)~ Hy (X, X — ).

Isto vale, em particular, para y = x. Seja aw o Unico elemento de H, (X, X — W) tal que
iV (aw) = a,. Entdo é claro que (x,ar) € (W, aw).
Afirmamos que (W, aw) C (U,ay) N {V,ay). Para provar isso, primeiro note que, da

comutatividade do diagrama

Ho(X, X = U) W - Ho (X, X — W)

Ho(X, X — )

segue que ji-(ay) = aw. Analogamente ji (o) = aw. Agora, para cada y € W, segue

do diagrama comutativo

Ho(X, X —U) W - Ho (X, X — W)

que jg (ar) = ay. Analogamente j;/ (av) = ay,. Esta provada a afirmagao.

Agora provaremos que p : X° — X é uma aplicacio de recobrimento.

A continuidade de p é garantida pelo Lema 1.5.

Observe que cada fibra p~!(x) estd em correspondéncia um-a-um com H,(X, X — ).
Logo, também pelo Lema 1.5, dada uma vizinhanca W de r, existe uma vizinhanca U de

x tal que para todo y € U, jg ¢ um isomorfismo; entao

P 0 = {a) : yeUea, e Hi(X, X —y)}
~{@IlGH @) yeUeac Hix. X )}
- U weh e

a€Hy (X, X —x)

Esta udltima reuniao € disjunta, ja que jg ¢ um isomorfismo para todo y € U. Além

disso, pljr)-1(a)y € um homeomorfismo para cada a € H,(X, X — ). O]



Dada a n-variedade topoldgica X e seu feixe de orientacdes X, defina uma aplicacio
v: X7,

da seguinte forma: dado (z,a,) € X°, o elemento o, é um miltiplo inteiro de um gerador
de H,(X, X — x); o valor absoluto de tal miltiplo é independente da escolha do gerador;
defina v(x, a,) como sendo tal valor.
Assim, se ol e —al denotam os geradores de H, (X, X — ) correspondentes aos gera-
dores 1 e —1 de Z, respectivamente, entao para
Ay = My = —myp(—al), definimos v(z,a,) = |me| = | — mal.

Lema 1.12 Para cada inteiro ¢ > 0, a pré-imagem v~ (q) € aberta em X° e a aplicacdo

restrita ply-1(q) v™Hq) = X € uma aplicacio de recobrimento a duas folhas.

Prova: Seja (z,a,) € X°tal que v(z, a,) = g, ouseja, o, = myal comal € H,(X, X —x)
gerador e |m.| = q.

Escolha uma vizinhanga W de z e um gerador aw de H,(X, X — W) coerente com
al. Considere o aberto (W, myaw) de XY, Temos

g (meaw) = mej) (aw) = maal

A

— a.?)
o que mostra que (z,a,) € (W,m,al). Agora, se (y,a,) € (W, m,aL), entdo

Cy — ngf/(m:r'OéW) = m_,jZV(aW) = m_,.a;,

o que mostra que v(y, o) = |m,| = ¢. Portanto, (W, m,al) é uma vizinhanca de (z,a,)
contida em v™(q).
Isto prova que v™'(q) é aberto em X°. O restante segue de resultado bdsico sobre

aplicagbes de recobrimento; ver [16, Teorema 53.2]. U

Observagao 1.13 O subconjunto v '(0) C X" é também aberto em X°. Ademais,

plo-10) : v71(0) = X é um homeomorfismo. Ainda,

XY = |_| v ().

q=0

Definicao 1.14 Para qualquer subespaco A C X, uma aplicacio continua s : A — X°

tal que pos = ¢ : A — X a inclusio, é chamada uma secdo de p : X° — X sobre A. A
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condicao p o s = ¢ pode ser escrita sob a forma do diagrama

Uma secao definida em todo o espaco X é chamada uma sec¢ao global.

Por ser p : X¥ — X a projecio na primeira coordenada, se s : A — X" é uma secio,
entao s é da forma s(x) = (z,s'(z)), para todo z € A, com §'(x) € H,(X, X — x).
O conjunto I'A de todas a se¢oes sobre A é um grupo abeliano, sob a operacao de
adicao definida por
(s1+ s2)(@) = (2,81 (x) + 53()).

O zero deste grupo é a secao nula dada por s(z) = (x,0) para todo = € A.

Proposicao 1.15 Existe uma se¢io global s : X — X° aplicando X em v™'(1) se, e so-
mente se, X € orientdvel. Mais geralmente, as orientacoes de X estao em correspondéncia

um-a-um com tais secoes.

Prova: Seja {(U;,a;)} um sistema de orienta¢do para X. Entdo, para x € X, digamos
x € Uy, o elemento a, — j%*(a;) é uma orientagio local de X em z, e assim v(z, a,) = 1.
Defina s : X — X° por s(z) = (x,a,). E claro que s aplica X em v~Y(1). Além
disso, uma vizinhanga bésica de (x,a,) é exatamente da forma (U;, a;), e temos que
sTH({(Us, a5)) = Uy Isto prova que s é continua e conclui a parte “se” da proposicio.
Agora suponha que s(x) = (z, s'(x)) seja uma secao global de s : X — X° que aplica
X em v7!(1). Isto significa que, para cada x € X, o elemento s'(z) gera H,(X, X — x).
Para cada x € X, escolha, pelo Lema 1.5, uma vizinhanca U, de z tal que jU* seja um
isomorfismo e ;Y (ay,) = §'(x). A colecho {(Uy.au,)}eex é um sistema de orientacio

para X; basta ver que se x5 € U,, N U,, entdo jgfl(ozUzJ) = §(x3) = jff;? (au,,) - O

Em funcao desta ultima proposicao, faz sentido definir o que segue:

Definigao 1.16 Para cada A C X, dizemos que X é orientdvel ao longo de A se existe

uma se¢io sobre A aplicando A em v™1(1).

Proposicao 1.17 X ¢ orientdvel ao longo de A se, e somente se, existe um homeomor-

fismo ¢ p~H(A) — A X Z que torna comutativo o diagrama



no qual ® € a projecao sobre a primeira coordenada. Se este € o caso, entao I'A é
isomorfo ao grupo de todas as funcoes continuas de A em Z. Assim, se A tem k < oo

componentes, entio 'A ~ Z*.

Prova: Dada uma secio s : A — v7'(1), para cada x € A, s'(x) é um gerador de
H,(X,X — ). Se (x,0,) € p~'(A), entdo existe um tinico \, € Z tal que a, = A\.8'(x).
Defina ¢ : p~'(A) — A x Z por ¢(x,0.) = (x,)\), para cada x € A. Se U é uma
vizinhanga de x na qual a, tem uma tnica continuagio oy, entdo ¢ aplica (U, ay) bi-
jetivamente sobre U x {\,}. Logo ¢ é um homeomorfismo. Reciprocamente, dado ¢,

recuperamos s : A — v~ (1) definindo s(x) = ¢~ (x,1), para cada x € A. O

Para cada A C X, definimos um homomorfismo canonico
ja: Hy (X, X — A) = TA,
aplicando a € H,(X, X — A) na secio js(a) : A — X° definida por
jala)(x) = (v, 7, ().

Vamos provar que a aplicagdo ja(«) assim definida é realmente continua.

Seja a un ciclo relativo representando . Entdao U = X — |da| é um aberto em X
contento A. Seja ay € H,(X,X — U) a classe de homologia de a relativa a X — U.
Entdo jY @ H (X, X — U) = H,(X,X — A) aplica ay em a. Agora, dado z € A,
considere uma vizinhanca V de z com V C U, tal que j () tem uma tnica continuacao

ay € H,(X,X — V) sobre V. Segue do diagrama comutativo abaixo que jU (ay) = ay.

H,(X, X —U)
H (X, X — A) i H, (X, X -V)
iz i’X
H,(X, X —2)

Assim, para € V N A, temos ja(a)(x) = (x,j2(a)) € (V,ay).
Como os conjuntos do tipo (V,ay) formam uma base de vizinhanca para (z,j2(a))

em X', segue que ja(a) é continua em x € A.
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Se B C A, temos o diagrama comutativo natural

(X, X —A)—* . TA

|
JB r

H. (X, X - B) T——FB
no qual a seta vertical da direita é o homomorfismo r que restringe uma se¢ao sobre A a
uma secao sobre B.
O teorema a seguir tem uma demonstracao bastante longa, que requer uma construcao
em varias etapas e o estudo de diferentes casos. Como nao utilizaremos as construgoes
apresentada na demonstracao, mas apenas o resultado em si, preferimos evitar a delonga

de esmiugar a prova, deixando indicado que ela pode ser encontrada em [9, p. 122-125].

Teorema 1.18 Suponha A C X fechado. Entao:
(1) He(X, X — A) =0 para k > n.

(2) O homomorfismo ja : H,(X, X — A) = I'A € injetor e sua imagem € o subgrupo
. A das secoes sobre A com suporte compacto, isto é, ja: Ho(X, X — A) =~ [ A.

Em particular, jx : Hy(X) =~ T.X e H(X) =0 para k > n.

Nesse teorema, utilizamos a seguinte terminologia: Uma secao s : A — X° é dita ter
suporte compacto se ela coincide com a secao nula fora de um subconjunto compacto de
A. Se A é compacto, entdo I'.A = ['A e, neste caso, j4: H (X, X — A) =~ ['A.
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CAPITULO 2

GRAU DE APLICACOES ENTRE
VARIEDADES TOPOLOGICAS

Neste capitulo, introduzimos os conceitos centrais para o desenvolvimento do restante
do texto. Trata-se dos conceitos de grau de uma aplicacao entre variedades topoldgicas:
o grau sobre um subconjunto compacto do contra-dominio, o grau local em um ponto do
dominio e também o grau de Brouwer.

A primeira segao do capitulo é baseada em [8, Capitulo VIII, §4]. As se¢bes seguintes
contém os resultados que, de alguma maneira, conectam os conceitos de grau com o

conceito de diferenciagao.

2.1 Classe fundamental e grau de aplicacgoes

Seja X uma n-variedade topoldgica, com n > 1, e seja X° o feixe de orientacdes de

X, conforme introduzido na Secao 1.2. Considere a aplicacao projecao
p: X° = X dadapor p(z,a,) ==

Lembramos que X ¢ orientdvel se, e somente se, existe uma secao global s : X — X°
de p: X° = X, tal que s(X) C v™'(1), onde v : X° — Z ¢ a aplicacio avaliacio definida
na Secao 1.2. Mais do que isso, as orientacoes de X estao em correspondencia biunivoca
com as secoes globais de p: X° — X.

Daqui em diante suporemos que X seja orientavel e a secao ( € I'X correspondente a

orientacao de X serd, ela prépria, chamada a orientacao de X.
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Dado K C X compacto nao vazio, existe um unico elemento (x € H,(X, X — K) que

corresponde a restri¢ao (| pelo isomorfismo revelado no Teorema 1.18, a saber,
Jjr  H (X, X — K) ~ K.

Portanto, o elemento (x é caracterizado pela seguinte propiedade: para todo x € K,
o homomorfismo induzido pela incluséo de pares j : (X, X — K) — (X, X — ), que desde

a Secao 1.1 convencionamos denotar
N HA(X, X - K) = H (X, X —x),
aplica (x sobre a orientacao local a, de X em x.

Definicao 2.1 O elemento (x € H,(X, X — K) ¢é chamado a classe fundamental de X
ao longo de K. Se a prépria variedade X é compacta, entdo (x € H,(X) esta definido e

chama-se a classe fundamental de X.

Observamos que se o compacto K C X é conexo e nao vazio, entao H,(X, X — K) ~
I'K ~ Z e (x é um gerador desse grupo.

No que segue, consideramos duas variedades orientaveis, que denotaremos por X e
X'. Para um compacto K C X, utilizaremos a notacao acima firmada, ou seja, (x, para
denotar a classe fundamental de X ao longo de K. Para a variedade X', utilizaremos uma,
linha acima de ¢, isto é, dado um compacto K’ C X', denotaremos a classe fundamental

de X’ ao longo de K’ por (.

Definicao 2.2 Seja f : X’ — X uma aplicacao continua entre n-variedades orientdveis
e seja K C X compacto, conexo e nao vazio, tal que f~'(K) seja compacto. Entdo o

homomorfismo

for Ho(X', X" = f7HEK)) = Ho(X, X — K)

aplica a classe fundamental C}%(K) a um multiplo inteiro de (k. Este inteiro é chamado

grau de [ sobre K e é denotado por degy f. Em simbolos

f*(C}*l(K)) = (degg f) (k-
Se K = &, entao degy f nao é definido.

Exemplo 2.3 Os seguintes sao exemplos simples, nos quais K € sempre um compacto

nao vazlo:
(1) Se f7Y(K) = @, entdo degy f = 0.
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(2) Se t : X' = X ¢ a inclusao de um subconjunto aberto X’ de X (sobre a qual

consideramos a orientacao induzida pela de X), entao degy ¢ = 1, paratodo K € X'.

(3) Se f: X' — X ¢ um homeomorfismo de X’ sobre um subconjunto aberto de X,
entao degy f = 1 ou —1 para todo K C f(X').

Hé vezes em que é conveniente substituir a pré-imagem f~'(K) por um compacto

malor, como segue.

Proposigao 2.4 Sejam f: X' — X e K C X conforme a Definicao 2.2. Seja K' ¢ X'

um compacto contendo f~(K). Entio, o homomorfismo
fo: Ho (X', X' — K') = H (X, X — K)
aplica a classe fundamental (i, em (degy f) (k.

Prova: Considere o seguinte diagrama comutativo, no qual as setas horizontais sao os

isomorfismos dados pelo Teorema 1.18 e r é a aplicacao restri¢ao:

Ho (X', X' — K" L TK
jﬁiluo,, p
Ho( X' X' = [THK)) ——T[7(K)
Jp=1(K)

Pela definicao de classe fundamental, j][cfl( K>(C}(,) = (f1(x)- Agora, o homomorfismo

f« se fatora no triangulo comutativo

£

Ho (X', X' = K') — (X, X = K)
j;(ll.:iﬂ” /

Hn(XI7XI - f_l(K))
Portanto f, aplica () em (degy f) (k. O
Também ¢ importante, por vezes, considerar compactos contidos em K.

Proposigao 2.5 Sejam [ : X' — X e K € X como na Definicio 2.2. Seja L C K

também compacto em X. Entao o homomorfismo
Ji: Hn(XIaXI - f_l(L)) — H,(X, X — L)
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aplica a classe fundamental C;H(L) em (degy f) (. Em particular deg; f = degy f para
todo subconjunto compacto e conexo L + & de K.

Prova: Considere o seguinte diagrama comutativo

Hoy (X! X! — [HK)) L H (X, X~ K)
i) |

Ho (X', X" = f7H(L))

Por um lado, temos:

O sigey o (dogye ) G- (degye £)

Por outro lado, temos:

LK) ;
=YLy F
Gy == Gy == Sl -

Segue da comutatividade do diagrama que fi((j-1)) = (degy f) (L. ]

A importancia da condicio de ser f~!'(K) compacto, para o dado compacto K, nos

leva a classica definicao de aplicacao prépria que, para constar, apresentamos:

Definigao 2.6 Uma aplicacao continua f : X’ — X ¢ chamada uma aplicacao prépria

se, para todo compacto K C X, a pré-imagem f~'(K) é compacta em X'.

Sao 6bvios os seguintes exemplos: (i) todo homeomorfismo é uma aplicagao prépria;
(ii) se X’ é compacto, entao toda aplicagao continua f : X' — X & prépria.

Se f: X' — X ¢ uma aplicacao prépria, entao a condicio expressa na Definicao 2.2
¢ satisfeita para todo compacto K C X, motivo pelo qual, para todo tal compacto, esta
definido o grau degy f.

Proposigao 2.7 (O grau de uma aplicagao prépria) Seja f: X' — X uma aplicacao
propria entre n-variedades orientdveis, com X conexa. Entao o numero inteiro degy f €

o mesmo para todo subconjunto K compacto, conexo e nao vazio de X. Fste numero €

chamado o grau de [ e é denotado deg(f). Para todo compacto K C X, seja ele conexo

ou nao, vale a identidade

f*(C}*l(K)) = deg(/f) (k-

Prova: Sejam K; e K, subconjuntos compactos de X. Entao existe um compacto e

conexo K C X que contém K; e Ky (cubra K; U K3 com um nimero finito de fechados
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homeomorfos a bolas fechadas e conecte-os por caminhos). Pela Proposi¢ao 2.5

f*(C}*l(Ki)) = (degg [)(k, para i=1,2.

Isto prova a proposicao. U

Observacao 2.8 Segue dos resultados acima que:

(1)

(2)

(3)

(4)

O grau deg(f) estd sempre definido se f : X’ — X é uma aplica¢io continua entre
n-variedades orientdveis compactas. Neste caso, o numero deg( f), também chamado

o grau de Brouwer da aplicacao f, caracteriza-se pela férmula

Jo(Cxr) = deg(f) Cx.

Ademais, importa mencionar que, neste contexto, o grau deg(-) é invariante por
homotopia, isto ¢, se fo, fi : X' — X sdo homotépicas, entao deg(fy) = deg(f1).

Particularmente interessante é o caso de auto-aplicacoes da esfera S™. E con-
sequencia do Teorema da Classificacao de Hopf que as classes de homotopia das
aplicagoes f : S™ — S™ estdo em correspondencia um-a-um com os inteiros, sendo
a correspondencia dada por f s deg(f); ver [12, Corolario 8.4, p. 56]. Noutras
palavras, duas auto-aplicacoes da esfera S™ sdo homotépicas se e somente se tém o

mesmo grau de Brouwer.

Se as n-variedades orientdveis sao tais que X’ é compacta mas X nao é compacta,
entao toda aplicacio continua (e portanto prépria) f : X — X tem grau deg(f) = 0.
De fato, sendo compacta, a imagem f(X') nao pode ser toda a variedade X. Escolha
xo € X — f(X') e considere o compacto Ky = {xy} C X. Entdo f~'(K,) = &, o
que implica que degy, f = 0. Pela Proposicao 2.7, deg(f) = 0.

Se X' e X sao n-variedades conexas orientdveis e f : X’ — X é um homeomorfismo,
entao deg(f) = 1 ou —1. De acordo com estes casos, f é dita preservar ou inverter

orientagao, respectivamente.

Coroléario 2.9 (Multiplicatividade do grau) Sejam f : X' - X eg : X" — X’

aplicagoes entre n-variedades orientdveis. Suponha que g seja propria e que X' seja

coneza. Seja K C X compacto, conezo, nao vazio e tal que f~'(K) é compacto. Entdio

degy (f o g) = deg(g) degy f.
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Em particular, se f também € propria e X € conexa, entao

deg(f o g) = deg(f) deg(g).

Prova: A primeira afirmacao segue das identidades

degr(fog)(x = (f Og)*(C(Ilfog)*l(K ) = ([ og*)(é’ iy 1(K)))
- f*(deg(g)C}*l(K)) = deg(g )f*(fffl(K)) = deg(g)(degg [)Ck-

A segunda afirmacao segue da primeira e da tltima parte da Proposicao 2.7. U]

Proposicao 2.10 (Aditividade do grau) Sejam f : X' — X ¢ K C X como na
Definicao 2.2. Suponha que X' seja uma reuniao finita de abertos X, ..., X\ de tal modo
que os conjuntos K; = f~YK) N X| sejam mutuamente disjuntos, para i = 1,...,T.
Considere as aplicacoes f* = flx: X! — X. Entao f~YK) € a soma topoldgica U K!

i=1
o que implica que cada K; € compacto em X; e, por consequinte, o grau deg, f* estd

definido. Além disso,
degre [ = degy f*
=1

YEK)

Prova: Considere o homomorfismo composto ¢ = jg];, o @l indicado na sequencia

abaixo, onde os homomorfismos I’ sdo induzidos pelas inclusoes naturais e 2’ € f~(K):

—1
4

Sl L (XX = Y K)) ——— HL (X, X — )

d - @H (X! X! — Ky =2

Por meio de ®, todas as componentes de 4;(}, sao aplicadas a zero, exceto a compo-
nente (. para a qual se tem 2’ € K7; tal componente é aplicada sobre a orientacao local
! .

o, de X' em 2. Portanto, para cada 2’ € f~'(K), tem-se

j'f.,_ im)(@z’li(@igcg)) = .

xX

Segue da defini¢ao da classe fundamental que @ili(@ié};) = (1. 12 temos:
(degr f) (ke = f*(C}f ) = Ju(@ili(@ili)) = Sufi(@iCi) =

fo (Cer) :DdegKf cK*(ZdegK ) e
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Observacao 2.11 A Proposi¢ao 2.10 revela um resultado especialmente importante quan-
do consideramos o compacto K como sendo um conjunto unitario K = {zp}, com pré-
imagem finita f~*(x¢) = {,...,2.}. Neste caso, podemos considerar abertos X/, ..., X/
em X, cada um contendo o respectivo ponto z; e nenhum dos demais. Assim sendo, temos
que Kj = f~Y(K) N X] = {}}. A aplicagdo [* = f|x: : X! = X induz o homomorfismo

f: : Hn(XzI7XzI - SL’;) — Hn(X7X - SL’()),

que determina o grau degy, f*. Como degp..y f = Zdeg{_,o} f*, segue-se que o grau
i=1
degy,,y / pode ser entendido como o ntmero de pontos de ' (xy), contados com mul-

tiplicidade. Isto ficard mais claro, na préxima secao, com a definicao do grau de uma

aplicacao em um ponto de seu dominio.

2.2 O grau local de uma aplicacao discreta

Diz-se que uma aplicacao f : X — Y, entre espacos topoldgicos, é discreta no ponto
xo € X, se existe uma vizinhanga V' de zyp em X tal que f(x) # f(xo), para todo
xo £ x €V, ouseja, fTH(f(x)) NV = {xo}.

Diz-se que f é discreta se ela é discreta em todo ponto x € X.

Suponha que X e Y sejam n-variedades topologicas e seja f : X — Y uma aplicacao
discreta no ponto xy € X; ponha f(rg) = yo. Seja V uma vizinhanga coordenada (home-
omorfa a uma n-bola aberta) de zo em X tal que f~'(f(x0)) NV = {x0}. Entdo f define
uma aplicacao de pares

[ V)V —x9) = (Y)Y — o).

Pelo Lema 1.1, ambos os grupos H,(V,V — xzq) e H,(Y,Y — yo) sao ciclicos infinitos.
Sejam oy, € H,(V.V —xp) e B,, € H,(Y,Y — yo) geradores desses grupos. Entao, o

homomorfismo induzido
f* : Hn(‘/, V — l’o) — Hn(Y, Y — y())
define (e é definido por) um nimero inteiro deg(f;xo), satisfazendo a identidade

f*(aﬂco) - deg(f;$0)'ﬁy0'

A troca de cada gerador, ay, ou f,,, por seu oposto (também gerador do respectivo
grupo), troca o sinal do inteiro deg(f;xg). Logo, deg(f;xo) depende da escolha dos
geradores ay,, ou 3,,, mas seu valor absoluto nao dependente.
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Portanto, supondo que X e Y sejam orientaveis e determinando-se que os geradores
Qo € Dy sejam escolhidos como orientagoes locais induzidas pelas orientagoes (globais)

fixadas de X e Y, respectivamente, o inteiro deg(f; zo) fica unicamente definido.

Definicao 2.12 Seja f: X — Y uma aplicacdo continua entre n-variedades topolégicas
orientaveis. Se [ é discreta em xg € X, o inteiro deg(f;xg) acima definido chama-se o
grau local de f em xg. Se f nao é discreta em xg € X, dizemos que f tem grau local zero

em xp e escrevemos deg(f;xg) = 0.

A proposicao a seguir é consequéncia imediata da Proposicao 2.10 e da Observagao

2.11, e reforga a interpretagao do grau degy,, f expressa naquela observagao.

Proposicao 2.13 Sejam X e Y n-variedades conexas orientdveis e seja f: X — Y uma
aplicacao. Suponha que y €Y seja um ponto cuja pré-imagem f~(y) € finita. Entao f

¢ discreta em cada ponto x € f~'(y) e tem-se

degpy f = Y deg(fia).

z€f1(y)

Apresentamos a seguir uma observagao que auxilia na compreensao do grau local
deg(f; x), expressando-o como o grau de Brouwer deg(¢) de uma aplicagao entre (n — 1)-
esferas. Esta interpretacao sera utilizada nas préximas secoes deste capitulo e também

nos capitulos seguintes do texto.

Observagao 2.14 (Interpretagao do grau local como grau de Brouwer) Seja [ :
X — Y uma aplicacdo continua entre n-variedades topoldgicas e suponha que f seja
discreta em xy € X. Sejam V C X e U C Y vizinhangas coordenadas (homeomormorfas

a n-bolas abertas) de g e de yo = f(xo), respectivamente, tais que
fWV)ycU e fHyo) NV = {zo}.

Seja K" C U um n-disco fechado mergulhado em Y, contendo 3, em seu interior.
Escolha um disco D™ C V mergulado em X, contendo xy em seu interior, e tal que
f(D™ C E™ Entao f~'(yo) N D™ = {xy} e a restricao de f define um aplicacio de pares

f : (Dn,Dn — .fE'()) — (En, B — yo),

cujo homomorfismo induzido em homologia, ou seja, f, : H,(D", D" —x¢) — H,(E", E"—

Yo ), determina o (e é determinado pelo) grau deg(f; o).
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A fronteira S"~' = D™ é uma (n — 1)-esfera mergulhada em X, assim como %"7! =
OE™ é uma (n — 1)-esfera mergulhada em Y. Considere a inclusio natural [ : "' < D"

e a retracao radial (com relacio a o) 7 : E™—1yo — X", Por fim, considere a composicio
dp=rofol:S" e (D" —xy) = (B" —yo) = XL

Afirmamos que deg(f;xo) = deg(¢), o grau de Brouwer de ¢. Com efeito: isto segue
da comutatividade do diagrama

Ho (D, D" — i) —L Ho(E™, E™ — 1)

0y

H,_1(S™1) - H, (X" 1),

Observamos que as setas verticais superiores sao isomorfismos provenientes na sequéncia
. X2 X2 @ @
exata de homologia dos pares (D", D" — xy) e (E", E™ — yo).

2.3 Aplicacoes abertas e discretas

Lembramos que uma aplicacao f : X — Y ¢é dita ser aberta se f(A) é aberto em Y
sempre que A C X é aberto em X.

Nesta secao, para uma aplicacao entre n-variedades orientaveis, relacionaremos a pro-
priedade de ser aberta com a nao nulidade do seu grau local em cada ponto.

Antes, porém, apresentamos um resultado bastante conhecido, mas para o qual nao
hé uma prova suficientemente compreensivel e acessivel, apesar das inimeras tentativas.
Referimo-nos ao fato de existirem ao menos quatro provas, publicadas nos anos 1964, 1966,
1977 e 1996, que podem ser encontradas nos artigos [5], [21], [6] e [7], respectivamente.

O simbolo dim(-) refere-se a dimensao topoldgica, conceito que pode ser encontrado,
com construgoes distinta, em [13] e em [16].

Teorema 2.15 Sejam X e Y n-variedades topologicas e seja [ : X — Y uma aplicagao
continua, aberta e discreta. Denote por By o conjunto dos pontos de X em que [ nao é
um homeomorfismo local. Entao dim(By) <n — 2 e também dim(f(By)) < n — 2.

Este resultado ¢ utilizado em [2] e serd lembrado no Capitulo 3 deste texto.
Passemos aos resultados sobre o grau local de aplica¢oes abertas. O primeiro deles, a

seguir, ¢ utilizado em [2|, embora sem uma demonstra¢io ou indicagao de referencia.
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Proposigao 2.16 Seja U C R"™ aberto e seja [ : U — R™ uma aplicacao continua e

discreta. Se deg(f;x) # 0 para todo x € U, entao f € aberta.

Prova: Seja A # @ um conjunto aberto em /. Vamos provar que f(A) é aberto em R".
Seja yo € f(A) e escolha xy € A tal que f(xo) = yo. Como f é discreta e A é aberto,
existe um n-disco D C A centrado em x4 e tal que DN f~'(yo) = {x0}. Seja S = 9D a
(n — 1)-esfera correspondente a fronteira de D. Como f é continua, a imagem f(S) é um
conjunto compacto e, portanto, fechado em R™. Além disso, yo € R" — f(5). Sendo este
ultimo um conjunto aberto, existe um n-disco £ C R" — f(S) com centro em yp.

Vamos provar que int(E) C f(D), com o que se conclui a demonstragao, pois teremos
provado que int(£) é uma vizinhanga aberta de g, inteiramente contida em f(A).

Seja 31 = 0L a (n — 1)-esfera correspondente a fronteira de IJ. Considere a retragao

radial ry : R" — y9 — >, Entao estd bem definida e é continua a composi¢ao
wo =190 flg: S — R" —yg —> 2.
A aplicagao gy é uma aplicagdo entre (n — 1)-esferas, e tem-se, pela Observagao 2.14,

deg(f;x0) = deg(yo).

Suponha que exista um ponto y; € int(F) tal que y; ¢ f(D). Sejar; : R" — gy — 3
a retracao radial com relagdo a y;. Como, em particular, y; ¢ f(5), estd mais uma vez

bem definida e é continua a composicao
w1 =r10 flg: S — R —y; — ..

Como yg € y; estdo na mesma componente por caminhos de R™ — f(.5), é facil ver que

as aplicacoes @ e 1 sao homotdpicas, o que implica, pela Observacao 2.8, que
deg (1) = deg(wo).
Por outro lado, como 3, ¢ f(D), estd bem definida e é continua a composi¢ao
Pr=r10flp: D —R"—y; — 3.

Claramente, a aplicacao ¥y : D — > é uma extensao de 1 : S — > ao disco D, ou
seja, w1 = 1 ol, onde | : S < D é a inclusdo natural. Isto implica que deg(yp;) = 0 e,
consequentemente, deg(f;xo) = 0, o que estd em contraposi¢do com a hipétese da pro-
posi¢ao. Portanto, int(£) C f(D) e o resultado segue. O
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Devido ao seu cardter local, a Proposicao 2.16 também é vélida para aplicacoes entre

n-variedades topolégicas orientéveis.

2.4 Persisténcia do sinal do grau local

Sejam X e Y n-variedades topoldgicas orientaveis e seja f : X — Y um home-
omorfismo. Entao f é uma aplicacdo discreta e prépria, e o seu grau deg(f) = =1,
conforme a Observagao 2.8. Agora, pela Proposicao 2.7, tem-se deg(f) = degy,, f, para
todo y € Y. Por outra parte, segue da Proposicao 2.13 que, para cada r € X, tem-se
deg(f; ) = degy(,) f- Portanto, o grau deg(f;x) é o mesmo para todo x € X.

Este fato generaliza-se no seguinte resultado:

Lema 2.17 Seja f: X — Y um homeomorfismo local entre n-variedades orientaveis. Se

X € coneza, entao o grau local deg(f;-) é constante em X .

Prova: Suponha que X seja conexa e sejam zy e 2; pontos de X. Vamos provar que
deg(f; z0) = deg(f; z1). Por ser conexa e localmente conexa por caminhos, a variedade
X é conexa por caminhos. Logo, existe um caminho ~ : [0,1] — X iniciando em z e
terminando em z;. Para cada x sobre a trajetéria im(v) de v, escolha uma vizinhanga
coordenada U, C X de x tal que f|y, : U, — f(U,) é um homeomorfismo.

Como os abertos U,, com x € im(v), cobrem o compacto im(v), podemos escolher
20 = T1,%2,...,T, = 21 sobre im(v), de modo que U,,,...,U,, ainda cobrem im(v).
Ademais, podemos supor que os indices 1,...,k estejam escolhidos de modo a indicar
ordenacao sobre a trajetéria de v, no sentido de zy = z; para z; = xx, e que nenhum dos
abertos U,

w15 - - Uy, possa ser dispensado da cobertura de im(v). Entao, como im(y) é

o A @ parat—=1,... k-1

Por construcao, para cada ¢ = 1,... &k, a aplicacao f

um conjunto conexo, tem-se que Uy, N U,

v,, : Ur, = f(Us;) € um homeo-
morfismo. Logo, pelo que observamos no inicio da se¢ao, tem-se que deg(f;-) é constante
em cada U,,. Como, além disso, U,, N U,,,, # & parai = 1,...,k — 1, segue-se que

deg(f;+) é constante sobre im(y). Em particular, deg(f; z0) = deg(f; 2z1). O

Consequencia imediata do Lema 2.17 é que se f : X — Y é um homeomorfismo
local entre n-variedades, entdo a aplicagao grau deg(f;-) : X — Z é continua, ou seja, ¢
constante nas componentes de X.

O resultado a seguir foi originalmente demonstrado em [2].

Proposicao 2.18 Seja f : X — Y uma aplicacao continua, aberta e discreta entre n-
variedades conexas e orientdveis. Entao, para cada x € X, tem-se deg(f;x) # 0. Além

disso, deg(f;x) tem o mesmo sinal em todo x € X.
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Prova: Seja By o conjunto dos pontos de X em que f nao é um homeomorfismo local.
Pelo Teorema 2.15, dim(By) < n — 2, o que implica, por [13, Teorema IV 4, p. 48], que
X — By ¢ conexo. Segue do Lema 2.17 que

deg(f;x) = ¢, paratodox € X — By, comc=1ouc= —1. (2.1)

Seja xg € By e ponha yg = f(xg). Como f é discreta e X é localmente compacta,
podemos escolher uma vizinhanga V' de xy cujo fecho cl(V') é compacto e tal que f(x) #
f(xo) para todo xy # x € cl{V).

Como f é aberta e Y é localmente conexa e localmente compacta, existe uma vizi-

nhanga W de y, tal que cl{W) é um subconjunto compacto e conexo de Y e

(Fleta)) ™ (W) = () (W) € V.

Além disso, (f]y)™ (cl{W)) é compacto e segue da Proposicdo 2.5 que

degy,y flv = degy,yy flv, para todo y € cl(W). (2.2)

Por outro lado, como U = (f]y)"(W) é um subconjunto aberto de X e f é aberta,
temos que f|y(U) C cl(W) é um subconjunto aberto de Y. Ainda, como Y — f(By)
é denso em Y (pelo Teorema 2.15), existe 1y € flv(U) — f(By). Além disso, segue da
identidade (2.2) que degy, y flv = degy,, flv. Seja (flv) " Yy) = {x1,..., 2} em X — By
(esse conjunto ¢é finito porque cl(V') é compacto). Entao, pelo Corolario 2.13,

deg(f; o) = deg{yo} flv = deg{yl} flv = Z deg(f|v;xs). (2.3)

2 €(flv) )

Agora, como x; € X—Byparai = 1,...,k, segue daidentidade (2.1) que deg(f; x;) = ¢
para i = 1,..., k. Entdo, segue da identidade (2.3) que deg(f;xo) = kc e, ademais,
deg(f;x) tem o mesmo sinal para todo r € X. O

Observe que a Proposicao 2.18 é a reciproca da Proposicao 2.16.

2.5 O grau local de um aplicacao diferenciavel

Nesta secao, demonstramos que o grau local de uma aplicacao diferencidvel em um
ponto qualquer de seu dominio é igual ao sinal do determinante de sua derivada em
tal ponto. Por tratar-se de resultado de carater local, consideramos auto-aplica¢oes do

espaco euclidiano, ao invés de aplicacoes entre n-variedades diferencidaveis. Este resultado
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é utilizado implicitamente por alguns autores, inclusive por Biasi, Gutierrez e dos Santos
em [2|, mas desconhecemos a existéncia de uma demonstragao publicada.

O resultado serd obtido como corolario de dois resultados preliminares. Antes de
apresenta-los, explicamos o que chamamos de sinal do determinante: dada uma matriz
quadrada A, o sinal de seu determinante, denotado por sgn(det A), é um dos inteiros —1,

0 ou 1, de acordo com ser o det A negativo, nulo ou positivo, respectivamente.

Proposicao 2.19 Seja f : R® — R"™ uma aplicacao continua. Se [ é diferenciavel em
19 € R" e se det f'(xo) # 0, entao [ € discreta em xo e deg(f;xo) = deg(f'(z0);0) = £1.

Prova: Sem perda de generalidade, ponhamos xy = 0 e f(xg) = 0. Como det f'(0) #£ 0,

¢é positivo o ntmero real
1
b= — min || f(0)-z|.
5 min [(0)-a]
Segue-se que, para todo x € R", tem-se || f'(0) x| > 2b|z||.
Como [ é diferencidvel em 0, existe § > 0 tal que, para todo x € Bs(x), vale
f@) = f0)x+r(x), com [r(x)] <blz|.
Segue-se que, para todo x € Bs(0),

LA @)= 11/(0) -z +r(@)l| = [1//(0)-z|l — llr(z)ll = 2b]lz]| — bl = blz]].

Isto prova que f(x) # 0 para todo 0 # x € Bs(0), ou seja, f~1(0) N Bs(0) = {0}, o
que significa que f é discreta em 0.

Por outra parte, temos também
1)z — ()| = [ £0)2| — Ir(x)]| > bll=|.

Portanto, || f/(0)-x —r(x)|| > 0 para todo 0 # x € B;s(0), o que significa que, para cada
tal z, o segmento de reta conectando f'(0)-z e r(x) nao passa pela origem.

Segue-se que esta bem definida e é continua a aplicacao de pares
F (36(0) X [07 1]7 (36(0) - O) X [07 1]) — (Rn7Rn - O)

dada por F(xz,t) = f'(0)-x + ¢-r(x). Claramente, I é uma homotopia entre as aplicagoes
de pares f'(0) : (Bs(0), B5(0) —0) — (R*,R"—0) e [ : (Bs(0), Bs(0) —0) — (R*,R™ —0).

Portanto, deg(f;0) = deg(f'(0); 0) = £1, sendo a ultima identidade devido ao fato de
ser f/(0) : R® — R™ um homeomorfismo. O

Proposigao 2.20 Seja T : R™ — R"™ uma aplicacao linear. Entao deg(T';0) = sgn(det T').
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Prova: Se detT' = 0, entao 1" nao ¢é invertivel e, consequentemente, 1" nao é discreta na
origem 0 € R", do que segue, pela Defini¢ao 2.12, que deg(T’;0) = 0.

Se detT # 0, entdo 1" é um homeomorfismo e, portanto, deg(7;0) = +1. Vamos
provar que o sinal do grau deg(7’;0) ¢é igual ao sinal do determinante det 7.

Seja G L(n) o espago das matrizes n X n invertiveis, munido da topologia herdada do
espaco euclidiano R™ . Este espaco possui duas componentes por caminhos, GL1(n) e

G L™ (n), determinadas pelo sinal da func¢do determinante, isto é,
GL"(n) = det™(0, +-00) e GL™(n) = det (=00, 0).

Suponha detT" > 0. Entdao T' € GL*(n), assim como a matriz identidade I. Logo,
existe um caminho v : [0, 1] = GL"(n) iniciando em I e terminando em 7. Ambas, I e

T, dao origem a aplicagoes de pares I,T: (R",R" —0) — (R",R™ — 0). A aplicagao
[':R*"x [0,1] = R" dada por [I'(z,t)=~() =,

¢é continua e verifica I'(x,0) = I-x e ['(x,1) = T-x. Logo, I' é uma homotopia entre
I e T. Além disso, note-se que I' aplica (R™ — 0) x [0,1] em R™ — 0, e que a restri¢io
[ (R"—0) x [0,1] =+ R™— 0 é ainda uma homotopia. Portanto, I e T sdo homotdpicas

como auto-aplicagdes do par (R™, R"™ — 0). Segue-se que
L,=T,: H,(R"R"—-0) = H,(R",R* — 0).

Como, além disso, [, é o isomorfismo identidade, segue-se que deg(7’;0) = deg([;0) = 1.

Suponha agora det(1") < 0. Procedendo da mesma maneira que acima, prova-se que
deg(T;0) = deg(J;0), onde J € GL™(n) é a matriz obtida de I trocando o sinal do
elemento da linha 1 e coluna 1. Noutros termos, J : R® — R" é o homeomorfismo que
troca o sinal da primeira coordenada. A aplicacao J restringe-se a uma auto-aplicagao
J: 5" 5 §"1 Segue da Observacio 2.14 e de [22, Proposicao 1.19] que deg(.J; 0) =

deg(J) = —1. Portanto, também deg(7;0) = —1. O

Corolario 2.21 Seja f : R" — R"™ uma aplicacao continua. Se [ € diferencidvel em
1o € R™ e det f'(xo) # 0, entao deg(f; xo) = sgn(det f'(x)).

Prova: Segue das Proposigoes 2.19 e 2.20. U
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CAPITULO 3

OS TEOREMAS DA APLICACAO
IMPLICITA E DA APLICACAO INVERSA

Em célculo avancado ou andlise em variedades diferencidveis, dois dos mais importantes
e famosos teoremas sao o Teorema da Aplicacao Implicita e o Teorema da Aplicagao
Inversa. Além de serem muito elegantes, sao muito reveladores e podem ser considerados
teoremas multiuso, com consequencias e aplicacoes em diversas dreas da matemdatica pura
e aplicada. Nao é a toa que a literatura mateméatica contém demonstracoes diversas para
estes resultados, e também algumas versoes alternativas ou adaptacgoes; ver [14]. Neste
cenario, destacam-se as versoes mais ousadas, no sentido de que abandonam o universo de
classe C¥, k > 1, ou mesmo o universo diferencigvel, para dedicar-se ao caso meramente
continuo. Estamos falando da versao do Teorema da Aplicagao Implicita apresentado
em 2008 por Biasi, Gutierrez e dos Santos em 2], e da versdo do Teorema da Aplicagao
Inversa apresentado em 2016 por Barreto, Fenille e Hartmann em [1]. Este capitulo é

dedicado & apresentacao desses dois resultados e de algumas consequencias e aplicacoes.

3.1 O Teorema da Aplicacao Implicita para aplicacoes

continuas

A versao classica do Teorema da Aplicacao Implicita estabelece que se f: U — R" é
uma aplicacao de classe C*, k > 1, definida num aberto U € R™ x R™, e se, num dado
ponto (xg, o) € U tem-se det 0y f(xo, %) # 0, entdo a equacao f(x,y) = f(xg,yo) define
implicitamente, numa vizinhanca de o, uma tnica aplicacio y — ¢(x) de classe C¥.
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Nesta secao, apresentamos o resultado principal de Biasi, Gutierrez e dos Santos pu-
blicado em [2]|, que se trata de uma versao do Teorema da Aplicacao Implicita para
aplicagbes continuas, sem qualquer hipétese de diferenciabilidade. As condigoes exigidas

sao de carater topologico e homologico.

Teorema 3.1 (Teorema da Aplicagao Implicita) Seja X um espaco Hausdor(f local-
mente conexo por caminhos e sejam Y e Z n-variedades orientdaveis. Seja f - X XY — Z
uma aplicacao continua tal que, para todo x € X, a aplicacao f, - Y — Z, definida por
f=(y) = f(z,y), € aberta e discreta. Suponha que, para algum (xo,y0) € X X Y, tenha-se
| deg(foo;yo)| = 1. Entao existe uma vizinhanca V' de xo em X e uma aplicacao continua
0 : V=Y tal que f(x,o(x)) = f(xo, ) para todo x € V.

Prova: Seja zp = f(xo,y0). Como Y ¢é localmente compacto e f,, é uma aplicacio

discreta, podemos escolher uma vizinhanca compacta W C Y de gy, tal que

(fao) " (z0) N W = {0} (3.1)

Primeiro mostraremos que para qualquer vizinhanca compacta K C int(W) de yo,

existe uma vizinhanca V' de x( tal que
(f.lw)*(20) € K, para todo z € V. (3.2)

Suponha que para cada vizinhanga V' de xy exista (xy,yv) € V x (W — K) tal que
flzv,yv) = 2. Consideremos a rede ({(xy,yy))ver, onde T é a cole¢io das vizinhangas
de xg, munida da ordem parcial: V| < V5 se V5 C V). Desta forma, temos que lim xy = xg
e, como (yy) ¢ uma rede no compacto W — int(K), existe y; € W — int(K) que é limite
de uma subrede de (yy). Mas como f é continua, temos que f(zg,y1) = 20, 0 que implica
que y; = o, pela identidade (3.1), contradizendo o fato que y; € W — int(K). Portanto
existe uma vizinhanga V' de x¢ que satisfaz a condi¢ao (3.2).

Escolha uma vizinhanga compacta K C int(W) de yy. Segue de (3.2) que para cada
x €V, aaplica¢do de pares f, : (W, W — K) = (Z, 7 — zy) fica bem definida. Como X ¢
localmente conexo por caminhos, podemos asumir que V seja uma vizinhanca localmente
conexa por caminhos de x( e, ainda mais, que para cada z € X, existe um caminho v em
V de xy para x. Defina a homotopia de pares H : (I x W, I x (W — K)) — (4,7 — z),
com [ = [0,1], dada por

H{ty) = 0 9) = Fo ) (3.3)

Como W é compacto e H é uma homotopia prépria entre f,,|w € [.|w, obtemos que

degy,y folw = deg(,y faolw. Agora, como por definicao degy, ) faolw = deg(frg; 10) €,
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por hipétese, |deg(fs,,y0)| = 1, obtemos que

| deg o) felw| = [degpy faolw| = | deg(fuo; vo)| = 1. (3.4)

Como f, é aberta e discreta, segue da Proposicao 2.18 que deg( f.; y) # 0 e tem sempre
o mesmo sinal, para todo y € Y. Assim, se (fo|lw) " (20) = {y1,.. ..y} C W, com k > 2,

temos
k

k
[ deg oy folw| =D deg(forgi)l = Y | deg(foima)] > 1. (3.5)

i=1 i=1
o que contradiz a identidade (3.4). Assim para cada x € V, existe um unico y € K tal
que (f.|w) ' (2) = y. Noutras palavras, para cada x € V existe um tnico y = p(r) € K
tal que fo(p(x)) = f(z, o(x)) = 20.

Vamos provar que a aplicacao p : V' — K C Y é continua. Seja A uma vizinhanca de
y = @(x) tal que A C K. Suponha que para qualquer vizinhanga U de x, existe xy € U
tal que p(xy) € K — A. Consideremos a rede ({(xy, o(ry))veq, onde Q é a colegao das
vizinhancas de x, munida da ordem parcial: U; = U, se Uy C U;. Desta forma, temos que
lim zy = x e, como (¢(zy)) é uma rede no compacto K — A, existe yo € K— A que é limite
de uma subrede de (p(zy)). Assim (x,y2) é o limite de uma subrede de (zy, p(xv))veq-
Como f é continua e ¢ é dada implicitamente pela equacao f(z,p(x)) = 20, temos que

f(x,y2) = 20, 0 qual implica que y = y,, contradizendo o fato que y, € K — A. O

O seguinte resultado, que também se encontra em [2|, é um versao do Teorema da
Aplicacao Inplicita que traz uma hipétese de diferenciabilidade, mas nenhuma exigéncia
sobre a classe de diferenciabilidade. E muito interessante que este resulatdo surja como
coroldrio da versao do Teorema da Aplicagdo Implicita para aplicagoes (meramente)

continuas, e nfo como aperfeicoamento da versao para aplicacbes de classe C*, k > 1.

Corolario 3.2 Seja X um espaco Hausdorff localmente conexo por caminhos. Sejam
U C R" aberto e f : X x U — R"™ uma aplicacao continua. Suponha que, para cada
x € X, a aplicacao [, : U — R" seja diferencidvel (mas nao necessariamente de classe
CY) e ndo possua pontos singulares. Entao existe uma vizinhanga V de xo e uma aplicacdo

continua @ : V. — U tal que f(x, () = 20 para cada x € X.

Prova: Sendo cada f, : U — R" diferenciavel e livre de pontos singulares, segue da
Proposicao 2.19 que cada f, é uma aplicacao discreta e verifica | deg(f.; y)| = 1 para todo
y € U. Isto implica, pela Proposicao 2.16, que f, é aberta para cada xr € X. Portanto, o

resultado segue do Teorema 3.1. O]
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Para finalizar esta secdo, importa mencionar que em 2006, dois anos antes da pu-
blicacao do Teorema 3.1, Biasi e dos Santos publicaram uma outra versao homoldgica
do Teorema da Aplicagao Implicita; trata-se do Teorema 2.1 de [3|. Naquela primeira
versao, no entanto, com hipdteses um pouco mais gerais, nao foi possivel concluir sobre a

continuidade da aplicacao implicita p; provou-se apenas sua continuidade no ponto xy.

3.2 O Teorema da Aplicacao Inversa para aplicacoes

continuas

A versao cldssica do famoso Teorema da Aplicagao Inversa estabelece que se uma
aplicacdo f : U — R”, definida e de classe C*, k > 1, num aberto U C R", é tal que f(xo)
é invertivel para um certo xo € U, entdo f é um difeomorfismo local de classe C* em .

O principal resultado desta se¢do (Teorema 3.3), publicado em 2016 por Barreto,
Fenille e Hartmann em [1], ¢ uma versao do Teorema da Aplicagao Inversa para aplicagoes
continuas. Nenhuma hipétese de diferenciabilidade é exigida, apenas condigoes topolégicas

e homolégicas. Passemos ao resultado:

Teorema 3.3 (Teorema da Aplicagao Inversa) Sejam f : X — Y uma aplicacao
continua, discreta e aberta entre n-variedades orientdveis e seja xo € X um ponto. Se

| deg(f;x0)| = 1, entao f € um homeomorfismo local em xq.
Prova: Considere parametrizacoes
p:A, =2 U CX e P Ay, - V' CY,

com A, e A, subconjuntos abertos de R" contendo a origem 0 € R", tais que p(0) =
20 € U e 9(0) = yo = f(xo) € V'. Como f é continua e discreta, podemos assumir que
U0 [ o) = {zo} e f(U) C V.

Considere a composigao ¢p~'o fop : A, — A, e defina a aplicagao F : Ay x A, — R"
por F(z,y) = (' o fop)(y) — x. Tem-se:

i) 1(0,0) =9~ o fop(0) = ¢ o fo(xg) =9 (y) = 0.

ii) Como ¢ e ¢ sdo homeomorfismos, a aplicacdo 1" o f o  é continua, aberta e
discreta. Entao, para todo x € A, a aplica¢do continua £} : A, — R"™ definida por

Fi(y) = F(x,y) ¢ aberta e discreta.

iii) Particularmente, Fy : A, — R™ é dada por Fy(y) = ¢ o f o ¢(y) e temos que
F571(0) = 0, do que segue que degp, ) Fo = deg(F;0).
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iv) Por propiedades basicas de grau tem-se:

degp, oy Fo = deg(¢p™' o f 0 ¢;0)
= deg(yp™"; 0) deg(f; 20) deg(; 0)
= deg(f; l’o)~

Portanto, | degp,q) Fo| = | deg(f;x0)| = 1.

Pelo Teorema 3.1, existe uma vizinhanga V" C A, de 0 e uma aplicagao continua
E: V" = A, tal que o foypol(z) —x = F(z,{(z)) = 0 para todo z € V", o que
implica

fopol&(x)=1(x) paratodoz e V", (3.6)

Como v é um homeomorfismo, segue que £ e injetiva. Pelo Teorema da Invarianca de
Dominios (ver [4]),  aplica V" homeomorficamente sobre sua imagem (V") C A,, que é
aberta em R".

Ponha V = (V'Y Cc V' e U = o(£(V")) C U'. Note que U é um subconjunto aberto
de X e V é um subconjunto aberto de Y. Considere a composicao de homeomorfismos
g=@ofoyp 'V = U. Para cada y € V, existe um tnico € V" tal que y = ¥(z), e
pela identidade (3.6) temos que

fogly)=fopoloty™ (y) = fopol(t) =1(x) =y,

o que prova que fo g(y) =y para todo y € V. Como g é um homeomorfismo de V' sobre
U, a restricao da aplicagdo f|y : U — V é também um homeomorfismo; alids f|y é o

homeomorfismo inverso de g. U

Em [1], os autores apresentam uma segunda versdo para o Teorema da Aplica¢ao
Iversa, desta vez para aplicacoes continuas, abertas e discretas entre n-variedades que sao
grupos topoldgicos. Nesta versao, que apresentamos abaixo, utiliza-se a nocao de grau de

uma aplicacao sobre um ponto de seu contra-dominio.

Teorema 3.4 (Teorema da Aplicagao Inversa para grupos topolégicos) Seja f :
X — Y uma aplicacao continua, aberta e discreta entre duas n-variedades topoldgicas.
Suponha que X eY sejam grupos topoldgicos, e sejam xo € X e yo = f(x0). Se f~ (o)
¢ finito e |degy,.y f| = 1, entao existe uma vizinhanga V' de yo € uma aplicagao continua

g:V = X, com g(yo) = xo, tal que f o g(y) =y para todo y € V.

Prova: Consideremos a aplica¢ao continua F : X x Y — Y definida por F(r,y) =

z)*y~ !, onde * é a operacio do grupo topolégico Y e y~! é o inverso de y. Claramente
Y ¢ g
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F(xo,y0) = €, aidentidade de Y. Para cada y € Y, definimos a aplica¢ao F, : X — Y por
F,(x) = F(x,y). Como f é aberta e discreta, tem-se que F, também é aberta e discreta

para todo y € Y. Além disso, F~'(e) = f~'(y) ¢ finito, e temos

|deg{e} |*‘ Z dengoviv‘*‘ Z degfx =

2E€F'(e) z€f 1 (yo)

Pelo Teorema 3.1, existem uma vizinhanca V' de 3, em Y e uma aplicacao continua
g:V — X tal que F(g(y),y) = e para todo y € V. Assim, f(g(y)) *y~' = e para todo
y €Y, o que implica que f o g(y) = y para todo y € V. O

3.3 Teorema de Darboux para aplicacgoes continuas

A versao classica do Teorema de Darboux estabelece que se f : [a,b] — R é uma
aplicacao diferencidvel com a propriedade que f'(a) < 0 e f'(b) > 0, entdo existe um
ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. Mais geralmente, se f : [a,b] — R ¢ diferencidvel, entao
todos os valores reais entre f'(a) e f'(b) pertencem a imagem de f'; ver [19, pagina 93].
Noutras palavras, para uma funcao que é a derivada de outra, vale o Teorema do Valor
Intermediario, mesmo que a funcao nao seja continua.

A seguir, apresentamos vérias versoes do Teorema de Darboux, sendo a primeira delas
uma versao homoldégica da qual decorrem as demais. Todos os resultados desta secao se

devem a Biasi, Gutierrez e dos Santos e se encontram em [2].

Teorema 3.5 (Versao homolégica do Teorema de Darboux) Sejam X e Y duas
n-variedades conexas orientdveis e seja [ @ X — Y uma aplicacao continua. Suponha
que sejam xg e xp pontos em X para os quais se tenha deg(f;xq) < 0 e deg(f;x1) > 0.

Entao existe x5 em X tal que deg(f;x2) = 0.

Prova: Se f néo é discreta em algum x € X, segue da Defini¢ao 2.12 que deg(f;x) = 0.
Por outro lado se f é discreta para todo x € X e deg(f; ) # 0 para todo z € X, entao,
pela Proposicao 2.16, f é aberta. Logo, pela Proposicao 2.18, o grau deg(f;x) tem o

mesmo sinal para todo x € X, o que estd em contradicao com a hipétese. U

Passamos a algumas versoes diferencidveis do Teorema de Darboux, sem a exigencia de

que as aplicacoes dadas sejam de classe C' (hipétese que tornaria os resultados triviais).

Corolario 3.6 Sejam X e Y duas n-variedades diferencidveis, conexas e orientaveis, e
seja f: X — Y uma aplicacao diferencidvel. Suponha que x¢ e x1 em X sejam tais que
det f'(xo) < 0 e det f'(x1) > 0. Entao [ tem um ponto singular.
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Prova: Suponha que f nao tenha pontos singulares, ou seja, que det f'(x) # 0 para todo
x € X. Neste caso, conforme a Proposicao 2.19, f é discreta e, para todo z € X, tem-se
|deg(f;x)| = 1 # 0. Segue-se da Proposi¢ao 2.16 que f é aberta. Pela Proposicao 2.18,
o grau deg(f;x) tem sempre o mesmo sinal em todo ponto r € X. Consequentemente,
pelo Coroldrio 2.21, também det f/(x) tem o mesmo sinal em todo x € X, o que estd em

contradicao com a hipdtese. U]

Corolario 3.7 Seja X uma n-variedade diferenciavel, conexa e orientavel, e sejam f, g :

X — R" aplicagoes diferencidveis. Suponha que existam o € R e xg,x1 € M tais que
det(f(zo) — ag'(x0)) <0 e det(f'(xy) — ag'(x)) > 0.
FEntao, existe x5 € M tal que det(f'(z2) — ag'(x3)) = 0.

Prova: I suficiente aplicar o Coroldrio 3.6 para a aplicacio h = [ — ag. U]

Como consequencia do Corolario 3.7 temos a seguinte versao do Teorema de Darboux

para aplicacoes diferenciaveis de R™ em R"™.

Corolario 3.8 Seja U C R" aberto e conexo e seja f : U — R"™ uma aplicacao dife-
renciavel. Suponha que existam o € R e xg,x1 € U tais que det(f'(zo) — al) < 0 e
det(f'(z1) — al) > 0. Entao, existe x2 € U tal que det(f'(x2) — al) =0, (isto é, a é um

autovalor de f'(x5)).

Agora consideremos f e U como nas hip6teses do Corolario 3.8 e escrevamos pg(A) =
det(f'(xg) — AI) e pi(A) = det(f'(xy) — AI). Sejam ng e n; em N. Temos:

Corolario 3.9 Sejam zo,x1 € U e a € R tais que po(A) = go(AN){(a — A)™ e pi(A) =
G (M) (a— A", onde go(N) e qi(X) sao polinémios nao nulos. Suponha que ny seja tmpar
e ny seja par. Se go(a)qi(a) > 0, entao existe § > 0 que satisfaz a sequinte condi¢do:
para cada X € (o, a0+ 0), existe x5 = xo(N) tal que det(f'(z3) — M) = 0.

Prova: Como ng é impar e n; é par, temos que, para A > « perto de a, os polinomios
po(A) e p1(A) tém sinais opostos. Segue do Corolario 3.8 que se § > 0 é suficientemente
pequeno e A € (a,a + J), existe 1o = 22(A) tal que pa(A) = det(f'(z2) — AI) = 0. O

O Corolario também é valido no caso em que go{a)gi(a) <0 e A € (a — 6, a).
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CAPITULO 4

IMERSAO E SUBMERSAO
TOPOLOGICAS

Aliados aos Teoremas da Aplicacao Implicita e da Aplicagao Inversa ha dois outros
teoremas cldssicos, através dos quais se constréi (no universo de classe C¥, k> 1) um elo
de equivalencias entre os dois primeiros. Referimo-nos aos assim chamados Teorema da
Forma Local das Imersoes e Teorema da Forma Local das Submersoes, ambos encontrados
em [10, Capitulo 1] e em muitos outros livros de calculo avangado, variedades diferencidveis
ou topologia diferencial. FEssencialmente, estes teoremas revelam que: (i) toda imersao de
classe C¥, k > 1, se comporta localmente como uma inclusao, quer dizer, torna-se uma
inclusdo ap6s uma apropriada mudanga de coordenadas locais; (ii) toda submersao de
classe C¥, k > 1, se comporta localmente como uma projecio, quer dizer, escreve-se como

uma projecao apds uma apropriada mudanca de coordenadas locais.

Os conceitos classicos de imersao e submersoes sao expressos em termos das derivadas
da aplicacao dada. Contudo, existem conceitos analogos no universo topolégico, ou seja,
naquele em que das aplicacoes dadas exige-se apenas continuidade. Neste cenario mais ge-
ral encontram-se os conceitos de imersao topoldgica e submersao topoldgica, apresentados
de forma didatica em [15, p. 83-89|.

Em [1], Barreto, Fenille e Hartmann apresentam um refinamento dos conceitos de
imersao e submersao topoldgicas, definindo o que chamam imersdes e submersoes to-
polégicas retas e obliquas. De posse de tais conceitos, os autores demonstram versoes
topoldgicas para o Teorema da Forma Local das Imersoes e o Teorema da Forma Local
das Submersoes. Este capitulo é dedicado a demonstracao desses dois teoremas e algumas

consequencias e aplicagoes, todos constantes de [1].
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4.1 Sobre o grau de aplicagoes entre espacos produto

E uma consequéncia da Férmula de Kimneth (ver [9, §29] ou [11, §3.B]) que, dadas
aplicacoes f1 : X1 — Y1 e fo 1 X5 — Y, entre variedades topoldgicas orientaveis de mesma
dimensao, tem-se

deg(f1 X g1; (21, 22)) = deg(fi;21)-deg(fo; 72).

No entanto, se consideramos uma aplicacao f: X x Y — Y e definimos I': X x Y —
X xY por F(x,y) = (z, f(x,y)), entdo F nao é uma aplicagao produto e a Férmula de
Kiinneth nao pode ser aplicada para expressar o grau de I
Se X e Y sao variedades diferencidveise f : X XY — Y é uma aplicacao diferenciavel,
entao a aplicacao F' definida como acima é também diferenciavel. Além disso, se a derivada
parcial 9y F (zg,70) é nao singular, entdo a matriz Jacobiana F'(xg, 1) ¢ também nao
singular; alids,
det I (xg,y0) = det O F (0, o).

Este fato nos leva a pensar que se deg(f(xo,-); %) = £1, entao deg(F; (xo,y0)) = £1; ou

ainda mais, que

deg(F; (o, y0)) = deg(f(wo, - ); yo)-

De fato, é disso que se trata o principal resultado desta secao, que enunciamos e demons-
tramos apds o lema abaixo.

Lema 4.1 Seja f : 8" — S"™ uma auto-aplicacdo continua da n-esfera, seja S™™' C S™
o equador e sejam B e E* os hemusférios fechados de S™. Se E7 e E” sao invariantes
por f, entao a restricio de f a S™™' dd origem a uma auto-aplicacio continua f|gn1 :

S*t 5 S*7 que verifica deg(f) = deg(f|sn1).

Prova: Nao ha divida sobre a boa definicdo e a continuidade de f|gn1: S — S~ 1

Sejam py € I} e pg € E” os pélos norte e sul de S, respectivamente, e considere os
abertos U = S™ — {pn} e V = S" — {ps}. Entao U é V sdo abertos contrateis, U NV é
um aberto que se retrai por deformacao forte sobre "' e, além disso, U UV = S™.

Segue-se da sequencia de Mayer-Vietoris e de sua naturalidade que o diagrama

Hn(Sn} = Hn—l(Sn_l)
f*” ”f|sn71*
H,(S™) —= H, (5"

¢ comutativo e suas setas horizontais sao isomorfismos; alids, sao o mesmo isomorfismo.

Portanto, deg(f) = deg(f|sn—1). O
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No que segue, B¥ ¢ D¥ denotam a bola aberta e o disco (fechado) de raio r e centro

na origem no espaco R*. Adicionalmente, S¥~* = 9D é a fronteira de D¥.

Proposigao 4.2 Sejam [ : R™ x R"® — R"™ uma aplicacao continua e zo = (xo,yo) €
R™ x R" um ponto. Considere as aplicacoes (continuas) f., : R" — R", definida por
Jao(y) = [(@o,y), € I : R™ x R" — R™ x R", definida por F'(z,y) = (zx, [(z,y)). Se [x

¢ discreta em yo, entao F € discreta em zg e deg(F; z9) = deg(fuo; Y0)-

n

Prova: Sem perda de generalidade, podemos considerar zop = (0,0) e f(29) = 0. Primeiro
provamos o resultado para m = 1. Em seguida, provamos o caso geral por inducao em m.

J& que f é continua e f; é discreta em 0, existe 0 < ¢ < 1 tal que
f(=2¢,2e) x By) C DY e fiH(0) N ((—2¢,2¢) x By,) = {0}.

Como F(x,y) = (0,0) forca = 0, temos que F'~'(0,0) N ((—2¢,2¢) x BY) = {(0,0)},
o que implica que F' é discreta em (0, 0).

Segue que fp induz uma aplicagao do par (D2, D —0) no par (D7, D} —0), cujo homo-
morfismo induzido fy, : H,(DZ, D2 —0) — H,(D?}, DY — 0) determina o grau deg( fo;0).
Considere a inclusdo  : S7! < D™ e a retracdo radial r : D} — 0 — SP~'. Temos o

seguinte diagrama comutativo:

fou

oo (D? — 0)— T F,_ (D7 —0)
Z*TN zln
_ &+ =74 fo, ls 77 n—
Hn—l(S? 1) _____ s n—l(Sl 1)

Segue que deg( fo; 0) = deg(¢).

Considere a suspensao 957" consistindo de todos os segmentos conectando os pontos
da esfera 0 x S"~! C 0 x R™ aos pontos (—¢,0) e (¢,0) em R x R™. Além disso, considere
a suspensio andloga SD”, de modo que SS*™1 = dSD”.

Obviamente, SS”! é homeomorfo a n-esfera e SD” é homeomorfo ao (n + 1)-disco
fechado, ambos contidos no (n + 1)-disco K = [¢,6] x D? em R x R™ Também
Kt = [—¢,¢] x D é homeomorfo ao (n + 1)-disco fechado em R x R™, cuja fronteira 3
é homeomorfa a n-esfera. Claramente, temos uma retracio (radial) r : K7H'—(0,0) — 7.

Por construc¢ao
F(SD™y c KM e F(SS™Y c F(SD*—(0,0)) C K —(0,0).

37



Como anteriormente, temos o seguinte diagrama comutativo:

Hy1(SD?, SD2—(0,0)) ———— Hyyy (K7 K74 —(0,0))
o= ~[o
H,(SD2~(0,0)) - - I, (K7 —(0,0))
le* %l”

n—1 &, =ri Fil, = .
Hn(SSE ) _____________ b H’I’L(El)

Segue que deg(F;(0,0)) = deg(®P).

Agora, é facil ver que S”! corresponde ao equador 0 x S~ C SS* 1 e S corres-
ponde ao equador 0 x S7* C ¥}, Além disso, como F' mantém fixa a primeira coordenada,
a composicao

Sl (SD7—(0,0)) -5 K7 — (0,0) — X7

leva o hemisfério fechado positivo (respectivamente o negativo) de SS”! no hemisferio
fechado positivo (respectivamente o negativo) de 7. Além disso, como F'(0,y) = fo(y),

a restricdo de F' ao equador 0 x S”! corresponde a composicio
grtes pr—o-L% pr—o— spL,

Logo, o Lema 4.1 implica que deg(F’;(0,0)) = deg(fo;0). Portanto, o resultado estd
provado para m = 1.

Agora provaremos o caso geral por indugao em m. Suponha que o resultado seja valido
para um determinado m > 1 e seja f: R™! x R™ — R™ uma aplicacio continua. Defina
FR™ X R" 5 R™M x R” por F(x,y) = (z, f(z,y)).

No que segue, consideramos a identificaciio natural R™" = R x R™ dada por

(o, 1, .. ) > (xo, (T1,. -, Tm))-
Para simplificar, para um dado ponto x = (20,21, ..., 2Zm) € R™" escrevemos 2° —
(x1,...,2m), de modo que a identificacio anterior fornece R™'! 5 2 = (9, 2") € R x R™.

Usando esta identificacio, consideramos a origem em R™" como (0,0) € R x R™.
Assim, temos a aplicagao fo) : R" — R" dada por fi0)(y) = f(0,0,y).

Devemos provar que deg(F’; (0,0,0)) = deg( f0,0); 0)-

Defina h : R x R™ x R" — R™ x R™ por h(xg,2°,y) = (2°, f(x0,2%,9)) e, cor-
respondendo & origem 0 € R, considere a aplicacao hg : R™ x R® — R™™ dada por
ho(2%, ) = h(0,2°,y). Assim, ho(z%,y) = (2%, £(0,2%,¥)) e a hipétese de inducio implica
que deg(ho; (0,0)) = deg(f(0,0); 0)-
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Por outro lado, usando a identificacio R™! x R = R x R™ x R™ no dominio e no

contra-dominio da aplicacao I, temos
F(:UO) :CO) y) - ($07 :CO) f(l’o,l’o, y)) - ($07 h(l’o,l’o, y))

Entao, a primeira parte da prova se aplica para a aplicacao h e fornece a identidade
deg(F; (07 07 O)) - deg(hO; (07 O))
Portanto, deg(F; (0,0,0)) = deg(f0,0);0), como querfamos provar. O

4.2 Forma local das submersoes topoldgicas

Nesta secao, estudamos aplicacoes continuas, entre espacos euclidianos, que se compor-
tam localmente como projecoes. Como os conceitos aqui envolvidos sao todos de cardter
local, os resultados a seguir apresentados podem ser generalizados para aplica¢oes entre

variedades topoldgicas orientaveis.

Definigao 4.3 Um subconjunto S C RP*? (ou R” x RY) é chamado uma p-fatia obliqua
se satisfaz a seguinte propriedade de planicidade local: para cada ponto z € S existe uma

vizinhanca V' de z em R’ e um homeomorfismo h : BY x BY — V| tais que h(0,0) = 2
eh(BY x0)=VnS.

Obviamente, a Defini¢ao 4.3 permanece a mesma se mudamos By x B{ por B (c) x
B} (¢c2) para quaisquer raios positivos 71,7, € R e centros ¢; € R” e ¢; € R?

Observamos que uma p-fatia obliqua S C RP*? ¢ uma p-subvariedade de RPT?. Por
outro lado, uma p-variedade mergulhada em RP'? nao é necessariamente uma p-fatia
obliqua. Por exemplo, um né selvagem em R® nfo é uma 1-fatia obliqua (mas um né
suave o é). Sobre Teoria de Nés, consultar [18].

O gréfico de uma aplicagao continua f : U — R?, com U C R” aberto e conexo, é uma
p-fatia obliqua em R? x RY.

No que se segue, dada uma aplicacao f : R™xR" — R"™ e um ponto (7o, y0) € R™ xR",
consideramos a aplica¢ao fy, : R" — R" definida por f,,(y) = f(xo,y).

Definigao 4.4 Uma aplicagao continua f : R™ x R” — R" é chamada:

(i) uma submersao topoldgica reta no ponto zy = (o, yo) € R™ x R™ se a aplicacdo f,

é discreta e |deg(fro; v0)| = 1.

(ii) uma submersao topoldgica obliqua no ponto zyg = (xg, ) € R™ x R" se existe uma

n-fatia obliqua S C R™ x R", contendo o ponto z, tal que f|s: S — R™ é discreta
e | deg(fls; z0)| = L.
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E claro que essa defini¢ao funciona também para uma aplicagao f : A x B — R"
definida num subconjunto aberto bdsico A x B de R™ x R".

Observamos que uma submersao topoldgica reta é uma submersao topolégica obliqua
(tomando S = {xo} x R"), mas o inverso nao ¢é verdadeiro; por exemplo, considere a
aplicagao continua e aberta f : R x R — R dada por f(z,y) = x. Como fy é a aplicacio
constante zero y — 0, a aplicacdo f nao é uma submersao topoldgica reta na origem
(0,0) € R x R. No entanto, se tomamos S como sendo a diagonal em R x R, entao S é
uma l-fatia obliqua e a aplicagao restrita f|s : S — R é o homeomorfismo (x,z) + x, o
que mostra que f é uma submersao topoldgica obliqua em (0,0). Note-se que f é também
uma submersao no sentido diferencial.

Para um exemplo mais interessante, considere a aplicacdao f : R?* x R — R dada
por f((z,y),2) = 2*(y* — 2* +1). Esta aplicacdo nao é uma submersao topolégica reta
na origem (j4 que foo) ¢ a aplicacio constante nula) nem uma submersdo no sentido
diferencial na origem (j& que o vetor gradiente V f((0,0),0) é nulo). No entanto, f é uma
submersao topolégica obliqua na origem. De fato, para a 1-fatia obliqua S = {((x,z), 2?) :
r € R} € R? xR, contendo a origem, a aplicacio restrita f|g : S — R é o homeomorfismo
(z, ), 2%) — 2°.

Através da versao cldssica do Teorema da Forma Local das Submersoes, é facil ver que
toda submersao f: R™ x R” — R"™ de classe C' é uma submersio topolégica obliqua, por
comportar-se localmente como uma projecao.

O seguinte teorema mostra que toda submersao topoldgica reta ou obliqua comporta-
se localmente como uma projecao; portanto, este teorema é uma versao do Teorema da

Forma Local das Submersoes para submersoes topolégicas retas ou obliquas.

Teorema 4.5 (Forma local das submersoes topolégicas) Seja [ : R™ x R® — R”
uma submersao topoldgica reta ou obliqua em um ponto zo = (xo,yo) € ponha wy = f(20).
Entao existe uma vizinhanga (basica) V- XW de (xo, wo) em R™xR"™ e um homeomorfismo
@ : VX W — Z sobre uma vizinhanca 7 de zg em R™ x R™, tal que fo p(xr,w) = w para
todo (x,w) e V. x W.

Prova: Em principio, supomos que f seja uma submersao topoldgica reta no ponto
2p- Defina F': R™ x R® — R™ x R" por F(x,y) = (z, f(x,y)). Entdo F é continua,
aberta e discreta e, pela Proposi¢ao 4.2, |deg(F; 29)| = 1. Pelo Teorema 3.3, ' é um
homeomorfismo local em zy. Portanto, existe uma vizinhanca 7 de z; em R™ x R", que
¢ aplicada homeomorficamente por F' numa vizinhanga (basica) V x W de (o, wp) em
R™ x R". Seja ¢ : V x W — Z o0 homeomorfismo inverso de F|; : Z — V x W. Ja que
I mantém fixa a primeira coordenada, o homeomorfismo ¢ tem a mesma propriedade,

de modo que p(x,w) = (x,pz(x,w)) para todo (xr,w) € V x W. Assim, para todo
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(x,w) € V x W, temos

(iU,w) =Fo gp('wa) - F(SL’,(,OQ(iU,UJ)) - ($7f($7 902(55711}))) - ($7f © @(x,w)).

Portanto, f o ¢(x,w) = w para todo (r,w) e V x W.

Agora, suponhamos que f seja uma submersao topoldgica obliqua em z;. Tomamos
uma n-fatia S, como na Defini¢ao 4.4, ¢ um homeomorfismo h : BY*(xo) x B (yo) — U,
sobre uma vizinhanga U de zg em R™ xR", tal que h(xg, yo) = 20 € h(zox B (y0)) = UNS.
Entao a aplicacao composta f' = foh : B*(xo) X Bl (yo) — R" é uma submersao to-
polégica reta em (o, y0) com f'(zo,y0) = wo. Pela primeira parte da prova, existe uma
vizinhanga (basica) V x W de (xo,wp) in R™ x R e um homeomorfismo ¢ : V. x W — 7’
sobre uma vizinhanca 7' C B7"(xg) x B} (yo) de zg, tal que f’ o ¢'(z,w) = w para todo
(x,w) € VX W. Seja Z = h(Z). Entao p = hoy : V x W — Z é um homeomor-
fismo sobre uma vizinhanga de zp em R™ x R™ e temos que f o p(r,w) = w para todo
(x,w) e V x W. O

Em [15, pagina 89|, o conceito de submersao topolégica é apresentado como segue:
Dados espacos topologicos X e Y, diz-se que uma aplicacao continua 7 : X — Y é uma
submersao topologica se cada ponto de X pertence a imagem de uma secao local de 7,
isto é, a imagem de uma aplicacao continua ¢ : U — X, com U C Y aberto, tal que a
composicao mo o € a aplica¢ao identidade de U.

O Teorema 4.5 implica que cada submersao topoldgica reta ou obliqua f : R" x R™ —
R"™ é uma submersao topoldgica. De fato, dada uma submersao topoldgica reta ou obliqua
em um ponto (ro,yo), com f(xo,yo) = wo, tome um homeomorfismo ¢ : Vx W — Z
como no Teorema 4.5. Entao a aplicagdo o : V — Z definida por o(x) = ¢(r,wp) é uma
secao local para [ cuja imagem contém (zg, yo).

Apresentamos um exemplo para mostrar que o Teorema 4.5 funciona para aplicagoes
diferencidveis que nao sao submersoes no sentido classico. Considere a aplicacao dife-
rencidvel e aberta f: R x R — R dada por f(z,y) = %*. Entdo f nfo é uma submersao
na origem, no sentido diferencial, e consequentemente a versao classica do Teorema da
Forma Local das Submersoes nao se aplica a f em (0,0). No entanto, a aplicagao restrita
fo : R — R é dada por y — y*, e entdo f; é um homeomorfismo. Portanto, f é uma
submersao topoldgica reta em (0,0) e o Teorema 4.5 se aplica.

O préximo teorema é uma versao do Teorema 3.1 para aplicacoes abertas entre espacos
euclidianos. Devido ao seu cardter local, ele pode ser estendido para aplicacoes abertas
entre variedades topolégicas orientaveis. Observamos que o Teorema 3.1 nao conclui sobre
a unicidade da aplicacdo implicita, mas o Teorema 4.6 o faz. Portanto, neste resultado

exigi-se um pouco mais, mas também se conclui um pouco mais.
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Teorema 4.6 Sejam [ : R™ x R" — R" uma submersao topoldgica reta num ponto
20 = (xo, %), € ponha wo = f(20). FEntao existem vizinhancas V de xo em R™ e Z de
20 em R™ x R", e uma unica aplicacao continua & : V. — R"™ tal que, para cada x € V,
tem-se (x,&(x)) € Z e f(x,&(x)) = wp.

Prova: Defina a aplicagao £ : V — R"” por £(x) = @a(x,wp), onde 5 é como na primeira
parte da prova do Teorema 4.5. Entao & é continua e temos que (z,&(x)) = p(x,wy) € Z
para todo x € V. Além disso, f(x,&(x)) = f o p(x,wy) = wy para todo x € V.

Por outro lado, sendo F' como na primeira parte da prova do Teorema 4.5, se (r,y) € Z

e f(x,y) = wp, entdo

($7y) —yo F($7y) - (p(xﬂf(:vﬂy)) - @(x,wo) - (557 902(55711]0)) - (iU,S(iU)),

de modo que y = &(x), o que prova a unicidade da aplicagao &. U

O Teorema 4.6 nao se estende para submersoes topolégicas obliquas. De fato, considere
a aplicagao [ : R x R — R dada por f(z,y) = x, a qual é uma submersdo topolégica
obliqua na origem (0,0) € RxR. Para cada aplica¢ao continua & : (—4,9) — R, temos que
[z, &(x)) = x, de modo que néo existe uma tal aplicagao ¢ satisfazendo f(z,&(x)) = 0
para todo x € (—4,9). Portanto, o resultado do Teorema 4.6 ndo funciona para f.

Para finalizar esta secao, usamos as provas dos Teoremas 4.5 e 4.6 para destacar
uma importante diferenca técnica entre os dois conceitos de submersao introduzidos na
Definicao 4.4. Para ser especifico, notamos que o fato essencial utilizado na primeira parte
da prova do Teorema 4.5, assim como na prova do Teorema 4.6, é que a aplicacao F é
continua, aberta e discreta e | deg(F'; 2p)| = 1. A préxima proposigao relaciona esses fatos

com os dois conceitos de submersoes topoldgicas.

Proposicao 4.7 Seja f : R™ x R" — R" uma aplicacao continua e aberta, e considere
F:R™xR"—= R™xR" definida por F(x,y) = (x, f(x,y)). Seja 20 = (xo,y0) € R™ x R"™
um ponto. Se F' € discreta e | deg(F; z0)| = 1, entao f € uma submersao topoldgica obliqua

no ponto zy. A reciproca € verdadeira se f € uma submersao topoldgica reta.

Prova: Para provar a primeira parte da proposi¢ao, notamos que as provas dos Teoremas
4.5 e 4.6 funcionam com a hipétese “F é aberta e discreta e | deg(F; zp)| = 1”7 no lugar da
hipétese “f é uma submersao topoldgica reta no ponto z,”. Portanto, podemos assumir
os resultados dos Teoremas 4.5 e 4.6.

Considere niimeros reais positivos ¢ e § tais que BI'(xp) C V e By (wy) C W. Defina
h : B*(xg) X By{wy) — R™ x R™ por h{x,w) = p(zr,w). Entdo h restringe-se a um

homeomorfismo h : BI*(xo) x Bj(ws) — Z' sobre uma vizinhanga 72’ C 7 de zy =
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h{(xo,wp). Consequentemente, S = h(xox B (wy)) é uma n-fatia obliqua tal que zp € S C
U. Além disso, cada ponto em S ¢ da forma h(xg, w) = (xo, p2(ro,w)) com w € By (wy).
Seja hy : g X B (wg) —+ S 0 homeomorfismo obtido a partir de h pelas restrigoes 6bvias de
seu dominio e contra-dominio. Entao f|soh;(zg, w) = w para todow € B§(wy). Segue que
fls € injetiva. Esclarecemos que f|g é aberta: dado um subconjunto aberto A C S, temos
que fls(A) = (f]s o ha)(hy ' (A)) = ma2(hi ' (A)), onde m : B (x0) x Bf (wo) — B (wo) ¢ a
proje¢ao na segunda coordenada; segue que f|g(A) é aberto em R”. Portanto, provamos
que fls: S — R™ é uma aplicacio continua, aberta e injetiva, o que implica que f|s, e
entdo f, aplica S homeomorficamente sobre sua imagem f|s(S) = f(S) em R".

A afirmacao sobre a reciproca segue da Proposicao 4.2. U]

A reciproca da Proposi¢ao 4.7 nao é verdadeira, em geral, se f é uma submersao to-
polégica obliqua, mas nao é uma submersao topolégica reta. De fato: considere novamente
a aplicagao f : RxR — R dada por f(x,y) = x, que é uma submersao topolégica obliqua
em (0,0), com respeito a 1-fatia obliqua S = {(x,x) : x € R}. J& vimos que f nao é uma
submersao topolégica reta. Agora, a aplicacao correspondente F': R” x R® —+ R"” x R" é

dada por F(x,y) = (x, f(r,y)) = (x, ) e, portanto, I’ ndo é discreta.

4.3 Forma local das imersoes topoldgicas

Nesta secao, estudamos aplicagoes continuas, entre espagos euclidianos, que se compor-
tam localmente como inclusoes. Como os conceitos aqui envolvidos sao todos de carater
local, os resultados podem ser generalizados para aplicacoes entre variedades topolégicas
orientaveis.

No que segue, 71 : R" x R™ — R"™ é a projecao na primeira coordenada. Dados uma
aplicagdo f : X — Y e subconjuntos A C X e B C Y tais que f(A) C B, denotamos
por f|§ : A — B a aplicacio obtida de f pela ébvia restricdo de seu dominio e de seu

contra-dominio.
Definicao 4.8 Uma aplicacao continua e discreta f : R" — R" x R™ é chamada:

(1) uma imersao topoldgica reta no ponto xrg € R™ se a aplicacdo composta 7y o f é

aberta e discreta e |deg(m o f;x0)| = 1.

(#4) uma imersao topoldgica obliqgua no ponto xy € R" se existe uma vizinhanga U de xg
em R” e uma n-fatia obliqua S € R™ x R™, com f(U) C S, tal que a aplicacio f|f

é aberta e discreta e | deg(f|5; zo)| = 1.

Observe-se que f e m; o f sdo ambas discretas se e somente se a pré-imagem por f de
cada plano afim {x} x R™ C R™ x R™ ¢ discreto.
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Uma imersao topoldgica obliqua nao é necessariamente uma imersao topolégica reta.
De fato: a aplicacdo f : R — R x R dada por f(x) = (0,z) ¢ uma imersdo topoldgica
obliqua na origem 0 € R, com respeito a 1-fatia obliqua S = {(0,y) : y € R} C R x R,
mas f nao é uma imersao topolégica reta, uma vez que 70 f é a aplicacao constante igual
a zero. Por outro lado, uma imersao topolégica reta é uma imersao topolégica obliqua,

como mostramos na préoxima proposicao..

Proposicao 4.9 Seja f: R" — R" x R™ uma aplicacao continua e discreta. Se [ € uma

imersao topologica reta em xo € R"™, entao f € uma tmersao topoldgica obliqua em xy.

Prova: Por hipétese, a aplicagdo 710 f é continua, aberta e discreta e | deg(mi0 f;x0)| = 1.
Pelo Teorema 3.3, m; o f aplica uma vizinhanca U de 2y em R™ homeomorficamente sobre
uma vizinhanga V de 7y 0 f (o) em R™. Seja ) : V' — U o correspondente homeomorfismo
inverso. Tome S como sendo a componente de 77 (V) Nim(f) que contém f(xo). Entao
S — f(U). Afirmamos que a aplicacdo restrita f|5 : U — S é um homeomorfismo,
e assim |deg(f|5;w0)] = 1. De fato: primeiro, note que f|7 é claramente continua;
segundo, note que f|5 é aberta, ji que para um subconjunto aberto A C U, temos que
flo(A) = SNz (m o f(A)); finalmente, note que f|f; é uma bijecio cuja correspondente
inversa é a aplicagdo g : S — U dada por g(z) = ¥ o w((2). Isto prova que f é uma

imersao topologica obliqua no ponto xg. U

Uma vez que uma imersao de classe C' (no sentido cldssico) comporta-se localmente
como uma inclusao, segue-se que uma tal aplicacao é também uma imersao topoldgica
obliqua. O teorema a seguir mostra que também as imersao topolégicas retas e obliquas
comportam-se localmente como inclusoes; portanto, este teorema ¢ uma versao do Teo-

rema da Forma Local das Imersoes para imersoes topoldgicas retas e obliquas.

Teorema 4.10 (Forma local das imersoes topolégicas) Seja f : R® — R” x R™
uma imersao topoldgica reta ou obliqua no ponto xq € R". Entao existem vizinhancas W
de 0 em R”, U de zo em R™ ¢ V' de f(xo) em R™ x R™, e homeomorfismos v : W — U’
ep: W x B*0) — V', tais que o~ o f o9p(x) = (x,0) para todo x € W.

Prova: Seja U uma vizinhanga de xp em R" e seja S C R" x R™ uma n-fatia obliqua, com
f(U) C S, tal que a aplicacdo restrita |5 : U — S é aberta e discreta e | deg(f|5; 20)| = 1.
Considere um homeomorfismo A : BY(0) x B*(0) — V sobre uma vizinhanga V' de f(zo)
em R" x R™ tal que h(B}(0) x 0) = VNS e h(0,0) = f(xo). Para nossos propésitos,
podemos supor f(U) C V, e assim f(U) C VN S.

A aplicacio composta f' : U — B}0) dada por f'(x) = 71 0o h™'o f(x) é continua,
aberta e discreta, aplica g em 0, e verifica | deg(f’; xo)| = 1. Pelo Teorema 3.3, f’ aplica

uma vizinhanga U’ C U de xy homeomorficamente sobre uma vizinhanga W < B7(0)
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de 0 € R™. Seja ¢ : W — U’ o homeomorfismo inverso correspondente. Considere o
conjunto aberto V' = h(W x B*(0)) C V e tome o homeomorfismo ¢ : W x B*(0) — V'
como sendo o préoprio h com as restricoes ébvias no dominio e contra-dominio. Temos
que f(U) =W x0) =V'NSep  (f(U)) =W x0. Além disso, 7, 0o p~lof ot)(z) =
f'oap(x) = x para todo x € W. Portanto ™' o fot)(z) = (x,0) para todo x € W. [

Em [15, pagina 88|, o conceito de imersao topoldgica ¢ apresentado como segue: dados
espacos topologicos X e Y, uma aplicacao continua ¢ : X — Y é chamada uma imersao
topolégica se para cada ponto x de X existe uma vizinhanga U C X de x tal que |y ¢
um mergulho topolégico, ou seja, um homeomorfismo sobre sua imagem.

Na prova do Teorema 4.10, estd claro que f|y é um homeomorfismo sobre sua imagem,
o que implica que se f é uma imersao topoldgica reta ou obliqua, entao f é uma imersao
topoldgica no sentido de [15].

Para concluir, revelamos a aplicabilidade do Teorema 4.10 para uma aplicacao dife-
renciavel que nao é uma imersao no sentido classico. Considere a aplicacao diferencidvel e
discreta f : R — R x R dada por f(z) = (2, 2*). Entdo f nfo é uma imersio na origem,
no sentido diferencial, e consequentemente a versao classica do Teorema da Forma Local
das Imersoes nao se aplica a f no ponto 0. No entanto, 710 f : R — R é 0 homeomorfismo

x — 2°. Portanto, f é uma imersdo topoldgica reta no ponto 0 e o Teorema 4.10 se aplica.

4.4 Equivaléncias entre os Teoremas da A. Implicita

e da A. Inversa

Assim como as versoes classicas dos Teoremas da Aplicagao Implicita e da Aplicacao
Inversa sao equivalentes, também o sao, sob adaptadas condicoes, as versoes topoldgicas
apresentadas nas Secoes 3.1 e 3.2, respectivamente. E o que passamos a demonstrar,

exatamente como apresentado em |1, Teorema 1.3].

Proposicao 4.11 Os Teoremas 3.1 e 3.3 sao equivalentes, uma vez assumido no Teorema

3.1 que X seja uma variedade topoldgica orientdvel e a aplicacao [ seja aberta.

Prova: Utilizamos diretamente o Teorema 3.1 para provar o Teorema 3.3. Por outra
parte, como implicacao direta do Teorema 3.3, provamos o Teorema 4.6. Este dltimo, em
sua versao estendida para variedades (que é verdadeira) é exatamente o Teorema 3.1 para

aplicacoes abertas entre variedades topoldgicas. U]
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CAPITULO 5

APLICACOES E EXTENSOES DOS
RESULTADOS

Neste capitulo final, através de uma abordagem que envolve as técnicas diferenciais
cléssicas e as técnicas homoldgicas desenvolvidas em [1] e [2] e exploradas em todo o texto,
apresentamos uma versao do Teorema da Aplicacao Inversa para aplicagoes diferenciaveis
que nao sio necessariamente de classe C', versio que ainda nfo se encontra na literatura.
Como consequencia, melhoramos a versao diferenciavel do Teorema da Aplicacao Implicita
apresentada por Biasi, Gutierrez e dos Santos em [2|. Além disso, apresentamos um
teorema de ewmisténcia e unicidade para equacoes diferenciais ordindrias, que pode ser

considerada uma versao do teorema de existéncia proposto em [2].

5.1 Versao diferencidvel, mas nao C', do Teorema da

Aplicacao Inversa

A versao cldssica do Teorema da Aplicacao Inversa, encontrada em todo bom livro de
calculo avancado ou andlise em variedades, requer da aplicacao dada que ela seja de classe
C*, com k > 1. Por outra parte, no Teorema 3.3, a aplicaciio considerada pode ser apenas
continua, mas dela se exigem condigoes homolégicas. Na versao do Teorema da Aplicagao
Inversa que apresentamos abaixo, pedimos que a aplicacao dada seja diferencidvel, mas
nao necessariamente de classe C', e a tnica condicio sobre ela ¢ de natureza puramente
diferencial. O que pode ser mais interessante nesta versao é justamente o fato de ser
uma versao intermediaria — entre C e C' — cuja demonstracao inclui técnicas de natureza

diferencial, mas utiliza de forma imprescindivel & versao homoldgica.
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Teorema 5.1 (Versao diferencidvel do Teorema da Aplicagao Inversa) Seja U C
R"™ aberto e seja [ : U — R"™ uma aplicacao diferencidvel. Se f nao possui pontos singu-

lares, entao f € um difeomorfismo local.

Prova: Seja f : U — R" conforme enunciado. Pela Proposicao 2.19, f é discreta e
|deg(f;x)| = 1, para todo x € U, e entdo, pela Proposi¢ao 2.16, f é aberta. Segue do
Teorema 3.3 que f é um homeomorfismo local.

Para provar que f é um difeomorfismo local, seja ro € U e seja V C U uma vizi-
nhanga de xg tal que fly : V. — W = f(V) é um homeomorfismo. Seja g : W — V o

homeomorfismo inverso de f|y. Basta provar que g é diferencidvel em yo = f(x0).

Passo 1: O quociente ||g(yo + k) — g(yo)||/||k|| € limitado para k suficientemente

pequeno. Com efeito: Como f € diferencidvel em xg, podemos escrever

f(xo +h)— flxg) = f'(x0)-h+r(h), com lim rih) 0.

o [

Por ser continua e nao singular, a aplicacao linear f'(xg) : R” — R™ assume um valor

minimo 2b > 0 sobre a esfera unitaria S”' ¢ R”. Logo,
| f/(zo)-x|| > 20||z|| paratodo x € R™
Como }gr(l) r(h)/||k|| = 0, existe § > 0 tal que
[r(R) < bllhll - para O < [[A] <.
Segue das duas ultimas desigualdades que, para 0 < ||| < ¢,
1/ (o + ) = fxa)ll = 1 (@o)-h 4 r(R)| = ||/ (o) Bl — ()]l = 20l|2]| — bl[2]| = b]|A]l.

Como V é aberto, podemos reduzir ¢, se necessario, de modo que xg -+ h € V', sempre
que 0 < ||h|| < 0.

Como ¢ : W — V é continua, existe p > 0 tal que ¢(B,(y)) C Bs(xp). Desta forma,
se k € R™ é tal que ||k|| < p, entdo a imagem g(yo + k) = xo -+ hy para um unico hg € R”,
com ||hg|| < 6. Assim sendo, para 0 < ||k|| < p, tem-se

1B = llyo+k=goll = 1/ (wo+hw) = [ (o) | = bllhkll = bllzo+x—zol| = bllg(yo+4)—g(yo)ll-

Portanto,
lg(yo + k) — g(pw) <p!

para 0 < ||k| < p.
%]
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Passo 2: A aplicagcao g € diferencidvel em yo e ¢'(yo) = f'(wo)~'. Com efeito: Para
keR™ 0<|k| < p, defina

~glyo + k) —glyo) — f(wo) "k
- & |

Precisamos apenas provar que llcim G(k) = 0. Para tanto, observamos inicialmente que
=0

iyt (K= L0 (gl HR) — gmo)) | l9(yo +K) — g(yo)|
6 =~y (PR R ) W

Como o fator ||g(yo + k) — g(yo)||/|| k| ¢é limitado (pelo Passo 1) e a aplicacio f'(zo) "
¢ continua (é linear), basta provar que

limn k— f'(xo) (9(yo + k) — g(y))

p— 0.
ke—+0 lg(yo + k) — g(yo)||

Ponha Ak = g(yo+k)—g(yo). Entéo yotk = f(g(yot+k)) = [(9(yo) +Ak) = [(zo+AK)
e, consequentemente, k = f(xy + Ak) — f(x). Nestes termos, o limite acima torna-se

lim flxo + Ak) — f(xo) — f'(wo) Ak
£ | AR |

Como g é continua, Ak — 0 quando k& — 0. Como, além disso, f ¢é diferencidvel em

X0, 0 limite acima é igual a zero. U

Diferentemente do que ocorre no Teorema da Aplicacdo Inversa para aplicacoes de
classe C*, com k > 1, no Teorema 5.1 nao é suficiente exigir que f seja nio singular
apenas num ponto xy para se concluir que f seja um difeomorfismo local neste ponto. E

o que ilustramos com o exemplo a seguir.
Exemplo 5.2 Considere a aplicacao f : R — R definida por
f(O)=0 e f(x)=1a/2+x*sen(l/x) para x # 0.
Um célculo elementar mostra que f é diferenciavel, com derivada
f(0)=1/2 e f(x)=1/2+ 2zsen(l/x) — cos(1/x) para x # 0.

Segue da Proposicao 2.19 (e pode ser verificado diretamente) que f é discreta em 0,
ou seja, f(xr) # 0 para todo x # 0 numa vizinhanga de 0. No entanto, f nao é injetora

em qualquer vizinhanca de 0. E o que passamos a demonstrar: Se f fosse injetora no
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intervalo aberto (—¢,¢), entdao, como f(0) > 0, seria [ estritamente crescente em tal

intervalo. Contudo, para ¢ < 1/4 e qualquer 0 # x € (—¢,¢), tem-se
f(x) = 1/2+ 2z sen(l/x) — cos(1/x) < 1/2 + 2¢ — cos(1/x) < 1 — cos(1/x).

E claro que existe um natural p tal que xp = 1/(2pm) € (0,¢), e para tal ponto
verifica~se f'(x,) < 0, o que mostra que f nao pode ser estritamente crescente em (—e, )
e, portanto, f nao € injetora em qualquer vizinhanca da origem.

Podemos explorar um pouco mais este exemplo. Observe que, para todo k > p,
onde p é o natural do pardgrafo anterior, tem-se que xy = 1/(2kn) verifica f'(xx) < 0.
Assim, temos construido explicitamente uma sequéncia (), no intervalo (0, ) tal que xy
converge para 0, mas f'(x;) nao converge para f(0), ja que cada f'(xx) < 0e f'(0) = 1/2.

Por outra parte, ainda para ¢ < 1/4 e qualquer 0 # x € (—¢,¢), tem-se
f(x) = 1/2 + 2zsen(l/x) — cos(1/x) > 1/2 — 2¢ — cos(1/x) > — cos(1/x).

Assim, podemos encontrar uma sequéncia (yx)x de pontos de (0,¢), convergindo a 0,
tal que f'(zx) > 0 para todo k. Por conseguinte, uma vez que f'(z) é continua em (0, ),
existe uma sequéncia (z; ) de pontos de (0,¢) tal que z, converge a zero e f'(z;) = 0 para
todo zg. Portanto, apesar de ser um ponto nao singular para f, a origem é limite de uma

sequencia de pontos singulares.

Um exemplo semelhante, que apresentamos a seguir, ilustra a situacao em que a versao
C*, k > 1, do Teorema da Aplicacio Inversa nio se aplica, pelo fato da derivada da

aplicacao envolvida nao ser continua, mas o Teorema 5.1 se aplica.

Exemplo 5.3 Considere a aplicagdo ¢ : (—1,1) — R definida por
g(0) =0 e g(x) =4z + x*sen(l/x) para z # 0.
Temos que g ¢ diferenciavel, com derivada
§d0)=4 e ¢(x)=4+ 2xsen(l/z) —cos(1/x) para x # 0.

Embora ¢’ nao seja continua em 0, pode-se garantir que ¢’ nunca se anula. Com efeito,

para todo 0 # x € (—1, 1), tem-se
g (x) >3+ 2rsen(l/x) >3 -2 >1.

Consequentemente, ¢'(x) > 1 para todo x € (—1,1). Portanto, o Teorema 5.1 se

aplica, e dele resulta que g é um difeomorfismo local.
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A aplicacao g deste tdltimo exemplo serd lembrada e utilizada na Se¢ao 5.2.

Na versdo diferencidvel (mas niao C') do Teorema da Aplicacio Implicita apresentada
no Coroléario 3.2, para a fun¢ao y = ¢(x), definida implicitamente pela equagao f(x,y) =
20, garante-se a continuidade, mas nao a diferenciabilidade. Utilizando o Teorema 5.1,
melhoramos o resultado do Corolério 3.2, no caso em que X = R" (ou uma n-variedade

diferencidvel orientdvel), provando que a aplicagao implicita ¢ é diferencidvel.

Teorema 5.4 (Versao diferenciavel do Teorema da Aplicagao Implicita) Seja
U CR™xR" um aberto e seja [ : U — R™ uma aplicacao diferencidvel. Suponha que o
ponto (o, yo) € U possua uma vizinhanca A C U com a propriedade que det Oy f (x,y) # 0
para todo (x,y) € A. Entao existe uma vizinhanca V de xo em R™ e uma unica aplicagdo
diferencidavel ¢ - V. — R"™ tal que f(x,o(x)) = f(xo,%) para todo x € V. Além disso,
©(xo) = yo e, para cada x €V, tem-se o' (x) = —[Oaf (2, o(x))| %01 f (x, ().

Prova: A prova segue exatamente as mesmas linhas daquela que se faz para aplicagoes
de classe C*, com k > 1, utilizando, no momento devido, o Teorema 5.1 ao invés da versio

cléssica C* do Teorema da Aplicacio Inversa. Para completude, apresentamos a prova.

Defina F' : U — R™ x R" por F(x,y) = (x, f(x,y)). Entdo F é diferencidvel e
det F'(x,y) = det 02 f(x,y), o que implica que I é ndo singular na vizinhanca A de (xq, y0)-
Pelo Teorema 5.1, F' é um difeomorfismo local em (xg, o), ou seja, existe uma vizinhanga
B C Ade (xg,y0) tal que F|p: B — F(B) é um difeomorfismo.

Reduzindo adequadamente a vizinhanca B, podemos fazer com que F(B) torne-se um
aberto basico de R™ x R", ou seja, F(B) =V x W, sendo V' C R™ uma vizinhanca de
xo € W C R"™ uma vizinhanga de f{(xo, y0)-

Seja G : V x W — B o difeomorfismo inverso de F|g. Como F' deixa fixa a primeira
coordenada, G faz o mesmo e, portanto, G tem a forma G(x,y) = (x,Ga(x,y)). A
aplicagao Gy : V- x W — B é diferencidvel e, para cada (r,w) € V x W, tem-se (r,w) =
FoG(r,w)= (z, f(x,Ga(x,w))), donde f(x,Ga(x,w)) = w.

Ponha zy = f(xo,y0) e defina ¢ : V. — R" por p(r) = Ga(r,20). Entao ¢ é dife-
rencidvel e, para todo x € V| tem-se f(x,p(x)) = 2. Isto prova a existéncia da aplicagao

 conforme enunciado.

Para provar a unicidade, suponha que seja h : V' — R™ uma aplicacao diferencidvel,
definida numa vizinhanga V' € R™ de xq, satisfazendo f(x,h{(x)) = 2, para todo x em
V', Entao, para todo x € VNV, tem-se (x, h(z)) = G o F(x, h(z)) = G(x, f(x,h(x))) =
G(z,20) = (x,Ga(x, 20)) = (z, ¢(x)), donde h(x) = @(x).

A expressao enunciada para ' (x) segue da Regra da Cadeia. 0]

20



5.2 Existéncia e unicidade de solugao para equacoes
diferenciais

Em [2], os autores apresentam um teorema de ezisténcia (Corolario 4.3 de [2]) para
equacoes diferenciais ordinarias, cuja demonstracao basea-se no Coroldrio 3.2 deste texto
(Corolario 4.2 de [2]) e segue de aplicagao direta do Teorema de Peano (Teorema 1.13 de
[20]). Sendo este ultimo um teorema apenas de existéncia, assim o é o resultado de [2].

A seguir, com pequeno endurecimento nas hipéteses do Corolario 4.3 de [2], e utilizando
o Teorema 5.4 deste texto, criamos condi¢oes que permitem a aplicacao do Teorema
de Picard (Teorema 1.8 de [20]), com o que demonstramos um teorema de ezristéncia e
unicidade para equagoes diferenciais ordinarias.

Para chegarmos ao teorema, precisamos introduzir alguns conceitos.

No que segue, dada uma aplicagao linear 7" € L(R™; R"), denotamos por ||T || max a sua

norma do mdzimo e por ||T||mm a sua quase-norma no minimo (ou conormay, ou seja,

=1

Tl = max [Tl € [T i = min, -2
.-,!".

A norma do maximo ||7'||max ¢ uma medida da expansdo maxima de 7', enquanto que
a pseudo-norma do minimo ||7'||min ¢ uma medida na expansao minima de 7.
No caso especial em que T" € L{R™;R"), tem-se que ||T||min # 0 se e somente se T é

invertivel; e se este o caso e 77! é a aplicacio inversa de T', entdo (ver [17, Secdo 4.1]):

||T_1|]max — ||T||_1

min -

Seja U um aberto em R™ x R". Dados uma aplicagao diferenciavel F': U — R" e um

subconjunto V' C U, definimos
pr(F5 V) = sup [0 F(0) [max € p2(F5 V) = inf {|02F(0) | min-
veV veEV

Tem-se que s (F; V') estd sempre definido como um nimero real nao negativo, ao passo

que p1(£; V) pode nao existir como nuimero real, caso em que escrevemos pup (F; V) = oo.

Observacao 5.5 Decorre das definigoes de p) e 15 que:

(1) w1 (F;V) < oo se e somente se a aplicagao derivada parcial oy F € L(U; L(R™; R™))

é limitada em V.
(i1} Se po(F; V) > 0, entao, para cada v € V, a derivada parcial ,F(v) € L(R™;R") é

o1



um isomorfismo, cujo isomorfismo inverso 9, F(v)~" tem norma do méximo

162 (0) ™ llmax = (182 (v) i < p2(F5 V)7,

do que resulta que a aplicacio A F'(-)™! : V — L(R™;R™) é limitada.

Definigao 5.6 Diz-se que F' tem variacao cruzada pseudo-limitada no ponto ug € U se

existe uma vizinhanca V C U de ug tal que pu (F; V) < oo e ua(F; V) > 0.

No que segue, consideramos a identificacio natural de espacos R x R” = R™*!, de tal
modo que um ponto w de um subespago (aberto) W de R x R™ x R™ possa ser escrito
indistintamente como w = ((¢,x),y) ou como w = (¢, x,y). Contudo, estabelecemos que,

dada uma aplicacao diferenciavel I': W — R"| escrevemos:
e 0, F(w) para denotar a derivada parcial de F' com rela¢do a (¢, x) no ponto w;

e 0, F(w) para denotar a derivada parcial de F' com relagao a y.

Teorema 5.7 (Existéncia e unicidade de solugao para equagoes diferenciais) .
Seja W C R x R" x R"™ aberto e seja F' : W — R"™ uma aplicacao diferencidvel que
tem variacao cruzada pseudo-limitada em wy = (to, xo,y0) € W, com F(wg) = 2z9. Entao

existe e € unicamente definida, numa vizinhanca de ty, a solucao para a equacao diferencial
P(t,z,x') = 20, x(to) =m0, 2'(to) = yo.

Prova: Pelo Teorema 5.4, existe uma vizinhanga I x V' de (tg, ¢) e uma tnica aplicac¢io
diferencidvel ¢ : I x V' — R", cujo grafico estd contido em W, tal que (o, x0) = 4o €
F(t,x,p(t,r)) = 2z para todo (t,z) € I x V. Além disso, para cada u= (t,z) € [ x V,

() = [0 F(u, o(w)] " 01 F (u, p(w).

Como I tem variacao cruzada pseudo-limitada em wy e ¢ é continua, podemos supor
que o dominio I x V' de ¢ seja pequeno o suficiente de modo que, para cada u € I x V,

o ponto (u, p(u)) pertenca a uma vizinhanga Wy C W de wy em que se verifique
Ml(F;Wo):bl<OO e /LQ(F,Wo):bQ>O
Nestas condicoes, segue da Observacao 5.5 que, para todo u € I x V', tem-se

1" () mae < [[ 102 (t, DI | e 01 F (0 () | < 0701
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Isto prova que a aplicagao derivada ¢’ : I x V — L(R™;R") ¢ limitada e, portanto, a
aplicacio ¢ ¢ lipschitziana. Pelo Teorema de Picard, a equacao diferencial 2’ = (¢, ),
x(tp) = xg, possui uma unica solugdo x(¢) numa vizinhanca de ¢y, a qual, obviamente,

satisfaz também 2'(ty) = yo. O

Exemplo 5.8 Seja I = (—1,1) e seja f : I — R uma aplicacio diferencidvel, com
f(0,0)=0 e f(t,0) # 0 para todo t # 0.

Suponha que a aplicacdo derivada f' : I? — L(R* R) seja limitada numa vizinhanca V'
de (0,0) em I?; (e.g. se f é de classe C'). Considere a aplicacio diferencidvel ¢ : I — R
definida, como no Exemplo 5.3, por ¢(0) = 0 e g(y) = 4y + y*sen(1/y) para y £ 0.
Finalmente, considere a aplicacdo F : I? x I — R dada por

F(t,z,y) = f(t,x) +g(y).

Entao F é diferencidvel (mas néo de classe C'), com derivadas parciais

Wl(txy) = f(tx) e OF(tzy)=4(y).

Como f' ¢ limitada em V| tem-se p; (F;V x I) < <.

Por outro lado, segue do Exemplo 5.3 que ||02F(t,z,y)|| = |¢'(y)| > 1 para todo
(t,z,y) € I x I, o que implica que pua(F;V x I) > 0.

Portanto, F' tem variacdo cruzada pseudo-limitada na origem (0,0,0) € I* x I.

Segue do Teorema 5.7 que a equagao diferencial F'(t, z,z") = 0 possui um tinica solugao
x = z(t), definida numa vizinhanga (—¢,¢) da origem, verificando x(0) = 0 e 2/(0) = 0.

A hipétese f(t,0) # 0 para ¢t # 0 implica que a solu¢ao x(t) nao ¢ trivial, isto é, nao
é a aplicacao constante igual a zero.

Devido as boas propriedades da funcao g definida no Exemplos 5.3 e utilizada no

Exemplo 5.8, podemos reutiliza-la para produzir exemplo similar a este tltimo, invertendo
o papel das funcoes f e g. E o que fazemos no exemplo a seguir. Por simplicidade,
utilizamos uma equacao diferencial autonoma.
Exemplo 5.9 Seja [ = (—1,1) e seja [ : I — R uma funcao diferencidvel, com f(0) = 0,
satisfazendo a propriedade que, para alguma vizinhanca J C I de 0, tenha-se 21/25 | (y)| >
0; (e.g. se f é de classe C' e ndo possui ponto singular). Mais uma vez, seja ¢ : I — R
a aplicacdo definida por g(0) = 0 e g(x) = 4x + 2%sen(1/x) para  # 0. Finalmente,
considere F: I? x I — R dada por

F(t,x,y) = g(x) + fy)
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Entao F é diferencidvel (mas néo de classe C'), com derivadas parciais
81F(t,x,y) - (Oygl(*r)) € 82F(t7$7y) - fl(y)

Temos ¢'(0) = 4 e ¢'(x) = 4 + 2xsen(1/x) — cos(1/x) para x # 0, do que segue que
1 < ¢'(x) < 7 para todo x € I. Consequentemente |0y F(t,,9)||lmax = |¢' (z)| < 7 para
todo (¢,7,y) € I? x I, o que mostra que p; (F; I? x J) < oc.

Por outra parte, a hipétese 21/25 |f'(y)] > 0 implica o (F; 1% x J) > 0.

Portanto, F' tem variacio cruzada pseudo-limitada na origem (0,0,0) € I? x I. Pelo
Teorema 5.7, a equacao diferencial F(t,z,2') = 0 possui uma Unica solu¢io x = z(t),
definida numa vizinhanca (—¢,¢) da origem, verificando z(0) = 0 e 2/(0) = 0.

Como ¢ é um difeomorfismo local (Exemplo 5.3), a solugao x(t) nao é trivial, isto é,

nao ¢é a aplicacao constante igual a zero.
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