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ACOSTA-VELLOZO, T.I. Analise em Variedades Topológicas. 2018. -ix + 56p. Dis­
sertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG, Brasil.

Resumo

Esta dissertação consiste de estudo detalhado sobre uma série de resultados publicados 
nos ultimos dez anos sobre aplicaçães entre variedades topolégicas, com foco nas assim 
chamadas versães homologicas dos célebres teoremas da aplicaçao implícita e da aplicação 
inversa. Atravées de uma abordagem que envolve téecnicas homoloégicas e diferenciais, apre­
sentamos uma versãao do teorema da aplicacçãao inversa para aplicaçcãoes diferenciéaveis que 
nãao sãao necessariamente continuamente diferenciéaveis. Como consequâencia, melhoramos 
a versãao diferenciaével conhecida do teorema da aplicacçãao implécita e apresentamos um 
teorema de existâencia e unicidade para certas equaçcoães diferenciais ordinéarias.

Palavras-chave: Orientaçcãao de variedades topoloégicas, grau de uma aplicaçcãao, teorema da 
aplicaçcãao implécita, teorema da aplicaçcãao inversa, formas locais das imersoães e submersãoes.
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ACOSTA-VELLOZO, T. I. Analysis on Topological Manifolds. 2018. -ix + 56p. M. Sc. 
Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlandia-MG, Brazil.

Abstract

This dissertation consists of a detailed study on a series of results published in the last 
ten years on maps between topological manifolds, with focus in the so called homological 
version of the famous inverse and implicit mapping theorem. With an approach which in­
volves differential and homological techniques, we present a version of the inverse mapping 
theorem for differential maps which are not necessarily continuously differentiable. As a 
consequence, we improve the known differential version of the implicit mapping theorem 
and we present an existence and uniqueness theorem for certain differential equations.

Key-words: Orientation of topological manifolds, degree of maps, implicit mapping theo­
rem, inverse mapping theorem, local imersions and submersions forms.
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INTRODUÇÃO
2)

Eí notíorio que os conceitos e os resultados que envolven aníalise em variedades dife- 

renciíaveis têem sido muito importantes para o desenvolvimento naão apenas da matemaítica 
mas tambíem de outras ciêencias, sendo claro exemplo a física, que tem uma de suas gran­
des aíreas, a relatividade geral, fortemente fundamentada sobre o conceito de variedade 
diferenciíavel, objeto a servir de modelo para o universo.

Dentre tantos motivos relevantes, tem-se que nas variedades diferenciíaveis pode-se 
estender conceitos e resultados locais da anaílise nos espaçcos euclidianos - por exemplo, o 
conceito de diferencial de uma aplicaçcãao, os teoremas da aplicaçcaão implícita e da aplicaçcãao 
inversa, as formas locais das imersãoes e das submersãoes, etc. - e tambíem conceitos globais, 
como o de orientabilidade e orientacçaão, o de dimensãao, etc.

Diante disso, íe natural perguntar-se sobre quais conceitos e resultados da aníalise em 
variedades diferenciíaveis podem ser estendidos para estruturas mais gerais.

Passo ousado, embora natural - ao menos para aqueles afeitos ' área de topologia - 
íe dispensar a diferenciabilidade e passar a considerar variedades topoloígicas. Com isso, 
perde-se a estrutura de fibrado tangente e, consequentemente, o conceito de diferencial 
de uma aplicaçcãao. Por outro lado, hía recursos da teoria de homologia que permitem 
introduzir os conceitos de grau local de uma aplicacçãao e o assim chamado fibrado ou feixe 
de orientaçcãoes locais da variedade. Com esses conceitos, compensa-se, em alguma medida, 
a perda da diferenciabilidade e da estrutura linear fibrada sobre a variedade, com uma 
nova estrutura que ainda garante alguma conectividade entre topologia e íalgebra.

Este trabalho revela e pormenoriza os avançcos, neste sentido, propostos nas uíltimas 
díecadas, com destaque aos resultados dos uíltimos dez anos; referimo-nos especialmente 
aos resultados de 2008 devidos a Biasi, Gutierrez e dos Santos [2], e aos resultados de 
Barreto, Fenille e Hartmann, publicados em 2016 em [1].

Em [2] os autores apresentam uma versãao homolíogica do Teorema da Aplicaçcaão Implícita,
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para aplicações entre variedades topológicas - ou seja, sem qualquer hipótese de diferenci- 
abilidade - do qual decorrem versões homológicas e diferenciais do Teorema de Darboux, 
alóem de um teorema de existâencia de solucçõao para certas equacçõoes diferenciais. Os prin­
cipais resultados de [2] sõao apresentados nas Seçcõoes 3.1 e 3.3 deste texto.

Em [1], os autores apresentam uma versõao homolóogica para o Teorema da Aplicaçcaõo 
Inversa, para aplicações contínuas entre variedades topológicas - novamente sem qualquer 
hipoótese de diferenciabilidade -. Alóem disso, introduzem novos conceitos de imersõoes e 
submersõoes topoloógicas e revelam as formas locais de tais aplicaçcõoes. Os resultados de [1] 
constam integralmente deste texto, na Secõo 3.2 e no Capítulo 4.

Antes do desenvolvimento dos resultados principais, apresentamos dois capótulos; o 
Capótulo 1 traz as construçcõoes e os resultados essenciais sobre orientaçcõao de variedades 
topolóogicas; o Capótulo 2 introduz os diferentes conceitos de grau de uma aplicaçcõao entre 
variedades topolóogicas, e cuidadosamente discute as relaçcõoes entre eles e com outros con­
ceitos de caróater topolóogico ou mesmo diferencial. Destacamos que alguns dos resultados 
apresentados no Capótulo 2, embora conhecidos, nõao possuem demonstraçcõoes publicadas; 
para eles, providenciamos provas detalhadas.

Como mencionado acima, os Capótulos 3 e 4 apresentam os resultados de [2] e de [1].
O Capótulo 5 traz resultados novos: atravóes de uma abordagem que envolve as tóecnicas 

diferenciais clóassicas e as tóecnicas homoloógicas desenvolvidas em [1] e [2] e exploradas em 
todo o texto, apresentamos uma versõao do Teorema da Aplicaçcõao Inversa para aplicaçcõoes 
diferencióaveis que nõao saõo necessariamente continuamente diferenciaóveis. Como con- 
sequâencia, melhoramos a versõao diferencióavel do Teorema da Aplicaçcõao Implócita apre­
sentada por Biasi, Gutierrez e dos Santos em [2]. Alóem disso, apresentamos um teorema 
de existâencia e unicidade para equaçcõoes diferenciais ordinóarias, que pode ser considerada 
uma versõao do teorema de existâencia proposto em [2].

Do leitor deste texto espera-se conhecimento bóasico de topologia algóebrica, especial­
mente teoria de homologia. Apenas aos leitores haóbeis nos conceitos de orientaçcõao de 
variedades topoloógicas faculta-se a leitura a partir do Capótulo 2. A todos os outros 
recomenda-se a leitura desde o Capótulo 1, jóa que o texto estóa estruturado de modo que 
o uónico capótulo independente óe o primeiro; todos os demais dependem dos anteriores.
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CAPáITULO 1

ORIENTÁCÁO DE VARIEDADES
2)

TOPOLOGICAS

Neste capítulo inicial, apresentamos os conceitos e os resultados bíasicos e preliminares 
ao desenvolvimento do restante do texto. Trata-se dos conceitos de variedades topolíogicas 
e orientabilidade. Sãao conceitos normalmente estudados em cursos de Topologia Algíebrica, 
e que podem ser encontrados em muitos bons livros da íarea; baseamo-nos principalmente 
em [9]. Assumimos familiaridade com a teoria de homologia singular.

1.1 Variedades topoláogicas e orientaçcãao

Seja X um espaço topolágico. Diz-se que X á uma n-variedade topologica se verifica 
as seguinte propiedades:

i) X áe Hausdorff;

ii) X verifica o segundo axioma de enumerabilidade, ou seja, a topologia de X possui 
uma base enumeraável;

iii) X áe localmente homeomorfo ao espacço euclidiano Rn, ou seja, para cada ponto 
p 6 X, existem:

(a) um subconjunto aberto U C X contendo p (i.e., uma vizinhanca de p em X);

(b) um subconjunto aberto V C Rn; e

(c) um homeomorfismo : U V.
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O par (U, p) é chamado uma carta local para p em X.
Se (U, p) e uma carta local para p em X, então existe uma bola aberta Bn em Rn, de 

centro em p e contida em V = p(U). Então, o aberto En = p-1(Bn) e uma vizinhança 
de p em X, homeomorfa a uma bola aberta do espaço Rn.

Com isso, queremos dizer que todo ponto p de uma n-variedade topologica X possui 
uma vizinhançca homeomorfa a uma bola aberta do espaçco Rn, o que chamaremos uma 
vizinhança coordenada de p em X.

Importa mencionar que uma variedada topologica e um espaçco normal. Mais do que 
isso, e metrizavel. Ademais, por ser localmente homeomorfa ao espaçco euclidiando Rn, 
toda n-variedade topologica, com n > 1, é localmente conexa e tambem localmente conexa 
por caminhos. Mais sobre variedades topologicas encontra-se em [16].

Uma m-subvariedade topologica (m < n) de uma n-variedade topologica X e um 
subespaçco topologico Y de X que e uma m-variedade topologica.

Observamos que na definicçãao de variedade topologica, diferentemente do que se faz na 
definiçcãao de variedade diferencial (que assumimos ser da familiaridade do leitor), nãao ha 
qualquer exigência com relação ' mudança de cartas locais.

Em todo o texto, uma variedade sera, a menos que se especifique o contrario, uma vari­
edade topologica, e uma aplicaçao entre variedades dada a priori sera assumida conténua.

No restante desta seçcaão, X seraé uma n-variedade topoloégica, com n > 1.
Nosso primeiro objetivo ée introduzir as nocçãoes de orientabilidade e orientacçãao de X. 

O roteiro abaixo inicia com alguns lemas téecnicos e avançca aos conceitos principais. 

Lema 1.1 Para qualquer ponto x E X, tem-se Hn(X,X — x) ~ Z.

Prova: Seja U uma vizinhançca coordenada de x em X, ou seja, uma vizinhancça homeo- 
morfa a uma bola aberta de Rn. O fechado X — U estéa contido no aberto X — x. Pelo 
Axioma da Excisãao,

Hn(X,X — x) « Hn(U,U — x).

Como U ée contraétil, a sequêencia exata de homologia do par (U, U — x), a saber,

• • • Hn(U) Hn(U, U — x) Hn-l(U — x) Hn-l(U) ...

fornece um isomorfismo
Hn(U,U — x) « Hn-i(U — x).

Como U — x é homotopicamente equivalente a (n — 1)-esfera Sn-1 C Rn, segue-se que

Hn-1(U — x) ~ Z.
□
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A sequâencia de isomorfismos

Hn(X,X - x) « Hn(U, U - x) « Hn-l(U - x) « H E ,

onde En é uma (n — 1)-esfera mergulhada em U — x, permite interpretar o grupo de 
homologia relativa Hn(X, X - x) como a homologia da (n - 1)-esfera.

Para ilustrar, considere o caso especial n = 2. Então E1 é uma circunferância mer­
gulhada em U — x e o grupo H2(X, X — x) ~ H1(E1) « Z possui dois geradores, que 
correspondem 's duas orientações do laco E1. Escolher um desses geradores corresponde, 
intuitivamente, a escolher uma orientaçcãao de X sobre o ponto x.

Definicõo 1.2 Uma orientação local da n-variedade topológica X em um ponto x G X 
ée um gerador do grupo céclico infinito Hn(X, X - x).

Para se definir a noçcaão de orientaçcaão global de X, a intuiçcãao diz que devemos ter ori- 
entaçcãoes de X em cada um de seus pontos, de tal modo que respeitem uma “coerâencia”. 
Isso nãao necessariamente ée possével. No entanto, podemos sempre ter orientaçcãoes “coe­
rentes” numa vizinhançca de um ponto.

Lema 1.3 (Lema da Continuação) Dado um elemento ax G Hn(X, X — x), existem 
uma vizinhança U de x e um elemento a G Hn(X,X — U), tais que ax = jX(a), onde

jX : Hn(X, X — U) Hn(X, X — x)

e o homomorfismo induzido pela inclusão natural j : (X, X — U) (X, X — x).

Prova: Seja a um ciclo relativo representando ax. Assim a G Zn(X,X — x) e da G 

Sn-1(X — x). Logo o suporte1 |da| de da é um subconjunto compaco de X contido em 
X — x, e assim U = X — |da| é uma vizinhança aberta de x.

Tome a G Hn(X, X — U) como a classe de homologia de a relativa a X — U; isso faz 
sentido porque |da| C X — U. Claramente jX (a) = ax. □

Este lema nos diz que podemos escolher elementos ay G Hn(X, X—y) para y “proéximo” 
de x (istoée, para y G U), a partir do elemento ax, pondo ay = jxX(a). Pensamos em ax e ay 

como sendo “coerente”, uma vez que eles provéem do mesmo elemento a G Hn(X, X— U). 
Chamamos a a continuacçãao de ax ao longo de U.

Prova-se mais.

1Se a e um q-simplexo singular, definimos o suporte |a| de a como sendo sua imagem a(Aq) sobre o 
q-simplexo padrão. Para uma q-cadeia c viai, definimos |c| = Ui|ai|.
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Lema 1.4 (Lema da Coerência) Se ax gera Hn(X,X — x), então U e a, conforme o 
Lema 1.3, podem ser escolhidos de tal modo que, para cada y G U, o elemento ay seja um 
gerador de Hn(X, X — y).

Este lema segue do seguinte resultado mais forte:

Lema 1.5 (Lema da Constante Local) Toda vizinhança W de x contém uma vizi­
nhança U de x tal que, para todo y G U, o homomorfismo j é um isomorfismo; logo ax 

tem unica continuaçcaão em U.

Prova: Seja V C W uma vizinhanca coordenada de x. Seja U C V um aberto menor, 
ainda contendo x e ainda homormorfo a uma bola aberta de Rn. Entãao, para qualquer 
y G U, temos o seguinte diagrama comutativo

Hn(X, X — UbeXC- Hn(V, V — UHn-i(V — U)

jU
y

Hn(X, X — y) exc. Hn(V, V — y) Hn-i(V — y)

no qual as setas horizontais da esquerda sãao isomorfismos induzidos por excisãoes, as 
setas horizontais da direita sãao isomorfismos provenientes das sequêencias exatas dos pares 
correspondentes, e a seta vertical da direita íe o isomorfismos induzido pela inclusãao (que 
íe uma equivalêencia de homotopia). Segue da comutatividade do diagrama que jyU íe um 

isomorfismo. □

Definição 1.6 Dado um subespaço U C X, um elemento a G Hn(X,X — U) com a 
propriedade que, para cada y G U, o elemento ay = jyU(a) gera Hn(X, X — y), íe chamado 

uma orientaçcaão local de X ao longo de U.

Os Lemas 1.4 e 1.5 mostram que uma orientaçcãao local ax de X em x, pode ser estendida 
de modo uínico a uma orientaçcãao local de X ao longo de uma vizinhançca de x em X.

Se V C U saão subespaçcos de X,

jU : Hn(X, X — U) Hn(X, X — V)

denota o homomorfismo induzido pela inclusãao natural. Se a íe uma orientaçcaão local de 
X ao longo de U, entaão jVU(a) o íe ao longo de V, jía que para qualquer y G V,

jyV(jVU(a)) = jyU(a).

Definiremos agora a noçcaão de orientaçcaão global de X.
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Definição 1.7 Suponha dados:

i) Uma colecõo de abertos Ui C X que cobre X, e

ii) Para cada i, uma orientacõo local ai G Hn(X,X — Ui) de X ao longo de Ui.

Chama-se a isto um sistema de orientação para X se a seguinte condiçõo de compati­
bilidade ó valida: para qualquer x G X, se x G Ui n Uj, entao

iii) ji (ai)= jXj (aj).

Neste caso, uma orientacçaõo local óe naõo-ambiguamente definida em cada x E X por:

iv) ax = (ai), x G Ui.

Dado outro sistema de orientaçõo (Vk ,^k) para X, dizemos que ele define a mesma 
orientaçcõao que (Ui, ai) se:

v) ax = ftx, para todo x G X.

Entao uma orientação global de X ó, por definiçõo, uma classe de equivalância de 
sistemas de orientaçcaõo para X, segundo a relacçõao dada em v).

Dizemos que X ó orientavel se existe um sistema de orientaçõo para X.

Proposição 1.8 Uma subvariedade aberta de uma variedade orientavel é ainda orientavel. 
Consequentemente, uma variedade e orientavel se, e somente se, todas as suas componen­
tes conexas o sao.

Prova: Seja X uma n-variedade topolóogica orientaóvel e seja V C X uma subvariedade 
aberta de X. Seja (Ui, ai) um sistema de orientaçcaõo para X. Para cada x E V, seja 
ftx G Hn(V, V — x) correspondendo a ax G Hn(X, X — x) via o isomorfismo excisao.

Pelo Lema 1.5, existe uma vizinhancça Vx de x tal que Vx C V n Ui para algum i, e 
tal que ftx tem uma unica continuaçõo a uma orientacõo local (3x de V ao longo de Vx. 
Podemos escolher Vx pequeno o suficiente para que X — Ui esteja contido no interior de 
X — Vx. Entõao, para qualquer y G Vx, o diagrama comutativo

Hn(V, V — y - Hn(X, X — y)

jy jy'x Hn(X,X Ui)

Hn(V, V — \ Hn(X, X — Vx)

7



mostra que a orientaçao de V em y induzida por (3x á igual a fty. Assim (VX, Ar) á um 

sistema de orientacçaão para V. Isto prova a primeira afirmaçcãao da proposiçcãao.
A segunda afirmaçcaão segue da primeira e do fato que as componentes conexas de va­

riedades topologicas sao abertas, já que são localmente conexas. □

Os seguintes sãao simples mas muito importantes exemplos de variedades orientáaveis. 

Exemplo 1.9 Considere a n-esfera Sn, n > 1. Para qualquer x 6 Sn, o homomorfismo

Hn(Sn) Hn(Sn,Sn - X),

da sequencia exata do par (Sn, Sn - x), áe um isomorfismo, jáa que Sn - x áe contráatil. 
Tome a cobertura aberta de Sn consistindo do uánico aberto que áe a práopia Sn, e tome 
ax 6 Hn(Sn,Sn — x) correspondendo ao gerador a 6 Hn(Sn) pelo isomorfismo acima. 
Então (Sn, a) á um sistema de orientacao para Sn.

Exemplo 1.10 O espacço euclidiano Rn áe homeomorfo ao subespaçco aberto Sn - x de 
Sn, onde x áe um ponto qualquer de Sn. Segue da Proposiçcaão 1.8 que, assim como Sn, 
tambáem Rn áe orientáavel.

1.2 O feixe de orientaçcãoes

Nesta seçcaão, permanecemos com [9] como principal referencia.
Seja X uma n-variedade topoláogica. Definimos

X0 = {(x, ax) : x 6 X e ax 6 Hn(X, X - x)},

e consideramos a aplicaçcãao projeçcaão

p : X0 X dada por p(x, ax) = x.

A seguir, providenciaremos uma topologia para X0 de tal modo que p : X0 X seja 
uma aplicacçaão de recobrimento. O espacço X0, uma vez topologizado , áe chamado o feixe 

de orientações de X.
Para cada aberto U C X e aU uma orientaçcaão local de X ao longo de U, defina 

(U, au) = {(x, ax) : x 6 U e ax = j(au)}.

Lema 1.11 Os subconjuntos (U, au) C X0 formam uma base para uma topologia em X0, 
com respeito a qual p : X0 X é uma aplicação de recobrimento.
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Prova: Seja (x, ax) G X0. Pelo Lema 1.3, (x, ax) G (U, aU} para algum U.
Suponha (x, ax) G (U, aU} n (V, aV), de modo que x G Un V e j%(aU) = ax = j(aV).

Pelo Lema 1.5 existe uma vizinhança W de x, com W C Un V, tal que, para cada y G W, 

jyW : Hn(X, X - W) « Hn(X, X - y).

Isto vale, em particular, para y = x. Seja aW o unico elemento de Hn(X, X — W) tal que 
j'w(aw) = ax. Entao é claro que (x, ax) G (W, aW).

Afirmamos que (W, aw) C (U,au) n (V, aV). Para provar isso, primeiro note que, da 
comutatividade do diagrama

Hn(X,X — U) W Hn(X,X — W)

Hn(X,X - x)

segue que jWU (aU) = aW. Analogamente jWV (aV) = aW. Agora, para cada y G W, segue 

do diagrama comutativo

Hn (X,X — U) W Hn(X,X — W)

Hn(X, X — y)

que jU (aU) = ay. Analogamente jV (aV) = ay. Esta provada a afirmacão.

Agora provaremos que p : X0 X e uma aplicação de recobrimento.

A continuidade de p e garantida pelo Lema 1.5.
Observe que cada fibra p-1 (x) esta em correspondência um-a-um com Hn(X, X — x).

Logo, tambem pelo Lema 1.5, dada uma vizinhançca W de x, existe uma vizinhançca U de 
x tal que para todo y G U, jyU e um isomorfismo; entaão

p-1(U) = (y, ay) : y G U e ay G Hn(X, X — y)

= (y, jyU((jxU)-1(a)) : y G U e a G Hn(X, X — x)

= U (U, j)-1(a)).
a£Hn(X,X-x)

Esta ultima reunião e disjunta, já que jU é um isomorfismo para todo y G U. 

disso, p|(U,(jU)-!(«)> e um homeomorfismo para cada a G Hn(X, X — x).
Alem

□
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Dada a n-variedade topolágica X e seu feixe de orientações X0, defina uma aplicagão 

v : X0 Z+

da seguinte forma: dado (x, ax) G X0, o elemento ax á um múltiplo inteiro de um gerador 
de Hn(X, X - x); o valor absoluto de tal muáltiplo áe independente da escolha do gerador; 
defina v(x, ax) como sendo tal valor.

Assim, se a. e —a. denotam os geradores de Hn(X, X — x) correspondentes aos gera­

dores 1 e -1 de Z, respectivamente, entãao para

ax = mx • a. = — mx(—a.), definimos v(x,aX) = |mx | = | — mx|.

Lema 1.12 Para cada inteiro q > 0, a pré-imagem v-1 (q) e aberta em X0 e a aplicação 
restrita p|v-i(q) : v-1(q) X é uma aplicação de recobrimento a duas folhas.

Prova: Seja(x,a.) G X0talquev(x,a.) = q,ouseja,a. = m.a1.coma1. G Hn(X,X—x) 

gerador e | m. | = q.
Escolha uma vizinhancça W de x e um gerador aW de Hn(X, X — W) coerente com 

a.. Considere o aberto (W,mXaW) de X0. Temos

j.W(m.aW) = m.j.W(aW) = m.a1. = a., 

o que mostra que (x,aX) G (W,mxa.). Agora, se (y, ay) G (W, mxa.), então

ay = jyW(m.aW) = m.jyW(aW) = m.ay1,

o que mostra que v(y,ay) = |mx| = q. Portanto, (W,mXaX) á uma vizinhanca de (x,aX) 
contida em v-1(q).

Isto prova que v-1(q) áe aberto em X0. O restante segue de resultado báasico sobre 
aplicações de recobrimento; ver [16, Teorema 53.2]. □

Observação 1.13 O subconjunto v-1 (0) C X0 á tambám aberto em X0. Ademais, 
p|v-i(o) : v-1 (0) X á um homeomorfismo. Ainda,

X0 = _ v-1(q).
q>0

Definição 1.14 Para qualquer subespaco A C X, uma aplicação contínua s : A X0 

tal que p ◦ s = i : A ' ' X a inclusao, á chamada uma seção de p : X0 X sobre A. A
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condiçao p ◦ s = i pode ser escrita sob a forma do diagrama

X0

s
z p

z
A- XI

Uma seçcãao definida em todo o espaçco X íe chamada uma seçcãao global.

Por ser p : X0 X a projeçao na primeira coordenada, se s : A X0 e uma seção, 
entao s á da forma s(x) = (x, s'(x)), para todo x G A, com s'(x) G Hn(X,X — x).

O conjunto rA de todas a seçães sobre A á um grupo abeliano, sob a operaçao de 
adicçãao definida por

(si + s2)(x) = (x, s1 (x) + s'2(x)).

O zero deste grupo áe a seçcaão nula dada por s(x) = (x, 0) para todo x G A.

Proposição 1.15 Existe uma seção global s : X X0 aplicando X em v-1(1) se, e so­
mente se, X e orientavel. Mais geralmente, as orientações de X estão em correspondência 
um-a-um com tais secçoães.

Prova: Seja {(Ui, ai)} um sistema de orientacçaão para X. Entaão, para x G X, digamos 
x G Ui, o elemento ax = jxUi(ai) áe uma orientaçcaão local de X em x, e assim v(x, ax) = 1. 
Defina s : X X0 por s(x) = (x, ax). E claro que s aplica X em v-1(1). Alám 

disso, uma vizinhanca básica de (x, ax) á exatamente da forma (Ui,ai), e temos que 
s-1((Ui,ai)) = U». Isto prova que s á contánua e conclui a parte “se” da proposicão.

Agora suponha que s(x) = (x, s'(x)) seja uma seçao global de s : X X0 que aplica 
X em v-1(1). Isto significa que, para cada x G X, o elemento s'(x) gera Hn(X,X — x). 
Para cada x G X, escolha, pelo Lema 1.5, uma vizinhancça Ux de x tal que jxUx seja um 
isomorfismo e jXx(aUx) = s'(x). A colecao {(Ux,aUx)}xeX á um sistema de orientaçao 
para X; basta ver que se x3 G Ux1 n Ux2 então jX^1 (aux) = s'(x3) = jXX2 (aux) • □

Em funçcãao desta uáltima proposiçcaão, faz sentido definir o que segue:

Definição 1.16 Para cada A C X, dizemos que X á orientavel ao longo de A se existe 
uma seçcaão sobre A aplicando A em v-1(1).

Proposicão 1.17 X e orientavel ao longo de A se, e somente se, existe um homeomor- 
fismo : p-1(A) A x Z que torna comutativo o diagrama

p-1(A)------- ------- A x Z

A
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no qual n1 e a projeção sobre a primeira coordenada. Se este e o caso, então rA e 
isomorfo ao grupo de todas as funcães continuas de A em Z. Assim, se A tem k < 
componentes, entao rA « Zk.

Prova: Dada uma secão s : A v-1(1), para cada x G A, s'(x) é um gerador de

Hn(X, X — x). Se (x, ax) G p-1(A), entao existe um unico Àx G Z tal que ax = Àxs'(x). 
Defina : p-1 (A) A x Z por ^(x, ax) = (x, Àx), para cada x G A. Se U é uma 
vizinhança de x na qual ax tem uma unica continuacao aX, entao aplica (U, aX) bi- 
jetivamente sobre U x {Àx}. Logo é um homeomorfismo. Reciprocamente, dado ^, 
recuperamos s : A v-1 (1) definindo s(x) = ^-1(x, 1), para cada x G A. □

Para cada A C X, definimos um homomorfismo canoânico

jA : Hn(X,X — A) rA,

aplicando a G Hn(X, X — A) na seçao jA(a) : A X0 definida por

jA(a)(x) = (x, jxA(a)).

Vamos provar que a aplicação jA(a) assim definida é realmente conténua.

Seja a un ciclo relativo representando a. Entao U = X — |da| é um aberto em X
contento A. Seja aX G Hn(X, X — U) a classe de homologia de a relativa a X — U. 
Então jA : Hn(X, X — U) Hn(X, X — A) aplica aX em a. Agora, dado x G A, 
considere uma vizinhançca V de x com V C U, tal que jxA(a) tem uma uénica continuacçaão 
aV G Hn(X, X — V ) sobre V . Segue do diagrama comutativo abaixo que jVX(aX) = aV.

Hn(X, X — U)

Hn(X, X — A) Hn(X,X—V)j

Hn(X, X — x)

Assim, para x G V n A, temos jA(a)(x) = (x,jA(a)) G (V, aV).

Como os conjuntos do tipo (V, aV) formam uma base de vizinhança para (x,jA(a)) 
em X0, segue que jA(a) ée conténua em x G A.
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Se B C A, temos o diagrama comutativo natural

Hn(X, X — A)----- 3------ rA

jB ( r

Hn(X,X — B)-------- ---- -rB

no qual a seta vertical da direita e o homomorfismo r que restringe uma seçcaão sobre A a 
uma seçcaão sobre B.

O teorema a seguir tem uma demonstraçcãao bastante longa, que requer uma construcçãao 
em varias etapas e o estudo de diferentes casos. Como nãao utilizaremos as construcçãoes 
apresentada na demonstracçãao, mas apenas o resultado em si, preferimos evitar a delonga 
de esmiucar a prova, deixando indicado que ela pode ser encontrada em [9, p. 122-125].

Teorema 1.18 Suponha A C X fechado. Então:

(1) Hk(X, X — A) = 0 para k > n.

(2) O homomorfismo jA : Hn(X,X — A) rA é injetor e sua imagem é o subgrupo
rcA das seções sobre A com suporte compacto, isto é, jA : Hn(X, X — A) & rcA.

Em particular, jX : Hn(X) & rcX e Hk(X) = 0 para k > n.

Nesse teorema, utilizamos a seguinte terminologia: Uma seçao s : A X0 e dita ter 

suporte compacto se ela coincide com a secçãao nula fora de um subconjunto compacto de 
A. Se A e compacto, então rcA = rA e, neste caso, jA : Hn(X, X — A) & rA.
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CAPáITULO 2

GRAU DE ÁPLICÁCOES ENTRE
2)

VÁRIEDÁDES TOPOLOGICÁS

Neste capátulo, introduzimos os conceitos centrais para o desenvolvimento do restante 
do texto. Trata-se dos conceitos de grau de uma aplicaçcãao entre variedades topoláogicas: 
o grau sobre um subconjunto compacto do contra-domlnio, o grau local em um ponto do 
domínio e também o grau de Brouwer.

A primeira secçãao do capátulo áe baseada em [8, Capátulo VIII, §4]. As seçcãoes seguintes 
contáem os resultados que, de alguma maneira, conectam os conceitos de grau com o 
conceito de diferenciaçcaão.

2.1 Classe fundamental e grau de aplicacçãoes

Seja X uma n-variedade topoláogica, com n > 1, e seja X0 o feixe de orientaçcãoes de 

X, conforme introduzido na Seçcãao 1.2. Considere a aplicaçcãao projeçcãao

p : X0 X dada por p(x, ax) = x.

Lembramos que X á orientavel se, e somente se, existe uma secao global s : X X0 

de p : X0 X, tal que s(X) C v-1 (1), onde v : X0 Z á a aplicação avaliação definida 
na Seção 1.2. Mais do que isso, as orientações de X estao em correspondência biumvoca 
com as seçães globais de p : X0 X.

Daqui em diante suporemos que X seja orientavel e a secão Z 6 rX correspondente ' 
orientaçao de X será, ela propria, chamada a orientação de X.

14



Dado K C X compacto nao vazio, existe um unico elemento ZK G Hn(X, X — K) que 
corresponde a restricao Z |k pelo isomorfismo revelado no Teorema 1.18, a saber,

jK : Hn(X,X — K) « rK.

Portanto, o elemento ZK óe caracterizado pela seguinte propiedade: para todo x G K, 
o homomorfismo induzido pela inclusao de pares j : (X, X — K) (X, X — x), que desde 
a Seçcõao 1.1 convencionamos denotar

jK : Hn(X,X — K) Hn(X,X — x),

aplica ZK sobre a orientacçaõo local ax de X em x.

Definiçcãao 2.1 O elemento ZK G Hn(X, X — K) óe chamado a classe fundamental de X 
ao longo de K. Se a proópria variedade X óe compacta, entaõo ZX G Hn(X) estóa definido e 
chama-se a classe fundamental de X.

Observamos que se o compacto K C X ó conexo e nao vazio, entao Hn(X, X — K) « 

rK « Z e Zk ó um gerador desse grupo.
No que segue, consideramos duas variedades orientaveis, que denotaremos por X e 

X'. Para um compacto K C X, utilizaremos a notaçao acima firmada, ou seja, ZK, para 
denotar a classe fundamental de X ao longo de K. Para a variedade X', utilizaremos uma 
linha acima de Z, isto e, dado um compacto K' C X', denotaremos a classe fundamental 
de X' ao longo de K' por ZK'•

Definição 2.2 Seja f : X' X uma aplicacõo contónua entre n-variedades orientaveis 
e seja K C X compacto, conexo e naõo vazio, tal que f-1(K) seja compacto. Entõao o 

homomorfismo
f : Hn(X',X' — f-1 (K)) Hn(X,X — K)

aplica a classe fundamental Zf -i(K) a um múltiplo inteiro de ZK. Este inteiro ó chamado 
grau de f sobre K e ó denotado por degK f. Em sómbolos

f*«f-i(K)) = (degK f) zk.

Se K = 0, entõo degK f nõo ó definido.

Exemplo 2.3 Os seguintes sõao exemplos simples, nos quais K e sempre um compacto 
naõo vazio:

(1) Se f-1(K) = 0, entõao degK f = 0.
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(2) Se i : X' X e a inclusao de um subconjunto aberto X' de X (sobre a qual
consideramos a orientaçao induzida pela de X), entao degK i = 1, para todo K C X'.

(3) Se f : X' X e um homeomorfismo de X' sobre um subconjunto aberto de X,
então degK f = 1 ou —1 para todo K C f (X').

Ha vezes em que e conveniente substituir a pre-imagem f-1(K) por um compacto 
maior, como segue.

Proposição 2.4 Sejam f : X' X e K C X conforme a Definição 2.2. Seja K' C X'

um compacto contendo f-1(K). Então, o homomorfismo

f* : Hn(X',X' — K') Hn(X,X — K)

aplica a classe fundamental ZK' em (degK f) ZK.

Prova: Considere o seguinte diagrama comutativo, no qual as setas horizontais sãao os 
isomorfismos dados pelo Teorema 1.18 e r e a aplicaçcãao restricçãao:

Hn(X ',X' — K')
jK'
jf-1(K)

jK' TK'

r

Hn(X ',X' — f-1(K))
jf-1(K)

rf-1(K)

Pela definiçao de classe fundamental, jK-i(K)(ZK') = Zf-i(K)• Agora, o homomorfismo 

f* se fatora no triaêngulo comutativo

Hn(X',X' — K') HnX X — K)
jK'
jf»■

Hn(X ',X' — f-1(K))

Portanto f* aplica ZK' em (degK f) ZK. □

Tambem e importante, por vezes, considerar compactos contidos em K.

Proposição 2.5 Sejam f : X' X e K C X como na Definicão 2.2. Seja L C K
também compacto em X. Entao o homomorfismo

f* : Hn(X',X' — f-1(L)) Hn(X,X — L)

16



aplica a classe fundamental Zf-i(L) em (degK f) ZL • Em particular degL f = degK f para 
todo subconjunto compacto e conexo L = 0 de K.

Prova: Considere o seguinte diagrama comutativo

Hn(X ',X' — f-1(K))
f-1(K)
Jf-1(L) v

Hn(X',X' — f-1(L)) -

f Hn(X,X—K)

K

Hn(X,X—L)
f

jK
jL

Por um lado, temos:

f-1(K)^^ (degK f) ZK ' - (degK f) Z-L .

Por outro lado, temos:
jf -1(K) ,

Zf-1(K) ” Zf-1(L) ” f* (Zf-1(L) ) .

Segue da comutatividade do diagrama que f*(Z/-i(L)) = (degK f) Zl- □

A importêancia da condicçaão de ser f-1(K) compacto, para o dado compacto K, nos 

leva ' clássica definiçao de aplicação propria que, para constar, apresentamos:

Definição 2.6 Uma aplicação contánua f : X' X á chamada uma aplicaçao própria
se, para todo compacto K C X, a prá-imagem f-1(K) á compacta em X'.

Sãao áobvios os seguintes exemplos: (i) todo homeomorfismo áe uma aplicaçcãao práopria; 
(ii) se X' á compacto, então toda aplicaçao continua f : X' X á própria.

Se f : X' Xá uma aplicacão propria, então a condicao expressa na Definição 2.2 
áe satisfeita para todo compacto K C X, motivo pelo qual, para todo tal compacto, estáa 
definido o grau degK f.

Proposição 2.7 (O grau de uma aplicacao própria) Seja f : X' X uma aplicaçao 
propria entre n-variedades orientaveis, com X conexa. Entaão o numero inteiro degK f e 
o mesmo para todo subconjunto K compacto, conexo e nãao vazio de X. Este numero e 
chamado o grau de f e e denotado deg(f). Para todo compacto K C X, seja ele conexo 
ou nãao, vale a identidade

f*(Zf-1(K)) = deg(f) Zk.

Prova: Sejam K1 e K2 subconjuntos compactos de X. Entaão existe um compacto e 
conexo K C X que contám K1 e K2 (cubra K1 U K2 com um numero finito de fechados
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homeomorfos a bolas fechadas e conecte-os por caminhos). Pela Proposiçcaão 2.5

f*(Zf-i(Ki)) = (degK f )ZKi para i = 1 2.

Isto prova a proposiçao. □

Observação 2.8 Segue dos resultados acima que:

(1) O grau deg(f) esta sempre definido se f : X1 X e uma aplicação contínua entre
n-variedades orientéaveis compactas. Neste caso, o nuémero deg(f), tambéem chamado 
o grau de Brouwer da aplicaçcãao f, caracteriza-se pela féormula

f* «X') = deg(f) zx.

Ademais, importa mencionar que, neste contexto, o grau deg(-) é invariante por 
homotopia, isto e, se f0, f1 : X1 X são homotopicas, então deg(f0) = deg(f1).

(2) Particularmente interessante e o caso de auto-aplicacçãoes da esfera Sn. E con-
sequêencia do Teorema da Classificaçcaão de Hopf que as classes de homotopia das 
aplicações f : Sn Sn estão em correspondência um-a-um com os inteiros, sendo
a correspondência dada por f deg(f); ver [12, Corolario 8.4, p. 56]. Noutras
palavras, duas auto-aplicacçoães da esfera Sn saão homotopicas se e somente se têem o 
mesmo grau de Brouwer.

(3) Se as n-variedades orientaveis são tais que X1 e compacta mas X não e compacta,
entao toda aplicacão contínua (e portanto propria) f : X1 X tem grau deg(f) = 0.
De fato, sendo compacta, a imagem f (X') não pode ser toda a variedade X. Escolha 
x0 E X — f (X') e considere o compacto K0 = {x0} C X. Entao f-1(K0) = 0, o 
que implica que degK0 f = 0. Pela Proposicçãao 2.7, deg(f) = 0.

(4) Se X' e X sao n-variedades conexas orientaveis e f : X' X é um homeomorfismo,
entaão deg(f) = 1 ou —1. De acordo com estes casos, f ée dita preservar ou inverter 
orientaçcãao, respectivamente.

Corolario 2.9 (Multiplicatividade do grau) Sejam f : X' X e g : X'' X' 

aplicações entre n-variedades orientaveis. Suponha que g seja propria e que X' seja 
conexa. Seja K C X compacto, conexo, nãao vazio e tal que f-1(K) e compacto. Entãao

degK(f ◦ g) = deg(g) degK f.
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Em particular, se f tambem e propria e X e conexa, entaão 

deg(f ◦ g) = deg(f) deg(g).

Prova: A primeira afirmacçãao segue das identidades

degK(f ◦ g)ZK = (f ◦ g)*(Zf◦g)-i(K)) = (f* ◦ g*)(Zg'-i(f-1 (K))) =

= f*(deg(g)f-1(K)) = deg(g)f*(Zf-1(K)) = deg(g)(degK f )ZK.

A segunda afirmacao segue da primeira e da ultima parte da Proposto 2.7. □

Proposicõo 2.10 (Aditividade do grau) Sejam f : X' X e K C X como na 
Definicao 2.2. Suponha que X' seja uma reunião finita de abertos X1,..., X'r de tal modo 
que os conjuntos K' = f-1(K) n X' sejam mutuamente disjuntos, para i = 1,...,r.r

Considere as aplicações f' = f |X' : X' X. Entao f-1(K) e a soma topologica LK
'=1

o que implica que cada K' e compacto em X' e, por conseguinte, o grau degK f' esta 

definido. Alem disso, r

degK f = E degK f'.
'=1

Prova: Considere o homomorfismo composto $ = jf (K'> ◦ ©'1, indicado na sequância 

abaixo, onde os homomorfismos 1, sao induzidos pelas inclusoes naturais e x' G f-1 (K):

$:

ri

© h„(x;,x; — k; ) *& h„(x ', x ' — f-1(k ))
jf-1(K)

- Hn(X',X' — x') .

Por meio de $, todas as componentes de são aplicadas a zero, exceto a compo-
Ki

nente Zk' para a qual se tem x' G Kj; tal componente é aplicada sobre a orientacao local Kj j

a'x' de X' em x'. Portanto, para cada x' G f-1(K), tem-se 

jx )(©'1, (©'ZK;)) = aX'.

Segue da definiçao da classe fundamental que ©»1* (©'ZK') = Zf-i(k). E temos:

(degK f) ZK = f*(Z;-1(K)) = f*(©'1, (©'ZKi)) = ©^(©xKz) = 
r r r

= E f,‘(ZK;) = E<degK f ‘)Zk = ( E degK f‘) Zk.

□
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Observaçcaão 2.11 A Proposicçãao 2.10 revela um resultado especialmente importante quan­
do consideramos o compacto K como sendo um conjunto unitaário K = {x0}, com práe- 
imagem finita f-1(x0) = {x},..., x'r}. Neste caso, podemos considerar abertos X.,..., X'r 
em X, cada um contendo o respectivo ponto xi e nenhum dos demais. Assim sendo, temos 
que Ki = f-1(K) n Xi = {xi}. A aplicacão fi = f X : X' X induz o homomorfismo

f : Hn(Xi, Xi — xi) Hn(X, X — x0),
r

que determina o grau deg{.0} fi. Como deg{ .0} f = deg{.0} fi, segue-se que o grau
i=1

deg{ .0} f pode ser entendido como o nuámero de pontos de f-1(x0), contados com mul­

tiplicidade. Isto ficaráa mais claro, na proáxima seçcãao, com a definiçcãao do grau de uma 
aplicaçcãao em um ponto de seu dománio.

2.2 O grau local de uma aplicaçcãao discreta

Diz-se que uma aplicação f : X Y, entre espaços topológicos, á discreta no ponto 
x0 G X, se existe uma vizinhancça V de x0 em X tal que f(x) = f(x0), para todo 
x0 = x G V , ou seja, f-1(f(x0)) n V = {x0}.

Diz-se que f áe discreta se ela áe discreta em todo ponto x G X.
Suponha que X e Y sejam n-variedades topologicas e seja f : X Y uma aplicaçao 

discreta no ponto x0 G X; ponha f(x0) = y0. Seja V uma vizinhancça coordenada (home- 
omorfa a uma n-bola aberta) de x0 em X tal que f-1(f(x0)) n V = {x0}. Entãao f define 

uma aplicaçcãao de pares
f : (V,V — x0) (Y,Y — y0).

Pelo Lema 1.1, ambos os grupos Hn(V, V — x0) e Hn(Y, Y — y0) saão cáclicos infinitos. 
Sejam aX0 G Hn(V, V — x0) e ^y0 G Hn(Y, Y — y0) geradores desses grupos. Então, o 
homomorfismo induzido

f: : Hn(V, V — x0) Hn(Y, Y — y>)

define (e áe definido por) um nuámero inteiro deg(f; x0), satisfazendo a identidade

f*(axo ) = deg(f; x0) • ^yo .

A troca de cada gerador, aX0 ou ^yo, por seu oposto (tambám gerador do respectivo 
grupo), troca o sinal do inteiro deg(f; x0). Logo, deg(f; x0) depende da escolha dos 
geradores aX0 ou ^yo, mas seu valor absoluto nao dependente.
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Portanto, supondo que X e Y sejam orientaáveis e determinando-se que os geradores 
ax0 e >0 sejam escolhidos como orientacães locais induzidas pelas orientacoes (globais) 
fixadas de X e Y , respectivamente, o inteiro deg(f; x0) fica unicamente definido.

Definição 2.12 Seja f : X Y uma aplicaçao contánua entre n-variedades topológicas 
orientaáveis. Se f áe discreta em x0 G X, o inteiro deg(f; x0) acima definido chama-se o 
grau local de f em x0. Se f nãao áe discreta em x0 G X, dizemos que f tem grau local zero 
em x0 e escrevemos deg(f; x0) = 0.

A proposicçãao a seguir áe consequêencia imediata da Proposiçcãao 2.10 e da Observaçcaão 
2.11, e reforçca a interpretacçãao do grau deg{y} f expressa naquela observacçaão.

Proposição 2.13 Sejam X e Y n-variedades conexas orientaveis e seja f : X Y uma 
aplicaçcãao. Suponha que y G Y seja um ponto cuja pre-imagem f-1(y) e finita. Entaão f 
e discreta em cada ponto x G f-1(y) e tem-se

deg{y}f = deg(f; x).
x£f-1(y)

Apresentamos a seguir uma observacçãao que auxilia na compreensãao do grau local 
deg(f; x), expressando-o como o grau de Brouwer deg(^) de uma aplicaçao entre (n — 1)- 
esferas. Esta interpretaçcaão seraá utilizada nas proáximas seçcãoes deste capátulo e tambáem 
nos capátulos seguintes do texto.

Observacçaão 2.14 (Interpretaçcãao do grau local como grau de Brouwer) Seja f : 
X Y uma aplicação continua entre n-variedades topolágicas e suponha que f seja 
discreta em x0 G X. Sejam V C X e U C Y vizinhançcas coordenadas (homeomormorfas 
a n-bolas abertas) de x0 e de y0 = f(x0), respectivamente, tais que

f(V) C U e f-1(y0) n V = {x0}.

Seja En C U um n-disco fechado mergulhado em Y, contendo y0 em seu interior. 
Escolha um disco Dn C V mergulado em X, contendo x0 em seu interior, e tal que 
f(Dn) C En. Entãao f-1(y0) n Dn = {x0} e a restriçcãao de f define um aplicaçcaão de pares

f :(Dn,Dn — x0) (En,En — y„),

cujo homomorfismo induzido em homologia, ou seja, f* : Hn(Dn, Dn — x0) Hn(En, En —

y0), determina o (e áe determinado pelo) grau deg(f; x0).
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A fronteira Sn-1 = dDn e uma (n — 1)-esfera mergulhada em X, assim como En-1 = 
dEn e uma (n — 1)-esfera mergulhada em Y. Considere a inclusõo natural l : Sn-1 Dn 

e a retracõo radial (com relacõo a yo) r : En — yo En-1. Por fim, considere a composicao

= r ◦ f ◦ l : Sn-1 (Dn — xo) (En — yo) En-1.

Afirmamos que deg(f; xo) = deg(^), o grau de Brouwer de ^. Com efeito: isto segue 
da comutatividade do diagrama

Hn(Dn, Dn — .x Hn(En, En — yo)

Hn-i(Dn — xo) Hn-i(En — yo)

I* « « r*

Hn-l(Sn-1) ----- - Hn-l(En-1).

Observamos que as setas verticais superiores sõao isomorfismos provenientes na sequâencia 
exata de homologia dos pares (Dn, Dn — xo) e (En, En — yo).

2.3 Aplicacçãoes abertas e discretas

Lembramos que uma aplicacao f : X Y e dita ser aberta se f (A) e aberto em Y 
sempre que A C X e aberto em X.

Nesta seçcaõo, para uma aplicaçcõao entre n-variedades orientaveis, relacionaremos a pro­
priedade de ser aberta com a nõao nulidade do seu grau local em cada ponto.

Antes, porem, apresentamos um resultado bastante conhecido, mas para o qual nõao 
ha uma prova suficientemente compreensóvel e acessível, apesar das inumeras tentativas. 
Referimo-nos ao fato de existirem ao menos quatro provas, publicadas nos anos 1964, 1966, 
1977 e 1996, que podem ser encontradas nos artigos [5], [21], [6] e [7], respectivamente.

O sómbolo dim(-) refere-se ' dimensão topologica, conceito que pode ser encontrado, 
com construçcõoes distinta, em [13] e em [16].

Teorema 2.15 Sejam X e Y n-variedades topológicas e seja f : X Y uma aplicação 
conténua, aberta e discreta. Denote por Bf o conjunto dos pontos de X em que f não é 
um homeomorfismo local. Entao dim(Bf) < n — 2 e tambem dim(f (Bf)) < n — 2.

Este resultado óe utilizado em [2] e seróa lembrado no Capótulo 3 deste texto.
Passemos aos resultados sobre o grau local de aplicacçoões abertas. O primeiro deles, a 

seguir, óe utilizado em [2], embora sem uma demonstraçcõao ou indicaçcaõo de referâencia.
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Proposição 2.16 Seja U C Rn aberto e seja f : U Rn uma aplicacao conténua e 
discreta. Se deg(f; x) = 0 para todo x G U, entãao f ée aberta.

Prova: Seja A = 0 um conjunto aberto em U. Vamos provar que f (A) é aberto em Rn. 
Seja y0 G f(A) e escolha x0 G A tal que f(x0) = y0. Como f e discreta e A e aberto, 
existe um n-disco D C A centrado em x0 e tal que D n f-i(y0) = {x0}. Seja S = dD a 
(n — 1)-esfera correspondente a fronteira de D. Como f e conténua, a imagem f (S) e um 
conjunto compacto e, portanto, fechado em Rn. Alem disso, y0 G Rn — f(S). Sendo este 
ultimo um conjunto aberto, existe um n-disco E C Rn — f(S) com centro em y0.

Vamos provar que int(E) C f(D), com o que se conclui a demonstracçãao, pois teremos 
provado que int(E) e uma vizinhançca aberta de y0 inteiramente contida em f(A).

Seja E = dE a (n — 1)-esfera correspondente ' fronteira de E. Considere a retração 
radial r0 : Rn — y0 E. Então esta bem definida e e conténua a composição

Po = ro ◦ f |s : S —> Rn — yo —> E.

A aplicacao p0 e uma aplicaçao entre (n — 1)-esferas, e tem-se, pela Observacao 2.14,

deg(f; xo) = deg(Po).

Suponha que exista um ponto yi G int(E) tal que yi G f (D). Seja ri : Rn — yi E 
a retracçaão radial com relacçãao a y1. Como, em particular, y1 / f(S), esta mais uma vez 
bem definida e e conténua a composiçao

Pi = ri ◦ f |s : S —> Rn — yi —> E.

Como y0 e y1 estaão na mesma componente por caminhos de Rn — f(S), e facil ver que 
as aplicacçãoes P0 e Pi saão homotopicas, o que implica, pela Observaçcaão 2.8, que

deg(Pi) = deg(P0).

Por outro lado, como yi / f (D), esta bem definida e e conténua a composiçao

V’i = ri ◦ f |d : D —> Rn — yi —> E.

Claramente, a aplicacao ^i : D E e uma extensão de pi : S E ao disco D, ou 
seja, pi = ^i ◦ l, onde l : S D e a inclusao natural. Isto implica que deg(pi) = 0 e, 
consequentemente, deg(f; x0) = 0, o que esta em contraposiçcaão com a hipotese da pro- 
posiçao. Portanto, int(E) C f (D) e o resultado segue. □
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Devido ao seu caraáter local, a Proposicçãao 2.16 tambáem áe váalida para aplicacçoães entre 
n-variedades topoloágicas orientáaveis.

2.4 Persistência do sinal do grau local

Sejam X e Y n-variedades topologicas orientaveis e seja f : X Y um home- 
omorfismo. Entaão f áe uma aplicaçcãao discreta e proápria, e o seu grau deg(f) = ±1, 
conforme a Observaçcaão 2.8. Agora, pela Proposicçãao 2.7, tem-se deg(f) = deg{y} f, para 
todo y G Y. Por outra parte, segue da Proposicçaão 2.13 que, para cada x G X, tem-se 
deg(f; x) = deg{f(.)} f. Portanto, o grau deg(f; x) áe o mesmo para todo x G X.

Este fato generaliza-se no seguinte resultado:

Lema 2.17 Seja f : X Y um homeomorfismo local entre n-variedades orientaveis. Se 
X e conexa, então o grau local deg(f; •) e constante em X.

Prova: Suponha que X seja conexa e sejam z0 e z1 pontos de X. Vamos provar que 
deg(f; z0) = deg(f; z1). Por ser conexa e localmente conexa por caminhos, a variedade 
X á conexa por caminhos. Logo, existe um caminho y : [0,1] X iniciando em z0 e 
terminando em z1. Para cada x sobre a trajetória im(Y) de y, escolha uma vizinhanca 
coordenada Ux C X de x tal que f \Ux : Ux f (Ux) á um homeomorfismo.

Como os abertos U., com x G im(y), cobrem o compacto im(y), podemos escolher 
z0 = x1, x2, . . . , xk = z1 sobre im(y), de modo que U.i, . . . , U.k ainda cobrem im(y). 
Ademais, podemos supor que os ándices 1, . . . , k estejam escolhidos de modo a indicar 
ordenaçcãao sobre a trajetáoria de y, no sentido de z0 = x1 para z1 = xk, e que nenhum dos 
abertos U.i, . . . , U.k possa ser dispensado da cobertura de im(y). Entãao, como im(y) áe 
um conjunto conexo, tem-se que UXi n UXi+1 = 0 para i = 1,..., k — 1.

Por construçao, para cada i = 1,..., k, a aplicaçao f |u : UXi f (UXi) á um homeo­
morfismo. Logo, pelo que observamos no inácio da secao, tem-se que deg(f; •) á constante 
em cada U.i. Como, aláem disso, U.i n U.i+i = 0 para i = 1,. . . , k — 1, segue-se que 
deg(f; •) á constante sobre im(Y). Em particular, deg(f; z0) = deg(f; z1). □

Consequência imediata do Lema 2.17 á que se f : X Y á um homeomorfismo 
local entre n-variedades, então a aplicacao grau deg(f; •) : X Z e contánua, ou seja, e 
constante nas componentes de X.

O resultado a seguir foi originalmente demonstrado em [2].

Proposição 2.18 Seja f : X Y uma aplicaçao continua, aberta e discreta entre n- 
variedades conexas e orientaveis. Entaão, para cada x G X, tem-se deg(f; x) = 0. Alem 
disso, deg(f; x) tem o mesmo sinal em todo x G X.
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Prova: Seja Bf o conjunto dos pontos de X em que f naão áe um homeomorfismo local. 
Pelo Teorema 2.15, dim(Bf) < n — 2, o que implica, por [13, Teorema IV 4, p. 48], que 
X — Bf áe conexo. Segue do Lema 2.17 que

deg(f; x) = c, para todo x G X — Bf, com c = 1 ou c = —1. (2.1)

Seja x0 G Bf e ponha y0 = f(x0). Como f áe discreta e X áe localmente compacta, 
podemos escolher uma vizinhancça V de x0 cujo fecho cl(V) áe compacto e tal que f(x) = 
f(x0) para todo x0 = x G cl(V).

Como f áe aberta e Y áe localmente conexa e localmente compacta, existe uma vizi- 
nhançca W de y0 tal que cl(W) áe um subconjunto compacto e conexo de Y e

(f|cl(V))-1(cl(W)) = (f|V)-1(cl(W)) C V.

Aláem disso, (f|V)-1(cl(W)) áe compacto e segue da Proposicçãao 2.5 que

deg{y}f|V = deg{y0} f|V, para todo y G cl(W). (2.2)

Por outro lado, como U = (f|V)-1(W) áe um subconjunto aberto de X e f áe aberta, 
temos que f|V(U) C cl(W) áe um subconjunto aberto de Y. Ainda, como Y — f(Bf) 
áe denso em Y (pelo Teorema 2.15), existe y1 G f|V(U) — f(Bf). Aláem disso, segue da 
identidade (2.2) que deg{y1} f|V = deg{y0} f|V. Seja (f|V)-1(y1) = {x1, . . . , xk} em X—Bf 

(esse conjunto áe finito porque cl(V) áe compacto). Entãao, pelo Corolario 2.13,

deg(f; x0) = deg{y0} f|V = deg{y1} f|V = deg(f|V; xi). (2.3)
xi£(f |v )-1(yi)

Agora, como xi G X—Bf para i = 1, . . . , k, segue da identidade (2.1) que deg(f; xi) = c 
para i = 1, . . . , k. Entãao, segue da identidade (2.3) que deg(f; x0) = kc e, ademais, 
deg(f; x) tem o mesmo sinal para todo x G X. □

Observe que a Proposicçãao 2.18 áe a recáproca da Proposiçcaão 2.16.

2.5 O grau local de um aplicação diferenciável

Nesta seçcãao, demonstramos que o grau local de uma aplicaçcãao diferenciaável em um 
ponto qualquer de seu dománio áe igual ao sinal do determinante de sua derivada em 
tal ponto. Por tratar-se de resultado de caráater local, consideramos auto-aplicaçcãoes do 
espacço euclidiano, ao inváes de aplicaçcãoes entre n-variedades diferenciáaveis. Este resultado
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áe utilizado implicitamente por alguns autores, inclusive por Biasi, Gutierrez e dos Santos 
em [2], mas desconhecemos a existêencia de uma demonstraçcãao publicada.

O resultado seráa obtido como coroláario de dois resultados preliminares. Antes de 
apresentaá-los, explicamos o que chamamos de sinal do determinante: dada uma matriz 
quadrada A, o sinal de seu determinante, denotado por sgn(detA), áe um dos inteiros —1, 
0 ou 1, de acordo com ser o det A negativo, nulo ou positivo, respectivamente.

Proposicão 2.19 Seja f : Rn Rn uma aplicaçao conténua. Se f e diferenciavel em 
x0 6 Rn e se det f'(x0) = 0, entao f e discreta em x0 e deg(f; x0) = deg(f'(x0); 0) = ±1.

Prova: Sem perda de generalidade, ponhamos x0 = 0 e f (x0) = 0. Como det f '(0) = 0, 
áe positivo o nuámero real

b = 1 min ||f'(0)• x||.
2 ||x||=1

Segue-se que, para todo x 6 Rn, tem-se ||f'(0) • x|| > 2b||x||.
Como f á diferenciável em 0, existe 5 > 0 tal que, para todo x 6 B$(x), vale

f(x) = f'(0)• x + r(x), com ||r(x)|| < b||x||.

Segue-se que, para todo x 6 B$(0),

||f(x)|| = ||f'(0)• x + r(x)|| > ||f'(0)-x|| — ||r(x)|| > 2b||x|| — b||x|| = b||x||.

Isto prova que f (x) = 0 para todo 0 = x 6 B$(0), ou seja, f-1 (0) n B$(0) = {0}, o 

que significa que f áe discreta em 0.
Por outra parte, temos tambáem

||f'(0)• x — r(x)^ > ||f'(0)•x^ — ||r(x)| > b||x||.

Portanto, ||f'(0)^x — r(x)|| > 0 para todo 0 = x 6 B&(0), o que significa que, para cada 
tal x, o segmento de reta conectando f'(0) • x e r(x) não passa pela origem.

Segue-se que estáa bem definida e áe contánua a aplicaçcãao de pares

F : (Bá(0) x [0,1], (Bá(0) — 0) x [0,1]) (Rn,Rn — 0)

dada por F(x,t) = f'(0)•x + t-r(x). Claramente, F á uma homotopia entre as aplicaçães 
de pares f'(0) : (Bó(0),BÓ(0) — 0) (Rn,Rn — 0) e f : (Bó(0),BÓ(0) — 0) (Rn,Rn — 0).

Portanto, deg(f; 0) = deg(f '(0); 0) = ±1, sendo a ultima identidade devido ao fato de 
ser f'(0) : Rn Rn um homeomorfismo. □

Proposicão 2.20 Seja T : Rn Rn uma aplicacao linear. Entao deg(T; 0) = sgn(det T).
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Prova: Se det T = 0, então T não é invertível e, consequentemente, T nao é discreta na 
origem 0 E Rn, do que segue, pela Definicçaão 2.12, que deg(T; 0) = 0.

Se det T = 0, entaão T ée um homeomorfismo e, portanto, deg(T; 0) = ±1. Vamos 
provar que o sinal do grau deg(T; 0) ée igual ao sinal do determinante det T.

Seja GL(n) o espaco das matrizes n x n invertéveis, munido da topologia herdada do 
espacço euclidiano Rn . Este espaçco possui duas componentes por caminhos, GL+(n) e 
GL-(n), determinadas pelo sinal da funcçãao determinante, isto ée,

GL+(n) = det-1(0, +rc>) e GL-(n) = det-1(—w, 0).

Suponha det T > 0. Entaão T E GL+(n), assim como a matriz identidade I. Logo, 
existe um caminho 7 : [0,1] GL+(n) iniciando em I e terminando em T. Ambas, I e 
T, dão origem a aplicaçães de pares I,T : (Rn, Rn — 0) (Rn, Rn — 0). A aplicaçao

r : Rn x [0,1] Rn dada por r(x,t) = 7(t) • x,

é conténua e verifica r(x, 0) = I • x e r(x, 1) = T • x. Logo, r é uma homotopia entre 
I e T. Além disso, note-se que r aplica (Rn — 0) x [0,1] em Rn — 0, e que a restrição 
r| : (Rn — 0) x [0,1] Rn — 0 é ainda uma homotopia. Portanto, I e T são homotopicas 
como auto-aplicaçcoães do par (Rn, Rn - 0). Segue-se que

I, = T, : Hn(Rn,Rn — 0) Hn(Rn,Rn — 0).

Como, alem disso, I, e o isomorfismo identidade, segue-se que deg(T; 0) = deg(I; 0) = 1.
Suponha agora det(T) < 0. Procedendo da mesma maneira que acima, prova-se que 

deg(T; 0) = deg(J; 0), onde J E GL-(n) e a matriz obtida de I trocando o sinal do 
elemento da linha 1 e coluna 1. Noutros termos, J : Rn Rn e o homeomorfismo que 
troca o sinal da primeira coordenada. A aplicaçcãao J restringe-se a uma auto-aplicaçcãao
J : Sn-1 Sn-1. Segue da Observação 2.14 e de [22, Proposição 1.19] que deg(J; 0) = 
deg(J) = —1. Portanto, tambem deg(T; 0) = —1. □

Corolario 2.21 Seja f : Rn Rn uma aplicaçao conténua. Se f e diferenciavel em
x0 E Rn e det f'(x0) = 0, então deg(f; x0) = sgn(det f'(x0)).

Prova: Segue das Proposicoes 2.19 e 2.20. □
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CAPáITULO 3

OS TEOREMAS DÃ ÃPLICÃCÃO
2)

IMPLÍCITÃ E DÃ ÃPLICÃCÃO INVERSÃ2>

Em caálculo avançcado ou anáalise em variedades diferenciáaveis, dois dos mais importantes 
e famosos teoremas saão o Teorema da Aplicaçcãao Implácita e o Teorema da Aplicaçcãao 
Inversa. Aláem de serem muito elegantes, sãao muito reveladores e podem ser considerados 
teoremas multiuso, com consequêencias e aplicaçcãoes em diversas áareas da matemaática pura 
e aplicada. Nao á a toa que a literatura matemática contám demonstrates diversas para 
estes resultados, e tambáem algumas versãoes alternativas ou adaptaçcãoes; ver [14]. Neste 
cenaário, destacam-se as versãoes mais ousadas, no sentido de que abandonam o universo de 
classe Ck, k > 1, ou mesmo o universo diferenciável, para dedicar-se ao caso meramente 
contánuo. Estamos falando da versaão do Teorema da Aplicacçãao Implácita apresentado 
em 2008 por Biasi, Gutierrez e dos Santos em [2], e da versaão do Teorema da Aplicacçãao 
Inversa apresentado em 2016 por Barreto, Fenille e Hartmann em [1]. Este capátulo áe 
dedicado a apresentacão desses dois resultados e de algumas consequências e aplicaçães.

3.1 O Teorema da Aplicaçao Implícita para aplicaçães 
contánuas

A versao classica do Teorema da Aplicação Implácita estabelece que se f : U Rn á 
uma aplicaçcãao de classe Ck, k > 1, definida num aberto U C Rm x Rn, e se, num dado 
ponto (x0,y0) G U tem-se det d2f (x0,y0) = 0, então a equaçao f (x,y) = f (x0,y0) define 
implicitamente, numa vizinhanca de x0, uma unica aplicacao y = ^(x) de classe Ck.
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Nesta seçcãao, apresentamos o resultado principal de Biasi, Gutierrez e dos Santos pu­
blicado em [2], que se trata de uma versão do Teorema da Aplicacão Implícita para 
aplicaçães conténuas, sem qualquer hipotese de diferenciabilidade. As condições exigidas 
sãao de carater topologico e homologico.

Teorema 3.1 (Teorema da Aplicação Implícita) Seja X um espaco Hausdorff local­
mente conexo por caminhos e sejam Y e Z n-variedades orientéveis. Seja f : X x Y Z 
uma aplicaçao conténua tal que, para todo x G X, a aplicacao fx : Y Z, definida por 
fx(y) = f (x,y), é aberta e discreta. Suponha que, para algum (x0,y0) G X x Y, tenha-se 
| deg(fx0; y0) | = 1. Entao existe uma vizinhanca V de x0 em X e uma aplicacão conténua 
p : V Y tal que f (x,p(x)) = f (x0,y0) para todo x G V.

Prova: Seja z0 = f(x0, y0). Como Y e localmente compacto e fx0 e uma aplicaçcaão 
discreta, podemos escolher uma vizinhancça compacta W C Y de y0 tal que

(fx0)-i(z0) n W = {y0}. (3.1)

Primeiro mostraremos que para qualquer vizinhancça compacta K C int(W) de y0, 
existe uma vizinhançca V de x0 tal que

(fxIw)-i(z0) Ç K, para todo x G V. (3.2)

Suponha que para cada vizinhança V de x0 exista (xV, yV) G V x (W — K) tal que 
f (xV , yV) = z0. Consideremos a rede ((xV , yV ))V eY, onde Yéa coleção das vizinhancas 
de x0, munida da ordem parcial: Vi V2 se V2 C Vi. Desta forma, temos que lim xV = x0 

e, como (yV) e uma rede no compacto W — int(K), existe yi G W — int(K) que e limite 
de uma subrede de (yV). Mas como f e conténua, temos que f (x0,yi) = z0, o que implica 
que yi = y0, pela identidade (3.1), contradizendo o fato que yi G W — int(K). Portanto 
existe uma vizinhançca V de x0 que satisfaz a condicçaão (3.2).

Escolha uma vizinhancça compacta K C int(W) de y0. Segue de (3.2) que para cada 
x G V, a aplicacao de pares fx : (W, W — K) (Z, Z — z0) fica bem definida. Como X é
localmente conexo por caminhos, podemos asumir que V seja uma vizinhançca localmente 
conexa por caminhos de x0 e, ainda mais, que para cada x G X, existe um caminho y em 
V de x0 para x. Defina a homotopia de pares H : (I x W, I x (W — K)) (Z, Z — z0),
com I = [0,1], dada por

H (t,y) = f (y (t),y) = fY(t) (y). (3.3)

Como W e compacto e H e uma homotopia propria entre fx0 |w e fx|w, obtemos que 
deg{z0} fx|w = deg{z0}fx0|w. Agora, como por definiçcãao deg{z0}fx0|w = deg(fx0; y0) e,
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por hipotese, | deg(fx0, y0)| = 1, obtemos que

| deg{z0}fx|W| = | deg{z0}fx0|W| = | deg(fx0; y0)| = 1. (3.4)

Como fx e aberta e discreta, segue da Proposiçcaão 2.18 que deg(fx; y) = 0 e tem sempre 
o mesmo sinal, para todo y G Y. Assim, se (fx|W)- 1(z0) = {y1,... ,yk} C W, com k > 2, 
temos

kk

|deg{zo}fx|w| = | Edeg(fx;y)| = E|deg(fx;y')| >1 (3-5)
'=1 '=1

o que contradiz a identidade (3.4). Assim para cada x G V, existe um unico y G K tal 
que (fx|w)-1 (z0) = y. Noutras palavras, para cada x G V existe um unico y = ^(x) G K 

tal que fx(^(x)) = f (x, ^(x)) = z0.
Vamos provar que a aplicacão : V K C Y é conténua. Seja A uma vizinhança de 

y = ^(x) tal que A C K. Suponha que para qualquer vizinhanca U de x, existe xX G U 
tal que ^(xX) G K — A. Consideremos a rede ((xX, ^(xX))Xeq, onde Qéa coleçao das 
vizinhancas de x, munida da ordem parcial: U1 U2 se U2 C U1. Desta forma, temos que 
lim xX = x e, como (^(xX)) e uma rede no compacto K — A, existe y2 G K — A que é limite 
de uma subrede de (^(xX)). Assim (x,y2) e o limite de uma subrede de (xX, ^(xX))Xeq. 

Como f e conténua e e dada implicitamente pela equação f (x,^(x)) = z0, temos que 
f (x, y2) = z0, o qual implica que y = y2, contradizendo o fato que y2 G K — A. □

O seguinte resultado, que tambem se encontra em [2], e um versãao do Teorema da 
Aplicação Inpllcita que traz uma hipotese de diferenciabilidade, mas nenhuma exigância 
sobre a classe de diferenciabilidade. E muito interessante que este resulatdo surja como 
corolério da versao do Teorema da Aplicaçao Implécita para aplicaçães (meramente) 
conténuas, e nãao como aperfeicçoamento da versãao para aplicaçcãoes de classe Ck, k > 1.

Coroiario 3.2 Seja X um espaço Hausdorff localmente conexo por caminhos. Sejam 
U C Rn aberto e f : X x U Rn uma aplicação contínua. Suponha que, para cada 
x G X, a aplicação fx : U Rn seja diferenciavel (mas nao necessariamente de classe 
C1) e nãao possua pontos singulares. Entãao existe uma vizinhançca V de x0 e uma aplicacçaão 

contínua : V U tal que f (x, ^(x)) = z0 para cada x G X.

Prova: Sendo cada fx : U Rn diferenciavel e livre de pontos singulares, segue da 
Proposicçaão 2.19 que cada fx ée uma aplicacçaão discreta e verifica | deg(fx; y)| = 1 para todo 
y G U. Isto implica, pela Proposicçaão 2.16, que fx ée aberta para cada x G X. Portanto, o 
resultado segue do Teorema 3.1. □
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Para finalizar esta secçõao, importa mencionar que em 2006, dois anos antes da pu- 
blicaçcõao do Teorema 3.1, Biasi e dos Santos publicaram uma outra versõao homolóogica 
do Teorema da Aplicaçõo Implícita; trata-se do Teorema 2.1 de [3]. Naquela primeira 
versaõo, no entanto, com hipoóteses um pouco mais gerais, nõao foi possóvel concluir sobre a 
continuidade da aplicacõo implócita provou-se apenas sua continuidade no ponto xo.

3.2 O Teorema da Aplicaçcãao Inversa para aplicaçcãoes
contínuas

A versõao claóssica do famoso Teorema da Aplicaçcõao Inversa estabelece que se uma 
aplicacõo f : U Rn, definida e de classe Ck, k > 1, num aberto U C Rn, ó tal que f'(xo) 
ó invertóvel para um certo xo G U, entao f é um difeomorfismo local de classe Ck em xo.

O principal resultado desta seçcõao (Teorema 3.3), publicado em 2016 por Barreto, 
Fenille e Hartmann em [1], óe uma versõao do Teorema da Aplicaçcaõo Inversa para aplicacçoões 
contónuas. Nenhuma hipótese de diferenciabilidade ó exigida, apenas condiçoes topológicas 
e homolóogicas. Passemos ao resultado:

Teorema 3.3 (Teorema da Aplicaçao Inversa) Sejam f : X Y uma aplicação 
conténua, discreta e aberta entre n-variedades orientaveis e seja xo G X um ponto. Se 
| deg(f; xo)| = 1, entaão f e um homeomorfismo local em xo.

Prova: Considere parametrizacçõoes

: A^ U' C X e : A^ V' C Y,

com Av e A^ subconjuntos abertos de Rn contendo a origem 0 G Rn, tais que ^(0) = 
xo G U' e ^(0) = yo = f (xo) G V'. Como f ó contónua e discreta, podemos assumir que 
U' n f-1(yo) = {xo} e f (U') C V'.

Considere a composicõo ^-1 ◦ f ◦ : Av A^ e defina a aplicacõo F : A^ x Av Rn

por F(x,y) = (^-1 ◦ f ◦ ^)(y) — x. Tem-se:

i) F(0,0) = ^-1 ◦f ◦ ^(0) = ^-1 ◦f ◦ (xo) = ^-1(yo) = 0.

ii) Como e sõo homeomorfismos, a aplicacao ^-1 ◦ f ◦ ó contónua, aberta e
discreta. Entõo, para todo x G A^, a aplicacao contónua F^ : A^ Rn definida por
Fx(y) = F(x,y) ó aberta e discreta.

iii) Particularmente, Fo : Av Rn ó dada por Fo(y) = ^-1 ◦ f ◦ ^(y) e temos que
Fo-1(0) = 0, do que segue que degF0(o) Fo = deg(Fo; 0).
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iv) Por propiedades baásicas de grau tem-se:

degFo(0) F0 = deg(^-1 ◦ f ◦ V; 0)

= deg(^-1;0) deg(f; x0) deg(v;0)

= deg(f; x0).

Portanto, | degF0(0) F0| = | deg(f; x0)| = 1.

Pelo Teorema 3.1, existe uma vizinhanca V'' C A^ de 0 e uma aplicacão contánua 
Ç : V'' Av tal que ^-1 ◦ f ◦ v ◦ Ç(x) — x = F(x, Ç(x)) = 0 para todo x G V'', o que 
implica

f ◦ V ◦ Ç(x) = ^(x) para todo x G V''. (3.6)

Como á um homeomorfismo, segue que Ç e injetiva. Pelo Teorema da Invarianca de 
Domámos (ver [4]), Ç aplica V'' homeomorficamente sobre sua imagem Ç(V'') C A^, que á 
aberta em Rn.

Ponha V = ^(V'') C V' e U = v(Ç(V'')) C U'. Note que U á um subconjunto aberto 
de X e V áe um subconjunto aberto de Y. Considere a composiçcãao de homeomorfismos 
g = v ◦ Ç ◦ ^-1 : V U. Para cada y G V, existe um unico x G V'' tal que y = V’(x), e 

pela identidade (3.6) temos que

f ◦ g(y) = f ◦ v ◦Ç ◦ ^-1 (y) = f ◦ v ◦Ç (x) = ^(x) = y,

o que prova que f ◦ g(y) = y para todo y G V. Como g áe um homeomorfismo de V sobre 
U, a restricao da aplicacao f |U : U V á tambám um homeomorfismo; aliás f |U á o 
homeomorfismo inverso de g. □

Em [1], os autores apresentam uma segunda versãao para o Teorema da Aplicaçcãao 
Iversa, desta vez para aplicacães contánuas, abertas e discretas entre n-variedades que são 
grupos topoláogicos. Nesta versãao, que apresentamos abaixo, utiliza-se a noçcaão de grau de 
uma aplicaçcãao sobre um ponto de seu contra-dománio.

Teorema 3.4 (Teorema da Aplicaçcãao Inversa para grupos topolÍogicos) Seja f : 
X Y uma aplicaçao conténua, aberta e discreta entre duas n-variedades topologicas. 
Suponha que X e Y sejam grupos topologicos, e sejam x0 G X e y0 = f(x0). Se f-1(y0) 
e finito e | deg{yo} f | = 1, entao existe uma vizinhança V de y0 e uma aplicaçao conténua 
g : V X, com g(y0) = x0, tal que f ◦ g(y) = y para todo y G V.

Prova: Consideremos a aplicação contánua F : X x Y Y definida por F(x,y) = 
f (x) * y-1, onde * á a operaçao do grupo topologico Y e y-1 á o inverso de y. Claramente
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F(x0, y0) = e, a identidade de Y. Para cada y 6 Y, definimos a aplicacao Fy : X Y por 
Fy(x) = F(x, y). Como f áe aberta e discreta, tem-se que Fy tambáem áe aberta e discreta 
para todo y 6 Y. Aláem disso, F-1(e) = f-1(y0) áe finito, e temos

1 deg{e} Fyo 1 = I deg(Fyo; x)| = I deg(f; x)| = 1.
xeFy-1(e) xef-1(yo)

Pelo Teorema 3.1, existem uma vizinhancça V de y0 em Y e uma aplicaçcaão contánua 
g : V X tal que F(g(y),y) = e para todo y 6 V. Assim, f (g(y)) * y-1 = e para todo 

y 6 Y, o que implica que f ◦ g(y) = y para todo y 6 V. □

3.3 Teorema de Darboux para aplicacães contónuas

A versao clássica do Teorema de Darboux estabelece que se f : [a, b] R á uma 
aplicacao diferenciavel com a propriedade que f'(a) < 0 e f'(b) > 0, então existe um 
ponto c 6 (a, b) tal que f '(c) = 0. Mais geralmente, se f : [a, b] R á diferenciavel, então 
todos os valores reais entre f'(a) e f'(b) pertencem a imagem de f'; ver [19, pagina 93]. 
Noutras palavras, para uma funcçãao que áe a derivada de outra, vale o Teorema do Valor 
Intermediaário, mesmo que a funçcãao nãao seja contánua.

A seguir, apresentamos váarias versãoes do Teorema de Darboux, sendo a primeira delas 
uma versãao homoláogica da qual decorrem as demais. Todos os resultados desta seçcãao se 
devem a Biasi, Gutierrez e dos Santos e se encontram em [2].

Teorema 3.5 (Versaão homolóogica do Teorema de Darboux) Sejam X e Y duas 
n-variedades conexas orientaveis e seja f : X Y uma aplicacao conténua. Suponha 
que sejam x0 e x1 pontos em X para os quais se tenha deg(f; x0) < 0 e deg(f; x1) > 0. 
Entaao existe x2 em X tal que deg(f; x2) = 0.

Prova: Se f naão áe discreta em algum x 6 X, segue da Definicçãao 2.12 que deg(f; x) = 0. 
Por outro lado se f áe discreta para todo x 6 X e deg(f; x) = 0 para todo x 6 X, entaão, 
pela Proposicãao 2.16, f áe aberta. Logo, pela Proposiçcaão 2.18, o grau deg(f; x) tem o 
mesmo sinal para todo x 6 X, o que esta em contradicao com a hipotese. □

Passamos a algumas versãoes diferenciáaveis do Teorema de Darboux, sem a exigêencia de 
que as aplicaçcoães dadas sejam de classe C1 (hipáotese que tornaria os resultados triviais).

Corolóario 3.6 Sejam X e Y duas n-variedades diferenciaveis, conexas e orientaveis, e 
seja f : X Y uma aplicacao diferenciavel. Suponha que x0 e x1 em X sejam tais que 
det f'(x0) < 0 e det f'(x1) > 0. Entao f tem um ponto singular.
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Prova: Suponha que f nao tenha pontos singulares, ou seja, que det f'(x) = 0 para todo 
x G X. Neste caso, conforme a Proposicçaão 2.19, f e discreta e, para todo x G X, tem-se 
| deg(f; x)| = 1 = 0. Segue-se da Proposiçcãao 2.16 que f e aberta. Pela Proposicçãao 2.18, 
o grau deg(f; x) tem sempre o mesmo sinal em todo ponto x G X. Consequentemente, 
pelo Corolario 2.21, tambem det f '(x) tem o mesmo sinal em todo x G X, o que esta em 
contradicão com a hipotese. □

Coroláario 3.7 Seja X uma n-variedade diferenciavel, conexa e orientavel, e sejam f, g : 
X Rn aplicações diferenciaveis. Suponha que existam a G R e x0,x1 G M tais que

det(f'(x0) — ag'(x0)) < 0 e det(f'(x1) — ag'(x1)) > 0.

Então, existe x2 G M tal que det(f'(x2) — ag'(x2)) = 0.

Prova: E suficiente aplicar o Corolario 3.6 para a aplicacao h = f — ag. □

Como consequêencia do Corolario 3.7 temos a seguinte versãao do Teorema de Darboux 
para aplicacçãoes diferenciaveis de Rn em Rn.

Corolario 3.8 Seja U C Rn aberto e conexo e seja f : U Rn uma aplicacao dife- 
renciavel. Suponha que existam a G R e x0,x1 G U tais que det(f'(x0) — ai) < 0 e 
det(f'(x1) — ai) > 0. Então, existe x2 G U tal que det(f'(x2) — ai) = 0, (isto e, a e um 
autovalor de f'(x2)).

Agora consideremos f e U como nas hipóteses do Corolario 3.8 e escrevamos p0(À) = 
det(f'(x0) — Ài) e p1(À) = det(f'(x1) — Ài). Sejam n0 e n1 em N. Temos:

Corolario 3.9 Sejam x0,x1 G U e a G R tais que p0(À) = q0(À)(a — À)n0 e p1(À) = 
q1(À)(a — À)ni, onde q0(À) e q1(À) sõo polinêmios nao nulos. Suponha que n0 seja Impar 
e n1 seja par. Se q0(a)q1(a) > 0, então existe õ > 0 que satisfaz a seguinte condição: 
para cada À G (a, a + õ), existe x2 = x2(À) tal que det(f'(x2) — Ài) = 0.

Prova: Como n0 e ámpar e n1 é par, temos que, para À > a perto de a, os polinomios 
p0(À) e p1(À) têem sinais opostos. Segue do Corolario 3.8 que se õ > 0 e suficientemente 
pequeno e À G (a, a + õ), existe x2 = x2(À) tal que p2(À) = det(f'(x2) — Ài) = 0. □

O Coroláario tambáem áe vaálido no caso em que q0(a)q1(a) < 0 e À G (a — õ, a).
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CAPITULO 4

IMERSÃO E SUBMERSÃO 
TOPOLOGICAS

Aliados aos Teoremas da Aplicação Implécita e da Aplicação Inversa há dois outros 
teoremas cléassicos, atravées dos quais se constroéi (no universo de classe Ck, k > 1) um elo 

de equivalêencias entre os dois primeiros. Referimo-nos aos assim chamados Teorema da 
Forma Local das Imersãoes e Teorema da Forma Local das Submersoães, ambos encontrados 
em [10, Capétulo 1] e em muitos outros livros de céalculo avancçado, variedades diferenciaéveis 
ou topologia diferencial. Essencialmente, estes teoremas revelam que: (i) toda imersãao de 
classe Ck, k > 1, se comporta localmente como uma inclusaão, quer dizer, torna-se uma 

inclusaão apéos uma apropriada mudançca de coordenadas locais; (ii) toda submersãao de 
classe Ck, k > 1, se comporta localmente como uma projeçcãao, quer dizer, escreve-se como 
uma projeçcãao apéos uma apropriada mudancça de coordenadas locais.

Os conceitos claéssicos de imersaão e submersoães sãao expressos em termos das derivadas 
da aplicaçcãao dada. Contudo, existem conceitos anaélogos no universo topoloégico, ou seja, 
naquele em que das aplicaçcoães dadas exige-se apenas continuidade. Neste cenéario mais ge­
ral encontram-se os conceitos de imersõao topologica e submersõao topologica, apresentados 
de forma didéatica em [15, p. 88-89].

Em [1], Barreto, Fenille e Hartmann apresentam um refinamento dos conceitos de 
imersaão e submersãao topoloégicas, definindo o que chamam imersãoes e submersãoes to- 
pologicas retas e obléquas. De posse de tais conceitos, os autores demonstram versães 
topoloégicas para o Teorema da Forma Local das Imersãoes e o Teorema da Forma Local 
das Submersãoes. Este capétulo ée dedicado a demonstracçãao desses dois teoremas e algumas 
consequêencias e aplicaçcoães, todos constantes de [1].
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4.1 Sobre o grau de aplicaçcãoes entre espaçcos produto

E uma consequência da Fármula de Kunneth (ver [9, § 29] ou [11, § 3.B]) que, dadas 
aplicaçães f1 : X1 Y1 e f2 : X2 Y2 entre variedades topologicas orientáveis de mesma 
dimensãao, tem-se

deg(f1 x g1; (x1,x2)) = deg(f1;x1)• deg(f2; x2).

No entanto, se consideramos uma aplicacao f : X x Y Y e definimos F : X x Y 
X x Y por F(x, y) = (x, f(x, y)), entãao F nãao áe uma aplicaçcaão produto e a Fáormula de 
Kunneth não pode ser aplicada para expressar o grau de F.

Se X e Y são variedades diferenciaveis e f : X x Y Y á uma aplicacão diferenciãvel, 
entãao a aplicaçcãao F definida como acima áe tambáem diferenciáavel. Aláem disso, se a derivada 
parcial d2F(x0,y0) á não singular, entao a matriz Jacobiana F'(x0,y0) á tambám não 
singular; alias,

det F'(x0, y0) = det d2F(x0, y0).

Este fato nos leva a pensar que se deg(f (x0, •); y0) = ±1, entao deg(F; (x0,y0)) = ±1; ou 
ainda mais, que

deg(F; (x0,y0)) = deg(f (x0, •); y0).

De fato, e disso que se trata o principal resultado desta seçcaão, que enunciamos e demons­
tramos apos o lema abaixo.

Lema 4.1 Seja f : Sn Sn uma auto-aplicacão conténua da n-esfera, seja Sn-1 C Sn 

o equador e sejam E+n e E-n os hemisferios fechados de Sn. Se E+n e E-n sãao invariantes 
por f, entao a restrição de f a Sn-1 da origem a uma auto-aplicacão conténua f |Sn-i : 
Sn-1 Sn-1 que verifica deg(f) = deg(f |Sn-i).

Prova: Não ha duvida sobre a boa definicão e a continuidade de f |Sn-i : Sn-1 Sn-1.
Sejam pN G E+n e pS G E-n os polos norte e sul de Sn, respectivamente, e considere os 

abertos U = Sn — {pN} e V = Sn — {pS}. Entaão U e V sãao abertos contrateis, U n V e 
um aberto que se retrai por deformacão forte sobre Sn-1 e, alem disso, U U V = Sn.

Segue-se da sequêencia de Mayer-Vietoris e de sua naturalidade que o diagrama

Hn(Sn- Hn-1(Sn-1)

f* f ljn-1 *

Hn(Sn- Hn-1(Sn-1)

e comutativo e suas setas horizontais são isomorfismos; alias, são o mesmo isomorfismo. 
Portanto, deg(f) = deg(f |s»-i). □
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No que segue, Brk e Drk denotam a bola aberta e o disco (fechado) de raio r e centro 

na origem no espaco Rk. Adicionalmente, 5;' 1 = dDk e a fronteira de Dk.

Proposição 4.2 Sejam f : Rm x Rn Rn uma aplicacão conténua e z0 = (x0,y0) G 

Rm x Rn um ponto. Considere as aplicacães (conténuas) fx0 : Rn Rn, definida por 
fxo(y) = f (xo,y), e F : Rm x Rn Rm x Rn, definida por F(x,y) = (x, f (x,y)). Se fXo 

e discreta em y0, entãao F e discreta em z0 e deg(F; z0) = deg(fx0; y0).

Prova: Sem perda de generalidade, podemos considerar z0 = (0, 0) e f(z0) = 0. Primeiro 
provamos o resultado para m = 1. Em seguida, provamos o caso geral por induçcãao em m.

Ja que f e conténua e f0 e discreta em 0, existe 0 < e < 1 tal que

f ((—2e, 2e) x B£) C D e f(0) n ((—2e, 2e) x B£) = {0}.

Como F(x, y) = (0, 0) forca x = 0, temos que F-i(0, 0) n ((—2e, 2e) x B^J = {(0, 0)}, 
o que implica que F ée discreta em (0, 0).

Segue que f0 induz uma aplicaçao do par (Dn, D™ — 0) no par (Dn, Dn — 0), cujo homo­
morfismo induzido f0* : Hn(Dn, Dn — 0) Hn(Dn, Dn — 0) determina o grau deg(f0; 0). 
Considere a inclusao l : Sn-1 Dn e a retracão radial r : Dn — 0 Sn-1. Temos o 
seguinte diagrama comutativo:

H„(Dn ,Dn — 0)

d ~

TH„-i(Dn — 0)-

f0

f0

Hn(Din, Din — 0) 

« d

n
•^n-i(D? — 0)

r

í/„-i(Sr ip aJH„-i(Sn-1)

Segue que deg(fo; 0) = deg(^).
Considere a suspensao SS^-1 consistindo de todos os segmentos conectando os pontos 

da esfera 0 x S^-1 C 0 x Rn aos pontos (—e, 0) e (e, 0) em R x Rn. Além disso, considere 
a suspensão analoga SDn, de modo que SS^-1 = dSDn.

Obviamente, SS^-1 é homeomorfo a n-esfera e SDn é homeomorfo ao (n + 1)-disco 

fechado, ambos contidos no (n + 1)-disco Kn+1 = [e,e] x Dn em R x Rn. Também 
Kin+i = [—e, e] x Din ée homeomorfo ao (n+ 1)-disco fechado em Rx Rn, cuja fronteira Ein 

é homeomorfa a n-esfera. Claramente, temos uma retração (radial) r : Kn+1—(0, 0)
Por construçcãao

F(SDn) C K£n+1 e F(SSn-1) C F(SDn — (0, 0)) C K^1 — (0, 0).
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Como anteriormente, temos o seguinte diagrama comutativo:

h+iCsdssdi—(o, o)) —F^ Hn+1(Kn+1, Kn+1—(o, o))

d ~

Hn(SD£n — (0, 0))

« d

------------------*----------------  HHn(Kn+1 — (0, 0))

íín(SS£n-1)--------- --  -= --1----------------  íín(En)

Segue que deg(F; (0, 0)) = deg($).
Agora, é fácil ver que S^-1 corresponde ao equador 0 x S^-1 C SS^-1 e Sn-1 corres­

ponde ao equador 0 x S1n1 C E1n. Aléem disso, como F mantéem fixa a primeira coordenada, 
a composiçcaão

SS£n-1 ■ (SD£* — (0, 0)) -A Kn+1 — (0, 0) En

leva o hemisfério fechado positivo (respectivamente o negativo) de SS^-1 no hemisferio 

fechado positivo (respectivamente o negativo) de E1n. Aléem disso, como F(0, y) = f0(y), 
a restriçcãao de F ao equador 0 x S£n-1 corresponde a composiçcaão

Sn 1 Dn — 0 Dn — 0 s;1-1.

Logo, o Lema 4.1 implica que deg(F; (0, 0)) = deg(f0; 0). Portanto, o resultado estaé 
provado para m = 1.

Agora provaremos o caso geral por inducçãao em m. Suponha que o resultado seja véalido 
para um determinado m > 1 e seja f : Rm+; x Rn Rn uma aplicação continua. Defina 
F : Rm+; x Rn Rm+; x Rn por F(x, y) = (x, f (x, y)).

No que segue, consideramos a identificacao natural Rm+; = R x Rm dada por

(x0, xi, . . . , xm) (x0, (x1, . . . , xm)).

Para simplificar, para um dado ponto x = (x0, x1, . . . , xm) G Rm+1, escrevemos x0 = 
(x1, . . . , xm), de modo que a identificacçãao anterior fornece Rm+1 3 x = (x0, x0) G R x Rm.

Usando esta identificacçaão, consideramos a origem em Rm+1 como (0, 0) G R x Rm. 

Assim, temos a aplicacao f(0,0) : Rn Rn dada por f(0,0)(y) = f (0, 0, y).
Devemos provar que deg(F; (0, 0, 0)) = deg(f(0,0); 0).
Defina h : R x Rm x Rn Rm x Rn por h(x0,x0,y) = (x0, f (x0,x0,y)) e, cor­

respondendo a origem 0 G R, considere a aplicação h0 : Rm x Rn Rm+n dada por 
h0(x0, y) = h(0, x0, y). Assim, h0(x0, y) = (x0, f(0, x0, y)) e a hipéotese de induçcãao implica 
que deg(h0; (0, 0)) = deg(f(0,0); 0).
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Por outro lado, usando a identificacao Rm+1 x Rn = R x Rm x Rn no domínio e no 
contra-domínio da aplicaçao F, temos

F(xo, xo, y) = (xo, xo, f(xo, xo, y)) = (xo, h(xo, xo, y)).

Entaõo, a primeira parte da prova se aplica para a aplicacçõao h e fornece a identidade 
deg(F; (0, 0, 0)) = deg(ho; (0, 0)).

Portanto, deg(F; (0,0, 0)) = deg(f(o,o); 0), como queríamos provar. □

4.2 Forma local das submersoães topolíogicas

Nesta seçcõao, estudamos aplicaçcoões contónuas, entre espaçcos euclidianos, que se compor­
tam localmente como projecçõoes. Como os conceitos aqui envolvidos sõao todos de caróater 
local, os resultados a seguir apresentados podem ser generalizados para aplicacçoões entre 
variedades topolóogicas orientóaveis.

Definição 4.3 Um subconjunto S C Rp+q (ou Rp x Rq) e chamado uma p-fatia obliqua 
se satisfaz a seguinte propriedade de planicidade local: para cada ponto z G S existe uma 
vizinhança V de z em Rp+q e um homeomorfismo h : Bf x Bq V, tais que h(0, 0) = z 
e h(B1p x 0) = V n S.

Obviamente, a Definiçcaõo 4.3 permanece a mesma se mudamos B1p x B1q por Brp1(c1) x 

Brq2 (c2) para quaisquer raios positivos r1, r2 G R e centros c1 G Rp e c2 G Rq.
Observamos que uma p-fatia oblóqua S C Rp+q óe uma p-subvariedade de Rp+q. Por 

outro lado, uma p-variedade mergulhada em Rp+q nõao óe necessariamente uma p-fatia 
oblóqua. Por exemplo, um nóo selvagem em R3 nõao óe uma 1-fatia oblóqua (mas um nóo 
suave o óe). Sobre Teoria de Nóos, consultar [18].

O grífico de uma aplicaçao contínua f : U Rq, com U C Rp aberto e conexo, ó uma
p-fatia oblóqua em Rp x Rq.

No que se segue, dada uma aplicaçao f : Rm xRn Rn e um ponto (xo, yo) G Rm xRn,
consideramos a aplicaçao fx0 : Rn Rn definida por fx0(y) = f (xo,y).

Definição 4.4 Uma aplicacõo contínua f : Rm x Rn Rn ó chamada:

(i) uma submersãao topoloégica reta no ponto zo = (xo, yo) G Rm x Rn se a aplicaçcõao fx0 

óe discreta e | deg(fx0; yo)| = 1.

(ii) uma submersaão topoloégica obléiqua no ponto zo = (xo, yo) G Rm x Rn se existe uma 
n-fatia oblíqua S C Rm x Rn, contendo o ponto zo, tal que f |S : S Rn ó discreta
e | deg(f|S; zo)| = 1.
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E claro que essa definiçao funciona também para uma aplicacao f : A x B Rn

definida num subconjunto aberto béasico Ax B de Rm x Rn.
Observamos que uma submersãao topoléogica reta ée uma submersãao topoléogica obléqua 

(tomando S = {x0} x Rn), mas o inverso naão ée verdadeiro; por exemplo, considere a 
aplicacão conténua e aberta f : R x R R dada por f (x, y) = x. Como f0 é a aplicacao 
constante zero y 0, a aplicaçao f não é uma submersão topolégica reta na origem 
(0, 0) E R x R. No entanto, se tomamos S como sendo a diagonal em R x R, entaão S ée 
uma 1-fatia obléqua e a aplicação restrita f |S : S R é o homeomorfismo (x,x) x, o 
que mostra que f ée uma submersãao topoléogica obléqua em (0, 0). Note-se que f ée tambéem 
uma submersãao no sentido diferencial.

Para um exemplo mais interessante, considere a aplicacão f : R2 x R R dada 
por f((x, y), z) = x3(y4 - z2 + 1). Esta aplicacçãao nãao ée uma submersãao topoloégica reta 

na origem (jéa que f(0,0) ée a aplicacçaão constante nula) nem uma submersaão no sentido 
diferencial na origem (ja que o vetor gradiente Vf ((0, 0), 0) e nulo). No entanto, f é uma 
submersaão topoloégica obléqua na origem. De fato, para a 1-fatia obléqua S = {((x, x), x2) : 
x E R} C R2 x R, contendo a origem, a aplicaçao restrita f |S : S R é o homeomorfismo 
((x,x), x2) x3.

Atravées da versãao cléassica do Teorema da Forma Local das Submersãoes, ée féacil ver que 
toda submersao f : Rm x Rn Rn de classe C1 é uma submersao topolégica obléqua, por 
comportar-se localmente como uma projeçcãao.

O seguinte teorema mostra que toda submersãao topoléogica reta ou obléqua comporta- 
se localmente como uma projeçcaão; portanto, este teorema ée uma versãao do Teorema da 
Forma Local das Submersãoes para submersãoes topoléogicas retas ou obléquas.

Teorema 4.5 (Forma local das submersães topologicas) Seja f : Rm x Rn Rn 

uma submersao topologica reta ou obléqua em um ponto z0 = (x0,y0) e ponha w0 = f (z0). 
Entaõo existe uma vizinhançca (balsica) V x W de (x0, w0) em Rmx Rn e um homeomorfismo

: V x W Z sobre uma vizinhanca Z de z0 em Rm x Rn, tal que f ◦ ^(x, w) = w para 
todo (x, w) E V x W.

Prova: Em princépio, supomos que f seja uma submersãao topoléogica reta no ponto 
z0. Defina F : Rm x Rn Rm x Rn por F(x,y) = (x, f (x,y)). Então F é conténua, 
aberta e discreta e, pela Proposiçcãao 4.2, | deg(F; z0)| = 1. Pelo Teorema 3.3, F ée um 
homeomorfismo local em z0. Portanto, existe uma vizinhançca Z de z0 em Rm x Rn, que 
ée aplicada homeomorficamente por F numa vizinhancça (béasica) V x W de (x0, w0) em 
Rm x Rn. Seja : V x W Z o homeomorfismo inverso de F|Z : Z V x W. Ja que 
F mantém fixa a primeira coordenada, o homeomorfismo tem a mesma propriedade, 
de modo que ^(x,w) = (x,^2(x,w)) para todo (x,w) E V x W. Assim, para todo
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(x, w) 6 V x W , temos

(x, w) = F ◦ ^(x, w) = F(x, ^(x, w)) = (x, f (x, ^(x, w))) = (x, f ◦ ^(x, w)).

Portanto, f ◦ ^(x, w) = w para todo (x, w) 6 V x W.

Agora, suponhamos que f seja uma submersãao topoloágica obláqua em z0. Tomamos 
uma n-fatia S, como na Definição 4.4, e um homeomorfismo h : Bm(x0) x B1n(y0) U, 
sobre uma vizinhancça U de z0 em Rmx Rn, tal que h(x0, y0) = z0 e h(x0x B1n(y0)) = UnS. 
Então a aplicaçao composta f' = f ◦ h : Bm(x0) x B'n(y0) Rn á uma submersão to- 
pologica reta em (x0,y0) com f'(x0,y0) = w0. Pela primeira parte da prova, existe uma 
vizinhanca (basica) V x W de (x0, w0) in Rm x Rn e um homeomorfismo ^' : V x W Z' 

sobre uma vizinhanca Z' C Bm(x0) x B'n(y0) de z0, tal que f' ◦ ^'(x,w) = w para todo 
(x,w) 6 V x W. Seja Z = h(Z'). Entao = h ◦ ^' : V x W Z é um homeomor­
fismo sobre uma vizinhanca de z0 em Rm x Rn e temos que f ◦ ^(x,w) = w para todo 
(x, w) 6 V x W. □

Em [15, pagina 89], o conceito de submersãao topologica e apresentado como segue: 
Dados espaços topologicos X e Y, diz-se que uma aplicacao contánua n : X Y e uma 
submersao topologica se cada ponto de X pertence à imagem de uma seçao local de n, 
isto á, a imagem de uma aplicaçao contmua a : U X, com U C Y aberto, tal que a 
composiçao n ◦ a á a aplicaçao identidade de U.

O Teorema 4.5 implica que cada submersao topolágica reta ou oblíqua f : Rn x Rm 

Rn áe uma submersãao topoláogica. De fato, dada uma submersãao topoloágica reta ou obláqua 
em um ponto (x0,y0), com f(x0,y0) = w0, tome um homeomorfismo : V x W Z 
como no Teorema 4.5. Entao a aplicacao a : V Z definida por a(x) = ^(x,w0) á uma 
seçcaão local para f cuja imagem contáem (x0, y0).

Apresentamos um exemplo para mostrar que o Teorema 4.5 funciona para aplicaçcãoes 
diferenciáaveis que naão sãao submersãoes no sentido cláassico. Considere a aplicaçcaão dife- 
renciavel e aberta f : R x R R dada por f (x, y) = y3. Então f nao á uma submersão 
na origem, no sentido diferencial, e consequentemente a versãao claássica do Teorema da 
Forma Local das Submersãoes nãao se aplica a f em (0, 0). No entanto, a aplicaçcãao restrita 
f0 : R R á dada por y y3, e então f0 á um homeomorfismo. Portanto, f á uma 
submersãao topoláogica reta em (0, 0) e o Teorema 4.5 se aplica.

O proáximo teorema áe uma versãao do Teorema 3.1 para aplicaçcãoes abertas entre espaçcos 
euclidianos. Devido ao seu caráater local, ele pode ser estendido para aplicaçcãoes abertas 
entre variedades topoláogicas orientáaveis. Observamos que o Teorema 3.1 nãao conclui sobre 
a unicidade da aplicacao implácita, mas o Teorema 4.6 o faz. Portanto, neste resultado 
exigi-se um pouco mais, mas tambáem se conclui um pouco mais.
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Teorema 4.6 Sejam f : Rm x Rn Rn uma submersao topologica reta num ponto
z0 = (x0, y0), e ponha w0 = f(z0). Entaão existem vizinhançcas V de x0 em Rm e Z de 
z0 em Rm x Rn, e uma unica aplicacao conténua £ : V Rn tal que, para cada x G V, 
tem-se (x,£(x)) G Z e f (x,£(x)) = w0.

Prova: Defina a aplicacão £ : V Rn por £(x) = ^2(x,w0), onde ^2 á como na primeira 
parte da prova do Teorema 4.5. Entao £ á contánua e temos que (x,£(x)) = ^(x,w0) G Z 
para todo x G V. Alám disso, f (x, £(x)) = f ◦ ^(x, w0) = w0 para todo x G V.

Por outro lado, sendo F como na primeira parte da prova do Teorema 4.5, se (x, y) G Z 
e f(x, y) = w0, entaão

(x,y) = ◦F (x,y) = ^(x,f (x,y)) = ^(x,w0) = (x,^2(x,w0)) = (x,£(x)),

de modo que y = £(x), o que prova a unicidade da aplicacao £. □

O Teorema 4.6 nãao se estende para submersãoes topoláogicas obláquas. De fato, considere 
a aplicacao f : R x R R dada por f (x,y) = x, a qual á uma submersão topolágica 
obláqua na origem (0, 0) G R x R. Para cada aplicacão contánua £ : (—õ, õ) R, temos que 
f(x, £(x)) = x, de modo que nãao existe uma tal aplicaçcãao £ satisfazendo f(x, £(x)) = 0 
para todo x G (—õ, õ). Portanto, o resultado do Teorema 4.6 nãao funciona para f.

Para finalizar esta seçcãao, usamos as provas dos Teoremas 4.5 e 4.6 para destacar 
uma importante diferençca táecnica entre os dois conceitos de submersaão introduzidos na 
Definiçcaão 4.4. Para ser especáfico, notamos que o fato essencial utilizado na primeira parte 
da prova do Teorema 4.5, assim como na prova do Teorema 4.6, áe que a aplicaçcãao F áe 
contánua, aberta e discreta e |deg(F; z0)| = 1. A práoxima proposicçaão relaciona esses fatos 
com os dois conceitos de submersoães topoláogicas.

Proposição 4.7 Seja f : Rm x Rn Rn uma aplicaçao conténua e aberta, e considere 
F : Rm x Rn Rm x Rn definida por F(x, y) = (x, f (x, y)). Seja Z0 = (x0, y0) G Rm x Rn 

um ponto. Se F e discreta e | deg(F; z0)| = 1, então f e uma submersão topologica obléqua 
no ponto z0. A recéproca e verdadeira se f e uma submersão topologica reta.

Prova: Para provar a primeira parte da proposiçcaão, notamos que as provas dos Teoremas 
4.5 e 4.6 funcionam com a hipoátese “F áe aberta e discreta e | deg(F; z0)| = 1” no lugar da 
hipoátese “f áe uma submersãao topoláogica reta no ponto z0”. Portanto, podemos assumir 
os resultados dos Teoremas 4.5 e 4.6.

Considere numeros reais positivos £ e õ tais que Bm(x0) C V e Bn(w0) C W. Defina 
h : B£m(x0) x Bn(w0) Rm x Rn por h(x,w) = ^(x,w). Então h restringe-se a um
homeomorfismo h : Bm(x0) x Bn(w0) Z' sobre uma vizinhanca Z' C Z de z0 =
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h(xo, wo). Consequentemente, S = h(xo x B” (wo)) í uma n-fatia oblíqua tal que zo G S C 

U. Alóm disso, cada ponto em S í da forma h(xo, w) = (xo, ^2(xo, w)) com w G B” (wo). 
Seja h1 : xo x B” (wo) S o homeomorfismo obtido a partir de h pelas restrições óbvias de 
seu domínio e contra-domínio. Entõo f |S◦h1(xo, w) = w para todo w G B” (wo). Segue que 
f| S óe injetiva. Esclarecemos que f| S óe aberta: dado um subconjunto aberto A C S, temos 
que f |s(A) = (f |s◦ hi)(h-1 (A)) = ^(h-^A)), onde n2 : Bm(xo) x Bn(wo) Bn(wo) í a 
projeçcõao na segunda coordenada; segue que f|S(A) óe aberto em Rn. Portanto, provamos 
que f |s : S Rn í uma aplicaçõo contínua, aberta e injetiva, o que implica que f |S, e 
entõao f, aplica S homeomorficamente sobre sua imagem f|S(S) = f(S) em Rn.

A afirmacõo sobre a recíproca segue da Proposicõo 4.2. □

A recóproca da Proposiçcõao 4.7 nõao óe verdadeira, em geral, se f óe uma submersõao to- 
polóogica oblóqua, mas naõo óe uma submersõao topoloógica reta. De fato: considere novamente 
a aplicaçao f : R x R R dada por f (x, y) = x, que í uma submersõo topolígica oblíqua 
em (0, 0), com respeito a 1-fatia oblóqua S = {(x, x) : x G R}. Jaó vimos que f naõo óe uma 
submersõo topolígica reta. Agora, a aplicaçõo correspondente F : Rn x Rn Rn x Rn í 
dada por F(x, y) = (x, f(x, y)) = (x, x) e, portanto, F nõao óe discreta.

4.3 Forma loçal das imersãoes topol íogiças

Nesta seçao, estudamos aplicacoes contínuas, entre espaços euclidianos, que se compor­
tam localmente como inclusoões. Como os conceitos aqui envolvidos sõao todos de carater 
local, os resultados podem ser generalizados para aplicaçcoões entre variedades topologicas 
orientaveis.

No que segue, n1 : Rn x Rm Rn e a projeçao na primeira coordenada. Dados uma 
aplicaçõo f : X Y e subconjuntos A C X e B C Y tais que f (A) C B, denotamos 
por f|BA : A B a aplicacao obtida de f pela obvia restricao de seu domínio e de seu 

contra-domínio.

Definição 4.8 Uma aplicaçõo contínua e discreta f : Rn Rn x Rm í chamada:

(i) uma imersão topologica reta no ponto xo G Rn se a aplicaçao composta n1 ◦ f í 
aberta e discreta e | deg(n1 ◦ f; xo) | = 1.

(ii) uma imersãao topoloégica obléiqua no ponto xo G Rn se existe uma vizinhancça U de xo 

em Rn e uma n-fatia oblíqua S C Rn x Rm, com f (U) C S, tal que a aplicacao f |U 

óe aberta e discreta e | deg(f|SU; xo)| = 1.

Observe-se que f e n1 ◦ f sõo ambas discretas se e somente se a prí-imagem por f de 
cada plano afim {x} x Rm C Rn x Rm óe discreto.
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Uma imersao topologica obláqua não e necessariamente uma imersao topologica reta. 
De fato: a aplicação f : R R x R dada por f (x) = (0, x) e uma imersão topologica 
oblíqua na origem 0 G R, com respeito a 1-fatia oblíqua S = {(0, y) : y G R} C R x R, 
mas f nao á uma imersao topologica reta, uma vez que n1 ◦ f á a aplicacao constante igual 
a zero. Por outro lado, uma imersão topologica reta á uma imersão topologica obláqua, 
como mostramos na proáxima proposicçãao..

Proposição 4.9 Seja f : Rn Rn x Rm uma aplicaçao conténua e discreta. Se f e uma
imersão topologica reta em x0 G Rn, então f e uma imersao topologica obliqua em x0.

Prova: Por hipátese, a aplicacao n1 ◦ f á contánua, aberta e discreta e | deg(n1 ◦f; x0) | = 1. 
Pelo Teorema 3.3, n1 ◦ f aplica uma vizinhanca U de x0 em Rn homeomorficamente sobre 
uma vizinhanca V de n1 ◦ f (x0) em Rn. Seja : V U o correspondente homeomorfismo 
inverso. Tome S como sendo a componente de n-1(V) n im(f) que contám f (x0). Então 
S = f (U). Afirmamos que a aplicacao restrita f |U : U S á um homeomorfismo, 
e assim | deg(f|SU; x0)| = 1. De fato: primeiro, note que f|SU áe claramente contánua; 
segundo, note que f|SU áe aberta, jáa que para um subconjunto aberto A C U, temos que 
f |U(A) = S nn-1 (n1 ◦ f (A)); finalmente, note que f |U á uma bijecão cuja correspondente 

inversa e a aplicacao g : S U dada por g(z) = ◦ n1(z). Isto prova que f á uma
imersao topologica obláqua no ponto x0. □

Uma vez que uma imersaão de classe C1 (no sentido cláassico) comporta-se localmente 
como uma inclusaão, segue-se que uma tal aplicaçcaão áe tambáem uma imersãao topoloágica 
obláqua. O teorema a seguir mostra que tambáem as imersaão topoloágicas retas e obláquas 
comportam-se localmente como inclusãoes; portanto, este teorema áe uma versãao do Teo­
rema da Forma Local das Imersãoes para imersãoes topoloágicas retas e obláquas.

Teorema 4.10 (Forma local das imersães topologicas) Seja f : Rn Rn x Rm 

uma imersao topologica reta ou obliqua no ponto x0 G Rn. Então existem vizinhancas W 
de 0 em Rn, U' de x0 em Rn e V' de f (x0) em Rn x Rm, e homeomorfismos : W U' 

e v : W x Bm(0) V', tais que v-1 ◦ f ◦ ^(x) = (x, 0) para todo x G W.

Prova: Seja U uma vizinhançca de x0 em Rn e seja S C Rnx Rm uma n-fatia obláqua, com 
f (U) C S, tal que a aplicacão restrita f |U : U Sá aberta e discreta e | deg(f |U; x0) | = 1. 
Considere um homeomorfismo h : Bn(0) x Bm(0) V sobre uma vizinhanca V de f (x0) 
em Rn x Rm tal que h(B1n(0) x 0) = V n S e h(0, 0) = f(x0). Para nossos propáositos, 
podemos supor f(U) C V, e assim f(U) C V n S.

A aplicação composta f' : U Bn(0) dada por f'(x) = n 1 ◦ h- 1 ◦ f (x) á contánua,

aberta e discreta, aplica x0 em 0, e verifica | deg(f'; x0)| = 1. Pelo Teorema 3.3, f' aplica 
uma vizinhanca U' C U de x0 homeomorficamente sobre uma vizinhanca W C Bn(0)
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de 0 G Rn. Seja : W U' o homeomorfismo inverso correspondente. Considere o 
conjunto aberto V' = h(W x Bm(0)) C V e tome o homeomorfismo : W x Bm(0) V' 

como sendo o préoprio h com as restriçcãoes oébvias no doménio e contra-doménio. Temos 
que f (U') = ^(W x 0) = V' n S e ^- 1 (f (U')) = W x 0. Além disso, n ; ◦ ^- 1 ◦f ◦ ^(x) = 
f' ◦ ^(x) = x para todo x G W. Portanto ^-1 ◦ f ◦ ^(x) = (x, 0) para todo x G W. □

Em [15, paégina 88], o conceito de imersãao topoloégica ée apresentado como segue: dados 
espacos topologicos X e Y, uma aplicacão conténua i : X Y é chamada uma imersão 
topologica se para cada ponto x de X existe uma vizinhanca U C X de x tal que i|X é 
um mergulho topoléogico, ou seja, um homeomorfismo sobre sua imagem.

Na prova do Teorema 4.10, estéa claro que f|X ée um homeomorfismo sobre sua imagem, 
o que implica que se f ée uma imersaão topoloégica reta ou obléqua, entãao f ée uma imersãao 
topoloégica no sentido de [15].

Para concluir, revelamos a aplicabilidade do Teorema 4.10 para uma aplicacçãao dife- 
renciéavel que naão ée uma imersãao no sentido cléassico. Considere a aplicaçcãao diferenciéavel e 
discreta f : R R x R dada por f (x) = (x3,x3). Então f não é uma imersão na origem, 
no sentido diferencial, e consequentemente a versãao cléassica do Teorema da Forma Local 
das Imersães não se aplica a f no ponto 0. No entanto, n; ◦ f : R Réo homeomorfismo 
x x3. Portanto, f é uma imersão topolégica reta no ponto 0 e o Teorema 4.10 se aplica.

4.4 Equivalências entre os Teoremas da A. Implícita
e da A. Inversa

Assim como as versães cléssicas dos Teoremas da Aplicacão Implícita e da Aplicação 
Inversa sãao equivalentes, tambéem o sãao, sob adaptadas condiçcoães, as versoães topoléogicas 
apresentadas nas Secçãoes 3.1 e 3.2, respectivamente. Eé o que passamos a demonstrar, 

exatamente como apresentado em [1, Teorema 1.3].

Proposicõo 4.11 Os Teoremas 3.1 e 3.3 sao equivalentes, uma vez assumido no Teorema 
3.1 que X seja uma variedade topoloígica orientíavel e a aplicaçcãao f seja aberta.

Prova: Utilizamos diretamente o Teorema 3.1 para provar o Teorema 3.3. Por outra 
parte, como implicacçaão direta do Teorema 3.3, provamos o Teorema 4.6. Este uéltimo, em 
sua versãao estendida para variedades (que ée verdadeira) ée exatamente o Teorema 3.1 para 
aplicacães abertas entre variedades topologicas. □
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CAPITULO 5

APLICACOES e extensões dos
2)

REsULTADOs

Neste capétulo final, atraves de uma abordagem que envolve as tecnicas diferenciais 
cléassicas e as téecnicas homoléogicas desenvolvidas em [1] e [2] e exploradas em todo o texto, 
apresentamos uma versaão do Teorema da Aplicacçãao Inversa para aplicacçãoes diferenciaéveis 
que nãao sãao necessariamente de classe Ci, versãao que ainda naão se encontra na literatura. 

Como consequência, melhoramos a versão diferenciável do Teorema da Aplicacão Implícita 
apresentada por Biasi, Gutierrez e dos Santos em [2]. Aléem disso, apresentamos um 
teorema de existência e unicidade para equacães diferenciais ordinérias, que pode ser 
considerada uma versão do teorema de existência proposto em [2].

5.1 Versaão diferenciavel, mas nãao C 1 , do Teorema da 
Aplicacçãao Inversa

A versãao claéssica do Teorema da Aplicaçcãao Inversa, encontrada em todo bom livro de 
céalculo avançcado ou anéalise em variedades, requer da aplicaçcãao dada que ela seja de classe 
Ck, com k > 1. Por outra parte, no Teorema 3.3, a aplicacão considerada pode ser apenas 

conténua, mas dela se exigem condiçcãoes homoléogicas. Na versãao do Teorema da Aplicaçcãao 
Inversa que apresentamos abaixo, pedimos que a aplicacçãao dada seja diferenciaével, mas 
naão necessariamente de classe Ci, e a uénica condiçcaão sobre ela ée de natureza puramente 

diferencial. O que pode ser mais interessante nesta versãao ée justamente o fato de ser 
uma versao intermediéria - entre C0 e C1 - cuja demonstraçao inclui técnicas de natureza 
diferencial, mas utiliza de forma imprescindével ' versão homolégica.
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Teorema 5.1 (Versão diferencilvel do Teorema da Aplicacão Inversa) Seja U C 

Rn aberto e seja f : U Rn uma aplicação diferenciavel. Se f nao possui pontos singu­
lares, entao f é um difeomorfismo local.

Prova: Seja f : U Rn conforme enunciado. Pela Proposicão 2.19, f é discreta e 
| deg(f; x)| = 1, para todo x E U, e entãao, pela Proposicçãao 2.16, f ée aberta. Segue do 
Teorema 3.3 que f ée um homeomorfismo local.

Para provar que f ée um difeomorfismo local, seja x0 E U e seja V C U uma vizi- 
nhanca de x0 tal que f |V : V W = f (V) é um homeomorfismo. Seja g : W V o 
homeomorfismo inverso de f|V. Basta provar que g ée diferenciéavel em y0 = f(x0).

Passo 1: O quociente ||g(y0 + k) — g(y0) ||/||k|| e limitado para k suficientemente 
pequeno. Com efeito: Como f ée diferenciaével em x0, podemos escrever

f (xo + h) — f (xo) = f (xo) •h + r(h), com
r(h) 

h™ ||h|| = 0.

Por ser conténua e não singular, a aplicação linear fz(x0) : Rn Rn assume um valor
ménimo 2b > 0 sobre a esfera unitéaria Sn-1 C Rn. Logo,

||fz(x0)• x|| > 2b||x|| para todo x E Rn.

Como limr(h)/||h|| = 0, existe 5 > 0 tal que 
h^0

||r(h)|| < b||h|| para 0 < ||h|| < 5.

Segue das duas ultimas desigualdades que, para 0 < ||h|| < 5,

||f(xo + h) — f(xo)H = llf/(xo)•h + r(h)ll > llf/(xo)• h|l — llr(h)|l > 2bllh|l — b||h|| = b||h||.

Como V ée aberto, podemos reduzir 5, se necessaério, de modo que xo + h E V, sempre 
que 0 < ||h|| < 5.

Como g : W V é conténua, existe p > 0 tal que g(Bp(y0)) C B^(x0). Desta forma, 
se k E Rn é tal que ||k|| < p, entao a imagem g(y0 + k) = x0 + hk para um unico hk E Rn, 
com ||hk|| < 5. Assim sendo, para 0 < ||k|| < p, tem-se

||k|| = ||y0+k—y01| = ||f(x0+hk) — f(x0)|| > b|hk|| = b||x0+hk—x0» = b|g(y0+k)— g(y0)|.

Portanto,
llg(y0 + k) - g(y0)l < b-1 para 0 < ||k|| < p.

Ilkll
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Passo 2: A aplicaçao g é diferenciavel em y0 e g'(y0) = f'(x0) 1. Com efeito: Para 

k 6 Rn, 0 < ||k|| < p, defina

G(k) =
g(y0 + k) — g(y0) — f '(x0) 1 •k

l|k||

Precisamos apenas provar que lim G(k) = 0. Para tanto, observamos inicialmente que 
k^0

1G(k) = —f' (x0)
k — f'(x0) • (g(y0 + k) — g(y0)A Ilg(y0 + k) — g(yc) II 

Ilg(y0 + k) — g(yü)||

Como o fator ||g(y0 + k) — g(y0)||/1|k|| á limitado (pelo Passo 1) e a aplicacão f'(x0) 1 

áe contánua (áe linear), basta provar que

k — f' (x0) ^(g(y0 + k) — g(y0)) = 0 
||g(y0 + k) — g(y0)| .

Ponha Ak = g(y0+k)—g(y0). Então y0+k = f (g(y0+k)) = f (g(y0)+Ak) = f (x0+Ak) 
e, consequentemente, k = f (x0 + Ak) — f (x0). Nestes termos, o limite acima torna-se

lim
k^0

f (x0 + Ak) — f (x0) — f '(x0) • Ak 
||Ak|| .

Como g á contánua, Ak 0 quando k 0. Como, alám disso, f á diferenciável em 
x0, o limite acima á igual a zero. □

Diferentemente do que ocorre no Teorema da Aplicaçcãao Inversa para aplicaçcãoes de 
classe Ck, com k > 1, no Teorema 5.1 naão áe suficiente exigir que f seja nãao singular 
apenas num ponto x0 para se concluir que f seja um difeomorfismo local neste ponto. Eá 

o que ilustramos com o exemplo a seguir.

Exemplo 5.2 Considere a aplicaçao f : R R definida por

f(0) = 0 e f(x) = x/2 + x2 sen(1/x) para x = 0.

Um cáalculo elementar mostra que f áe diferenciáavel, com derivada

f'(0) = 1/2 e f'(x) = 1/2 + 2x sen(1/x) — cos(1/x) para x = 0.

Segue da Proposicçãao 2.19 (e pode ser verificado diretamente) que f áe discreta em 0, 
ou seja, f(x) = 0 para todo x = 0 numa vizinhançca de 0. No entanto, f naão áe injetora 
em qualquer vizinhançca de 0. Eá o que passamos a demonstrar: Se f fosse injetora no
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intervalo aberto (—£,£), entao, como f'(0) > 0, seria f estritamente crescente em tal 
intervalo. Contudo, para £ < 1/4 e qualquer 0 = x G (—£, £), tem-se

f'(x) = 1/2 + 2xsen(1/x) — cos(1/x) < 1/2 + 2£ — cos(1/x) < 1 — cos(1/x).

E claro que existe um natural p tal que xp = 1/(2pn) G (0, £), e para tal ponto 

verifica-se f'(xp) < 0, o que mostra que f não pode ser estritamente crescente em (—£,£) 
e, portanto, f nãao áe injetora em qualquer vizinhançca da origem.

Podemos explorar um pouco mais este exemplo. Observe que, para todo k > p, 
onde p á o natural do parágrafo anterior, tem-se que xk = 1/(2kn) verifica f'(xk) < 0. 
Assim, temos construádo explicitamente uma sequêencia (xk)k no intervalo (0, £) tal que xk 

converge para 0, mas f'(xk) não converge para f'(0), já que cada f'(xk) < 0 e f'(0) = 1/2.
Por outra parte, ainda para £ < 1/4 e qualquer 0 = x G (—£, £), tem-se

f'(x) = 1/2 + 2xsen(1/x) — cos(1/x) > 1/2 — 2£ — cos(1/x) > — cos(1/x).

Assim, podemos encontrar uma sequêencia (yk)k de pontos de (0, £), convergindo a 0, 
tal que f '(xk) > 0 para todo k. Por conseguinte, uma vez que f '(x) á contánua em (0,£), 
existe uma sequência (zk)k de pontos de (0, £) tal que zk converge a zero e f '(zk) = 0 para 
todo zk. Portanto, apesar de ser um ponto naão singular para f, a origem áe limite de uma 
sequêencia de pontos singulares.

Um exemplo semelhante, que apresentamos a seguir, ilustra a situaçcãao em que a versãao 
Ck, k > 1, do Teorema da Aplicaçcãao Inversa nãao se aplica, pelo fato da derivada da 

aplicacçãao envolvida nãao ser contánua, mas o Teorema 5.1 se aplica.

Exemplo 5.3 Considere a aplicaçao g : (—1,1) R definida por

g(0) = 0 e g(x) = 4x + x2 sen(1/x) para x = 0.

Temos que g áe diferenciaável, com derivada

g'(0) = 4 e g'(x) = 4 + 2x sen(1/x) — cos(1/x) para x = 0.

Embora g' nao seja contánua em 0, pode-se garantir que g' nunca se anula. Com efeito, 
para todo 0 = x G (—1, 1), tem-se

g'(x) > 3 + 2x sen(1/x) > 3 — 2x > 1.

Consequentemente, g'(x) > 1 para todo x G (—1,1). Portanto, o Teorema 5.1 se 
aplica, e dele resulta que g áe um difeomorfismo local.
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A aplicaçcãao g deste uéltimo exemplo seréa lembrada e utilizada na Secçaão 5.2.

Na versaão diferenciaével (mas nãao Ci) do Teorema da Aplicacçãao Implécita apresentada
no Corolaério 3.2, para a funcçãao y = P(x), definida implicitamente pela equaçcaão f(x, y) = 
z0, garante-se a continuidade, mas naão a diferenciabilidade. Utilizando o Teorema 5.1, 
melhoramos o resultado do Coroléario 3.2, no caso em que X = Rn (ou uma n-variedade 
diferenciéavel orientéavel), provando que a aplicaçcãao implécita P ée diferenciéavel.

Teorema 5.4 (Versão diferenciável do Teorema da Aplicacão Implícita) Seja 
U C Rm x Rn um aberto e seja f : U Rn uma aplicacao diferenciavel. Suponha que o
ponto (x0, y0) G U possua uma vizinhanca A C U com a propriedade que det d2f (x, y) = 0 
para todo (x,y) G A. Entao existe uma vizinhanca V de x0 em Rm e uma unica aplicacão 
diferenciavel p : V Rn tal que f (x,p(x)) = f (x0,y0) para todo x G V. Além disso, 
p(x0) = y0 e, para cada x G V, tem-se p'(x) = — [d2f (x, p(x))]-1 d1f (x, p(x)).

Prova: A prova segue exatamente as mesmas linhas daquela que se faz para aplicacçãoes 
de classe Ck, com k > 1, utilizando, no momento devido, o Teorema 5.1 ao invées da versãao 
claéssica Ck do Teorema da Aplicaçcãao Inversa. Para completude, apresentamos a prova.

Defina F : U Rm x Rn por F(x,y) = (x, f (x,y)). Então F é diferenciével e 
det F(x, y) = det d2f (x, y), o que implica que F é não singular na vizinhanca A de (x0, y0). 
Pelo Teorema 5.1, F ée um difeomorfismo local em (x0, y0), ou seja, existe uma vizinhancça 
B C A de (x0,y0) tal que F|B : B F(B) é um difeomorfismo.

Reduzindo adequadamente a vizinhancça B, podemos fazer com que F(B) torne-se um 
aberto béasico de Rm x Rn, ou seja, F(B) = V x W, sendo V C Rm uma vizinhançca de 
x0 e W C Rn uma vizinhançca de f(x0, y0).

Seja G : V x W B o difeomorfismo inverso de F|B. Como F deixa fixa a primeira 
coordenada, G faz o mesmo e, portanto, G tem a forma G(x, y) = (x, G2(x, y)). A 
aplicacão G2 : V x W B é diferenciavel e, para cada (x,w) G V x W, tem-se (x,w) = 
F ◦ G(x, w) = (x, f(x, G2(x, w))), donde f(x,G2(x, w)) = w.

Ponha z0 = f(x0,y0) e defina p : V Rn por p(x) = G2(x,z0). Então p e dife­
renciavel e, para todo x G V, tem-se f (x, p(x)) = z0. Isto prova a existência da aplicacao 
p conforme enunciado.

Para provar a unicidade, suponha que seja h : V' Rn uma aplicação diferenciavel, 
definida numa vizinhança V' C Rm de x0, satisfazendo f (x,h(x)) = z0 para todo x em 
V'. Entao, para todo x G V n V', tem-se (x, h(x)) = G ◦ F(x, h(x)) = G(x, f (x, h(x))) = 
G(x, z0) = (x, G2(x, z0)) = (x, p(x)), donde h(x) = p(x).

A expressão enunciada para p'(x) segue da Regra da Cadeia. □

50



5.2 Existêencia e unicidade de soluccaõo para equaccõoes 
diferenciais

Em [2], os autores apresentam um teorema de existência (Corolério 4.3 de [2]) para 
equacçãoes diferenciais ordinéarias, cuja demonstracçãao basea-se no Coroléario 3.2 deste texto 
(Coroléario 4.2 de [2]) e segue de aplicaçcãao direta do Teorema de Peano (Teorema 1.13 de 
[20]). Sendo este ultimo um teorema apenas de existência, assim o é o resultado de [2].

A seguir, com pequeno endurecimento nas hipoéteses do Corolaério 4.3 de [2], e utilizando 
o Teorema 5.4 deste texto, criamos condicçãoes que permitem a aplicaçcãao do Teorema 
de Picard (Teorema 1.8 de [20]), com o que demonstramos um teorema de existêencia e 
unicidade para equaçcãoes diferenciais ordinéarias.

Para chegarmos ao teorema, precisamos introduzir alguns conceitos.

No que segue, dada uma aplicação linear T G L(Rm; Rn), denotamos por ||T||max a sua 
norma do maximo e por ||T||min a sua quase-norma no mínimo (ou conorma), ou seja,

||TUmax = max ||T• x|| e ||T||min = ,min ||T-x||.

A norma do maximo ||T||max é uma medida da expansão maxima de T, enquanto que 
a pseudo-norma do ménimo ||T||min é uma medida na expansao ménima de T.

No caso especial em que T G L(Rn; Rn), tem-se que ||T ||min = 0 se e somente se Té 
invertével; e se este o caso e T-1 e a aplicaçao inversa de T, então (ver [17, Secao 4.1]):

IIT -1 max ||T |im1n

Seja U um aberto em Rm x Rn. Dados uma aplicação diferenc^vel F : U Rn e um
subconjunto V C U, definimos

^i(F; V) = sup ||diF(v)||max e ^(F; V) = inf (v)|min.
vev v^V

Tem-se que ^2(F; V) esta sempre definido como um numero real nao negativo, ao passo 
que ^;(F; V) pode não existir como numero real, caso em que escrevemos ^;(F; V) = ro.

Observacõo 5.5 Decorre das definicães de e //2 que:

(i) ^(F; V) < ro se e somente se a aplicaçao derivada parcial d;F G L(U; L(Rm; Rn)) 
ée limitada em V.

(ii) Se ^2(F; V) > 0, então, para cada v G V, a derivada parcial d2F(v) G L(Rn; Rn) é
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um isomorfismo, cujo isomorfismo inverso d2F(v) 1 tem norma do maximo 

||d2F(v)-1||max = ||d2F(v)llmln < ^(F; V)-1,

do que resulta que a aplicacõo d2F(-)-1 : V L(Rn; Rn) ó limitada.

Definição 5.6 Diz-se que F tem variaçao cruzada pseudo-limitada no ponto uo G U se 
existe uma vizinhanca V C U de uo tal que ^1(F; V) < ro e ^2(F; V) > 0.

No que segue, consideramos a identificacçaõo natural de espacços R x Rn = Rn+1, de tal 
modo que um ponto w de um subespaçco (aberto) W de R x Rn x Rn possa ser escrito 
indistintamente como w = ((t, x), y) ou como w = (t, x, y). Contudo, estabelecemos que, 
dada uma aplicaçõo diferenciível F : W Rn, escrevemos:

• d1F(w) para denotar a derivada parcial de F com relaçao a (t,x) no ponto w;

• d2F(w) para denotar a derivada parcial de F com relacao a y.

Teorema 5.7 (Existencia e unicidade de solução para equaçães diferenciais) .
Seja W C R x Rn x Rn aberto e seja F : W Rn uma aplicacao diferenciével que 
tem variaçcaao cruzada pseudo-limitada em wo = (to, xo, yo) G W, com F(wo) = zo. Entaao 
existe e ée unicamente definida, numa vizinhancça de to, a solucçaao para a equacçaao diferencial

F (t, x, x') = zo, x(to) = xo, x'(to) = yo.

Prova: Pelo Teorema 5.4, existe uma vizinhancça I x V de (to, xo) e uma uónica aplicacçõao 
diferenciavel : I x V Rn, cujo grafico estí contido em W, tal que ^(to,xo) = yo e 
F(t,x,^(t,x)) = zo para todo (t,x) G I x V. Alóm disso, para cada u = (t,x) G I x V,

^' (u) = —[d2F (u,^(u))]-1 • diF (u,^(u)).

Como F tem variaçõo cruzada pseudo-limitada em wo e í contínua, podemos supor 
que o domínio I x V de seja pequeno o suficiente de modo que, para cada u G I x V, 
o ponto (u, ^(u)) pertença a uma vizinhanca Wo C W de wo em que se verifique

^1(F; Wo) = 61 < ro e ^(F; Wo) = 62 > 0.

Nestas condicçõoes, segue da Observaçcõao 5.5 que, para todo u G I x V, tem-se

Il^'(u)l|max < ||[d2F(u,^(u)r1L• ||d1F(u,^(u))L < b-1b1.
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Isto prova que a aplicação derivada v' : I x V L(Rm; Rn) á limitada e, portanto, a 
aplicacao v á lipschitziana. Pelo Teorema de Picard, a equaçao diferencial x' = v(t,x), 
x(t0) = x0, possui uma unica solucçaão x(t) numa vizinhançca de t0, a qual, obviamente, 
satisfaz tambem x'(t0) = y0. □

Exemplo 5.8 Seja I = (—1,1) e seja f : 12 R uma aplicação diferenciãvel, com

f(0, 0) = 0 e f(t, 0) = 0 para todo t = 0.

Suponha que a aplicação derivada f' : 12 L(R2; R) seja limitada numa vizinhança V 
de (0, 0) em I2; (e.g. se f e de classe C1). Considere a aplicaçao diferenciavel g : I R
definida, como no Exemplo 5.3, por g(0) = 0 e g(y) = 4y + y2sen(1/y) para y = 0.
Finalmente, considere a aplicaçao F : 12 x I R dada por

F(t,x,y) = f(t,x) + g(y).

Entaão F e diferenciavel (mas nãao de classe C1), com derivadas parciais

d1F(í,xy) = f'(tx) e d2F(í,xy) = g'(y).

Como f' e limitada em V, tem-se ^1(F; V x I) < rc>.
Por outro lado, segue do Exemplo 5.3 que ||d2F(t,x,y)|| = |g'(y)| > 1 para todo 

(t,x,y) G I2 x I, o que implica que ^2(F; V x I) > 0.
Portanto, F tem variaçcaão cruzada pseudo-limitada na origem (0, 0, 0) G I2 x I.
Segue do Teorema 5.7 que a equaçao diferencial F(t, x, x') = 0 possui um unica solução 

x = x(t), definida numa vizinhança (—e,e) da origem, verificando x(0) = 0 e x'(0) = 0.
A hipotese f(t, 0) = 0 para t = 0 implica que a soluçcaão x(t) nãao e trivial, isto e, nãao 

e a aplicaçcãao constante igual a zero.

Devido às boas propriedades da função g definida no Exemplos 5.3 e utilizada no 
Exemplo 5.8, podemos reutiliza-la para produzir exemplo similar a este ultimo, invertendo 
o papel das funcçãoes f e g. E o que fazemos no exemplo a seguir. Por simplicidade, 
utilizamos uma equaçcãao diferencial autêonoma.

Exemplo 5.9 Seja I = (—1,1) e seja f : I R uma função diferenciavel, com f (0) = 0,
satisfazendo a propriedade que, para alguma vizinhança J C I de 0, tenha-se inf |f'(y)| > 

yeJ

0; (e.g. se f e de classe C1 e não possui ponto singular). Mais uma vez, seja g : I R 
a aplicaçcaão definida por g(0) = 0 e g(x) = 4x + x2sen(1/x) para x = 0. Finalmente, 
considere F : I2 x I R dada por

F(t,x,y) = g(x) + f(y).
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Entaão F áe diferenciáavel (mas nãao de classe C1), com derivadas parciais 

d1F (t,x,y) = (0,g'(x)) e d2F (t,x,y) = f'(y).

Temos g'(0) = 4 e g'(x) = 4 + 2xsen(1/x) — cos(1/x) para x = 0, do que segue que
1 < g'(x) < 7 para todo x 6 I. Consequentemente ||d1F(t,x,y)||max = |g'(x)| < 7 para
todo (t,x,y) 6 12 x I, o que mostra que ^1(F; 12 x J) < rc>.

Por outra parte, a hipátese inf |f'(y)| > 0 implica ^2(F; I2 x J) > 0. 
yeJ

Portanto, F tem variacçaão cruzada pseudo-limitada na origem (0, 0, 0) 6 I2 x I. Pelo 
Teorema 5.7, a equaçao diferencial F(t,x,x') = 0 possui uma unica solução x = x(t), 
definida numa vizinhanca (—e,e) da origem, verificando x(0) = 0 e x'(0) = 0.

Como g áe um difeomorfismo local (Exemplo 5.3), a solucçãao x(t) naão áe trivial, isto áe, 
nãao áe a aplicacçãao constante igual a zero.
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