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SILVA, A. A. F. Extensoes ideais de classes de operadores multilineares e polinémios homogéneos
entre espacos de Banach. 2018. 85 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para que
uma classe de operadores multilineares continuos tomando valores em espacos de Banach per-
tencentes a uma determinada classe seja estendivel a um ideal de operadores multilineares
(multi-ideal) e, ainda mais, mostrar como estender uma classe estendivel. Trés aplicacoes deste
resultado de extensdo sao fornecidas: (i) Provamos que a classe dos operadores multilineares
continuos quase-7(p)-somantes tomando valores em espagos duais é estendivel se, e somente se,
essa classe coincide isometricamente com a classe dos operadores multilineares continuos 7(p)-
somantes; (ii) Construimos um ideal de operadores n-lineares continuos a partir de um ideal de
funcionais (n + 1)-lineares continuos e estudamos propriedades deste ideal de operadores; (iii)
Provamos que a classe dos operadores multilineares continuos sequencialmente w*-compactos
tomando valores em espagos duais nao ¢ estendivel a um multi-ideal. Finalmente, construimos
praticamente as mesmas definigoes, resultados e demonstragoes para o caso de classes de po-
linomios homogéneos continuos.

Palavras-chave: FEspacos de Banach, ideais de operadores multilineares e de polinomios ho-
mogéneos, teorema de extensao, operadores multilineares e polinémios homogéneos quase-7(p)-
somantes, operadores multilineares e polindmios homogéneos sequencialmente w*-compactos.
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SILVA, A. A. F. Ideal extensions of classes of multilinear operators and homogeneous polynomi-
als between Banach spaces. 2018. 85 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Abstract

The main goal of this work is to establish necessary and sufficient conditions for a class of
continuous multilinear operators taking values in Banach spaces belonging to a certain class to
be extendible to an ideal of multilinear operators (multi-ideal) and, moreover, to show how to
extend an extendible class. Three applications of this extension result are provided: (i) It is
proved that the class of quasi-7(p)-summing multilinear operators taking values in dual spaces
is extendible if and only if this class coincides isometrically with the class of 7(p)-summing
multilinear operators; (ii) Starting with an ideal of (n + 1)-linear functionals, we construct an
ideal of n-linear operators and study the main properties of the resulting ideal; (iii) The class
of w*-sequentially compact multilinear operators taking values in dual spaces is proved not
to be extendible to a multi-ideal. Finally, almost the same definitions, results and proofs are
obtained for the case of classes of continuous homogeneous polynomials.

Keywords: Banach spaces, ideals of multilinear operators and homogeneous polynomials, quasi-
7(p)-summing multilinear operators and homogeneous polynomials, sequentially w*-compact
multilinear operators and homogeneous polynomials.
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Introducao

Em linhas gerais, a Analise Funcional Linear trata dos operadores lineares continuos entre
espacos normados, em particular entre espacos de Banach. E, por isso, resgata o que a Algebra
Linear apresenta no ambito linear e a Topologia Geral apresenta no ambito da continuidade,
permitindo uma associacao desses conceitos e, o que é bem sabido, um ganho mutuo nas
possibilidades de utilizacao e resultados dessas duas teorias.

Uma das subareas mais frutiferas da Anélise Funcional é o estudo dos ideais de operadores
lineares continuos entre espacos de Banach, teoria esta sistematizada por A. Pietsch na década
de 1970. Os ideais de operadores sao classes de operadores lineares continuos entre espagos de
Banach que se comportam de maneira similar aos ideais da Algebra na seguinte propriedade,
chamada de propriedade de ideal:

Se u: E — F é um elemento do ideal Z, entao para quaisquer operadores lineares continuos
vi:G— Fet: F— H,acompostatouov: G — H pertence a Z.

Uma das consequéncias naturais do sucesso da teoria de ideais de operadores lineares ¢é a
extensao da teoria para operadores nao-lineares. Um primeiro passo nessa direcao foi tomado
pelo préprio A. Pietsch em 1983, que no artigo [16] esboca uma teoria de ideais de operadores
multilineares, também chamados multi-ideais. Tais ideais de operadores multilineares sao clas-
ses de operadores multilineares continuos entre espagos de Banach. E aqui a propriedade de
ideal se transforma em:

Se u;j: G — Ejcom j=1,...,net: ' — H sao operadores lineares continuos e
A: Ey X ---x B, — F é um operador n-linear continuo e pertence ao multi-ideal M, entao a
composta t o Ao (uy,...,u,): Gy X -+- x G,, — H também pertence a M.

A adaptacao dessa ideia para classes de polinomios homogéneos é imediata.

No artigo [6], Botelho e Mujica se dedicam ao seguinte problema: dada uma classe de
operadores lineares continuos assumindo valores em espacos de Banach pertencentes a certa
classe, quais sao as condi¢oes minimas sobre essa classe para que ela seja estendivel a um ideal de
operadores lineares continuos? E nesse trabalho os autores conseguem caracterizar as classes que
sao estendiveis e, ainda mais, mostrar como estender uma classe estendivel. E como aplicacao
do resultado de extensao, eles trabalham primeiramente com a estendibilidade da classe dos
operadores lineares quase-7(p)-somantes, depois constroem um ideal de operadores lineares a
partir de um ideal de funcionais bilineares e, por fim, concluem pela nao estendibilidade da
classes dos operadores lineares, tomando valores em espacos duais, que sao sequencialmente
w*-compactos.

Nesta dissertagao nos propusemos a investigar a mesma questao da estendibilidade e mes-
mas aplicagoes do resultado de extensao para classes de operadores multilineares continuos e
polinomios homogéneos continuos entre espagos de Banach.

Descrevemos agora como o trabalho esta organizado. Para possibilitar uma boa leitura do
texto, escrevemos no primeiro capitulo os conceitos e resultados bésicos da Andlise Funcional
Linear e ideais de operadores lineares que serao usados no decorrer do texto. Porém, por se



tratar de uma parte bésica, nos atentamos, na maioria dos casos, apenas as defini¢oes e aos
enunciados dos resultados, disponibilizando as devidas referéncias para as demonstracoes. Neste
ponto, as principais referéncias utilizadas foram [7] e [14].

No segundo capitulo, apresentamos defini¢oes e resultados, geralmente sem demonstracao,
referentes aos operadores multilineares e polinomios homogéneos, tendo como referéncias prin-
cipais os trabalhos de dissertagao [1] e [18]. Tais conceitos podem ser vistos como um primeiro
passo rumo a Analise Funcional nao-linear. Apresentamos também defini¢oes e resultados, com
demonstracao na maioria dos casos, salvo aqueles que sao encontrados na literatura com certa
facilidade, relativos a ideais de operadores multilineares e polindmios homogéneos. E, ainda
neste capitulo, chamamos aten¢ao para uma pergunta que nos surgiu de forma bem espontanea
durante o desenvolvimento do trabalho e que acabou se mostrando um problema em aberto.
Vale a pena dizer que, em relacao a esse ponto, apresentamos um contra-exemplo, tanto quanto
sabemos pela primeira vez, para um resultado de [12]. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram [4] e [9].

No terceiro capitulo apresentamos o resultado principal do nosso trabalho, o Teorema de
Extensao, que vai nos dizer em quais e tinicas condi¢oes e como podemos estender uma classe de
operadores multilineares continuos tomando valores em espacos de Banach pertencentes a uma
certa classe a um multi-ideal. De posse desse resultado, uma pergunta ébvia que surge é se essa
extensao é tnica; e mostramos de imediato que a unicidade nao pode ser garantida. Abordamos
também o teorema de extensao como um processo de envoltéria, dentro da perspectiva dos
procedimentos de envoltoria regular e injetiva serem casos particulares do que construimos.
Aqui a principal referéncia foi [6].

No Capitulo 4 apresentamos algumas aplicagoes do Teorema de Extensao. No primeiro ins-
tante estudamos a estendibilidade da classe dos operadores quase-7(p)-somantes. O resultado
é que essa estendibilidade é equivalente a igualdade isométrica desta classe com a classe dos
operadores 7(p)-somantes. Como essa ultima pergunta é um problema em aberto, concluimos
que a estendibilidade da classe dos operadores quase-7(p)-somantes é também um problema em
aberto. A seguir descrevemos um método que nos permite construir um ideal de operadores
n-lineares a partir de um ideal de funcionais (n + 1)-lineares. E fechamos o capitulo abordando
a estendibilidade da classe dos operadores tomando valores em espacos duais que sao sequen-
cialmente w*-compactos. O resultado principal nesta direcao é que essa classe nao é estendivel
a um ideal de operadores. Aqui a principal referéncia foi [6].

No quinto e ultimo capitulo, nossa proposta é apresentar o Teorema de Extensao e suas
aplicacoes agora para o caso de classes de polinomios homogeneos. Como muitas definicoes,
resultados ¢ demonstragoes do caso polinomial podem ser facilmente adaptados do caso mul-
tilinear, para evitar repeticoes desnecessdarias, optamos por omitir as demonstracoes que sao
facilmente adaptadas do caso multilinear e nos concentrar nas particularidades do caso polino-
mial.

Aluizio Antonio Fernandes da Silva
Uberlandia-MG, 22 de fevereiro de 2018.



Capitulo 1

Preliminares

Os objetos de estudo centrais da Analise Funcional sao os operadores lineares continuos entre
espacos normados, em particular entre espacos de Banach. Sendo assim, nada mais natural
do que iniciar essa dissertacdo com as notacoes, definigoes e resultados cldssicos da Analise
Funcional que, frequentemente, serao usados no decorrer do texto. Resultados com pouco uso
serao introduzidos em momento oportuno. Na construcao dessa parte do capitulo, a principal
referéncia usada foi o livro [7].

Abordaremos também neste capitulo alguns resultados da teoria geral de ideais de opera-
dores, que foi introduzida por A. Pietsch na década de 1970 com o intuito de unificar o estudo
de véarias classes especiais de operadores lineares que vinham sendo estudadas separadamente.
Para isso, a principal referéncia foi a dissertacao [14].

Letras maiusculas representarao, salvo mengao contraria, espagos vetoriais (normados) sobre
o corpo K, que pode ser o corpo R dos reais ou C dos complexos. Denotaremos por BAN a
classe de todos os espacos normados sobre K que sao completos com suas respectivas normas,
isto €, a classe de todos os espacos de Banach sobre K. Usaremos o simbolo Bg para denotar a
bola unitaria fechada no espago normado E, mais explicitamente, Bg := {z € E : ||z||p < 1}.

Para uma leitura comoda, revisitaremos as notagoes e os conceitos descritos acima, entre
outros.

1.1 Analise Funcional linear

Todos os espacos vetoriais sao sobre o mesmo corpo K, que pode ser R ou C.

Definicao 1.1. Seja E um espago vetorial. Uma norma sobre E é uma aplicacdo
|| ’ ||E' E— [07+OO)7 r— ||:U||E>

que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) |||l > 0 para todo x € E e ||z||g = 0 se, e somente se, = 0;

(ii) ||Ax||lg = |A| - ||z|| g para todos A € K e x € F;

(iii) ||z + ylle < ||z||z + lly||z para todos z,y € F (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, ||-||g) é chamado de espago vetorial normado ou, simplesmente, espago
normado. Quando nao houver perigo de ambiguidade, escreveremos || - || no lugar de || - || z.

Definicao 1.2. Um espac¢o normado E é chamado de espaco de Banach quando for completo
na métrica
d(z,y) = llz —yll, v,y € E,

chamada de métrica induzida pela norma. A classe de todos os espagos de Banach sobre o
corpo K seré denotada por BAN.



Definigao 1.3. Seja A um subconjunto do espaco vetorial E. O subespago de E formado por
todas as combinagoes lineares finitas de elementos de A, com coeficientes em K, serd denotado
por [A] e chamado subespaco gerado por A.

Definigao 1.4. A dimensao de um espago vetorial E serd denotada por dim(FE).

Definicao 1.5. Dado um conjunto A, denotaremos o produto cartesiano de A por A n vezes
por A", isto é, Ax "+ xA = A",

Defini¢ao 1.6. Sejam n € N, p > 1 e FEy,..., E, espacos normados. Para (z1,...,x,) €
FEy x --- x E,, definimos

1Gers )l = ]l 4o+ s
(1, @a)llp = (l2all” + -+l )Y
(@1 ) loo = max {{[za ], ][}

Proposicao 1.7. Sejam n € N, p > 1 e Ey,..., E, espacos normados sobre K. Entdo F; x
-« X E, é um espaco vetorial sobre K com as sequintes operagoes:
e Dados (x1,...,2n), (Y1, ,Yn) € By X -+ X E,, definimos

(X1, 0) + Y1y Yn) = (X1 + Y1y ooy T+ Yn)-
e Dados (x1,...,2,) € By X -+ x E, e A € K, definimos
M1y xy) = Az, .0, Axy).
Além disso, as funcoes || - ||1, || - |, € || - [|oo SG0 normas em Ey X -+ x E,.
Demonstracao. Veja [18, Proposigao 2.3]. O

Definicao 1.8. Dado um espago normado FE, a topologia da norma em E, denotada por 7 ou
7 quando nao houver risco de confusao, é a topologia gerada pela métrica da Definicao 1.2.

Denotaremos sequéncias em um espago normado E por (z,)22 ;. Na maior parte do texto

usaremos a notagao x, — z para indicar que a sequéncia (z,)2, converge para T no espago
7 z /. 1. ~ n

normado E, porém, em alguns momentos serd necessario utilizar a notagao x,, — x para que

fique claro que a sequéncia (x,)>; converge para x em E quando o indice n tende para co.

Definicao 1.9. Seja V um espaco vetorial. Duas normas em V' sao equivalentes se definem a
mesma topologia em V.

Proposicao 1.10. Sejamn € N, p>1 e Ey,..., E, espacos normados.

(a) As normas || - ||1, || - I, € |l - ||o Sd0 equivalentes em Ey X -+ X E,.

(b) Se Ei,...,E, sio espagos de Banach, entao Ey X --- x E, é um espago de Banach com
qualquer uma das trés normas da letra (a).

Demonstragao. Veja [18, Proposicao 2.6]. O

Proposicao 1.11. Sejam E e F espacos normados ¢ u: E — F um operador linear. Sao
equivalentes:

(a) u € lipschitziano.

(b) u € uniformemente continuo.

(c) u € continuo.

(d) u é continuo na origem.

(e) Existe ¢ > 0 tal que ||u(x)||r < c||z||g para todo x € E.



Demonstracao. Veja [7, Teorema 2.1.1]. O

Denotamos por L(E;F) o conjunto de todos os operadores lineares continuos entre os
espagos normados E e F. Nao é muito dificil mostrar que L(E;F) é um espago vetorial
com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagao por escalar de fungoes e que a expressao

llu|| := sup ||u(z)||r =inf {c > 0: ||u(z)||r < ¢||z| g para todo z € E}
r€EBE
define uma norma em L(E; F). Mais ainda, se F' € BAN, entao (L(E; F),| - ||) é um espago
de Banach (veja [7, Proposigao 2.1.4]). Quando F' = K, no lugar de £(E;K) escrevemos E’ e
chamamos este espaco de dual topologico de E, ou simplesmente dual de E, e seus elementos
de funcionais lineares continuos. Como K é completo, segue que E’ é sempre Banach.

Quando estivermos interessados apenas na parte algébrica dos operadores, denotaremos o
espago dos operadores lineares entre os espagos vetoriais U e V por L(U; V). Quando V = K|
escrevemos L(U;K) = U* e chamamos este espago de dual algébrico de U, e seus elementos de
funcionais lineares.

Os operadores lineares continuos bijetores que possuem inversa continua representam uma
classe especial de operadores e sao chamados de isomorfismos ou isomorfismos topoldgicos.
Quando existir um isomorfismo u: F — F entre os espacos normados E e F', diremos que E e
F s@o isomorfos. Se o isomorfismo u for uma isometria, isto é, |u(z)|| = ||x|| para todo x € E,
diremos que u é um isomorfismo isométrico, e neste caso dizemos que E e F' sao isomorfos
1sometricamente.

Proposicao 1.12. Sejam V um espago vetorial e o, o1, ..., @, funcionais lineares em V tais
que () ker(p;) C ker(p). Entao existem escalares M1, ..., A\, tais que o = > \ip;.

i=1 i=1
Demonstragao. Veja [7, Lema 6.3.5]. O

Proposicao 1.13. Sejam E, I e G espagos normados. Se uw € L(E;G) ev € L(G; F), entdo
vou€ L(E;F) e
[ oul| < o] [[ul.

Demonstracao. De
[v o u(@)|| = llo(u(@)]] < (vl - [Ju(@)[] < [Jof - [Jul - [[=]
para todo z € F, tem-se |[v o ul| < ||v]| - ||ul. O

Defini¢ao 1.14. Sejam F, F espagos normados e T' € L(E; F') um operador linear continuo.
Definimos o operador T7”: F' — E’ por

T'(p)(z) = (T (2)),
para todos x € E e ¢ € F'. O operador T" é chamado adjunto, ou dual, ou transposto, de T.

Proposicao 1.15. Seja T € L(E; F). Entio T € L(F'; E') e |[T"|| = ||T||. Mais ainda, se T
é um isomorfismo (isométrico), entao T' também é um isomorfismo (isométrico).

Demonstrac¢ao. Veja [7, Proposigao 4.3.11]. O

A seguir exibiremos uma lista de espagos formados por sequéncias de escalares que sao
classicos em Anélise Funcional, sendo p > 1:

l, = {(Aj);‘il :Aj € Kpara todoj € Ne Z I\;|P < —1—00},

J=1



loo = {(N)3Z) : A; € Kpara todo j € Ne ();)%2, ¢ limitada}
co = {()\j);";l :Aj € Kparatodoje€Ne lim \; = 0} .
j—oo

Em /, definimos a norma

1)l = (Z w) y

j=1
e em {, a norma
[(A7)521 ][00 := sup [Ay].
jeN

Em [7] mostra-se que £, e {y sao espagos de Banach com as normas definidas acima. Mais
ainda, mostra-se também que ¢y é subespago fechado de £, e, dai, Banach. Os vetores canonicos
e; =(0,...,0,1,0,0,...) definidos como as sequéncias que na j-ésima entrada tomam valor 1 e
zero nas demais, para todo j € N, pertencem a £, N{,, para todo p. Em determinadas situagoes
esses vetores serdo representados por €.

Proposicao 1.16. Os espagos {1 e (¢y) sao isomorfos isometricamente por meio da relagao
de dualidade
[e.e]
b= (bj)‘;’;l €l — @y € (o), gob((aj)‘;';l) = Zajbj para toda (aj)‘;';l € ¢o.
j=1
Demonstrac¢ao. Veja [7, Proposicao 4.2.3]. O

Proposicao 1.17. Os espacos U, e ({1) sao isomorfos isometricamente por meio da relagao
de dualidade

o0
b= (b;)52) € loo — 01 € (£1)', @u((a;)52,) = Zajbj para toda (a;);2, € ;.
j=1
Demonstrac¢ao. Veja [7, Proposi¢ao 4.2.1]. O
Proposicao 1.18. Para todo espaco normado E, o operador linear
Jp: E— E", Jp(z)(p) = p(x) para todosz € E ep € F',
¢ uma isometria, chamado de mergulho canonico de E em E”.
Demonstragao. Veja [7, Proposigao 4.3.1]. O

Definigao 1.19. Um espago normado E é dito reflexivo se o mergulho canonico Jp: E — E”
for sobrejetor, ou seja, Jgp(FE) = E”. Neste caso, Jg é um isomorfismo isométrico.

Proposicao 1.20. Sejam E e F espagos normados e u € L(E; F'). Entao u” é uma extensdao
de u a E" no sentido de que u” o Jg = Jp ou. Em particular, u” o Jp(E) C Jp(F).

Demonstragao. Veja [14, Proposicao 3.1.5]. O

Teorema 1.21 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespaco de um espago normado E
sobre K e seja p: G — K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear
continuo o: E — K cuga restricao a G coincide com ¢ e ||| = ||¢||-

Demonstragao. Veja [7, Coroldrio 3.1.3]. O



Proposigao 1.22. Sejam E um espaco normado, E # {0}, e x € E. Entdo

2] = sup{lp(x)] : ¢ € E' ellgll <1} = max{|p(z)| : p € E' e|lo| = 1}.
Demonstracao. Veja [7, Corolario 3.1.5]. O
Proposicao 1.23. Dado E um espago normado, entao (Jg) o Jg = idg:.

Demonstra¢ao. Dado ¢ € E’, para todo x € F temos

(Je) o Je () (@) = (Je) (Je () (z) = Jer (@) (Je(x)) = Je(2)(@) = (),

dai, (Jg) o Jg/(p) = ¢ = idp(p) implicando (Jg) o Jp = idp:. O
o

Defini¢ao 1.24. Seja (z,,)22; uma sequéncia no espago normado E. Diz-se que a série Y x,:
n=1

[e.e]
n
(a) converge para x € E se a sequéncia das somas parciais | Y z; converge para x. Neste
=1 n=1
o0
Caso escrevemos » | T = &.
n=1

o0
(b) é absolutamente convergente se Y ||x,|| < +oo.
n=1

o0
(c) é incondicionalmente convergente se a série ) x,m) é convergente, qualquer que seja a
n=1

permutacao (fungao bijetora) o: N — N.

Proposicao 1.25. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um espaco normado E.
(a) Toda série absolutamente convergente em E € incondicionalmente convergente.

(b) Toda série absolutamente convergente em E € convergente.

(c) E € um espago de Banach.

Demonstragao. Veja [7, Proposigao 10.1.4]. O

Defini¢ao 1.26. A topologia fraca de um espago normado F, denotada por o(E, E') ou w, é a
topologia gerada, no sentido de [7, Definigao 6.1.2], pelos funcionais lineares continuos ¢ € E'.

Quando uma sequéncia (z,,)52, convergir para x € E na topologia fraca de F, denotaremos
este fato por ¥, — x e diremos que (7,)°%, converge fracamente para x. Denotaremos o
fecho de um conjunto A C E em relagao & topologia fraca por A”. Se um subconjunto K C E
for compacto em relacao a topologia fraca de F, diremos que K é fracamente compacto ou w-
compacto em E. De forma andloga, a partir de agora sempre que utilizarmos as palavras fraca e

fracamente estaremos nos referindo a topologia fraca do espago no qual estivermos trabalhando.

Proposicao 1.27. Seja E um espago normado. Entao:

(a) Dada (x,)2, uma sequéncia em E, entdo x,, — x se, e somente se, p(x,) — ©(z) para
todo p € E'.

(b) A topologia fraca o(E; E') é de Hausdorff.

(c) Se x, — x em E, entdo x, — x

Demonstracao. Veja [7, Teorema 6.2.2 e Corolario 6.2.3]. O

Usaremos a notagao w-w-continuo para indicar que um operador u: £ — F' ¢é continuo
nas topologias fracas dos espacos normados E e F', respectivamente.

No dual topolégico E' de um espaco normado F, além da topologia da norma e da topologia
fraca, podemos definir uma terceira topologia, apresentada a seguir.



Definicao 1.28. Seja E' um espaco normado. A topologia fraca-estrela em E’, denotada por
o(E', E) ou w*, é a topologia gerada, no sentido de [7, Defini¢ao 6.1.2], pelas fung¢oes perten-
centes ao conjunto Jg(E) = {Jg(x) : x € E}, isto é, pelas fungoes ¢ € E' — Jg(x)(p) =
o(z) € K, onde x € E.

Quando uma sequéncia (¢,)5%; convergir para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela de E’,

o0

denotaremos este fato por ¢, — ¢ e diremos que (¢,)>,

converge fraca-estrela para ¢. O

fecho de um conjunto A C E’ em relacao a topologia fraca-estrela sera denotado por av
Se um subconjunto K C E’ for compacto em relacao a topologia fraca-estrela de E’, diremos
que K é fraca-estrela compacto ou w*-compacto em E’. De forma andloga, a partir de agora
sempre que utilizarmos a palavra fraca-estrela estaremos nos referindo a topologia fraca-estrela
do espaco dual no qual estivermos trabalhando.

Proposicao 1.29. Seja E um espaco normado. Entao:

(a) Dada (¢,)32, uma sequéncia em E', entao ¢, %y o se, e somente se, on(x) — () para
todo x € I.
(b) A topologia fraca-estrela o(E'; E) € de Hausdorff.

(c) Se o, — ¢ em E', entio ¢, RN ©.
Demonstragao. Veja [7, Teorema 6.3.2, Proposicao 6.3.3]. O

Segue facilmente do item (a) da proposigao acima que se ¢, AN ¢ em FE'| entao toda
subsequéncia de (p,,)2°, converge para ¢ na topologia fraca-estrela. A notagao w*-w*-continuo
sera usada para indicar que um operador u: E' — F’ é continuo nas topologias fraca-estrela
de E' e F’, respectivamente, e as notacoes w-w*-continuo e w*-w-continuo seguem a mesma
ideia.

Proposigao 1.30. Sejam E,F € BAN e T € L(F';E'). O operador T ¢é w*-w*-continuo se,
e somente se, existe u € L(E; F) tal que v/ =T.

Demonstracao. Veja [14, Lema 3.1.7]. O

Definigao 1.31. Dado um espaco dual E’ de um certo espago normado FE, dizemos que o
conjunto A C E' é sequencialmente w*-compacto se toda sequéncia (¢,)5; C A possui sub-
sequéncia w*-convergente para algum elemento de A.

Proposicao 1.32 (Teorema de Josefson-Nissenzweig). Todo espaco de Banach dual de di-

mensdo infinita admite uma sequéncia (x,)>, tal que x, 0 e |zn|| = 1 para todo n € N.
Demonstragao. Veja [8, Capitulo XII]. O

Defini¢ao 1.33. Um espaco normado E tem a propriedade de Schur (ou E é um espaco de
Schur) se todas as sequéncias fracamente convergentes em E sdo convergentes em norma.

Um estudo detalhado da propriedade de Schur pode ser encontrado em [10].

Teorema 1.34 (Teorema de Schur). Em ¢, uma sequéncia converge fracamente se, e somente
se, converge na topologia da norma.

Demonstracao. Veja [7, Teorema 6.2.12]. O

Defini¢cao 1.35. Uma sequéncia (z,)2%, em um espago normado E é fracamente de Cauchy
se para todo ¢ € E’ a sequéncia (¢(x,))5%, for de Cauchy (ou, equivalentemente, convergente)
em K.



Proposicao 1.36. Dado E um espaco de Banach, entao E ¢ um espaco de Schur se, e somente
se, toda sequéncia fracamente de Cauchy em E é convergente.

Demonstracao. Veja [10, Teorema 2.1.8]. O

Teorema 1.37 (Teorema de Goldstine). Seja E um espago de Banach. Entio Jg(Bg) € denso
em Bgn na topologia fraca-estrela o(E"; E') de E".

Demonstracao. Veja [7, Teorema 8.4.7]. O

Definicao 1.38. Sejam E e [ espagos normados. Diremos que o espago F contém uma copia
isomorfa do espago F se existe um subespago vetorial G de E topologicamente isomorfo a F'.

O resultado a seguir é muito usado na teoria dos operadores absolutamente somantes, mas
sua demonstracao nao é ficil de ser encontrada. Por isso apresentaremos uma demonstragao.

Lema 1.39. Sep>1 e F € BAN, entdo

sup Z |y” y] |p = Sup Z |y]

y”EBFu .

para todos m € N ey, ...,y € F'.

Demonstracao. De imediato,
sup Zlyj P = sup ZIJF V()P < sup Zly” Al
yeB P y"€Bpn =1

Para a desigualdade contréria, sejam m € N, ¢i,...,y,. € F' ey’ € Bps. Pelo Teorema de
Golsdstine (Teorema 1.37) sabemos que Bp» = Jr(Br) . Dal, existe uma rede (ya)ac; C Br
de modo que Jp(y,) — y". Logo,

2 (Ya) = Jr(a)(z) — " (2)

para todo 2z’ € F’, em particular,

Yi(We) = Jr(ya) () — " (¥})

para j = 1,...,m. Como as fungoes médulo e poténcia sao continuas e o limite da soma de um
numero finito de redes convergentes ¢é igual a soma dos limites das redes, temos

Z 1Y) (ya) P = Z | Tr(ya) ()P Z " (y;) P

Com isso,

Z (W))I? € {Zlyj )P yEBF}

o que implica que

Z| (v |p<sup{2|yj )P yEBF}—sup{Zh/J )P yEBF}
J=1

7j=1

Portanto,

sup Zly” y)I < sup Z!y] ’,

”EBF// j=1

e temos a igualdade desejada. O
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Usaremos agora o lema que acabamos de demonstrar para provar igualdades que serao
usadas mais adiante.

Proposigao 1.40. Sep>1,neNekF,,...,E, F € BAN, entao

m
sup > |24 (w1;) -l (wg) -y ()P = sup ZI% 1) T(@ng) ¥ W)
zgeBE; =1 azEBE/ =1
y"lEBF/// EBF’

para todosm €N, x;; € By eyj € " comi=1,....nej=1,...,m

Demonstragao. Dados m € N, z;,; € E; ey’ € F" comi=1,...,nej=1,...,m, temos
sup Z |21 (21,5) - (n ) - 4" (y7)I" = sup sup Z |25 (21) -~ 2 (@) - " ()N
T; EBE/ j=1 zi€By / y""€Bpm =1
y”’EB "
m
= sup  sup Y |y (¢4 (w1y) el (@) - ) 1P
x;eBEé y”’EBFm j=1
m
©)
= sup sup »_|(@(w1;) - (wny) - Y)W
CIZQEBE; y' €EBpy =1
m
= sup sup Y [ei(wy) @ (@) -y ()P
@ €Bp ¥'E€Bp 524
= sup Z |2 (@1,5) - - 2 (2 g) 'y;'/(y/”p?
! GBE/ j=1
Yy GBF/
onde a igualdade (*) segue do Lema 1.39. O

Proposi¢ao 1.41. Sep>1,ne N e E,F € BAN, entdo

sup Z]m z;)" -y (yi)IP = sup Z|m )"yl (y)]P

x EBE/ j=1 x EBE/ =1
y" €Bpm y'€Bpy
para todosm €N, x; € E eyj € [ com j=1,.
Demonstragio. Dados m € N, x; € Eey; € F” com j=1,...,m, temos
m
/// p_ I NP, o () Y|P
sup E 2/ ()" y" ()P = sup  sup > el ()" -y (y))]
T EBE/ j=1 ' €Bpr y'""€Bpm =1
y”’eB "
m

— sup sup > |y (@ (z)" - )P

x'€Bpr y'""€Bpm j=1
m
(%)
= sup sup »_|(2'(z;)" - )W)
x'€Bgy y'€Bps =1
m

= sup sup Z |2 ()" - yi (V)P
x€Bp y'€Bp =1
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m
= sup Y|/ (x)" -y (W),
x/EBEl j=1
yIGBF/

onde a igualdade (*) segue do Lema 1.39. O

Teorema 1.42 (Teorema de Eberlein-Smulian). Um subconjunto K de um espago de Banach
€ fracamente compacto se, e somente se, toda sequéncia em K admite subsequéncia fracamente
convergente em K.

Demonstragao. Veja [8, Capitulo II1]. O

Teorema 1.43 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Para todo espago normado E, a bola
Bp: ¢é compacta na topologia fraca-estrela w* de E'.

Demonstragao. Veja [7, Teorema 6.3.9]. O

Corolario 1.44. Dados um espaco normado E e A um subconjunto limitado de E', entao A
€ w*-compacto.
Demonstracao. Com efeito, dado A C E’ limitado entao existe um conveniente escalar A > 0
tal que AC )\BE/ Dai,

A" CABg" =\Bg .

*

Pelo Teorema 1.43, ABp/ é w*-compacto, pois Bp é w*-compacto, visto que B é w*-
compacto e w* é Hausdorff. Segue que By é w*-fechado, ou seja, By = B . Portanto, A"
é um w*-fechado dentro de um w*-compacto, donde segue A é w*-compacto. O

1.2 Ideais de operadores lineares

Relembre que um operador linear u: U — V entre os espacos vetoriais U e V' tem posto finito
se sua imagem tem dimensao finita. Ao longo da dissertacao denotaremos a imagem de um
conjunto U por uma aplicagao u por Im(U).

Definicao 1.45. Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe de todos os operadores
lineares continuos entre espagos de Banach tal que para quaisquer espagos de Banach F e F,
as componentes

I(E;F):=L(E;F)NT
satisfazem:
(1) Z(E; F) é um subespaco vetorial de L(F; F') que contém os operadores lineares continuos
de posto finito.
(2) A propriedade de ideal: se v € L(G; E), u € Z(E;F) et € L(F;H) sendo G, H € BAN,,
entdo touowv € Z(G; H).

Além disso, se existe uma funcao || - ||z: Z — [0, 4+00) satisfazendo:
(a) A fungéo || - ||z restrita & componente Z(E; F') é uma norma para todos espagos de Banach
EelPF.

(b) O operador idg : K — K, dado por idg(\) = A, é tal que ||idk||z = 1.
(c)Seve LGy E),ucZ(E;F)ete L(F; H) entao

[touovlz <[t} fullz - flll,

dizemos que (Z,|| - ||z) é um ideal normado de operadores lineares. Se todas as componentes
Z(FE; F) sao subespagos normados completos relativamente a norma |||z, dizemos que (Z, ||-||z)
é um ideal de Banach de operadores lineares. E ainda, dizemos que o ideal Z é um ideal fechado
se todas as componentes Z(E; F') sdo subespagos fechados de L(E; F') em relacao a norma usual
ou do sup.
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Proposicao 1.46. Dados E,F € BAN e (Z,|| - ||z) wm ideal normado de operadores lineares,
entao ||u|| < ||ul|z para todo u € Z(E; F).

Demonstracao. Veja [14, Proposicao 2.1.4(a)]. O

Defini¢ao 1.47. Seja (Z, || - ||z) um ideal normado de operadores lineares. Dado u € L(E; F),
dizemos que u € Z™(E; F) se ' € Z(F'; E'), e neste caso definimos

[l = [|u']|z-
Proposicao 1.48. Se (Z,|| - ||z) € um ideal normado (Banach) de operadores lineares, entao
(4t || - || zawar) € um ideal normado (Banach) de operadores lineares.
Demonstracao. Veja |14, Teoremas 3.2.1, 3.2.3 e 3.2.4]. O
¢ d ) )

Proposicao 1.49. Dados (Z,] - ||lz) e (T, - ||7) ideais normados (Banach) de operadores
lineares, definindo

INJ(E;F)={u€e L(E;F):ueZ(E;F)euc J(E;F)},

[ullzng = max{[jullz, [lu]l},
entao (ZNJT, |- |lzng) € um ideal normado (Banach) de operadores lineares.
Demonstracao. Dados E, F € BAN, da definicao de ideal normado de operadores lineares os
unicos itens que nao sao imediatos sdo que a funcao || - ||zns ¢ uma norma em ZN J(E; F) e a
desigualdade de ideal. Verificaremos esses dois pontos.
(D) || - llzng ¢ wma norma em ZN J(E; F):
(i) Obviamente, se u € Z N J(E; F) entao ||u|lzny > 0. Como 0 € ZN J(E; F), temos
I0|lzn7 = 0. Dado w € ZNJ(E; F) tal que ||u||zns = 0, temos ||ul|z = ||ul|7 = 0, 0 que implica
que u = 0.
(ii) Dados A € Keu e INJ(E; F) temos
[Aullzng = max {[|Aullz, [|xull s} = max {|A] - [Jullz, |A] - [Jull 7} = [A] - max {{Jullz, [Jull7}
= [Al- llullzng
(iii) Dados u,v € ZN J(E; F) temos
[u+vllzng = max {{lu + |z, [[u + vl 7} < max {[|ullz + Jvllz, [[u]l7 + [[v]l7}
< max {[[ul|z, [|ull 7} + max {[|v]|z, [[v]| 7} = [[ullzng + [Jv]lzns-

(IT) Dados G, H € BAN,v € L(G;E),u ¢ INJ(E;F) et € L(F; H) sabemos que touowv €
INJ(G; H) e ainda

[t o uov|zmg =max{[[toucwvlz, ||t owov| s} <max{|lt]l - llullz - [[oll, [1£]l - llulls - loll}
= [t - max {|[ullz, [lull 7} - lo]l = [[£]] - [[ellzng - [[2]-
Para a completude de || - ||zny em ZNJ(E; F) quando || - ||z é completa em Z(E; F) e ||- |7
é completa em J(E; F), seja (u;)52, C ZNJ(F; F) uma sequéncia tal que i lu;llzng < +oo.
Disso segue que (u;)32, C Z(E; F), (u;)32, C J(E; F), -

(o.0) (o) (o.0) o
D lullr <D llusllzng < 400 e Y llujlly <Y lusllzng < +oo.
J=1 j=1 j=1 j=1
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Pela Proposi¢ao 1.25 existem u € Z(E; F) e v € J(E; F) tais que
J , J ,
> up s uem (B F), || -lz) e Y ug = vem (J(E;F), | |g).
k=1

k=1

Pela Proposicao 1.46,

J ) J )
Zuk%u e Zukiwu em (L(E;F),|-]).
k=1 k=1
Portanto, u =v € ZNJ(F; F) e, além disso,

J J
Zuk—u :max{ Zuk—u }40,
k=1 ng k=1 J

ouseja, y uj =u€ZINJ(E;F)e dai,  ZNI(E;F),| - |lzng) é completo, novamente pela
i=1
Proposicao 1.25. O

J
E Up — U
k=1

’
A

O leitor podera encontrar mais informagoes, exemplos e resultados sobre ideais de operadores
no trabalho de dissertagao [14].



Capitulo 2

Ideais de operadores multilineares e
polinomios homogéneos

Neste capitulo apresentamos definiges e resultados, geralmente sem demonstra¢ao (mas com
referéncias para as demonstragoes), referentes aos operadores multilineares e polinémios ho-
mogéneos, tendo como referéncias principais os trabalhos de dissertagao [18] e [1]. Tais conceitos
podem ser considerados como o primeiro passo rumo a Anélise Funcional nao linear.

No capitulo anterior citamos a teoria abstrata de ideais de operadores lineares, e, em 1983, o
proprio Pietsch generalizou o conceito de ideais de operadores para operadores multilineares, ¢
tal ideia pode ser imediatamente adaptada para polinomios homogéneos. Neste sentido, também
apresentaremos defini¢oes e resultados, com demonstracoes na maioria dos casos, salvo aqueles
que sao encontrados na literatura com certa facilidade, para ideais de operadores multilineares
e polindmios homogéneos. Neste ponto, as principais referéncias utilizadas foram [9] e [4].

E ainda, além de todo contetido desenvolvido, chamamos atencao para a Observacao 2.59
que é uma pergunta que nos surgiu de forma natural no desenvolvimento do trabalho e acabou
se mostrando um problema em aberto.

2.1 Operadores multilineares

Definicao 2.1. Sejam n € N, Uy,...,U, e V espagos vetoriais sobre o corpo K, onde K = R
ou K = C. Dizemos que um operador A: Uy X --- x U, — V é n-linear ou multilinear se é
linear em cada uma das varidveis, ou seja,

Alxy, o A e+ al, o xy) = ANz, gy x) A, 2l )

para quaisquer z;, x; € U;comi=1,...,ne A € K. Se V =K, dizemos que A é um funcional
n-linear ou multilinear.

O conjunto de todos os operadores n-lineares de Uy x --- x U, em V é denotado por
L(Uy,...,Uy,; V). E fécil verificar que as operacoes de adigao e multiplicagao por escalar usuais
de aplicagoes fazem de L(Uy,...,U,; V) um espago vetorial sobre o corpo K.

Exemplo 2.2. Sejam n € N, Uy,...,U, e V espacos vetoriais, p; € Uf,...,p, € U ebe V.
O operador

AU x - x U, —V, (x1,...,2,) —> A(x1, ..., 2,) = @1(1) - pu(Tp) - b,

¢é claramente n-linear. Uma combinacao linear finita de operadores n-lineares deste tipo é
chamada de operador n-linear de tipo finito. A forma geral de um operador n-linear de tipo

14
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finito de Uy x ... x U, em V ¢é entao

k

A($1> s 7zn) = Z@%(zl) T gafz(xn) ’ bj

7j=1
sendogofGUZ-*ebjGVparaz':L...,nej:l,...?k:comkEN.

Denotaremos por L¢(Uy,...,U,; V) o conjunto de todos os operadores n-lineares de tipo
finito de Uy x --- x U, em V. Por sua prépria defini¢do, é claro que L;(Uy,..., Uy V) é
subespago vetorial de L(Uy, ..., U,; V).

Nosso préximo exemplo mostra que em dimensao finita todos os operadores multilineares
sao de tipo finito.

Exemplo 2.3. Sejam n € N, Uy,...,U, espacos vetoriais de dimensao finita e V um espago
vetorial. Entao
L(Uy,...,Upy V)= Le(Uy,..., Uy V).

A demonstragao segue facilmente considerando bases algébricas (de Hamel) dos espagos Uy, ..
U, (veja, por exemplo, [18, Exemplo 1.3]).

*

Agora, se algum dos espacos vetoriais que constituem o produto cartesiano dominio tiver
dimensao infinita, existem operadores multilineares que nao sao de tipo finito. Isso é o que diz
o exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. Sejam n € N, Uy, ..., U, espacos vetoriais e ¢1 € U, ..., p,—1 € U}_; funcio-
nais lineares nao nulos. Defina

A: Uy X - x Uy, — Uy, (21, .., 20) — Az, x0) = p1(21) - o1 (n1) - Xy

Entao A € L(Uy,...,U,;Uy), e se dim(U,)= +o0, entdao A ¢ L¢(Uy,...,Uy;U,) (veja, por
exemplo, [18, Exemplo 1.4]).

Até o momento, estudamos os operadores multilineares entre espacos vetoriais do ponto
de vista algébrico. Quando os espacgos envolvidos sdo espagos normados, faz sentido e é til
distinguir dentro do conjunto dos operadores multilineares aqueles que sao continuos, e esse é
0 N0SsO proximo passo.

Dadosn € N, Fy,..., E, e I' espagos normados, considerando em F; X - - X E,, qualquer uma
das trés normas equivalentes apresentadas na Definicao 1.6, podemos considerar os operadores
multilineares de Fy x- - - X E,, em F’ que sao continuos. No proximo resultado vamos caracteriza-
los.

Proposicao 2.5. Sejam n € N, Ey,...,E, e F espacos normados. Para cada operador
A€ L(Ey,...,E,; F), as afirmagoes sequintes sao equivalentes.

(a) A € continuo.

(b) A é continuo na origem.

(¢) Existe uma constante ¢ > 0 tal que || A(x1, ..., z,)|| < c||lz1] - - - ||zn|| para todo (x4, ..., x,) €
Ei x---xE,.

(d) |A]| == sup {||A(21,...,2zn)| : 23 € Bg, paratodoj=1,...,n} < +o0.

Demonstragao. Veja [18, Proposigao 2.7]. O
Proposicao 2.6. Sejamn € N, E, ..., E, e F espacos normados. Considere o operador mul-
tilinear continuo A: By x --- x E, — F.

(a) |A(z1, ... zn)l| < JJA|| - |21 - -« ||zn|| para todo (x4, ..., 2,) € By X -+ X E,,.

(b) |A]| = inf{c > 0:||A(x1,...,x,)|| < c-||z1]| - - - [|zn|| para todo (x4, ... ,2,) € By X -+ x E,}.
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Demonstracao. Veja [18, Proposicao 2.8]. O
Definicao 2.7. Sejam n € N, F,,..., E, e F espacos normados. Denotaremos o conjunto dos
operadores multilineares continuos de Ey X -+ x E,, em F por L(E1,...,E,;F). Se By = -+ =

E, = E escrevemos L("E; F).

Proposicao 2.8. Sejam n € N, E1,..., E, e F espacos normados.

(a) L(E,...,Ey; F) € espago vetorial sobre K.

(b) A fungciao A— ||A|| € uma norma em L(E, ..., E,; F).

(c) Se F ¢ espaco de Banach, entio L(Ey,...,E,;F) com a norma do item (b) também ¢é
espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [18; Proposigoes 2.10 e 2.11]. O

Exemplo 2.9. Sejam n € N, Fy, ..., F, e F espacos normados. Considere ¢, € Ef,..., ¢, €
E! e b e F. Defina

g01®"'®g0n®biE1X"'XEnHF
(T1,. ) — (1 ® - R @ D) (21, ..., T0) = @1(x1) -+ @n(xy) - b.

De acordo com [18; Exemplo 2.14], p1 ® -+ ® o, b € L(Ey,..., B F) e

lpr & - @ pn @bl = llpall -+~ llonll - 10

Definigao 2.10. Denotaremos por L;(E, ..., E,; F) o subespaco vetorial de L(E\, ..., E,; F)
gerado pelos operadores do tipo que acabamos de apresentar, isto €,

Li(Ey,.... B F)=[p1® - R0, @b:p; € Ejparaj=1,...,nebc FJ.

Os elementos de L(Ey, ..., E,; F) sdo chamados de operadores multilineares continuos de tipo
finito.

Proposicao 2.11. Sejam E, ..., E, espagos normados. Considere p; € E{,...,on_1 € E/_,
com p; #0 para j=1,...,n—1. Defina

A Ey x---xFE, 1 xFE,— FE,

(T15e s T, Tn) > A1, Tty Tn) = 01(21) -+ Pt (Tne1) - Ty
entio A€ L(Ey,...,Ey E,) e A¢ Li(Er,... By Ey).
Demonstragao. Veja [18, Exemplo 2.16]. O

Apresentaremos um exemplo que nos possibilitara criar varios operadores multilineares
continuos que nao sao de tipo finito, para tanto precisaremos do resultado a seguir.

Proposicao 2.12. Sejam n € N, s,r,...,r, € (0,400] tais que % = % + o+ % Se
()32 € lryy oo, (E))32 € Ly, entdo (& ---E1)52, € Ly e, além disso,

&5 -+ €520 lls < N5 Zallry -+ IH(EF )52l
Essa desigualdade é conhecida como desigualdade generalizada de Holder para sequéncias.

Demonstragao. Veja [2, Teorema 1.1]. O
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Exemplo 2.13. Sejamn € N, r{,...,r, e s nlimeros reais nas condi¢oes da proposi¢ao anterior.
A proposicao garante que o operador

A: em X X grn — es; ((531);.;17 . (fn)gool) — A ((5 )g 15 (Sn)gool) - (5]1 5;1)]00;17

estd bem definido. Vejamos que A € L(C,,, ..., 4. 0s), ||A|l =1 e A nao é de tipo finito. De
fato o operador A é multilinear, pois

A((Sjl)J 1 (52)0014‘/\(%)3 177(5?)]001) :A((Sgl)]oob ,(5;"')\77;)]0.;177(&?);11)
= (&GN &) = (GG A e )
= A€ (€20 (E€)32) F A AR ()0, (€)320)

para todos A € K e ({;);"’:1, (77;);";1 € l,, comi=1,...,n. Da desigualdade generalizada de
Holder para sequéncias,

lA (- €zl = ||,

<1-|lEsall,, - Il

sempre que (€)%, € £, com i = 1,...,n. Logo, A é continuo e [|A|| < 1. Considere e' =
(1,0,0,...) o vetor canénico pertencente al, comi=1,...,n. Temos |||, =1e

A el = lle'l], =

logo, [|A]| = 1. Seja d;;, com i, j € N, o delta de Kronocker, isto é, 0;; =0se i # j e d;; =1 se

i = j. Supondo que A seja de tipo finito, existem p € N | o¥ € (¢,,),..., 0% € (£,.,) e b, € {4
P

com k=1,...,p, tais que A = > pF ®--- @ p* @ b,. Neste caso, Im(A) C [by,...,b,] C L.
k=1

Mas, veja que os vetores canonicos e’ = (%)%, = (0;;)32, pertencem a Im(A) para todo i € N.

Com maior razao, €' € £, N---N{, e

A, ) = (0 0i5)52 = (07)52, = (6:)32, = €.

Portanto, Im(A) contém um subconjunto linearmente independente infinito, a saber, {e¢’ : i €
N}, o que é absurdo visto que Im(A) estaria contido em [by,...,b,]. Logo, A nao pode ser de
tipo finito, completando o raciocinio.

Definigao 2.14. Sejam E e F espagos normados e n € N. Um operador multilinear A €
L("E; F) é dito simétrico se

Az, .. 2n) = AZeq), - - Ton))

n , . ~
para todos (z1,...,x,) € Ex --- XE e g € S,, onde S,, é o conjunto das permutagoes dos n
primeiros nimeros naturais.

Os conjuntos dos operadores multilineares simétricos e dos operadores multilineares simétricos
continuos sdo denotados por L*("E;F) e L5("F;F), respectivamente. Mais ainda, nao é
dificil verificar que os conjuntos L*("E; F) e L3("E; I') sdo subespagos vetoriais de L("E; F') e
L("E; F), pela ordem.

Dados m,n € N e A € L("E;F), entdo para cada (z1,...,2,) € E™ e cada o =

(a1,..., ) € NJ' com |a] = a; + -+ + a;;, = n, usaremos a notagao
(]/
Azt rapm = ATy, o Ty o Ty e ey T
—_——— N
a1 Qm,

para todo n > 1.



18

Proposicao 2.15. Sejam E e F espagos normados e n € N. Para cada A € L("E; F) defina
A% por
1
As(xh S 7xn) = ﬁ Z A(x0(1)7 . ,xﬂ(n))

UGSTL

para todo (x1,...,x,) € E™. Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas.
(a) A* € L*("E; F).

(b) A* = A se, e somente se, A € L*("E; F).

(c) (A7)* = A

(d) O operador s: L("E; F) — L*("E; F) definido por s(A) = A® é linear.
(e) Se x € E, entdo Az" = A(z,.".,x) = A%(x,.".,x) = A%z".

Demonstragao. Veja [1, Proposi¢ao 1.1.6]. O

Proposicao 2.16. Sejam E, F espagos vetoriais, n € N e A € L*("F; F). Entao para todos
o, X1,...,Ty € E temos a formula

1
A(Qf], s 7',“1:71) = nl.on Z €1 'EnA(zO +ery+-0 + Enzn)n7
’ €j=:|:1

que € denominada formula de polarizacao.
Demonstracao. Veja [12, paginas 6-7]. O
Corolario 2.17. Se A, B € L*("E; F) sao tais que Az™ = Bz" para todo x € E, entdo A = B.

Demonstracao. Com efeito, pela formula de polarizacao, dois operadores simétricos que coin-
cidem nos elementos da diagonal sao iguais. O

Definigao 2.18. Sejam n € N, Ey,.... E,,G1,...,G,,F,H € BAN, A € L(Ey,...,E;F),
te L(F;H) euj € L(Gy; Ej) para j = 1,...,n. Definimos o operador

toAo(uy,...,up): Gy x -+ x G, — H

por
(toAo(uy,...,un)) (@1, .. ,xn) = t(A(ur(z1), ..., un(zn))),

para todo (x1,...,x,) € Gy X -+ X G,,.

Proposicao 2.19. O operador t o Ao (uq,...,u,) definido acima € multilinear, continuo e
[to Ao (uy, ..., un)l| < (|2l - A - el - - [lunl].

Demonstracao. Como os operadores t,uy, ..., u, sao lineares e A é multilinear verifica-se facil-
mente que to Ao (uq,...,u,) é multilinear. Mais ainda, para todo (x1,...,x,) € Gy X -+ X Gy,

|(to Ao (uy,...,un)) (@1, ..., z0)|| = [[E(A(ur(z1), - . s un(z2)]|
< Il - A ua (1), - -+ 5 tn(20)) |

< il ITAN - flua ()l - -+ [[un(@n) |
< - AL ffull - funll - @l -« ]l
Logo, o operador A é continuo, e ainda,
[to Ao (ur,. .., un)|| < [t - JA[ - fluall -+ - [Junl]-
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Proposicao 2.20. Dados m,n € N, Ey,...,E,., e I espacos vetoriais sobre o corpo K,
constdere o operador

O: LBy, ..., Epyn; F) — L(Ey, ..., Eny L(Eyia, oo By F))y, A— O(A) = A
onde

A: By X oo X By — L(Epsty oy By F), (@1, @) — Az, ..., 2m),

€ definido por

A1, yxn): By X oo X By — F (Taty - oy Tian) ——> A(T1, 00 Ty e oo Tanan) -
Entao:
(a) O operador ® ¢ um isomorfismo algébrico entre os espagos vetoriais L(Ey, ..., Epnin; F) e
LBy, ... By LBt oy Eyyins F)).
(b) Se By, ..., Epniy e F sao espacos normados, entao o isomorfismo ® do item (a) induz um

isomorfismo isométrico entre L(Fy, ..., Epyn; F) e L(E1, ..., Eny L(Emity oo Egn; F)).
Demonstragao. Veja [18, Proposi¢ao 2.12]. O

Corolario 2.21. Usando a notacio .. para indicar que a i-ésima coordenada nao estd envol-
vida, para t=1,...,n, o operador

I;: L(Ey,...,E,;F) — L(E; L(Ey, 1B, F)),

dado por
L;(A)(x;) (2, AU Tn) = A(T1, ..., T0),

¢ um isomorfismo isométrico. Se A € L(Ey,...,Ey; F) € simétrica, entio I,(A) = Iy(A) =
- =1I,(A), e neste caso escrevemos I(A) ao invés de I;(A). Para o caso n =1 fazer sentido
definimos L(°E; F) = F e neste caso I ¢ a aplicacao identidade em L(E; F).

Demonstracao. Veja [4]. O

2.2 Polin6mios homogéneos

Para cada n € N, a funcao
P K— K| p,(A) = A",

esta bem definida e satisfaz a condicao
pn(Aa) = A"py,(a0) para todos a, A € K.

Por causa dessa ultima igualdade, essa funcao é chamada de polinomio n-homogéneo. E
claro que, ao substituirmos K por um espacgo vetorial sobre K, essa funcao nao mais estda bem
definida. Para suprir a falta deste tipo de funcoes entre espagos vetoriais, consideramos a
seguinte defini¢ao:

Definicao 2.22. Sejam FE, F' espacos vetoriais sobre K e n € N. Uma aplicacao P: F —»
F' é denominada um polinomio n-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau n se existir
um operador A € L("E;F) de modo que P(x) = Az" para todo z em E. Quando nao
houver duvidas de qual indice n estamos trabalhando, falaremos polindomio homogéneo ou,
simplesmente, polinomio.
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Note que, para todos A € Kez € E,
P(\x) = A(Ax,...,\x) = \"A(x, ..., x) = \"P(x),

o que justifica o nome de polinomio n-homogéneo dado a esses operadores.

Note também que os polinomios 1-homogéneos sao exatamente os operadores lineares.

E facil ver que o conjunto constituido pelos polinomios n-homogéneos P: E — F é um
espaco vetorial sobre K com as operacoes usuais de aplicacoes. Denotaremos esse espago por
P("E; F). Nao obstante, também ¢é imediato que o conjunto dos polinomios n-homogéneos
continuos é um subespago vetorial de P("E; F'), subespaco este que sera denotado por P("E; F').

Definigao 2.23. Para cada P € P("E; F’), definamos
I1P| == sup {|| P(2)] : x € B}

Esse ntimero associado a P serda chamado de norma de P, pois mais tarde provaremos que sob
determinadas condigoes a relagao P — ||P|| é uma norma.

Observagao 2.24. A notagao || - || aparece tanto referente a aplicagoes multilineares quanto a
polinomios homogénecos, a situagao de cada contexto deixa claro a que se refere.

Proposicao 2.25. Sejam E, F espacos normados ¢ n € N. Para cada A € L("E; F) considere
o operador dado por

A E—F o+ Alz) = Az" = Az, .7, ).

Entdao a correspondéncia A — A induz um isomorfismo algébrico entre os espagos L*("F; F)
e P("E; F). Além disso,

n

~ n ~
AN <14 < 2 1A
Demonstrag¢ao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.2]. O

Observagao 2.26. Da Proposiciao 2.25 segue que para todo polinomio P € P("E; F) existe
um unico operador multilinear simétrico A € L¥("F; F') satisfazendo

Az" = P(x)
para todo x € E, nesse caso denotaremos P= A

No préximo resultado, vamos caracterizar os polinomios homogéneos continuos.

Proposicao 2.27. Sejam E,F espagos normados, n € N e P € P("E;F). As seguintes
condicoes sao equivalentes.

(a) P é continuo.

(b) || P[] < +o0.

(c) Existe ¢ > 0 tal que |P(x)|| < ¢ ||z||™ para todo x € E.

(d) P ¢ continuo.

Demonstragao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.7]. O

Proposicao 2.28. Sejam E, F espacos normados e n € N. Entao (P("E; F),|| - ||) € espago
normado.

Demonstragao. Veja [1, Proposigao 1.2.8]. O
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Analogamente ao caso dos operadores multilineares, dado P € P("E; F) entao ||P(x)| <
IIP|| - ||z||™ para todo z em E, e, dai, conseguimos a seguinte caracterizagdo para a norma de
um polinomio homogéneo continuo:

|P|| =1inf{c > 0:||P(x)]| <c-||z||" para todo z € E}.

Proposicao 2.29. A correspondéncia A — A definida na Proposi¢cao 2.25 induz um isomor-
fismo topoldgico entre os espagos normados L°("E; F') e P("E; F).

Demonstragao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.9]. O

Proposicao 2.30. Sejam E um espaco normado e F um espaco de Banach. Entdo o espago
normado (P("E; F),|| - ||) € um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.10]. O

Proposicao 2.31. Sejam E um espaco normado ¢ F um espago de Banach. Entao L5("E; F)
€ espaco de Banach.

Demonstracao. De fato, pela proposi¢ao anterior P("E; F) é espago de Banach e pela Pro-
posicao 2.29 ele é topologicamente isomorfo a L£°("E; F), dai, £L5("FE;F) também é com-
pleto. O

Proposicao 2.32. Sejam E, F espacos normados e m,n € N. Entao o espaco normado
P("E;P(™E; F)) contém uma cdpia isomorfa do espago normado P("t™E; F) por meio da
sequinte aplicacao:

: P("""E;, F) — P("E;P("E; F)), P—s ®(P) = P,

onde N N 5
P:FE— P(ME,F), v — P(z)(y) = Pz"y™.

Demonstragao. Veja [1, Proposigao 1.2.12]. (I
Exemplo 2.33. Dados E, I espacos normados, p € E' e b € F, definindo o operador
A E" — F (21,...,2p) — A1, .., 20) = p(x1) () - b

para todo (x1,...,x,) € E™ entdo A € L3("E;F) e a partir do operador A definimos o
polinémio homogéneo
P.:E— F, P(z)=Az"

para todo © € E, ou seja, P(x) = (¢(x))" - b para todo z € E. Como o operador A é
continuo temos P continuo, isto é, P € P("E; F). Dessa forma, dados p € N, ¢q,...,¢, € E

p
eby,...,b, € F, considerando P'(z) = ) (¢;(z))" - b; para todo x € E temos P' € P("E; F),

7j=1
pois P("E; F') é espago vetorial.

Definicao 2.34. Um polinomio como o que foi construido no exemplo anterior é chamado de
polinomio homogéneo continuo de tipo finito. O conjunto dos polinomios homogéneos continuos
de tipo finito, denotado por Ps("E; F), é subespaco vetorial de P("E; F).

Daremos agora um exemplo mostrando que nem todo polindomio homogeneo continuo ¢é de
tipo finito.
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Exemplo 2.35. A luz do que foi apresentado no Exemplo 2.13, sejam n € N e r,s € R tais
que r, s € (0,400] e r =n - s. Definimos

Pl — U/, (fj);)il — P ((53)511) = (fg A §J>Oo = (Ey)j‘;l

J=1

Tomando o operador

A: grx 2 Xer — 687 ((ggl)jilﬂ e (gn)g 1) — A ((é );)O 15+ (é;l)(;il) = (531 o 5;1)]0’;1 )
entdo A € L("(,; (), e ainda,

P ((éj);)il) =A ((éj)ﬁh R (5]);11) =A ((éj);il)n )

para todo (&;)32, € £.. Logo, P é um polindmio homogéneo continuo, isto é, P € P("(,;{,).

Supondo que P seja de tipo finito, existem p € N, ¢, € ({.) e by € l, com k = 1,...,p
p

satisfazendo P(z) = Y (¢r(2))" - b para todo x € {,. Com isso, Im(P)C [by,...,b,] C Ls.
k=1

Veja que os vetores canonicos €' = (0;;)52, pertencem a Im(P) para todo i € N. Com efeito,

e el e

Y= (0t 0y) T = (00T, = @), = ¢
P(e') = (Oz’j z‘j)jzl = (05) =, = (0)52, =¢".
Logo, Im(P) nao pode estar contido em um espago de dimensao finita pois contém {e' : i € N},
que é um conjunto linearmente independente e infinito. Portanto, P nao é de tipo finito. Mais
ainda, de

HP 5] j= 1 H 53 5] 1H <1 H(fj);; . i ’(fj);‘;lur

para todo ()52, € £, temos ||P|| < 1. Considerando o vetor canonico ¢’ = (1,0,0,...), entao
lefll, =Te | |
1@, =[], = 1.

Dali, ||P|| = 1, ou seja, P é um polinémio que nao é de tipo finito e tem norma 1.

Definigao 2.36. Sejamn € N, G, E,F,H € BAN,P € P("E;F),u€ L(G;E)ete L(F;H).
Definimos o operador

toPou:G— H, v — (to Pou)(x) =t(P(u(z))).

Proposicao 2.37. O operador t o P o u definido acima € um polinomio homogéneo continuo
com ||t o Poull < [[t] - |12 - [|ul".

Demonstra¢ao. Como P € P("E; F) existe A € L("E; F) de modo que A = P. Pela Pro-

posi¢ao 2.19, o operador t o A o (u,.".,u) é multilinear e continuo. Vejamos que (to Ao (u,.”.
,u))* =to Pou, com efeito, dado r€GQG,

(to Pou)() = H(P(u(x))) = t(A(u(x), %, u(z))) = (to Ao (u,. % u))(z, " z).
Logo, t o P o u ¢ polinobmio homogéneo continuo, e ainda,

lte Poull = sup i(te Pou)(z)] = sup [[{(P(u(@))] < sup {|fl} - [|P(u(=)]}

r€Bg z€Bg

< sup {[[t[| - [|P|l - lu(@)[["} < sup {[[¢l][ - (P[] - fJal™ - ]} = [l - (120 - ™
r€Bg zE€Bg

O
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Proposigao 2.38. Seja E um espago normado. Considere o € E' e defina
P:E—FE, v+ P(z) = ()" ! 2.
Entio P € P("E; E).
Demonstracao. Aplique a Proposicao 2.11 observando que P = A\, onde
A: Ex Y- xE —s F, (T1, o T, Tn) — A1, T, Tn) = (1) -+ - (1) - Ty
O

Proposicao 2.39. Sejamn € N, E, F' espacos normados, P € P("E; F) e G subespago vetorial
de F tal que P(E) C G. Entao, definindo

P:E— G, z— P(z) = P(z),
temos P' € P("E;G) e ||P'|| = || P

Demonstra¢ao. Como G é subespaco de F', da férmula de polarizagao (Proposigao 2.16) segue
que a imagem de P esta contida em . Podemos entao considerar o operador

A E" — G, A(xq,...,2) :]3(x17...,xn).

E claro que A é n-linear, continuo e A=p , de onde segue que P’ € P("E;G). A igualdade
das normas é 6bvia. O

2.3 Ideais de operadores multilineares

Definicao 2.40. Um ideal de operadores multilineares ou, simplesmente, um multi-ideal, é uma
subclasse M da classe de todos os operadores multilineares continuos entre espagos de Banach
sobre K tal que para todos n € N ¢ espacos de Banach Ey, ..., E,, F' as componentes

M(Ey, ..., By F):=L(Ey,..., By, F)NM

satisfazem as seguintes condigoes:

(1) M(Es, ..., E,; F) é um subespaco vetorial de L(F, ..., E,; F) que contém os operadores
n-lineares de tipo finito.

(2) A propriedade de ideal: dados A € M(Ey,...,E,; F),uj € L(Gj;Ej)comj=1,...,net €
L(F; H) para Gy,...,G, e H espagos de Banach, entao to Ao (uq,...,u,) € M(Gy,...,G,; H).

Gy x---x Gy

w1 Un,

Para cada n fixo,

M= ) M(B,... . EsF)

FEq,..., En,FEB.AN

¢é chamado de ideal de operadores n-lineares.
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Definigao 2.41. Um ideal normado (respectivamente, quasi-normado) de operadores multiline-
ares (M,]| - |lm) ou, simplesmente, um multi-ideal normado (quasi-normado), é um multi-ideal
M munido da funcéo || - ||p: M — [0, +00) tal que:

(1) ||+ || s restrita a M(FEy, ..., E,; F) é uma norma (respectivamente, quasi-norma) para quais-
quer espacos de Banach Fy, ..., F,, F e todon € N.

(2) O operador multilinear continuo de tipo finito A4, : K* — K dado por A,(A1,...,\,) =
A1 A, é tal que ||A,]|m = 1 para todo n € N.

(3) A desigualdade de ideal: se A € M(Es,...,E; F), u; € L(G;;E;) com j =1,...,n, e
t € L(F;H), entao

[to Ao (ur,. .y un)llave < [ A[we- [l - - flunll-

Ainda, se cada par (M(Ey,...,E.; F), || - [|m) é espago normado completo, entdao (M, || - [|m)
é multi-ideal de Banach (respectivamente, quasi-Banach). Além disso, M é multi-ideal fechado
se (M, || -|) é multi-ideal de Banach.

De maneira anéloga, se n € N, sob as condigoes acima, dizemos que M" é um ideal normado
ou ideal de Banach (respectivamente, quasi-normado ou quasi-Banach) de operadores n-lineares.

Observagao 2.42. Geralmente, ao invés de usarmos o simbolo M" usaremos simplesmente
M, mas o contexto deixara claro a que conceito estamos nos referindo.

Proposicao 2.43. Se M é um multi-ideal, entao M munido com a norma do sup, isto é,
(M, - 1D, € um multi-ideal normado.

Demonstragao. Verificando os itens:

(I) Como || - || é uma norma em L(Ey, ..., E,; F) para todos n € N, Ey,..., E, e F espagos de
Banach e M(Ey, ..., E,; F) é subespago de L(FEy, ..., E,; F), entao (M(E1,...,E;; F), |- )
¢é espaco normado.

(IT) Sejam n € N e A: K* — K dado por A(Ay,...,\,) = A1+ A\, Dal,

|A|| = sup |[A(A1, ..., )] = sup [A--- A = sup [N+ |\ =1
)\jGB]K )\jEBK )\jEBK
1<j<n 1<j<n 1<j<n

(III) Vimos na Proposicao 2.19 que se A € M(Ey, ..., E,; F),u; € L(G;; E;) paraj=1,...,n
et € L(F;H), entao

[to Ao (ur,. . un )| < It - [JA] - [l - - flun]l-
Logo, (M, || - ||) é multi-ideal normado. O

Proposicao 2.44. Sejam Ey, ..., E,, F € BAN ¢ (M, |- ||m) wmn muti-ideal normado. Entao
(a) ||A|l < ||A||m para todo operador A € M(Ey, ..., E,; F).
(0) o1 @ -+ ® @ @ bllae = lleall - - llpnll - [[bl] para todos o1 € B, ... o0 € By ebe F.

Demonstracao. Veja [18, Proposi¢ao 4.18]. O

Em [12, Theorem 2.2] estd enunciado que a segunda desigualdade da Proposigao 2.25 vale
para todos os operadores multilineares, mesmo os nao simétricos. E nao se trata de um erro
de digitagao, pois a demonstragao apresentada explicita o tratamento dos operadores nao-
simétricos. Apresentamos a seguir, como uma contribuicao original desta dissertacao, uma
demonstracao de que isso nao é verdade, mesmo restringindo aos operadores pertencentes a um
multi-ideal, nem com a constante ’% e nem com nenhuma outra constante.
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Proposigao 2.45. Sejam M um multi-ideal, n > 2, E, F espacos de Banach com dim(E) > 2
e F' # {0}. Entao nao existe ¢ > 0, que poderia depender de M, n, E e F, de modo que
|A]| < ¢ ||Al| para todo A € M("E; F).

Demonstra¢ao. Como dim(F) > 2, entao dim(E’) > 2, e portanto existem 1, ps € E’ linear-
mente independentes. Pela Proposicao 1.12, ker(ys) ¢ ker(y1), 0 que garante a existéncia de
Yo € ker(ps) e ya & ker(py). Tome z € F, ||z|| =1, e 0 # ¢ € E'. Definindo

A: Ex "  xE — F
por

Ay, 29,23, -+, Tn) = (01(71)p2(2)p(73) - - 0(Tn) — @1(2)Pa(T1)P(23) - - () - 2,

temos A € M("E; F), pois A é operador multilinear, continuo e de tipo finito. Veja que o
polinémio A associado a 4 é o polinémio nulo pois E(x) = A(z,.”.,x) = 0 para todo = € E,
e portanto ||2H = 0. Como ¢ # 0, existe y € E tal que p(y) = 1; e como @y # 0 (pois é
linearmente independente com 1), existe y; ¢ ker(ps). De

A, Y2, Y, - y) = (01(y1)p2(y2)0(y) - - p(y) — p1(ye)va(y)p(y) - 0(y)) - 2
= —1(42)p2(y1) - 2 # 0,

segue que A # 0 e, portanto, ||A]| > 0. Se existisse uma constante ¢ = ¢(n, M, E, F) > 0 nas
condigoes do enunciado, teriamos

0<||A| <c-||A]|=c-0=0.
Essa contradicao prova que tal constante nao existe. O

Definigao 2.46. Um ideal de funcionais multilineares ¢ uma subclasse F da classe de todos os
funcionais multilineares continuos entre espacos de Banach sobre K tal que para todos n € N
e espacos de Banach Ey, ..., E, as componentes

F(Ey,....,Ey;K):=L(Ey, ..., E;K)NF

satisfazem as seguinte condigoes:

(1) F(Ey,...,Ey;K) é um subespaco vetorial de L(FEy, ..., E,;K) que contém os funcionais

n-lineares de tipo finito.

(2) A propriedade de ideal: dados A € F(E,...,E.;;K), u; € L(Gj;E;) com j =1,...,n,e

t € L(K;K) para Gy, ..., G, espagos de Banach, entdao to Ao (uy,...,u,) € F(Gy,...,Gn;K).
Para cada n € N fixo,

F o= U FE.....E.K)
El,...,EnEB.AN

é chamado de ideal de funcionais n-lineares.

Definicao 2.47. Um ideal normado de funcionais multilineares (F,|| - ||7) é um ideal de
funcionais multilineares F munido de uma fungao || - ||: F — [0, +00) tal que:

(1) || || 7 restrita a F(E4, ..., E,;K) é uma norma para quaisquer espagos de Banach Ey, ..., E,
e todon € N.

(2) O funcional multilinear continuo A,,: K — K dado por A,(A1,...;A,) = Ay--- A, é tal
que ||A4,|| = 1 para todo n € K.
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(3) A desigualdade de ideal: se A € F(Ey,...,E;K), u; € L(G;;E;) com j = 1,...,n, e
t € L(K;K), entao

[to Ao (ur,..;un)llz < Il - [[All7 - luall - - fJunl].

Ainda, se cada par (F(E,...,E;K), | - |l7) é espaco normado completo, entao (F, | - || )
é ideal de Banach de funcionais multilineares. Além disso, F é ideal fechado de funcionais se
(F,|l - |I) é ideal de Banach de funcionais multilineares.

De maneira analoga, se n € N, sob as condi¢oes acima, dizemos que F" é um ideal normado
(Banach, fechado) de funcionais n-lineares.

Observagao 2.48. (i) Geralmente, ao invés de usarmos o simbolo F™ usaremos simplesmente
F, mas o contexto deixara claro a que conceito estamos nos referindo.

(ii) Chamando de Mk a restri¢do de um ideal normado (Banach) de operadores n-lineares
(M,]| - ||m) as suas componentes que tomam valores em K, entdo (Mg, | - ||m) é um ideal
normado (Banach) de funcionais multilineares.

2.4 Ideais de polinomios homogéneos

Definicao 2.49. Um ideal de polinomios homogéneos ou, simplesmente, um ideal de polinomios,
¢ uma subclasse Q da classe de todos os polindmios homogéneos continuos entre espagos de
Banach sobre o corpo K tal que, para todos n € N e espacos de Banach F e F', as componentes

Q"E;F):=P("E;F)NQ

satisfazem as seguintes condicoes:
(1) Q("E; F) é subespago vetorial de P("E; F') que contém os polinomios n-homogéneos continuos
de tipo finito.
(2) A propriedade de ideal: se u € L(G; E), P € Q"E;F) et e L(F; H) para G e H espagos
de Banach, entdao a composi¢ao to Pou € Q("G; H).
Para cada n € N fixo,
Q"= |J QUEF

E,FEBAN

¢ chamado de ideal de polinomios n-homogéneos.

Defini¢ao 2.50. Um ideal normado (respectivamente, quasi-normado) de polinomios homogéneos
(Q, |l - llo) é um ideal de polinomios @ munido de uma fungao || - ||g: @ — [0, +00) tal que:
(1) || - ||g restrita a Q("E; F) é uma norma (respectivamente, quasi-norma) para quaisquer
espagos de Banach E e F' e todo n € N.

(2) O polindémio homogéneo continuo de tipo tinito P,: K — K dado por P,(\) = A" é tal
que ||P,|lo = 1 para todo n € N.

(3) A desigualdade de ideal: se u € L(G; E), P € Q("E; F) et e L(F; H), entao

[toPoullg <t~ [|Pllo - flul™

Mais ainda, se cada par (Q("E; F), | - |lo) ¢ espago normado completo, entdao (Q, || - |lo) ¢
ideal de Banach de polinémios. Além disso, Q ¢ ideal fechado de polinomios se (Q, || -||) é ideal
de Banach de polinémios.

De maneira andloga, se n € N, sob as condigoes acima, dizemos que Q" é um ideal normado
(respectivamente, quasi-normado, Banach, fechado) de polindmios n-homogéneos.
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Observacao 2.51. Geralmente, ao invés de usarmos o simbolo Q™ usaremos simplesmente O,
mas o contexto deixara claro a que conceito estamos nos referindo.

Proposicao 2.52. Se Q ¢ um ideal de polinomios, entao Q com a norma do sup (Q,] -1|) €
1deal normado de polinomios.

Demonstragao. Verificando os itens:

(I) Como || - || é uma norma em P("E;F) para todo n € N e espacos de Banach E e F e
Q("E; F) é subespago vetorial de P("E; F'), entao (Q("E; F),| - ||) é espago normado.

(IT) Sejam n € N e P: K — K dado por P(A) = A\". Dali,

IP]| = sup [P(V)] = sup [3"] = 1.
AEBK AEBg

(III) Vimos na Proposigao 2.37 que se u € L(G; E), P € Q"E; F) et € L(F; H), entao
[t o Poull < [l - 12]] - [Jul™
Logo, (Q, || - |) é ideal normado de polinémios. O

A seguir vamos apresentar dois métodos descritos por Pietsch [16] que geram multi-ideais e
ideais de polinomios a partir de ideais de operadores.

Defini¢ao 2.53. (O método da fatoragao) Sejam n € N, Ey, ..., E,, E, F espacos de Banach
e 7 um ideal de operadores.

(a) Dado A € L(Ey,...,E,; F), dizemos que A € L(Z)(Ey,...,Ey; F), ou que A é de tipo
L(Z), se existem espagos de Banach Gy, ..., G, operadores u; € Z(E;;G;) com j =1,...,n,e
Be L(Gy,...,Gp; F) tais que A= Bo (ug,...,Up).

By x--xE,—2% - F

lm lw/
B

Gy x-x G

E ainda, se (Z, ||-||z) ¢ um ideal normado de operadorese A € L(Z)(FE1, ..., E,; F), definimos
[Allzqzy = f | B]| - fJurllz - - flunllz,

onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis fatoracdes A = B o (uy,...,u,) com u; per-
tencente a Z.
(b) Dado P € P("E;F), dizemos que P € Pg)("E;F), ou que P é de tipo Pg), se
Pe L(Z)("E; F). E ainda, se (Z,]| - ||z) é ideal normado de operadores e P € P ("E; F),
definimos R

|Pllpuce, = inf {|Allen - A= P e A € LT)(E: F)}.

Na préxima definicao, I; denota a aplicagao do Corolario 2.21.

Definigao 2.54. (O método da linearizac¢ao) Sejam n € N, E, ..., E,, E, F espagos de Banach
e 7 um ideal de operadores.
(a) Dado A € £(E1,.. JEn

),
I;(A) € I(Ei;ﬁ(El,-' E,; F)) para todo i = 1,...,n. Em particular, se A € L("E;F) ¢ ¢
simétrico, A € [I](”E,F) se [(A) € Z(E; L(™'E; F)). E ainda, se (Z, || - ||z) é ideal normado
de operadores e A € [Z](Ey,. .., E,; F), definimos

[Allz = max{|| L (A)lz, . ., [Ln(A)z}

dizemos que A € [Z](E, ..., Ey; F), ou que é de tipo [Z], se
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(b) Dado P € P("E; I), dizemos que P € Py ("E; F') ou que P ¢ de tipo Pz se Pe Z|("E; F),

isto é, se I(P) € Z(E; L("'E; F)). E ainda, se (Z,] - ||z) ¢ ideal normado de operadores e
P € Pg("E; F), definimos

1Pllpg = 1Pllz = Pz,

Proposicao 2.55. Seja Z um multi-ideal de operadores.

(a) L(Z) e [ZI] sao multi-ideais e Pr(zy e Py sao ideais de polinomios homogéneos.

(b) Pey € Pa-

(c) Se I é um ideal fechado de operadores, entao, para todo n € N e E, F espacos de Banach,
as componentes Prir)("E; F) e Pipy("E; F) sdo subespagos fechados de P("E; F).

(d) Se (Z,|| - llz) € ideal normado de operadores, entio (L(I), || - l|lzx)) (resp. (Peays ||+ lpeer))
¢ um multi-ideal quasi-normado (resp. ideal quasi-normado de polinémios homogéneos) e

(ZL 1 - Nim) (resp. (P, || - Ipy,)) € multi-ideal normado (resp. ideal normado de polinomios
homogéneos).
Demonstracao. Veja [4]. O

Proposicao 2.56. Sejam n € N, E,| F' espacos de Banach e (Q, || - ||lo) um ideal normado de
polinomios.

(a) ||P]]| < ||P||g para todo P € Q("E; F).

(b) |le™ @ bllg = ||¢||™ - |b]] para todos ¢ € E' eb € F.

Demonstragao. (a) Sejam P € Q("E; F), x € Bg e ¢ € Bp. Consideremos as aplica¢oes

Fy: K — K, )\i—>P0()\):)\n7

poPo(idg®x): K— K, A\ (poPo (idg ®x))(\) = @(P(A\z)).

Provemos que
po Po (idg ®z) = p(P(x))P,.

Com efeito, dado X\ € K,
(p(P(2))Fo)(A) = o(P(x))Po(A) = o(P(2))A" = (A" P(x)) = p(P(Az)) = (poPo(idg®x))(A).

Agora, observe que,

(P (x))] = l(P())] - | Folle = llo(P(x)) Rolle = llp o P o (idx & x)lo
< llell - 1Plle - llide @ xl| = [l - [[Plle - [lzll < [IP[le-

Segue que |p(P(z))] < ||P|le para quaisquer x € Br e ¢ € Bp. Dal, e pelo Teorema de
Hahn-Banach na forma da Proposicao 1.22,

1P| = Sup [ P(z)|| = sup sup [p(P(z))] < |[[Pllo-
z€Bg

2€BE B
(b) Dados ¢ € E' e b € F, considere o polinomio homogéneo continuo de tipo finito
P"Rb: E— F, z— (¢" ®b)(z) = p(x)" - b.
Como ¢" ® b € Q("F; F), usando o item (a) temos

l™ @0l = llell™ - [1bl] < [le" ® blle-
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Por outo lado, sendo Fy: K — K como na demonstragao do item (a), vejamos que
Pt R b= (Z'dK@b)oPOocp,
De fato, dado z € F,

((tdx @ b) 0 By 0 @) (x) = (idx @ b)(Fo(p(x))) = (idx ® b)(0(2)") = ()" - b= (¢" @ b)(z).
Desse modo,

ol - lIoll = ll¢™ & bl < [l¢™ ® blle = [|(idx © b) o Py o plle
< [lidx @ bl - [ Polle - llsplI™ = Hleoll™ - 161l

provando (b). O

Veremos, nos proximos dois resultados, como gerar ideais de polinomios a partir de um
multi-ideal dado.

Proposigao 2.57. Seja M um multi-ideal.
(a) A classe de polinomios definida por M = {P: P < M} ¢ um ideal de polindmios.

(b) Se (M, ||- HM) € um multi-ideal normado, entdo (./\/l ||l 57) € ideal normado de polinémios,
onde || Pl := ||P||M para todo P € M.

(c) Se (M, || |lm) € multi-ideal de Banach, entao (M, | [l ) € ideal de Banach de polinémios.
(d) Se M é multi-ideal fechado, entdo M € ideal fechado de polinomios.

Demonstracao. (a) Verificando os itens: _ _

(I) Dados n € N, E, F espagos de Banach, entdo a componente M(”E, F)y=P("E;F)N M é
subespago vetorial de P("E; F), com efeito:

(i) Sendo 0; o polinémio nulo e 0, o operador multilinear nulo, entao 0; € M("E, F) pois
0y € M(™E; F) é simétrico e 0y = 0.

(ii) Sejam Py, P, € M("E, F). Entdo P, P, € M("E; F) e, dai,

(Pi+ P)Y = P+ P, € M("E; F),
pois a correspondéncia L*("E; F) — P("E; F) é isomorfismo topolégico. Logo, P, + P, €
M((E;F). _
(iii) Sejam A e Ke P € M("E; F). Entao P € M("E; F) e, dali,
(AP)Y = AP € M("E; F).

Logo, AP & M("E, F) e, com isso, AZ(”E, F) é subespago de P("E; F).
(IT) Sejam ¢ € E' e b € F. Vamos mostrar que o polinémio

PtRb: E— F, x — (" ®b)(x) = @(x)" - b
pertence a M ("E; F). Com efeito, o operador multilinear continuo

6 simétrico, de tipo finito e (p® -+ Qp @ b)" = = " ®b. Com isso, p" ®b € M("E F), e
como M("E F') é subespaco vetorial, temos que M(”E F) contém os polinomios homogeneos
continuos de tipo finito.
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(III) Sejam G, H espagos de Banach, u € L(G;E), P € M(”E, F)et e L(F;H). Vamos
provar que (to Powu)” =to Po (u,.”.,u). Para isso tome 2" = (z,.7.,2) € G" e veja que

(toPou)(z,.m. 1) = (tiPou)Vx” :v(to Pou)(z) = t(P(u(:z) )
= t(Pu(z)") = t(P(u(z),.".,u(z))) = (to Po (u,.7.,u))(x,.7., ),

mostrando que (to Pou)" e to Po(u,.”.,u) coincidem nos elementos da diagonal de G. Como
toPo(u,.m.,u) ésimétrico, do Coroldrio 2.17 segue que (toPou)" = toPo(u,.".,u) € M("G; H).

Portanto, to Pou € M ("G; H), provando a propriedade de ideal. Esta provado que M é ideal
de polinomios.

(b) Pelo item (a) ja sabemos que M é ideal de polinomios. Verifiquemos os outros itens.

(I) || - || 47 é uma norma em M/(”E, F).

(i) Dado P € M("E F), obviamente ||P|i; = |P|lp > 0. Temos 101]l 57 = 102]lac = 0.
Tomando P € ./W("E, F) tal que ||P|| i = 0, temos 1P|l =0 e P =0y, logo P = 0.

(ii) Dados A€ Ke P € M(”E, F),
IAP|| gz = IAP) [|ax = IAPllae = AL 1Pllaa = (AL 1P]|ae
(iii) Dados Py, P, € M("E; F),

121+ Poll g = (P + Po) Y[l = 1P+ Palle < I1Prllv+ 1 Pallve = (1P| + P2z

Logo, || - || 7 ¢ uma norma em M/("E, F).
(IT) Definindo o polinémio homogéneo continuo P, : K — K dado por P,(\) = \", veja que o
operador multilinear A: K — K dado por A(Aq,...,\,) = A1--+ A\, é continuo, simétrico e

A= P,. Segue que P = A, e dai,
1Pl G = II1Pllm = [[Allm = 1.
(III) Dados G, H espagos de Banach, u € L(G; E), P € M("E, F)ete L(F;H),

[t o Poulljg=I[(toPou)’|lu=ltoPo(u.m u)m

< - Pl Wfall - Al = A0 1P - el

Portanto, (M7 | - || ;) ¢ um ideal normado de polinémios homogéneos.

et

(c) Considerando a componente M("E, F) Cc P("E;F), vamos mostrar que (M("E; F), || -
|| i7) € espago normado completo sempre que (M("E; F),|| - [|m) for completo. Para isso seja
(Pj)32, € M("E; I') uma sequéncia de Cauchy, isto ¢, para todo & > 0 existe ng € N tal que
1B = Bullaa = 1P = Po)Y llag = [P — Pull i < € sempre que m, n > ny.

Portanto, (]\5]);";1 C M("E;F) é de Cauchy e, logo, convergente, digamos 15] Jy A c
M("E; F) na norma || - [|p. Pela Proposicao 2.44, 15] s Aem (L("E;F),| - ). Como
(Pj)5e, C L(MES F) e L2("E; F) é Banach (Proposicao 2.31), segue que A € L°("E; F). Com
isso, podemos nos perguntar se ()52, converge para A€ M("E; F) na norma || - |57 E isto

de fato ocorre: R R _ '
1P = All g7 = 1P = )" lm = 1P = Alla = 0.
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Portanto, a sequéncia (P;)32, C M.(”E; F) é convergente e o espago (M("E, E) - i) ¢é

Banach, o que implica que (./le -1l 5) ¢ ideal de Banach de polinomios.
(d) Se M é multi-ideal fechado, por definicdo (M, || - ||) é multi-ideal de Banach. Pelo item
(c), (M, |- ]]1) é ideal de Banach de polinémios onde [|P||; = ||P|| para todo P € M. Pela

Proposicao 2.52, (M, || - ||) é ideal normado de polinémios. Como || -||; e || - || s@o equivalentes
em P("E; F) (Proposicao 2.25), também o sao em M("E; F). Segue que (M, || - [|) é ideal de
Banach de polinomios, isto é, M ¢ ideal fechado de polinomios. O

Proposicao 2.58. Seja M um multi-ideal. R

(a) A classe de polindmios definida por M :={A: A€ M} é um ideal de polinémios.

(b) Se (M, || ||m) € um multi-ideal normado, entio (M, ]| | i) € ideal normado de polinémios,
onde | P|| g = inf {|| Al p : A= PeAe M} para todo P e M.

(c) Se (M, |- ||m) € multi-ideal de Banach, entdo (M\, |1l 57) € ideal de Banach de polinomios.

Demonstragao. (a) Sejam n € N e E| F' espagos de Banach.
(I) A componente M("E; F) := P("E; F) N M ¢é subespaco vetorial de P("E; F), com efeito:
(i) Chamando de 0; o polinémio nulo e de 0y o operador multilinear nulo, temos que 0; €
M\("E,F) pois 0y € M("E; F) e 0y = 0.
(ii) Considere Py, Py € M\("E,F) Dai, existem A;, Ay € M("E; F) satisfazendo A; = P, ¢
22 = P,. Logo, .

Pi+Py=A + Ay = (A + Ay)" € M("E; F),
pois a correspondéncia A — A é linear e A, + A, € M(E;F).
(iii) Dados A € K e P € M("E; F), existe A € M("E; F) de modo que A = P. Da,

AP = \A = (\A)" € M("E; F),

pois AA € M("E; F) e a correspondéncia A —s A é linear. Portanto, M\("E, F) é subespago
de P("E; F).
(II) Dados ¢ € E' e b € F, definimos

PtRb: E— F, x — (" ®@b)(x) = ¢(x)" - b.
O operador
A=02 -" @pRb: E" — F, (p® L R R b)(T1,...,2,) = p(x1) - o(x) - b,

é multilinear, continuo e de tipo finito, logo, A € M("E; F) e, ainda, A= ©" ®b. Com isso,
" Rb e M\(”E; F) e, como M\("E7 F') é subespago vetorial, segue que M\(”E, F') contém os
polinomios homogéneos continuos de tipo finito.

(ITI) Agora, para a propriedade de ideal, sejam G, H espagos de Banach, u € L(G; FE), P €
M\("E; F)ete L(F;H). Dal, existe A € M("E; F) tal que A = P. Pela Proposicio 2.37,

toPou=toAou=(toAo(u,. " u)),

e pela propriedade de ideal de M, toAo(u,.”.,u) € M("G; H). Portanto, to Pou € M\(”G; H).
(b) Verifiquemos os itens.

(I) A funcao || - || i ¢ uma norma em M("E; F'), de fato:

(i) Dado P € M("E; '), obviamente ||P|| > 0. Como 0, € M("E; F) e 0, = 04, entdo
101 5z = 0, pois [|02]|a¢ = 0. Seja P € M("E; ') tal que [Pl = 0. Pela propriedade de
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imfimo, existe uma sequéncia (A;)32, C M("E; F) satisfazendo ﬁj = P para todo j € N e
|A;lm —2+ 0. Como || - |« é6 uma norma, temos A; =+ 0y em (M("E; F), || - |m). Logo,
Aj = 0y em (L("E; F), | - 1), visto que || | < || - | s Dat,

-~

A, =P -L30,=0,

pois a correspondéncia A € (L("E; F),||-|) — A € (P("E; F),| - ||) é continua (Proposicao
2.25). Segue que P = 0;.
(i) Sejam A e Ke P € M("E; F). Entao \I> € M("E; F), e ainda,

APl g = inf {|[Blu: B=APeBeMCEF)}

Catln LBl (L) —pel Bemem
=in ;) 3 =Pes :

M
. 1 1 A 1
= \l-inf{ || B|| :(T-B) =Pe=-BeM(E;F)t=|A-|Plg
ATy W A
para A # 0. Se A =0, entao |0- Pl =015z =0=0"||P| 57
(iii) Sejam Py, P, € M("E; F'). Sabemos que P, + P, € M("E; F), e ainda,
Py + Pyl g = inf {||B|lpg: B= Pi+ Pye Be M("E; F)}
<inf{||[A; + As||p: A =Py, Ay=Pye Ay, Ay € M("E; F)}
<inf {|| A ||+ | Asl|pe: A1 = P, Ay = Pye Ay, Ay € M("E; F)}
—inf {||Ay||p: A1 = Pre Ay € M("E; F)}+
+inf {[|As|lp : Ao = Pre Ay € M("E; F)} = ||P] g + |1 Pl

—~~

Portanto, (M("E; F), || - || ;) é espaco normado.
(II) Dado n € N, definimos

P:K—K, A— P(\) =\".
Entao P € M\("K, K), pois é de tipo finito e, por defini¢ao,
1P|l = inf {[[A]lp1: A= Pe Ae MC'K;K)}.
Verifiquemos que || Al x> 1 para todo A € M("K;K) tal que A = P. Com efeito,

|A|| =inf {c > 0: [A(A1,.... A\)| < - |A1]--- || para todo \; € Kcom j =1,...,n}
>inf{c>0: A\, .7, A)| <c-|\[", Ae Ke X #0}
=inf{c>0:|A\"-A(L,.7, 1) <c-|\[", e Ke X #0}
=inf{c>0:|A(L,.7, 1) <c} =inf{c>0:|P(1)|<c}=inf{c>0:1<¢} =1,
logo, [|Allm = [|A]l > 1. Considerando,
A K" 5K, My An) s A, A) = Ar == A,

entio A € M("K;K), A= P e ||A||x = 1. Portanto, |P| 5 = 1.
(ITT) Para a desigualdade de ideal, sejam G, H espacos de Banach, u € L(G; E), P € M("E; F)
et € L(F;H). Sabemos que t o Pou € M("G; H), e ainda,

[toPoulg=inf{|Blm:B=toPoueBecM("G;H)}
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<inf{[[toAo (u,.". u)|pm: A=PeAec M("E;F)}
<inf {[lt] - | Allae - lull" - A= PeAe M(E;F)}

= [t lull” - inf {JA[lpm : A= PeAe M("E; F)}

= [ W™ - AP0 = (- 120 g Ml

Portanto, (M, || - | i) € ideal normado de polinomios.

o~

(c) Pelo item (b) ja sabemos que (M("E;F),| - | ) ¢ espaco normado e para verificar que
também é completo quando (M("E; F'), || ||am) é completo, pela Proposi¢ao 1.25 basta verificar
que toda série absolutamente convergente ¢ convergente. Dados (FP;)52, C M("E; F) satisfa-

zendo ) ||Pj|| < +o0 e e > 0, para cada j € N existe A; € M("E; F) tal que jj =P e
i=1
JAjllr < (1 +2) - 1Pyl i, donde

YAl <D A+ - 1Pl = (1 +e)- D 1Pl < +oo.
i=1 j=1

j=1

Novamente pela Proposicao 1.25, A= >  A; € M("E; F) e afirmamos que A= > P;. Com
j=1 Jj=1

efeito, como || - || < || - [|m e

j ,
EAk—A“ 5 0, entéo
k=1 M

j .
zAk—AHAOe
k=1

00 A j A i N ; j .
A:@Aj) :<}L%;A’“> T (ZA’“> =Jm ) A= m ) P=) B
j= =1 =1 — £ >

~ o0
pois a correspondéncia A € L("E; F) — A € P("E; F) é continua e linear. Logo, ) P; €
j=1

o~

M("E; F), como querfamos. O

Observagao 2.59. Pelo resultado obtido na Proposi¢ao 2.57 ¢ natural também perguntar se
M fechado implica em M fechado, e, por incrivel que pareca, para essa pergunta nao temos
uma resposta, seja ela afirmativa ou negativa. Apesar de ser uma pergunta muito natural,
ainda permanece como um problema em aberto.

__Vimos que dado um multi-ideal M podemos construir dois ideais de polindomios, M e
M. Como pode ser visto em [9], existe uma situacdo em que esses dois ideais coincidem.
Para apresentarmos em qual condicao isto ocorre, vamos construir em detalhes o que pode ser
encontrado no artigo citado.

Proposicao 2.60. Sejam n € N, Ei,..., F, espacos de Banach. Definindo para cada j =
1,...,n,
jS Fix---xE, — Ej7 (.’,Uh...,.’lfn) — Qj($1,...7xn) =Zj,

]j: E] —>E1 Xoee XEn, l’j|—>lj(l’]) :(O,...70,1‘j,0,...70),

entao Q; e I; sao lineares e continuas.

Demonstracao. A demonstracao é imediata. O



Proposicao 2.61. Sejam n € N, Ey,... E, e F espacos de Banach, Q1, ..

COMO Na Proposicao anterior.
(a) A aplicacao

Qg ..., EnF* E(Elw"aEn;F) — Es(n(El XX En)vF)

.....

dada por

(\/ﬁ- [Ao(Qh...,Qn)]s)((az},.‘.,x;),..,(x’f,...wﬁ))

= Vil 3 Ao Qi Q) (e

gor(A) =Vl [Ao(Q,...

34

.,Qn 6117-'-7[71

) Qn)]s

O'ESn
para todos (3, . .. ,@l) € By x---xE, comj=1,...,n, onde (z],... , 23, € an-upla resultante
da ag¢ao da permutagio o € S, nas n-posicoes da n-upla (27, ...,27), estd bem definida.

(b) O operador
IEl ’’’’ En;Fiﬁs(n(ElX'-'XEn);F)—>£(E1,...7En;F)

dado por

(VAl (B o (o 1)) (@, o) = Vil Bly(a), - L)

— V! B((21,0,...,0),...,(0,...

para todo (x1,...,2,) € By X -+ X E,, estd bem definido.
(¢) Para todo A € L(Ey,...,E, F),

Demonstragao. (a) Dado A € L(E4, ..., E,; F), entao
Ao (Qr,...,Qn) € L("(Ey X - X E,); F),
e tomando a sua simetrizacao temos
[Ao(Quy. ., Qu)l” € L2("(Ey X - X Ey); F),

portanto, @, .. g,.r esta bem definido.

.....

(b) Dado B € L5("(E; X --- x E,); F"), obviamente Bo (Iy,...,1,) € L(E,...,

E,;r estd bem definido.

.....

g.r(B) =Vn!-[Bo(L,...,I,)),

E,; F), logo,

(c) Dado A € L(Ey,...,Ey; F), para todo (x1,...,2,) € By X --- X E, temos

([E1 ,,,,, EnF © QE1 ,,,,, En;F(A))(JCh cee 7%)
= ([El ..... En;F(QEl ,,,,, En;F(A)))(xh cee 7913n)

_ (zEl ,,,,, e (\/E(Ao (Ql,...,Qn)))s) (1,...,20)
(Val Vil(A 0 (@1, -, Qu))* o (T, 1)) (@, )
= (nl(Ao(Qr,...,Qn))")(N1(21),. .., [n(Tn))
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= (Ao (Q,...,Q.))((1,0,...,0),(0,22,0,...,0),...,(0,...,0,2,))

= (% > Ao(Ql,...,Qn)((xl,(),...,0)0,...,(0,...,0,%)0_))

ogESy

=3 Ao (@1, Qu)((1,0,...,0)0, ..., (0,...,0,20)5) = A1, ..., 20),

O'ESTL

pois @Q;((0,...,0,2;,0,...,0),) = 0 se o(j) # j para todo j = 1,...,n, logo, a tnica per-
mutagao o € S, que sobra na somatdria é a identidade, visto que A(z1,...,z,) = 0 se algum
z; = 0. O resultado segue. O

Definicao 2.62. Sejam n € N, E, ..., E,, F espacos de Banach e ¢ € 5,,. Definimos
(I)U: ,C(Eh.. EmF) —>£( o(1)s - - - E(,(n);F), q)g(A)(Ig(l)?...,xU(n)) =A(x1,...7xn).
Um multi-ideal M é chamado simétrico se ®,(A) € M para toda o € S,, sempre que A € M.

No préximo resultado temos ) = -+ = E, = E;1) = -+ = E,,,) = E, sendo a diferen-
ciacao do mesmo espaco necessaria pela permutacao da ordem em que os elementos associados
a ele aparecem.

Proposicao 2.63. Seja M um multi-ideal. Sao equivalentes:

(a) M ¢é simétrico.

(b) Se. A e M, entao A* € M.

(c) M = M.

Demonstracao. (a) => (b) Sejam n € N, E, F espacos de Banach e A € M("E;F). Por
hipétese, ¢,(A) € M("E; F) para toda o € S, dai

Z@ ) € M("E; F).

gES,

(b) = (a) Sejam n € N, E, I espagos de Banach e ¢ € S,,. Definindo

Vo: Eg(l) X -XEg(n) — E1>< ><En7 (l’a (1) -+ - ,l’a(n)) — Va(l’a(l), e 7xg(n)) = (1’1, e 7xn)7
entdo V, é linear e isometria, logo, continuo. Vejamos que se B € L5("(E; x --- x E,); F),
entao

®,01p,,., En;F(B) = IEC,(I) ..... Ea(n);F(B © (V07 ce 7Va))-
De fato,

= (VAL B o (Ve Vo) o (s Lotw) ) (ot )
= (Val- Bo (Vo Ly, Ve oIU(n))) (:cg(l),...,xc,(n))
=Vl B(Vy 0 L) (@o(1)): - -+ Vir © Loy (o n))) 2Vl B(Ii(21), ... Ln(x))
:(\/E.Bo(fl,...,fn)) @1, 2n) = sy, e (B)) (@1, 20)
= (®o(Ipy,..Eir (B))(@o(1), - Tan) = (Po © (Ipy,..,Bip ) (B))(To(1), - - -5 Tam))
para todo (To(1), .- -, To(n)) € Fpa)y X -+ + X Eyqy, onde (*) segue da simetria de 5. Logo,

®, 0 IEl ..... En;F(B) = IE[,(D ..... Ea(n);F(B o (Va, e ,Va))
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sempre que B € L5("(F; X -+ x E,); F). Agora tome A € M(Ey,...,E,;F) = M("E;F).
Entdo B == vnl(Ao (Q1,...,Qn))* € M(*(Ey x --- x E,); F), pois pela propriedade de ideal
Ao (Qy,...,Q,) € M e por hipétese (Ao (Q1,...,Qy))° € M("(EL x -+ x E,); F). Dai, pela
Proposicao 2.61 e pela propriedade de ideal,

QU(A) = ®O'(IE1 ..... En,F(B)) - IEO.(l) ,,,,, E”(n),F(B o (V0'7 ct ?VU))
=Vl Bo (Vyy ..., Vi) o Iy, - - > Lomy)
=Vnl-Bo(V,0 Ly, Ve 0 lom) € M(Esry, .., Eony; F) = M("E; F).

Portanto, ®,(A) € M("E; F) para toda o € S,,.

(b) = (c) De imediato temos M C M. Sejam n € N, E, F " espagos de Banach ¢ P €
M(”E F). Existe A € M("E; F) tal que A = P, mas veja que A° = A P, A® é simétrico
e por hipétese A* € M("E; I), logo P=As ¢ M("E; F) e, dai, P € M("E F). Com isso,
M= M

(c) = (b) Sejam n_€ N, E, F espagos de Banach e A € M("E; F). Pela defini¢ao, P :=
A e M("E F) = ./\/l("E F), dai P € M("E;F). Mas A5 = P ¢ é simétrico, implicando
As=Pc M("E; F'), completando a demonstragao. O

O corolario a seguir fornece uma resposta parcial, com a hipdtese adicional do ideal ser
simétrico, para a pergunta formulada na Observacao 2.59.

Corolario 2.64. Se M ¢é um multi-ideal fechado e simétrico, entao M ¢ ideal fechado de
polinomios.

Demonstragao. De fato, como M ¢ simétrico e fechado, entao M=M pela Proposicao 2.63 e
M é fechado pela Proposicao 2.57. Segue que M também é fechado. O

Definicao 2.65. Um multi-ideal normado (M, || |[s) € dito fortemente simétrico se é simétrico
e ||Allm = ||Po(A)|| 1 para todos o € S, e A € M.

Proposicao 2.66. Se o multi-ideal normado (M, ||-||r) € fortemente simétrico, entdo ||-|| 5 =
- 11
Demonstragio. Pelas hipéteses ja sabemos que M = Me Il <l -lli7 Sejamn eN, B, F
espagos de Banach e P € M("E; F) = M("E; F). Vamos verificar que

1Pz = 1Pllm < 1 Bllr

para todo B € M("E; F) tal que B = P. De fato, dado B nestas condicoes, entao B® €
M("E; F) pois M é simétrico e P = B*, logo,

1
o 2 a(B)

UESTL

< S Bl = S 1Bl

M o€Sn ‘ ogESy

[Pl = [[B*llm =

1
= — - nl-[|Bllav = [ Bl
n:

Portanto, || P||x < || B||m. Com isso,
1Pl < mf{[|[Bllm: B=PeBeM("EF)}=|P|g

Dai, || - || i < |l - [l 55: 0 que nos garante a igualdade || - ||z = || - [| 57 O



Capitulo 3

O Teorema de Extensao

Neste capitulo apresentamos o resultado principal do nosso trabalho, Teorema 3.10, o qual cha-
mamos de teorema de extensao, que vai nos dizer em quais e tinicas condi¢oes e como podemos
estender, de acordo com nossa proposta de extensao, uma classe de operadores multilineares
continuos tomando valores em espacos de Banach de uma certa classe a um multi-ideal. De
posse desse resultado, uma pergunta ébvia que surge é se essa extensdo é unica. A Secao
3.2 é devotada a demonstracao de que tal unicidade nao pode ser garantida. Na Secao 3.3
abordamos o teorema de extensao como um processo de envoltéria, dentro da perspectiva dos
procedimentos de envoltoria regular e injetiva serem casos particulares do que construimos.

Este capitulo é uma extensao para o caso de multi-ideais do que foi feito em [6] para o
caso de ideais de operadores. Apesar de serem adaptagoes multilineares dos resultados lineares
feitos em [6], os resultados apresentados neste capitulo (e no préximo) sao inéditos. Conforme
o leitor podera comprovar, a passagem do caso linear para o caso multilinear envolve algumas
dificuldades técnicas, que serao tratadas aqui com cuidado.

3.1 Axiomas e resultado principal

Na préxima definicao, vamos dizer o que entendemos por estender uma classe de operadores
multilineares continuos tomando valores em espagos de Banach de uma certa classe a um multi-
ideal. Nosso entendimento é que se trata de uma definigao bem natural.

Verificamos que ambas as palavras estendivel e extensivel sao dicionarizadas na lingua por-
tuguesa. Na necessidade de escolher uma delas, optamos por estendivel.

Definicao 3.1. Seja B uma subclasse da classe BAN de todos os espacos de Banach sobre o
corpo K.

(a) Uma B-classe normada (de Banach) de operadores multilineares (A, || - ||4) é uma cor-
respondéncia que, para todos n € N e (Ey,...,E,, F) € (BAN)" x 9B, associa um subespago
vetorial A(Ey, ..., E,; F) de L(FE, ..., E,; F) munido com uma norma (norma completa) ||-|| 4.
(b) Uma 9B-classe normada (de Banach) de operadores multilineares (A, || - ||.4) é dita ser es-
tendivel se existe um multi-ideal normado (de Banach) (M, || - ||a) tal que

A(Er, . B F) = M(Ey, .. Eg F) el la= - lm

em A(E,...,E,; F) para todosn € N, Ey,..., E, € BAN e F € 9B. Neste caso dizemos que
o multi-ideal (M, || - ||a1) estende (ou é uma extensao) da classe (A, || - ].4)-

Agora vamos estabelecer condi¢oes que provaremos serem necessarias e suficientes para que
uma classe seja estendivel. Exemplos virao logo a seguir.

37
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Definig¢ao 3.2. Seja B C BAN uma subclasse.
(a) A classe B é chamada de admissivel se existe uma correspondéncia

E € BAN — (E,ig),

onde E€Bei g F— E é uma injegao métrica satisfazendo:
(i) Para F,G € BAN ev € L(F;G) existe v € L(F;G) de modo a igov="1o0ip e ||7] = ||v].
(i) Para todo E € B existe kg € L(E; E) tal que ||kg|| =1¢ kgoip =idg.

(b) Seja B uma classe admissivel. Uma B-classe normada (de Banach) de operadores multiline-
ares (A, || - ||4) é¢ um B-ideal normado (de Banach) de operadores multilineares se as seguintes
condigoes sao satisfeitas:

(i) Para todos n € N, Ey,...,E, € BAN e F € B, A(E,...,E,;F) contém os operadores
multilineares de tipo finito e [lo1 &+ ® 0, ®bll4 = [[1] - - - [lnll - [|b]] para quaisquer ¢; € £
comj=1,...,n,ebéelF. N

(ii) Para todos n € N, Dy,...,D,,Ey,...,E,,F,G € BAN, A € A(Ey,...,E;F), u; €

L(D;;E;)paraj=1,...,n,et € L(F,G), entdao to Ao (uy,...,u,) € ADy,...,Dn;G) e
[Eo Aoy, un)lla < [t - [[AILa - flall - -

(i) Sen € N, Ey,....E, € BAN, F € B, A€ AE,,...,.E,;F) e B € AE,... E, F),
entdo ipo A€ A(Ey,...,Ey; F), |lipo Alla = ||Alla € kpo B € A(Ey,...,E,; F).

O préximo resultado, que sera importante na demonstragao da nao unicidade da extensao,
nos mostra que podemos construir 2B-ideais facilmente.

Proposicao 3.3. Sejam B uma classe admissivel de espagos de Banach ¢ (M, ] - ||m) um
multi-ideal normado (Banach). Entao a classe

M(B) = {M(E\,...,Ey;F):neN, Fy,...,E, € BAN e F € B}, || |l =1 - lm

¢ um B-ideal normado (Banach) de operadores multilineares. Mais ainda, (M, || - [|m) € uma
extensao de (M(B), ]| - || ms))-

Demonstragao. Pela definicao, é claro que (M(B), ||| m(m)) é uma B-classe normada (Banach)
de operadores multilineares. As condigdes (b)(i), (ii) e as partes qualitativas de (iii) da Defini¢ao
3.2 seguem imediatamente do fato de (M, || - || () ser multi-ideal. Para a parte quantitativa da
condigao (iii), dados n € N, Ey,..., E, € BAN, F€®B e Ae M(B)(F,...,E,; F), temos
lir o Allmesy = [lir o Allp < llirll - [[Allm = 1Al = 1 AlLvisy = [[Alla
— lbr i 0 Allag < Il - lir © Allag = llip © Allag = llir © AlL gy,

provando que [lip o Al|pms) = [|A||ms). Logo, (M(B),|| - [|ams)) é um B-ideal normado
(Banach) de operadores multilineares. A segunda afirmacao ¢ imediata. O

Nos exemplos a seguir, apresentamos algumas classes de Banach admissiveis.
Exemplo 3.4. Seja ©; a classe de todos os espagos de Banach duais, isto é,

D, ={F': F é espaco de Banach}.

Definindo E = E" i = Jg, v = V" e kg = (Jg), segue facilmente que ©; é uma classe
admissivel. Basta ver que Jg é injecdo métrica (Proposigao 1.18), |[(Jg)'|| = 1 (Proposicao
1.15) e (Jg)' o Jg = idp (Proposicao 1.23).
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Exemplo 3.5. Os duais de ordem superior de um espaco de Banach E e de um operador v
sdo definidos indutivamente por B+ = (EMY e o) = (™) para todo n € N. Nesta
representacio, £ = E, BV = ' F@) = E" EG) = E" e assim por diante, e v(® = v,
v =o', 0@ =", v®) =" e assim por diante. Para todo n € N, a classe

— {E® . F € BAN}
é admissivel com a correspondéncia £ — E = E®" e operadores
ip = Jpem-1) 0 Jgem-2) o0 Jpea o Jgr o Jg,

k?E(Zn) = (JE(Zn—l))/ o) (JE(2n+2-1—1))/ [ Ne] (JE(2n+2(n—2)—1))/ o (JE(2n+2(n—1)—1))/7

b =0 e L(F:G),
para todos F € BAN e v € L(F;G).

Em particular, ®y = {E" : E € BAN}, iz = Jg, kgr = (Jg) e para v € L(F;G),
v=1v"€ L(F";G").

Para verificarmos essa afirmagao, vamos considerar a seguinte simbologia: Ey, i, kb,

Up; onde o indice n € N serve apenas para indicar em qual ordem dual estamos trabalhando.
Vamos demonstrar por indugio sobre n € N. Para n = 1 temos Dy = {E® : E € BAN}.
Dados E,F,G € BAN e v € L(F} G) entao i, = Jg: E —» E; = E® ¢ injecio métrica,
v =0v? € C(Fl,Gl) ¢ tal que 0y oip =igov e v = [|01] e kLo = (Jpw) € L(EW; E®)
é tal que kE(Z) 0ipe = idpe e ||kye || = 1. Logo, D, é classe admissivel. Suponha que a

afirmacao seja valida para algum n € N. Mostremos que também ¢é valida para n + 1. Dado
E € BAN, o operador

i = Jpem 0 (Jpem-1) 0 -0 Jp@ 0 Jg) = Jgew 0 il B — B, = BCO+D)
¢ linear e injecao métrica de F¥ em Enﬂ (pois é a composta de injegdes métricas), e
i || = [ gem o gl = sup [|Jyen o dp(@)]| = sup | Jgen ()] = sup [|lip(@)]

r€EBER rx€EBER r€EBE

(1)
= llisl =

onde (1) segue da hipétese de indugdo. Dados F,G € BAN e v € L(F;G),
Un—l—l (2(n+1)) (,U(2n))// F ol — Gn+17
'Un—l—l € L < n+1; én—i—l) 3

el = || @) 2 o] = 1l @ fol

1)
Un_H o Z];H_ (U(Zn ) JF(Zn) o JF(2(n 1)) 0---0 Jp(z) o JF)

((’U O JF(2n)) 9} (JF(Z(n—l)) O:--0 JF(z) o) JF)

=

G2n) © U ) (JF(2(n 1)) ©+++ 0O JF(z) o JF)
(Jg(Zn) o v®) 0 i = Jgem 0 (v(2”) oi})
~ . ) .
Jeeny 0 (U 0i%) = JG(Zn) o (igyow)
JG(Zn) o Jg(z(n—:l)) ©---0 Jg(z) o JG oV = Zg—"l owv,



40

onde (1) vem da hipdtese de indugao, (2) da Proposi¢ao 1.15 e (3) da Proposi¢ao 1.20.
Dado H*™+D) € Dy,,.q), por definigao

+1 / / /
k’n (JH(Z(n+1)—1)) o (JH(Z(n+1)+2-171)) O---0 (JH(Z(n+1)+2((n+1)72)71)) e} (JH(Z(n+1)+2((n+1)71)71))

H@(Mn+1)) —
= (Jyenn) o (Jgenn) oo (Jyan-) o (Jyan)'

é tal que kH(z(nH)) eL ( n2+(7f+1 ). g ”+1))>, onde

H7(12+(711+1)) F e F2(nt1)) _ pr(2:2(nt1)

Mais ainda,

+1 +1 4@ ’ / / '
Kianiny © Uemeny = (Jgenin) o (Jgenis) 0+ o (Jyun-n) o (Jgunin) o
o JH(4n+2) 9] JH(4n) ©---0 JH(2n+4) o} JH(2n+2)

5 .
( (JH(2n+1)) (JH(2n+3))/ ©--+0 (JH(4n—1))/ o) ZdH(4n+2)O

o JH(4n) C---0 JH(2n+4) o JH(2n+2)

6
(:) (JH(2n+1))I o (JH(2n+3))I ©--+0 (JH(4n—1))I o JH(4n) ©---0 JH(2n+4) o JH(2n+2)

= 1d gt = idgemr),

e ainda,
1= [lidgee || = HkHJ&l(nH)) %(nﬂ))” < HkZ;zl(nH))H HanszlmH)) | = Hkyzl(nH»H
- H JH(2n+1)) C-++-0 (JH(4n+1) H S H JH(2n+1))/H tee H(JH(4n+1))/H = ].,
com isso, ‘kg&l(nm) || =1, onde (5) segue da Proposigao 1.23, (4) de

F D) SO o) TaCe) L pean) TeC3Y peeat) THECED) paamt)

7;1—’(—21(71-#1)) ']H(4n+2) e} ‘]H(‘ln) O+++0 ']H(2n+4) o) ‘]H(Z“"’z) : H(Z(TL-F].)) —_— H(2~2(n+1))

e (6) de
JH(4n—1)I H(4n_1) — H(4n+1) s (JH(4n—1))/ . H(4n+2) — H(4n).

Portanto, ®,, é uma classe admissivel para todo n € N.

Para darmos mais um exemplo de classe admissivel, vejamos algumas defini¢oes e exemplos
que podem ser encontrados em [15].

Definic¢ao 3.6. (a) Um espago de Banach F possui a propriedade da extensao métrica se para
toda injegao métrica ig, € L(Fo; F) e todo operador Sy € L(Ey; F) existe S € L(E; F) tal que
So = Soig e[Sl =[Sl
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(b) Seja I' um conjunto de indices. Definimos

loo(T) = {()\j)jep :A;j € Kpara todo j € I' e sup |A;| < —i—oo} ,

jer

[(As)jerllewry = sup [,
jer
para toda familia (\;)jer € £oo(I).

Proposigao 3.7. Seja I' um conjunto de indices.

(a) l(T') € um espago vetorial sobre K, com as operagoes usuais (coordenada a coordenada)
de adicao e multiplicacao por escalar.

(b) A funcao || - ||eory € uma norma em L (T).

(c) O par (Lso(D), | - [lex(ry) € um espago de Banach.

(d) lso(T') possui a propriedade da extensao métrica.

(e) Os espagos da forma (. (T") sao os inicos que possuem a propriedade da extensdao métrica.

Demonstragao. Veja [15]. O

Proposicao 3.8. Seja E um espaco de Banach. Tomando Bg: como um conjunto de indices,
temos

loo(Bpr) = {()‘so)soeBE/ : Ao € K para todo p € B e sup |A,| < —i—oo} :

@wEB gy
O operador
Ig: F — EOO(BE/)7 T — IE(JI) = (So(x))cpEBE/
€ uma injecao métrica.

Demonstracao. Pelo Teorema de Hahn-Banach na forma da Proposi¢ao 1.22 temos

(@) lwBen = sup (@) = |lzf| < +o00
©EB gy

para todo x € FE, mostrando que [ estd de fato bem definida e que é uma isometria. Da
linearidade de cada ¢ € B segue a linearidade de [. |

Exemplo 3.9. Seja 9 a classe de todos os espagos de Banach com a propriedade da ex-
tensdo métrica. Para todo espaco de Banach E, defina F = {,(Bg/) e tome a inje¢do métrica
Ip: E — ((Bg) da proposicao anterior. Para F,G € BAN e v € L(F;G), pela propriedade
da extensdo métrica de £ (Bgr) existe v € L(loo(Brr); loo(Ber)) tal que Igov=1vo I

F d G 5 . 1o(Ba)
Ip =
(e (Br)
€
[9]] = g o vl| = sup |[(Ig o v) (2)]| = sup ||Ig (v(z))|| = sup [[v(z)]| = [v].

rEBR r€EBRp r€EBp
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E dado H € 9, pela propriedade da extensao métrica de H, existe kg € ﬁ(ﬁ] :H) tal que
idg = kyolg e |kyll = |lidg| = 1.

H idn H
Iy ket
too(Ba)

Portanto, a classe 9t é admissivel.

A seguir enunciamos e demonstramos o teorema de extensao, que é o resultado principal do
nosso trabalho e que caracteriza as classes de operadores que podem ser estendidas e mostra
como uma classe estendivel pode ser estendida.

Teorema 3.10 (Teorema de Extensao). Seja B uma classe admissivel de espagos de Banach.
As seguintes condigoes sao equivalentes para uma B-classe normada (Banach) de operadores
multilineares (A, || - ||.4)-

(a) (A, || - ||4) € um B-ideal normado (Banach) de operadores multilineares.
(b) Definindo

AP~ By .. B, F) = {AEﬁ(El,...,En;F) :iFoAEA(El,...,En;ﬁ)}

e ||AHA%—ewt = ||'LF (¢] AHA,
para todosn € N, By, ... . E, F € BAN, entdo (AP~ || - || gm—ext) € um multi-ideal normado

(Banach) que estende (A, | - ||.4)-
(c) A classe (A, ]| -||a) € estendivel.

Demonstragdo. (a) = (b) Primeiro vamos verificar que (AP=¢ || - || gm—cat) é um multi-ideal
normado (Banach). Sejamn € N, Fy,..., E,, F € BAN.

(I) A®=<*'(E,, ..., E,; F) é subespaco vetorial de L(E}, ..., E,; F):

(i) 0 e A%(Ey, ... E,:F), pois0€ L(Ey, ..., By F)e0=ipo0e€ A(Ey,... EyF).

(i) Sejam Ay, Ay € AP~ Ey, ... E,; F). Temos Ay + Ay € L(Ey,...,E,; F) e

ipo (A +Ay) =ipo Ay +ipody € A(Ey, ... By F),

pois A(E1, ..., Ey; ﬁ) é subespago vetorial. Daf, A; + Ay € AP~ (E,,... E,; F).

(iii) Sejam A € Ke A € AP Ey,...,E,;; F). Temos MA € L(Ey,...,E.;;F) e ipo
(M) = Mipo A) € A(El,...,En;f), pois A(El,...,En;ﬁ) ¢ subespaco vetorial. Dali,
M € AP(By ... E,; F).

(IT) A®~¢** contém os operadores multilineares de tipo finito: com efeito, dados ¢, € E, ..., ¢, €
ElebeF,pp® - ®p, b€ L(E,...,E,; F)e

(iF © (901 Q@ Pp b))(xh s 7xn) = iF(Qol(xl) T Qon(xn) ’ b) = Sol(xl) ce Son(xn) : ZF(b)
= (901®®90n®2F(b))(z177xn)7

para todo (x1,...,x,) € Ey x -+ x E,. Portanto,
ipo(p1 @ @, @b) =1 @ @, ip(h) € AEL,. .., By F),

pois é de tipo finito e, consequentemente, ¢; ® -+ ® ©, ® b € AP~ (Ey, ..., E,; F). Como
AT=eet(E, ... E,;F) é subespaco vetorial, segue que ele contém os operadores de tipo finito.
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(ITT) A fungao || - || 4w et ¢ uma norma em A®=¢(E, ... E,; F):
(i) Obviamente ||A||4v-cet > 0 para todo A € A®~**(Ey, ..., E,;F). Considerando 0 €
AB=et (B, ... E,; F), temos

0]l az-eee = [|ip © Ofl.4 = [[0][.4 = 0.

Dado A € A®~*(Ey, ..., E,; F) de modo que ||A||gz—cet = ||ip 0 A||4 =0, entdao ipo A =0, e

como ip ¢ inje¢ao métrica, temos A = 0, pois

[A(z1, -zl = llip(Alz, )l = 0@z, - 20) ] = 0

para todo (x1,...,2,) € Ey X -+ X E,.
(ii) Sejam A e K e A € A¥~**!(E,, ..., E,; F). Temos,

[AA|| gm-cee = [lir o (AA)[[a = |A(ir 0 A)||a = |A] - [lir 0 Alla = |A] - [[A]] gw-car.
(iii) Sejam Ay, Ay € A®~(Fy, ... E,; F). Temos,
”Al —+ AQHA%—ext = ”ZF o (Al + AQ)”_A = ”ZF e} A1 —+ ZF [©] AQHA

< lir o Arlla+ llir © Azfla = [|Ar[lam—cor + [| Az[|am-cor.

(IV) Seja A: K® —» K dado por A(Aq, ..., A\n) = A+ -+ A\p. Obviamente A = idg® - - Qidg®1,
entao A € A¥~*("K;K) pois é de tipo finito. Além do mais,

|| am—ese = |lix 0 Alla = |lix © (idg® -*- ®idg ® 1|4
= lidi -~ @idic @ ix(1)]|a = [lidi]| -~ lidel| - 17 (1)]] = 1.
(V) Para a propriedade e desigualdade de ideal, sejam A € A® (B, ... ,E,;F), u; €
L(D;; E;) para j = 1,...,n, et € L(F;G) com Ds,...,D,,G € BAN. Pela definicao de
A®=ert temos ip o A € A(E4,...,E,; F). Pela condicao (b)(iii) da Definicao 3.2 de classe

admissivel segue que

6o (to Ao (un. .. u) = (igot) o Ao un....u) = (Foir) o Ao (ur,... u)
—to(ipoA)o(uy,... u,) € ADy,..., Dy G)
e
[t Ao (ur, ... up)llaz-er = |lig o (to Ao (ur,... un)la = [[to(iroA) o (ur,... up)lla

< Il - Nl o Alla- lluall - - [lunll = 1]l - 1Al am-eoe - [Juall - unll;

logo, to Ao (uy,...,u,) € A2~ (Dy,...,D,;G) e

[to Ao (ur,... un)llas-ese < 2] - [|Allam—car - [Jua]] - [[un]-
Portanto, (A®=¢% || - || gm—cst) é multi-ideal normado. Caso (A, || - ||4) seja Banach, vamos
verificar que (AP~ || - || yu-cee) também é. Considere (A;)%2, € AP “"(E;, ..., E,; F) uma

o0 ~
sequeéncia satisfazendo ) [|A;|| g4m-c2t < +o00. Por definicdo, (ir 0 A;)52, C A(Ey, ..., By F) e
j=1

o [e.e]
> |lir 0 Ajlla < 400, logo, a série Y ip o A; é convergente em A, digamos
=1 i=1

J ) _
Y ipo A= A€ A(E, ... En F).
k=1
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Veja que A;(Ey x -+ x E,) C F e, dal,
(ZF OAj)(El X - X En) = ’iF(Aj(El X - X E’n)) C ZF(F)

para todo j € N. Logo, como ip(F') é Banach, podemos definir A" € L(Ey, ..., E,;ip(F)) por
At By x -+ X E, — ip(F) dado por A'(x1,...,2,) = A(xy,...,2z,) para todo (z1,...,2,) €
E; x --- X E,. Considerando o isomorfismo isométrico iz': ir(F) — F, podemos tomar o
operador i' o A’ € L(Ey,...,E,; F). Além disso, pela maneira com que definimos A’ temos
A=ipoiz' oA € A(Ey,..., Ey; ﬁ), o que implica que i' 0 A’ € AP~*H(Ey, ..., E,; ). Mais
ainda,

J
= |lip o (ZA"’ —i;l oA’)

k=1 A

J
= |lip o (ZAk> —ipo(ip' oA
k=1

J
= Z’LFOAk—A
k=1

J

2: 1 ’
Ak —1lp © A

k=1

AB—ext

A

—250.
A

Segue que Y. A; =i o A em (AP (K, ..., By F), | - || g4n—eet), provando que esse espago é
i=1
completo.

Verificaremos agora que o multi-ideal normado (AP~ || || gm—czt) é uma extensao da classe
B-ideal normada (A, ||-||4). Sejam H € B, A € A(E\,...,E,;H)e B € A (Ey,...,E,; H).
Pela condigao (b)(iii) da Defini¢ao 3.2 temos iro A € A(Ey, ..., Ey; [;f) e |lipoAlla = ||All4, de
onde concluimos que A € A®~*(Ey, ..., E,; H) e ||A]| gm-cot = ||Al| 4. Pela definigao de AP~
temos ip o B € A(Ey, ..., Ey; ﬁf) e ||B|| gzt = ||ir o B||4. Considerando a condigao (b)(iii)
novamente, segue que B = kpo(ipoB) € A(Ey,...,Ey;H) e ||Blla=|liroBlla=||B|| az-cat.

A implicacao (b) = (c¢) é imediata.

(¢) = (a) Por hipdtese, existe um multi-ideal normado (Banach) (M, ]| - ||x») de modo que
A(Ey,...,Ep;F) = M(Ey,....,Ep;F)ell-la=|lmem A(Ey, ..., E,; F) para todos n € N,
E.\,...,E, € BAN e F € B. Logo, devemos verificar apenas a parte quantitativa da condicao
(b)(iii). Para tanto, dados ' € B e A € A(Ex,..., E,; F), temos

lir o Alla = llir o Allpm < |lirll - [[Alm = [[Allm = |Alla = [[Allm = lidr o Al m
= ||kpoiro Allpm < |lkpll - |lir o Allm = |lir 0 Allp = |lir 0 Al 4,

dal, |lip o A||4 = ||Al|4. Portanto, (A, || -|.4) é um B-ideal normado (Banach) de operadores
multilineares, completando a demonstragao do teorema. U

3.2 Nao unicidade da extensao

De posse do teorema de extensao, uma pergunta natural que surge € se nossa extensao € Unica.
E a resposta é nao. Para mostrar isso, construiremos o conceito de envoltéria regular de um
multi-ideal e exibiremos duas extensoes distintas para o mesmo 8-ideal de operadores.

A definigao a seguir é uma adaptacao do caso linear, mas, tanto quanto sabemos, ainda nao
havia sido considerada no caso multilinear.
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Definigao 3.11. Sejam (M, || - || ;) um multi-ideal normado, n € Ne Ey, ..., E,, F € BAN.
Dado um operador multilinear A € L(Ey, ..., E,; F'), dizemos que A € M"™(Ey,...,E,; F) se
JpoA e M(FE,...,E,; F"). Neste caso definimos || A||spres = ||Jr 0 Al|am para todo A € M9,

A préxima proposicao nos permite chamar M"Y de envoltoria regular de M.

Proposicao 3.12. Seja (M, || - ||m) wm multi-ideal normado (Banach).

(a) (M9, || - || pmres) € multi-ideal normado (Banach).

(b) (M, lat) © (M9, |- g, isto € M C M0 e | - agres < - a0

(c) (M) e = M"9 jsometricamente.

(d) Considerando a classe admissivel ®, = {E" : E € espago de Banach} (Exemplo 3.4) e o
D, -ideal normado (Banach) de operadores multilineares dado por

M(D,) ={M(E\,....,Ey;F):neN, Ey,....E, e BAN e FeDi} el |mon =" llm
(Proposicao 3.3), entio (M", || - ||pmres) € uma estensao de (M(D1), || - | m@y))-

Demonstragao. (a) Sejamn € Ne Ey, ..., E,, F € BAN.

(I) M"™9(E, ..., E,; F) é subespago de L(Fy, ..., E,; F):

(i) 0 € M™9(Ey, ..., En: F), pois 0 € L(Er, ..., En;F) e Jro0=0¢€ M(E, ..., Eny F").

(11) Sejam Al,AQ S Mreg(Eh e 7E7l;17). Dai, Al +A2 S Mreg(Eh ce ,En;F)7 pOiS Al +A2 S
ﬁ(El,...7En;F) e JFO(A1+A2) =JF0A1+JF0A2 GM(E17...,En;F/I).

(iii) Sejam A € M"™(Ey,...,E;; F) e A € K. Dai, NMA € M™(Ey,...,E,; F), pois AA €
L(Ey,...,Ey;F)eJpo (M) =AJpoA) € M(Ey,...,E,; F").

(IT) Os operadores de tipo finito pertencem a M"™9(Ey, ..., E,; F): com efeito, dados ¢ €
El, . ..,on€E ebe F, temos 1 ® -+ ® @, b€ L(FEy,...,E; F)e

(Jro(p1® - ®p, ®D))(@1,...,7,) = Jp(p1(x1) - - n(Tn) - b) = ©1(x1) - - on(Tn) - Jr(b)
= (1 ® - R p @ Jp(b)) (w1, ..., T0),

para todo (x1,...,x,) € Ey x -+ x E,. Logo,
Jro(p1® D¢, @b) =1 @+ @, @ Jp(b) € L(Ey,...,Ey F")

é de tipo finito e, dai, pertence a M(E4, ..., E,; F”), o que implica que ¢ ® -+ ® ¢, ® b €
M™(Ey, ... By F). Entao M"™(Ey, ... E,; F) contém os operadores de tipo finito, pois é
espaco vetorial.

(III) A fungao || - ||smres ¢ uma norma em M"™9(Ey, ..., E,; F).

(i) Para todo A € M"™ obviamente ||Al|rres = ||Jr o Al|m > 0. Considerando 0 €
M'(Ey, ..., By F), entdo ||0]| amres = || Jrpo0||ap = [|0[| a0 = 0. Dado A € M™(Ey, ..., E,; F)
de modo que ||Al|pres = || Jpo Aljpm = 0, temos Jpo A = 0 e, como Jp é injegao métrica, A =0

necessariamente, visto que

[A@y, )l = 1p(AGey, - wa)) | = (T 0 A) (@, @)l = [[0(zy, - 2 [} = 0,

para todo (z1,...,x,) € By X -+ X E,.
(ii) Sejam A € M (Ey,...,E,; F) e X € K. Temos,

Al pres = [ TF o (AA)[aa = IIA(TF 0 A)l[ag = [Al - | TF 0 Allaa = [A] - [|A] s
(iii) Sejam Ay, Ay € M™9(Ey, ..., E,; F). Temos,

| A1 + Agl|pres = || JF 0 (A1 + A2)|[m = [|JF 0 A1 + Jk 0 Azl m
< || Jr o Axllm + | Jr 0 Asllam = [[Ail|sares + [| Az ares.
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(IV) Definindo A: K* — K por A(Ay,...,\,) = A1 -+ Ay, entdao A € M™("K;K) pois ¢é de
tipo finito, e ainda,

(idge -~ @idy @ Je(1)) (A1, An) = (M) - idge(An) - Jie(1) = Av- - Ay - Jie(1)
= Jx(M M) = (ko A, ..o ),

para todo (A1,...,\,) € K". Logo, Jx o A = idg® N ®idg ® Jr (1) é de tipo finito e

1Al vres = (1T © Allag = llidze® -+ @idee ® Ji (1)l = Ilidge]| -+ llidiell - | Fee(L)]] = 1.

(V) Para a propriedade e desigualdade de ideal, sejam G1,...,G,, H € BAN, u; € L(G}; E;)
paraj=1,....n,t € L(F;H)e Ac M"9(E,...,E,; F). Como Jpo A€ M(E,...,E,; F")
e pela propriedade de ideal de M, temos

Jgo(toAo(uy,...,u,))=(Jgot)oAo(uy,...,u,)=(t"oJp)o Ao (u,...,uy,)
:t”O(JFOA)O(Ul,...,UH) EM(Gl,...,Gn;HII)

e, com isso, to Ao (uy,...,u,) € M™(Gy,...,G,; H). Além disso,

Ht oAo (U17 s 7un)HM”9 = ”JH © (t oAo (Ub B 7un))HM = ”t” o (JF OA) © (ula s :Un)”/\/l
<N - 1T o Al NJull -« unll = 1] - [[Allaares - ]l - [[unl]-

Portanto, (M9, || - || smres) é multi-ideal normado. Caso (M, || - [|») seja Banach, vamos mos-

trar que (M™, || - ||ares) também 6. Seja (A;)52, C M™I(E, ..., E,; F) uma sequéncia

satisfazendo ) || Ajl|amres < 4o00. Por definigao, temos (Jp o A;)2, C M(Ey, ..., By F”) e
j=1

o o0
Yol JF 0 Ajllm < 400, logo, a série Y Jp o A; é convergente em M, digamos
iz j=1

J .
ST Jro ALy A€ M(By, .. FY).
k=1

Veja que A](El Xoeee XEn) CF €, dai, (JFOA])(El Xoeee XEn) = JF(A](El X XEn)) C JF(F)
para todo j € N. Logo, como Jr(F') é Banach, podemos tomar A" € L(E1, ..., E,; Jr(F)) dado
por

A" By x - X B, — Jp(F), A'(z1,...,2,) = A(x1, ..., x0),

e considerar o operador ng oA € L(F,...,FE,; F) (como ji fizemos antes, estamos conside-
rando o isomorfismo isométrico Jz': Jp(F) — F). Além disso, pela maneira com que defini-
mos A’ temos A = JpoJz'oA' € M(Ey,...,E,; F"), e portanto J oA’ € M™9(Ey,...,E,; F).
Ainda,

J
> A= Jpto A
k=1

J

= ||Jro <2Ak—JEIOA/> ‘
k=1 M
J

= JFO<ZAk>_JFO(JFloA/)
k=1

J
k=1

Mres

M

50,
M
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provando que > A; = Jo'o A € M™(Ey,...,E,;; F) em (M™(Ey, ..., Ep F), || - | pmres), 0
j=1
que nos permite concluir que esse espago é completo.

(b) Provemos que M(FEy, ..., E,; F) C M"™(Ey,...,E,; F)paratodosn € Ne By,...,E,, I €
BAN. Seja A € M(Ey,...,E,;F). Entao A € L(Ey, ..., E,; F) e, pela propriedade de ideal
de M, Jpo A € M(Ey,...,E,; F"), logo, A € M"™(E,...,E,; F) e, consequentemente,
M C M™9. Para a desigualdade das normas,

[Allares = 1T 0 Allpa < ([ Te [l - [ Al v = 1Al a

o que implica que || - [|pres < || - ||

(c) Peloitem (b), M"™9 C (M"9)"9 ¢ ||-|[mresyres < ||| pres. Dado A € (M™9)9(Ey, ..., E,; F),
entdo Jpo A€ M™(Ey, ..., E,; F") e, dai, Jpno Jpo A€ M(Ey,...,E,; F™). Note que

JFOAZidF//OJFOAZ (JF/)/OJF//OJFOAEM(El,...7En;F”),

pela propriedade de ideal de M e por (Jg/)' o Jpn = idp» (Proposigao 1.23). Portanto, A €
M'™(Ey, ..., E,; F), donde segue que (M"9)™9 C M. E ainda,

|Allsers = 1Tz 0 Allsg = [|(Jir) © i © T 0 All
< el 1m0 © T 0 Allag = [ © Jie 0 All g = | Allsesyr

Com iss0, || - [[mres < || - [[(mres)res € temos as igualdades dos multi-ideais e das normas.

(d) Pela defini¢ao e pelo item (b), temos M(D1) C M"™ e ||-|| pres < ||| mo,) em todas as com-
ponentes de M (D). Sejamn € N, Fy,....E, € BAN, ' € D, e Ae M™(Ey,...,E,; F").
Entao Jg o A € M(FEy, ..., E,; F") e, pela propriedade de ideal de M,

A:idF’oA: (JF)/OJF’OAEM(Elv'--yEn;F/) :M(Ql)(Elv"wEn;F/)?

provando que M"Y = M(®;) em todas as componentes de M (D). Pela desigualdade de ideal
de M,

Al meo0) = Al = 1(TF) o Jer o Al < (JE)[| - | Trr 0 Al = || T 0 Allaa = || Al pres,
logo, ||| m@1) < ||| pmres. Portanto, (M9, ||-|| pmres ) € uma extensao de (M(D1), ||-[[m@y)). O

Definicao 3.13. Um multi-ideal normado (M, || - ||m) € dito regular se M = M isometri-
camente.

Exemplo 3.14. Existem multi-ideais normados nao regulares. Por exemplo, o multi-ideal de
Banach dos operadores nucleares (veja [11]) é nao regular, pois sua componente linear, ou seja,
o ideal dos operadores lineares nucleares, nao ¢ regular (veja [15]).

Proposicao 3.15. Seja (M, || - ||m) wm multi-ideal normado nao regular. Entao (M,] « || m)
e (M9, || - [|mres) sao eatensoes distintas do D1-ideal normado (M(D1), || - ||m@1))-

Demonstragao. Com efeito, pelas Proposiges 3.3 e 3.12, (M, || - [[m) € (M9, || - || pmres) sd0
extensoes do ©;-ideal normado (M (D), ||| m(o,)) e distintas pois (M, ||-||s) é nao regular. [
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3.3 A extensao como envoltoria

Assim como temos a envoltéria regular, podemos também pensar em outro tipo de envoltoria,
por exemplo, a envoltéria injetiva, que, mais uma vez, é definida como no caso linear.

Defini¢ao 3.16. Sejam (M, || - ||») um multi-ideal normado, n € N e Ey,..., E,, F € BAN.
Dado A € L(Ey,...,E,; F), dizemos que A € M™ (E,,...,E,; F) se

IF oA - M(EL cee ;En;goo(BF’))v

onde Ip: F' — (o (Bp) é a injecao métrica da Proposigao 3.8. Neste caso definimos || Al pqins =
I o Al|p para todo A € M™.

A préxima proposicao nos permite chamar M™ de envoltdria injetiva de M.

Proposicao 3.17. Seja (M, || - ||m) wm multi-ideal normado (Banach).
(a) (M™ || - || pini) € multi-ideal normado (Banach).
(b) (M || - llag) © (M- [ aging), disto € M CM™ e || [lpgims < - -

(c) (MM = M™ jsometricamente.

Demonstragao. (a) Sejamn € Ne Ey,...,E,, F € BAN.

(I) M™I(Ey, ..., E,; F) é subespaco vetorial de L(E}, ..., E,; F):

(i) 0 € M™(Ey,... EyF), pois 0 € L(Ey,...,EpF)elpo0=0¢ M(E,..., Enlu(Br)).
(ii) Sejam Ay, Ay € MM (Ey, ..., E,; F). Dai, Ay + Ay € M™(Ey, ..., E,; F), pois Ay + Ay €
ﬁ(El,. . . 7En;F) (§ IF e} (Al +A2) = IF OAl +IF OA2 € M(Eh” . ,En;éoo(BF/)).

(iii) Sejam A € M™(Ey,...,E,;F) e A € K. Dai, A\A € M™(Ey,...,E,; F), pois AA €
L(Ey,...,EyF)elpo(A)=AIpoA) € M(E,...,Enlo(Br)).

(IT) Dados ¢y € Ef,...,pn € El eb € F, temos p1 K - R, @b e L(Ey, ..., B, F)e

(Iro(p1®--®pn @) (1, 20) = Ip(p1(1) - on(x0) - b) = @1(21) - n(Tn) - Ir(D)
=(p1 ® -+ R pp R IpD))(z1,...,2,)
para todo (x1,...,x,) € Ey x -+ x E,. Logo,
Ipo(p1® - ®p, Rb) =1 R+ R, RIp(b) € LIE,...,Ey;le(Bg))

é de tipo finito e, dai, pertence a M(E1, ..., E,; lo(Bgr)), o que implica que o1 ®- - ®p, Rb €
MM(Ey, ... E,; F). Portanto, M™ (Ey, ..., E,; F) contém os operadores tipo finito, pois é
espago vetorial.

(ITT) A fungao || - ||pens ¢ uma norma em M™ (Ey, ..., E,; F):

(i) Para todo A € M™(Ey,..., E,; F), obviamente || A||pgini = || Ir © A||p > 0. Tomando 0 €
M™(Ey, ..., Ey; F), entdo [|0]| pimi = ||Ip 00| p = ||0]|p = 0. Dado A € M™(Ey, ..., E,; F)
de modo que ||A||pini = ||[Ir 0 Al|p = 0, temos Ip o A =0 e, como Iy ¢ injecao métrica, A =0
necessariamente, pois

|A(x1, ..zl = ([ Ip(A(z, s z)| = |(Tp o A) (21, ..y xn)]] = [|0(21, .., 20)] = 0

para todo (x1,...,x,) € Ey X -+ X FE,.
(ii) Sejam A € M™(E,, ..., E,; F) e A € K. Temos,

[AA[[ pins = [T 0 (AA)[| a0 = IANTF 0 A)llm = (Al 117 0 Allm = [A] - [|A] agins.
(iii) Sejam Ay, Ay € M™(E,, ..., E,; F). Temos,

||A1 +A2HM”” = HIFO (Al +A2)”M = H[FoAl +]FOA2||M
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< e o Aullae + 1 1r 0 Asflave = [[Arllagins + [ Asl| agins-

(IV) Definindo A: K* — K por A(A1,..., \y) = A1-+- \,, entdo A € M™ ("K;K) pois é de
tipo finito, e ainda,

(ide " idy @ I (1)) My - s An) = idie(\) - - idig () - T (1) = Ay -+ A - T (1)
= IO A) = (Tg o Ay o2 M)

para todo (A1,...,\,) € K" Logo, Ix 0 A = idg® N Ridg ® Ix (1) é de tipo finito e,

1A agns = i © All g = llidie® -+ @idie © Ii(1)l| g = lfiddee]| -+~ [lide| - || (1)) = 1.

(V) Para a propriedade e desigualdade de ideal, sejam G1,...,G,, H € BAN, u; € L(G}; E;)
paraj=1,....,n,t € L(F;H)e A€ M™ (E,...,E,; F). Como (,(Bg) possui a propriedade
da extensao métrica, existe B € L (loo(Bpr); loo(Bar)) tal que Bo Ip = Iy ot e ainda ||B| =
s o] = .

Gy x---xG,

Ey x-x Ey—2~F—>H-1" ¢ (By)

Dali,

Iyo(toAo(u,...,uy))=Igot)oAo(ur,...,uy) =(Bolp)odo(u,... ,un)
:BO(IFOA)O(Ul,...,un) €M(G1,...,Gn;goo(BH/)),

pela propriedade de ideal de M e por Ip o A € M(E1,...,E,;l(Bg)). Portanto, t o Ao
(U1, ..y up) € M™(Gy, ..., Gy H). Além disso,

lto Ao (uy,...,un)||pini = [ Ig o (to Ao (ury...,un))||lm=|Bo(IpoA)o (uy,... ,u,)llm
(%)
< |IB - [[{r o Allag - Juall - - lunll = [IE] - | Al aging - ] - - - flunll,

onde (*) segue pela desigualdade de ideal de M. Portanto, (M™ || - ||ymi) é multi-ideal
normado. Caso (M, || - ||x) seja Banach, vamos verificar que (M™ || - || sqins) também é. Seja

(A;)32, € M™(Ey, ..., E,; F) uma sequéncia satisfazendo Y [| A spgins < 4-00. Por definigao,
=1

(Ir 0 4)%, € M(Bi,.... By loo(Bpr)) € 3 [Ir o Ayl < 00, logo, a série
=1

J]=

o0
Y. IpoAjé
j=1
convergente em M, digamos

J ,
ZIF o Ak i> A€ M(El, e aEn;Eoo(BF’))'
k=1

Veja que A;(Ey x---x E,) C F,edal (IroA;)(Ey X+ X E,) = Ip(A;j(Eyx---x E,)) C Ip(F)
para todo j € N. Como Ir(F) é Banach, podemos tomar A" € L(Ey, ..., E,; Ir(F)) dado por

A" By x - X B, — Ip(F), A'(zy,...,2,) = A2y, ..., 20),

e considerar a aplicacao I;l oA € L(Ey,...,E,; F) (como sempre estamos considerando o
isomorfismo isométrico I.': Ip(F) — F). Além disso, pela maneira com que definimos A’
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temos A= Ipolz' oA € M(E,...,Ey;lo(Br)), logo I o A € MM (Ey, ..., E,; F). Além
disso,

J
= ||Ipo (ZAk—IFloA/> ||
k=1 M
J
= ||Ipo (ZAk> —Ipo (IEIOAI)
k=1

J
= ZIFOAk—A
k=1

J
—1 !/
E Ak — IF O A

M

50,

M
w . .
provando que Y. A; = I:' o A em (M™(Ey, ..., Ey; F), || - || pimi). Isso prova que esse espaco

Jj=1
é completo.

(b) Seja A € M(Ey,...,E,; F). Entao A € L(Ey,...,E,; F) e, pela propriedade de ideal
de M, Iro A € M(Ey,...,En;lo(Bp)), logo, A € M™(Ey,... E,;F). Isso prova que
M C M™ . Para a desigualdade das normas, veja que

[Allains = e © Allp < (el - [Allag = [[Alln

(c) Pelo item (b), M™ C (M™9)" e ||-|| piniyini < ||| pgins. Seja A € (MM MI(Ey, ... Ey; F).
Entao Ir o A€ Minj(Eh C 7En7£oo(BF’))a e dai

Iy olro A€ M(E, ..., Eniloo(Bo(B,))))-

Pela propriedade da extensao métrica de (o (Bp), existe B € L({oo(Bro(B,))); boo(Brr)) de

modo que B o Iy (B,,) = idy (B, € || Bl = |lidi,] =1
g (B )
loo(Bpr) r loo(Bpr)
Tooe (Byor) s

loo(B(too(B4)y)
Agora,
IpoA= idéoo(BF,) olpoA=DBo [éoo(BF,) olpoAc M(Eh e 7En;€oo(BF’))7

pela propriedade de ideal de M. Portanto, A € M™(E,, ..., E,; F), e daf (M™)"ni c M™,
Para finalizar,

| Allpgins = [[{F 0 Allpm = 1B o Loy (B,y © Ir 0 Al < Bl - [ ese(B,0) © Ir © All M
— HIKOO(BF/) @) IF (] A”M = ”IF [¢] A”Mznj = ||AH(M1nJ)1nJ

Com isso, || - || apini < || - ||(mindyini € temos as igualdades dos multi-ideais e das normas. O

Veremos a seguir que nosso processo de extensao pode ser visto como um processo de
envoltoria, no sentido de que ele generaliza os procedimentos de envoltoria regular e injetiva.
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Definigao 3.18. Dada B uma classe admissivel, denotamos o espago ¢ os operadores associados
ao espaco de Banach E pela classe B por Ey, ip, k5 e 0. Dadas duas classes admissiveis B
e €, dizemos que B C €se {Ey : B € BAN} C {E¢ : E € BAN}, By = Eg e if = i%; para
todo E € BAN, k% = k% para todo H € B e Uy = U¢ para todo operador linear v.

Observagao 3.19. Se B e € sao classes admissiveis tais que B C Ce (A, |- ||4) é um €-ideal
normado (Banach) de operadores multilineares, é claro que a restrigao de A as componentes
formadas por operadores tomando valores em espacos de B, isto é,

{((A(Ey,...,Ex; F);|| - la):n €N, Ey,... E, € BAN e F € B}

é um B-ideal normado (Banach) de operadores multilineares. Entao podemos falar, sem am-
biguidade, de (AP~ || - || gm—cat) € (AT || - || ge—cat).

Definicao 3.20. Dados uma classe admissivel B e 2B-ideais normados de operadores multiline-
ares (Au [ -[l.a,) € (A2, || la,), dizemos que (Ay, || - [la,) C (Az, [| - [la) se Ar(En, ... Eps F) C

Ao(Er, .. E F) e |l lla, = ||| ay em Ay (Ey, .. ., By F) paratodosn € N, Ey, ..., E, € BAN
e F'e€'B.
Proposicao 3.21. (a) Sejam B uma classe admissivel e (A, || - ||4) um B-ideal normado de

operadores multilineares. Entao:

(a1) (A, ]| -]la) C (AF7HB), || - || am-ctm) )-

(a2) Denotando a restri¢ao de (AP~ || - || gz-ext) @ B ainda por (AP~ || - || gm—cat), temos
(AB-eetyBoext — AB-eet jsometricamente.

(b) Se B e € sao classes admissiveis tais que B C € e (A, ] - ||4) € um €-ideal normado de
operadores multilineares, entao A% C AT ¢ ||« || gm—cat = || - || gc—car em AT,

(c) Se B € uma classe admissivel e (Ay, ]l - [|4,) € (Aa, || - ||lay) sdo B-ideais normados de
operadores multilineares tais que (Ay, [ - la,) C (Az, || - ), entio (AT~ | - | gzeer) C
(B || o).

Demonstragdao. (al) A verificacio ¢ imediata, basta lembrar que (AT~ || - || gz—czt) ¢ uma

extensao de (A, [ - [|4) e que (AT~ (B), || - || azn-cot()) ¢ B-ideal normado (Proposicéo 3.3).

(a2) Como (AP || - || gz—czt) é um multi-ideal normado, a sua restrigio a B ¢ um B-ideal
normado, logo podemos pensar na extensao da extensao ((A® ) B ||| yv—cotyn—cat). Sejam
neN, By, ... B, FeBAN e A e (A2—ceyB=et(E, . .. F). Entao A € L(E,, ..., Ey; F)
cipoAe AU (B, .. FE.F)=A(E,... E, F). Daf, Ac A®~<(E, ... E,; F)e

HA”(A%—ert)‘B—ert = HZF 9} A”A%—emt = ||'lF 9] AHA = HA”A%—ert.

Tomando B € A%_eit(El, oo, By F),entao B € L(Ey,...,E,; F)eipoB € A(Ey, ..., Ey; f) =
AB=est (B, ... B, F). Logo, B € (A®~e®)®~eet(p, .. E,;F)e

||B||A%—ert = ||ZF e} BH_A = ||'lF o) BHA‘B—ert = ||B||(A%—ert)%—ert.

Portanto, temos a igualdade isométrica das extensoes.

(b) Seja A € A*~*/(Ey, ... E,; F). Entdo A € L(Ey,...,E;F) eifoA € A(E, ... Ey; Fy).
Como ip =i% e Fiy = Fg, temos i% 0 A € A(Ey,...,E,; F¢) e
[A[| gmeae = [liF 0 Alla = [|i% 0 All 4 = [|Al| ge-es-

Portanto, A€ A@—ezt(Eh L 7En’F’) e || . ||A%—e:ct — || . ||A¢_ezt em A%—eazt‘
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(¢) Devemos verificar que AP Y(E,,... E,;F) ¢ Ay “Ey,...,E;F) e | - ||A1%-m =
| - ||A243—ea:t em AP~Y(E\,...,E,;F) para todos n € N, E\,...,E, F € BAN. Seja A ¢
AP~ (B, ... E,;F). Entdao A € L(Ey,...,E,; F) e

iro A€ A(Ey, ... ,EyF)C Ay(Ey, ..., Ey: F).
Logo, A € Ay “Ey,...,E; F)e
[Al g2-cor = llip 0 Allay = [lir 0 Al| 4y = [|A]] gz -cor.
]

Proposicao 3.22. Seja (M, || - ||m) um multi-ideal normado.

(a) Se D1 € a classe admissivel dos espagos de Banach duais (Exemplo 3.4), entio M(D;)®17¢% =
M"9 isometricamente.

(b) Se M € a classe admissivel dos espagos de Banach com a propriedade da extensao métrica
(Ezemplo 3.9), entao M(IM)™ "t = M™ isometricamente.

Demonstracao. Dados n € N, Ey, ..., E,, F € BAN, veja que
Ae M(D)* " (Ey, ..., Enp; F) <

A€L(Ey,...,EyF)eJpoAe MD)(B,...,EyF") = M(B,... EnF") <
A€ M(E,, ... Ey;F).

E ainda,
[All meoyyoi-cet = 1T © Allamyy = [TF © Allae = [[Allpres

Segue que M = M(D;)®17¢*" isometricamente.
E também
Aec MO E,, ... E,; F) <=

Ae £(E17 ce ,En;F) elpoAce M(?I)T)(El, . 7En;€oo(BF’)) = M(El, . 7En;€oo(BF’)) <~
A€ M™(Ey, ... EnF).

E ainda,
[ Al et = [|Tp 0 All sy = [ r © Allag = [| Al agins.

Segue que MM = M(9M)M et isometricamente. O



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos algumas aplicagoes do teorema de extensao. No primeiro instante
estudamos a estendibilidade da classe dos operadores quase-7(p)-somantes, uma pergunta ainda
em aberto, e caracterizamos essa possivel estendibilidade com a igualdade isométrica da classe
destes operadores com a classe dos operadores 7(p)-somantes, também uma pergunta em aberto.
Isto ¢, mostramos que a igualdade das duas classes é equivalente a estendibilidade da classe
menor. Isso pode ser o caminho para provar a igualdade (ou nao) das duas classes. Em seguida
mostramos um método que nos permite construir um ideal de operadores n-lineares a partir de
um ideal de funcionais (n + 1)-lineares. E fechamos o capitulo abordando a estendibilidade da
classe dos operadores sequencialmente w*-compactos, concluindo que esta classe nao é estendivel
a um ideal de operadores. Aqui a principal referéncia utilizada foi [6].

Um ponto interessante é que na primeira e terceira aplicacoes do teorema de extensao o
leitor pode perceber a importancia de trabalharmos com subclasses da classe BAN de todos os
espagos de Banach, usando o conceito de classes admissiveis, pois nas duas classes de operadores
abordadas os operadores nao sao definidos para quaisquer espacos de Banach no contradominio.

4.1 Operadores quase-7(p)-somantes

Os operadores multilineares 7(p)-somantes foram introduzidos por X. Mujica em [13]. Em [5],
para obter a representacao dos funcionais no espago dos operadores multilineares o (p)-nucleares,
os autores introduzem a classe dos operadores multilineares quase-7(p)-somantes tomando va-
lores em espacos duais, cujas componentes sao formalmente maiores que as componentes do
multi-ideal dos operadores 7(p)-somantes. No final do artigo, os autores enunciam o problema
se essas duas classes coincidem ou nao. Em [6], no qual este trabalho de dissertacao é base-
ado, os autores aplicam o teorema de extensao (caso linear) para mostrar que os espagos dos
operadores lineares quase-7(p)-somantes e 7(p)-somantes sdo isomorfos isometricamente se, e
somente se, a classe dos operadores quase-7(p)-somantes é estendivel. O objetivo desta segao é
verificar que a mesma caracterizacao também ¢é valida no caso de operadores multilineares.
Como dito acima, a proxima defini¢do foi introduzida em [5].

Defini¢ao 4.1. Para E1, ..., E,, F € BAN e p > 1, um operador A € L(FE, ..., E,; F’') é dito
quase-T(p)-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

3=

<Z|A(~T1,jw--:9§n,j) (yj)|p>p <c- sup <Z|93/1 (1), (fvn,j)'y'(yj)’p>

foGBE_’L. i—1
y'EBF/

para todos m € N, z;,; € Ey ey; € FFcomt¢ = 1,...,n, e j = 1,...,m. Denotamos o

53
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infimo de todas as constantes ¢ > 0 possiveis por ||Al/4») € a classe desses operadores por
. /
Lovin(Bry ... Ei ).

Provemos duas propriedades que usaremos mais tarde.

Lema 4.2. (a) O infimo na defini¢io de || - ||4r(p) € assumido.
(b) [|Al| < [|Allgrp) para todo A € Loz (En, ..., Eni F').

Demonstragao. (a) Dados A € Lyrp)(Er,...,Ey F') e € > 0, existe ¢ > 0 de modo que
[Allgry < ¢ < (T +¢) - [[Allgrep) ©

(Z|A<x1,j,...,xn,j><yj>|p>p s (Z (1) 2 () y(ym)

x; GBE/ -
Yy GBF/

1
I3

para todosm e N, z;, € E;ey; € Fcomi=1,...,n,ej=1,...,m. Dai,

<Z |A(x1,jw~>55n,j)(yj)|p>p <c- sup <Z |23 (21,5) - 2 (Tng) - y(%)|>

m;EBEg i—1

RS

y’EBF/

<(1+e) | Allgr) - sup <Z |23 (21,5) - - 2 (T ) - ?/(yj)|p>

Fazendo ¢ — 07,

<Z|A(f’31,j7---793n,j)(yj)|p> < [|Allgrp) - sup
j=1

3
VR
Nk
B
RS
&
“I—‘
<.
=
5
3
<
N
&
~_—

para todosm e N, x;; € Bjey; € Fcomi=1,...,nej=1,...,m.
(b) Seja A € L7y (En, ..., Ey; F'). Sabemos que
|A| =inf{c > 0: [|[A(z1,...,2,)| < ¢ ||z1]|- - - ||zn|| para todo z; € Ej com j =1,...,n},
e ainda, para (x1,...,2,) € F1 X -+ X FE,,
|A(z1, ..., zn)|| =nf {c > 0: |A(zy,...,2,)(y)] < c- |ly|| para todoy € F'}.

Tomando m = 1 na definigao de operador quase-7(p)-somante,

[ A1, - @) )] < Allgre) - sup 23 (@1) - 2y (@) -y ()] = [[Allgrep) - Nzl - -zl - NIyl
T €B g
y'EBF:

para todos (x1,...,x,) € By X --- X E, ey € F. Dal,

[AG@1 )l < 1 Allgr) - lzall -~ - llzall;
o que nos permite concluir que [|Al| < [|Al¢r@)- O

Proposicao 4.3. Parap > 1, n €N, Ey, ..., E,, F € BAN, L) (Er, ..., Ey; F') € subespago
vetorial de L(Ex,...,Ey; F') e ||« |lgrp) € uma norma em Loz (En, ..., Ey F').
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Demonstragao. Vejamos que Loz (B, ..., By ') é subespaco vetorial de L(Ey, ..., Ey; F'):
(i) Claramente o operador nulo 0 € L(Ey, ..., E,; F’) é quase-7(p)-somante.

(ii) Dados Ay, Ay € Lgrp)(Er, ..., En; F'), paratodosm € N, z; ; € Ejey; € Fcomi=1,...,n
ej=1,...,m, pelo Lema 4.2(a),

(Z|A1(x1,j7...,xn,j)(yj)|p> < [ Asllgremy - sup <Z|x’1(x1,j)---x;(xn,j)-y’(yj)|p> e

RS

T EBE/

Jj=1 Jj=1
y EBF/
1 1
m P m P
(Z | A (21,5, - .- 7xn,j)(yj)|p> < || A2]lgr@p) - sup (Z 21 (@1) (@) Y (yj)|p> .
j=1 :EQEBEQ j=1
y’EBF/

Consideremos as seguintes m-uplas de ntimeros reais:

a = (|A1($1,1, e >$n,1)(yl)|7 |A1($1,2> S ,ﬁn,z)(y2)|, ce ey |A1($1,m; ce 7$n,m)(ym)|) €
b= (|A2(x1,17 s 7xn,1)(y1)|7 |A2(x1,27 s 7xn,2)(y2)|7 sy |A2(x1,ma s 7xn,m)(ym)|) .

Como || - |, é uma norma em R™, a desigualdade triangular nos garante que |la + b||, <
lallp + 1[bll- Assim,

(Z (A1 + A2)(21,4, - - 7xn,j)(yj)|p>

j=1

s =

SIC

= (Z [Av(@ 15, @) (y5) + Az, - - 7xn,j)(yj)|p>
j=1

3=

< (Z ([Ar(zrg, - ) ()| + [Aa(@g, - - al”n,j)(yj)!)p)
=1
= lla+bll, < llall, + (|6l

m » m »
= (Z|A1(931,j7---#En,j)(yj”p) + <Z|A2(931,j7---#Un,j)(yj)’p)
j=1 j=1
1
p
< [ Aallgrp) - Sup (Z |21 (@1) - (@) Y (yj)|p> +
:13 eB E’
Yy EBF/
1
m P
+ [[A2llgrp) - sup (Z 21 (215) - 2 () -y ()P >
x;EBEg j=1
y’EBF/
1
p

= (I A1llgry + 1 42llgrw) = sup (Z!ﬂa (1) -+ (@) - y(w)V”)

:C eB E’
yGBF/

Isso mostra que Ay + Ay € Ly (Er, ..., By ') e
”Al + A2Hq7(p) < ||A1||q7(p) + HA2||qT(p)'

(iii) Dados A € Ly (En, ..., By F') e A € K, segue imediatamente da defini¢ao que AA €
ﬁqT(p)(El, ce 7En; FI)
Portanto, Lgrp)(Eh, ..., Ey; F') é subespaco vetorial de L(Eh, ..., Ey; F').
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Verifiquemos que || - [|¢(p) ¢ uma norma em Ly (£, ..., En; F'):
(i) E claro que | Allgrpy = 0 para todo A € L) (Er, ..., Ep; F'). Observe que se A = 0, entao
| Allgry = 0. Agora se ||Al|¢r(») = 0, entao dados (z1,...,2,) € By x---x E, ey € F, tomando
m = 1 na definigdo de operador quase-7(p)-somante, temos

0 <[A@1, -, 20) (@) < [Allgr) - sup |2 (21) - -2 (wn) - ' (y)] = 0.

Portanto, A(zy,...,z,)(y) = 0 para todos (z1,...,z,) € By X --- X E, ey € F, o que implica
que A =0.

(ii) Dados A € K e A € Lyrp)(En, ..., En; F'), [[AA|lgrp) €, por definicao, igual ao infimo de
todas as constantes ¢ > 0 satisfazendo

(Z’(AA)(l“l,j;---717n,j)(yj)|p> <c- sup (Z ’93/1(5”10')"‘?‘7%(%4')'y'(yj)|p>
i=1 7i€8p \ j=1
y’EBF/

p

para todos m € N, z;,; € Fjey; € Fcomi=1,...,nej=1,...,m. Observe que essa
acontece para A # 0 se, e somente se,

1 1
m P c m p
(ZIA(xl,j7...,xn,j><yj>|p> <y (D:ca(xl,j)---x;(xn,j)-y'(yj>|p>
j=1 @ €Br \j=1
y’EBF/

para todosm e N, z;; € E; ey; € Fecomi=1,...,nej=1,...,m. Com isso, ||| g =

Al | Al gr(p)- O caso A = 0 é ébvio.

(iii) A desigualdade triangular foi provada no item (ii) da verificagao de subespago vetorial.
Portanto, (Lgrp)(E1, ..., En; F'), || - llgrw)) € espaco normado. O

No préximo resultado provaremos uma caracterizagao da norma || - ||¢r(y) que serd 1til na
demonstracdo da completude do espaco (Lgrp)(E1, ... Eni F') || - llgrep)-

Proposicao 4.4. Para todo A € Loz (B, ..., Epi F'),

=

m
| Allgr(») = sup (Z |A(z1 4, . .. ,xnyj)(yj)]p> meN, z,;€E,y,€ Fcomi=1,...,n,
=1

m p
j=1,...,m, e sup <Z |5U/1(961,j)"'$2(xn,j)'y'(yj)|p> <1

Demonstracao. Chame de 3 o supremo que aparece no enunciado. Para todos m € N, z; ; € E;
ey; € Fecomi=1,...,nej=1,...,m, pelo Lema 4.2(a),

3=

(Z ’A(zl,jv---yﬂfn,j)(yj)’p) < [|Allgr) - sup <Z|93'1(931,j)"'ﬂ72(ﬂ7n,j)'?/(yj)|p>
j=1

’
.Z’iEBEg j=1
y’EBF/



Em particular, param e N, z;,; € Ejey; € Fcomi=1,...,nej=1,...,m, tal que
1
m p
Sup (Z |23 (@1,) - 2y (@) - Z/(yj)|p> <1
T €Bp =
y’GBF:
vale que

(Z Al - 7xn,j)(yj)lp> < [1Allgr)
j=1

Disso segue que 8 < ||Al|grp). Tome m € N, z;; € E;ey; € Fecomi=1,...,nej=1,...,

tal que
1
P
k.= Sup (Z |«7?1 .Tl,] o (xn,j) ’ y/(yj)|p> > 0.
' GBE/ _
EBF/
Entao .
m » I3
(Z‘A(xl,j7x2,j7"’7xnd) (%) > Sﬁv
7j=1
pois

:CIEBE/ =1
y/GBF/
1 = ’
= 7 sup (Z ’xll (zl,J) zn(mn,]) y/(y])|p> =1
2 €Bp \ j=1
y' €Bpr

Logo, podemos escrever

(Z|A(x1’j,...,xn,j)(yj)|p>pgﬁ-k:ﬁ- sup <Z|x1 T1,5) o T (Tnyg) - Z/(yj)|p>

z;GBE/_
3
y’EBF/

Vejamos que essa desigualdade ocorre mesmo para vetores tais que

1
P

k= sup <Z’xi(fv1,j)"'ﬂf;(ﬂfn,j)'?/(?Jj)’p) = 0.

/
ZIZiEBE;

yIGBF/

Com efeito, se k = 0, entao

Nyl = sup |2)(z1y) -2 () - Y ()]

.Z’;EBE/‘
7
y’EBF/

0 < |lza il llzn,

o7
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1
P
< sup <Z |24 (21,5) -+ 2 (2 g) - y’(w)!”) — k=0,
T, EBE/
y’EBF/
o que implica que para todo j = 1,...,m, existe pelo menos um vetor dentre x4 ;,..., % ;,;
que é o vetor nulo. Logo, A(x1,...,2,)(y;) =0 e entdo |[A(z1;,...,2n,;)(y;)] = 0. Com isso,

o=

(Z Az, - .. =xn,j)(yj)|p> =0<p3-0
Sup (Z |7 ( T1,5) (mn,J) y/(yj)’p)

! EBE/
Yy EBF/

P

Assim, essa desigualdade ocorre para toda escolha de vetores. Portanto, || A4~y < 6, comple-
tando a demonstracao. 4

Proposicao 4.5. O espaco normado (Lorpy(Er, ..., Eni F'), || - |lgrp)) € completo.

Demonstragdo. Seja (A;)32, C Lyrp) (B, ..., By F') uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema
4.2(b),

14; = Aell < [14; = Aellgrny 25 0,
logo a sequéncia (4;)32, ¢ de Cauchy em (L(Ey,. .., En; F'), || - ||) e, dai, convergente, digamos
A, s Aem L(Ey, ..., By F'). Além disso, como (A;)52; é de Cauchy em Lyr ) (B, - . ., Ens FY),
existe uma constante ¢ > 0 tal que |44 < ¢ para todo j € N. Para provarmos que
A€ Lorpy(Er, ... En;F')sejamm e N, ;;, € Bjey; € Fecomi=1,....,nej=1,....m
Lembrando que a convergéncia na norma do sup implica na convergéncia pontual, de

m m ;
Z |A($1’l7 s 7xn,l)(yl)|p = E : (ll)m Aj(xl,h RN 71?71,1)) (yl)
=1 —1 Jj—0o0
m » .
— ;_1 JILT(I)IO Aj(ﬂil,h T (u)| = ;j}i)r(l)lo |Aj(1:1’l, o) ()P

= JILHOIOZ ’Aj(xl,h B 7xn,l)(yl)|p

< 1i P . Y p
< lim [|4;]]7., 2 Z @ (210) - () - ' ()]
Y EBF/
< lim - sup 2y (@) - 2, () -y () P
j—oo ! EBE l21’ 1 n ’
Yy EBF/
= ¢ sup Z’% w10) (@) Y ()P,
x, EBE/ =1
Y EBF/
e elevando os dois membros a ]lo segue que A € Ly (En, ..., Ey; F'). Por outro lado, dados

meN, z;; €Eey; € Fecomi=1,...,nej=1,...,m, de modo que

3=

Sup (Z’zi(ﬂfl,l)"'z%(%,z)'y'(yl)1p> <1,
=1

Z’QGBE(
7
y’EBF/
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sabemos que para todos j,k € N,

(Z |(Aj = Ap) (@1 - - axn,l)(yzﬂp)

1
I3

hSIC

< 14; = Axllgrep) - sup (Z 21 (210) - - 2 (Tg) - Z/(yl)|p> < 145 = Axllgrem)-
=1

’
:EiGBEg

y’EBF/

Dai, fixado j € N e fazendo £ — oo obtemos

hSIC

<Z [Aj(zrg, - ang) () — Ay, - 7$n,l)(yl)|p>

SIC

m p
= (Z ‘Aj(%,l, s @) () = Hm Ag(@, ) (9) )
=1

= (Z lim (Aj(z1g, @) (W) — Ae(wr, - 200) (01) p)

hSIC

k—o0

RS

k—o0

= lim <Z [(A; = Ap) (21, - 7$n,l)(yl)|p> < lim 45 = Agflgrep),
=1

sempre que

==

Sup <Z|x/1($1,l)"'xﬁz($n,l)'Z/(Z/l)|p> <1
=1

:DQEBE{
y’EBF:
Pela Proposicao 4.4,
14; = Allyry < Jm 145 — Ayar,

e dai
0< }ggo 14; — Aqu(p) < j}eiinoo 145 — AquT(p) = 0.
Portanto, lim A; = A em Ly (Ex, ..., By F'), provando que (Lgrp) (B, o Ens F') |- lgr)

J—0o0

¢é espaco de Banach. O

O préximo conceito é a generalizagao multilinear, introduzida em [13], dos operadores line-
ares 7(p)-somantes de [15].

Defini¢ao 4.6. Parap > 1,n € Ne Ey, ..., F,, F € BAN, umoperador A € L(E;,...,E,; F")
é dito ser 7(p)-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

m v m 1
(Z |y§'(f4($1,j,---wn,j))lp> <c- sup (Zui(ffl,j)“‘f%(ﬂ?n,j)'93/(9')”7)
j=1 @ €Bg \j=1
y'EBF/
para todos m € N, z,;, € E; ey € F' comi =1,...,nej = 1,...,m. Denotamos o

infimo de todas as constantes ¢ > 0 possiveis por ||A||-;) e a classe desses operadores por
CT(p)(El, ce ,En; F/).
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Vejamos que L) (Er, ..., Ep F') C Lory(Er, ..., Ep; F') com || -
efeito, tomando A € L., (En, ..., Ey; F') temos

<Z |A(21,5 - - ,xn,j)(yj)|p> - (

HqT(p) < ” ' Hﬂ'(p)' Com

it
%
S
H
vb—‘
tv.
=
S
<
=
N———
LR

x5 GBE/ —
Yy EBF/
1
m P
= c- sup <Z |$/1(x1,g (xn,J) ) (y])l )
;€8 \ j=1
Yy EBF/

para todosm € N, x;; € Bjey; € Fecomi=1,...,nej=1,...,m
Vejamos também que, caso F' seja um espaco de Banach reflexivo, entao

Loy (Ery .., Eyi F') = L) (Er, ..., Ey; F') isometricamente :

dados B € Lyrpy(Er, ..., By F'), meN, m; € Biey] € F" comi=1,....nej=1,....,m
pela sobrejetividade do mergulho canonico Jp: F — F" existem y, ...,y € F tais que

3=

D

(Z|y§/(3(931,ja---737n,j))|p> = (Z!JF(yj)(B(ﬂfl,ja---v%,j))!p>
= <Z |B(x1,j7...,xn,j)(yj)|p>
< [IBllgrm - sup (Z @)y (@ng) - y/(yj)|p>

’
zieBEé -1

y’GBF/

—

= || Bllgr(p) - sup (

’
xiEBEg

|1 (21,5) - - @ (0 5) - JF(?/j)(?/)!”)

1

J
y’GBF/

1
m p
= [ Bllgr) - sup (Z!fvl (21,5) '--x;(wn,j)-yg-’(y’)l”>

z;€Bg =1
T

.

yIGBF/

Dai, B € Ly (B, ., Bt ') ¢ |Bllrgy < By

O problema que segue em aberto é se L) (E1, ..., En ') = Loy (Er, ..., Ep; F') isome-
tricamente para todos E1,...,E,, F € BAN. Usando o teorema de extensao, daremos uma
condicao necessdria e suficiente para que tal igualdade ocorra.

Teorema 4.7. L) = L) isometricamente se, e somente se, a classe (Larpy, | -+ |lgrep)) €
estendivel.
Demonstragdo. Pela Proposicao 4.5, (Lgrp)s || - llgrp)) ¢ uma D-classe Banach de operadores

multilineares. Entéao, pelo teorema de extensao (Teorema 3.10) ela é estendivel se, e somente se,
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¢ um ®;-ideal Banach de operadores multilineares. Verifiquemos que (Lgrp), || - ||gr(p)) satisfaz
todas as condigoes de ser ®;-ideal de operadores, exceto a seguinte:

A€ Lprpy(Br, .. By F') = Jp o A€ Lyry (B, .., Ens F) e [|Allgr) = [T © Allgr(p)-

Provemos que, de fato, as demais condigoes sao verificadas:
(i) Dados 1 € E{\{0}, ..., ¢, € E\{0} e b’ € F"\{0}, considere o operador ¢1®- - -®p, Q' €
L(Ey,...,Ey; F'). De

m

SNr @ © o0 @) @10 ) (5) P

j=1

= |lp1(@1) -+ al@ng) - V) ()| = Z [p1(215) - - onl@ny) - U (y;) P

j=1

— |l [ nll 8
= E ‘901(931,‘)"‘ On(Tp;) - V' (y;)
el T el o
m / p
¥1 Pn b
=il lonll? - 17> oo () - - i (@) - 2 (95)
el a7 I
< [leal? -~ lgnll” - 17 - oup lel 21,5) (@) Y (Y
:DE E’ =1
yEBF/

para todosm e N, z;; € B ey; € Fcomi=1,...,nej=1,...,m, elevando a ]1) dos dois
lados obtemos @1 ® -+ ® @, @b € Lory(Er,. .., En; F') e

01 ® -+ 90 @ Vllariy < lloall -~ all - [0 = lpr 2 - © 00 @],

logo,

lpr & - @ o @V lgrp) = llpr @ - @ o0 V.
Veja que se algum ¢; = 0 ou ¥’ = 0, entao o mesmo ocorre obviamente. Portanto o espago
Loy (Er, ..., Ey; F') contém os operadores multilineares de tipo finito com igualdade das nor-
mas || - |lgrp) € || - || nos operadores de tipo finito de posto 1.
(ii) Sejam Gi,...,G,, H espagos de Banach, u; € L(Gy; E)\{0} com [ = 1,...,n, A €
Loz (Er, ..., By F") et € L(F; H)\{0}. De,

I 0 Ao (ur, .. un)) (21 - 2ng) ()P
j=1

Z [t (Al (21, Uun(zn;))) |p = Z | A(ur(21,5), (an))(f’(’w;)ﬂp
j=1
*)
< [[ ANy - sup Z|~T1 ur(21,)) -+ 2 (n (2 3)) -y (¢ (w)) 7
:CEBE/ =1
y"GBF//
= Al ) - sup Yl 0 wn)(z1) - (27, 0 wa)(zng) - (4" o ) (w)) P
CIZQEBEQ =1
y'€Bpn
[ al [l L PN
= 1 Allgr) - sup (@) 0 u1)(21,5) (@, 0 un)(zn5) - - (7 0 ) (W)
e L T el T 7wl ’

y'€Bpn



] ou1 x owu y' ot b
= [[AlI%, )+ Mluall? - [lun[” - 117 - sup Z 1 (215) = (3ng) + T (W)
weBy o | 1]
y“EBF//
€5
< AN, ) < Nluall? =< Jlunl[” - 1P~ sup Z 21 (213) -+ 2, () - " (w)[”
zE G/ —
w’ EBH//
para todos m € N, z;; € Giew; € H comi=1,...,nej=1,...,m, onde (*) segue do Lema
4.2(a) e (**) de
x} o u; 1 1
- = g o wll < 5 - llagll - [l < 1
[ | [
parat=1,...,n,e
y// Ot/ 1 ]' ! /
= ly e t|l < Ay 1 < 1
| 1#/] 1]l
Elevando a Zl) ambos os lados, obtemos t” o Ao (u1,...,uy) € Lgrp)(G1,...,Gn; H") €
[t" 0 Ao (ur, ..., un)llgre) < IE] - [ Allgree - ]l - - [Junll.

(iii) Sejam Ey,...,E, € BAN, F' € ©1 e B € Ly (Er,...,Ey; F"). Verifiquemos que
(JF)I oB € £qr(p)(E17 o By F') De

m
D N Te) 0 B) (- ) ()P
j=1
m m
= 1) (B, 2n) ()] Z (@15, @ng) (Jr(ys) P
Jj=1 =1
< 1Bl - sup Z 24 (@15) - @ (@) - (T ()P
yHIGBFf//
= ||B||q’r(p SuP Z |21 (215) - @ (@) - (Y 0 TR)(y) P
By
yHIGBFj//
< [1Bllgr) - e Z |25 (@15) -~ 2 (@) -y ()1
Yy EBF/
para todosm € N, z;;, € B ey; € Fecomit=1,...,nej=1,...,m, elevando a % ambos os
lados, obtemos (Jp)' o B € L) (Eh, ..., Eny F').
Provamos entao que para (Lgr(p), || [|qr(p)) ser D1-ideal de operadores falta apenas a condicao:

A€ ﬁqT(p)(Eh sy By F/) = Jpmo A€ CqT(p)(Eb oo By F”/) € ”AHqT(p) = ”JF’ © A“qT(p)

Pelo teorema de extensao, (Lqr(p), |- |l¢r(p)) € estendivel se, e somente se, tal condi¢ao se cumpre.
Pela Proposicao 1.40,

m
Sup Z |l’1 3:1] e ,In(l’nyj) . y;/(yl)’p = sup Z |.’I'I1 (zl,j) . z:z(zn,]) i yll/(y9/)|p
Y EBFI yWGBF://

J=1
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para todom € N, z;; € Fjey] € F" comi=1,...,nej=1,...,m. Disso segue que, para
algum A € L(Ey, ..., E,; F'), é verdade que

JF’ ocAe€e £q7(p)(E17 ce 7En; F”/) — A€ ‘CT(p)(Eh ce 7En7 F/)
De fato, basta notar que

(Jrr o A) (@1 gy ooy o) (Y]) = T (A, 2n )W) = U (A, - ny),

e usar a definicdo de operadores quase-7(p)-somantes e 7(p)-somantes. Note ainda que a igual-
dade

| Jr 0 Allgrp) = | All7)

segue diretamente da observacao feita, pois uma constante ¢ > 0 satisfaz a condigao do operador
quase-7(p)-somante Jg o A se, e somente se, satisfaz a condi¢do da aplicagao 7(p)-somante A.
Portanto, (Lgrp), || - |lgrp)) é estendivel se, e somente se,

A € ‘EQT(p)(Ela s >En7F/) = A € ‘ET(p)(Elv s 7En7F/) € HA”qT(p) = HAHT(p)’

isto ¢, se, e somente se, Lqr(p) = Lr(p) isometricamente, como querfamos. O

4.2 O ideal de operadores n-lineares gerado por um ideal
de funcionais (n + 1)-lineares

Como segunda aplicagao do teorema de extensao, construiremos um procedimento para gerar
ideais de operadores n-lineares a partir de um ideal de funcionais (n + 1)-lineares. E quando
tomamos n = 1, mostraremos que esse procedimento estd relacionado com o método usado
para gerar ideais de operadores bilineares a partir de um ideal de operadores lineares, descrito
em [16].

O leitor perceberd que, nesta secao, as defini¢oes para o caso multilinear nao sao adaptadas
tao imediatamente do caso linear apresentado no artigo [6]. Nesta aplicagdo do teorema de
extensao tivemos que dar algumas solucoes para que a generaliza¢ao multilinear do caso linear
feito em [6] funcione.

Dadosn € N, Ey, ..., E,, E,.1 espacos de Banach, para cada o € S,,,1 considere o isomor-
fismo isométrico

Tgi C(El, R ,En; E;_H) — ﬁ(Eg(l), R ,Ea(n), Eg(n+1); K)

TU(A)(I’U(D, e ,ZL‘U(n), ZL‘U(n_H)) = A(:L’l, P ,l’n)(l’n+1).

A defini¢do a seguir, apesar de tecnicamente complicada, foi a Unica que encontramos de
maneira que a generaliza¢ao multilinear do caso linear de [6] funcione.

Definicao 4.8. Dados n € N, Fy, ..., E,, E, 1 espagos de Banach e o € 5,1, considere:

FY,. .. Fl sendo Fyoy, .y = By, e FY = Ey;y para j # o0~ (n+1);

Vo-1(nt1) = JB,4 € V] =idp,, para j # o' (n+1).

Um ideal normado de funcionais (n + 1)-lineares (F,|| - ||z) é dito pré-regular se para
todo A € L(FY,...,F7,;;K) tal que Ao (vf,...,v7,,) € F(Es)s-- -, Eoms1);K), entao
Ae F(F?,...,Fl.;K) e ||Ao (v],...,v7. )|l = ||A|l7 para toda o € S, 1.

n
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Teorema 4.9. Seja (F,| - ||z) um ideal normado (Banach) de funcionais (n + 1)-lineares
pré-reqular. Dados E, ..., F,.1 espagos de Banach e A € L(E, ..., E,; E,11), dizemos que
A€ Mzp(Er, ..., By Enyq) se Ty(Jg,,, 0 A) € F(FY,...,F?.1;K) para toda o € S,11, onde

F7 sy = En e I = Eo(j) para j # o Y(n+1). Neste caso, definimos

[All vy = max [|T5(Jg,,, o A)|lF.
UESn.H

Entao (Mg, | - ||my) € um ideal normado (Banach) de operadores n-lineares.

Demonstragao. Considere a classe admissivel ©, dos espacos de Banach biduais (Exemplo
3.5). Dizemos que o operador A € L(Ey,...,E,; B, ) pertence a Ar(Ey,...,Ey B ) se
T:(A) € F(FY, ..., F7 ;K) para toda 0 € Syiq onde Fy_y = B, e F{ = E,; para
Jj# o Y (n+1) com

n+1)
[Allay = max [T, (A)].
[ n+1

Provemos que (Agz, || - ||45) ¢ um Dy-ideal normado (Banach) de operadores n-lineares:
(I) Obviamente Ax(FE,...,E,; E. ) é subespaco vetorial de L(Ey, ..., Ey; El ), basta ob-
servar que T, é isomorfismo isométrico.
(ID) || - |4 é uma norma em Ax(Ey,..., E Bl ):
(i) E imediato que ||A||.4, > 0 para todo A € Az(Fy, ..., Ey; EY..) e|0]a, =0. Agora, dado
A€ Ar(Ey, ..., Ey; By ) tal que [[All 4, = 0, entao T,(A) = 0 para toda o € S,1q, e como T,
¢ linear e injetor, segue que A = 0.
(ii) Sejam A e Ke A€ Ax(Ey, ..., Ey; E) ). Temos

INAJLr = max [To(AA)]z = mas A~ To(A)]lr = max [X|-[|To(4)]»
= I\l s [ T5(A) 5 = A | AlLs
n+1

o

(iii) Sejam Ay, Ay € Az(Er, ..., Ey; E) ). Temos

| A1 + Az|lay = nax |75 (A1 + Ag) || 7 = nax 1T (Ay) + Ty (A) | » & 1T (Ar) + T (A2) || 7
<N T (AD |7 + [T (A2) ||l 7 < max ||T,(A1) |7 + max || T5(A2)]#
0€Sh+1 oESh+1
= | A1l ar + 1 A2]|4x,

onde, em (*), v € S,,1 é tomada de forma conveniente.

(III) Provemos que se (F,|| - ||z) é completo, entdo (Ag, || - ||45-) é completo. Para isso seja
(Aj)32 C Ar(Ey, ..., By By L) tal que ZIHAJHAF < +o0. Disso segue que (T,(4;))32, C
J:
F(FY,...,F7,1;K) e ainda Zl||TU(Aj)||f < Zl||Aj||AJr < 400 para toda ¢ € S,41. Logo,
j= j=

para cada o € S, existe B, € F(FY,...,F7 ;K) tal que

n

J .
ZTU(AIC) — B, em (]:(ny--wF,fH;K% ” ) HJ—')
k=1

Como || - || < || - ||, a convergéncia acima também ocorre na norma do sup, e daf

j j .
Z Ay =T, <Z TU(Ak)> 5 T, Y(B,) na norma do sup.
k=1 k=1
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Disso segue que T, '(B,) = T;"(B,) =: B € L(E\,..., E,; E) ;) para todos 0,7 € Sp41. Veja
que B € Ar(Er, ..., B E) ), pois T,(B) = B, € F(FY,...,F7,.;K) para toda 0 € Sp41.
Além disso, ZlAj =Bem Ar(Ey,...,E,; B ) pois

J

j j j _
A, — B = - = - 75 0.
Sonen| e (S 0)| - [Srao-n] o
k=1 Ar k=1 F k=1 F
Portanto, (A, | - ||4,-) ¢ uma Ds-classe normada (Banach) de operadores n-lineares.
Condigao 3.2(b)(i): Dados ¢4 € Ei,...,¢, € E), a1, € E] |, considere o operador ¢; ®
@y @an € L(Ey, -, By E) ). Devemos mostrar que T,(p; ® -+ ® ¢, @ xp, ) €
F(FY,...,F7,.;K) para toda 0 € S,4;. Trabalharemos com a permutacdo o = (2,1,n +
1,4,5,...,n,3), considerando (21,...,2,) € By X --- x E, e x),, € E] ., e o leitor perceberd

que o mesmo raciocinio se aplica a qualquer outra permutagao. De

T0(901® Qo ® x;;+1)(x27z17x;z+1a Ty, X5, ... ,I'n,l’3)
= (1R Ry ® x;;+1)(x17 s 7xn)(x:z+1) = (p1(z1) - - n(zn) - x;‘/a—l-l)(xfn—i—l)

=p1(x1) - pnlan) - x2+1($;+1) -1

= pa(x2) - 1(71) - $Z+1($Z+1) - 04(4) - p5(5) - Pnlwn) - 03(23) - 1
= (@2 ® Y1 ® $Z+1 ® P4 & Ps K- & On & ©3 ® 1)(x27x17x;1+17x47x57 cee 7xn7x3)7

temos

Ta((pl ®®@n®x;;+1)
=P P RT QPR Ps R D, Q31 € F(Ey, By, E, By, Es, ..., Ey,, E3;K),

pois ¢ de tipo finito, o que implica que 1 ® -+ ® p, ® 2 | € Ar(Er, ..., By Bl ) e

lor @ ® pn ® 2 llay = max [To(pr ® - @ on @ 2)l7

"

(=)
= lleall - lleenll - il - 11 = llor © -+ ® o @ 24,

onde (*) segue do fato de que quando aplicamos T, em ¢y ® -+ ® ¢, ® zl,, apenas alte-

ramos a ordem em que os vetores @i, ..., ¢,, T, aparecem no produto tensorial. Portanto,
Ar(Ey,...,E,; Bl ) contém os operadores de tipo finito, com igualdade das normas || - || e

|| - |4 nos tensores elementares.

Condicao 3.2(b)(ii): Sejam A € Ar(Ey,...,Ey By 1), u; € L(G;;E;) para j = 1,...,n, e
t € L(Eni1;Gri1). Devemos mostrar que

T,(t" o Ao (ur,...,u,)) € F(HY,...,H] ;K)

n+1;

para toda o € S,, 1, onde HY 1y = Gy e HY = Gy para j # o~ 1(n+1). Assim como
antes, trabalharemos com a permutagao o = (2,1,n+ 1,4,5,...,n,3), tomando (z,...,2,) €
G1 Xoeee XGneZ’:‘L—FlEG;‘L—Fl' De

T,(t" 0o Ao (ur,...,un)) (22, 21, Znat1s 245 Z5y - - - s Zny 23)
= (t"o Ao (ur,...,un))(21,. .., 20) (20 q) = " (Alur(21), - . . un(20))) (241)
= Aui(z1), -+, un(20)) (¢ (241))
= T5(A)(uz(22), ur(21), ' (2 41), wa(2a), s (25), - wn(2n), us(23))
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= T,(A) o (ug, ur, t', g, us, ..., Up, u3) (22, 21, 25y 11, 245 255 - - - 3 Zns 23),
pela propriedade e desigualdade de ideal de F, temos

T,(t" o Ao (uy,...,up,))
- TO’(A) o (UQ,Ul,tI,U4,U5, s 7un7u3) € ]:(G2a Gla Gfln+17G47G57 s 7Gna G37K)

IT5(t" 0 Ao (u, ..., un)) L < N To(A)|7 - lluzll - Nl N2 - fwall - sl - Jun]] - [Jus]|

Portanto, t” o Ao (u1,...,u,) € Ar(Gi,...,Gp; Gl ,) e

[t" 0 Ao (ury. .., up)||ar = max ||T,(t" o Ao (ur,...,u,))||r
UGSn+1
< max [|T,(A)[[7 - [|2]] - [Juall - - - [Jun]l
UESn+1
= It - luall - - [Jun|l - max ||T5(A)||#
O'GSn+1
= (1l - | Allaz - luall - - - flunl|-

Condigao 3.2(b)(iii): Sejam A € Ax(Ey,..., En; ElL,) e B€ Ax(Ey, ..., Eqy; EY)). Devemos
mostrar que T, (Jpr,, 0 A) € F(GY,...,G7,;K) para toda o € Sy, onde G7_y, 1) = E}
e GY = E,(; para j # o~ Y(n + 1). Mais uma vez trabalharemos com a permutagio o =

(2,1,n+1,4,5,...,n,3). Dados (21,...,2,) € By X --- X E, e, € E, ,, de

TJ(JE;L/+1 (e} A) @) (’idE2,’idE1, JE?/l+1,?:dE4,’L.dE5, e ,’idEn,’idEB)(l’Q, 1’1,1’;1+1,l’4,l’5, e ,l’n,l’g)
=T, (Jgr,, o Ao, 21, Jmr,, (Thi1)s Tas Ts, o, T, T3)
= (o, 0 @1y 1) (Ter, (@ 1) = Tor (A@rs -, 20)) (T (@)
= ']E;_H ($;1+1)(A(l’1, s ,l’n)) = A(:Eb s axn)(x;z+1)
= T,(A)(z2, 21, Ty 1, Ta, Ts, . ., Ty, T3),
temos
TU(JEZ-;-l o A) o (idEz,idEl, JE;+1,’L.dE4,’L.dE5, P ,’idEn, ZdE3)
- TO'(A) S I(E% E17 E;H_l; E47 E57 cee 7En7 E37K)7
e como (F, | -||#) é pré-regular, resulta que

TU(JEZ+1 [¢] A) - ./—"(EQ, El, E,/,ZH, E4, E5, e ,En, Eg; K) e

|To(Ter,, 0 A)llz = 1To(Jgn,, 0 A) o (idp,, idp,, Jg: , idp,, idp,, ... idp,  idg,)|| 7
= [[T5(A)] 7,
donde concluimos que Jgr, 0 A€ Ax(Ey, ..., Ey; Efﬁ)l) e

1Er, 0 Allay = max [|To(Jpy,, 0 A)llr = max |[T(A)]x = [|A]l4-

Agora devemos mostrar que T,((Jp;,,)' o B) € F(F7,...,F7 ;K) para toda o € Sp11.
Considerando mais uma vez a permutacao o = (2,1,n + 1,4,5,...,n,3), dados (z1,...,2,) €
Eyx---xE,ex, ,€FE,,de

TO-((JE:L-Fl)/ o B)(I'Q, Zq, zfn—}—l? L4y X5y evey T, 1'3) = ((‘]E;H_l)l © B)(mb s 7zn)(m;2+1)
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= (Jpy, ) (B(z1, ... 20)) (@ y1) = B, 20) (T, (20,44)
:T( )(l‘??zl?']E;_ﬂ( :1+1),1'4,$5,...,$n,l'3)
T( ) (ZdEQ,’LdEl,JE;H_l,?:dEM?:dES,...,idEn,’L.dEs)(l’g,l’l,l’;l_i_l,lq,l’g,,...,l’n,l’g),

e pela propriedade de ideal de F,

T,((Js,,) o B)
— TU(B) o (idEz,?:dEl, ']E;l+17idE47idE57 . 7idEn7idE3) & ]:(Eg, El, E7/1+17 E47 E5, L. ,En, Eg),

o que implica que (Jg:, ) o B € Ax(Ex, ..., By Efy).
De tudo isso segue que (Azx,| - || Af) ¢ um D,-ideal normado (Banach) de operadores n-
lineares e, pelo Teorema de Extensdo, (A2, ||-|| 2—eat) = (Mz,[|]|a;) € um ideal normado
F

(Banach) de operadores n-lineares. Note que, dado A € L(Ey, ..., Ey; Enyq),

A€ AP By, ...,By; Bpy) <= Jg, 0 A€ Ax(Ey, ..., By ENL)
— T,(Jp,., 0 A) € F(FY,...,F7, ;K) para toda 0 € S,
— A€ M]-'(Ela s 7En; En—l—l)

com
Al os et = 15 © Al ay = max [T, 2 Al = | AlLat-

O

Como aplicacao do teorema que acabamos de provar, tomando n = 1, o simbolo Mz faz
sentido sempre que F for um ideal de funcionais bilineares. Se F é um ideal de operadores
bilineares, entao o conjunto Jx de suas componentes a valores escalares é um ideal de funcionais
bilineares. Entao podemos considerar o ideal de operadores lineares Mz, , que denotaremos
simplesmente por M x.

Retomando o método da linearizagao (Defini¢ao 2.54) usado para gerar ideais de operadores
bilineares a partir de um ideal de operadores lineares (veja [16]), dado um ideal normado
(Banach) de operadores lineares (Z, || - ||z), dizemos que o operador bilinear A € L(E1, Ey; F)
pertence a [Z|(Ey, FEa; F) se I1(A) € Z(E1; L(Eq; F)) e I5(A) € Z(Ey; L(EL; F)) e, neste caso,
definimos

Al = max {1 (A)z, 1 B(A)

Sabemos que ([Z], || - ||jz) é um ideal normado (Banach) de operadores bilineares. Considerando
os isomorfismos isométricos canonicos

Ty: L(E; F") — L(E,F';K) e Ty: L(E; F") — L(F', E;K),
afirmamos que as aplicacoes
L(EF") L £(B, F';K) 2 £(B; F)

sao uma a inversa da outra. Com efeito, dados x € E, vy € ', A€ L(E,F";K)eu e L(E; F")
temos

(Lo Ty)(w)(2)(y) = L(Ty(w)(@)(y) = Ta(u)(z,y') = u(z)(y) = idemry (u)(@)(y)

(Ty o )(A)(z,y) = Ti(L(A) (2, y) = Li(A) () () = Alz,y) = ideprox) (A) (@, y).
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Da mesma forma, as aplicagoes
T I
L(E,F") = L(F',E;K) == L(E; F")

sao uma a inversa da outra. Para a proxima proposicao sugerimos ao leitor retomar os resultados
das Proposicoes 3.12, 1.48 e 1.49.

Proposicao 4.10. Dado (Z,| - ||z) uwm ideal normado de operadores lineares, entao
(M, |- ) = (@7 VTP - zreargavar).

Demonstragdao. Veja que, dado u € L(E; F), entao u € Mz (E; F) se, e somente se, T (Jrpou) €
[Z)/(E, F';K) e To(Jp o u) € [Z](F', E;K) com

[ull vy = max {[| T3 (Jr o w)llim, [[T2(Jr © w)llin},

se, e somente se, I; (T1(Jpouw)) = Jrou € I(E; F"), I(Ty(Jrouw)) € Z(F'; E'), I(Ta(Jpou)) €
I(F’;E/) e IQ(TQ(JF Ou)) =Jrou € I(E;F”) -

IT3(Jr 0 u)lliz) = max {[|Jp o ullz, [12(Ty(Jr o w))llz} e

1T2(JF © u)llizy = max {|| L(T2(JF o w))l|z, | Jr o ullz}.
Dados o € F' ex € E,

L(Ti(Jr o u))(@)(x) = Ta(Jr o u)(z, ) = (Jr o u)(@)(¢) = (Jr(u(2)))(p) = ¢(u(x))
=u'(¢)(),

donde segue que Ih(Ti(Jr o u)) = u' e, da mesma forma, I;(Ty(Jp o u)) = u'. Com isso,
u € Mg(E; F) se, e somente se, Jpou € Z(E; F") e v’ € Z(F'; E') com

[ull vy = max{[|Jp o ul|z, |||z},

ou, em outras palavras, se, e somente se, u € Z"% N I (E; F') com ullpmg, = lullzresngaua,
como queriamos. O

Essa tltima proposicao € interessante pois permite entender o que ocorre no processo

(1)

77— ®

Z] —= My =71 N Zdual
onde (1) é o método da linearizacao e (2) é o método do Teorema 4.9, observando que partindo
de Z chegamos em Z"¢9 N Tl

4.3 Operadores sequencialmente w*-compactos

Dois dos ideais de operadores (lineares) mais importantes sao os ideais dos operadores compac-
tos e fracamente compactos: um operador u € L(E; F') é:
e Compacto, e neste caso escrevemos u € K(E; F), se u(Bg) é compacto em F}
e Fracamente compacto, e neste caso escrevemos u € W(FE; F'), se u(Bg) é fracamente compacto
em [ (note que, como o conjunto u(Bg) é convexo, tanto faz considerar o fecho fraco ou o fecho
em norma).

As classes K e W tém grande importancia na teoria dos espagos de Banach, e no nosso
contexto interessa o fato de que ambas sao ideais fechados de operadores (veja, por exemplo,
[14, Proposigoes 2.3.5 e 4.1.4]). Normalmente é mais fécil verificar se um operador é compacto
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ou fracamente compacto usando compacidade sequencial:
e Como em espacos métricos um conjunto é compacto se, somente se, é sequencialmente com-
pacto, um operador u € L(FE; F) é compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada
(z;)52; C E, a sequéncia (u(x;))52; tem subsequéncia convergente em I;
e Pelo Teorema de Eberlein-Smulian, um operador u € L(FE; F') é fracamente compacto se, e
somente se, para toda sequéncia limitada (7;)32, C E, a sequéncia (u(z;))32, tem subsequéncia
fracamente convergente em F'.
Para maiores detalhes, veja, por exemplo, [7, Proposicao 7.2.3] e [14, Proposigao 2.5.3].
Esses dois ideais foram naturalmente estendidos para o ambito multilinear: um operador
A€ L(Ey,...,Ey F)é:

e Compacto, e neste caso escrevemos A € Li(F1,...,E,; F), se A(Bg, X --+ X Bg,) é com-
pacto em F', ou, equivalentemente, dadas sequéncias limitadas (le);";l C Ey, ..., (x?);”;l C E,,
a sequéncia (A(zj,...,2%))32, tem subsequéncia convergente em F'.

e Fracamente compacto, e neste caso escrevemos A € Ly(By, ..., Ey; F),se A(Bg, X --- X Bg,)

¢é fracamente compacto em F, ou, equivalentemente, dadas sequéncias limitadas (93})‘;‘;1 -
Ey, ..., (27)2, C Ey, asequéncia (A(zj,...,27))32, tem subsequéncia fracamente convergente
em F.

Assim como no caso linear, classes Li e Lyy sao multi-ideais fechados (veja, por exemplo, [19,
Exemplo 2.4.2]). Como toda sequéncia que converge em norma também converge fracamente,
tem-se L C Lyy.

Pensando na topologia fraca-estrela, o(F”, F') ou w*, em um espago dual F’, é natural definir
um operador A € L(FEy,..., E,; F') como sendo w*-compacto, ou A € Ly (Eq, ..., E,; F'),

u)*
se A(Bg, X -+ X Bg,)

pelo Coroldrio 1.44 segue que A(Bp, X -+ X BEn)w é w*-compacto em F’ para todo A €
L(Ey,...,E,; F), isto é,

é w*-compacto em F’. Mas, como A(Bg, X --- X Bg,) é limitado,

ﬁW*(El,...,En;F/) = C(El,,En,F/)

para todos n € N e espagos de Banach Fy,..., E,, I'. Portanto, £y« nao é uma classe que
valha a pena ser estudada.

Entretanto, é sabido que na topologia fraca-estrela, compacidade nao é equivalente a com-
pacidade sequencial (em particular, a topologia fraca-estrela nao é induzida por uma métrica e
nao existe versdo do Teorema de Eberlein-Smulian para a topologia fraca-estrela). Por isso, a
seguinte definicao faz sentido:

Defini¢ao 4.11. Dados n € N, Ey, ..., E,,F € BAN e A € L(E,,...,E,; F'), dizemos que
A ¢é sequencialmente w*-compacto, e neste caso escrevemos A € L. (Fy,...,E,; F'), se para
todas sequéncias limitadas (2})32, C Ei,..., (2})52, C Ey, a sequéncia (A(zj, ..., 27}))52, tem

J
subsequéncia w*-convergente em F”.

Como toda sequéncia que converge fracamente também ¢é fraca-estrela convergente temos

% - ‘C% - E?u*sc

em todas as componentes tomando valores em espagos duais. Dai, a classe dos operadores
sequencialmente w*-compactos ¢ grande no sentido de que contém todos os operadores com-
pactos e fracamente compactos que tomam valores em espacos duais. Além disso, o operador
identidade de E’ é sequencialmente w*-compacto sempre que a bola unitaria fechada de E’ é
sequencialmente w*-compacta; em particular quando E é separdvel, ou reflexivo ou quando E’
nao contém cépia de 1 (veja [8, Capitulo XIII}). Por outro lado, essa classe ndo é tdo grande
assim: os operadores identidade de {,(I"), para todo conjunto nao-enumerdvel I', e de E’, sem-
pre que E contém uma cépia de (., falham em ser sequencialmente w*-compactos, pois nesses
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casos a bola unitdria fechada de (. (I") e E' ndo sdo sequencialmente w*-compactas. No Teo-
rema 4.13 daremos um exemplo de operador n-linear que nao pertence a L.... Sendo assim, a
classe L7 ... ¢ uma classe interessante de ser estudada, e como terceira aplicacao do teorema de
extensao mostraremos nesta secao que ela nao é estendivel a um ideal de operadores n-lineares.

Comecamos com o seguinte resultado:

Proposicao 4.12. Seja ®1 a classe admissivel dos espacos de Banach duais do Fxemplo 3.4.
Para todo n € N:

(a) L... éDi-classe normada de operadores n-lineares com a norma do sup.

(b) Para LI ... ser®i-ideal normado de operadores n-lineares com a norma do sup falta apenas
a parte referente a inje¢ao métrica da condigao (b)(iii) da Defini¢io 3.2.

Demonstracao. (a) Vejamos que L7,
(i) Obviamente 0 € L. .(E1, ..., B, F').

(ii) Sejam Ay, Ay € L. (B, ..., Ey; F'). Dadas (2)52, C Ey,..., (2])32, C E, sequéncias li-
mitadas, como A; é sequencialmente w*-compacto, existe uma subsequenc:1a (Ar(x], .. 20 )y,
w*-convergente. Como (] )p2y,..., (] )k | sao limitadas e A, também é sequencialmente w*-
compacto, existe uma subsequenma (Ag( Jk b m?kl )2, w*-convergente. Como subsequéncia
de sequéncia w*-convergente é também w* convergente e como a soma de duas sequéncias w*-
convergentes é também w*-convergente, segue que

(Av Ad) (el oo DR = (A oo DR+ (A o, )

é w*-convergente, o que implica que Ay + Ay € L. . (E1,..., Ey; F').
(iii) Dados A\ e Ke A e L. .(E, ..., E,; F') claramente /\A €Ll (B, ..., B F).

Como nao hé nada a provar para a norma do sup, estd completa a demonstracao do item
(a).
(b) Condicao 3.2(b)(i): Como LE(Ey,...,Ey F') C L. . (Fy, ..., E,; F') para todos espagos
de Banach Fy,...,E,, F, e como Ly é multl—ldeal segue que ,Cw < contém os operadores de

tipo finito.

Condicao 3.2(b)(ii): Sejam A € L. .(Ey,...,E;F"), u; € L(Dj;E;) com j = 1,...,n e
t € L(F;G). Dadas (z;)32, C Dy,...,(2})52, C D, sequéncias limitadas, as sequéncias
(ur(27))52, C Er, ..o, (un(27))32, C B, também sao limitadas pois operadores lineares continuos
levam conjuntos limitados em conjuntos limitados. E como A é sequencialmente w*-compacto,
existe uma subsequéncia (A(ui (2], ), .. ., un (27 )))7, w*-convergente. Do fato do operador ¢
ser w*-w*-continuo (Proposigao 1.30), segue que (t"(A(uy(x},), .. ., un(2}, )32 é w*-convergente
em G”, o que prova que t” o Ao (uy,...,u,) € L. (D1,..., n,G”)

Falta apenas provar a parte da condigao 3.2(b)(iii) referente & projegdo. Para isso, sejam
Be Ly (By,..., By F") e (2;)32, C Ei,...,(2})2, C B, sequéncias limitadas. Como B
¢ sequencialmente w*-compacto, existe uma subsequéncia (B(x} 27 )i, w-convergente
em F". Por (Jr) ser w*-w*-continuo (Proposigao 1.30), a sequéncia ((J¢)'(B(x} ,... 2" )5,

]k’ ey
Ik’ Ik
é w*-convergente em F’, o que garante que (Jp)' o B € L. (E1,..., Ey; F).

M ese(Eny .y Eny ') é subespago vetorial de L(Ey, . .., E,; F'):

w* SC(

w* SC(

w* SC(

Teorema 4.13. A classe dos operadores n-lineares sequencialmente w*-compactos L. assu-

mindo valores em espacos de Banach duais nao € estendivel a um ideal de operadores n-lineares.

Demonstragao. Pelo Teorema de Extensao, a classe (L., ||-||) é estendivel se, e somente se, ela
¢ um ®;-ideal normado de operadores n-lineares. Das propriedades de L. . que checamos na
proposigao anterior, para ela ser D;-ideal falta somente a parte da condigao 3.2(b)(iii) referente
a injecao métrica. Vejamos que esta parte nao vale sempre. Para isso considere £ = ¢y. Entao

E' =10, e " = [, (a menos de isomorfismos isométricos), e £ é um espago de Banach de
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dimensao infinita tal que E’ ¢é espaco de Schur (Teorema 1.34), e a bola unitédria fechada de
) 7z . * . , , . %) A~ .
E' ¢é sequencialmente w*-compacta (pois £ é separdvel). Seja (e;)32, a sequéncia dos vetores

L. N w* ~
unitérios canonicos em ¢;. Provemos que e; — 0 em ¢1: dado (A;)52; € ¢p, usando a expressao
do isomorfismo isométrico entre ¢, e ¢; (Proposigao 1.16), segue que

e;(Me)i2y) = Aj == 0.

Como ||ej|ly = 1 para todo j € N, a sequéncia (e;)32; ¢ uma sequéncia de Josefson-Nissenzweig
em ¢;. Tomando o funcional p = (1,1,1,...) € ls = £}, veja que p(e;) = 1 para todo j € N
(aqui estamos usando a expressao do isomorfismo da Proposigao 1.17). Agora, considerando o
funcional ¢ € £, = E”, definimos o operador

A: E'x U xE — E', ()., 2l) — Az, .. 2l) = o) - () - 2.
Entao A € L("E'; E') pela Proposicao 2.11. Vamos mostrar em seguida que A € L. ..("E"; E)
mas Jg o A ¢ L7 ("E'; E"). Dadas sequéncias limitadas (2'1)52;, ..., (¥'j,)52, C E', como

a bola unitéria fechada de E’ é sequencialmente w*-compacta, existem um subconjunto infinito
N; de N ey, em E' tais que a subsequéncia (2';,,)en, ¢ w*-convergente para y, em E’. Como
a sequéncia (p(2';1))jen, € limitada em K, existem um subconjunto infinito Ny C N; e um
escalar \; tais que a subsequéncia (¢(2';1));en, converge para A;. E, ainda, como a sequéncia
(p(a';2))jen, ¢ limitada em K, existem um subconjunto N3 C N, e um escalar A, tais que a
subsequéncia (¢(2';2))jen, converge para Ag. Aplicando esse raciocinio um nimero finito de
vezes, construimos subsequéncias (2';1)jeny, - - -, (@'jn-1)jen, com N, C --- C Ny e escalares
A, ..., \,_1 tais que
/ J / J
%0('7‘: j,l) )‘17 cee 730(x j,n—l) ? )‘n—1~

Afirmamos que a subsequéncia (¢(z';1) - - - (' jn-1)-2"jn) jen, ¢ w*-convergente para Ay - -+ A1
y, em E’: de fato, para todo x € F,

Jim p(a'51) (@ jna1) - 2 (2) = A A -y (),
pois, em K, limite do produto é igual ao produto dos limites. Com isso, A € L. ("E'; E').
Veja que

JE’ © A(x/h oo 7x;7,) = JE’(A(J:/D oo 7x;7,)) = JE’(QO(xll) T Qo(xngl) ’ .T;l)

Suponha que Jg o A seja sequencialmente w*-compacto. Como a sequéncia (e,)°°, ¢ limitada
7/3=1 )
existem uma subsequéncia (e;, )52, e 2 € E” tais que

JE’(W(ejk)n_l ) ejk) =Jg o A(ejk7 T 7ejk) — 2"

Dali,

(p(eg )" eg) = Jerlples )"t e (@) > 2 (2")
para todo 2" € E". Segue que (”(p(e;, )" ! - e;,))52, é uma sequéncia de Cauchy para todo
" € B’ isto é, (p(e; )" ' - e;,)52, é uma sequéncia fracamente de Cauchy em E' = /(5.

Lembrando que sequéncias fracamente de Cauchy em espagos de Schur sao convergentes em
norma (Proposicio 1.36), existe 2/ € E’ de modo que lim ¢(e;,)" "' - e;, = 2’ na norma de E’, o
j

n—1,

que implica que ¢(e;,) €, % o' em E'. Como ¢(e;) = 1 para todo j € N, temos e, LMY

Ny w* .
em E’. Como ja provamos que e; — 0 em E' = {4, segue que 2’ = 0, donde concluimos que
e;, — 0 em norma. Mas isso ¢ claramente um absurdo, pois |le;||; = 1 para todo j € N.

Portanto, Jg o A ¢ L. .("E'; E"), completando a demonstracdo de que a classe L., nao é

w*sc

estendivel. 0



Capitulo 5

O caso polinomial

Nossa proposta neste ltimo capitulo é apresentar o teorema de extensao e suas aplicacoes agora
para o caso de polinomios homogéneos. E como dito anteriormente, muitas definigoes, resulta-
dos e demonstragoes do caso polinomial podem ser facilmente adaptados do caso multilinear.
Por isso, para evitar repeticoes desnecessarias, focaremos nas diferengas do caso polinomial para
o caso multilinear, e omitiremos os detalhes das demonstracoes que sao adaptacoes imediatas
do caso multilinear (nesses casos apenas mencionaremos que a demonstragao é andloga no caso
multilinear).

5.1 Teorema de Extensao

Nesta secao apresentamos a versao polinomial do teorema de extensao, que vai nos dizer em
quais e Unicas condigoes (e como) podemos estender, de acordo com nossa proposta de extensao,
uma classe de polindmios homogeéneos continuos tomando valores em espacos de Banach per-
tencentes a uma certa classe a um ideal de polindmios homogéneos. Como no caso multilinear,
mostraremos que nao ha unicidade da extensao. E também abordaremos o Teorema de Ex-
tensao como um processo de envoltoria, no sentido de os procedimentos de envoltéria regular e
injetiva serem casos particulares do que construimos.

5.1.1 Axiomas e resultado principal

Na préxima definicao dizemos o que entendemos por estender uma classe de polinomios ho-
mogeneos continuos tomando valores em espacos de Banach de uma certa classe a um ideal de
polinomios homogéneos. Chamamos a atengao do leitor para o fato de que essa é uma defini¢ao
bem natural.

Defini¢ao 5.1. Seja B uma subclasse da classe BAN de todos os espagos de Banach sobre o
corpo K.

(a) Uma B-classe normada (Banach) de polinémios homogéneos (O, ] - ||o) é uma corres-
pondéncia tal que para todos n € N e (E,F) € BAN x B associa um subespago vetorial
O("E; F) de P("E; F') munido com uma norma (norma completa) || - ||o.

(b) Uma B-classe normada (Banach) de polinémios (O, ||-||o) é dita ser estendivel se existe um
ideal normado (Banach) de polinémios (Q, || ||o) tal que O("E; F) = Q("E; F)ell-llo =1l
em O("E; F) para todos n € N, E € BAN e F € B. Neste caso dizemos que o ideal (Q, ||-|/o)
estende (ou é uma extensdo) da classe (O, || - ||lo)-

Agora vamos dar as condi¢bes minimas para nossa proposta de extensao. Relembre a de-
finigao de classe admissivel de espagos de Banach (Definigao 3.2(a)).
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Definigao 5.2. Seja B C BAN uma classe admissivel. Uma B-classe normada (Banach) de
polindmios (O, || - [|o) é um B-ideal normado (Banach) de polindmios se as seguintes condigoes
sao satisfeitas:
(i) Para todos n € N, E € BAN e F € B, O("E; F) contém os polinomios de tipo finito e
le" ® bllo = ll™ - [|b]| para todos p € E'ebe F.
(ii) Para todos n € N, D, E, F,G € BAN, P € O("E;F), u € L(D;FE) et € L(F;G), tem-se
toPoucOCMD;G)e

[t Poullo <[t} 1Pllo- [lull"

(i) Sen € N, E€ BAN e FE€B, P € O(E;F) e Q € O("E; F), entdo iy o P € O("E; F),
”’lF e} P”@ = ||P||(9 (] ]{ZF o Q € O(nE, F)

O proximo resultado, que ¢é utilizado na demonstragao da nao unicidade da extensao, nos
mostra que podemos construir B-ideais facilmente.

Proposicao 5.3. Sejam B uma classe admissivel de espagos de Banach e (Q, | - ||o) um ideal
normado (Banach) de polinémios. Entao a classe

Q(B)={QE;F):neN, E€BAN eF € B}, |- [low@) = |- llo,

¢ um B-ideal normado (Banach) de polinomios. Mais ainda, (Q,] - ||g) ¢ uma extensao de

(QB), - llows))-

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracdo feita na Pro-
posigao 3.3. (I

A seguir apresentamos o teorema de extensao, que caracteriza as classes de polindmios que
podem ser estendidas e mostra como uma classe estendivel pode ser estendida.

Teorema 5.4 (Teorema de Extensao). Seja B uma classe admissivel de espagos de Banach.
As seguintes condigoes sao equivalentes para uma B-classe normada (Banach) de polindmios
homogéneos (O, || - ||o)-

(a) (O, - ||lo) é um B-ideal normado (Banach) de polinémios.

(b) Definindo

Ot (n g F) = (P € P("E; F) :ipo P € OCE; F)} ¢||Pllow-cat = |Jir o P|o,

para todos n € N, E, F € BAN, entio (0%~ || - ||on—cat) € um ideal normado (Banach) de
polinomios que estende (O, || - ||o).
(c) A classe (O, ] - ||o) € estendivel.

Demonstracao. O leitor perceberda que a demonstracao segue facilmente adaptando a demons-
tragao feita no Teorema 3.10, exceto a parte da completude de (O~ || . ||pm—cet) quando
(O, || lo) é completo na implicagao (a) = (b). Verifiquemos entao esta parte. Caso (O, || - ||o)
seja Banach, considere E,F € BAN e (P;)%2, C O “!("E; F) uma sequéncia satisfazendo
> IPjllom-ert < +o00. Por definigao, (ip o P;)52, C O("E; F)e S |ipoPillo < 400, 0 que
. 1 ':1

J= J

implica que ) ip o P; converge em (O("E; ), |- llo), digamos

J=1

j : ~
Y ipo P~ P e O("E; F),
k=1
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Veja que, para todo j € N, P;(E) C F ¢ dal (ip o P})(E) = ip(Pj(E)) C ip(F). Com isso,
como ip(F') é Banach, podemos considerar a aplicagao

P:FE—ip(F), P(x)=P(x).

Pela Proposicio 2.39, P’ € P("E;ip(F)), e portanto in' o P’ € P("E; F) (como antes, estamos
considerando o isomorfismo isométrico iz : ip(F) — F). Comoipo(iz'oP') = P € O("E; F),

o
temos in' o P’ € O~ ("E; F) e >, P; =4iy' o P/ nanorma || - ||pm—est, pois
Jj=1
j j j ,
. . . . j
E Pk—zFloP/ =|ltp o g Pk—zFloP' = g ipo P, — P|| — 0.
k=1 OB —ext k=1 @) k=1 O

5.1.2 Nao unicidade da extensao

Provaremos nesta se¢ao, como fizemos no caso multilinear, que nem sempre a extensao é unica.
E para mostrarmos isto, vamos construir o conceito de envoltéria regular de um ideal de po-
linomios e exibir uma situacao em que ha duas extensoes distintas para o mesmo B-ideal de
polinémios.

Defini¢ao 5.5. Sejam (Q,| - ||g) um ideal normado de polinémios, n € N e E,F € BAN.
Dado P € P("E; F) dizemos que P € Q" ("E; F') se JpoP € Q("E; F"). Neste caso definimos
|| P||gres = || JF © P||g para todo P € Q7.

A préxima proposigao nos permite chamar Q"9 de envoltoria regular de Q.

Proposigao 5.6. Seja (Q, | - ||g) um ideal normado (Banach) de polinémios homogéneos.

(a) (Q™9, || - ||gres) € ideal normado (Banach) de polinémios.

() (Q, [ [le) € (Q9, [ - [[gres), isto €, Q C Q™ e || - [|gres < | - [lo-

(c) (Qre9)red = Q"9 jsometricamente.

(d) Considerando a classe admissivel de espagos de Banach duais ©1 = {E' : E € BAN}
(Ezemplo 3.4) e o D1-ideal normado (Banach) de polinémios homogéneos dado por

QD) ={Q(E;F):neN, E€ BAN eF€Di} e - llo@y = llo;
(Proposicio 5.3), entao (Q™, || - ||gres) € uma extensao de (Q(D1), | - [|o@.))-

Demonstracao. O leitor perceberda que a demonstracao segue facilmente adaptando a demons-
tragao feita na Proposigao 3.12, exceto a completude de (Q" || - ||gres) no item (a) quando

(Q, |l |lg) for completo. Verifiquemos entao essa completude. Caso (Q, |- ||o) seja Banach, con-

sidere E, I’ € BAN e (P;)2, C Q"("E; F) uma sequéncia satisfazendo ) || Pjl|gres < 400.
i=1
Por definigao, (Jpo )32, C Q("E; F") e Y ||Jr o Pillg < +oo, donde segue que  Jr o P;
=1 j=1
converge em (Q("E; F"), || - ||¢), digamos

J :
ZJFOPk L> P e Q(nE,F”)
k=1
Veja que P;(E) C F, e dal (Jpo P;)(E) = Jp(P;(E)) C Jp(F) para todo j € N. Com isso,
como Jg(F') é Banach, podemos considerar a aplicagao

P E— Jp(F), P'(z) = P(x).
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Pela Proposicio 2.39, P’ € P("E; Jp(F)), o que implica que J,' o P’ € P("E; F) (como sempre
estamos considerando o isomorfismo isométrico J5': Jp(F) — F). Como Jpo (Jz' o P') =

P e Q("E;F"), temos J,' o P' € Q"9("E;F) e . P; = Jn' o P’ na norma || - || gres, pois
j=1
j j j ,
Y Pi—Jgtol = JFO<ZPk—ngoP'> =Y JroP—P|| 0.
k=1 Qreg k=1 o) k=1 0
]
Definicao 5.7. O ideal normado de polinémios homogéneos (Q, || - ||g) é dito regular se Q =

Q"% isometricamente.

Exemplo 5.8. Existem ideais normados de polindmios nao regulares. Por exemplo, o ideal de
Banach dos polinémios homogéneos nucleares (veja, por exemplo, [19]) é nao regular, pois sua
componente linear, ou seja, o ideal dos operadores lineares nucleares, nao é regular (veja [15]).

Corolario 5.9. Seja (Q,||-|le) um ideal normado de polinémios naio reqular. Entdo (Q,||-]le)
e (Q7, || - ||gres) s@o extensoes distintas do D -ideal normado (Q(D1), ] - |om@,))-

Demonstragao. Com efeito, pelas Proposicoes 5.3 € 5.6, (Q, ||[|o) e (Q"Y, || || gres) s@0 extensdes
do ®;-ideal normado (Q(D1), || - |lo,)) € distintas pois (Q, || - [|o) é néo regular. O

5.1.3 A extensao como envoltoria

Assim como temos a envoltéria regular, podemos também pensar em outro tipo de envoltoria,
por exemplo a envoltdria injetiva, que é definida como nos casos linear e multilinear.

Definigao 5.10. Sejam (Q, | - ||¢) um ideal normado de polinémios homogeéneos, n € N e
E,F € BAN. Dado P € P("E; F), dizemos que P € Q" ("E; F) se [ro P € Q("E; loo(Bg)),
onde Ip: F' — U (Bpr) é ainjegao métrica da Proposicao 3.8. Neste caso, definimos || P|

|IIF o P||g para todo P € Q™.
A préxima proposicao nos permite chamar Q™ de envoltdria injetiva de Q.
Proposicao 5.11. Seja (Q, || - ||o) um ideal normado (Banach) de polinémios homogéneos.

(a) (Q™ || - ||gins) € ideal normado (Banach) de polinémios homogéneos.
(0) (2,1 - le) € (@™, | - llgins), isto é, Q C Q™ e |- lgmi < || - [l

(c) (QMI)mi = Q™I jsometricamente.

Demonstracao. O leitor percebera que a demonstracao segue facilmente adaptando a demons-

tragao feita na Proposi¢ao 3.17, exceto a completude de (Q™ || - ||gii) no item (a), quando
(Q,] - |lo) é completo. Verifiquemos essa completude. Caso (Q, ]| - ||g) seja Banach, considere
E,F € BAN e (Pj);2; C Q™("E; F) uma sequéncia satisfazendo }° ||Pj[gms < +oo. Por

7j=1
definicao, temos (Ir o P;)%2, C Q("E;ls(Brr)) e Y ||[Ir o Pjllg < +00, o que implica que
j=1
> Ir o Pj converge em (Q("E;ls(Brr)), || - || o), digamos
=1

J

J .
k=1



76
Veja que P;(E) C F ¢, dai, (Ipo P;)(E) = Ip(P;(E)) C Ip(F) para todo j € N. Com isso,
como Ir(F') é Banach, podemos considerar a aplicagao
P E— Ip(F), P'(x) = P(x).

Pela Proposicao 2.39, P’ € P("E;Ix(F)), donde segue que I' o P’ € P("E;F) (estamos
considerando o isomorfismo isométrico I': Ir(F) — F). Como Ipo (Iz' o P') = P €

Q("E;loo(Br)), temos I;' o PP € QM ("E; F) e >, Py =1I;" o P' nanorma || - || gins, pois
=1

—250.
Q

J
Ipo (ZPk —I;lo P’)

k=1

J J
Y Pi—I;'ol Y IpoP.—P
k=1 k=1

Qin o

0

Veremos em seguida que nosso processo de extensao pode ser visto como um processo de
envoltoria, no sentido de que ele generaliza os procedimentos de envoltoria regular e injetiva.

Observagao 5.12. Se B e € sdo classes admissiveis (no sentido da Definigao 3.18) tais que
BCCe (O] lo)éum € ideal normado (Banach) de polinomios homogéneos, é claro que a
restricao de O a componentes formadas por polinomios tomando valores em espacos de B, isto
€,

{(O("E; F);|| - lo) :n €N, E€ BAN e F € B}

é um *B-ideal normado (Banach) de polinémios homogéneos. Entao podemos falar, sem ambi-
guidade, de (O~ || - ||pn—ext) € (O || - || oc—ecat ).

Definicao 5.13. Dados uma classe admissivel B e *B-ideais normados de polinomios ho-
mogeéneos (O, || - [lo,) € (O, [ - [lo,), dizemos que (O, [ - [lo,) € (O, || - [lo,) se O1("E; F) C
O("E;F) el o, = llo, em O1("E; F) para todos n € N, E € BAN e F € B.

Proposicao 5.14. (a) Sejam B uma classe admissivel e (O, || - ||o) um B-ideal normado de
polinomios homogéneos.

(a1) (O, - llo) C (OF~(B), || - [|on-cot(w))-

(a2) Denotando a restricao de (0P~ || - ||on—cat) @ B ainda por (OP~ || - ||om—cat), temos
(OF—eatyB-ext — OB=eat jsometricamente.

(b) Se B e € sao classes admissiveis tais que B C € e (O, || - ||o) € um €-ideal normado de
polinémios homogéneos, entio OF~ C O ¢ || - ||pn—cat = || + [|[oe—est em O,

(c) Se B ¢ uma classe admissivel e (O1,] - |lo,) € (O] - |lo,) sdo B-ideais normados de
polinémios homogéneos tais que (O, | - |lo,) C (Oa | - lloy), entio (OF < || - Holw_m) C
(O3, oot

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracdo feita na Pro-
posicao 3.21. O

Proposicao 5.15. Seja (Q, || - ||o) um ideal normado de polinémios homogéneos.

(a) Se D ¢ a classe admissivel dos espagos de Banach duais (Exemplo 3.4), entio Q(D;)P1¢% =
QrY jsometricamente.

(b) Se M € a classe admissivel dos espagos de Banach com a propriedade da extensao métrica
(Ezemplo 3.9), entdo QMM = Q™ jsometricamente.

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracao feita na Pro-
posicao 3.22. O
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5.2 Aplicacgoes

Nesta se¢ao apresentaremos algumas aplicacoes do teorema de extensao no caso polinomial. Pri-
meiramente, caracterizaremos a estendibilidade da classe dos polindmios quase-7(p)-somantes
com a igualdade isométrica da classe destes polinomios com a classe dos polindémios 7(p)-
somantes. Em seguida, na subsegao 5.2.2 construiremos, a partir de um ideal de funcionais
3-lineares, um ideal de polinomios 2-homogéneos. E importante mencionar que nesta subsecao
nao conseguimos adaptar o caso multilinear para o caso polinomial e, por isso, o que faremos
serd uma aplicacao da construgao ja feita no caso multilinear para o caso polinomial. E, final-
mente, abordaremos a estendibilidade da classe dos polinomios sequencialmente w*-compactos,
concluindo que esta classe nao ¢ estendivel a um ideal de polinomios. Terminaremos o capitulo,
e a dissertagao, dando uma nova demonstracao da nao estendibilidade da classe dos operadores
multilineares sequencialmente w*-compactos.

Ressaltamos novamente, baseados na primeira e terceira aplicacoes do teorema de extensao
polinomial, a importancia de trabalharmos com subclasses da classe BAN de todos os espacos
de Banach, usando o conceito de classes admissiveis, pois, nas duas classes de polinomios
abordadas, os polinomios nao sao definidos para quaisquer espacos de Banach no contradominio.

5.2.1 Polinémios quase-7(p)-somantes

O problema da igualdade ou nao das classes de operadores lineares/multilineares 7(p)-somantes
e quase-7(p)-somantes estd descrito na Segao 4.1. Faremos aqui o caso polinomial do principal
resultado provado naquela secao, isto é, provaremos que as classes dos polinomios n-homogéneos
7(p)-somantes e quase-7(p)-somantes coincidem se, e somente se, a classe dos polinomios quase-
7(p)-somantes ¢é estendivel a um ideal de polinémios.

A préxima defini¢ao é uma adaptagao na defini¢ao de operadores multilineares quase-7(p)-
somantes introduzida em [5].

Definigao 5.16. Paran € N, E, F € BAN e p > 1, um polinémio homogéneo P € P("E; F")
¢ dito ser quase-7(p)-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

m m P
DIPE) )P | <e-osup [ Y fal ()" (yy) P
=1 :JS'EBE/ j=1
'eBp
para todos m € N, z; € Fey; € F com 7 = 1,...,m. Denotamos o infimo de todas as

constantes ¢ > 0 possiveis por || P||4-(») € a classe desses polinémios por Py, ("E; F”).
As duas propriedades a seguir sao provadas como feito na demonstracao do Lema 4.2:

Lema 5.17. (a) O infimo na defini¢io de || - ||, € assumido, isto ¢,
P P

SIPE))P ) < UPllgre) - sup > @)y )l
i=1 i=1

x GBE/
y'EBF/

para todos P € Pyrpy("E F'), meN, z; € Eey; € F comj=1,...,m.
(0) [|PIl < [|Pllgr(py para todo P € Py ("E; F).

Proposicao 5.18. Parap > 1, n € N, E,F € BAN, Pyr()("E; F') € subespago vetorial de
P(EF') el - |lgrp) € uma norma em Py ("E; F).
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Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracao feita na Pro-
posicao 4.3. O

O préximo resultado fornece uma caracterizacao da norma ||P|/4r(,) que serd ttil na de-
monstracao da completude de (Pyrp), || - [lgr))-

Proposicao 5.19. Para todo P € Py, ("E; F'),

1
P

1P llgr () = sup <Z IP(ﬂfj)(yj)l”> meN, z; € B, y; € F com
j=1

P

j=1...,me sup (Z |2 ()" - y’(w)l”) <1
:J:'EBE/ j=1
y’EBF/

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracao feita na Pro-
posicao 4.4. O

Proposigao 5.20. O espaco normado (Perq)("E; F'), || - lgrp)) € completo.

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracdo feita na Pro-
posicao 4.5, usando a Proposicao 5.19 no lugar da Proposicao 4.4. O

A préxima definigao foi introduzida em [13].

Definigao 5.21. Para p > 1, n € N, E, F € BAN, um polinémio P € P("E; F’) é dito ser
7(p)-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

<Z |?J§'I(P(~’Ej))’p> p <c- sup (Z |2 ()" - ?J;/(?/)|p> P

x/EBEl i1
IGBF/ J
para todos m € N, z; € F e y;’ € F” com j = 1,...,m. Denotamos o infimo de todas as

constantes ¢ > 0 possiveis por || P||-(, e a classe desses polinomios por P, ("£; F").

De imediato temos P-) ("E; F') C Pyrpy("E; F') com ||« ||grp) < || [[7(p)- E, além disso, caso
F seja um espaco de Banach reflexivo, vale que Pyrp)("E; F') = Prp) ("E; F') isometricamente.
A duvida que surge é se Py, ) ("E; F') = Prpy("E; F') isometricamente para todos n € N,
E,F € BAN. Usando o teorema de extensao polinomial deste capitulo, obtemos uma condicao
necessaria e suficiente para que tal igualdade ocorra.
Teorema 5.22. Py, ,) = Pr(p) isometricamente se, e somente se, a classe (Pgrp), || - |lgr)) €
estendivel.

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstragao feita no Teorema
4.7, usando a igualdade da Proposi¢ao 1.40 onde se usava a Proposicao 1.41. O
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5.2.2 O ideal de polindmios 2-homogéneos gerado por um ideal de
funcionais 3-lineares

Apesar de varias tentativas, nao conseguimos adaptar para o caso polinomial a construgao
feita na Secao 4.2 para o caso multilinear. A dificuldade basica é a inexisténcia de uma versao
para polinomios dos isomorfismos isométricos T, 14 considerados. Outra dificuldade € que,
quando tentamos trabalhar com o correspondente multilinear simétrico P de um polinomio
P € P("E; E") e usar os isomorfismos T}, ndo conseguimos voltar para o caso polinomial, pois
no produto cartesiano do dominio aparece, além do espaco F, seu dual E’, e por isso nao conse-
guimos falar em polinémio homogeneo. Diante dessas dificuldades, o maximo que conseguimos
fazer, e que sera descrito nesta secao, foi aplicar para polinomios o que foi construido naquela
se¢ao para o caso n = 2.

Dado um ideal normado (Banach) de funcionais 3-lineares pré-regular (F, || - || ), sabemos
construir pelo Teorema 4.9 um ideal normado (Banach) de operadores bilineares (Mg, || - [| m)-
E a partir desse ideal de operadores bilineares podemos construir, usando as Proposigoes 2.57

e 2.58, dois ideais normados (Banach) de polinomios 2-homogéneos, a saber (Mg, || - [|57,) e

(ﬂ]—? [l /\7?). O que buscamos nesta se¢ao sao condicoes que garantam a igualdade desses
dois ideais de polindémios 2-homogéneos.
Dados Fy = Ey = E, B3 € BAN e P € P(E,, Ey; E3), por um lado temos

P - M]:(E17E2;E3) < ﬁ € M}'(E17E2;E3)
e T,(Jp, 0 P) € F(FY, Fy, Fy;K) para todo o € Ss,
onde Fg—1(3) = E;lg € F’]{T = Ea(j) para j 7£ 0__1(3)’

1Pl = I1Pllaty = max||To(Je, o P)ll7
Por outro lado,

Pe M\;(El, Ey; E3) < existe A € Mx(E1, Es; E3) tal que A=r
<= existe A € L(Fy, Ey; E3) tal que T,(Jg, 0 A) € F(FY, Fy, Fy; K)
para toda o € S, onde Fy 15 = Ej e FY = Ey(;) para j # o (3)
e A= P,

e

1P 57, = inf {||Allp, : A=Pe A€ Mz} = inf {né%x IT,(Jp, 0 A7 A=PeAc M;}.
oES3

Pela Proposicao 2.63 sabemos que Mz = Mx se, e somente se, Mz é simétrico. O que
buscamos entao sao condigoes suficientes sobre o ideal F para que essa igualdade ocorra. A
partir de agora, o contetido desta subsecgao ¢ inédito.

Definicao 5.23. Dizemos que um ideal de funcionais 3-lineares F é simétrico em duas varidveis
se, para todos E, F' € BAN, as seguintes condicoes se verificam:

(i) Se A € F(E,E,F';K), entao Az € F(E, E, F';K), onde Az(x1,x9,y) = A(xe,x1,y’) para
todos x1, 20 € E ey € F'.

(ii) Se A € F(E,F', E;K) entao Ay € F(E,F', E;K), onde Ay(xy1,y, x5) = A(xe, vy, z1) para
todos x1,290 € E ey € F'.

(iii) Se A € F(F', E, E;K), entao A; € F(F', E, E;K), onde Ay (v, x1,22) = Ay, z2,x1) para
todos x1,20 € E ey € F'.
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Para exibir um exemplo de ideal de funcionais 3-lineares simétrico em duas variaveis, apre-
sentaremos o multi-ideal dos operadores absolutamente (s;71,...,r,)-somantes. Sejam p > 1 e
E € BAN. Por {,(E) denotamos o espaco de Banach de todas sequéncias (;)52, C E que sido

o
absolutamente p-somédveis, isto é, > ||z;||” < 400, munido com a norma
i=1

125) 7%l = (ZII%II”)

E por £(E) denotamos o espago de Banach das sequéncias (z;)52, C F fracamente p-somaveis,
isto ¢, (p(z;))52, € £,(K) para todo ¢ € E', munido com a norma

1@5)52illwp = sup [1(p(25))52: -
wEBgy

Definigao 5.24. Sejam n € N, s,rq,...,r, € [1,00], Ey,...,E,, F espagos de Banach e

A€ L(Ey,...,E; F). Se (Az},..., 2732 1) € ,(F) para todas sequéncias (2%)%2, € (¥ (Ey)
comk =1,...,n, entao A é dlto ser absolutamente (s;r1,...,r,)-somante. O espago desses

operadores é denotado por Ls,, . r.)(E1, ..., B F).

Para maiores detalhes, veja, por exemplo, [3]. A caracterizacao a seguir serd tutil para
obtermos o exemplo desejado.

Proposicao 5.25. Seja A € L(Ey, ..., Ey; F). Entao A € absolutamente (s;11, ..., r,)-somante
se, e somente se, existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo k € N e Ijl € by,...,a} € By
comj=1,... k,

I(A(j, . 2o lls < e HH izl

Neste caso, se o infimo das constantes ¢ > 0 que satisfazem a desigualdade é denotado por
”AHas,(s;rl,...,rn); entao (E(s;rl,...,rn)(Ela cee 7En7 F)7 ” . ”as,(s;rl,...,rn)) € um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [3, Theorem 1.2(ii)]. O

Exemplo 5.26. Dados s,7q,72,735 € [1,00], é bem conhecido que Lgy, rory) € um ideal de
Banach de operadores 3-lineares, e portanto suas componentes a valores escalares ¢ um ideal de
Banach de funcionais 3-lineares. A caracterizagao enunciada acima deixa claro que este ideal
é simétrico em duas varidveis (basta observar que no produtério a direita podemos alterar a
ordem dos fatores).

Chegamos ao resultado principal desta subsegao:

Teorema 5.27. Se (F,||-||#) € um ideal de funcionais 3-lineares pré-regular simétrico em duas
varidaveis, entao My = Mzx.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.63 basta mostrar que Mz é um ideal simétrico, ou seja,
dados Ey = Ey = E, B3 € BAN entao A' € Mx(E;, Ey; E3) sempre que A € Mz(Fy, Ey; E3).
Para isso seja A € Mxz(Ey, Ey; E5). Entao T,(Jg, 0 A) € F(FY, FY, F{;K) para toda o € Ss,
onde F_, 5 = Ej e FY = Eq;) para j # o~ '(3). Faremos as contas para A" considerando as
permutagoes (132) e (321); o leitor perceberd que os outros casos sdo andlogos. Usando que F
¢ ideal simétrico em duas variaveis, temos, por um lado:

[T(132)(JE3 © A)L (93179337562) = T(132)(JE3 © A)(l“z?ffé,ml) = JEg(A(CU27$1))($§)
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= JEg(At(l"lasz))(ﬁUg) = T(132)(JE3 o At)(l”l;ﬂvé,%),

para todos x1,2, € E e a4 € Ej. Disso segue que Tz (Jg, 0 A') = [Tisy(Jp, 0 A)], €
F(FE1, E}, Ey; K). E por outro lado,

[T(321)(JE3 © A)L (9337932@1) = T(321)(JE3 © A)(93§;5517$2) = JE;,,(A(CU27$1))($§)
= Ji, (A" (21, ) () = Tiao1y (S, © A') (w5, 9, 21),

para todos z1,2, € E e 4 € Ej. Disso segue que T(son)(Jg, © A') = [T(321)(Jp, 0 A)], €
F(ES, By, E1;K). Portanto, A' € Mz(E4, Fa; E3), como querfamos. O

5.2.3 Polinomios sequencialmente w*-compactos

A luz da discussao feita no preambulo da Se¢ao 4.3 no ambito polinomial, dizemos que um
polinémio n-homogéneo P € P("E; F) é:

e Compacto, e neste caso escrevemos P € Pi("E; F), se P(Bg) é compacto em F, ou, equivalen-
temente, dada uma sequéncia limitada (z;)52, em F, a sequéncia (P(x;))52, tem subsequéncia
convergente em F'.

e Fracamente compacto, e neste caso escrevemos P € Py("E; F), se P(Bg) ¢é fracamente
compacto em F', ou, equivalentemente, dada uma sequéncia limitada (xj);?‘;l em F, a sequéncia
(P(x;))52, tem subsequeéncia fracamente convergente em F.

Essas classes foram muito estudadas e é bem conhecido que sao ideais fechados de polinomios
(veja [19, Segao 3.4.2]). Como toda sequéncia que converge em norma também converge fraca-
mente, entao obviamente P C Piy.

Pensando na topologia fraca-estrela, o(F’, F') ou w*, de um espago dual F”, é natural definir
um polinémio P € P("E; F') como sendo w*-compacto, ou P € Py-("E; F'), se P(Bg) ¢é
w*-compacto em F’'. Mas, como P(Bg) é limitado, pelo Corolario 1.44 segue que P(BE)w é
w*-compacto em F’ para todo P € P("E; F’). Disso segue que Py = P nas componentes
tomando valores em espagos duais. Portanto, Py« nao é uma classe que valha a pena ser
estudada.

Relembrando que, na topologia fraca-estrela, compacidade nao é equivalente a compacidade
sequencial, podemos definir:

Defini¢ao 5.28. Dados n € N, E, F € BAN e P € P("E; F’), dizemos que P é sequenci-
almente w*-compacto, ou P € Pp. . ("E; F'), se para toda sequéncia limitada (z;)32, C F, a
sequéncia (P(x;))52, tem subsequéncia w*-convergente em F”.

Como toda sequéncia que converge fracamente também é fraca-estrela convergente, temos
P C Py, C Plixg, nas componentes tomando valores em espagos duais. Na demonstragao do
Teorema 5.30 exibimos um exemplo de polinomio n-homogéneo que nao pertence a Pj....
Proposicao 5.29. Seja D1 a classe admissivel dos espacos de Banach duais do Exemplo 3.4.
Para todo n € N:

(a) Pp... €D1-classe normada de polindmios n-homogéneos com a norma do sup.
(b) Para Pl... ser Di-ideal normado de polindmios n-homogéneos com a norma do sup falta

apenas a parte referente a inje¢ao métrica da condigcao (b)(iii) da Definigcao 5.2.

Demonstracao. A demonstracao segue facilmente adaptando a demonstracdo feita na Pro-
posicao 4.12. O

Apesar da demonstragdo do préximo teorema ser uma adaptacao da demonstracao do Te-
orema 4.13, apresentaremos sua demonstracao em detalhes. Faremos isso pois, em seguida,
obteremos o Teorema 4.13 como consequéncia do resultado abaixo, e por isso precisa estar
claro que este tem uma demonstracao independente.
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Teorema 5.30. A classe dos polinomios n-homogéneos sequencialmente w*-compactos Py...
assumindo valores em espacos de Banach duais nao é estendivel a um ideal de polinomios
n-homogéneos.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.4, a classe (P, || - ||) é estendivel se, e somente se, ela é um
©;-ideal normado de polinémios n-homogéneos. Pela Proposi¢ao 5.29, par Pj.,, ser D;-ideal
falta somente a parte da condigao 3.2(b)(iii) referente a inje¢ao métrica. Verificaremos que esta
parte nem sempre vale. Considere £ = ¢q. Entao E' = {; e E” = (, isometricamente, F é
um espago de Banach de dimensédo infinita tal que E’ é espago de Schur (Teorema 1.34) e a

bola unitaria fechada de E’" é sequencialmente w*-compacta pois I é separdvel. Seja (e;)52; a

N s A . w* .
sequéncia dos vetores unitarios canonicos em ;. Vejamos que e; — 0 em {;: com efeito, para
todo (Ax)52; € co,

e;(Me)iZy) = Aj == 0,

pela expressdo do isomorfismo isométrico entre ¢{ e ¢; (Proposicao 1.16). Como |le;|l; = 1
para todo j € N, (e;)52, é uma sequéncia de Josefson-Nissenzweig em ¢;. Tomando o funcional
v = (1,1,1,...) € Ly, note que p(e;) = 1 para todo j € N (Proposicao 1.17). Agora,
considerando o funcional ¢ € E”, definimos o polinémio

P.:E — E |, P2) =) 2.

Entao P € P("E'; E’) pela Proposicao 2.38. Mostraremos que P € Pl...("E'; E') mas JgpoP ¢

worse("E' E™). Dada (2'5)52, C E' uma sequéncia limitada, como a bola unitéria fechada de £’
é sequencialmente w*-compacta, existe uma subsequéncia (z';, )72, w*-convergente para certo
z' em E'. E ainda, como a sequéncia (p(z';,))i; ¢ limitada em K, existem uma subsequéncia

(2’5, )21 e um escalar A tal que a subsequeéncia (¢(2'j, )72, converge para \. Afirmamos que

a subsequéncia (Sﬁ(ﬂfljkl i
reF,

/ o0 A4 * n—1 / /.
2 )2, € w*-convergente para A"~ -z’ em E’: de fato, para todo
: / n—1 / __yn—1 /
lim g0($ jkl) "Ly, (x) =A " (13)7
=

pois em K o limite do produto ¢ igual ao produto dos limites. Com isso, P € PI._.("E'; E').
Veja que

Jpr o P(a') = Jp (P(a') = Jp (o(a')" " - /).

. . . o T
Suponha que Jg o P seja sequencialmente w*-compacto. Por (e;) 721 uma sequéncia limitada,
existem uma subsequéncia (e;, )52, e 2 € E” tais que

JE’(W(ejk)n_l ’ ejk) = Jp o P(ejk) 'w_*> ",

logo

x”(@(ejk)n_l ’ ejk) = JE’(GD(ejk)n_l ’ ejk)(xll) i) x/”(lﬂ)
para todo 2” € E". Dal, (2" (¢(e;,)" " - €;,))72, é uma sequéncia de Cauchy para todo 2” € E”,
isto é, (p(e;)" - e;,)%, é uma sequéncia fracamente de Cauchy em E’ = {;. Lembrando que
sequéncias fracamente de Cauchy em espagos de Schur sdo convergentes em norma (Proposicao
1.36), existe 2’ € E’ de modo que lillg"ﬂ ¢(e;)" ! - ej, = 2’ na norma de E', o que implica que

k
(e )" e, % 2/ em E'. Como ¢(ej) = 1 para todo j € N, temos e, % 2/ em E'. Dai,
' =0e e £ 0 na norma de E', o que é um absurdo pois llejlli = 1 para todo j € N.
Portanto, Jg o P ¢ Pl...("E'; E") e a classe P}.. nao é estendivel. O

w*sc

O seguinte lema, além de seu interesse proprio, sera tutil a seguir. Tanto quanto sabemos,
este resultado também é inédito.
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Lema 5.31. Seja P € P("E; F'). Entao P € P!.

w*sc

("E; F') se, e somente se, P € L7,

w*sc

("E; F).
Demonstragao. Provaremos a implicagdo P € Pr. ("E; F') = D e Lr...("E; F') no caso
n = 2, e o leitor perceberd que o caso geral segue usando o mesmo argumento, porém, com
notagdo bem mais carregada. Sejam P € Pr. (CE;F') e (z7)32,,(25)52, C E sequéncias
limitadas. Como a sequéncia (x} + x?)jeN é limitada, existem um subconjunto infinito N; de
Aneia (] L 2 : 14 2 o /
N e uma subsequéncia (r; +27)jen, tais que (P(z; +273))jen, € w*-convergente em [”. E como
a sequéncia (93]1 — :EJZ)]-E N, também é limitada, existem um subsconjunto infinito Ny de N; e
uma subsequéncia (x} — x7)jen, tais que (P(x} — 27))jen, ¢ w*-convergente em F'. E como
a sequeéncia (—x} + sz) jen, também ¢ limitada, existem um subsconjunto infinito N3 de Ny e
A T, .2 - 14 .2 - /
uma subsequéncia (—z; +x7)jen, tais que (P(—z; +7}))jen; é w*-convergente em F”. Por fim,
como a sequencia (—x; — xf) jen, também ¢é limitada, existem um subsconjunto infinito N, de
N3 e uma subsequéncia (—z; — 23)jen, tais que (P(—x} — 27))jen, ¢ w*-convergente em F’.
Pela férmula de polarizagao (Propos,lga,o 2.16), para todo jeN,

1
21.

:%-[P(x}Jr:c?)—P(x}—x?)—P( bt a?) + P(—a) —a2)].

Pz}, 2%) =

Jry

~ 1
5 Z 169 P(e12] + £325)° = 3 Z e162P (17} + £227)

gj==%1 gj==%1

Como subsequéncia de sequéncia w*-convergente é também w*-convergente e como a soma
de um nimero finito de sequéncias w*-convergentes é também w*-convergente, segue que a
sequéncia (P(z},x7))jen, é w*-convergente em F”, o que 1mphca que P € £2.. ("E; F").

Para a implicagao contréria, seja P € P("E; F’) tal que Pe Lo ("B F') eseja(z;)2, C B
uma sequéncia limitada. Como (z;,...,2;)3° 22, ¢ uma sequeéncia limitada em E", existe uma
subsequeéncia ((xj,,.m., x;,))i, tal que (ﬁx?k)io:l = (P(xj,)), é w*-convergente em F”. Segue
que P e Pl . .("E; F). O

A seguir exibimos uma segunda demonstragao do Teorema 4.13.

Teorema 5.32. A classe dos operadores n-lineares sequencialmente w*-compactos L...

mando valores em espacos de Banach duais nao € estendivel a um ideal de operadores n- lmeares.

Demonstragao. Suponha que a classe (Ll...,|| - ||) seja estendivel. Entao existe um ideal
normado de operadores n-lineares (M",[| - [[x) que estende (L., || - [|). Da Proposicao
2.57 sabemos que (./\/l” | - || 57=) € ideal normado de polinémios n-homogéneos. Vejamos que

Pr. ("E; F') = M"("E; F') para todos E, F € BAN. Com efeito,

w*sc

(%) ==

PepPr. & pefr. ("EF) < Pe M'("E;F) < P e M"("E; F"),

w*sc

("E; F') <

onde (*) segue do lema anterior. Isso implica que M"™ é uma extensao de Pl._., 0 que é um

absurdo pois esta classe nao é estendivel pelo Teorema 5.30. O
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