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RESUMO 

A compreensão do comportamento das partículas no interior do tambor rotatório é fundamental 

para o melhoramento de sua eficiência. Por permitir o monitoramento individual de cada 

partícula, a abordagem numérica Lagrangeana é uma excelente ferramenta no auxílio de estudos 

em sistemas particulados. Desta forma, esse trabalho teve como propósito determinar as 

combinações dos parâmetros numéricos da abordagem Lagrangeana que melhor conseguissem 

representar a dinâmica das partículas no interior de um tambor rotatório, para diferentes tipos 

de materiais em diferentes condições operacionais. Foram testadas e validadas metodologias 

experimentais para a determinação dos coeficientes de restituição, atrito estático e atrito de 

rolamento, nas interações partícula-partícula e partícula-parede. Os valores encontrados 

experimentalmente destes coeficientes foram aplicados no modelo para verificar se seriam 

representativos em um efeito bulk no tambor rotatório. Foi realizado também um processo de 

calibração para determinar a melhor combinação de parâmetros e compará-la com os resultados 

dos coeficientes experimentais. Os aparatos experimentais utilizados se apresentaram 

adequados para a medição de cada um dos coeficientes. Sendo que, o valor do coeficiente de 

restituição depende da espessura do material em que as partículas estão colidindo, enquanto 

para determinar o coeficiente de atrito estático de maneira correta é necessário a utilização das 

esferas agrupadas, para evitar o rolamento e garantir a medição correta do parâmetro. Os valores 

encontrados na calibração e os valores dos parâmetros medidos apresentaram uma boa 

concordância quando comparados com os dados experimentais e com a abordagem Euleriana 

reportados na literatura, para materiais de diferentes propriedades físicas em diferentes 

condições de operação. Eles também conseguiram descrever com sucesso os fenômenos de 

transição dos diferentes regimes de escoamento. Os valores encontrados no processo de 

calibração foram: 0,80 e 0,50 para o coeficiente de atrito estático, 0,03 e 0,06 para coeficiente 

de atrito de rolamento, partícula-partícula e partícula-parede respectivamente. Para os medidos 

experimentalmente os valores foram de 0,80 e 0,49 para o atrito estático partícula-partícula e 

partícula-parede e 0,011 e 0,054 para o atrito de rolamento partícula-partícula e partícula-

parede, respectivamente. Os resultados foram próximos, mostrando que o processo de 

calibração conseguiu preservar os significados físicos dos parâmetros.  

 

Palavras-chave: parâmetros numéricos, abordagem lagrangeana, dinâmica de 

partículas, calibração, tambor rotatório. 
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ABSTRACT 

The understanding of the behavior of the particles inside the rotating drum is fundamental for 

the improvement of its efficiency. By allowing the individual monitoring of each particle, the 

Lagrangean numerical approach is an excellent tool to aid studies in particulate systems. Thus, 

the purpose of this work was to determine the combinations of the numerical parameters of the 

Lagrangean approach that best represent the dynamics of the particles inside a rotating drum 

for different types of materials under different operating conditions. Experimental 

methodologies for the determination of the coefficients of restitution, static friction and rolling 

friction were tested and validated for particle-particle and particle-wall interactions. The 

experimental values of these coefficients were applied in the model to verify if they would be 

representative in a bulk effect in the rotatory drum. A calibration process was also performed 

to determine the best combination of parameters and to compare it with the results of the 

experimental coefficients. The experimental apparatus used was suitable for the measurement 

of each of the coefficients. Since the value of the coefficient of restitution depends on the 

thickness of the material in which the particles are colliding, while in order to determine the 

coefficient of static friction correctly it is necessary to use the glued spheres to avoid rolling 

and to ensure correct measurement of the parameter. The values found in the calibration and 

the values of the measured parameters showed good agreement when compared with the 

experimental data and the Eulerian approach reported in the literature, for materials of different 

physical properties under different operating conditions. These were also able to successfully 

describe the transitional phenomena of different flow regimes. The values found in the 

calibration process were: 0.80 and 0.50 for the coefficient of static friction, 0.03 and 0.06 for 

the coefficient of rolling friction, particle-particle and particle-wall respectively, while for the 

measured experimentally were 0.80 and 0.49 for particle-particle and particle-wall static 

friction and 0.011 and 0.054 for particle-particle and particle-wall friction respectively. The 

results were close, showing that the calibration process was able to preserve the physical 

meanings of the parameters. 

 

Key-words: numerical parameters, lagrangean approach, particle dynamics, calibration, 

rotating drum.
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CAPÍTULO 1  

INTRODUÇÃO 

 

 

Um dos grandes motivos da utilização de tambores rotatórios na indústria, deve-se 

a sua geometria relativamente simples, que consiste em uma estrutura cilíndrica 

horizontal e que gira em torno do seu próprio eixo. O fato de poder operar com elevada 

capacidade e além de possuir a facilidade de trabalhar com materiais de grandes faixas 

granulométricas e com variações expressivas em suas propriedades físicas, o torna um 

excelente equipamento para os processos de moagem, mistura, granulação, fermentação 

e secagem (TJAKRA et al., 2012; SCATENA et al., 2014), dentre outros. 

Segundo Mellmann (2001), os parâmetros de projetos e as condições operacionais 

utilizadas são extremamente importantes para a compreensão do comportamento das 

partículas dentro dos tambores rotatórios. Internamente, o leito pode apresentar os 

seguintes regimes de escoamento: deslizamento, avalanche, rolamento, cascateamento, 

catarateamento e centrifugação, cada qual com suas características e funcionalidades.  

Alguns trabalhos foram desenvolvidos ao longo dos anos com a finalidade de 

estudar escoamento das partículas em tambores rotatório (HENEIN et al., 1983; 

MELLMANN, 2001; SHERITT et al., 2003; SANTOS et al., 2015). Paralelo a isso, 

métodos numéricos, como as abordagens Euleriana e Lagrangeana, ganharam muita 

importância no auxílio da compreensão de alguns fenômenos físicos e permitindo quebrar 

algumas barreiras que são impostas experimentalmente, desde as dificuldades de algumas 

medições, bem como por questões de segurança.  

Na abordagem Euleriana as equações diferenciais de transferência de massa, 

energia e quantidade de movimento são resolvidas em um volume de controle que abrange 

ambas as fases, fluida e sólida, sendo estas tratadas como interpenetrantes e contínuas. 

Na abordagem Lagrangeana, o Método dos Elementos Discreto (DEM) é uma 

técnica bem consolidada designada para pesquisas envolvendo comportamento de 

materiais granulares. Diferentemente da Euleriana, esta abordagem se destaca por 

permitir a visualização e utilização de partículas irregulares, pois o balanço de força é 

realizado individualmente em cada partícula, acompanhando-as contato por contato 

(JUST et al., 2013). Com isso, é possível uma melhor compreensão acerca do 
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comportamento dinâmico das partículas no interior do tambor rotatório, facilitando 

estudo dos diferentes regimes de escoamento. 

Além do alto custo computacional necessário para implementação do DEM, um 

outro problema está relacionado com a determinação dos parâmetros de entrada no 

modelo. De acordo com González-Montellano et al. (2012), a dificuldade da medição 

direta está no fato de que não existem procedimentos padronizados. Grima et al. (2011) 

e Coetzee (2017) afirmam que até então não foi proposto nenhuma metodologia 

padronizada para se determinar os parâmetros de entrada de um material. 

Segundo Marigo e Stitt (2015), mesmo apresentando significados físicos, vários 

autores utilizam os parâmetros da modelagem como parâmetros de ajustes, adotando a 

combinação que melhor se adequa ao seu sistema e não levando em consideração se são 

fisicamente coerentes. Coetzee (2017) afirma que por causa disso mais de uma 

combinação de valores podem apresentar resultados satisfatórios, não garantindo que sua 

aplicação em um determinado processo será adequada quando aplicada em outros 

processos. O autor ainda destaca que um número relativamente pequeno de pesquisadores 

se concentram no desenvolvimento e validação de procedimentos de calibração dos 

parâmetros. 

Dadas as informações que foram expostas, a seguir são apresentados os objetivos 

do trabalho. 

 

1.1     Objetivo Geral 

 

Este trabalho possui como objetivo geral estudar, por meio da abordagem 

Lagrangeana, os principais parâmetros referentes à dinâmica de partículas no interior de 

um tambor rotatório.  

 

1.1.1     Objetivos Específicos 

 

 Determinar e validar os parâmetros numéricos DEM a partir de uma abordagem 

experimental; 

 Avaliar o efeito da variação das condições operacionais e dos parâmetros 

numéricos sobre a dinâmica do material; 

 Investigar numericamente os diferentes regimes de escoamento das partículas no 

tambor rotatório e determinar a transição entre eles. 
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CAPÍTULO 2  

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

 

Neste capítulo será apresentado o embasamento teórico referente aos principais 

conteúdos explorados nessa dissertação. Os temas abordados se referem ao tambor 

rotatório, regimes de escoamentos, abordagens numéricas e parâmetros numéricos, para 

uma melhor compreensão do leitor. 

 

 

2.1     Tambor Rotatório e Regimes de Escoamento 

 

Apesar dos tambores rotatórios possuírem uma geometria simples, o 

comportamento granular em seu interior é relativamente complexo. Uma eficiente 

aplicação desse sistema rotativo exige o conhecimento das taxas de transferência de 

massa, energia e quantidade movimento envolvidas em cada regime de “escoamento” do 

material granular (Santos; 2015).  

O movimento do leito de partículas no tambor pode apresentar diversos regimes de 

escoamento como: deslizamento, avalanche, rolamento, cascateamento, catarateamento e 

centrifugação, que dependem do comprimento e do diâmetro do tambor, da velocidade 

de rotação, grau de preenchimento, características das partículas do leito e das 

propriedades friccionais do material particulado e da parede do tambor (Henien et al., 

1983).   

No trabalho de Mellmann (2001), o autor apresenta um estudo aprofundado sobre 

os variados tipos de regimes de escoamento no tambor rotatório e os classifica de acordo 

com o grau de preenchimento (f), coeficiente de atrito partícula-parede (µpw) e do número 

de Froude (Fr). Este último é um adimensional que relaciona as forças centrífuga e 

gravitacional (Equação 2.1).  

 

2

r

R
F

g


  (2.1) 
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sendo ω, R e g a velocidade de rotação do tambor, o raio do tambor e a aceleração da 

gravidade, respectivamente. 

No entanto, além deste adimensional as propriedades físicas do material também 

afetam a transição entre cada regime. 

A Tabela 2.1 contém as faixas de transição do número de Froude identificadas pelo 

autor, levando em consideração sua aplicação industrial, o grau de preenchimento e 

coeficiente de atrito. 

 

Tabela 2.1: Classificação dos regimes de escoamento em um tambor rotatório  

(adaptado de Mellmann, 2001). 

Regimes 
Padrão de 

Escoamento 

Número de 

Froude 

Grau de 

preenchimento 

Coeficiente 

de atrito na 

parede 

Aplicação 

Deslizamento 

 

0< Fr<10-4 

f  < 0,1 

 

µp-w< µp-w,c - 

Avalanche 

 

10-5< Fr<10-3 

µp-w > µp-w,c 

Fornos 

rotatórios, 

reatores e 

resfriadores 

Rolamento 

 

10-4< Fr<10-2 

f  > 0,1 

 

Cascateamento 

 

10-3< Fr<10-1 

Catarateamento 

 

0,1<Fr<1 

f  > 0,2 

 

Moinhos de 

bola 

Centrifugação 

 

Fr ≥ 1 - 

 

Percebe-se pela Tabela 2.1 que a depender da aplicação industrial, alguns regimes 

de escoamento possuem uma maior faixa de utilização, quando comparados aos demais. 

Isso se deve a algumas peculiaridades presentes em cada regime e que serão destacadas a 

seguir.   
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 Regime de deslizamento 

 

Por proporcionar um leito pseudo estático e consequentemente nenhum grau de 

mistura, o regime de deslizamento não apresenta aplicação industrial. O deslizamento é 

obtido quando o tambor opera à baixas velocidades de rotação e quando o coeficiente de 

atrito partícula-parede é inferior ao necessário para que as partículas se adiram à parede 

do tambor, mantendo-se assim na condição de leito deslizante (SANTOS, 2015; 

SHERITT et. al, 2003). 

 

 Regime de avalanche 

 

 O aumento do número de Froude, para algumas configurações de leito, leva ao 

regime de avalanche. Nesse regime, obtêm-se dois ângulos de repouso, um superior e 

outro inferior.  

Com o aumento da velocidade de rotação, e/ou do coeficiente de atrito da partícula 

na parede, o leito começa a se comportar como um corpo rígido e passa a ser carreado 

pela parede do tambor até um ângulo de repouso superior. Então, ocorre uma queda 

brusca do material granular, fazendo-o atingir um ângulo de repouso inferior, como 

apresentado na Figura 2.1 (DING et al., 2001; MELLMANN, 2001; DING et al., 2002). 

 

 

Figura 2.1: Representação dos ângulos de repouso superior e inferior no regime de 

avalanche em um tambor rotatório. 

 

Sheritt et al. (2003) estudaram o efeito da velocidade de rotação e do grau de 

preenchimento no grau de mistura em um tambor rotatório operando em regime de 

avalanche. Eles concluíram que o aumento de ambas as variáveis faz com que haja uma 

diminuição da dispersão das partículas axialmente.  



 
 

6 
  

Ding et al. (2002) propuseram um modelo matemático para o tempo que o tambor 

leva para dar um giro completo do leito de partículas, na transição entre regimes de 

avalanche e rolamento. Os autores encontraram resultados satisfatórios de predição pelo 

modelo quando comparados com valores experimentais da literatura.  

 

 Regime de rolamento 

 

Com o incremento da velocidade de rotação do regime avalanche, ocorre um 

aumento da frequência de queda do leito do material e consequentemente uma diminuição 

gradativa da diferença entre os ângulos superior e inferior, até atingir uma angulação fixa 

e um fluxo uniforme, caracterizando assim o regime de rolamento (HEMA, 2003). De 

acordo com Mellmann (2001), para muitos processos industriais, como: mistura, 

granulação e secagem, esse escoamento é o preferido, pois mesmo para grandes taxas de 

fluxo de massa ele proporciona excelentes condições para transferência de calor e garante 

uma qualidade uniforme do produto. 

Como pode ser visualizado na Figura 2.2, o movimento das partículas no regime de 

rolamento pode ser dividido nas regiões ativa e passiva. Na região passiva as partículas 

são arrastadas pela parede do tambor, se comportando como um corpo rígido. Ao longo 

da camada passiva a velocidade das partículas tende a diminuir, até atingir valores 

aproximadamente nulos. Nesse momento ocorre o ponto de inflexão do perfil de 

velocidade, transicionando para a camada ativa. Essa região é localizada próxima à 

superfície do leito, onde as partículas rolam uma sobre as outras com maiores valores de 

velocidade e em sentido oposto ao da camada passiva (DING et al., 2002; SANTOS et 

al., 2013, SANTOS et al.; 2015). 

 

 

Figura 2.2: Representação das regiões ative e passiva no regime de rolamento em um 

tambor rotatório (Santos, 2015). 



 
 

7 
  

Santos (2015) demonstrou quantitativamente a existência de uma diferença de 

comportamento das partículas em cada região (ativa e passiva), analisando o perfil de 

velocidade das partículas de soja em um tambor rotatório, no regime de rolamento em 

várias velocidades de rotação. Resultados semelhantes foram encontrados por Rezende 

(2017), onde foram medidos experimentalmente os perfis de velocidade para o café no 

regime de rolamento. 

 

 Regime de cascateamento 

 

A transição entre os regimes de rolamento e cascateamento inicia-se quando a 

superfície do leito atinge um formato curvado semelhante ao de um grão de “feijão”. No 

regime de cascateamento, o aumento da velocidade de rotação faz com que o material 

seja carregado pela parede do tambor atingindo elevadas alturas e ângulos de repouso 

superiores ao do rolamento.  

Segundo Yang et al. (2008), no regime de cascateamento as colisões das partículas 

ocorrem integralmente dentro do leito. Esse regime é o indicado para aplicações em 

fornos rotativos, já que promove alta taxa de mistura e de transferência de calor entre as 

partículas.  

 

 Regime de catarateamento 

 

De acordo com Mellmann (2011), o catarateamento é obtido quando as partículas 

do leito são lançadas no espaço vazio do interior do tambor rotatório. Com o aumento da 

velocidade de rotação, aumenta-se o comprimento da trajetória das partículas formando 

um verdadeiro “véu” ao longo do diâmetro do tambor. 

Lee et al. (2013) estudaram a relação entre segregação do fluxo axial e radial em 

casos de rugosidade assimétrica da parede. De acordo com os autores, a segregação axial 

aumenta quando o regime de escoamento passa do rolamento para o cascateamento ou 

catarateamento. Com o aumento do número de Froude, o atrito assimétrico da parede 

induz uma convecção axial mais forte. Já para o fluxo radial, as partículas ativas que são 

lançadas no interior do tambor induzem uma maior mistura do leito.  

Heinen et al. (1983) propuseram um modelo matemático para transição entre os 

regimes de cascateamento-catarateamento, onde eles adotaram a suposição de que as 

partículas lançadas pelo tambor caem no meio ou além da superfície do leito.  
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 Regime de centrifugação 

 

Por fim, quando o tambor rotatório atinge elevadas velocidades de rotação, as 

partículas se aderem à parede do cilindro caracterizando o regime de centrifugação. 

Watanabe (1999) cita em seu trabalho que o regime centrifugação pode ser definido 

de duas formas. Na primeira, dita tradicional, onde a centrifugação é alcançada quando 

todas as partículas aderem à parede do tambor. A outra forma, que é adotada por ele, é 

quando somente a camada mais externa (primeira camada) das partículas se adere ao 

tambor, como apresentado na Figura 2.3b, necessitando-se assim de uma velocidade de 

rotação mais baixa para a transição catarateamento-centrifugação. 

 

 

Figura 2.3: Representação dos tipos de centrifugação em um tambor rotatório – a) todas 

as partículas aderidas; b) somente a camada mais externa das partículas aderidas 

(Santos, 2015). 

 

Um parâmetro importante para caracterização, projeto e otimização de tambores 

rotatórios é a velocidade crítica. Esse parâmetro corresponde à velocidade angular de 

rotação do tambor em que se atinge a condição de centrifugação. A mecânica newtoniana 

prevê que a centrifugação é obtida quando as forças gravitacional e centrípeta se 

equilibram. Assim, o número de Froude que é uma relação entre essas duas forças, torna-

se unitário, e portanto, a velocidade crítica de rotação dada pela mecânica clássica é 

expressa pela Equação 2.2: 

 

c

g

R
   (2.2) 

 

A Equação 2.2 tem sido modificada na literatura a fim de incorporar parâmetros 

referentes ao material particulado e condições operacionais. Por exemplo, Rose e Sullivan 
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(1957) inseriram o raio da partícula (r) no equacionamento, conforme apresentado na 

Equação 2.3. 

 

2

2 2
c

g

R r
 


 (2.3) 

 

Já Walton e Braun (1993) propuseram que, além da gravidade e do raio do tambor, 

a velocidade crítica de rotação depende do ângulo de repouso do material particulado (θs), 

chegando na Equação 2.4. 

 

( )
c

s

g

Rsen



  (2.4) 

 

Como apresentado na Equação 2.5, Ristow (1998) incorporou o grau de 

preenchimento (f) na equação. Esse parâmetro corresponde ao percentual volumétrico 

ocupado pelo leito de partículas no interior do tambor sem rotação. 

 

1
c

g

R f
 


 (2.5) 

 

Watanabe (1999) propôs um modelo, Equação 2.6, derivado do equacionamento de 

Ristow (1998) e Walton e Braum (1993), sendo ωc função do ângulo de repouso e do grau 

de preenchimento. 

 

( ) 1
c

s

g

Rsen f






 (2.6) 

 

Juarez et al. (2011), por meio de experimentos e simulações numéricas, propuseram 

uma modificação da equação de Watanabe (1999). Os autores adicionaram um 

adimensional que relaciona as densidades da fase sólida (ρs) e da fase fluida (ρf), conforme 

ilustra a Equação 2.7.  

 

(1 / )

( ) 1

f s

c

s

g

Rsen f

 








 (2.7) 
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Vários autores têm utilizado de abordagens numéricas para ajudar em seus estudos 

com tambores rotatórios. As abordagens Euleriana e Lagrangeana estão sendo muito 

utilizadas com a finalidade de uma melhor compreensão da dinâmica das partículas no 

interior do equipamento.  

 

 

2.2     Abordagem Numérica 

 

Inicialmente, as abordagens numéricas apareceram como uma ferramenta de análise 

de problemas físicos em trabalhos científicos e, atualmente, com o avanço da capacidade 

de processamento e armazenamento dos computadores, as simulações se tornaram uma 

ferramenta poderosa para solução de importantes problemas reais aplicados a engenharia 

(MALISKA, 2004). 

Inúmeros trabalhos envolvendo as abordagens Euleriana e Lagrangeana são 

reportados na literatura, seja para comparação com dados experimentais ou para uma 

melhor compreensão do comportamento das partículas no equipamento. 

Huang et al. (2013) e Santos et al. (2016) utilizaram da abordagem Euleriana para 

estudar tanto a segregação axial quanto radial em tambores rotatórios. Delele et al. (2016) 

utilizaram da fluidodinâmica computacional (CFD) para analisar os efeitos da velocidade 

de rotação, do grau de preenchimento e do ângulo de repouso no comportamento das 

partículas no interior do equipamento, operando com alimentação contínua de sólidos.  

A abordagem Lagrangeana foi utilizada por Yang et al. (2008) para estudar a 

movimentação do leito nos diferentes regimes de escoamento no tambor. Alchikh-

Sulaiman et al. (2016), investigaram o índice de mistura para diferentes diâmetros de 

materiais, em vários graus de preenchimentos. 

Ambos os métodos numéricos, Euleriano e Lagrangeano, serão melhor detalhados 

nos tópicos a seguir. 

 

2.2.1     Abordagem Euleriana – Fluidodinâmica Computacional (CFD) 

 

A Fluidodinâmica Computacional (CFD, do inglês Computational Fluid 

Dynamics), é um método numérico de resolução de equações de conservação de massa, 

momentum e energia. Por apresentarem variações no tempo e no espaço, o sistema de 



 
 

11 
  

EDP’s que está relacionado aos problemas práticos, não possuem solução analítica 

conhecida, assim, algoritmos numéricos fornecem resultados em um tempo 

computacional razoável.  

Na abordagem Euleriana as fases são tratadas como interpenetrantes e contínuas, 

fazendo uso do conceito de fração volumétrica. Então, para a fase fluida e granular a 

conservação de massa pode ser expressa pelas equações 2.8 e 2.9 respectivamente: 

 

  .( ) 0f f f f fv
t
   


 


 (2.8) 

 

  .( ) 0s s s s sv
t
   


 


 (2.9) 

 

Pela restrição da fração volumétrica, temos: 

1f s     (2.10) 

 

sendo os subscritos f e s, referentes a fase fluida e sólida, respectivamente. Enquanto α, v

e ρ a fração volumétrica, o vetor velocidade e a densidade. 

As Equações 2.11 e 2.12 representam a conservação da quantidade de movimento 

para a fase sólida e para a fase fluida, respectivamente. 

 

( ) .( ) . ( )ff f f f f f f f f f sf f sv v v P T g K v v
t
      


         

 (2.11) 

 

( ) .( ) . ( )ss s s s s s s s s s s sf f sv v v P T g K v v
t
      


         

 (2.12) 

 

sendo P, Ps, T  e Ksf a pressão termodinâmica, a pressão de sólidos, o tensor tensão e a 

troca de momento entre as fases sólida e fluida, respectivamente. 

 

2.2.2     Abordagem Lagrangeana – Método dos Elementos Discretos (DEM) 

 

O método dos elementos discretos (DEM, do inglês Discrete Element Method) foi 

originalmente proposto no trabalho Cundall e Strack (1979) em problemas envolvendo 

fraturas de rochas.  

Atualmente o método vem sendo largamente utilizado para estudos em tambores 

rotatórios (CUNHA et al., 2016; SANTOS et al., 2016; KOMOSSA et al., 2014; 
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KUMAR et al., 2015), mistura e segregação (ALCHIKH-SULAIMAN et al., 2016; LIU 

et al., 2012; MARIGO et al., 2012; REMY, et al., 2011; XU et al., 2010), silos 

(GONZÁLEZ-MONTELLANO et al., 2011; NGUYEN et al., 2009; WU et al., 2009), 

produtos farmacêuticos (JUST et al., 2013; KETTERHAGEN, 2011). Além dos 

processos citados anteriormente, o DEM vem sendo aplicado para diversas finalidades 

(JOHNSTONE, 2010). Como, por exemplo, na melhoria dos modelos de forças de 

contato, na representação de geometrias com contornos complexos, no desenvolvimento 

de melhores métodos de acoplamento com o CFD, na validação das pesquisas 

experimentais. 

A Figura 2.4 demonstra o crescimento de publicações relacionadas a metodologia 

DEM. Os dados foram obtidos após pesquisa no site science direct, referente ao dia 27 

de abril de 2017, utilizando como palavras chaves “discrete element method” e “DEM 

simulations”. Destaca-se que ainda nos primeiros quatro meses de 2017, o número de 

publicações é superior aos anos de 2007 a 2012 e já possui metade do número de 2016.  

 

 

Figura 2.4: Publicações de trabalhos relacionados ao método dos elementos discretos 

nos últimos 10 anos. 
 

O DEM utiliza como base um esquema numérico explícito em que as interações 

entre um número finito de partículas são acompanhadas contato por contato e o 

movimento dessas partículas é atualizado partícula por partícula. Isto é feito por meio de 

um algoritmo “time-stepping” em que, a mesma modelagem se repete em cada etapa do 

tempo e em cada partícula individualmente, e os resultados em cada etapa no tempo são 
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baseados nos resultados anteriores (MERENDINO, 2011; PENG, 2014). A Figura 2.5 

representa de forma simplificada o clico de cálculo do DEM. 

 

 

Figura 2.5: Algoritmo empregado nas simulações DEM (adaptado de O'Sullivan, 2011). 

  

Os cálculos dos métodos dos elementos discretos se alternam entre a segunda lei de 

Newton e a lei da Força-Deslocamento. A lei da Força-Deslocamento é usada para 

encontrar as forças de contato de deslocamento, enquanto a segunda lei de Newton 

fornece o movimento da partícula como resultado das forças que atuam sobre ela. A 

aceleração é estimada pela força resultante dividida pela massa; já a velocidade e a 

posição são obtidas baseadas na posição anterior da partícula, como é descrito no 

equacionamento abaixo (CUNDALL e STRACK, 1979; PENG, 2014).  

A segunda lei de Newton pode ser descrita conforme a Equação 2.13. 

 

i
i ij

j

dv
m F

dt
  (2.13) 

 

sendo mi, a massa,  vi a velocidade da partícula i, Fij é a força entre as partículas i e j. No 

seu trabalho, Cundall e Strack (1979) destacam que forças de campo, como a 

gravitacional, podem ser adicionadas se desejado. Pela Equação 2.13 a velocidade e a 

posição (xi) são calculadas da seguinte forma:  
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2 2

t t
t t ij

i i

i

F
v v t

m

 
   

    
 


 (2.14) 

2 2

t t
t t

t

i i ix x v t
 

 

    (2.15) 

 

A velocidade e a posição angular da partícula podem ser encontradas pelas 

seguintes equações: 

 

i
i ij

j

d
I

dt


  (2.16) 

2 2

t t
t t ij

i i

i

t
I


 

 
   

    
 


 (2.17) 

2 2

t t
t t

t

i i i t  
 

 

    (2.18) 

 

sendo Ii, ωi e θi o momento de inercia, a velocidade e a posição angular da partícula i, 

respectivamente e τij é o torque entre a partícula i e j.  

Segundo Cundall e Strack (1979), o passo no tempo tem que ser escolhido de forma 

que este seja suficientemente pequeno a fim de garantir que, durante um único passo no 

tempo, as perturbações não se propaguem além das partículas que são vizinhas imediatas. 

Dessa forma, garante-se que os cálculos realizados só sofram influência das partículas 

que estão em contato. 

No que diz respeito à interação entre duas partículas, duas abordagens são 

comumente utilizadas: a de esfera rígida e a de esfera macia. A abordagem de esfera rígida 

é mais limitada, pois só contabiliza colisões binárias, apresentando o conceito de impulso, 

onde as partículas apenas trocam momento através das colisões. Já na abordagem de 

esfera macia considera-se todo o processo de contato a partir das equações do movimento; 

por conta disso, essa é a abordagem mais utilizada em simulações DEM. Nesta 

abordagem, pequenas deformações são contabilizadas e é permitido que as partículas se 

sobreponham umas sobre as outras. É importante ressaltar que essas sobreposições são 

pequenas quando comparadas às dimensões das partículas e elas dependem da força de 

contato determinada pela lei do deslocamento.  (CAMPOS, 2016; MERENDINO, 2011; 

HASSAMPOUR e PASHA; 2015; CUNDALL e STRACK, 1979, ZHU et al., 2007). 
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 Para o cálculo das forças de contato, existem dois tipos de modelos de contato 

elásticos: o modelo linear elástico e o modelo não-linear elástico. Os modelos lineares 

assumem uma relação linear entre a deformação e as forças de contato. Já os modelos não 

lineares são mais complexos e envolvem um maior embasamento teórico e se destacam 

por levarem em consideração o formato das partículas (DI RENZO e DI MAIO, 2004; 

TSUJI et al.,1992; PENG, 2014; NASATO, 2011) 

 

2.2.2.1     Modelo linear elástico 

 

O modelo linear elástico mais utilizado é o proposto por Cundall e Strack (1979), e 

consistem em uma analogia a um sistema mola-amortecedor (linear spring-dashpot 

model). A Figura 2.6 demonstra as principais forças, normal (Fn) e tangencial (Ft), na 

modelagem mola-amortecedor (CLEARY, 2004; GUI et al., 2013; HÖHNER et al., 2014, 

TSUJI et al., 1992). 

 

 

Figura 2.6: Modelo de contato mola-amortecedor (adaptado de SANTOS, 2015). 

 

A força normal é dada pela seguinte equação: 

 

rel

n n n n nF k v     
(2.19) 

 

A força tangencial é dada por: 

 

rel

t n t t
t

n

k v
F

F

 



 
 


 
se t nF F  

se t nF F  

(2.20) 
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sendo δ a sobreposição das partículas, λ é o coeficiente de amortecimento, k a rigidez e 

relv  a velocidade relativa, os subscrito n e t são referentes aos contatos normais e 

tangenciais respectivamente.  

O atrito cisalhante obedece a lei de Coulomb que considera o coeficiente de atrito 

(μ), o qual juntamente com a força de amortecimento são utilizados com a finalidade de 

dissipar a energia armazenada nas colisões.  

O coeficiente de amortecimento e a rigidez da mola podem ser estimados usando 

propriedades dos materiais ou por ajuste. O coeficiente de amortecimento apresenta uma 

relação com o coeficiente de restituição referente à colisão da partícula (ep) e com a massa 

equivalente (m*) das partículas i e j, em que: 

 

*

2

4

1
ln

n
n

p

m k

e





 

   
 

 

(2.21) 

* i j

i j

m m
m

m m



 (2.22) 

 

Já a rigidez da mola é função da massa equivalente, da velocidade característica (V) 

e do raio (R*) e do módulo de Young equivalentes (E*), esse último que por sua vez é 

dependente da razão de Poisson (υ):  

 

1

51 * 2
*

*2
1

*
*2

16 15

15
16

n

m V
k R E

R E

 
 
 
 

 (2.23) 

*

111 ji

i jE E E

 
   (2.24) 

*

1 1 1

i jR r r
   (2.25) 

 

2.2.2.2     Modelo não linear elástico 

 

O modelo não linear mais comumente utilizado no DEM é uma combinação da 

teoria de Hertz (1882), em que é empregado o contato elástico entre duas partículas na 

direção normal, com a de Mindlin e Deresiewicz (1953), sem deslizamento, que descreve 
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a força tangencial. Hertz propõe uma relação não linear entre a força normal e o 

deslocamento normal (DI RENZO e DI MAIO, 2004; EDEM Simulation, 2016; 

MERENDINO, 2011; THORNTON, 2015). A força normal (Fn) é dada pela Equação 

2.26 como função da sobreposição normal (δn), do raio de contato equivalente ( *R ) e do 

módulo de Young equivalente (E*): 

  

* 3 2 *4

3
n nF E R  (2.26) 

 

O modelo de Hertz inclui o efeito da dissipação de energia com o termo que segue 

a lei do amortecimento viscoso (Bortolotti et al., 2013; Cunha et al., 2016). Então, a força 

normal de amortecimento (
d

nF  ) depende do coeficiente de amortecimento (β), da rigidez 

normal (Sn), da velocidade relativa normal (
rel

nv ) e da massa equivalente (m*). 

 

*5
2

6

d rel

n n nF S m v   (2.27) 

* *2n nS E R   (2.28) 

2 2

ln

ln

p

p

e

e






 (2.29) 

 

A componente tangencial da força (Ft) é uma função da sobreposição tangencial 

(δt) e da rigidez tangencial (St):  

 

t t tF S   (2.30) 

* *8t nS G R   (2.31) 

 

sendo *G o módulo de cisalhamento equivalente, dado por: 

 

*

221 ji

i jG G G

 
   (2.32) 
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Similar para a força normal de amortecimento, a força tangencial de amortecimento 

(
d

tF ) é dada pela seguinte equação: 

 

*5
2

6

d rel

t t tF S m v   (2.33) 

 

com 
rel

tv  a velocidade relativa tangencial 

Limitada pela lei do atrito de Coulomb, a máxima força tangencial possível é uma 

função do coeficiente de atrito estático (µs) e da força normal (Fn): 

 

,max

d

t s nF F  (2.34) 

 

Quando o atrito de rolamento é importante, ele pode ser incluído no torque (τ), 

conforme Equação 2.35, sendo µR, ωi e ri o coeficiente de atrito de rolamento, a velocidade 

angular e o raio da partícula respectivamente. Para partículas esféricas o uso do 

coeficiente de atrito de rolamento é muito importante (JUST et al., 2013). 

 

ij R n i iF r     (2.35) 

 

2.2.2.3     Timestep 

 

Como dito anteriormente, a determinação do passo de tempo adequado é de suma 

importância na solução do problema, visto que, no DEM a modelagem é aplicada 

individualmente partícula por partícula, se repetindo a cada passo de tempo. Portanto, o 

valor escolhido deve ser suficientemente pequeno, de modo que, durante um único passo 

no tempo, haja a garantia de que não haverá sobreposições excessivas de partículas e que 

os movimentos das partículas sejam afetados somente pela propagação das ondas de 

perturbação de sua vizinhança local (THORNTON, 2015; JOHNSTONE, 2010).  

Para manter as simulações estáveis, o passo de tempo para a integração deve estar 

abaixo do passo de tempo crítico, que é determinado pelo número de Rayleigh (KAFUI 

et al., 2002), dado pela Equação 2.36: 
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min

0,163 0,8766

s
c

r
t

G




 


 (2.36) 

 

Mesmo o tempo crítico sendo determinado pelo raio da menor esfera presente no 

sistema, para se ter uma segurança de que o tamanho das ondas de Rayleigh não ultrapasse 

o tamanho das partículas (Figura 2.7), garantindo que as trocas de informações aconteçam 

somente entra a vizinhança, a literatura recomenta a utilização de no máximo 20% do 

passo de tempo crítico estipulado pela equação. 

 

 

Figura 2.7: Representação do deslocamento da onda de Rayleigh. 
 

2.2.2.4     Calibração 
 

O principal desafio na utilização do DEM é reproduzir de forma fidedigna o 

fenômeno físico real. Apesar de ser uma ferramenta extremamente promissora, o método 

esbarra em algumas complicações. De acordo com Marigo e Stitt (2015), uma das 

principais dificuldades da aplicação DEM em escala industrial está que, para uma 

representação viável dos processos industriais, são necessárias simulações em uma escala 

de tempo razoável e, devido ao alto custo computacional, os tempos típicos simulados na 

metodologia DEM são geralmente muito mais curtos. Ainda segundo os autores, outro 

problema está relacionado com a determinação de alguns parâmetros de entrada que o 

modelo necessita, tais como: densidade, módulo de cisalhamento, razão de Poisson e de 

algumas interações partícula-partícula e partícula-parede, como coeficientes de 

restituição e atrito. Assim, para se obter bons resultados é necessário o conhecimento 

sobre tais parâmetros.  

Mesmo a simulação DEM exigindo poucos parâmetros de entrada, nem sempre 

estes podem ser medidos experimentalmente, o que é agravado para o caso de partículas 

irregulares (RACK et al., 2016). Coetzee e Nel (2014) ressaltam que nem sempre a 

medição desses parâmetros irá garantir um comportamento exato quando aplicado ao 
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modelo. Chung e Ooi (2008) destacam que muitos estudos empregam valores de 

parâmetros sem uma explicação plausível. É extremamente importante que estes sejam 

selecionados de maneira correta para que os resultados da simulação se aproximem ao 

máximo dos dados obtidos via ensaios experimentais. 

Na Tabela 2.2 apresenta os valores de alguns dos parâmetros de entrada dos 

modelos de força de contato utilizados nas simulações DEM, presentes na literatura. 

Nota-se que cada autor relatou diferentes combinações de valores para os coeficientes de 

restituição, atrito estático e atrito de rolamento, não havendo nenhuma analogia.     

A literatura apresenta duas abordagens destinadas à calibração dos parâmetros de 

entrada do método dos elementos discretos (DEM) (COETZEE, 2017; MARIGO e 

STITT, 2015). Na primeira abordagem, chamada de “Abordagem de Calibração Bulk”, 

um experimento laboratorial é utilizado para medir as propriedades bulk do material e 

logo em seguida o mesmo procedimento é replicado numericamente. Os valores dos 

parâmetros DEM são alterados até que a resposta coincida com as propriedades bulk do 

material, que foram medidas experimentalmente. De acordo com Coetzee (2017), um dos 

problemas dessa abordagem é que o experimento pode ser influenciado por mais de um 

parâmetro, podendo não apresentar significados físicos e, por causa disso, mais de uma 

combinação de valores poderá apresentar a mesma resposta. Eles ainda ressaltam que ao 

se alterar o experimento, outros valores dos parâmetros possivelmente serão mais 

representativos, ou seja, não existe uma garantia de que a calibração de uma aplicação 

será adequada para outra aplicação. 

A segunda abordagem é chamada de “Abordagem de Medição Direta”, e os valores 

dos parâmetros de entrada são medidos individualmente de forma direta; porém algumas 

propriedades não são tão fáceis de medir, principalmente quando se trata de partículas 

irregulares. É importante enfatizar que mesmo as propriedades sendo medidas 

diretamente, não significa necessariamente que os valores serão representativos quando 

implementados no modelo DEM para diferentes aplicações (COETZEE, 2017; MARIGO 

e STITT, 2015). 

Por fim, segundo Coetzee (2017), frequentemente utiliza-se uma combinação entra 

as duas abordagens, visto que, propriedades como tamanho de partícula e densidade são 

medidas diretamente, enquanto outras propriedades como o coeficiente de atrito 

partícula-partícula, devido à dificuldade de medição, são determinadas pela outra 

abordagem. 
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Tabela 2.2: Valores de parâmetros DEM presentes em diferentes trabalhos da literatura. 

Autores Equipamento Material Densidade 

(kg/m³) 

Coeficiente de 

Restituição 

Coeficiente de 

Atrito Estático 

Coeficiente de 

Atrito de Rolamento 

Marigo e Stitt (2015) Tambor rotatório 
Óxido de aluminio¹ 

Acrílico² 

1800¹ 

1000² 
0,011,1, 0,851,2 0,251,1, 0,61,2 0,651,1, 0,651,2 

González-Montellano 

et al. (2011) 
Silo 

Vidro¹ 

Milho² 

Acrílico³ 

2516¹ 

1163² 

0,621,1, 0,751,3 

0,672,2, 0,202,3 

0,301,1, 0,301,3 

0,332,2, 0,122,3 
- 

Zhou et al. (2002) Caixa de fluxo Vidro¹ 2500¹ - 0,41,1 0,051,1 

Börner et al. (2017) Leito fluidizado 
Óxido de Alumínio¹ 

Acrílico² 
1040¹ 0,7351,1, 0,7351,2 0,31,1, 0,31,2 0,011,1, 0,011,2 

Bian et al. (2017) Moinho de bola 
Aço¹ 

Acrílico² 

7800¹ 

1200² 
0,51,1, 0,41,2 0,51,1, 0,51,2 0,011,1, 0,011,2 

Xiao et al. (2017) Tambor rotatório 

Plástico ABS¹ 

Aço² 

Acrílico³ 

1100¹ 

7850² 

1190³ 

0,7831,1, 0,9811,2, 

0,8501,3 

0,3601,1, 0,3821,2, 

0,4221,3 

0,0301,1, 0,0211,2, 

0,0151,3 

Kumar et al. (2015) Tambor rotatório 
Celulose Microcristalina¹ 

Aço² 
1210¹ 0,5751,1, 0,8001,2 0,1761,1, 0,2601,2 0,011,1, 0,011,2 

* Os índices de 1 a 3 indicam os materiais e as interações entre eles. 
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2.3     Parâmetros Numéricos 

 

2.3.1     Coeficiente de Restituição 

 

De acordo com Domènech-Carbó (2013) e com Just et al. (2012), o coeficiente de 

restituição (𝑒), expresso pela Equação 2.37, é a razão entre as velocidades relativas 

posterior (𝑉1) e anterior (𝑉0) à colisão entre dois corpos (Figura 2.8). O seu valor 

representa a perda de energia durante a colisão e é utilizado na simulação para estimar a 

força de amortecimento normal e tangencial (TSUJI et al., 1992). 

 

𝑒 =  
𝑉1

𝑉0
 (2.37) 

 

 

Figura 2.8: Demonstração da colisão da partícula, antes e após o impacto. 

 

O valor do coeficiente de restituição varia entre 0 e 1, sendo dependente do tipo, do 

formato e da velocidade relativa no impacto e representa a quantidade de energia cinética 

que é conservada após o contato dos corpos. O valor nulo significa que ocorre a dissipação 

total da energia cinética, sendo característica de colisões perfeitamente inelásticas, 

enquanto o valor 1 é para colisões perfeitamente elásticas, onde não ocorre dissipação de 

energia (MACHADO, 2016; BERNSTEIN, 1977). 

Segundo Aryaei et al. (2010), uma vez que a resistência do ar pode ser desprezada, 

a conservação da energia mecânica pode ser representada pela Equação 2.38: 
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1

0

h
e

h
  (2.38) 

 

sendo h0 e h1 a altura inicial e do rebote respectivamente. 

De acordo com Marinack Jr. et al. (2013), o cálculo do coeficiente de restituição 

utilizando a equação das velocidades leva a resultados de simulação com flutuação nos 

resultados na ordem de 20%, enquanto ao se utilizar a altura, as variações foram menores 

que 1%.  

Algumas propriedades podem influenciar os valores do coeficiente de restituição, 

como diâmetro das partículas, espessura da superfície de impacto, a velocidade de 

impacto, dentre outras. Raman (1920) realizou estudos envolvendo o impacto de esferas 

de aço de diferentes diâmetros em superfícies de vidro de várias espessuras, ele verificou 

que quanto maior a razão entre o diâmetro da partícula e a espessura da placa, maior é a 

dissipação de energia. Resultados semelhantes foram encontrados por Sondergaard 

(1990), para colisões de esferas de vidro e aço em uma superfície de acrílico.  

Zener (1941) e Mueller et al. (2015) propuseram um modelo para medição do 

coeficiente de restituição como função apenas do parâmetro inelástico (λ). Este parâmetro 

depende das propriedades dos materiais (densidade, modulo de Young e razão de 

Poisson), da geometria (diâmetro da esfera e espessura da placa) e da velocidade de 

impacto. Ambos os modelos apresentaram uma boa concordância quando comparados 

com os dados experimentais. 

 

2.3.2     Coeficiente de Atrito 

 

Amontons em 1699 formulou experimentalmente as duas leis clássicas do atrito, 

que são descritas a seguir: 

1. A força de atrito é proporcional à carga aplicada. 

2. A força de atrito é independente da área de contato aparente. 

Tempos mais tarde, manuscritos de Leonardo da Vinci do ano de 1495 foram 

descobertos, onde haviam anotações semelhantes as leis de Amontons (POPOV, 2010; 

ASM HandBook, 1992). Em 1781, Coulomb, além de realizar experimentos de atrito e 

confirmar as leis propostas por Amontons e Da Vinci, propôs uma terceira lei, envolvendo 



 
 

24 
  

o atrito entre dois corpos sólidos, onde ele diz que quando a rugosidade da superfície é 

quebrada e o movimento é iniciado, a força de atrito é independente da velocidade de 

deslizamento. Assim, a força necessária para se retirar o corpo da inércia é maior que do 

que a força exigida para mantê-lo deslocando, levando a diferenciar dois tipos de atrito: 

o atrito estático e o atrito cinético (GOSH, 1988; POPOV, 2010). 

 

2.3.2.1     Coeficiente de atrito estático e cinético 

 

Dois experimentos simples, porém, muito utilizados na medição dos coeficientes 

de atrito são o plano horizontal (Figura 2.9a) e inclinado (Figura 2.9b), representados pela 

Figura 2.9 (GOSH, 1988).  

 

 

Figura 2.9: Diagrama de forças dos experimentos utilizados para medição do coeficiente 

de atrito - a) plano horizontal; b) plano inclinado. 

 

O coeficiente de atrito cinético (µk) e estático (µs) no plano inclinado podem ser 

calculados da seguinte forma: 

seck

a
tg

g
     (2.39) 

s tg   (2.40) 

 

sendo a aceleração do bloco, g a gravidade e α a inclinação do plano. 

Para plano horizontal, segue-se um raciocínio semelhante, onde o coeficiente de 

atrito cinético e estático são calculados como:  

 

k

F a

mg g
    (2.41) 
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s

F

mg
   (2.42) 

 

sendo que F é a força pela qual o dispositivo é puxado e m a massa do bloco. 

Ray Chaudhuri e Hutchinson (2005) realizaram testes experimentais para a medição 

dos coeficientes de atrito utilizando os dois métodos descritos anteriormente. Para o 

coeficiente de atrito estático, o método do plano inclinado apresentou valores 

ligeiramente inferiores quando comparado com o plano horizontal. Segundo os autores 

isso acontece porque na inclinação pode ocorrer uma distribuição irregular das forças no 

corpo, fazendo que o movimento do bloco ocorra de forma precoce. Na análise do 

coeficiente de atrito cinético, os autores variaram os ângulos de inclinação e a carga 

aplicada e verificaram que independente das variações, os resultados encontrados foram 

parecidos, mas ao se comparar os dois métodos, o plano inclinado novamente apresentou 

valores próximos, porém menores ao do plano horizontal.  

Chen et al. (2015) utilizaram do plano inclinado para medir o coeficiente de atrito 

cinético de esferas de vidro em cima de uma chapa de vidro, enquanto Li et al. (2005) 

realizaram análises dos mesmos materiais, porém com a metodologia do plano horizontal. 

Em ambos os trabalhos os autores destacaram que as esferas foram coladas umas nas 

outras a fim de evitar rolamento e assim garantir que elas deslizem sobre o plano. Assim 

como apresentado por Ray Chaudhuri e Hutchinson (2005), apesar dos resultados 

encontrados serem próximos, o plano horizontal apresentou um valor superior.  É 

importante ressaltar a preocupação dos autores durante os experimentos em evitar o 

rolamento das esferas, visto que é mais fácil as esferas rolarem sobre a superfície ao invés 

de deslizarem, o que prejudicaria a análise do (µs) e nos introduzindo ao um novo tipo de 

atrito, o de rolamento. 

 

2.3.2.2     Coeficiente de atrito de rolamento 

 

Segundo a ASTM G194-08 (2013), o coeficiente de atrito de rolamento é a 

resistência causada ao movimento de rolamento de uma partícula esférica. Sabendo que 

existem a força normal atuando sobre o ponto de contato entre a partícula e a superfície e 

uma força necessária para mover o corpo de sua posição (Figura 2.10), a lei de Coulomb 

pode ser aplicada (MATUTTIS e CHEN, 2014), como escrito na Equação 2.43: 
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Figura 2.10: Diagrama de forças de uma esfera em movimento. 
 

f R nF F   (2.43) 

 

Quando a análise passa a ser realizada para o rolamento de várias partículas em 

contato, o atrito passar ser representado em termos de torque: 

 

r R nrF    (2.44) 

 

onde τr e r são o torque e o raio da partícula respectivamente. 

O coeficiente de atrito de rolamento costuma ser, dependendo dos materiais, duas 

ou até três ordens de magnitude menor que os coeficientes de atrito estático e cinético. 

(ASM Handbook, 1992; MATUTTIS e CHEN, 2014). 
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CAPÍTULO 3  

MATERIAIS E MÉTODOS 

 

 

Neste capítulo a metodologia será discutida passo a passo, e visando uma melhor 

compreensão, os procedimentos foram divididos em quatro tópicos, como apresentado na 

Figura 3.1. Cada tópico será posteriormente desmembrado e discutido separadamente. 

Todo o trabalho foi realizado no Laboratório de Sistema Particulados da Faculdade de 

Engenharia Química da Universidade Federal de Uberlândia (FEQUI/UFU). 

 

 

Figura 3.1: Fluxograma global da metodologia empregada no presente trabalho. 

 

 

3.1     Medição experimental dos parâmetros numéricos 

 

A medição experimental dos parâmetros numéricos empregados na modelagem 

DEM, que são descritos na Figura 3.2, seguiu os procedimentos padrões descritos na 

literatura e cada medida foi realizada em quintuplicata. Nessa fase do estudo utilizou-se 

esferas de vidro (Figura 3.3) com diâmetro de 6,35 mm e densidade de 2455 ± 24 kg/m³.  
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Figura 3.2: Fluxograma da medição experimental dos parâmetros numéricos. 

 

 

Figura 3.3: Esferas de vidro utilizadas para medição dos parâmetros numéricos. 

 

3.1.1     Coeficiente de Restituição 

 

Para o estudo do coeficiente de restituição, utilizou-se o aparato apresentado na 

Figura 3.4. Uma bomba a vácuo (4) foi conectada à haste universal (3) através de uma 

mangueira flexível. A esfera de vidro (1) era posicionada junto à abertura da mangueira 

e fixada pela ação da sucção, assim quando o vácuo era interrompido, a esfera era 

abandonada em queda livre até colidir com a chapa (2).  

Para a medição do coeficiente de restituição partícula-parede (epw) foram utilizadas 

chapas de aço com espessuras de 0,8, 1,0, 1,2, 1,5, 2,0, 3,0 e 4,0 mm enquanto para a 

interação partícula-partícula (epp), fazendo uso do conceito de raio infinito, utilizaram-se 

chapas de vidro com as espessuras de 2,0, 3,0, 4,0, 5,0, 6,0, 8,0, 10,0, 12,0, 15,0 e 19,0 

mm. 



 
 

29 
  

 

Figura 3.4: Esquema do aparato experimental utilizado para medição do coeficiente de 

restituição. 

 

As partículas foram dispostas a uma altura de 5 cm em relação às chapas, para 

minimizar o efeito da resistência do ar. Com ajuda do software MeazureTM 

(disponibilizado gratuitamente em http://www.cthing.com) e com o auxílio de uma 

câmera de alta velocidade com capacidade de captura de até 2000 quadros por segundo 

foi possível obter a altura inicial e a altura após colisão das chapas, sendo aplicado assim 

na Equação 2.38.  

Os valores encontrados para o coeficiente de restituição nas diferentes espessuras 

de chapas foram comparados com o modelo de Zener (1941), onde o coeficiente de 

restituição é calculado pela seguinte equação: 

 

 
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sendo λ um parâmetro inelástico que é função da densidade (ρ), da razão de Poisson (υ), 

do módulo de Young (E), da velocidade da partícula (v) do raio da partícula (r) e espessura 

da placa (L). Os subscritos p e c se referem à partícula e chapa, respectivamente. 

Foi utilizado os valores de 6,39x1010 Pa e 0,22 para o módulo de Young e a razão 

de Poisson do vidro respectivamente (MAKISHIMA E MACKENZIE, 1975), enquanto 

para o aço os valores foram de 1,82x1011 Pa para o módulo de Young e 0,30 para razão 

de Poisson (BOUBEKER, 2010). 

 

3.1.2     Coeficiente de Atrito Estático 

 

O coeficiente de atrito estático (µs) é definido como a força necessária para se retirar 

um corpo da inércia. Para sua determinação aplicou-se a metodologia de plano inclinado 

(Figura 3.5), conforme apresentado pela ASTM G115-10 (2013), sendo adaptada para 

aplicação com material particulado. 

O equipamento utilizado possui um sistema hidráulico, composto por 2 seringas. 

Quando o pistão da seringa externa ao plano era pressionado ocorria simultaneamente a 

elevação do pistão da seringa interna ao plano de medição e a elevação do plano.  

 

 

Figura 3.5: Aparato experimental para medição do coeficiente de atrito estático. 

 

Para a realização do experimento utilizou-se uma câmera de alta velocidade com 

velocidade de até 2000 quadros por segundo. Esta câmara foi utilizada para aumentar a 
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precisão na medida do ângulo (α) em que as partículas começavam a se movimentar e 

assim aplicar a Equação 2.40. 

Como apresentado no fluxograma da Figura 3.2, para o coeficiente de atrito estático 

foram utilizadas duas metodologias diferentes; uma consistia em colocar as partículas 

soltas e aleatoriamente distribuídas em cima do plano e a outra, quatro partículas foram 

coladas umas às outras formando um aglomerado (Figura 3.6). O intuito disso foi verificar 

se o rolamento das esferas influenciaria ou não na análise das medidas do atrito estático, 

conforme discutido por Chen et al. (2015). 

 

 

Figura 3.6: Aglomerado de partículas. 

 

Para a medição do coeficiente de atrito estático partícula-partícula (µspp), a 

superfície do plano foi recoberta por esferas, para reproduzir o comportamento de esferas 

em cima de outras esferas, se assemelhando um conjunto populacional de partículas.  

A camada de esferas foi fixada ao plano com cola, conforme ilustra a Figura 3.7. 

Dessa forma, tornou-se possível medir o coeficiente de atrito estático partícula-partícula, 

por meio do ângulo correspondente ao início do movimento das partículas nas duas 

configurações: partículas soltas e partículas aglomeradas. 

 

 

Figura 3.7: Representação da camada de partículas fixas no plano inclinado para 

medição do coeficiente de atrito estático partícula-partículas. 
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Para a determinação do coeficiente de atrito estático partícula-parede (µspw) foram 

realizados ensaios semelhantes. No entanto, as partículas nas condições soltas e 

aglomeradas foram dispostas sob o plano com superfície revestida por placas de vidro, 

chapa de aço e lixa P80 (Figura 3.8). A lixa P80 corresponde ao revestimento do tambor 

usado nos ensaios experimentais, sendo que maiores detalhes serão apresentados no 

Tópico 3.4.  

 

 
Figura 3.8: Representação do esquema para medida do coeficiente de atrito estático 

partícula-parede na lixa P80. 

 

3.1.3     Coeficiente de Atrito de Rolamento 

 

O coeficiente de atrito de rolamento foi determinado seguindo as instruções da 

ASTM G194-08 (2013), que normatiza a especificação e construção do dispositivo de 

medição. Esse dispositivo corresponde a uma rampa inclinada de lançamento, que é 

apresentado nas Figuras 3.9 (a) e (b). A Figura 3.9 (a) ilustra o aparato experimental 

utilizado e a Figura 3.9 (b) a suas dimensões geométricas.  

 

 

Figura 3.9: Rampa de lançamento utilizada para medição do coeficiente de atrito de 

rolamento: a) aparato experimental e b) dimensões geométricas. 



 
 

33 
  

Quando a esfera de vidro era colocada sobre a rampa, ela automaticamente 

começava a rolar dando início ao ensaio, que só era finalizado quando a partícula cessava 

todo movimento em cima do plano horizontal. A distância percorrida pela partícula entre 

a saída do dispositivo e a posição de repouso era medida e aplicada na Equação 3.3.  

 

R

h

d
   

(3.3) 

 

sendo h a altura do plano inclinado e d a distância percorrida pela partícula no momento 

exato em que deixa o dispositivo de soltura até o seu repouso. É importante ressaltar que 

é estritamente necessário que a trajetória da partícula seja retilínea. 

A medição do coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula (µRpp) e 

partícula-parede (µRpw) foi semelhante ao do atrito estático. Para a medição do atrito de 

rolamento partícula-partícula (µRpp), o dispositivo de lançamento foi colocado em cima 

de uma camada de esferas fixas. Para o atrito de partícula-parede (µRpw), considerando as 

3 superfícies estudadas (aço, vidro e lixa P80), esse mesmo dispositivo foi colocado em 

cima de chapas de aço, de vidro e lixa P80. A Figura 3.10 apresenta o dispositivo de 

soltura em cima das superfícies de aço (Figura 3.10a) e da lixa P80 (Figura 3.10b). 

 

 

Figura 3.10: Representação da medição do coeficiente de atrito de rolamento – a) chapa 

de aço; b) lixa P80. 
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3.2     Simulação da metodologia experimental utilizada para estimação 

dos parâmetros numéricos 

 

Apesar de realizadas as medidas experimentais dos parâmetros supramencionados, 

os valores dos mesmos podem não ser adequados para representar o sistema físico 

representado pelo modelo numérico utilizado nas simulações. Dessa forma, é necessário 

a calibração do modelo, que corresponde à determinação dos valores dos parâmetros que 

levam a resultados de simulação correspondentes aos observados experimentalmente.  

Foram realizadas as simulações numéricas dos próprios ensaios de medida dos 

parâmetros. As Figuras 3.11-3.13 apresentam a correspondência virtual dos aparatos 

experimentais descritos nas Figuras 3.5 e 3.9, para a simulação dos experimentos para a 

determinação do coeficiente de atrito estático e de rolamento. As determinações dos 

coeficientes seguiram o mesmo critério empregado nas medições experimentais, que 

correspondem às Equações 2.40 e 3.3, respectivamente. 

 

 

 

Figura 3.11: Simulação do aparato experimental para medição do coeficiente de atrito 

estático partícula-partícula – a) partícula agrupada; b) partículas soltas. 

 

 

Figura 3.12: Simulação do aparato experimental para medição do coeficiente de atrito 

estático partícula-parede – a) partícula agrupada; b) partículas soltas. 
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Figura 3.13: Simulação do aparato experimental para medição do coeficiente de atrito 

de rolamento – a) partícula-partícula; b) partícula-parede. 

 

Para o coeficiente de atrito estático foram testadas numericamente as duas 

metodologias, partículas soltas e partículas agrupadas 

Nas simulações, os parâmetros utilizados seguiram uma matriz de planejamento do 

tipo composto central (PCC). Pelo fato das interações partícula-partícula não levarem em 

consideração o efeito de parede, foram elaborados dois PCCs distintos, que se encontram 

apresentados nas Tabelas 3.1 e 3.2, a faixa de valores utilizada nas tabelas levou-se em 

consideração as medidas encontradas experimentalmente. 

O PCC foi utilizado com o intuito de alterar os valores dos parâmetros numéricos e 

identificar quais deles iriam variar significativamente em cada condição analisada. Assim, 

ele possibilita inferir, por exemplo, se a variável significativa do plano inclinado, 

utilizado para a interação partícula-partícula, é o coeficiente de atrito estático partícula-

partícula, ou se algum outro parâmetro está influenciando em sua análise. 

 

Tabela 3.1: Matriz do Planejamento Composto Central para interações partícula-

partícula. 

 
µspp µRpp 

-α 0,49 0,028 

-1 0,50 0,030 

0 0,65 0,055 

1 0,80 0,080 

+α 0,81 0,082 

 

Tabela 3.2: Matriz do Planejamento Composto Central para interações partícula-parede. 

 µspp µspw µRpp µRpw 

-α 0,43 0,13 0,02 0,01 

-1 0,50 0,20 0,03 0,02 

0 0,65 0,35 0,06 0,04 

1 0,80 0,50 0,08 0,06 

+α 0,87 0,57 0,09 0,07 
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Todas as simulações foram conduzidas no software EDEM® 3.0 e foi utilizado o 

modelo de contato de Hertz-Mindlin. Para garantir a estabilidade numérica, utilizou-se 

um passo no tempo 2x10-5s equivalente a 20% do passo de tempo de Rayleigh e o tempo 

total de simulação foi de 20 s para todas as simulações.  

A Tabela 3.3 apresenta de forma simplificada todas as condições utilizadas para a 

realização dos experimentos numéricos. 

 

Tabela 3.3: Condições utilizadas para a simulação das metodologias experimentais dos 

coeficientes de atrito estático e de rolamento no software EDEM®. 

 Modelo Hertz-Mindlin (noslip)  

 Passo no Tempo (s) 2x10-5  

 Tempo de Simulação (s) 20  

 Tamanho de Célula 3 Rmin  

 Densidade (kg/m³) 
 

 

 Partícula 2455  

 Parede (aço) 7800  

 Razão de Poisson [-] 
 

 

 Partícula 0,22  

 Parede (aço) 0,30  

 Módulo de Cisalhamento (Pa) 
 

 

 Partícula 2,61x10+7  

 Parede (aço) 7,00x10+10  

 

Considerando o tempo necessário para realizar as simulações, foi utilizado o valor 

do módulo de cisalhamento da partícula 1000 vezes menor do que o reportado por 

Makishima e Mackenzie (1975). Segundo Zhou et al. (2002), a alteração do módulo de 

cisalhamento da partícula em até mil vezes o seu valor original não acarreta em mudanças 

significativas no resultado. A razão de Poisson também foi obtida no trabalho de 

Makishima e Mackenzie (1975), enquanto os valores, de ambas as propriedades do 

material para a parede, foram obtidos no trabalho de Boubeker et al. (2000).  
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3.3     Calibração dos parâmetros numéricos no DEM 

 

Uma vez realizadas as medições experimentais dos parâmetros e efetuada a 

validação de suas respectivas metodologias, realizou-se uma calibração numérica do 

modelo DEM para os coeficientes de atrito estático e de rolamento, em seus respectivos 

aparatos virtuais. Dessa forma, foi possível descobrir quais valores de entrada no modelo 

seriam necessários para se obter respostas semelhantes às experimentais.   

Como já mencionado, o coeficiente de atrito estático medido experimentalmente, 

foi determinado pela tangente do ângulo formado a partir do momento em que as 

partículas começavam a se movimentar no plano inclinado. Assim, foram experimentados 

vários valores de entrada no modelo, para determinar aquele que mais se aproximava do 

ângulo experimental. 

Conforme apresentado pela Equação 3.3, para o cálculo do coeficiente de atrito de 

rolamento, é necessário encontrar a distância que a esfera de vidro percorreu, após sair 

do aparato experimental, até entrar em repouso. Para obter as mesmas distâncias 

encontradas experimentalmente, diversos valores de coeficiente de atrito de rolamento 

foram testados como entrada no modelo.  

Esse processo de calibração forneceu uma sensibilidade de quão próximo ou 

distante o modelo numérico está da representação experimental. 

 

 

3.4     Análise dos parâmetros numéricos no efeito bulk em um tambor 

rotatório 

 

A medição direta e individual dos coeficientes de restituição, atrito estático e atrito 

de rolamento não necessariamente asseguram que os valores terão uma boa 

representabilidade quando analisados na população de partículas (bulk) do tambor 

rotatório.  A Figura 3.14, apresenta de forma esquemática todo o procedimento que foi 

realizado para se analisar a sensibilidade dos parâmetros numéricos no efeito bulk.  

As simulações foram conduzidas seguindo as geometrias, materiais e condições 

operacionais apresentadas nos trabalhos de Santos et al. (2015) e Santos et al. (2013), o 

que permite a análise comparativa de seus resultados com os obtidos nesse trabalho. No 

trabalho Santos et al. (2015), os autores estudaram o comportamento dinâmico de esferas 
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de vidro com diâmetro volumétrico de 1,13 mm e de 4,22 mm em diferentes condições 

operacionais do tambor rotatório. No referido estudo, os autores utilizaram dois diferentes 

graus de preenchimento, sendo esses 18,81% e 31,4%. O perfil de velocidade radial foi 

obtido para partículas de 4,22 mm em três diferentes velocidades, 1,45, 2,31 e 3,14 rad/s.  

Santos et al. (2013), obtiveram resultados numéricos (relativos à abordagem 

Euleriana) e experimental de perfil de velocidade para grãos de soja de 6,39 mm, nos 

graus de preenchimento de 18,81% e 31,4% e para as velocidades de 0,71 e 1,45 rad/s. 

Os autores analisaram tanto experimentalmente quanto numericamente (CFD) os regimes 

de rolamento, cascateamento, catarateamento e centrifugação para as velocidades de 

rotação de 1,45, 4,08, 8,91 e 16,40 rad/s, respectivamente. Em ambos os trabalhos, Santos 

et al. (2015) e Santos et al. (2013) foi utilizado um tambor rotatório com 22 cm de 

diâmetro e 50 cm de comprimento, revestido internamente por uma lixa P80. Conforme 

mencionado anteriormente, a utilização da lixa visava evitar o deslizamento das partículas 

na parede, impedindo a formação do regime de deslizamento e possibilitando a obtenção 

dos demais regimes.  

 

 

Figura 3.14: Fluxograma para análise dos parâmetros numéricos no efeito bulk. 

 

Para a determinação dos parâmetros utilizados na simulação, em todas as condições 

demonstradas no fluxograma, foi realizado um processo de calibração seguindo a matriz 

do Planejamento Composto Central da Tabela 3.4, que resultou em 350 condições 

distintas de simulações. O objetivo foi descobrir se alguma combinação de coeficientes 

conseguiria representar todas as condições operacionais ou se eles sofreriam influência 

do grau de preenchimento e/ou da velocidade de rotação. 
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Tabela 3.4: Matriz do Planejamento Composto Central utilizada para a calibração dos 

parâmetros numéricos no efeito bulk em um tambor rotatório. 

Simulação 
Parâmetros 

µspp µspw µRpp µRpw 

1 0,50 0,20 0,03 0,02 

2 0,50 0,20 0,03 0,06 

3 0,50 0,20 0,08 0,02 

4 0,50 0,20 0,08 0,06 

5 0,50 0,50 0,03 0,02 

6 0,50 0,50 0,03 0,06 

7 0,50 0,50 0,08 0,02 

8 0,50 0,50 0,08 0,06 

9 0,80 0,20 0,03 0,02 

10 0,80 0,20 0,03 0,06 

11 0,80 0,20 0,08 0,02 

12 0,80 0,20 0,08 0,06 

13 0,80 0,50 0,03 0,02 

14 0,80 0,50 0,03 0,06 

15 0,80 0,50 0,08 0,02 

16 0,80 0,50 0,08 0,06 

17 0,43 0,35 0,06 0,04 

18 0,87 0,35 0,06 0,04 

19 0,65 0,13 0,06 0,04 

20 0,65 0,57 0,06 0,04 

21 0,65 0,35 0,02 0,04 

22 0,65 0,35 0,09 0,04 

23 0,65 0,35 0,06 0,01 

24 0,65 0,35 0,06 0,07 

25 0,65 0,35 0,06 0,04 

26 0,65 0,35 0,06 0,04 

 

Na abordagem Lagrangeana, o custo computacional é altamente influenciado pelo 

número de partículas. Por isso, as dimensões geométricas do tambor rotatório utilizado 
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nas simulações foram de 22 cm de diâmetro e 10 cm de comprimento, portanto, 20% do 

comprimento total do tambor real utilizado por Santos et al. (2015) e Santos et al. (2013). 

O cálculo da massa de partículas (m) adicionada no interior do tambor rotatório, a 

qual corresponde ao grau de preenchimento (f), foi determina pela seguinte expressão: 

 

2 (1 ) sm R L f     (3.4) 

 

sendo R, L, ε e ρS o raio do tambor, o comprimento do tambor, a porosidade do leito de 

material e a densidade do material, respectivamente. 

Não foram realizadas as simulações para as esferas de 1,13 mm de diâmetro devido 

à restrição de capacidade de processamento e inviabilidade computacional em tempo 

hábil, sendo que necessitaria de 598.000 esferas para preenchimento de 18,81% e 950.000 

esferas para preenchimento de 31,4%. O número de esferas utilizadas nas simulações está 

apresentado na Tabela 3.5. 

 

Tabela 3.5: Número de esferas utilizadas na simulação DEM. 

 Número de Esferas 
 18,81% 31,40% 

Soja (6,39 mm) 3297 5639 

Esfera de Vidro (4,22 mm) 11484 18891 

 

Pelo método dos elementos discretos é possível determinar individualmente a 

velocidade e posição das partículas e assim determinar o perfil de velocidade radial 

simulada. As partículas foram selecionadas seguindo a linha de referência ao longo do 

raio do leito, como pode ser observado pela Figura 3.15. 

 

 

Figura 3.15: Representação do tambor rotatório operando em regime de rolamento - a) 

esquema demonstrativo da região ativa, passiva e da linha de referência utilizada na 

metodologia; b) demonstração da seleção de partícula no software EDEM. 
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Para análise qualitativa, as simulações foram comparadas com os diferentes regimes 

experimentais obtidos por Santos et al. (2015) nas velocidades de 1,45, 4,08, 8,91 e 16,40 

rad/s e nos graus de preenchimento de 18,81% e 31,40%.  

As condições utilizadas nas simulações estão apresentadas na Tabela 3.6. 

 

Tabela 3.6: Condições utilizadas para simulação da análise dos parâmetros numéricos 

no efeito bulk utilizando o software EDEM. 

 Modelo Hertz-Mindlin (noslip)  

 Passo no Tempo (s) 2x10-5  

 Tempo de Simulação (s) 10  

 Tamanho de Célula 3 Rmin  

 Densidade (kg/m³) 
 

 

 Esfera de vidro 2455  

           Soja 1164  

           Parede (aço) 7800  

 Razão de Poisson [-] 
 

 

 Esfera de vidro 0,22  

           Soja 0,25  

           Parede (aço) 0,30  

 Módulo de Cisalhamento (Pa) 
 

 

 Esfera de vidro 2,61x10+7  

           Soja 1,00x10+6  

           Parede 7,00x10+10  
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CAPÍTULO 4  

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

 

Neste capítulo, serão apresentados os principais resultados referentes a medição 

isolada dos parâmetros numéricos e a simulação de suas respectivas metodologias (Seção 

4.1), também será analisado a sensibilidade dos parâmetros numéricos no efeito bulk em 

um tambor rotatório (Seção 4.2). 

 

4.1     Parâmetros Numéricos 

 

4.1.1     Coeficiente de Restituição 

 

Conforme mencionado no capítulo anterior, os valores dos coeficientes de 

restituição (e) foram determinados para colisões de esfera de vidro de 6,35 mm de 

diâmetro em placas de vidro e de aço com diferentes espessuras. As Tabelas 4.1 e 4.2 

apresentam os resultados destas medidas, sendo γ a razão entre o diâmetro da partícula e 

a espessura (L) da placa.  

 

Tabela 4.1: Coeficiente de restituição da esfera de vidro para diferentes espessuras (L) 

de placas de vidro. 

L (mm) γ e 

3 2,12 0,670 ± 0,008 

4 1,59 0,808 ± 0,003 

5 1,27 0,866 ± 0,001 

6 1,06 0,898 ± 0,002 

8 0,79 0,936 ± 0,002 

10 0,64 0,956 ± 0,001 

12 0,53 0,962 ± 0,008 

15 0,42 0,971 ± 0,001 

19 0,33 0,973 ± 0,013 
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Tabela 4.2: Coeficiente de restituição da esfera de vidro para diferentes espessuras (L)  

de placas de aço. 

L (mm) γ e 

0,8 7,94 0,183 ± 0,017 

1,0 6,35 0,371 ± 0,008 

1,2 5,29 0,458 ± 0,007 

1,5 4,23 0,600 ± 0,011 

2,0 3,18 0,688 ± 0,022 

3,0 2,12 0,838 ± 0,004 

4,0 1,59 0,903 ± 0,003 

 

Como pode ser observado nas Tabelas 4.1 e 4.2, os valores de coeficiente de 

restituição aumentam com a diminuição da razão entre o diâmetro da esfera com a 

espessura da placa. Nota-se que tanto as colisões vidro-vidro quanto as colisões vidro-

aço tendem a um valor constante e próximo de 1 para maiores espessuras. Resultados 

semelhantes para colisões de esferas de vidro em placas de vidro podem ser encontrados 

no trabalho de Müller et al. (2015).  

Sondergaard et al. (1990) estudaram o comportamento do coeficiente de restituição 

em diferentes diâmetros e espessuras, para colisões de esferas de aço em chapas de 

acrílico e verificaram uma diminuição da restituição com o aumento da razão (γ). 

Segundo eles, isso acontece porque elevados valores de γ fazem com que a energia 

cinética total da placa seja convertida totalmente em ondas elásticas, diminuindo assim o 

coeficiente de restituição. 

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam graficamente a distribuição do coeficiente de 

restituição experimental em função da razão diâmetro/espessura (γ), avaliados em placas 

de vidro e aço, respectivamente, bem como um comparativo com a curva teórica do 

modelo proposto por Zener (1941).  

O modelo de Zener (1941) conseguiu representar bem o comportamento dos dados 

experimentais; porém, por não levar em consideração alguns mecanismos de perda de 

energia, como rugosidade da superfície, amortecimento e possíveis rotação da esfera, o 

modelo acaba superestimando os valores experimentais. 
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Figura 4.1: Influência da razão do diâmetro da partícula com a espessura da placa no 

coeficiente de restituição para impactos de esferas de vidro em placas de vidro e a curva 

teórica de acordo com o modelo de Zener (1941). 
 

 

Figura 4.2: Influência da razão do diâmetro da partícula com a espessura da placa no 

coeficiente de restituição para impactos de esferas de vidro em placas de aço e a curva 

teórica de acordo com o modelo de Zener (1941). 
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4.1.2     Coeficiente de Atrito Estático 

 

Os valores experimentais de coeficiente de atrito estático para partículas de esferas 

de vidro nas duas condições estudadas, soltas e agrupadas, dispostas em diferentes 

superfícies, são apresentados na Tabela 4.3. Nota-se que, para todas as condições, quando 

se utilizou a metodologia das partículas agrupadas, os valores dos coeficientes foram 

superiores aos das partículas soltas. Acredita-se que este comportamento se deve ao 

rolamento das esferas (partículas soltas) durante o ensaio de medição, visto que, quando 

as partículas são dispostas em uma superfície, à medida que aumenta-se o ângulo em 

relação à horizontal, a tendência é que as partículas soltas rolem. Portanto, nesse caso, o 

efeito de rolamento mascara o valor real do deslizamento, que é aquele relativo ao 

coeficiente de atrito estático.  

 

Tabela 4.3: Valores de coeficiente de atrito estático experimental utilizando partículas 

soltas e agrupadas para diferentes superfícies. 

Superfície Soltas Agrupadas 

Esfera de Vidro 0,58 ± 0,06 0,80 ± 0,07 

Vidro 0,05 ± 0,01 0,23 ± 0,03 

Aço 0,06 ± 0,02 0,24 ± 0,03 

Lixa 0,18 ± 0,05 0,49 ± 0,06 

 

Para se ter certeza de quais variáveis estão influenciando significativamente na 

resposta do coeficiente de atrito estático partícula-partícula, foi realizada, pela primeira 

vez na literatura, uma análise qualitativa do PCC, disposto na Tabela 4.4. Para isso o 

aparato experimental (Figura 3.5) foi reproduzido numericamente (Figura 3.11).  

Nota-se que o coeficiente de atrito estático partícula-partícula (µspp) e o coeficiente 

de atrito de rolamento partícula-partícula (µRpp) são os parâmetros de entrada no modelo. 

Deste modo, para se obter como resposta na simulação o coeficiente de atrito estático 

partícula-partícula, o modelo necessita que seja implementado, como entrada, valores do 

próprio coeficiente de atrito estático partícula-partícula. 
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Tabela 4.4: Planejamento Composto Central empregado na simulação, para análise das 

variáveis significativas das metodologias de partículas soltas e agrupadas para medição 

do coeficiente de atrito estático partícula-partícula. 

Simulações 
Parâmetros 

Resultados da simulação 

Coeficiente de Atrito Estático 

µspp µRpp Soltas Agrupadas 

1 0,50 0,030 0,46 1,03 

2 0,50 0,080 0,55 1,05 

3 0,80 0,030 0,46 1,93 

4 0,80 0,080 0,55 2,16 

5 0,49 0,055 0,50 1,03 

6 0,81 0,055 0,51 1,98 

7 0,65 0,028 0,47 1,56 

8 0,65 0,082 0,54 1,44 

9 0,65 0,055 0,50 1,55 

10 0,65 0,055 0,50 1,55 

 

Os valores dos efeitos das variáveis significativas, bem como os respectivos p-

levels, calculados por meio dos resultados das simulações do PCC estão apresentadas na 

Tabela 4.5. 

 

Tabela 4.5: Variáveis significativas do Planejamento Composto Central empregado na 

simulação, para medição do coeficiente de atrito estático partícula-partícula nas 

metodologias de partículas soltas e agrupadas. 
 Soltas Agrupadas 
 µRpp µspp 

Efeito 0,083 0,958 

p <10-4 <10-4 

 R² = 97% 

α = 5% 

R² = 97% 

α = 5% 

 

Percebe-se ao avaliar os resultados das esferas soltas, que o coeficiente de atrito de 

rolamento partícula-partícula (µRpp) foi a variável que mais influenciou na resposta do 

atrito estático, enquanto para as esferas agrupadas, a única variável significativa foi o 

próprio coeficiente de atrito estático partícula-partícula. Assim, verificou-se que, para 

determinar de maneira correta a medida do coeficiente de atrito estático partícula-
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partícula, utilizando como aparato o plano inclinado, as esferas devem estar agrupadas 

umas nas outras, com o intuito de evitar o movimento de rolamento. 

Assim como para o coeficiente de atrito estático partícula-partícula, a Tabela 4.6 

apresenta o Planejamento Composto Central empregado para análise das variáveis 

significativas na medição do coeficiente de atrito estático partícula-parede. 

 

Tabela 4.6: Planejamento Composto Central empregado na simulação, para análise das 

variáveis significativas das metodologias de partículas soltas e agrupadas para medição 

do coeficiente de atrito estático partícula-parede. 

Simulação 
Parâmetros 

Resultados da simulação 

Coeficiente de  

Atrito Estático 

µspp µspw µRpp µRpw Soltas Agrupadas 

1 0,50 0,20 0,03 0,02 0,07 0,24 

2 0,50 0,20 0,03 0,06 0,09 0,24 

3 0,50 0,20 0,08 0,02 0,07 0,24 

4 0,50 0,20 0,08 0,06 0,10 0,24 

5 0,50 0,50 0,03 0,02 0,06 0,58 

6 0,50 0,50 0,03 0,06 0,10 0,59 

7 0,50 0,50 0,08 0,02 0,06 0,58 

8 0,50 0,50 0,08 0,06 0,09 0,59 

9 0,80 0,20 0,03 0,02 0,05 0,24 

10 0,80 0,20 0,03 0,06 0,10 0,25 

11 0,80 0,20 0,08 0,02 0,05 0,24 

12 0,80 0,20 0,08 0,06 0,10 0,25 

13 0,80 0,50 0,03 0,02 0,06 0,59 

14 0,80 0,50 0,03 0,06 0,10 0,59 

15 0,80 0,50 0,08 0,02 0,06 0,59 

16 0,80 0,50 0,08 0,06 0,10 0,58 

17 0,43 0,35 0,06 0,04 0,08 0,42 

18 0,87 0,35 0,06 0,04 0,07 0,43 

19 0,65 0,13 0,06 0,04 0,07 0,17 

20 0,65 0,57 0,06 0,04 0,08 0,69 

21 0,65 0,35 0,02 0,04 0,07 0,41 

22 0,65 0,35 0,09 0,04 0,08 0,41 

23 0,65 0,35 0,06 0,01 0,05 0,41 

24 0,65 0,35 0,06 0,07 0,11 0,40 

25 0,65 0,35 0,06 0,04 0,08 0,40 

26 0,65 0,35 0,06 0,04 0,08 0,40 

 

Na Tabela 4.7 constam as variáveis significativas, os respectivos valores dos efeitos 

e p-level obtidos pelos cálculos estatísticos realizados a partir dos resultados da simulação 
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numérica via DEM do planejamento composto central, tendo como resposta o coeficiente 

de atrito estático partícula-parede (Tabela 4.6). Observa-se que para as simulações 

realizadas com as partículas soltas, as variáveis que mais interferiram na resposta foram 

µspp, µRpw, µRpw² e suas interações µspp com µspw e µspp com µRpw. Já para as partículas 

agrupadas, a única variável que influenciou na resposta foi o próprio coeficiente de atrito 

estático partícula-parede (µspw e µspw²).  

Esta análise estatística apresenta que, somente quando se utilizaram as partículas 

agrupadas foi possível obter uma resposta adequada para medição do coeficiente de atrito 

estático partícula-parede, sem a interferência de variáveis indesejáveis, como o 

coeficiente de atrito partícula-partícula e os coeficientes de atrito de rolamento partícula-

partícula e partícula-parede. 

 

Tabela 4.7: Variáveis significativas do Planejamento Composto Central empregado na 

simulação, para medição do coeficiente de atrito estático partícula-parede nas 

metodologias de partículas soltas e agrupadas. 

 Soltas Agrupadas 
 µspp µRpw µRpw² µspp com µspw µspp com µRpw µspw µspw² 

Efeito -0,002 0,038 0,004 0,003 0,004 0,343 0,011 

p 0,031 <10-4 0,021 0,016 0,005 <10-4 0,038 
 R² = 98%; α = 5% R² = 99%; α = 5% 

 

Após a análise estatística dos resultados dos PCCs, as simulações do plano 

inclinado evidenciaram a importância da utilização das partículas agrupadas, a fim de 

evitar a influência do rolamento e garantir assim a medição correta do coeficiente de atrito 

estático, tanto partícula-partícula quanto partícula-parede. Este resultado está de acordo 

com as considerações apresentadas por Chen et al. (2015). 

Com a validação da metodologia de simulação do plano inclinado visando obter o 

coeficiente de atrito estático partícula-partícula e partícula-parede, o próximo passo foi 

efetuar a calibração do modelo DEM, que seguiu as condições apresentadas na Tabela 

4.8. Essas simulações foram realizadas para a condição de partículas agrupadas. 

No processo de calibração, foram testados para cada superfície (esfera de vidro, 

chapa de vidro, chapa de aço e lixa P80), diversos valores de coeficiente de atrito estático 

(μs
Mod) como entrada no modelo DEM, a fim de se obter um ângulo de inclinação 

numérico o mais próximo do ângulo experimental. Na simulação, o ângulo de inclinação 
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numérico foi determinado no momento em que as partículas começavam a se movimentar 

sobre o plano inclinado. 

Conforme apresentado na Tabela 4.8, para a superfície com esfera de vidro, após 

testados vários valores de entrada no modelo, encontrou-se pelo processo de calibração o 

valor de 0,1 de coeficiente de atrito estático (μs
Mod). Este valor foi o necessário a ser 

implementado na simulação para conseguir o ângulo numérico de 36,10º, próximo do 

ângulo experimental de 36,80º obtido para a mesma superfície. Outros valores deste 

coeficiente acarretam discrepâncias maiores entre os ângulos experimental e simulado. 

Para as superfícies de vidro e de aço, o ângulo de inclinação obtido 

experimentalmente foram de 13,00º e 13,40º, respectivamente. Para alcançar valores de 

ângulo semelhantes na simulação numérica, foi necessário implementar no modelo, tanto 

para superfície de vidro quanto para a de aço, o valor de 0,20 de coeficiente de atrito 

estático (μs
Mod). Com este valor de coeficiente, as partículas saíram da inércia e 

começaram a se movimentar no ângulo numérico de 12,90º, para ambas as superfícies.  

Por fim, para a lixa P80, encontrou-se o valor de 0,43 de coeficiente de atrito 

estático (μs
Mod) pelo processo de calibração, para se atingir um ângulo numérico de 26,50º, 

próximo ao experimental de 25,90º.     

 

Tabela 4.8: Coeficiente de atrito estático encontrado pelo processo de calibração do 

modelo DEM, para obter ângulo numérico semelhante ao ângulo experimental. 

Superfície 
Ângulo 

Experimental 

Coeficiente de 

Atrito Estático 

Coeficiente de 

Atrito Estático Ângulo 

Numérico Experimental 

(μs
Exp) 

Calibração 

(μs
Mod) 

Esfera  

de Vidro 
36,80º 0,80 ± 0,07 0,10 36,10º 

Vidro 13,00º 0,23 ± 0,03 0,20 12,90º 

Aço 13,40º 0,24 ± 0,03 0,20 12,90º 

Lixa 25,90º 0,49 ± 0,06 0,43 26,50º 

 

Percebe-se que, com exceção da superfície de esferas de vidro, para obter um 

ângulo numérico semelhante ao ângulo encontrado experimentalmente, o coeficiente de 

atrito estático estipulado pelo processo de calibração (μs
Mod) foi próximo coeficiente de 

atrito estático experimental. 

Na determinação experimental do coeficiente de atrito estático na superfície de 

esferas de vidro, as partículas foram dispostas de forma a sofrerem uma menor influência 
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do interstício da superfície. Enquanto na simulação numérica ocorreu o encaixe das 

partículas agrupadas nestes interstícios, fazendo com que baixos valores de coeficiente 

de atrito estático alcançassem elevados ângulos de inclinação.  

 

4.1.3     Coeficiente de Atrito de Rolamento 

 

A Tabela 4.9 apresenta as medidas experimentais do coeficiente de atrito de 

rolamento (µR). Percebe-se um alto valor do coeficiente quando se utilizou a camada de 

esferas de vidro colada ao plano em comparação com as outras superfícies plana (chapa 

de vidro, chapa de aço e a lixa P80). A diferença no valor se deve à irregularidade da 

superfície, limitando o rolamento das partículas. 

 

Tabela 4.9: Valores experimentais de coeficiente de atrito de rolamento medido para 

diferentes superfícies. 

Superfície µR 

Esfera de vidro 0,294 ± 0,045 

Vidro 0,011 ± 0,001 

Aço 0,012 ± 0,001 

Lixa 0,054 ± 0,005 

 

De forma semelhante ao que foi realizado para a determinação do coeficiente de 

atrito estático, foram realizadas simulações reproduzindo o aparato experimental utilizado 

para medição do coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula e partícula parede, 

conforme ilustrado na Figura 3.13 (a) e Figura 3.13 (b), respectivamente.   

Para a execução dos experimentos numéricos foram utilizados os parâmetros DEM 

listados na Tabela 4.10.  O coeficiente de atrito estático partícula-partícula (µspp) e o 

coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula (µRpp) correspondem aos parâmetros 

de entrada cujos níveis variaram conforme o PCC representado pela Tabela 4.10. A 

resposta a ser avaliada é o coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula. Portanto, 

a simulação exige como parâmetro de entrada, o próprio parâmetro que é medido através 

do experimento virtual simulado. 

 O experimento numérico seguiu o mesmo procedimento empregado na medição 

experimental física, sendo, portanto, uma medida indireta do parâmetro. Nesse sentido, o 

valor obtido pode não corresponder exatamente ao de entrada utilizado no modelo. O 

coeficiente (µRpp) é parâmetro do modelo usado nos balanços de forças que descrevem a 

dinâmica da partícula. A solução desse modelo resultará na descrição da dinâmica do 

material e decidirá como as partículas vão se comportar quando submetidas ao 



 
 

51 
  

experimento virtual numérico. Nesse sentido, ao executar o experimento virtual, a medida 

do µRpp, que está relacionada à distância percorrida pela partícula sobre a superfície pode 

não corresponder ao valor implementado como entrada no modelo DEM. 

 

Tabela 4.10: Planejamento Composto Central empregado na simulação, para 

análise das variáveis significativas da metodologia para medição do coeficiente de atrito 

de rolamento partícula-partícula. 

Simulações 

Parâmetros Resultados da simulação 

Coeficiente de Atrito 

Rolamento partícula - 

partícula 

µspp µRpp 

1 0,50 0,03 0,13 

2 0,50 0,08 0,17 

3 0,80 0,03 0,12 

4 0,80 0,08 0,17 

5 0,49 0,06 0,15 

6 0,81 0,06 0,15 

7 0,65 0,03 0,12 

8 0,65 0,08 0,21 

9 0,65 0,06 0,15 

10 0,65 0,06 0,15 

 

A Tabela 4.11, apresenta o resultado da análise estatística dos resultados da Tabela 

4.10. Percebe-se que ao se reproduzir numericamente o dispositivo de soltura para a 

medição do coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula (µRpp), alterando os 

parâmetros apresentado no PCC (µspp, µRpp), a variável significativa foi o próprio 

coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula (µRpp). Esta análise demonstra que a 

metodologia empregada para a medida do coeficiente de atrito de rolamento partícula-

partícula não sofreu influência do atrito estático. 

 

Tabela 4.11: Variáveis significativas do Planejamento Composto Central empregado na 

simulação, para medição do coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula. 
 Efeito p 

µRpp 0,059 <10-4 

 R² = 85% 

α = 5% 
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Para verificar a influência dos parâmetros numéricos no coeficiente de atrito de 

rolamento partícula-parede, foi aplicado o PCC apresentado na Tabela 4.12. 

 

Tabela 4.12: Planejamento Composto Central empregado na simulação, para análise das 

variáveis significativas da metodologia para medição do coeficiente de atrito de 

rolamento partícula-parede 

Simulação 

Parâmetros Resultados da 

simulação 

Coeficiente de  

Atrito Rolamento 

partícula-parede 

µspp µspw µRpp µRpw 

1 0,50 0,20 0,03 0,02 0,03 

2 0,50 0,20 0,03 0,06 0,07 

3 0,50 0,20 0,08 0,02 0,03 

4 0,50 0,20 0,08 0,06 0,07 

5 0,50 0,50 0,03 0,02 0,03 

6 0,50 0,50 0,03 0,06 0,08 

7 0,50 0,50 0,08 0,02 0,03 

8 0,50 0,50 0,08 0,06 0,08 

9 0,80 0,20 0,03 0,02 0,03 

10 0,80 0,20 0,03 0,06 0,08 

11 0,80 0,20 0,08 0,02 0,03 

12 0,80 0,20 0,08 0,06 0,07 

13 0,80 0,50 0,03 0,02 0,03 

14 0,80 0,50 0,03 0,06 0,08 

15 0,80 0,50 0,08 0,02 0,03 

16 0,80 0,50 0,08 0,06 0,08 

17 0,43 0,35 0,06 0,04 0,05 

18 0,87 0,35 0,06 0,04 0,05 

19 0,65 0,13 0,06 0,04 0,05 

20 0,65 0,57 0,06 0,04 0,05 

21 0,65 0,35 0,02 0,04 0,05 

22 0,65 0,35 0,09 0,04 0,05 

23 0,65 0,35 0,06 0,01 0,01 

24 0,65 0,35 0,06 0,07 0,09 

25 0,65 0,35 0,06 0,04 0,05 

26 0,65 0,35 0,06 0,04 0,05 

 

O resultado da análise estatística das simulações da Tabela 4.12 estão apresentados 

na Tabela 4.13. Nota-se que mesmo variando os outros parâmetros (µspp, µspw e µRpp), o 

coeficiente de atrito de rolamento partícula-parede foi o único que influenciou 

significativamente na resposta. 
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Tabela 4.13: Variáveis significativas do Planejamento Composto Central empregado na 

simulação, para medição do coeficiente de atrito de rolamento partícula-parede. 
 Efeito p 

µRpw 0,049 <10-4 

 R² = 99% 

α = 5% 
 

 

As análises das variáveis significativas dos PCCs das Tabelas 4.10 e 4.12 

apresentaram que a metodologia utilizada para medição do coeficiente de atrito de 

rolamento partícula-partícula e partícula-parede não sofre influência de variáveis que 

fisicamente não deveriam interferir. Deste modo, um processo de calibração, assim como 

no coeficiente de atrito estático, também foi realizado para o coeficiente de atrito de 

rolamento (Tabela 4.14). 

Como o coeficiente de atrito de rolamento depende da distância que a partícula 

percorre, ao sair do aparato, até atingir o repouso; diferentes valores de coeficiente de 

atrito de rolamento foram testados no modelo (μR
Mod), com o objetivo de encontrar uma 

distância numérica semelhante à experimental, em cada superfície já mencionada (esfera 

de vidro, chapa de vidro, chapa de aço e lixa P80). 

Pela Tabela 4.14, percebe-se que, para a superfície de esfera de vidro, ao entrar no 

modelo com um valor de 0,33 de coeficiente de atrito de rolamento (μR
Mod), a partícula 

percorreu uma distância de 1,50 cm, do momento em que saiu do aparato virtual até cessar 

o seu movimento. Esta distância numérica (1,50 cm) bem como o coeficiente de atrito de 

rolamento obtido na calibração (0,330), estão próximos dos seus respectivos valores 

encontrados experimentalmente, de 1,70 cm para distância experimental e 0,294 para o 

coeficiente de atrito de rolamento experimental (μR
Exp). 

Utilizando a chapa de vidro como superfície, para se obter uma distância numérica 

próxima da distância experimental, foi necessário implementar no modelo DEM o valor 

de 0,012 de coeficiente de atrito de rolamento (μR
Mod), que é equivalente ao valor de 0,011 

encontrado experimentalmente para o coeficiente de atrito de rolamento (μR
Exp). Para a 

chapa de aço e para a lixa P80, os valores encontrados pelo processo de calibração, com 

intuito de se conseguir uma distância numérica próxima da experimental, foram de 0,010 

e 0,044, respectivamente. 

Outros valores de coeficiente de atrito de rolamento foram testados no modelo e 

acarretam em discrepâncias maiores entre as distâncias (experimental e numérica). 

 



 
 

54 
  

Tabela 4.14: Coeficiente de atrito de rolamento encontrado pelo processo de calibração 

do modelo DEM, para obter a distância numérica semelhante à distância experimental. 

Superfície 

Distância 

Experimental 

(cm) 

Coeficiente de 

Atrito de Rolamento 

Coeficiente de 

Atrito de Rolamento 
Distância 

Numérica 

(cm) Experimental 

(μR
Exp) 

Calibração 

 (μR
Mod) 

Esfera de 

Vidro 
1,70 0,294 ± 0,045 0,330 1,50 

Vidro 43,48 0,011 ± 0,001 0,012 42,32 

Aço 41,67 0,012 ± 0,001 0,010 40,81 

Lixa 9,20 0,054 ± 0,005 0,044 11,08 

 

Nota-se, pela Tabela 4.14, que em todas as superfícies, para as partículas 

percorrerem na simulação uma distância semelhante da encontrada experimentalmente, 

os valores utilizados como entrada no modelo numérico para o coeficiente de atrito de 

rolamento foram semelhantes aos encontrados experimentalmente. Demonstrando que o 

modelo empregado apresentou uma boa concordância com dos dados experimentais. 

 

 

4.2     Análise dos parâmetros numéricos no efeito bulk em um tambor 

rotatório 

 

Os valores individuais dos coeficientes de restituição, atrito estático e atrito de 

rolamento, medidos experimentalmente, não garantem que haverá uma representação 

adequada quando analisados em conjunto no leito de partículas (bulk), no interior do 

tambor rotatório.  

Para a verificação da influência dos coeficientes medidos experimentalmente no 

bulk do tambor rotatório, foram realizadas simulações utilizando esferas de vidro de 4,22 

mm e grãos de soja de 6,39 mm de diâmetro, no grau de preenchimento de 18,81% e 

velocidade de rotação de 1,45 rad/s (referente ao regime de rolamento), como apresentado 

na Figura 4.3. Foram utilizados como entrada no modelo, tanto para a soja quanto para as 

esferas de vidro, os dados medidos experimentalmente dos coeficientes, que estão 

apresentados na Tabela 4.15 para esfera de vidro. 
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Tabela 4.15: Valores dos parâmetros medidos experimentalmente utilizados na 

simulação DEM. 

Coeficientes Partícula-Partícula Partícula-Parede 

Restituição 0,810 0,690 

Atrito Estático 0,800 0,490 

Atrito de Rolamento 0,294 0,054 

 

Os valores experimentais arredondados do coeficiente de restituição, 0,81 e 0,69, 

foram escolhidos levando em consideração o diâmetro da partícula de 4,22 mm e a 

espessura de 2 mm do tambor, respectivamente, conforme apresentado nas Tabelas 4.1 e 

4.2. Para o coeficiente de atrito estático e de rolamento partícula-partícula foram 

utilizados os resultados referentes à metodologia da camada de partícula, enquanto para 

o partícula-parede os valores atribuídos foram os da lixa P80, que foi utilizada como 

revestimento interno do tambor pelos autores Santos et al. (2015) e Santos et al. (2013), 

com a finalidade de evitar o deslizamento. 

 

 

Figura 4.3: Simulação do tambor rotatório para o grau de preenchimento de 18.81% e 

velocidade de rotação 1,45 rad/s - a) esfera de vidro; b) partículas de soja. 

 

Nas Figuras 4.3 (a) e (b), percebe-se que algumas partículas se desprenderam do 

leito granular, demonstrando assim uma transição entre os regimes de cascateamento e 

catarateamento e não o regime de rolamento, que era esperado devido à baixa velocidade 

de rotação utilizada. Credita-se essa mudança de comportamento ao alto valor imposto ao 

coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula (0,294). Essa elevada resistência faz 
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com que as partículas só consigam rolar umas sobre as outras quando o leito atinge 

elevados ângulos de repouso (θs).  

A priori, quando se utilizaram os valores das medidas experimentais dos 

coeficientes de restituição, atrito estático e atrito de rolamento, como entradas no modelo 

numérico, para representar o comportamento bulk do tambor rotatório, não se obteve um 

resultado satisfatório. Deste modo, foi realizado o processo de calibração utilizando como 

auxílio às combinações dos níveis da Tabela 3.4, para obter uma combinação de 

parâmetros, que consiga reproduzir de maneira adequada o movimento das partículas no 

interior do tambor rotatório. 

As distribuições de velocidade da fase sólida (soja e vidro) simuladas que 

apresentavam o regime de rolamento, foram comparadas com os dados experimentais 

retratados nos trabalhos de Santos et al. (2013) e Santos et al. (2015).  Na Tabela 4.16 

constam as simulações, para cada condição operacional, que melhor descreveram o perfil 

de velocidade simulado quando comparados com o experimental. Destaca-se para a soja 

a simulação 14, cuja combinação de parâmetros de acordo com a Tabela 3.4 é μspp = 0,80, 

μspw = 0,50, μRpp = 0,03 e μRpw = 0,06, e a simulação 25, μspp = 0,65, μspw = 0,35, μRpp = 

0,06 e μRpw = 0,04. 

 

Tabela 4.16: Simulações que melhor representaram os perfis de velocidade para as 

condições operacionais da soja e da esfera de vidro. 

Material  

Particulado 

Grau de  

Preenchimento (%) 

Velocidade de  

Rotação (rad/s) 

Melhores  

Simulações 

Soja 

18,81 
0,71 13, 14, 22, 23, 24, 25 

1,45 14, 15, 18, 20, 25 

31,40 
0,71 13, 14, 15, 21, 25 

1,45 5, 14, 18, 24, 25 

Esfera de Vidro 18,81 

1,45 14, 17, 18, 20, 23, 25 

2,31 14, 15, 18, 21, 25 

3,14 14, 23 

 

A Figura 4.4 apresenta um comparativo entre as duas simulações para 18,81% e 

0,71 rad/s para a soja. Ressalta-se que todos os gráficos apresentados a seguir, os perfis 

de velocidade foram normalizados, com a finalidade de facilitar as comparações entre 

eles. 
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Figura 4.4: Comparação dos perfis de velocidade normalizados da soja das simulações 

14 e 25 com os valores experimentais – a) velocidade resultante; b) componente da 

velocidade da direção x; c) componente velocidade na direção y. 

 

Os perfis de velocidade apresentados pela Figura 4.4 para ambas as simulações, 14 

e 25, apresentaram boa concordância quando comparados com o experimental, entretanto 

a da simulação 14 ficou mais próxima aos dados experimentais. 

Ao realizar a análise para as partículas de vidro, de acordo com a Tabela 4.16, 

observa-se que somente as combinações de parâmetros da simulação 14 conseguiram 

representar satisfatoriamente todo o conjunto de dados experimentais. 

Mesmo o modelo tendo sido desenvolvido para dar um significado físico para os 

parâmetros, a calibração bulk leva em consideração os efeitos combinados dos 

coeficientes e por conta disto, é comumente encontrado na literatura autores utilizando-

os como parâmetros de ajuste, sendo entretanto, muita das vezes os valores encontrados 

fisicamente inconsistentes (COETZEE, 2017; MARIGO e STITT, 2015). A Tabela 4.17 

apresenta uma comparação com os valores dos coeficientes encontrados na simulação 14 

e os medidos experimentalmente. 
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Tabela 4.17: Comparação entre os valores de parâmetros encontrados na simulação 14 

com os medidos experimentalmente. 

Coeficiente Superfície Parâmetros Medidos Simulação 14 

µspp Esfera de Vidro 0,80 ± 0,07 0,80 

µspw Lixa 0,49 ± 0,06 0,50 

µRpp Vidro 0,011 ± 0,001 0,03 

µRpw Lixa 0,054 ± 0,005 0,06 

 

Como pode ser visto na Tabela 4.17, os valores encontrados na simulação 14 para 

o coeficiente de atrito estático partícula-partícula e partícula-parede (µspp, µspw) e para o 

atrito de rolamento partícula-parede (µRpw), foram próximos aos dos parâmetros medidos 

experimentalmente, demonstrando que em todas as condições operacionais impostas 

foram preservadas as suas propriedades físicas. Esta análise é importante, visto que, até 

o momento, não se encontra na literatura nenhum trabalho que confronta, de forma 

individual, os valores dos coeficientes obtido pelo processo de calibração com os seus 

valores experimentais.  

Como o rolamento de uma esfera de vidro sobre um plano acontece em um único 

ponto, utiliza-se do conceito de raio infinito. Assim, destaca-se na Tabela 4.17, para 

simulação 14, que o valor de 0,03 do coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula 

(µRpp) foi comparado com o valor medido experimental referente a chapa de vidro, 

permitindo observar uma diferença entres os valores. 

Para verificar a influência de µRpp no comportamento do leito, os parâmetros 

medidos experimentalmente apresentados na Tabela 4.17 foram implementados no 

modelo. As simulações foram realizadas para as partículas de soja e de vidro e seus 

respectivos perfis de velocidade foram comparados com os obtidos a partir de dados 

experimentais e com a abordagem Euleriana reportados por Santos et al. (2013) e Santos 

et al. (2015), bem como com a simulação 14. 

As Figuras 4.5-4.7, apresentam o comparativo dos resultados das esferas de vidro, 

em um grau de preenchimento de 18,81% e velocidade de rotação de 1,45, 2,31 e 3,14 

rad/s, respectivamente. 

Para ambas as combinações de parâmetros utilizados na abordagem Lagrangeana, 

ou seja da simulação 14 e dos parâmetros medidos, observa uma boa concordância com 

os dados da literatura (experimental e Euleriano).  

Percebe-se que os perfis de velocidade apresentaram comportamentos semelhantes, 

podendo identificar no regime de rolamento a camada passiva, em que as partículas 
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movimentam-se lentamente, como um corpo sólido, no sentido da rotação do tambor 

próximas a parede. A interface das regiões, é correspondida pela velocidade nula e a 

região da camada ativa, se destaca pelos elevados valores de velocidade próximos a 

superfície do leito em um movimento convectivo contrário a rotação do tambor. 

 

 

Figura 4.5: Perfis de velocidade normalizado das partículas de vidro para o grau de 

preenchimento de 18,81% e velocidade de rotação de 1,45 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 

 

Para o grau de preenchimento de 18,81%, o aumento das velocidades de rotação do 

tambor, tanto para o experimental quanto para o simulado, não exerceu influência no 

perfil de velocidade, preservando o comportamento característico do regime de rolamento 

com as regiões ativa e passiva bem definidas. Porém, observa que essa alteração de 

velocidade ocasionou uma antecipação da interface das camadas, alterando suas 

respectivas espessuras. O ponto de inflexão mudou de 4 cm na velocidade de rotação de 

1,45 rad/s para 3,8 cm na velocidade de 3,14 rad/s. 
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Figura 4.6: Perfis de velocidade normalizado das partículas de vidro para o grau de 

preenchimento de 18,81% e velocidade de rotação de 2,31 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 

 

 
Figura 4.7: Perfis de velocidade normalizado das partículas de vidro para o grau de 

preenchimento de 18,81% e velocidade de rotação de 3,14 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 
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As Figuras 4.8 e 4.9, exibem a comparação dos resultados numéricos da abordagem 

Lagrangeana (simulação 14 e parâmetros medidos), com os dados reportados pela 

literatura, tanto experimental quanto numérico (abordagem Euleriana), para partículas de 

soja em um tambor rotatório com grau de preenchimento de 18,81% e velocidades de 

rotação de 0,71 e 1,45 rad/s. 

 

 

Figura 4.8: Perfis de velocidade normalizado das partículas de soja para o grau de 

preenchimento de 18,81% e velocidade de rotação de 0,71 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 

 

 Mesmo utilizando um material de propriedades físicas diferentes (soja), as 

combinações de parâmetros, adotadas pelo processo de calibração (simulação 14) e os 

valores medidos experimentalmente, continuaram apresentando de maneira satisfatória o 

perfil de velocidade no regime de rolamento. Sendo possível visualizar, de forma bem 

defina, as camadas ativas e passivas e a interface entre elas. 
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Figura 4.9: Perfis de velocidade normalizado das partículas de soja para o grau de 

preenchimento de 18,81% e velocidade de rotação de 1,45 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 

 

As Figuras 4.10 e 4.11, apresentam o mesmo comparativo da partícula de soja, só 

que para o grau de preenchimento de 31,40%, nas velocidades de rotação de 0,71 e 1,45 

rad/s. 

Analisando as duas abordagens, Lagrangeana e Euleriana, nota-se que ambas 

apresentaram resultados satisfatórios para descrever o perfil de velocidade referente ao 

regime de rolamento para partículas de vidro e soja.  

A abordagem Lagrangeana, de modo geral, demonstrou uma melhor capacidade 

preditiva para velocidade radial das partículas, quando comparado com a abordagem 

Euleriana. Este método se destaca pela possibilidade de utilização de partículas 

irregulares e por realizar o balanço de força individualmente em cada partícula, 

acompanhando-as contato por contato. Assim, é possível trabalhar com informações em 

nível microscópico das propriedades das partículas, permitindo uma melhor compreensão 

acerca da dinâmica das partículas no interior do tambor rotatório. 
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Na abordagem Euleriana, um conjunto de equações diferenciais expressando a 

conservação da quantidade de massa, energia e movimento é resolvida de forma contínua 

no espaço e no tempo, o que em simulações em grande escala reduz bastante o tempo 

computacional, principalmente devido à não dependência com o número de partículas. A 

sua menor dependência com parâmetros, faz com que não seja necessário um processo de 

calibração, diminuindo assim, também, significativamente o número de simulações. No 

entanto, essa abordagem possui algumas limitações, visto que só é possível simular 

partículas esféricas, além de possuir a desvantagem de não permitir a visualização de cada 

partícula individual em suas respostas gráficas, o que dificulta a análise do escoamento 

das partículas. 

 

 

Figura 4.10: Perfis de velocidade normalizado das partículas de soja para o grau 

de preenchimento de 31,40% e velocidade de rotação de 0,71 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 
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Figura 4.11: Perfis de velocidade normalizado das partículas de soja para o grau de 

preenchimento de 31,40% e velocidade de rotação de 1,45 rad/s - a) velocidade 

resultante; b) componente da velocidade da direção x; c) componente velocidade na 

direção y. 

 

Para as partículas de soja, assim como para as partículas de vidro, observa-se uma 

pequena alteração na posição da interface das camadas passiva-ativa com o aumento da 

velocidade de rotação. Esta mudança do ponto de inflexão é mais evidente quando se 

analisa o efeito do grau de preenchimento.  

Destaca-se que a abordagem Lagrangeana, quando comparado com os dados 

experimentais, conseguiu prever precisamente a posição dos pontos de inflexão das 

camadas passiva e ativa, em todas as figuras anteriores (Figuras 4.5-4.11). Então, a 

simulação 14 foi utilizada para verificar a influência das condições operacionais, grau de 

preenchimento e velocidade de rotação, no perfil de velocidade da soja, conforme 

apresentado pelas Figuras 4.12 e 4.13, respectivamente. Para tal, foi verificado o aumento 

e/ou diminuição das espessuras da camada ativa e passiva, bem como a razão entre elas. 
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Figura 4.12: Simulação 14: Comparação dos perfis de velocidade normalizado da soja 

variando o grau de preenchimento de 18,81% para 31,40% - a) velocidade de rotação de 

0,71 rad/s; b) velocidade de rotação de 1,45 rad/s. 

 

 

Figura 4.13: Simulação 14: Comparação experimental dos perfis de velocidade 

normalizado da soja variando a velocidade de rotação de 0,71 para 1,45 rad/s - a) grau 

de preenchimento de 18,81%; b) grau de preenchimento de 31,40%. 

 

A espessura da camada passiva foi calculada pela diferença da posição radial, da 

partícula mais próxima a parede do tambor até o ponto de inflexão (partícula com 

velocidade nula) com a camada ativa. Já a espessura da camada ativa, foi calculada pela 

distância da posição radial do ponto de inflexão até a posição da partícula que delimita a 

superfície do leito com o espaço vazio do tambor. 

Observa-se, nas Figuras 4.12 e 4.13, que a mudança do grau de preenchimento 

acarretou uma maior influência nas espessuras das camadas ativa e passiva quando 

comparado com a velocidade de rotação.  

Para a velocidade de 0,71 rad/s, quando se alterou o preenchimento de 18,81% para 

31,40% o ponto de inflexão do perfil de velocidade mudou de 4,15 cm para 6,02 cm, 

enquanto para a velocidade de 1,45 rad/s essa variação foi de 3,98 cm para 5,48 cm. A 
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Tabela 4.18 apresenta de modo mais detalhado a influência da variação do grau de 

preenchimento na razão da camada ativa e passiva. 

 

Tabela 4.18: Influência do grau de preenchimento na espessura da camada ativa e 

passiva para a soja. 

Velocidade de  

Rotação (rad/s) 

Grau de  

Preenchimento (%) 

Espessura 

da camada (cm) 
Razão 

(A/P) 

 

Passiva (P) Ativa (A)  

0,71 
18,81 3,22 1,55 0,48 

-6,25% 
31,40 4,74 2,12 0,45 

1,45 
18,81 2,68 1,79 0,67 

+11,18% 
31,40 4,05 3,09 0,76 

 

Para a velocidade de 0,71 rad/s, ao elevar o número de partículas no interior do 

leito, de 18,81% para 31,40%, a espessura da camada passiva teve um aumento maior que 

o da camada ativa, resultando em uma diminuição de 6,25% na razão entre as camadas. 

Já para velocidade de 1,45 rad/s essa razão apresentou um aumento de 11,18%. Essa 

mudança de comportamento pode ser explicada analisando os ângulos de repouso 

referente a cada simulação, que são apresentados na Tabela 4.19. 

 

Tabela 4.19: Ângulo de repouso referente a cada condição operacional. 

Velocidadede Rotação (rad/s) 
Ângulo de Repouso 

18,81% 31,40% 

0,71 35,50º 35,80º 

1,45 36,10º 39,10º 

 

A camada ativa é caracterizada por possuir maiores valores de velocidade de 

partículas. Deste modo, para a velocidade de rotação de 1,45 rad/s, a diferença de três 

graus no ângulo de repouso, na alteração do grau de preenchimento, resultou em um 

aumento da cinética das partículas e consequentemente em uma maior espessura da 

camada ativa. Já para a velocidade de 0,71 rad/s, a redução de 6,25% da razão da camada 

ativa-passiva, é explicada porque o aumento do grau de preenchimento não ocasionou 

mudanças significativas na inclinação do leito, fazendo com que as partículas se 

concentrassem mais na região passiva. Liu et al. (2005) explicam que o aumento do grau 

de preenchimento torna o ângulo de repouso dinâmico mais susceptível às variações de 

velocidade de rotação, corroborando com os resultados apresentados. 
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Uma análise semelhante foi realizada para a variação da velocidade de rotação. Para 

isso, a estrutura da Tabela 4.18 foi alterada a fim de facilitar a comparação dos resultados, 

como pode ser visualizado pela Tabela 4.20. 

 

Tabela 4.20: Influência da velocidade de rotação na espessura da camada ativa e 

passiva. 

Grau de  

Preenchimento (%) 

Velocidade de  

Rotação (rad/s) 

Espessura 

da camada(cm) 
Razão 

(A/P) 

 

Passiva (P) Ativa (A)  

18,81 
0,71 3,22 1,55 0,48 

+37,50% 
1,45 2,68 1,79 0,66 

31,40 
0,71 4,74 2,12 0,44 

+72,72% 
1,45 4,05 3,09 0,76 

 

A elevação da velocidade de rotação do tambor, promove a dinâmica das partículas, 

fazendo com que um maior número de sólidos adentre na região ativa, elevando assim a 

razão das camadas. O aumento de 72,72% encontrado para o maior grau de 

preenchimento, deve-se a diferença encontrada no ângulo de repouso, conforme relatado 

anteriormente. 

 A seguir é apresentado uma comparação qualitativa da abordagem Lagrangeana, 

para as combinações dos parâmetros medidos e da simulação 14, com o resultado 

experimental apresentado no trabalho de Santos et al. (2013), avaliado para as 

velocidades de 1,45, 4,08, 8,91 e 16,40 rad/s nos graus de preenchimento de 18,81% e 

31,40%. 

As Figuras 4.14 e 4.15 apresentam a distribuição da fase sólida, experimental e 

numérica, para o grau de preenchimento de 18,81% e 31,40%, respectivamente.  

Uma boa concordância para ambas as simulações com as imagens experimentais 

em praticamente todas as condições testadas. Destaca-se apenas à simulação da 

velocidade de 16,40 rad/s com 18,81% de preenchimento, na qual as partículas se 

aderiram completamente na parede do tambor, formando um único anel. Enquanto que, 

na imagem obtida experimentalmente, elas estão sendo lançadas para o espaço vazio do 

tambor. Santos et al. (2013), adotaram que, para caracterizar o regime de centrifugação, 

é necessário somente uma fina cada de partículas aderidas a parede do tambor, o que, 

segundo os autores foi evidenciado na imagem experimental. 



 
 

68 
  

 

Velocidade 

(rad/s) 
Experimental 

Simulação 

Parâmetros Medidos 
Simulação 14 

1,45 

   

4,08 

   

8,91 

   

16,40 

   

Figura 4.14: Representação dos diferentes regimes de escoamento, experimentais e 

numéricos, para esferas de vidro de 4,22 mm: grau de preenchimento de 18,81% e 

velocidades de rotação de 1,45, 4,08, 8,91 e 16,40 rad/s. 

 

A presença da centrifugação formando um único anel nas simulações Lagrangeanas 

pode ser explicada pela utilização de um tambor reduzido de 10 cm e não os 50 cm 

empregados por Santos et al. (2013). Yang et al. (2008), relataram em seu trabalho, que 

para uma mesma velocidade de rotação (40 rpm), o tambor de comprimento reduzido, 

antecipou o regime de escoamento, visto que apresentou em maior evidência o formato 

de “S” no leito, caracterizando o regime de cascateamento, enquanto que para o tambor 

de maior comprimento, a superfície do leito encontrava-se plana. 
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Velocidade 

(rad/s) 
Experimental 

Simulação 

Parâmetros Medidos 
Simulação 14 

1,45 

   

4,08 

   

8,91 

   

16,40 

   

Figura 4.15: Representação dos diferentes regimes de escoamento, experimentais e 

numéricos, para esferas de vidro de 4,22 mm: grau de preenchimento de 31,40% e 

velocidades de rotação de 1,45, 4,08, 8,91 e 16,40 rad/s. 

 

Analisando os regimes de escoamento apresentados nas Figuras 4.14 e 4.15, 

observa-se que o regime de rolamento está presente na velocidade de rotação de 1,45 

rad/s. Mellmann (2001) ressalta que esse regime apresenta uma inclinação constante e é 

o de maior interesse industrial, pois propicia condições favoráveis para a transferência de 

calor e massa em processos industriais. 

A medida que a velocidade do tambor vai aumentando, a inclinação do leito 

aumenta simultaneamente, alcançando o regime de cascateamento na velocidade de 4,08 
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rad/s. Quando as partículas começam a se desprender do leito e serem projetas para o 

espaço vazio do tambor, caracteriza-se o regime de catarateamento na condição de 8,91 

rad/s. Por fim, como já foi discutido, quando todas as partículas ou quando somente uma 

parte delas se aderem a parede do tambor, o regime de centrifugação fica evidenciado. 

Percebe-se que na abordagem Lagrangeana, tanto os parâmetros medidos quanto a 

combinação proposta pela simulação 14, conseguiram representar de forma coesa todas 

as condições operacionais que lhes foi imposta. 
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CAPÍTULO 5  

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

 

 

5.1     Conclusões 

 

Quanto ao estudo dos parâmetros numéricos e suas respectivas metodologias: 

 

 Os valores de coeficiente de restituição para esferas de vidro sofreram influência 

da espessura e do tipo do material em que ocorria as colisões, demonstrando a 

necessidade do conhecimento do equipamento em que está se trabalhando;  

 

 Mesmo superestimando um pouco os valores experimentais o modelo de Zener 

(1941) conseguiu representar de forma coerente o comportamento do coeficiente 

de restituição de esferas de vidro colidindo em superfícies de vidro e de aço de 

diferentes espessuras;  

 

 Os valores encontrados para o coeficiente de atrito estático nas diferentes 

superfícies analisadas foram superiores para as partículas agrupadas quando 

comparado com as partículas soltas; 

 

  A análise do Planejamento Composto Central mostrou a eficácia dos aparatos 

experimentais em medir o coeficiente de atrito estático, desde que sejam 

utilizados as esferas agrupadas e o coeficiente de atrito de rolamento, tanto 

partícula-partícula quanto partícula-parede. 

 

 Com a confirmação dos aparatos experimentais pelo PCC, o processo de 

calibração demonstrou uma boa precisão do modelo DEM. 

 

Em relação a análise do efeito dos parâmetros no bulk do material, destaca-se as 

seguintes conclusões:  
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 O valor de coeficiente de atrito de rolamento partícula-partícula (0,294) 

encontrado utilizando a camada de partículas foi extremamente alto quando 

aplicado no tambor rotatório; 

 

 Destaca-se que as combinações de coeficientes adquiridos pelo processo de 

calibração, μspp = 0,80, μspw = 0,50, μRpp = 0,03 e μRpw = 0,06, conseguiram manter 

os seus significados físicos, visto que os valores encontrados foram próximos 

quando medido experimentalmente, é μspp = 0,80, μspw = 0,49, μRpp = 0,011 e μRpw 

= 0,054.  

 

 Os parâmetros encontrados experimentalmente, assim como os obtidos pelo 

processo de calibração demonstraram ser excelentes valores de entrada na 

abordagem lagrangeana, visto que conseguiram reproduzir de forma satisfatória 

todas as condições operacionais impostas quando comparados com os perfis de 

velocidade experimental e da abordagem euleriana; 

 

 

5.2     Sugestões de trabalhos futuros 

 

 Medição dos parâmetros numéricos, parâmetros numéricos, coeficiente de 

restituição, atrito estático e atrito de rolamento, utilizando diferentes 

metodologias; 

 

 Desenvolver metodologias para a medição dos parâmetros numéricos para 

partículas irregulares; 

 

 Desenvolver um modelo para a determinação do coeficiente de atrito; 

 

 Verificar os regimes de transição para partículas de diferentes densidades e 

diâmetros, variando o grau de preenchimento e o comprimento do tambor; 

 

 Investigar a rugosidade da parede do tambor nos regimes de escoamento; 
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 Classificar os diferentes regimes de escoamento através do número de contatos 

entre as partículas utilizando a abordagem lagrangeana; 

 

 Analisar a razão de espessura da camada ativa com a passiva para vários graus 

de preenchimento. 
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