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Resumo

Nesta dissertação, vamos fazer um estudo de homeomorfismos topologicamente Gromov-
Hausdorff (GH) estáveis. Nesta linha, estudamos a relação entre a estabilidade GH e a
estabilidade topológica usual, como no artigo de Arbieto e Morales [2]. Na sequência,
apresentamos alguns resultados inéditos sobre a regularidade da entropia e a densidade
de pontos periódicos para dinâmicas topologicamente GH-estáveis.

Palavras-chave: (Estabilidade topológica, estabilidade topológica GH, espaço métrico,
entropia topológica, aproximado por cadeias, Anosov Closing Lemma).
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Abstract

In this text, we study homeomorphisms Gromov-Hausdorff (GH) topologically stable. In
this sense, we study the relation between GH stability and the usual topological stability,
as in the paper of Arbieto and Morales [2]. Also, we present some new results about
regularity of the entropy and density of periodic points for dynamics GH stable.

Keywords : (Topological stability, topological GH-stability, metric space, topological en-
tropy, approximated by chains, Anosov Closing Lemma ).
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INTRODUÇÃO

Em Sistemas Dinâmicos, existem dinâmicas que nos fornecem total informação das dinâ-
micas C0-próximas a elas. Estas dinâmicas são chamadas de topologicamente estáveis.
Isto é, se uma dinâmica é topologicamente estável, então o comportamento das dinâmicas
próximas a ela é o mesmo da sua própria dinâmica. Por exemplo, dado uma dinâmica to-
pologicamente estável, numa vizinhança dela todas as dinâmicas têm a mesma quantidade
de pontos fixos, a mesma quantidade de pontos periódicos, são transitivas ou expansivas
se alguma das dinâmicas é, etc.. Isto é uma consequência das dinâmicas serem topolo-
gicamente conjugadas por um homeomorfismo próximo à identidade. Convém destacar
que em [10] Walters provou que a expansividade e a propriedade de sombreamento são
condições suficientes para garantir estabilidade topológica.

Em 2017, Arbieto e Morales em [2] apresentaram uma compreensão da métrica clássica
de Gromov-Hausdorff [6] estendendo-a aos mapas entre espaços métricos, e iniciaram uma
análise do comportamento de longo prazo através do conceito de estabilidade topológica
usual. Na verdade, eles combinaram a métrica Gromov-Hausdorff com a métrica usual C0

para obter a distância C0-Gromov-Hausdorff (distância GH0) entre mapas sobre espaços
métricos não necessariamente iguais. Em seguida, introduziram um tipo de estabilidade
baseando-se na distância GH0 e na estabilidade topológica usual, a qual chamaram de
“estabilidade topológica Gromov-Hausdorff ”(ou estabilidade GH).

Nesta dissertação, introduziremos o conceito de estabilidade GH, e mostraremos al-
guns resultados, como no artigo de Arbieto e Morales, [2]. Mais precisamente, no caṕıtulo
2, mostramos que todo homeomorfismo expansivo de um espaço métrico com a propriedade
de sombreamento é topologicamente GH-estável. Isto está relacionado com o resultado
de Walters obtido em [10] para Estabilidade Topológica. Provamos também que existem
homeomorfismos topologicamente estáveis que não são topologicamente GH-estáveis. E
além disso, mostramos que todo homeomorfismo topologicamente GH-estável no ćırculo
é topologicamente estável. Além disto mostramos como estender a definição de GH-
estabilidade topológica para mapas cont́ınuos e assim concluir que os mapas constantes
sobre variedades compactas homogêneas são topologicamente GH-estáveis.

1



Feito isto, apresentamos alguns resultados inéditos sobre propriedades dos homeomor-
fismos GH-estáveis, no caṕıtulo 3, tais como: a existência de dinâmicas topologicamente
GH-estáveis que são GH0-aproximadas por dinâmicas de entropia zero (Teorema 3.1.2),
densidade de pontos periódicos para dinâmicas transitivas topologicamente GH-estáveis,
entre outros resultados. Provamos também o Anosov Closing Lema como corolário do
Teorema 3.4.5, o qual utiliza a condição de GH-estabilidade ao invés de hiperbolicidade.

Por fim, informamos que no primeiro caṕıtulo desta dissertação são apresentados al-
guns resultados básicos da teoria de Sistemas Dinâmicos que serão utilizados no decorrer
do texto. Destacamos, também, que no último caṕıtulo (Apêndice), introduzimos breve-
mente os homeomorfismos hiperbólicos, e o Shift Bilateral, dinâmica esta que foi usada
na demonstração do Teorema 3.1.2.

Richard Javier Cubas Becerra
Uberlândia-MG, 22 de fevereiro de 2018.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo vamos definir e enunciar alguns resultados básicos da teoria de Sistemas
Dinâmicos que usaremos no decorrer desta dissertação.

1.1 Definições básicas

Definição 1.1.1 Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua, e x ∈ X. Chamamos a órbita
positiva de x ao conjunto O+

f (x) = {fn(x) : n ∈ Z
+
0 }. Se f for um homeomorfismo,

dizemos que o conjunto Of (x) = {fn(x) : n ∈ Z} é a órbita de x.

Definição 1.1.2 Dizemos que x ∈ X é um ponto não errante para uma aplicação cont́ınua
f : X → X, se: dada uma vizinhança V de x, existir n ∈ N tal que fn(V ) ∩ V 6= ∅.
Caso contrário, dizemos que x é um ponto errante. Denotamos o conjunto dos pontos
não errantes de f por Ω(f). O conjunto Ω(f) é chamado conjunto não errante.

Figura 1.1: Conjunto dos pontos não errantes.
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Proposição 1.1.3 O conjunto Ω(f) é um conjunto compacto, e se f for um homeomor-
fismo então Ω(f) é um conjunto invariante por f . Isto é f(Ω(f)) = Ω(f).

Demonstração. (Veja [3], página 29).

Definição 1.1.4 Dada uma aplicação cont́ınua f : X → X e um ponto x ∈ X, definimos

ωf (x) = {z ∈ X : existe (ni)i∈N, tal que lim
i→∞

fni(x) = z}.

Se f for um homeomorfismo podemos definir

αf (x) = {z ∈ X : existe (ni)i∈N, tal que lim
i→∞

f−ni(x) = z}.

Em geral denotamos ωf (x) e αf (x) por ω(x) e α(x), respectivamente, quando não houver
dúvida sobre qual função estamos trabalhando. Chamamos também de conjuntos ω-limite
e α-limite, respectivamente.

Sejam os conjuntos ω(f) =
⋃

x∈X

ω(x) e α(f) =
⋃

x∈X

α(x), definimos o conjunto limite de

f , por
L(f) = ω(f) ∪ α(f).

Proposição 1.1.5 O conjunto L(f) é compacto invariante por f e L(f) ⊂ Ω(f).

Demonstração. (Veja [3], página 28).

Definição 1.1.6 Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua, dizemos que um ponto x ∈ X
é fixo, se f(x) = x, e denotamos por Fix(f) ao conjunto dos pontos fixos de f . Um ponto
p ∈ é chamado de ponto periódico se existir n ∈ N tal que fn(p) = p, denotando por
Per(f) o conjunto dos pontos periódicos de f .

Definição 1.1.7 Seja f : X → X um homeomorfismo e δ > 0. Uma sequência {xi}
∞
−∞

é uma δ-pseudo órbita, se d(f(xi), xi+1) < δ para todo i ∈ Z.
Uma sequência {xi}

∞
1 é uma δ-pseudo órbita positiva, se d(f(xi), xi+1) < δ para todo

i ∈ Z
+.

Figura 1.2: δ-pseudo órbita

Seja {xi}
∞
−∞ é uma δ-pseudo órbita, se existe n ∈ N tal que xi+n = xi para todo i ∈ Z,

dizemos que {xi}
∞
−∞ é uma δ-pseudo órbita periódica.
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Definição 1.1.8 Seja f : X → X um homeomorfismo e δ > 0, sejam x, y ∈ X e δ > 0.
Uma δ-cadeia de x a y é um conjunto finito {x0, x1, x2, . . . , xn}, tal que x0 = x e xn = y
e d(f(xi), xi+1) < δ para todo 0 ≤ i < n. Um ponto x ∈ X é chamado de ponto recorrente
por cadeias se, para todo δ > 0, existir uma δ-cadeia de x a x, {x0 = x, x1, x2, . . . , xn = x}.
Denotaremos por R(f) ao conjunto dos pontos recorrentes por cadeias de f .

Figura 1.3: Conjunto recorrentes por cadeias.

Proposição 1.1.9 O conjunto R(f) é compacto e invariante por f .

Demonstração. (Veja [3] página 29).

Teorema 1.1.10 (Teorema de Conley’s) Seja f : X → X homeomorfismo, então R(f |R(f)) =
R(f).

Demonstração. (Veja [8], pagina 408).

Proposição 1.1.11 Seja f : X → X homeomorfismo, então:

cl(Per(f)) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f) ⊂ R(f).

Demonstração. (veja [3], página 31).

Definição 1.1.12 Seja f : X → X um homeomorfismo. Dizemos que f tem a proprie-
dade do sombreamento, se dado β > 0 existir δ > 0 tal que se {xi}

∞
−∞ é uma δ-pseudo

orbita, então existe x ∈ X tal que d(fn(x), xn) < β, para todo n ∈ Z

Dizemos que f tem a propriedade do sombreamento positivo, se dado β > 0 existir δ > 0
tal que se {xi}

∞
1 é uma δ-órbita positiva, então existe x ∈ X tal que d(fn(x), xn) < β,

para todo n ∈ Z
+.
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1.2 Transitividade e expansividade

Definição 1.2.1 Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua, f é dita topologicamente

transitiva se existir x ∈ X tal que O+
f (x) = X.

Proposição 1.2.2 Considere uma aplicação cont́ınua f : X → X. Se dado dois abertos
U ,V ⊂ X sempre existe k ∈ N tal que fk(U)∩V 6= ∅ então f é topologicamente transitiva
e vale a rećıproca. Além disso existe um subconjunto denso A ⊂ X tal que para todo
x ∈ A, O(x) e densa em X.

Demonstração. Seja {Vi}i∈N uma base enumerável da topologia. Por hipótese temos

que
⋃

n∈N

f−n(Vi) é aberto e denso em X. Tomando

A =
⋂

i∈N

⋃

n≥0

f−n(Vi)

temos que A = X, além disso se x ∈ A, dado qualquer aberto U ⊂ X, existe i0 ∈ N tal
que Vi0 ⊂ U . Existe n0 tal que fn0(x) ∈ V0 ⊂ U . Conclui-se que O(x) é denso em X.

Reciprocamente, suponha que f : X → X seja transitiva, então existe x ∈ X tal que

O+
f (x) = X. Sejam U ,V ⊂ X abertos, então pela densidade da órbita de x, existem

n,m ∈ N, tal que fn(x) ∈ U e fm(x) ∈ V , supondo n ≤ m temos que fm−n(fn(x)) ∈ V ,
portanto fm−n(U) ∩ V 6= ∅.

Definição 1.2.3 Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua, f é dita minimal se para todo

x ∈ X satisfaz que O+
f (x) = X.

Definição 1.2.4 Um homeomorfismo f : X → X é chamado expansivo se existir α > 0
tal que se x, y ∈ X são tais que d(fn(x), fn(y)) < α para todo n ∈ Z então x = y. O
escalar α é chamado de constante de expansividade de f .
Analogamente f é dito de positivamente expansivo se existir α > 0 tal que se x, y ∈ X
são tais que d(fn(x), fn(y)) < α para todo n ∈ Z

+
0 então x = y.

Teorema 1.2.5 Se um homeomorfismo expansivo f : X → X e um homeomorfismo
g : Y → Y são topologicamente conjugados, então g é expansivo.

Demonstração. Suponha que f e g são topologicamente conjugados, então existe um
homeomorfismo h : X → Y tal que h ◦ f = g ◦ h. Seja α > 0 uma constante de
expansividade de f . Pela continuidade uniforme de h−1, existe β > 0 tal que se y1, y2 ∈ Y
e dY (y1, y2) < β então dX(h

−1(y1), h
−1(y2)) < α. Suponha que dY (gn(y1), g

n(y2)) < β
para todo n ∈ Z, então

α > dX(h−1(gn(y1)), h
−1(gn(y2))) = dX(fn(h−1(y1)), f

n(h−1((y2)))

pela expansividade de f tempos que h−1(y1) = h−1(y2), finalmente como h é injetiva
temos que y1 = y2, então g é expansivo.
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1.3 Estabilidade Topológica

Definição 1.3.1 Sejam f : X → X e g : Y → Y homeomorfismos. Dizemos que f é
semi-conjugada a g se existir uma aplicação h : Y → X cont́ınua e sobrejetiva tal que
f ◦ h = h ◦ g. Se h for homeomorfismo dizemos que f e g são conjugadas.

Definição 1.3.2 Seja f : X → X homeomorfismo. Dizemos que f é topologicamente
estável se, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo homeomorfismo g : X → X com
dC0(f, g) < δ existe um homeomorfismo h : X → X, dC0(h, IdX) < ε e f ◦ h = h ◦ g.

Proposição 1.3.3 Todo homeomorfismo expansivo com a propriedade do sombreamento
é topologicamente estável.

Demonstração. (Veja [10]).

Definição 1.3.4 Seja f : S1 → S1 um homeomorfismo. Um ponto fixo x de f é topo-
logicamente hiperbólico se x é um ponto isolado do conjunto Fix(f) e f(t) − t muda de
sinal em t = x. Um ponto periódico x de um homeomorfismo g de S1 é topologicamente
hiperbólico se x é um ponto fixo topologicamente hiperbólico de g2n, onde n é o peŕıodo de
x.

Definição 1.3.5 Um difeomorfismo f de S1 é um difeomorfismo Morse-Smale se Per(f)
é um conjunto não vazio e todo elemento de Per(f) é hiperbólico, i.e., a diferencial de
fn no ponto x é diferente de ±1 para todo ponto x de f com peŕıodo n.

Teorema 1.3.6 (Nitecki) Todo difeomorfismo Morse-Smale f : S1 → S1 é topologica-
mente estável.

Demonstração. (Veja [1]).

Teorema 1.3.7 (Peixoto) Todo homeomorfismo em S1 é aproximado por difeomorfismos
Morse-Smale.

Demonstração.(Veja [7], pagina 51).

1.4 Entropia Topológica

Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua no espaço métrico (X, d). Dado um número
inteiro positivo n, e ε > 0, definimos a distância

dn,f (x, y) = sup
0≤j≤n−1

d(f j(x), f j(y)).

Utilizando esta distância, um subconjunto S ⊂ X é (n, ε)-separado para f se dn,f (x, y) > ε
para todo x, y ∈ S, x 6= y. O número das órbitas distintas de comprimento n (com respeito
a ε) é definido por:

rsep(n, ε, f) = max{#(S) : S ⊂ X é um conjunto (n, ε)− separado para f}.
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Assim a taxa de crescimento de rsep(n, ε, f) conforme n aumenta, é definida como

hsep(f, ε) = lim sup
n→∞

log rsep(n, ε, f)

n
.

Finalmente, definimos a entropia topológica de f como

htop(f) = lim
ε→0

hsep(f, ε).

Analogamente um subconjunto G ⊂ X é dito (n, ε)-gerador de X se para todo x ∈ X
existe y ∈ G tal que dn,f (x, y) ≤ ε. Definimos

rspan(n, ε, f) = mı́n{#(S) : G ⊂ X é um conjunto (n, ε)- gerador de X}

e hspan(f, ε) = lim sup
n→∞

log rspan(n, ε, f)

n
.

Proposição 1.4.1 Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua no espaço métrico (X, d),
então htop(f) = lim

ε→0
hspan(f, ε).

Demonstração. Seja Esep(n, ε, f) um conjunto maximal (n, ε)- separado para f , então
este também é um conjunto (n, ε)-span. De fato, seja x ∈ X, se não existir algum
y ∈ Esep(n, ε, f) tal que dn,f (x, y) ≤ ε, então dn,f (x, y) > ε para todo y ∈ Esep(n, ε, f).
Logo {x} ∪ Esep(n, ε, f) é (n, ε)-separado, o que contradiz o fato de que Esep(n, ε, f) é
maximal. Portanto Esep(n, ε, f) é (n, ε)-span, e

rsep(n, ε, f) = #Esep(n, ε, f) ≥ rspan(n, ε, f).

Seja Esep(n, 2ε, f) um conjunto (n, 2ε)-separado, e Espan(n, ε, f) um conjunto minimal
(n, ε)-span. Definimos o mapa T : Esep(n, 2ε, f) → Espan(n, ε, f). Para cada x ∈
Esep(n, 2ε, f) existe y = T (x) ∈ Espan(n, ε, f) com dn,f (x, y) ≤ ε. Se T (x1) = T (x2)
para x1, x2 ∈ Esep(n, 2ε, f), então

dn,f (x1, x2) ≤ dn,f (x1, y) + dn,f (y, x2) ≤ 2ε.

Como Esep(n, 2ε, f) é um conjunto (n, 2ε)−separado, então x1 = x2. Isto mostra que T é
injetiva, e assim

rsep(n, 2ε, f) = #(Esep(n, 2ε, f))

≤ #(Espan(n, ε, f))

= rspan(n, ε, f)

Tomando as taxas de crescimento quando n vai para o infinito, conseguimos as desigual-
dades

hsep(2ε, f) ≤ hspan(ε, f) ≤ hsep(ε, f).

Fazendo ε ir para 0, obtemos htop(f) = lim
ε→0

hspan(f, ε).
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Teorema 1.4.2 Sejam X e Y espaços métricos compactos com métricas dX e dY , res-
pectivamente. Sejam os homeomorfismos g : Y → Y e f : X → X semi-conjugados por
γ : Y → X, então

htop(g) ≥ htop(f).

Demonstração. Seja γ : Y → X semi-conjugação de g para f . Pela compacidade de Y
temos que γ é uniformemente cont́ınua, logo dado ε > 0 existe δ > 0 tal que dY (y1, y2) ≥ δ,
sempre que dX(γ(y1), γ(y2)) ≥ ε. Seja Esep(n, ε, f) ⊂ X um conjunto (n, ε)-separado para
f , ou seja #(Esep(n, ε, f)) = rsep(n, ε, f). Logo formamos o conjunto E(n, δ, g) tomando
para cada x ∈ Esep(n, ε, f) um y ∈ γ−1(x). Portanto #(Esep(n, δ, g)) = #(Esep(n, ε, g)).
Sejam y1, y2 ∈ Y então existem x1, x2 ∈ Esep(n, ε, g) tal que γ(y1) = x1 e γ(y2) = x2,
logo para k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 temos

dX(γ(gk(y1)), γ(g
k(y2))) = dX(fk(γ(y1)), f

k(γ(y2)))

= dX(fk(x1), f
k(x2))

≥ ε.

(1.1)

Logo por (1.1) e pela continuidade uniforme de γ temos que dY (gk(y1), g
k(y2)) ≥ δ para

todo k = 0, 1, 2, . . . , n − 1, portanto o conjunto E(n, δ, g) é um conjunto (n, δ)-separado
para g, então

rsep(n, δ, g) ≥ #(E(n, δ, g)) = #(Esep(n, ε, f)) = rsep(n, ε, f).

Logo hsep(δ, g) ≥ hsep(ε, f), e quando ε→ 0 temos que δ → 0

htop(g) = lim
δ→0

hsep(δ, g) ≥ lim
ε→0

hsep(ε, f) = htop(ε, f),

o que conclui a prova do teorema.

Corolário 1.4.3 Sejam X e Y espaços métricos compactos. Se os homeomorfismos g :
Y → Y e f : X → X são topologicamente conjugados, então

htop(g) = htop(f).

Demonstração. Seja λ : Y → X o homeomorfismo que conjuga a f e g. Então como
λ é uma semi-conjugação de g para f , então pelo teorema 1.4.2 htop(g) ≥ htop(f). É
fácil ver que λ−1 é uma semi-conjugação de f para g e pelo teorema 1.4.2, temos que
htop(f) ≥ htop(g). Portanto htop(g) = htop(f).

Teorema 1.4.4 Seja f : X → X um homeomorfismo de um espaço compacto métrico
X. Seja Ω ⊆ X o conjunto dos pontos não errantes de f . Então a entropia de f é igual
à entropia de f restrita ao conjunto dos pontos não errantes, htop(f) = htop(f | Ω).

Demonstração. Veja [8], página 370.

Proposição 1.4.5 Seja Hom(S1) o conjunto dos homeomorfismos do ćırculo. Se f ∈
Hom(S1), então htop(f) = 0.

Demonstração. (Veja [9], página 277).
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CAPÍTULO 2

ESTABILIDADE TOPOLÓGICA DO

PONTO DE VISTA DE

GROMOV-HAUSDORFF

Arbieto e Morales introduziram em [2] a noção de estabilidade topológica Gromov-Hausdorff
(estabilidade GH), a qual está definida em função da distância C0-Gromov-Hausdorff
GH0 para aplicações. A distância GH0 permite de certa forma “medir”a distancia entre
aplicações que estão definidas em espaços métricos não necessariamente iguais. Primeiro
passaremos a definir a distancia C0-Gromov-Hausdorff.

2.1 A distancia GH0 para aplicações.

Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Dado A,B ⊂ X definimos a distância usual
entre conjuntos como:

d(A,B) = inf{d(a, b) : (a, b) ∈ A× B}.

Definimos o diâmetro de um subconjunto A ⊂ X, como

diam(A) = sup
a,a′∈A

d(a, a′)

.

Definição 2.1.1 Substituindo A por “a” na notação acima, se A = {a}, a distância
Hausdorff entre A e B é definida por

dH(A,B) = max{sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(A, b)}.

Lema 2.1.2 Seja X um espaço métrico compacto e ε > 0. Existe um subconjunto finito
Y = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X tal que dH(Y,X) < ε.

10



Demonstração. Tome 0 < δ < ε, e seja B(x, δ) = {y ∈ X : d(x, y) < δ}, logo temos que
X = ∪x∈XB(x, δ) é uma cobertura aberta para X, e como X é compacto, pelo teorema de
Borel-Lebesgue existe uma subcobertura finitaX = ∪n

i=1B(xi, δ), onde x1, x2, . . . , xn ∈ X.

Figura 2.1: Aproximação do conjunto X por um conjunto finito

Tomando Y = {x1, x2, . . . , xn}, temos que d(xi, X) = 0 para todo i = 1, 2, . . . , n,
e portanto sup

y∈Y
d(y,X) = 0. Logo seja x ∈ X, e como X = ∪n

i=1B(xi, δ) existe k ∈

{1, 2, . . . , n} tal que x ∈ B(xk, δ), logo

d(x, Y ) = inf
y∈Y

d(x, y) ≤ d(x, xk) < δ,

portanto:
dH(X, Y ) = max{sup

x∈X
d(x, Y ), sup

y∈Y
d(y,X)} ≤ δ < ε.

Definição 2.1.3 Dado ∆ > 0, um mapa não necessariamente cont́ınuo i : X −→ Y
entre espaços métricos X e Y é chamado de ∆− isometria se

max{dH(i(X), Y ), sup
x,x′∈X

|dY (i(x), i(x′))− dX(x, x′)|} < ∆.

Uma isometria entre espaços métrico X e Y é um mapa i : X −→ Y satisfazendo
dY (i(x), i(x′)) = dX(x, x′) para todo x, x

′

∈ X. Dizemos que X e Y são isométricos se tal
isometria existir. Podeŕıamos dizer que uma isometria é uma “zero-isometria”.

Proposição 2.1.4 Seja X um espaço métrico, se A ⊆ X então:

dH(A,X) ≥
diam(X)− diam(A)

2
.

Demonstração. Sejam x, x′ ∈ X, então:

dH(x,A) ≤ sup
x∈X

d(x,A) = dH(A,X)

11



dH(x
′, A) ≤ sup

x′∈X
d(x,A) = dH(A,X)

portanto temos que dH(x,A)+dH(x
′, A) ≤ 2dH(A,X). Logo dado ε > 0, existem a, a′ ∈ A

tais que:
d(x, a)− ε ≤ dH(x,A)

d(x′, a′)− ε ≤ dH(x
′, A)

então

2dH(A,X) ≥ d(x, a) + d(x′, a′)− 2ε

≥ d(x, x′)− d(x′, a) + d(x′, a′)− 2ε

≥ d(x, x′)− d(a, a′)− 2ε

≥ d(x, x′)− diam(A)− 2ε.

(2.1)

Finalmente fazendo ε→ 0, e tomando o supremo d(x, x′) sobre todos os pontos x, x′ ∈ X

temos que dH(A,X) ≥
diam(X)− diam(A)

2
.

Usualmente costumamos identificar ou imaginar a dinâmica de um conjunto como
se esta fosse uma dinâmica num conjunto mais usual, como por exemplo as dinâmicas
definidas num intervalo da forma [a, a + 1] ou também uma dinâmica definida em C.
Usando a noção de ∆-isometrias, a seguir definimos a distancia GH para conjuntos, a
qual permite ver a semelhança entre dois conjuntos.

Definição 2.1.5 A distância Gromov − Hausdorff entre espaços métricos X e Y é
definida por

dGH(X, Y ) = inf{∆ > 0 : ∃∆− isometrias i : X −→ Y e j : Y −→ X}.

Proposição 2.1.6 Seja X, Y espaços métricos, então:

dGH(X, Y ) ≥
|diam(X)− diam(Y )|

3
.

Demonstração. Seja i : X → Y uma δ-isometria, então

sup
x,x′∈X

{|dY (i(x), i(x′))− dX(x, x′)|} < δ

portanto dY (i(x), i(x′)) < dX(x, x′) + δ, logo

diam(i(X)) = sup
x,x′∈X

dY (i(x), i(x′)) < sup
x,x′∈X

dX(x, x′) + δ

= diam(X) + δ.
(2.2)

Assim, usando a proposição 2.1.4, temos

dH(i(X), Y ) ≥
diam(Y )− diam(i(X))

2
>

diam(Y )− diam(i(X))− δ

2
.
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Mas como i é δ-isometria, então dH(i(X), Y ) < δ, e portanto

diam(Y )− diam(X)

3
< δ.

Da mesma maneira, trocando i pela δ-isometria j : Y → X, obtemos que :

diam(X)− diam(Y )

3
< δ,

então
|diam(X)− diam(Y )|

3
< δ. Assim finalmente temos:

|diam(X)− diam(Y )|

3
≤ dGH(X, Y ).

Motivados pela definição da distancia Gromov-Hausdorff entre espaços métricos, que-
remos definir uma distância que permita relacionar dinâmicas definidas em espaços métricos
diferentes e assim poder estudar algumas relações entre estas dinâmicas. A seguir defini-
mos a distancia GH0 entre aplicações definidas em espaços métricos arbitrários.

Definição 2.1.7 A distância C0 − Gromov − Hausdorff entre mapas f : X −→ X e
g : Y −→ Y dos espaços métricos X e Y , respectivamente, é definida por

dGH0(f, g) = inf{∆ > 0 : ∃∆− isometrias i : X −→ Y e j : Y −→ X tal que
dC0(g ◦ i, i ◦ f) < ∆ e dC0(j ◦ g, f ◦ j) < ∆}.

Teorema 2.1.8 As seguintes propriedades são válidas para cada par de mapas f : X −→
X e g : Y −→ Y entre espaços métricos X e Y respectivamente:

1. Se X = Y , então dGH0(f, g) ≤ dC0(f, g)(a igualdade não é necessariamente verda-
deira).

2. dGH(X, Y ) ≤ dGH0(f, g) e dGH(X, Y ) = dGH0(IdX , IdY ) onde IdZ é a identidade
em Z.

3. Se X e Y são compactos e g e f cont́ınuas, então dGH0(f, g) = 0 se, e somente se,
f e g são isometricamente conjugadas.

4. dGH0(f, g) = dGH0(g, f).

5. Para qualquer mapa r : Z −→ Z de qualquer espaço métrico Z, temos

dGH0(f, g) ≤ 2(dGH0(f, r) + dGH0(r, g)).

6. dGH0(f, g) ≥ 0 e se X e Y são limitados, então dGH0(f, g) <∞.

7. Se X é compacto e existe uma sequência de isometrias gn : Yn −→ Yn tal que
dGH0(f, gn) −→ 0 quando n −→ ∞, então f é também uma isometria.
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Demonstração. Item 1. SuponhaX = Y . Tome ε > 0, ∆ = dC0(f, g)+ε e IdX = i = j.
então, i e j são ∆-isometrias que satisfazem dC0(g◦ i, i◦f) = dC0(j ◦g, f ◦j) = dC0(f, g) <
∆. Portanto, dGH0(f, g) ≤ ∆ = dC0(f, g)+ ε. Como ε é arbitrário, dGH0(f, g) ≤ dC0(f, g).
Tomando dois mapas isométricos f e g temos dGH0(f, g) = 0 mas dC0(f, g) > 0. Conse-
quentemente dGH0(f, g) 6= dC0(f, g).

Item 2. Segue facilmente da definição que dGH(X, Y ) ≤ dGH0(f, g). Por outro lado,
fixe ε > 0 arbitrariamente pequeno. Então existe ∆ < dGH(X, Y ) + ε e ∆-isometrias
i : X → Y e j : Y → X. Claramente, dC0(IdY ◦ i, i◦ IdX) = dC0(j ◦ IdY , IdX ◦ j) = 0 < ∆
e assim dGH0(IdX , IdY ) ≤ ∆ < dGH(X, Y ) + ε. Como ε é arbitrário, dGH0(IdX , IdY ) ≤
dGH(X, Y ). Disto conclúımos que dGH0(IdX , IdY ) = dGH(X, Y ).

Item 3. Suponha que f e g são isometricamente conjugados, i.e., existe uma isometria
h : Y → X tal que f ◦ h = h ◦ g. Consequentemente, para cada ∆ > 0, h : Y → X e
h−1 : X → Y são isometrias (e assim ∆-isometrias) satisfazendo dC0(g ◦ h−1, h−1 ◦ f) =
dC0(h ◦ g, f ◦ h) = 0 < ∆. Como ∆ é arbitrário, dGH0(f, g) = 0. Reciprocamente
suponhamos que Y é compacto, g cont́ınuo e que dGH0(f, g) = 0. Então, existe uma

sequência de
1

n
- isometrias in : X → Y e jn : Y → X satisfazendo

dC0(g ◦ in, in ◦ f) <
1

n
e dC0(jn ◦ g, f ◦ jn) <

1

n
, ∀n ∈ N

+.

Como no teorema de Arzelá-Àscoli, escolhemos um subconjunto A enumerável e denso
de X. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f(A) ⊂ A. Por um argumento
diagonal, desde que Y seja compacto, podemos escolher uma subsequência inl

de in tal
que inl

(a) converge em Y para todo a ∈ A. Chamando por i(a) o valor para o qual inl
(a)

converge obtemos um mapa i : A→ Y satisfazendo

i(a) = lim
l→∞

inl
(a), para todo a ∈ A.

Mas cada in é
1

n
-isometria, assim

dX(a, a′)−
1

nl

< dY (inl
(a), inl

(a′)) < dX(a, a′) +
1

nl

, ∀l ∈ N, a, a′ ∈ A.

Fazendo l → ∞ obtemos

dY (i(a), i(a′)) = dX(a, a′), para todo a, a′ ∈ A.

A partir disto e da densidade de A obtemos uma extensão de i a todo X, denotada por
i : X → Y , tal que

dY (i(x), i(x′)) = dX(x, x′), para todo x, x′ ∈ X.

Como in é uma
1

n
-isometria para todo n, obtemos que i é sobrejetora. Além disso, i é

isometria.
Logo, como

dY (g(inl
(a)), inl

(f(a))) <
1

nl

, para todo l ∈ N, a ∈ A,
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f(a) ∈ A para a ∈ A, inl
(a) → i(a) quando l → ∞, e da continuidade de g e fazendo

l → ∞, obtemos dY (g(i(a)), i(f(a)) = 0 para todo a ∈ A. Portanto, g ◦ i = i ◦ f em A.
Como A é denso em X, g ◦ i = i ◦ f em todo X.

Item 5. Fixamos ε > 0. Decorre da definição que existem ∆1- isometrias i : X → Z,
j : Z → X, ∆2- isometrias k : Y → Z, l : Z → Y ,com

∆1 < dGH0(f, r) + ε e ∆2 < dGH0(g, r) + ε

tais que
dC0(r ◦ i, i ◦ f) < ∆1, dC0(j ◦ r, f ◦ j) < ∆1,

dC0(r ◦ k, k ◦ g) < ∆1, dC0(l ◦ r, g ◦ l) < ∆2.

É fácil ver que l ◦ i : X → Y e j ◦k : Y → X são (∆1+∆2)-isometria e assim 2(∆1+∆2)-
isometrias também. Agora, para todo x ∈ X temos

dY (l(r(i(x))), l(i(f(x)))) ≤ dY (g(l(i(x))), l(r(i(x)))) + dY (l(r(i(x))), l(i(f(x)))) <
∆2 + dY (l(r(i(x))), l(i(f(x)))).

Mas l : Z → Y é uma ∆2- isometria assim

dY (l(r(i(x))), l(i(f(x)))) < dZ(r(i(x)), i(f(x))) + ∆2.

Substituindo acima, obtemos

dY (g(l(i(x))), l(i(f(x)))) < dZ(r(i(x)), i(f(x))) + 2∆2

< ∆1 + 2∆2

< 2(∆1 +∆2).

Conseqüentemente,

dC0(g ◦ l ◦ i, l ◦ i ◦ f) < 2(∆1 +∆2).

Similarmente,

dC0(j ◦ k ◦ g, f ◦ j ◦ k) < 2(∆1 +∆2).

A partir disto obtemos

dC0(f, g) ≤ 2(∆1 +∆2) < 2(dGH0(f, r) + dGH0(g, r) + 2ε).

Como ε é arbitrário, obtemos o resultado.

Item 6. Pela proposição 2.1.6 e Item 2, temos que dGH0(f, g) ≥ 0. A última parte
deste item é consequência da seguinte desigualdade

dGH0(f, g) ≤ max{dGH(X, Y ), diam(X), diam(Y )},

onde diam(X) é o diâmetro de X.
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Item 7. Uma vez que dGH0(f, gn) → 0, existe uma sequência δn → 0 e δn- isometrias
in : X → Yn e jn : Yn → X tais que

dC0(gn ◦ in, in ◦ f) < δn e dC0(jn ◦ gn, f ◦ jn) < δn, ∀n ∈ N.

Logo

dYn(in(f(x)), in(f(x
′))) ≤dYn(gn(in(x)), in(f(x)))+

dYn(gn(in(x)), gn(in(x
′))+

dYn(gn(in(x
′)), in(f(x

′)))

<3δn + dX(x, x′), para todo x, x′ ∈ X.

Substituindo dX(f(x), f(x′)) < δn + dYn(in(f(x)), in(f(x
′))), obtemos que

dX(f(x), f(x′)) ≤ 4δn + dX(x, x′), para todo x, x′ ∈ X.

Fazendo n→ ∞ temos que

dX(f(x), f(x′)) ≤ dX(x, x′), ∀x, x′ ∈ X. (2.3)

Por outro lado,

dH(f(jn(Yn)), X) ≤ dH(f(jn(Yn)), jn(gn(Yn))) + dH(jn(gn(Yn)), X), para todo n ∈ N.
(2.4)

Como gn é isometria temos que gn(Yn) = Yn, assim

dH(jn(gn(Yn)), X) = dH(jn(Yn), X),

então
lim
n→∞

dH(jn(Yn), X)) = 0

Temos ainda que dH(f(jn(Yn)), jn(gn(Yn))) → 0, pois dC0
(jn ◦ gn, f ◦ jn) < δn → 0.

Fazendo n → ∞ em 2.4 temos que dH(f(j(Yn)), X) → 0 quando n → ∞. Então f é
sobrejetiva e portanto é uma isometria por 2.3 e [5]. Isto completa a prova.

2.2 Estabilidade Topológica Gromov-Hausdorff

Tendo definido a distância GH0, nesta seção passaremos a definir a estabilidade topológica
GH, e veremos que os homeomorfismos GH-estáveis não são raros, pois mostraremos que
todo homeomorfismo expansivo com a propriedade do sombreamento é topologicamente
GH-estável.

Definição 2.2.1 Um homeomorfismo f : X −→ X de um espaço métrico compacto
X é topologicamente GH-estável se para todo ε > 0 existir δ > 0 tal que para todo
homeomorfismo g : Y −→ Y , de um espaço métrico compacto Y , tal que dGH0(f, g) < δ,
exista uma ε-isometria cont́ınua h : Y −→ X tal que f ◦ h = h ◦ g.
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Lema 2.2.2 Seja f : X → X um homeomorfismo expansivo, com constante de expan-
sividade α > 0. Se, para β > 0, existe n ∈ Z tal que d(f i(x), f i(y)) ≤ α para todo
−n ≤ i ≤ n, então d(x, y) < β.

Demonstração. Suponha por absurdo, que existem pontos xn, yn ∈ X tais que d(xn, yn) ≥
β para todo n ∈ N e d(f i(xn), f

i(yn)) ≤ α para todo −n ≤ i ≤ n. Podemos assumir que
xn → x e yn → y, com x 6= y. Então temos que d(x, y) ≥ β.
Para qualquer inteiro k, escolhemosm ∈ Z

+ tal que−m ≤ k ≤ m. Então d(fk(xn), f
k(yn)) ≤

α para todo n ≥ m. Logo, fazendo n → ∞ segue que d(fk(y), fk(y)) ≤ α. Isto implica
que x = y, uma contradição.

Teorema 2.2.3 Todo homeomorfismo expansivo de um espaço métrico compacto com a
propriedade do sombreamento é topologicamente GH-estável.

Demonstração. Seja f : X → X um homeomorfismo expansivo de um espaço métrico
compacto X com a propriedade do sombreamento , e com constante de expansividade κ.

Dado ε > 0, tome 0 < ε <
1

8
min{ε, κ}. Para este ε escolha δ > 0 como na propriedade

do sombreamento. Podemos assumir que δ < ε, sem perda de generalidade.
Seja g : Y → Y um homeomorfismo de um espaço métrico compacto Y tal que dGH0(f, g) <
δ. Então existem δ-isometrias i : X → Y e j : Y → X tal que dC0(g ◦ i, i ◦ f) < δ e, mais
importante,

dC0(j ◦ g, f ◦ j) < δ.

Tomemos y ∈ Y e consideremos a sequência (xn)n∈Z definida por xn = j(gn(y)), para
todo n ∈ Z. Como para todo n ∈ N, temos que

d(xn+1, f(xn)) = d(j(g(gn(y))), f(j(gn(y)))) = d(j ◦ g(gn(y)), f ◦ j(gn(y))) < δ,

pela escolha de δ e pela propriedade do sombreamento, existe x ∈ X tal que

d(fn(x), xn) ≤ ε, para todo n ∈ Z.

Em particular, d(fn(x), xn) <
κ

2
para todo n ∈ Z. Pela expansividade de f temos que x

é único. Tomando x = h(y), obtemos o mapa h : Y → X, satisfazendo

d(fn(h(y)), j(gn(y))) ≤ ε, para todo y ∈ Y, n ∈ Z.

Substituindo n = 0 acima temos que d(h(y), j(y)) < ε para todo y ∈ Y , portanto

dC0(h, j) ≤ ε.

Note que

dH(h(Y ), X) ≤ dH(h(Y ), j(Y )) + dH(j(Y ), X) ≤ ε+ δ < ε.
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Além disso, para todo y, y′ ∈ Y temos que

|dX(h(y), h(y′))− dY (y, y′)| ≤|dX(h(y), h(y′))− dX(j(y), j(y′))|+

|dX(j(y), j(y′))− dX(y, y′)|

≤|dX(h(y), h(y′))− dX(h(y), j(y′))|+

|dX(h(y), j(y′))− dX(j(y), j(y′))|+ δ

≤dX(h(y′), j(y′)) + dX(h(y), j(y)) + δ

<2ε+ δ

<
ε

4
+
ε

4
<ε.

Portanto, h : Y → X é uma ε-isometria.

Por outro lado, temos

d(fn(h(g(y))), j(gn(g(y)))) ≤ ε e d(fn(f(h(y))), j(gn(g(y)))) ≤ ε

para todo n ∈ Z. Assim, novamente pela expansividade de f , f(h(y)) = h(g(y)) para
todo y ∈ Y . Isto é, f ◦ h = h ◦ g.
Agora provaremos que h é cont́ınua. De fato, dado ∆ > 0. Como κ é a constante de

expansividade de f , pelo Lema 2.2.2 existe N ∈ N
+ tal que d(a, b) ≤

∆

2
, sempre que

d(fn(a), fn(b)) ≤ κ, para todo −N ≤ n ≤ N .
Da continuidade de g no espaço métrico compacto Y , temos que g é uniformemente
cont́ınua.

Assim, existe γ > 0 tal que d(gn(y), gn(y′)) ≤
ε

8
para todo −N ≤ n ≤ N sempre que

y, y′ ∈ Y satisfaçam d(y, y′) < γ.
Então, se d(y, y′) < γ, temos que

dX(fn(h(y)), fn(h(y′))) =dX(h(gn(y)), h(gn(y′)))

≤dX(h(gn(y)), j(gn(y)))+

dX(j(gn(y)), j(gn(y′)))+

dX(j(gn(y′)), h(gn(y′)))

≤2ε+ δ + dY (gn(y), gn(y′))

≤3ε+
ε

8
<κ, para todo −N ≤ n ≤ N.

Assim, pela escolha de N , temos que d(h(y), h(y′)) ≤
∆

2
< ∆. Então, h é cont́ınua e a

prova segue.

Corolário 2.2.4 Se f é um homeomorfismo hiperbólico, então f é topologicamente GH-
estável.
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2.3 Estabilidade topológica e estabilidade topológica

Gromov-Hausdorff

Os Teoremas 1.3.3 e 2.2.3 mostram que homeomorfismos expansivos com a propriedade
do sombreamento são topologicamente estáveis e Gromov-Hausdorf estáveis ao mesmo
tempo, então naturalmente surge a questão sobre a relação que possa existir entre a es-
tabilidade GH e a estabilidade topológica usual, já que neste caso elas são equivalentes.
Nesta seção estudaremos algumas relações que existem entre estes dois tipos de estabili-
dade.

2.3.1 Um homeomorfismo topologicamente estável e não GH-
estável

Dado um homeomorfismo, é natural questionar se o fato de ser topologicamente estável
implica que ele seja topologicamente GH-estável. O seguinte teorema mostra que em geral
isso não acontece, pois ele garante a existência de um homeomorfismo topologicamente
estável que não seja topologicamente GH-estável. Antes de enunciar este teorema vamos
provar um lema que ajudará na demonstração dele.

Lema 2.3.1 Seja f : X → X um homeomorfismo topologicamente GH-estável sobre um
espaço métrico compacto X. Se inf

z∈X
dH(X,Of (z)) > 0, então existe δ > 0 tal que se

g : Y → Y é um homeomorfismo de um espaço métrico compacto Y com dGH0(f, g) < δ
então g não é minimal.

Demonstração. Por hipótese existe ε > 0 tal que

dH(X,Of (z)) > ε, para todo z ∈ X.

Para este ε, seja δ > 0 dado pela GH-estabilidade topológica de f . Agora seja um
homeomorfismo g : Y → Y de um espaço métrico compacto tal que dGH0(f, g) < δ. Então
pela GH-estabilidade topológica de f , existe uma ε-isometria h : Y → X satisfazendo
f ◦ h = h ◦ g.
Suponha que g é minimal. Fixando y ∈ Y como g é minimal, Og(y) é denso em Y e assim
pela continuidade de h, h(Og(y)) é denso em h(Y ). Por outro lado, f ◦ h = h ◦ g implica
h(Og(y)) = Of (z), onde z = h(y). Segue que Of (z) é denso h(Y ). Como h é ε-isometria,
então dH(X, h(Y )) < ε. Como Of (z) é denso em h(Y ), conclúımos que dH(X,Of (z)) < ε,
o que contradiz a escolha de ε. Assim, se dGH0(f, g) < δ então g não é minimal.

Teorema 2.3.2 Existe um espaço métrico compacto X e um homeomorfismo f : X → X
que é topologicamente estável mas não é GH-estável.

Demonstração. Considere o oscilador não forçado de Duffing dado pelo fluxo Φ em R
2:

{
ẋ = y
ẏ = x− x3.
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Figura 2.2: Homeomorfismo topologicamente estável e não GH estável

Este fluxo tem três tipos de órbitas, o conjunto Y dos ćırculos exteriores , o conjunto X
das órbitas que formam a figura oito, e os ćırculos exteriores como indicamos na Figura
2.2. Definindo f : X → X como a aplicação do tempo um Φ1 de Φ restrito a X.

Vamos provar primeiro que f é topologicamente estável. Temos X = C1 ∪ C2 como
a união dos ćırculos C1 e C2 que se intersectam no ponto de equiĺıbrio p. Qualquer ho-
meomorfismo g : X → X fixa p e se g é C0-próximo a f , então C1 e C2 são invariantes.
De fato, primeiro suponha que g(p) = q 6= p. Podemos supor que q ∈ C1, como q 6= p;
então (C1 − {q})∪C2 é conexo, mas g−1(C1 − {q})∪C2) = (C1 ∪C2)− {p} é desconexo,
o que seria uma contradição. Logo g(p) = p. Agora vejamos que C1 e C2 são invariantes.
É suficiente provar que C1 é invariante. Com efeito, temos que C1 − {p} é conexo, como
g(p) = p, então temos duas possibilidades g(C1) = C1 ou g(C1) = C2, mas tomando g
suficientemente próximo a f ; e como f(C1) = C1, então g(C1) = C1.

Afirmação: Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se dC0
(f, g) < δ, existem quatro pontos

fixos a1, b1 ∈ C1 e a2, b2 ∈ C2 satisfazendo as seguintes propriedades :

• max{d(p, a1), d(p, b1), d(p, a2), d(p, b2)} < ε.

• g([p, a1] ∪ [p, b1] ∪ [p, a2] ∪ [p, b2]) = [p, a1] ∪ [p, b1] ∪ [p, a2] ∪ [p, b2].

• Se x ∈ C1 \ ([p, a1] ∪ [p, b1]) então lim
n→∞

gn(x) = a1 e lim
n→−∞

gn(x) = b1.

• Se x ∈ C2 \ ([p, a2] ∪ [p, b2]) então lim
n→∞

gn(x) = b2 e lim
n→−∞

gn(x) = a2.

De fato, dado ε > 0, arbitrariamente pequeno, tomeD1 = {x ∈ C1 : d(p, x) ≥ ε} = [α1, α2]
e considere

d̂ : D1 → R

x→ d(x, f(x)).
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Como f é cont́ınua, então d̂ é cont́ınua sobre o compacto D1. Se x ∈ D1 então f(x) 6= x

portanto d̂(x) = d(x, f(x)) > 0 para todo x ∈ D1, logo existe δ > 0 tal que d(x, f(x)) > δ
para todo x ∈ D1. Podemos supor δ < ε. Tomemos agora g : X → X um homeomorfismo
tal que dC0(f, g) < δ.
Suponha que exista x ∈ C1 tal que g(x) = x, então:

d(x, f(x)) = d(g(x), f(x)) < δ,

e portanto x /∈ D1. Provamos anteriormente que se g está C0-próximo a f , então g(p) = p.
Como g é cont́ınua e X é compacto então o conjunto Fix(g), dos pontos fixos por g, é
compacto, assim existem a1 ∈ [p, α2] e b1 ∈ [p, α1] tal que g(a1) = a1, g(b1) = b1 e

d(a1, p) = max{d(x, p) : x ∈ [p, α2] e g(x) = x}

d(b1, p) = max{d(x, p) : x ∈ [p, α1] e g(x) = x}.
(2.5)

Como d(g(α1), f(α1)) < δ e d(α1, f(α1)) > δ, então g(α1) ∈ (α1, α2). Portanto
g−1(α1) ∈ (b1, α1), e d(b1, g

−1(α1)) < d(b1, α1), fazendo o mesmo procedimento para
g−1(α1) temos que d(b1, g

−2(α1)) < d(b1, g
−1(α1)) e assim sucessivamente obtemos que :

d(b1, α1) > d(b1, g
−1(α1)) > d(b1, g

−2(α1)) > d(b1, g
−3(α1)) > . . . (2.6)

Logo, existe b ∈ [b1, α1) tal que b = lim
n→∞

g−n(α1), então:

g(b) = g( lim
n→∞

g−n(α1)) = lim
n→∞

g−n+1(α1) = b.

Figura 2.3: Òrbita de α1 para g.

Como b ∈ [b1, α1) e g(x) 6= x para todo x ∈ (b1, α1), então b = b1. Por outro
lado, como d(gk(α1), g

k+1(α1)) > δ para todo k ∈ N tal que gk(α1) ∈ D1, existe n0 tal
que α2 ∈ [gn0(α1), g

n0+1(α1)], aplicando o mesmo racioćınio que para 2.7, obtemos que
lim
n→∞

gn(α1) = a1.
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Observe que lim
n→∞

g−n+k(α1) = b1 e lim
n→∞

gn+k(α1) = a1 para todo k ∈ Z. Assim, se

x ∈ [gk(α1), g
k+1(α1)], então g

−n(x) ∈ [gk−n(α1), g
k+1−n(α1)], logo

lim
n→∞

g−n(x) = b1 e lim
n→∞

gn(x) = a1.

É claro que como b1 = lim
n→∞

g−n(α2) e lim
n→∞

gn+k(α1) = a1, então se x ∈ C1\([p, a1]∪ [p, b1])

segue que existe m ∈ Z tal que x ∈ [gm(α1), g
m+1(α1)], portanto

lim
n→∞

g−n(x) = b1, ∀x ∈ C1 \ ([p, a1] ∪ [p, b1])

lim
n→∞

gn(x) = a1, ∀x ∈ C1 \ ([p, a1] ∪ [p, b1]).

Além disto, como a1, b1 e p são pontos fixos do homeomorfismo g, então g([p, a1]) = [p, a1]
e g([p, b1]) = [p, b1].

Analogamente para C2 obtemos dois pontos fixos a2, b2 ∈ C2 tal que g([p, a1]∪[p, b1]) =
[p, a1] ∪ [p, b1] e

lim
n→∞

g−n(x) = b2, ∀x ∈ C2 \ ([p, a2] ∪ [p, b2])

lim
n→∞

gn(x) = a2, ∀x ∈ C2 \ ([p, a2] ∪ [p, b2]).

Portanto a afirmação está provada.

Agora tomando e1 ∈ C1 e e2 ∈ C2, considere os intervalos [e1, g(e1)[ e [e2, g(e2)[.
Segue que para todo x ∈ Ci \ ([p, ai] ∪ [p, bi]) existe um único inteiro ni(x) satisfazendo
g−ni(x)(x) ∈ [ei, g(ei)[ para i = 1, 2.
Observe que existe m ∈ N tal que −m ≤ inf{ni(x) : x ∈ Ci \ ([p, ai]∪ [p, bi])} e sup{ni(x) :
x ∈ Ci \ ([p, ai] ∪ [p, bi])}, para i = 1, 2.
Diminuindo δ, tal que se x ∈ [ei, g(ei)[ e y ∈ [ei, f(ei)[ temos d(x, y) < δ, i = 1, 2,
então d(fn(x), gn(y)) ≤ ε para todo n ∈ Z tal que −m ≤ n ≤ m. Assim, obtemos
difeomorfismos hi : [ei, g(ei)[→ [ei, f(ei)[ que estão C0−próximos da identidade, para
i = 1, 2. Definimos h : X → X por

h(x) =





fn1(x)(h1(g
−n1(x)(x))) se x ∈ C1 \ ([p, a1] ∪ [p, b1])

fn2(x)(h2(g
−n2(x)(x))) se x ∈ C2 \ ([p, a2] ∪ [p, b2])

p se x ∈ [p, b1] ∪ [p, a2] ∪ [p, b2].

Temos que h é continua e dC0(h, IdX) < ε. Além disso temos que f ◦ h = h ◦ g. De fato:
se x ∈ C1 \ ([p, a1] ∪ [p, b1]) e como n1(g(x)) = n1(x) + 1, então:

f(h(x)) = fn1(x)+1(h1(g
−n1(x))) = fn1(g(x))(h1(g

−n1(x))) = h(g(x))

Da mesma forma se x ∈ C2 \ ([p, a2] ∪ [p, b2]) e como n2(g(x)) = n2(x) + 1, então:

f(h(x)) = fn2(x)+1(h1(g
−n2(x))) = fn2(g(x))(h2(g

−n2(x))) = h(g(x)).
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Finalmente, se x ∈ [p, a1] ∪ [p, b1] ∪ [p, a2] ∪ [p, b2], então f(h(x)) = f(p) = p e como
g([p, a1] ∪ [p, b1] ∪ [p, a2] ∪ [p, b2]) = [p, a1] ∪ [p, b1] ∪ [p, a2] ∪ [p, b2], então h(g(x)) = p.
Assim, temos que f ◦ h = h ◦ g. Portanto f é topologicamente estável.
Agora provaremos que f não é topologicamente GH-estável.
Tome g : Y → Y como a aplicação de tempo um Φ1 |Y de Φ restrito aos ćırculos exteriores
Y . Pode-se verificar facilmente que dGH0(f, g) → 0 quando Y converge para X. Também,
como DΦ1(x).Φ(x) = Φ(Φ1(x)) para todo x ∈ R

2, temos que g é topologicamente conju-
gada a uma rotação do ćırculo.
Por outro lado, tomando Y perto de X, podemos ver que o peŕıodo de Y vai para o infi-
nito. Como o peŕıodo depende continuamente em Y , podemos escolher Y arbitrariamente
próximo a X tal que g seja topologicamente conjugada com uma rotação irracional do
ćırculo e, assim, g é minimal. Consequentemente, f pode ser C0 − GH-aproximado por
homeomorfismos mı́nimos. Como f satisfaz a condição inf

z∈X
dH((X),Of (z)) > 0, então

pelo Lema 2.3.1 f não é topologicamente GH-estável.

2.3.2 Um caso onde a GH-estabilidade implica estabilidade to-
pológica

O Teorema 2.3.2 mostra que estabilidade topológica não implica estabilidade GH, agora
passamos a questionar a pergunta inversa, ou seja, se a condição de um homeomorfismo f
ser topologicamente GH-estável é suficiente para que f seja topologicamente estável. Isso
ainda não está provado mas a seguir veremos que, para homeomorfismos definidos sobre
S1, ser GH-estável implica estabilidade Gromov-Hausdorff.

Lema 2.3.3 Sejam f e g homeomorfismos sobre S1 que preservam orientação e tais que
g seja topologicamente semi-conjugada a f por uma função h. Se Per(g) é um conjunto
não vazio, então Per(f) é não vazio e existe uma constante C, dependendo apenas de
f , de modo que se dC0(h, IdS1) ≤ C, a cardinalidade de Per(g) é não menor do que a
cardinalidade de Per(f).

Demonstração. Como f é g são homeomorfismos de S1, então existe n ∈ N tal que
Per(f) = Fix(fn). Logo, tome uma constante positiva C tal que :

(1) C ≤
1

8
.

(2) Se I é um intervalo fechado de S1 de comprimento L(I) ≤ 4C então L(fn(I)) ≤
1

4
.

Suponha que g é topologicamente semi-conjugada a f por uma função h com dC0(h, IdS1) ≤
C. Tomando x ∈ Fix(fn), como h : S1 → S1 é um mapa sobrejetivo tal que fn◦h = h◦gn,
então h−1(x) é um conjunto de S1 não vazio, fechado g-invariante. Como dC0(h, IdS1) ≤ C,
então h−1(x) ⊆ [x− C, x+ C]. Considerando B = [inf h−1(x), suph−1(x)], temos que

L(B) ≤ L([x− C, x+ C]) = 2C (2.7)
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e

L(gn(B)) ≤ L(h ◦ gn(B)) + 2dC0(h, IdS1)

≤ L(fn ◦ h(B)) + 2C

≤
1

4
+

1

4
=

1

2
.

(2.8)

Além disso temos que

L(h(B)) ≤ L(B) + 2dC0(h, IdS1) ≤ 4C.

Portanto, por 2.7 e 2.8, obtemos

L(B) + L(gn(B)) ≤ 2C +
1

2
≤

3

4
.

Pela invariância de h−1(x), temos que os pontos extremos de gn(B) estão em B e os pontos
extremos de B estão em gn(B). Como L(S1) = 1, temos que gn(B) = B, como g preserva
orientação e gn(B) = B, então suph−1(x) é um ponto fixo de gn. Portanto obtemos uma
injeção x 7→ suph−1(x) de Fix(fn) a Fix(gn) e assim Card(Fix(fn)) ≤ Card(Fix(gn)).
Desta forma,

Card(Per(f)) = Card(Fix(fn)) ≤ Card(Fix(gn)) ≤ Card(Per(g)),

o que implica Card(Per(f)) ≤ Card(Per(g)).

Teorema 2.3.4 Um homeomorfismo f : S1 → S1 é topologicamente estável se e somente
se f cumpre as seguintes condições:

(a) Per(f) é não vazio e finito.

(b) Se p ∈ Per(f), então p é topologicamente hiperbólico.

Demonstração. Suponha que f é um homeomorfismo topologicamente estável de S1.
Pela estabilidade topológica de f e pelo Teorema 1.3.7 podemos escolher um difeomor-
fismo Morse-Smale tão próximo a f tal que seja topologicamente semi-conjugada a f .
Supondo que f preserva orientação, ou substituindo f por f 2, então pelo Lema 2.3.3,
temos que Per(f) é não vazio e finito.
Agora, tome um ponto x ∈ Per(f). Se x não é topologicamente hiperbólico, podemos
eliminar o ponto x fazendo uma pequena perturbação, mas esto contradiz o Lema 2.3.3.
Portanto f cumpre as condições (a) e (b).

Agora suponha que f cumpre as condições (a) e (b), é fácil ver que f é topologicamente
conjugado a um difeomorfismo Morse-Smale (veja 2.3.4), e como a estabilidade topológica
é invariante por conjugações e pelo Teorema 1.3.6 temos que f é topologicamente estável.

Lema 2.3.5 Seja 0 < ε <
1

4
, então toda ε-isometria cont́ınua h : S1 → S1 é sobrejetiva.
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Figura 2.4: ε-isometria sobrejetiva em S1.

Demonstração. Seja 0 < ε <
1

4
, denote por N , S, E e O os polos norte, sul, leste e

oeste de S1. Denote também por [N,E] o intervalo em S1 limitado por N e E tal que
S,O /∈ [N,E].

Suponha que exista P ∈ [N,E] tal que h(P ) = h(S), então

1

4
≤ d(P, S) = |d(h(P ), h(S))− d(P, S)| < ε <

1

4
,

o que é absurdo. Portanto h([N,E]) não contém a h(S); da mesma forma obtemos
que h([N,E]) não contém a h(O) e assim podemos afirmar que h([N,E]) não intersecta
{h(S), h(O)} . De forma análoga, obtemos que as imagens correspondentes aos intervalos
[E, S], [S,O] e [O,N ] por h não intersectam a {h(N), h(O)}, {h(E), h(N)}, e {h(S), h(E)}
respetivamente; disto e pela continuidade de h temos que as imagens dos intervalos abertos
(N,E), (E, S), (S,O) e (O,N) são dois a dois disjuntos. E assim temos que a imagem
de um intervalo com extremos N e E é um intervalo com extremos h(N) e h(E) e como
h((E, S] ∪ [S,O] ∪ [O,N)) ∩ h([N,E]) = ∅, temos que

h((E, S] ∪ [S,O] ∪ [O,N)) = S1 − h([N,E])

e portanto h é sobrejetiva.

Teorema 2.3.6 Todo homeomorfismo no ćırculo topologicamente GH-estável é topologi-
camente estável.

Demonstração. Suponha que f : S1 → S1 é topologicamente GH-estável. Pelo Teorema
2.3.4 é suficiente provar que f satisfaz (a) e (b). Substituindo f por f 2, se for necessário,
podemos assumir que f preserva orientação. Denotamos por L(I) o comprimento do in-

tervalo I ⊂ S1. Fixemos 0 < ε <
1

4
tal que L(f(B)) <

1

8
sempre que B seja um intervalo

de L(B) < 4ε.

Para este ε, fixe 0 < δ <
1

16
dado pela GH-estabilidade topológica de f .
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Pelo Teorema 1.3.7, existe um difeomorfismo g com dC0(f, g) < δ tal que Per(g) é não
vazio e finito. Como f é topologicamente GH estável, e dGH0(f, g) ≤ dC0(f, g) < δ, existe
uma ε-isometria cont́ınua h : S1 → S1 tal que f ◦ h = h ◦ g.

Como ε <
1

4
, pelo Lema 2.3.5 temos que h é sobrejetiva. Agora tomemos x ∈ Per(g)

de peŕıodo n. Como fn(h(x)) = h(gn(x)), temos que h(x) ∈ Per(f) e, portanto, Per(f)
não é vazio. Tomemos qualquer x ∈ Per(f) e consideremos K = h−1(Of (x)). Como h é
sobrejetiva, se y ∈ K então h(y) = f i(x) para algum 0 ≤ i ≤ n − 1 onde n é o peŕıodo
de x, portanto h(g(y)) = f(h(y)) = f i+1(x) ∈ Of (x), o que implica g(y) ∈ K sempre
que y ∈ K. Consequentemente K é compacto g-invariante e não vazio. Portanto temos
que K contém um ponto periódico de g. Como a coleção {h−1(Of (x)) : x ∈ Per(f)} é
disjunto e Per(g) é finito, conclúımos que Per(f) é finito, e não vazio. Isto prova (a).
Agora vamos provar a condição (b).

Afirmação: existe ∆ > 0 tal que para qualquer homeomorfismo g com dC0(f, g) < ∆,
a cardinalidade de Per(g) é menor que a cardinalidade do Per(f).

Por (a) temos que existe um inteiro positivo n tal que Per(f) = Fix(fn). Então,
sem perda de generalidade podemos assumir Per(f) = Fix(f) onde Fix(f) é o conjunto
dos pontos fixos de f . Tomemos ∆ = δ (δ como na prova de (a) ), x ∈ Fix(f) e um
homeomorfismo g com dC0(f, g) < δ. Pela escolha de δ temos que g preserva orientação.
Como dGH0(f, g) < ∆ = δ, então existe uma ε-isometria cont́ınua h : S1 → S1 tal que
f ◦ h = h ◦ g. Logo como h é sobrejetiva, então para todo x ∈ X, h−1(x) é não vazio
e compacto. Como f ◦ h = h ◦ g, então h−1(x) é um conjunto g-invariante. Sejam
y, y′ ∈ h−1(x), então

d(y, y′) = |d(h(y), h(y′))− d(y, y′)| < ε,

logo h−1(x) está contido em um intervalo de comprimento no máximo 2ε. Seja B =

[inf h−1(x), suph−1(x)], com L(B) ≤ 2ε. Assim pela escolha de ε temos que L(f(B)) ≤
1

8
.

Como L(g(B)) ≤ L(f(B)) + 2dC0(f, g), temos

L(g(B)) ≤
1

8
+ 2δ <

1

4
.

Por outro lado, como h−1(x) é g-invariante, então ambos pontos finais de g(B) estão em
B. Desde que g é um homeomorfismo e o comprimento total de S1 é um, temos que

L(g(B)) <
1

4
, o que implica que g(B) ⊂ B. Como B é um intervalo e g é cont́ınua, isto

implica que g tem um ponto fixo em B. Então provamos que para todo x ∈ Fix(f) cor-
responde um ponto fixo de g, e assim, sempre que g satisfaz dC0(f, g) < δ, a cardinalidade
de Per(g) é menor do que a cardinalidade de Per(f). Portanto a afirmação está provada.
Agora suponha por contradição que f possui um ponto periódico que não é topologica-
mente hiperbólico. Então, podemos eliminá-lo por uma pequena perturbação de g o que
contradiz a afirmação.
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2.4 GH-estabilidade para aplicações continuas não

invert́ıveis

A definição de topologicamente GH-estável pode estender-se facilmente para o caso das
aplicações não inverśıveis, como veremos a seguir.

Definição 2.4.1 Uma aplicação cont́ınua f : X → X de um espaço métrico compacto
X é topologicamente GH-estável se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se uma aplicação
cont́ınua g : Y → Y de um espaço métrico compacto Y satisfaz dGH0(f, g) < δ, então
existe uma ε-isometria cont́ınua h : Y → X tal que f ◦ h = h ◦ g.

Teorema 2.4.2 Toda aplicação cont́ınua positivamente expansiva com sombreamento po-
sitivo, de um espaço métrico compacto, é topologicamente GH-estável.

Demonstração. Análoga à demostração do Teorema 2.2.3.

Exemplo 2.4.3 A aplicação z → z2 do ćırculo unitário S1 = {z ∈ C : |z| = 1} é posi-
tivamente expansiva e tem a propriedade do sombreamento positivo, então, pelo Teorema
2.4.2, esta aplicação é topologicamente GH-estável.

Teorema 2.4.4 Seja M uma variedade compacta homogênea, então toda aplicação cons-
tante f :M →M é GH-estável.

Demonstração. Seja M uma variedade compacta homogênea e f : M → M uma
aplicação constante igual a x0 ∈ M . Suponha que f não é topologicamente GH-estável.
Então, dado ε > 0, para todo n ∈ N existe um espaço métrico compacto Yn e uma

aplicação cont́ınua gn : Yn → Yn tal que dGH0(f, gn) <
1

n
e não existem ε-isometrias

continuas h : Yn →M tais que f ◦h = h◦gn. Assim obtemos uma sequência de aplicações
cont́ınuas (gn)n∈N tais que lim

n→∞
dGH0(f, gn) = 0.

Como dGH0(f, gn) → 0, então existe uma sequência de escalares positivos (δn)n∈N tais que
δn → 0+ e uma sequência de δn-isometrias in :M → Yn e jn : Yn →M tais que

dC0(gn ◦ in, in ◦ f) < δn e dC0(jn ◦ gn, f ◦ jn) < δn, ∀n ∈ N.

Logo, para todo y, y′ ∈ Yn e n ∈ N, temos

dM(jn(gn(y)), jn(gn(y
′))) ≤dM(jn(gn(y)), f(jn(y)))

+ dM(f(jn(y))), f(jn(y
′))))

+ dM(f(jn(y
′))), jn(gn(y

′)))

< 2δn.

(2.9)

Como jn é uma δn-isometria, então |dM(jn(gn(y)), jn(gn(y
′))) − dM(gn(y), gn(y

′))| < δn
portanto:

dM(gn(y), gn(y
′)) < dM(jn(gn(y)), jn(gn(y

′))) + δn

< 2δn + δn + δn = 3δn.
(2.10)
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Então,
diam(gn(Yn)) < 3δn, ∀n ∈ N.

Agora tomando uma sequência (yn)n∈N. Como dGH0(f, gn) → 0, então pelo Item 2 do
Teorema 2.1.8 temos que dGH(M,Yn) → 0. Além disso, existe uma sequência εn → 0+

e uma sequência de εn-isometrias cont́ınuas ĵn : Yn → M(Veja [4], página 268). Como
M é uma variedade homogênea, pela composição de ĵn com uma isometria de M se for
necessário, podemos assumir

ĵn(gn(yn)) = 0, ∀n ∈ N.

Por outro lado, como M é uma variedade homogênea, existe uma sequência de aplicações
cont́ınuas kn :M →M e ∆ > 0 tais que

dC0(kn, IdX) ≤
ε

8
e kn(B(x0,∆)) = x0 ∀n ∈ N.

Consideremos a sequência de aplicações hn = kn ◦ ĵn : Yn → M , logo temos que hn é

cont́ınua. Ainda como kn é uma
ε

8
-isometria e como ĵn é εn-isometria, temos que hn é

uma (
ε

8
+ εn)-isometria, então hn é uma ε-isometria para n suficientemente grande. Além

disso, como ĵn é uma ε-isometria, temos

diamX(ĵn(gn(Yn))) < ε+ diam(gn(Yn)) < εn + 3δn

e assim diamX(ĵ(gn(Yn))) → 0 quando n → ∞. Como x0 = ĵn(gn(yn)) ∈ ĵn(gn(Yn)),
conclúımos que ĵn(gn(Yn)) ⊂ B(x0,∆) para n suficientemente grande. Disto e pelas
propriedades de kn obtemos que kn(ĵn(gn(y)))) = x0, para todo y ∈ Yn e todo n sufici-
entemente grande. Logo, como f(hn(y)) = x0, isto implica na existência de ε-isometrias
cont́ınuas hn : Yn → M tais que f ◦ hn = hn ◦ gn para todo n grande. Isto é uma
contradição que completa a prova.
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CAPÍTULO 3

PROPRIEDADES DE

HOMEOMORFISMOS GH ESTÁVEIS

Neste caṕıtulo verificaremos algumas propriedades para as dinâmicas topologicamente
Gromov-Hausdorff estáveis. Convém destacar que os resultados apresentados neste caṕıtulo
são inéditos.

3.1 Consequências da GH-estabilidade em dinâmicas

transitivas

3.1.1 Entropia Topológica

Um homeomorfismo topologicamente estável, por definição, é topologicamente conjugado
a todo homeomorfismo C0-próximo a ele. Assim, pelo Corolário 1.4.3, temos que a entro-
pia é a mesma para todo homeomorfismo C0-próximo a este homeomorfismo topologica-
mente estável. Uma curiosidade imediata é saber se ocorre o mesmo para homeomorfismos
topologicamente GH-estáveis na distancia GH0. Nesta seção veremos que isso nem sempre
vai ocorrer.

Proposição 3.1.1 Sejam f e g dois homeomorfismos tais que dGH0(f, g) = 0, então
htop(f) = htop(g).

Demonstração. Sejam X, Y espaços métricos compactos, f : X → X e g : Y → Y
homeomorfismos tais que dGH0(f, g) = 0. Pelo item 3 do Teorema 2.1.8 existe uma
isometria h : Y → X tal que f ◦ h = h ◦ g. Logo como h é isometria, então h é um
homeomorfismo, portanto f e g são conjugadas, e assim

htop(f) = htop(g).
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Devido à Proposição 3.1.1 é natural nos perguntarmos se podemos obter constância de
entropia para homeomorfismos GH0 próximos a um GH-estável ou ao menos continuidade
da entropia. Em geral isso não é verdade, como podemos ver no resultado seguinte:

Teorema 3.1.2 Existe um homeomorfismo f , sobre um espaço métrico compacto, GH-
estável com entropia positiva, e homeomorfismos gn convergindo para f na topologia GH0,
com htop(gn) = 0 para todo n ∈ N.

Para mostrarmos este resultado vamos mostrar algo mais geral. Isto é, que homeomor-
fismos topologicamente transitivos são sempre GH0-aproximados por homeomorfismos de
entropia zero, mais precisamente, temos o seguinte:

Teorema 3.1.3 Seja f : X → X um homeomorfismo topologicamente transitivo, então
existe uma sequência de homeomorfismos gn, sobre espaços métricos Yn, tais que
lim
n→∞

dGH0(f, gn) = 0 e htop(gn) = 0 para todo n ∈ N.

Vejamos portanto a demostração do Teorema 3.1.2.
Demonstração. Considere a aplicação Shift bilateral σ : Σ2 → Σ2 sobre o espaço de
dois śımbolos como na Definição 4.2.1. Pelo Corolário 4.2.4 sabemos que esta aplicação é
um homeomorfismo expansivo com a propriedade do sombreamento, e pelo Teorema 1.4.2
temos que σ é topologicamente GH-estável. Como o shift é um homeomorfismo transitivo
(Proposição 4.2.5) podemos aplicar o Teorema 3.1.3, e assim conclúımos a prova.

Agora vamos demostrar o Teorema 3.1.3.
Demonstração. Suponha que f é topologicamente GH- estável. Dado n ∈ N, para

εn =
1

n
, existe δn > 0 como na definição de estabilidade GH para f . Podemos supor que

δn < εn. Além disso, pela continuidade uniforme de f , existe αn tal que se d(x, x′) < αn,

então d(f(x), f(x′)) <
δn
3
. Assumindo αn <

δn
3
, como f é transitivo, existe a ∈ X tal

que O+(a) é densa em X, mais ainda O+(fk(a)) é densa para todo k ∈ N. Assim dado
n ∈ N, existe M ∈ N tal que

dH(
M⋃

i=0

{f i(a)}, X) < αn.

Como O+(fM(a)) é densa, existe N ≥ M tal que d(fN+1(a), a) < αn. Logo tomando
Yn = {a, f(a), f 2(a), . . . , fN(a)}, temos que que Yn é uma αn-pseudo órbita periódica, e

dH(X, Yn) ≤ dH(
N⋃

i=0

{f i(a)}, X) < αn.

Considere o espaço métrico compacto Yn com a métrica herdada de X, e gn : Yn → Yn
definida por gn(f

k(a)) = fk+1(a) se k = 0, 1, . . . , N − 1, e gn(f
N(a)) = a. Claramente gn

é bijetora, e mais, como Yn é um conjunto discreto, então gn é um homeomorfismo. Além

disso, observe que d(g(y), f(y)) <
δn
3

para todo y ∈ Yn.
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Afirmação: dGH0(gn, f) < δn.

De fato, consideremos a aplicação inclusão i : Yn → X. Como i(y) = y para todo
y ∈ Yn, então sup

y,y′∈YN

|d(i(y), i(y′)) − d(y, y′)| = 0 < δn. Além disso, como i(Yn) = Yn,

então dH(i(Yn), X) < αn < δn. Logo,

max{ sup
y,y′∈YN

|d(i(y), i(y′))− d(y, y′)|, dH(i(Yn), X)} < δn,

e portanto i é δn-isometria.

Por outro lado, temos também que dC0(i ◦ gn, f ◦ i) < δn. De fato: para todo k =
1, 2, . . . , N − 1, temos

d(i ◦ gn(f
k(a)), f ◦ i(fk(a))) = d(fk+1(a), fk+1(a)) = 0 < δn.

E

d(i ◦ gn(f
N(a)), f ◦ i(fN(a)) = d(a, fN+1(a)) < δn.

Assim d(i ◦ gn(y), f ◦ i(y) < δn, para todo y ∈ Yn, logo dC0(i ◦ gn, f ◦ i) < δn.

Por outro lado, como dH(Yn, X) < δn, dado x ∈ X tome um fk(a) = j(x) de tal modo

que d(x, fk(a)) < αn <
δn
3
, definindo assim a aplicação j : X → Yn. Agora, observemos

que

d(j(x), j(x′)) ≤ d(j(x), x) + d(x, x′) + d(x′, j(x′)) < d(x, x′) + 2αn < d(x, x′) + δn,

e de igual modo

d(x, x′) ≤ d(x, j(x)) + d(j(x), j(x′)) + d(j(x′), x′) < d(j(x), j(x′)) + δn.

Portanto |d(j(x), j(x′))−d(x, x′)| < δn e, por construção de j temos que dH(j(X), Yn) <
δn, assim j é δn-isometria. Passamos a provar que dC0(j ◦ f, gn ◦ j) < δn. Com efeito, seja
x ∈ X, então

d(j(f(x)), gn(j(x))) ≤ d(j(f(x)), f(x)) + d(f(x), f(j(x))) + d(f(j(x)), gn(j(x)))

<
δn
3

+
δn
3

+
δn
3

= δn.

Logo, d(j(f(x)), gn(j(x))) < δn, para todo x ∈ X, assim dC0(j ◦f, gn◦j) < δn. E portanto

mostramos que dGH0(f, gn) < δn <
1

n
para todo n ∈ N. Assim, finalmente, temos que

lim
n→∞

dGH0(f, gn) = 0.

Logo, como Yn é um conjunto finito para todo n ∈ N, então htop(gn) = 0 para todo n ∈ N.
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Figura 3.1: Aplicação GH0- próxima a f .

3.1.2 Densidade de pontos Periódicos

Os pontos com órbitas finitas (pontos periódicos) são de grande importância no estudo do
comportamento dos sistemas dinâmicos. Neste sentido, é fundamental estudar a existência
de pontos periódicos e ver como eles estão distribúıdos no conjunto sobre o qual está defi-
nido o sistema dinâmico. Veremos que para homeomorfismos transitivos topologicamente
GH-estáveis os pontos periódicos se distribuem densamente. Mais precisamente:

Teorema 3.1.4 Seja f : X → X um homeomorfismo topologicamente GH-estável e
transitivo, então cl(Per(f)) = X.

Antes de mostrarmos este teorema, vamos provar primeiro que o conjunto X é Hausdorff-
aproximável por órbitas periódicas.

Proposição 3.1.5 Seja f : X → X um homeomorfismo topologicamente GH-estável e
transitivo, então, dado ε > 0, existe x ∈ Per(X), O(x) = {x, f(x), f 2(x), . . . , f p(x)}, tal
que dH(O(x), X) < ε.

Demonstração. Seja ε > 0, então existe δ > 0, como na GH-estabilidade de f .
Usando os métodos da demostração do Teorema 3.1.3 podemos encontrar um conjunto
Y = {a, f(a), f 2(a), . . . , fN(a)} e g : Y → Y , tal que dGH0(f, g) < δ, onde

g(fk(a)) =





fk+1(a) se k = 0, 1, . . . , N − 1,

a se k = N.

Logo, como dGH0(f, g) < δ, existe uma ε-isometria cont́ınua h : Y → X, tal que
f ◦ h = h ◦ g. Observe que fk(a) = gk(a) para k = 0, 1, 2, . . . , N , assim temos que

h((fk(a))) = h((gk(a))) = fk(h(a)).
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Então
h(Y ) = {h(a), f(h(a)), f 2(h(a)), . . . , fN(h(a))}.

Figura 3.2: Aproximação do conjunto X por órbitas periódicas.

O ponto h(a) ∈ X é um ponto periódico. De fato:

fN+1(h(a)) = h(gN+1(a)) = h(g(fN(a))) = h(a).

Assim h(a) ∈ Per(f), com per(h(a)) ≤ N +1, e O(h(a)) = Y . Mas como h é ε-isometria,

dH(O(h(a)), X) = dH(Y,X) < ε.

Demostração do Teorema 3.1.4:

Primeiro suponha o contrário, ou seja, que cl(Per(f)) 6= X, então existe b ∈ X e b /∈
cl(Per(f)). Como cl(Per(f)) é compacto, então dH(b, cl(Per(f))) = ε > 0, mas pelo
teorema anterior existe x ∈ Per(f) tal que dH(O(x), X) < ε, e como b ∈ X temos que
dH(b,O(x)) < ε. Como O(x) ⊂ cl(Per(f)), temos

dH(b, cl(Per(f))) ≤ dH(b,O(x)) < ε.

33



O que gera uma contradição e, portanto, cl(Per(f)) = X. �

Na sequência, apresentaremos uma aplicação imediata do Teorema 3.3.1 para homeo-
morfismos minimais, os quais não podem ser topologicamente GH-estáveis.

Corolário 3.1.6 Se f : X → X é um homeomorfismo minimal sobre um espaço métrico
compacto X, então f não pode ser topologicamente GH-estável.

Demonstração. Suponha por absurdo, que f seja GH-estável. Como f é minimal então

cl(O+(x)) = X para todo x ∈ X.

Em particular, f é transitivo. Pelo Teorema 3.1.4, se f fosse GH-estável, implicaria que
Per(f) 6= ∅, o que contradiz o fato de f ser minimal. Logo, f não pode ser topologicamente
GH-estável.

Corolário 3.1.7 Seja f : X → X um homeomorfismo minimal de um espaço métrico
compacto X. Então f é não expansivo ou f não tem a propriedade do sombreamento.

Demonstração. Suponha que f tem as duas propriedades, ou seja que f seja expansivo
e tenha a propriedade do sombreamento, então pelo Teorema 2.2.3 temos que f é topo-
logicamente GH-estável, mas isso contradiz o Corolário 3.1.6. Portanto f não pode ser
expansivo e ter a propriedade do sombreamento ao mesmo tempo.

3.2 Consequências da GH-estabilidade em dinâmicas

sobre espaços desconexos

Existem dinâmicas muito interessantes que são topologicamente GH- estáveis, como por
exemplo o Shift Bilateral, o qual está definido num espaço métrico compacto desconexo.
Esta dinâmica é muito utilizada tanto em sistemas dinâmicos como na teoria dos números,
é por isso que torna-se interessante estudar as dinâmicas GH0-próximas a esta. O seguinte
teorema dá uma ideia a respeito do conjunto sobre o qual deverá estar definida uma
dinâmica GH0- próxima a uma dinâmica topologicamente GH-estável definida sobre um
espaço desconexo.

Teorema 3.2.1 Seja X um espaço métrico compacto desconexo. Se f : X → X é um
homeomorfismo topologicamente GH-estável, então existe δ > 0 tal que, se g : Y → Y é
um homeomorfismo sobre um espaço métrico compacto e conexo Y , então:

dGH0(f, g) ≥ δ.

Demonstração. Seja C(X) o conjunto das componentes conexas de X. Como X é
compacto e as componentes são disjuntas duas a duas, então cada componente é compacta.
De fato, sejam C,C ′ ∈ C(X) componentes conexas de X, então C ∩ C ′ = ∅, portanto
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temos que

C ∩X = C ∩X

= C ∩
⋃

C′∈C(X)

C ′

=
⋃

C′∈C(X)

[C ∩ C ′]

= C ∩ C

= C.

(3.1)

Então C ⊂ X é fechado e portanto compacto. Como C é uma componente conexa
arbitrária de X, então toda componente conexa de X é compacta. Logo fixemos C1, C2 ∈
C(X). Como C1 e C2 são compactos disjuntos, então dH(C1, C2) = α > 0, logo para todo
C ∈ C(X) temos que:

α = dH(C1, C2) ≤ dH(C1, C) + dH(C,C2)

e portanto temos que dH(C1, C) ≥
α

2
ou dH(C,C2) ≥

α

2
. Suponha que dH(C1, C) ≥

α

2
,

então:

dH(C,X) ≥ dH(C,C1) ≥
α

2
.

Logo, tomando ε =
α

2
, como f é topologicamente GH-estável, existe δ > 0 tal que se

g : Y → Y é um homeomorfismo de um espaço métrico compacto com dGH0(f, g) < δ,
então existe uma ε-isometria cont́ınua h : Y → X tal que f ◦ h = h ◦ g.
Suponha por absurdo que exista um homeomorfismo g : Y → Y de um espaço métrico
compacto e conexo tal que dGH0(f, g) < δ. Logo existe ε-isometria cont́ınua h : Y → X.
Como h é cont́ınua e Y conexo então h(Y ) é conexo, então h(Y ) está contido em uma
componente conexa de X, ou seja, h(Y ) ⊆ C0 para algum C0 ∈ C(X). Então temos que

dH(h(Y ), X) ≥ dH(C0, X)

≥
α

2
= ε.

(3.2)

Portanto temos que dH(h(Y ), X) ≥ ε, mas isso contradiz a o fato de h ser ε-isometria,
pois dH(h(Y ), X) < ε. E assim conclúımos a demostração.

Corolário 3.2.2 Seja σ : Σ2 → Σ2 a aplicação shift bilateral sobre o espaço de dois
śımbolos, então para todo homeomorfismo g : Y → Y de um espaço métrico compacto e
conexo temos que dGH0(σ, g) ≥ δ, para algum δ > 0.

Demonstração. Consequência imediata do fato de Σ2 ser desconexo e do Teorema 3.2.1.
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3.3 GH-estabilidade preserva entropia em dinâmicas

sobre S1

Antes de enunciarmos o seguinte teorema, vejamos como é a estrutura de S1 como espaço
métrico. Nos referimos ao ćırculo unitário S1 = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 = 1}, considerando
[x, y] o arco de S1 com ponto inicial x e ponto final em y em sentido anti-horário, L([x, y])
como sendo o comprimento do arco [x, y]. Logo, olhamos para S1 sob o ponto de vista de
uma métrica d : S1 × S1 → R

+
0 dada por:

d(x, y) = min{L([x, y]), L([y, x])}.

É fácil verificar que, para todo x, y ∈ S1, a aplicação d cumpre as propriedades de uma
métrica, ou seja:

1. para todo x, y ∈ S1, d(x, y) ≥ 0 e que d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo z ∈ S1.

Teorema 3.3.1 Seja f : S1 → S1 uma aplicação cont́ınua topologicamente GH-estável.
Existe δ > 0 tal que toda aplicação cont́ınua g : S1 → S1, com dGH0(f, g) < δ, satisfaz
que

htop(g) ≥ htop(f).

Demonstração. Tomando 0 < ε <
1

4
. Pela estabilidade GH de f , existe δ > 0 tal que,

para toda aplicação continua g : S1 → S1 com dGH0(f, g) < δ, existe uma ε-isometria

cont́ınua h : S1 → S1 tal que f ◦ h = h ◦ g. Como ε <
1

4
pelo Lema 2.3.5 temos que

h é sobrejetiva, além disso, como f ◦ h = h ◦ g, então h é uma semi-conjugação e pelo
Teorema 1.4.2 temos que htop(g) ≥ htop(f).

Corolário 3.3.2 Seja f : S1 → S1 uma aplicação cont́ınua topologicamente GH-estável
tal que htop(f) > 0, então existe δ > 0 tal se g : S1 → S1 é homeomorfismo, então

dGH0(f, g) > δ.

Demonstração. Seja δ > 0 como no Teorema 3.3.1 para f . Suponha, por absurdo, que
exista um homeomorfismo g de S1 tal que se dGH0(f, g) < δ, então htop(g) > 0, mas isso
contradiz ao Teorema 1.4.5. Portanto dGH0(f, g) > δ.

Exemplo 3.3.3 Considere a aplicação f : S1 → S1, z → z2 do ćırculo unitário S1 =
{z ∈ C : |z| = 1} . Temos que htop(f) = log 2 > 0 ([8], pag 368 ) e pelo Exemplo 2.4.3
sabemos que f é topologicamente GH-estável, logo pelo Corolário 3.3.2, segue que existe
uma vizinhança V(f) de f na distancia GH0 tal que V(f) ∩Hom(S1) = ∅.
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O Teorema 3.3.1 garante que em S1 toda dinâmica próxima a uma dinâmica topologi-
camente GH-estável com entropia positiva também tem entropia positiva, agora veremos
que isso é um caso particular do seguinte resultado, quando a dinâmica em S1 é transitiva.

Teorema 3.3.4 Seja f : S1 → S1 uma aplicação cont́ınua transitiva e topologicamente
GH-estável e X um espaço métrico compacto e conexo. Existe δ > 0 tal que toda aplicação
cont́ınua g : X → X, com dGH0(f, g) < δ, satisfaz que

htop(g) ≥ htop(f).

Demonstração. Este teorema é uma consequência imediata da seguinte proposição.

Proposição 3.3.5 Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua topologicamente transitiva
sobre uma variedade unidimensional e β > 0. Se f é topologicamente GH-estável, então
existe δ > 0 tal que toda aplicação cont́ınua g satisfazendo dGH0(f, g) < δ, sobre um espaço
métrico compacto Y , o qual contém um subconjunto conexo CY com diâmetro maior do
que β, satisfaz

htop(g) ≥ htop(f).

Demonstração. Seja a ∈ M tal que O+(a) = M . Seja ε =
1

2
β > 0, como f é

topologicamente GH-estável, existe δ > 0 tal que para toda aplicação g : Y → Y de um
espaço métrico Y com dGH0(f, g) < δ, existe uma ε-isometria cont́ınua h : Y → M tal
que f ◦h = h ◦ g. Como Y contém um subconjunto conexo CY , com diam(CY ) > β, tome
y1, y2 ∈ CY tal que dY (y1, y2) > ε. Assim,

dX(h(y1), h(y2)) > dY (y1, y2)− ε > 0.

Portanto h(y1) 6= h(y2) e assim h|CY é não constante. Como M é unidimensional e
h(CY ) ⊆M é um conjunto conexo, este conjunto é uma curva. Em particular tem interior
não vazio, pois é unidimensional. Mas como O+

f (a) é denso em Y , então fn0(a) ∈ h(CY )

para algum n0 ∈ N. Logo O+
f (f

n0(a)) ⊂ h(Y ). Mas observe também que O+
f (f

n0(a)) é
densa em M , ou seja,

O+
f (f

n0(a)) =M,

portanto
dH(h(Y ),M) ≤ dH(O

+
f (f

n0(a)),M) = 0.

Como Y é compacto, temos que h(Y ) é um conjunto compacto tal que dH(h(Y ),M) = 0,
então h(Y ) = M e, portanto, h é uma semi-conjugação topológica. Pelo Teorema 1.4.2
temos que:

htop(g) ≥ htop(f).
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3.4 Anosov Clossing Lema como consequência da GH-

estabilidade.

Um dos resultados mais importantes em Sistemas Dinâmicos é o Anasov Closing Lema
([8], pag 416), onde se usa fortemente a condição de hiperbolicidade, pelo fato de que
todo conjunto hiperbólico tem a propriedade de sombreamento. Neste caṕıtulo veremos
que podemos enfraquecer a condição de hiperbolicidade, trocando hiperbolicidade por
GH-estabilidade. Antes de enunciar o teorema precisamos da seguinte definição:

Definição 3.4.1 Seja f : X → X um homeomorfismo e X um espaço métrico compacto.
Dizemos que um conjunto compacto Λ ⊂ X, f -invariante, é aproximado por cadeias, se
para todo δ > 0 existem δ-cadeias periódicas e disjuntas {x1,i}

n1

i=0, {x2,i}
n2

i=0, . . . , {xk,i}
nk

i=0 ⊂
Λ, com xj,0 = xj,nj

, tais que

dH(
k⋃

j=1

{xj,i}
nj

i=0,Λ) < δ.

Figura 3.3: Conjunto aproximado por cadeias periódicas.

Teorema 3.4.2 Seja Λ ⊂ X aproximado por cadeias e f |Λ topologicamente GH-estável,
então

cl(Per(f) ∩ Λ) = Λ.

Demonstração. Dado ε > 0, tomamos 0 < α < ε como na definição de GH-estabilidade
de f restrito a Λ. Como f |Λ é uniformemente cont́ınua, existe δ > 0 tal que se d(x, x′) < δ

então d(f(x), f(x′)) <
α

3
. Podemos assumir δ <

α

3
. Como Λ é aproximado por cadeias,

existe uma coleção finita de δ-cadeias periódicas e disjuntas {x1,j}
k1
0 , {x2,j}

k2
0 , . . . , {xn,j}

kn
0 ⊂

Λ, onde xi,0 = xi,ki , e

dH(
n⋃

i=1

{xi,j}
ki
0 ,Λ) < δ.

Tomando Y =
n⋃

i=1

{xi,j}
ki
0 , definamos a função g : Y → Y como g(xi,j) = xi,j+1 para

todo i = 1, 2, . . . , n. Fazendo um procedimento análogo ao da demostração do Teorema
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Figura 3.4: Densidade do conjunto dos pontos periódicos Λ.

3.1.3, tomando ϕ = id|Y , ϕ : Y → Λ, claramente ϕ é α- isometria, além disso

d(f ◦ ϕ(xi,j), ϕ ◦ g(xi,j)) = d(f(xi,j), xi,j+1) < δ.

Assim dC0(f ◦ ϕ, ϕ ◦ g) < α. Logo como dH(Y,Λ) < δ, constrúımos uma aplicação ψ :
R(f) → Y , tomando para cada x ∈ Λ um ψ(x) ∈ Y tal que d(ψ(x), x) < δ. Como na
demostração do Teorema 3.1.3, ψ é δ- isometria e portanto α-isometria. Além disso,

d(ψ(f(x)), g(ψ(x))) ≤ d(ψ(f(x)), f(x)) + d(f(x), f(ψ(x))) + d(f(ψ(x)), g(ψ(x)))

<
α

3
+
α

3
+
α

3
= α.

Então, dC0(ψ ◦f, g ◦ψ) < α, portanto dGH0(f, g) < α. Pela GH-estabilidade de f |Λ existe
ε-isometria cont́ınua h : Y → Λ tal que f ◦ h = h ◦ g. Seja {xi,j}

ki
0 , então:

f(h(xi,j)) = h(g(xi,j)) = h(xi,j+1),

ou seja, fk(h(xi,j)) = h(xi,j+k) e f
m(h(xi,j)) = h(xi,j+m) = h(xi,j). Logo,

h({xi,j}
ki
0 ) = {h(xi), f(h(xi)), . . . , f

m−1(h(xi)), f
m−1(h(xi)) = h(xi)}.

Para cada i = 1, 2, . . . , n temos que h({xi,j}
ki
0 ) = O(h(xi)). Mas h(xi) ∈ Per(f), ou seja,

h(Y ) ⊂ Per(f) ∩ Λ. Mas como h é ε-isometria temos que dH(h(Y ),Λ) < ε e, portanto,

dH(Per(f) ∩ Λ,Λ) ≤ dH(h(Y ),Λ) < ε.

Como ε é arbitrário, temos que cl(Per(f) ∩ Λ) = Λ.

Proposição 3.4.3 Seja f :M →M um homeomorfismo sobre uma variedade compacta.
Sejam x 6= y tal que x, y ∈ R(f). Para todo δ > 0 existem δ-cadeias {xi}

n
0 , {yi}

m
0 ⊂ R(f),

onde x0 = x = xn e y0 = y = ym tais que {xi}
n
0 ∩ {yi}

m
0 = ∅.
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Demonstração. Seja δ > 0. Tomando ε =
δ

3
, pela continuidade uniforme de f |R(f),

existe 0 < δ′ < ε tal que se x, x′ ∈ R(f) e d(x, x′) < δ′ então d(f(x), f(x′)) < ε.

Logo, tomando x ∈ R(f), como R(f |R(f)) = R(f) ( Teorema 1.1.10), existe
δ′

2
-cadeia

{xi}
n
0 ⊂ R(f) onde x0 = x = xn. Agora, tome y ∈ R(f), y 6= x. Novamente pelo

Teorema 1.1.10, existe uma
δ′

2
-cadeia {y′j}

m
0 ⊂ R(f) onde y′0 = y = y′m. Suponha que

xi0 = y′j0 para algum i0 ∈ {1, 2, . . . n − 1} e j0 ∈ {1, 2, . . .m − 1}. Logo podemos tomar
yi0 ∈ B(x0, δ

′) ∩R(f) tal que yi0 6= xi0 , assim temos que

d(f(y′i0−1), yi0) ≤ d(f(y′i0−1), xi0) + d(xi0 , yi0)

< d(f(y′i0−1), y
′
i0
) + α

<
δ′

2
+ δ′

< δ

(3.3)

e

d(f(yi0), y
′
i0+1) ≤ d(f(yi0), f(xi0)) + d(f(xi0), y

′
i0+1)

= d(f(yi0), f(xi0)) + d(f(y′i0), y
′
i0+1)

< ε+
δ′

2
< δ.

(3.4)

Logo substituindo y′i0 por yi0 obtemos uma δ-cadeia.

{y′0, y
′
2, . . . , y

′
i0−1, yi0 , y

′
i0+1

, . . . , y′m}

Logo se {xi}
n
0 ∩ {y′0, y

′
2, . . . , y

′
i0−1, yi0 , y

′
i0+1

, . . . , y′m} = ∅ então para todo j 6= i0 tomamos
yj = y′j, assim {yj}

m
0 é uma δ-cadeia. No caso contrário aplicamos o procedimento anterior

uma quantidade finita de vezes, e assim fica provado a proposição.

Lema 3.4.4 Seja f : M → M um homeomorfismo sobre uma variedade compacta M ,
então:

(I) R(f) é aproximado por cadeias.

(II) L(f) é aproximado por cadeias.

(III) Ω(f |Ω(f)) é aproximado por cadeias.

Demonstração. Item I. Seja δ > 0, como R(f) é um conjunto compacto, podemos
tomar uma quantidade finita {x1, x2, . . . , xn} ⊂ R(f) tal que

dH(
n⋃

i=1

{xi},R(f)) < δ.
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Pelo teorema de Conley’s (Teorema 1.1.10) temos que R(f |R(f)) = R(f) e pela Pro-
posição 3.4.3 existem δ-cadeias disjuntas {x1j}

k1
0 , {x2j}

k2
0 , . . . , {xnj}

kn
0 ⊂ R(f) onde xij =

xij+ki e xi0 = xi. Logo, como {x1, x2, . . . , xn} ⊂
n⋃

i=1

{xij}
ki
0 , portanto

dH(
n⋃

i=1

{xij}
ki
0 ,R(f)) ≤ dH(

n⋃

i=1

{xi},R(f)) < δ.

Item II. Dado δ > 0. Como f é uniformemente cont́ınua, existe 0 < α <
δ

2
tal que, se

d(x, x′) < α, então d(f(x), f(x′)) <
δ

2
. Logo, como L(f) = cl(

⋃

x∈M

(α(x) ∪ ω(x)))) e L(f)

é compacto, podemos tomar um conjunto finito {x1, x2, . . . , xm} ⊂
⋃

x∈M

(α(x) ∪ ω(x)) tal

que

dH(
m⋃

i=1

{xi}, L(f)) < δ.

Supondo que xi ∈ ω(zi) para algum zi ∈M , logo existe ni, ki ∈ N tal que

d(fni(zi), f
ni+ki(z)) <

α

2
e d(fni(zi), xi) <

α

2
,

mais ainda, tal que d(f j(zi), ω(zi)) ≤ α para todo ni ≤ j ≤ ni + ki. Logo, podemos
encontrar para cada fni+j(zi) um ponto xi,j ∈ L(f) tal que d(fni+j(zi), xi,j) < α para
todo j = 0, 1, 2, . . . , ki. Considere o conjunto {xi,0, xi,1, xi,2, . . . , xi,ki−1}. Assim, se j =
0, 1, 2 . . . , ki − 2, observe que

d(f(xi,j), xi,j+1) ≤ d(f(xi,j), f(f
ni+j(zi))) + d(f(fni+j(zi)), xi,j+1)

<
δ

2
+ d(fni+j+1(zi), xi,j+1)

<
δ

2
+ α

<
δ

2
+
δ

2
= δ,

(3.5)

e

d(f(xi,ki−1), xi,0) ≤ d(f(xi,ki−1), f
ni+ki(zi)) + d(fni+ki(zi), xi,0)

≤
δ

2
+ d(fni+ki(zi), f

ni(zi)) + d(fni(zi), xi,0)

<
δ

2
+
α

2
+
α

2

<
δ

2
+ α

<
δ

2
+
δ

2
= δ.

(3.6)
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Portanto, se tomarmos xi,ki+j = xj, temos que para cada i = 1, 2, . . . ,m o conjunto
{xi,0, xi,1, xi,2, . . . , xi,ki−1, xi,ki} = {xi,j}

ki
j=0 é uma δ-cadeia periódica contida em L(f), e

dH(
m⋃

i=1

{xi,j}
ki
j=0, L(f)) ≤ dH(

m⋃

i=1

{xi}, L(f)) < δ.

Portanto L(f) é aproximável por cadeias periódicas.

Item III. Imediato.

Teorema 3.4.5 Seja f :M →M um homeomorfismo sobre uma variedade compacta M .
Então:

(a) Se f |R(f) é topologicamente GH-estável, então cl(Per(f)) = R(f) = L(f) = Ω(f).

(b) Se f |L(f) é topologicamente GH-estável, então cl(Per(f)) = L(f).

(c) Se f |Ω(f |Ω(f)) é topologicamente GH-estável, então cl(Per(f)) = Ω(f |Ω(f)).

Demonstração. Item (a). Seja f |R(f) topologicamente GH-estável, pelo Lema 3.4.4
Item I, temos que R(f) é aproximado por cadeias periódicas, logo pelo Teorema 3.4.2
temos que

R(f) = cl(R(f) ∩ Per(f)) = cl(Per(f)).

Logo pela Proposição 1.1.11 temos que cl(Per(f)) = R(f) = L(f) = Ω(f).

Item (b). Seja f |L(f) topologicamente GH-estável, pelo Lema 3.4.4 Item II, temos
que L(f) é aproximado por cadeias periódicas, logo pelo Teorema 3.4.2 temos que

L(f) = cl(L(f) ∩ Per(f)) = cl(Per(f)).

Item (c). Analogamente.

Corolário 3.4.6 (Anosov Closing Lemma). Seja f : M → M um difeomorfismo de
classe C1 de uma variedade compacta. Então:

(a) Se o conjunto dos pontos recorrentes por cadeias de f , R(f), tem estrutura hi-
perbólica, então cl(Per(f)) = R(f) = L(f) = Ω(f).

(b) Se o conjunto limite de f , L(f), tem estrutura hiperbólica, então cl(Per(f)) = L(f).

(c) Se o conjunto dos pontos não errantes de f , Ω(f), tem estrutura hiperbólica, então
cl(Per(f)) = Ω(f |Ω(f)).

Demonstração. É consequência imediata do Teorema 3.4.5, pois todo homeomorfismo
hiperbólico é topologicamente GH-estável (Corolário 2.2.4).
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CAPÍTULO 4

APÊNDICE

Neste caṕıtulo, introduziremos alguns conceitos de dinâmica hiperbólica, e mostraremos
algumas propriedades dos homeomorfismos hiperbólicos. Também introduziremos breve-
mente o homeomorfismo Shift Bilateral e mostraremos algumas de suas propriedades as
quais já foram utilizados nos caṕıtulos anteriores.

4.1 Homeomorfismos hiperbólicos

Nesta seção consideraremos apenas homeomorfismos sobre espaços métricos compactos.

Definição 4.1.1 Seja f : X → X um homeomorfismo. Para todo ponto a ∈ X e uma
constante ε > 0, definimos:

W+
ε (a) = {x ∈ X : d(fn(a), fn(x)) ≤ ε para todo n ∈ Z

+}

e
W−

ε (a) = {x ∈ X : d(fn(a), fn(x)) ≤ ε para todo n ∈ Z
−}.

Introduziremos o conceito de hiperbolicidade para homeomorfismos.

Definição 4.1.2 Um homeomorfismo f : X → X é hiperbólico se existem constantes
ε0, α0, c > 0 e 0 < λ < 1 tais que

(1).
W+

ε0
(a) = {x ∈ X : d(fn(a), fn(x)) ≤ cλnd(a, x) para todo n ∈ Z

+}.

W−
ε0
(a) = {x ∈ X : d(fn(a), fn(x)) ≤ cλ−nd(a, x) para todo n ∈ Z

−}.

(2). Para todo (x1, x2) ∈ D(α0) = {(x, x′) ∈ X × X : d(x, x′) ≤ α0}, os conjuntos
W+

ε0
(x1) e W

−
ε0
(x2) se intersectam em um único ponto 〈x1, x2〉, ou seja,

W+
ε0
(x1) ∩W

−
ε0
(x2) = {〈x1, x2〉}
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Lema 4.1.3 Seja f : X → X um homeomorfismo hiperbólico. Então o mapa 〈, 〉 :
D(α0) → X é cont́ınuo.

Demonstração. Seja ((xn, x
′
n))n∈N ⊂ D(α0) uma sequência que converge a um ponto

(x, x′) ∈ D(α0). Tomando zn = 〈xn, x
′
n〉, pela compacidade de X temos que (zn)n∈N

tem uma subsequência convergente (znk
). Seja z ∈ X tal que znk

→ z. Como {znk
} =

W+
ε0
(xn) ∩W

−
ε0
(x′n), temos que

d(f i(xn), f
i(zn)) ≤ ε0 e d(f−i(xn), f

−i(zn)) ≤ ε0

para todo i ∈ Z
+. Mas como (xn, x

′
n) → (x, x′) e znk

→ z temos que

d(f i(x), f i(z)) ≤ ε0 e d(f−i(x′), f−i(z)) ≤ ε0.

Portanto, z ∈ W+
ε0
(x) ∩ W−

ε0
(x′) = {〈x, x′〉}, ou seja z = 〈x, x′〉. Assim, finalmente

〈xn, x
′
n〉 → 〈x, x′〉, o que prova o lema.

Teorema 4.1.4 Seja f : X → X um homeomorfismo hiperbólico, então f é um homeo-
morfismo expansivo.

Demonstração. Primeiro observe que W+
ε0
(x) ∩W−

ε0
(x) = 〈x, x〉 = {x}. Suponha que

exista x, y ∈ X e α0 > 0 tais que d(fn(x), fn(y)) ≤ α0, para todo n ∈ Z. Então temos
que y ∈ W+

α0
(x) ∩W−

α0
(x) = {x}, logo x = y. Portanto, f é expansivo.

Lema 4.1.5 Seja f : X → X um homeomorfismo hiperbólico e ε0 como na definição
4.1.2. Então, existe β > 0 tal que se d(x, y) < β, então W+

ε (x) ∩W−
ε (y) = {〈x, y〉} para

todo escalar ε, com 0 < ε < ε0.

Demonstração. Seja λ0, β0, c > 0 como na definição 4.1.2, e 0 < ε < ε0. Pela conti-

nuidade uniforme de f , para
ε

c
> 0 existe β > 0 (podemos assumir β < β0) tal que se

x, y ∈ X e d(x, y) < β, então

d(x, 〈x, y〉) <
ε

c
e d(y, 〈x, y〉) <

ε

c
.

Mas pela hiperbolicidade de f temos que

W+
ε0
∩W−

ε0
(y) = {〈x, y〉}.

Como
d(fn(x), fn(〈x, y〉)) ≤ cλnd(x, 〈x, y〉) < ε

e
d(f−n(y), f−n(〈x, y〉)) ≤ cλnd(y, 〈x, y〉) < ε

para todo n ∈ Z
+, temos que

〈x, y〉 ∈ W+
ε ∩W−

ε (y) ⊆ W+
ε0
∩W−

ε0
(y).

Portanto, segue que W+
ε ∩W−

ε (y) = {〈x, y〉}.
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Lema 4.1.6 Seja f : X → X um homeomorfismo. Se existir α > 0 tal que, toda α-
cadeia (xi)

n
i=0, 0 ≤ n ≤ ∞, é β-sombreada, para todo β > 0, então f tem a propriedade

do sombreamento.

Demonstração. Seja (xi)
∞
−∞ uma α-cadeia. Dado 0 ≤ m,n ≤ ∞, temos que (xi)

n
−m é

uma α-cadeia. Tomando
yj = xj−m, 0 ≤ j ≤ m+ n,

observe que
d(f(yj), yj+1)) = d(f(xj−m), xj−m+1) < α.

Isto implica que (yj)
m+n
j=0 também é α-cadeia. Então, existe y ∈ X tal que d(f j(y), yj) < β

para todo 0 ≤ j < m+n− 1. Logo, pondo x = fm(y), para todo −m ≤ i < n temos que:

d(f j(x), xi) = d(f i+m(y), xi)

= d(f j(y), xj−m)

= d(f j(y), yj) < β.

(4.1)

Portanto (xi)
n
i=−m é β-sombreado.

Assim, para todo n ∈ Z
+, existe um yn ∈ X tal que d(f i(yn), xi) < β para todo −n ≤ i ≤

n. Como X é compacto, a sequência (yn) tem uma subsequência convergente ynk
→ y ∈ X.

Então, existe k ∈ Z
+ tal que d(f i(y), f i(ynk

)) < β para todo i, −nk ≤ i ≤ nk. Assim
temos

d(f i(y), xi) ≤ d(f i(y), f i(ynk
)) + d(f i(ynk

), xi) < 2β

e portanto (xi)
∞
i=−∞ é 2β-sombreada pela órbita de y ∈ X.

Teorema 4.1.7 Seja f : X → X um homeomorfismo hiperbólico, então f tem a propri-
edade do sombreamento.

Demonstração. Dado β > 0, sejam ε0, c, λ > 0 como na Definição 4.1.2, e tome δ =
1

2
min{ε0, (1−λ)

β

2c
}. Pelo Lema 4.1.5, existe ε1 com 0 < ε1 < β, tal queW+

δ (x)∩W−
δ (y) 6=

∅ sempre que d(x, y) < ε1. Logo, tomando m > 0 tal que λm <
ε1
2δc

e ε2 =
ε1
2m

,

d(f i(x), f i(y)) < ε2 de d(x, y) < ε, 0 < ε < ε1 e 0 ≤ i < m.
Seja (xi)

n
i=0, 0 ≤ n ≤ ∞, uma ε-cadeia. Tomando k ∈ Z

+ tal que n ≤ km, definimos

yi =





xi se 0 ≤ i ≤ n

f i−n(xn) se i ≤ i ≤ km.

Dessa forma, (yi)
km
i=0 também é uma ε-cadeia. Agora, para j ∈ Z tal que 1 ≤ j ≤ m,

temos

d(f j(yi), yi+j) ≤

j−1∑

s=0

d(f j−s(yi+s), f
j−s−1)(yi+s+1)

< jε2

≤
a1
2
.

(4.2)
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Como d(fm(y0), ym) <
ε1
2
, existe um ponto z1 ∈ W+

δ (ym) ∩W
−
δ (fm(y0)). Assumindo que

zj ∈ W+
δ (yjm) ∩W

−
δ (fm(zj−1)), então

d(fm(yjm), f
m(zj)) ≤ cλmd(yjm, zj) <

ε1
2
.

Assim, zj ∈ W+
δ (yjm) ⊂ W+

ε0
(yjm). Além disso, d(y(j+1)m, f

m(zj)) < ε1 sempre que

d(fm(yjm), y(j+1)m) <
a1
2
. Isto implica que existe um ponto zj+1 ∈ W+

δ (y(j+1)m) ∩

W−
δ (fm(zj)).

Seja w = f−km(zk). Então, para todo j ∈ Z com (i− 1)m ≤ j < im, temos

d(f j(w), yj) ≤d(f
j−km(zk, f

j−(i−1)(zi−1)))

+ d(f j−(i−1)m(zi−1), f
j−(i−1)(y(i−1)m))

+ d(f j−(i−1)m(y(i−1)m), yj).

(4.3)

Mas como

d(f j−(i−1)m(zi−1), f
j−(i−1)m(y(i−1)m)) ≤ cδλj−(i−1)m ≤ cδ

e

d(f j−km(zk),f
j−(i−1)m(zi−1))

≤
k−1∑

s=0

d(f j−(k−s)m(zk−s), f
j−(k−s−1)m(zk−s−1))

≤
k−1∑

s=0

cδλ−j+(k−s)m

(4.4)

e ainda

d(f j−(i−1)m(y(i−1)m), yj) <
ε1
2
,

temos que

d(f j(w), yj) < cδ(
∞∑

s=0

λ1+s + 1) +
ε1
2
.

Então (xi)
n
i=0 é β-sombreado. Logo, pelo Lema 4.1.6, f tem a propriedade de sombrea-

mento.

4.2 O Shift Bilateral

Nesta seção vamos definir a aplicação shift bilateral sobre o espaço de dois śımbolos. Esta
aplicação é muito utilizada em sistemas dinâmicos, pois tem muitas propriedades, das
quais mostraremos algumas nesta seção.
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Definição 4.2.1 A aplicação Shift Bilateral é a aplicação σ : Σ2 → Σ2, onde Σ2 é cha-
mado de espaço das sequências bilaterais de dois śımbolos e é definida da seguinte maneira:

Σ2 = {0, 1}Z = {s = (. . . , s−2, s−1, s0, s1, s2, . . .)|sk ∈ {0, 1}, k ∈ Z} com a métrica
definida por

d(s, t) =
+∞∑

k=−∞

|sk − tk|

2|k|
,

onde s = (sk)k∈Z, t = (tk)k∈Z e sk, tk ∈ {0, 1} para todo k ∈ Z. A aplicação shift
σ : Σ2 → Σ2, é definida como:

σ(. . . , s−2, s−1, ṡ0, s1, s2, . . .) = (. . . , s−1, s0, ṡ1, s2, s3, . . .).

O conjunto Σ2 com a métrica dada anteriormente é um espaço métrico compacto e a
aplicação Shift é um homeomorfismo .

Proposição 4.2.2 Dado δ > 0, existe N ∈ N, tal que para todo s, t ∈ Σ2, vale:

∑

|k|≥N

|sk − tk|

2|k|
< δ,

onde s = (sk)k∈Z e t = (tk)k∈Z.

Demonstração. Sejam s, t ∈ Σ2, s = (sk)k∈Z e t = (tk)k∈Z. Como
n∑

i=−n

1

2|i|
→ 3, quando

n vai para o infinito, existe N ∈ N tal que

∑

|k|≥N

1

2|k|
< δ.

Observe que para todo k ∈ Z temos que 0 ≤
|sk − tk|

2|k|
≤

1

2|k|
, portanto

∑

|k|≥N

|sk − tk|

2|k|
≤

∑

|k|≥N

1

2|k|
< δ.

Proposição 4.2.3 A aplicação Shift Bilateral σ : Σ2 → Σ2 é um homeomorfismo hi-
perbólico.

Demonstração. Tome ε0 =
1

2
, seja s = (si) ∈ Σ2, seja t = (ti) ∈ W+

ε0
(s), então:

d(σn(s), σn(t)) ≤ ε0 =
1

2
.
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Logo pela Proposição 4.2.2, existe N ∈ N tal que sj = tj para todo j ≥ −N . Além disso,
observe que se n ∈ Z

+, então

d(fn(s), fn(t)) = Σ+∞
j=−∞

|sj+n − tj+n|

2|j|

= Σ
−(N+n)
j=−∞

|sj+n − tj+n|

2−j

=
1

2
Σ

−(N+n)
j=−∞

|sj+n − tj+n|

2−j−1

=
1

2
Σ

−(N+n−1)
k=−∞

|sk+n−1 − tk+n−1|

2−k

=
1

2
d(fn−1(s), fn−1(t)).

(4.5)

Portanto

d(fn(s), fn(t)) = (
1

2
)nd(s, t).

Assim, temos que W+
1

2

(s) = {t ∈ Σ2 : d(f
n(s), fn(t)) ≤ (

1

2
)nd(s, t) para todo n ∈ Z

+}.

Da mesma maneira temos que se t′ = (t′i) ∈ W−
1

2

(s), então sj = tj para todo j ≤ N e que

W−
1

2

(s) = {t′ ∈ Σ2 : d(f
n(s), fn(t)) ≤ (

1

2
)nd(s, t) para todo n ∈ Z

−}.

Logo, seja D(
1

2
) = {(s, t) ∈ Σ2 × Σ2 : d(s, t) ≤

1

2
}. Como d(s, t) ≤

1

2
, então si = ti

para todo i = −3,−2, . . . , 2, 3. Pode-se verificar facilmente que N = 3. Seja a = (ai) ∈
Σ+

1

2

(s) ∩ Σ−
1

2

(t), então, pelo anterior temos que :

ai = si, para todo i ≥ −3

ai = ti, para todo i ≤ 3.

Portanto temos que

a = (. . . , t−n, . . . , t−1, t0, s1, s2, . . . , sn, . . .).

Logo Σ+
1

2

(s) ∩ Σ−
1

2

(t) = {a}, o que completa a prova do teorema.

Corolário 4.2.4 A aplicação Shift Bilateral σ : Σ2 → Σ2 satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(a) σ é expansivo.

(b) σ tem a propriedade do sombreamento.

Demonstração. Item (a). Pela Proposição 4.2.3 e pelo Teorema 4.1.4 temos que σ é
expansivo.

Item (b). Pela Proposição 4.2.3 e pelo Teorema 4.1.7 conclui-se que aplicação σ tem
a propriedade do sombreamento.
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Proposição 4.2.5 A aplicação Shift bilateral σ : Σ2 → Σ2 é um homeomorfismo transi-
tivo.

Demonstração. Sejam U ,V ⊂ Σ2 abertos e não vazios. Tomando s = (si)i∈Z ∈ U e
t = (ti)i∈Z ∈ V . Como U e V são abertos, existe δ > 0, tal que B(s, δ) ⊂ U e B(t, δ) ⊂ V .
Pela Proposição 4.2.2, existe n ∈ N, tal que se s = (si)i∈Z ∈ Σ2 e t = (ti)i∈Z ∈ Σ2 são tais
que si = si e ti = ti para todo i = −n,−n+1, . . . , n− 1, n, então d(s, s) < δ e d(t, t) < δ.
Portanto s ∈ U e t ∈ V . Tomando

ŝ = (. . . , 0, s−n, s−n+1, . . . , ṡ0, . . . , sn, t−n, t−n+1, . . . , tn, 0, . . .),

temos que

σ2n+1(ŝ) = (. . . , 0, s−n, . . . , sn, t−n, . . . , ṫ0, . . . , tn−1, tn, 0, . . .).

Portanto, d(σ2n+1(ŝ), t) < δ, e σ2n+1(ŝ) ∈ V , logo σ2n+1(U) ∩ V 6= ∅. Como U e V são
abertos arbitrários de Σ2, pela Proposição 1.2.2, conclúımos que σ é um homeomorfismo
topologicamente transitivo.
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distância
C0-Gromov-Hausdorff(GH0), 13
Gromov-hausdorff, 12
Hausdorff, 10

entropia topológica, 8, 29
estabilidade

Gromov-Hausdorff(GH), 16, 26
topológica, 7

expansividade, 6

homeomorfismo hiperbólico, 43
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