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CUBAS, R.J.C.B. Propriedades de um Homeomorfismo GH Estdvel. 2018. (51) p. Dis-
sertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Nesta dissertacao, vamos fazer um estudo de homeomorfismos topologicamente Gromov-
Hausdorff (GH) estaveis. Nesta linha, estudamos a relacao entre a estabilidade GH e a
estabilidade topolégica usual, como no artigo de Arbieto e Morales [2]. Na sequéncia,
apresentamos alguns resultados inéditos sobre a regularidade da entropia e a densidade
de pontos peridédicos para dinamicas topologicamente GH-estaveis.

Palavras-chave: (Estabilidade topoldgica, estabilidade topolégica GH, espago métrico,
entropia topoldgica, aproximado por cadeias, Anosov Closing Lemma).
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Abstract

In this text, we study homeomorphisms Gromov-Hausdorff (GH) topologically stable. In
this sense, we study the relation between GH stability and the usual topological stability,
as in the paper of Arbieto and Morales [2]. Also, we present some new results about
regularity of the entropy and density of periodic points for dynamics GH stable.

Keywords: (Topological stability, topological GH-stability, metric space, topological en-
tropy, approximated by chains, Anosov Closing Lemma ).
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INTRODUCAO

Em Sistemas Dinamicos, existem dinamicas que nos fornecem total informacao das dina-
micas C%-préximas a elas. Estas dinamicas sdo chamadas de topologicamente estaveis.
Isto é, se uma dinamica é topologicamente estavel, entao o comportamento das dinamicas
proximas a ela é o mesmo da sua propria dinamica. Por exemplo, dado uma dinamica to-
pologicamente estavel, numa vizinhanca dela todas as dinamicas tém a mesma quantidade
de pontos fixos, a mesma quantidade de pontos periédicos, sao transitivas ou expansivas
se alguma das dinamicas é, etc.. Isto ¢ uma consequéncia das dinamicas serem topolo-
gicamente conjugadas por um homeomorfismo proximo a identidade. Convém destacar
que em [10] Walters provou que a expansividade e a propriedade de sombreamento sao
condicoes suficientes para garantir estabilidade topolégica.

Em 2017, Arbieto e Morales em [2] apresentaram uma compreensao da métrica cldssica
de Gromov-Hausdorff [6] estendendo-a aos mapas entre espagos métricos, e iniciaram uma
andlise do comportamento de longo prazo através do conceito de estabilidade topoldgica
usual. Na verdade, eles combinaram a métrica Gromov-Hausdorff com a métrica usual C°
para obter a distancia C°-Gromov-Hausdorff (distancia GH®) entre mapas sobre espacos
métricos nao necessariamente iguais. Em seguida, introduziram um tipo de estabilidade
baseando-se na distancia GH e na estabilidade topolégica usual, a qual chamaram de
“estabilidade topoldgica Gromov-Hausdorff” (ou estabilidade GH).

Nesta dissertacao, introduziremos o conceito de estabilidade GH, e mostraremos al-
guns resultados, como no artigo de Arbieto e Morales, [2]. Mais precisamente, no capitulo
2, mostramos que todo homeomorfismo expansivo de um espago métrico com a propriedade
de sombreamento é topologicamente GH-estavel. Isto esta relacionado com o resultado
de Walters obtido em [10] para Estabilidade Topoldgica. Provamos também que existem
homeomorfismos topologicamente estaveis que nao sao topologicamente GH-estaveis. E
além disso, mostramos que todo homeomorfismo topologicamente GH-estavel no circulo
é topologicamente estavel. Além disto mostramos como estender a definicao de GH-
estabilidade topoldgica para mapas continuos e assim concluir que os mapas constantes
sobre variedades compactas homogéneas sao topologicamente GH-estéaveis.



Feito isto, apresentamos alguns resultados inéditos sobre propriedades dos homeomor-
fismos GH-estaveis, no capitulo 3, tais como: a existéncia de dinamicas topologicamente
GH-estéveis que sdao G H"-aproximadas por dindmicas de entropia zero (Teorema 3.1.2),
densidade de pontos periddicos para dinamicas transitivas topologicamente GH-estaveis,
entre outros resultados. Provamos também o Anosov Closing Lema como corolario do
Teorema 3.4.5, o qual utiliza a condicao de GH-estabilidade ao invés de hiperbolicidade.

Por fim, informamos que no primeiro capitulo desta dissertagao sao apresentados al-
guns resultados basicos da teoria de Sistemas Dinamicos que serao utilizados no decorrer
do texto. Destacamos, também, que no tltimo capitulo (Apéndice), introduzimos breve-
mente os homeomorfismos hiperbdlicos, e o Shift Bilateral, dinamica esta que foi usada
na demonstracao do Teorema 3.1.2.

Richard Javier Cubas Becerra
Uberlandia-MG, 22 de fevereiro de 2018.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo vamos definir e enunciar alguns resultados bésicos da teoria de Sistemas
Dinamicos que usaremos no decorrer desta dissertacao.

1.1 Definicoes basicas

Definicao 1.1.1 Seja f : X — X uma aplicagao continua, e x € X. Chamamos a 6rbita
positiva de x ao conjunto Of (x) = {f"(x) : n € Zg}. Se f for um homeomorfismo,
dizemos que o conjunto Of(x) = {f"(x) : n € Z} € a érbita de .

Definicao 1.1.2 Dizemos que x € X € um ponto nao errante para uma aplicag¢ao continua
f: X — X, se: dada uma vizinhan¢a V de x, existir n € N tal que f"(V)NV # (.
Caso contrdrio, dizemos que x € um ponto errante. Denotamos o conjunto dos pontos
nao errantes de f por Q(f). O conjunto Q(f) é chamado conjunto nao errante.

). .. .
o ¥ f2(:13) °
iz :
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Figura 1.1: Conjunto dos pontos nao errantes.



Proposigao 1.1.3 O conjunto Q(f) é um conjunto compacto, e se f for um homeomor-

fismo entao Q(f) é um conjunto invariante por f. Isto € f(Qf)) = Q(f).

Demonstracao. (Veja [3], pdgina 29). =

Definicao 1.1.4 Dada uma aplicacao continua f : X — X e um ponto x € X, definimos
we(r) ={z € X : eiste (n;)ien, tal que Zliglo fri(x) = z}.

Se f for um homeomorfismo podemos definir

ap(z) ={z € X : eziste (n;)ien, tal que lim f~"(x) = z}.
1—00

Em geral denotamos we(x) e ap(x) por w(x) e a(x), respectivamente, quando nao houver

duvida sobre qual fun¢do estamos trabalhando. Chamamos também de conjuntos w-limite

e a-limite, respectivamente.

Sejam os conguntos w(f) = U w(z) e aff) = U a(x), definimos o conjunto limite de
rzeX zeX

f, por

L(f) = w(f) U alf).
Proposigao 1.1.5 O conjunto L(f) é compacto invariante por f e L(f) C Q(f).
Demonstracao. (Veja [3], pdgina 28). =

Definicao 1.1.6 Seja f : X — X uma aplicacao continua, dizemos que um ponto x € X
¢ fizo, se f(x) = x, e denotamos por Fix(f) ao conjunto dos pontos fizos de f. Um ponto
p € € chamado de ponto periddico se existir n € N tal que f"(p) = p, denotando por
Per(f) o conjunto dos pontos periddicos de f.

Defini¢ao 1.1.7 Seja f : X — X um homeomorfismo e 6 > 0. Uma sequéncia {xz;}>
¢ uma 0-pseudo orbita, se d(f(x;),xiy1) < I para todo i € 7Z.

Uma sequéncia {z;}° € uma J-pseudo drbita positiva, se d(f(x;),xit1) < 0 para todo
SVAS

Figura 1.2: §-pseudo orbita

Seja {x;}>°,, € uma d-pseudo orbita, se existe n € N tal que x;1, = x; para todo i € 7,
dizemos que {x;}*° € uma 0-pseudo drbita periddica.

4



Definigao 1.1.8 Seja f : X — X um homeomorfismo e § > 0, sejam x,y € X e d > 0.

Uma 0-cadeia de x a y € um conjunto finito {xg,z1,xs,...,x,}, tal que v = e x, =y
ed(f(x;),xiv1) <9 para todo 0 < i <n. Um ponto x € X € chamado de ponto recorrente
por cadeias se, para todo § > 0, existir uma d-cadeia de x a x, {xg = x,21, T2, ..., T, = T}.

Denotaremos por R(f) ao conjunto dos pontos recorrentes por cadeias de f.

Figura 1.3: Conjunto recorrentes por cadeias.

Proposicao 1.1.9 O conjunto R(f) é compacto e invariante por f.
Demonstracao. (Veja [3] pagina 29). =

Teorema 1.1.10 (Teorema de Conley’s) Seja f : X — X homeomorfismo, entio R(f|R(f)) =
R(f)-

Demonstracao. (Veja [8], pagina 408). =

Proposicao 1.1.11 Seja f: X — X homeomorfismo, entao:

c(Per(f)) € L(f) € Q(f) € R(f)-
Demonstracao. (veja [3], pagina 31). m

Definicao 1.1.12 Seja f : X — X um homeomorfismo. Dizemos que f tem a proprie-
dade do sombreamento, se dado § > 0 existir 6 > 0 tal que se {x;}>_ é uma §-pseudo
orbita, entao eriste x € X tal que d(f"(x),z,) < 3, para todo n € Z

Dizemos que f tem a propriedade do sombreamento positivo, se dado 5 > 0 ezistir § > 0
tal que se {x;}7° é uma d-orbita positiva, entio existe v € X tal que d(f"(x),z,) < B,
para todo n € Z+.



1.2 Transitividade e expansividade

Definicao 1.2.1 Seja f : X — X wma aplicacdo continua, f € dita topologicamente
transitiva se existir v € X tal que O}r(x) = X.

Proposicao 1.2.2 Considere uma aplicag¢ao continua f : X — X. Se dado dois abertos
U,V C X sempre existe k € N tal que f*(U)NYV # () entdo f ¢ topologicamente transitiva
e vale a reciproca. Além disso existe um subconjunto denso A C X tal que para todo
r €A, Ox) e densa em X.

Demonstragao. Seja {V;}icny uma base enumeravel da topologia. Por hipétese temos

que U F7"(V;) é aberto e denso em X. Tomando
neN

A=Urm

1€ENn>0

temos que A = X, além disso se x € A, dado qualquer aberto U C X, existe iy € N tal
que V;, C U. Existe ng tal que f™(z) € Vy C U. Conclui-se que O(z) é denso em X.

Reciprocamente, suponha que f : X — X seja transitiva, entao existe x € X tal que
O?(w) = X. Sejam U,V C X abertos, entao pela densidade da érbita de z, existem
n,m € N, tal que f"(z) e U e f"(x) € V, supondo n < m temos que f™"(f"(x)) € V,
portanto f"MU)NY #AD. =

Definicao 1.2.3 Seja f : X — X uma aplicacdo continua, f € dita minimal se para todo
x € X satisfaz que Of (z) = X.

Definicao 1.2.4 Um homeomorfismo f : X — X é chamado expansivo se existir o >
tal que se x,y € X sao tais que d(f"(x), f"(y)) < a para todo n € Z entio x = y. O
escalar o € chamado de constante de expansividade de f.

Analogamente f € dito de positivamente expansivo se existir a > 0 tal que se x,y € X
sdo tais que d(f™(x), f"(y)) < a para todo n € Z§ entio v =y.

Teorema 1.2.5 Se um homeomorfismo expansivo f : X — X e um homeomorfismo
g:Y =Y sao topologicamente conjugados, entao g € expansivo.

Demonstragao. Suponha que f e g sao topologicamente conjugados, entao existe um
homeomorfismo A : X — Y tal que ho f = go h. Seja a@ > 0 uma constante de
expansividade de f. Pela continuidade uniforme de h™!, existe 8 > 0 tal que se y1,y» € Y
e d" (y1,y2) < B entdo dx(h™'(y1),h " (32)) < a. Suponha que d"(¢"(y1), 9" (y2)) < 8
para todo n € Z, entao

a>dX (W g" (), k(9" (1)) = d* (f" (W7 (1)), SH(h 7 ((2)))

pela expansividade de f tempos que h'(y;) = h™'(y,), finalmente como h é injetiva
temos que y; = 19, entao g é expansivo. m



1.3 Estabilidade Topolégica

Definicao 1.3.1 Sejam f : X — X e g : Y — Y homeomorfismos. Dizemos que f €
semi-conjugada a g se existir uma aplicagao h :'Y — X continua e sobrejetiva tal que
foh=hog. Seh for homeomorfismo dizemos que f e g sao conjugadas.

Definicao 1.3.2 Seja f : X — X homeomorfismo. Dizemos que f € topologicamente
estavel se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo homeomorfismo g : X — X com
deo(f,g9) < 6 eziste um homeomorfismo h: X — X, dco(h,Idx) <e e foh=hog.

Proposicao 1.3.3 Todo homeomorfismo expansivo com a propriedade do sombreamento
€ topologicamente estdvel.

Demonstracao. (Veja [10]). m

Definicao 1.3.4 Seja f : S* — S' um homeomorfismo. Um ponto firo x de f € topo-
logicamente hiperbdlico se x é um ponto isolado do conjunto Fix(f) e f(t) —t muda de
sinal em t = x. Um ponto periddico = de um homeomorfismo g de S* € topologicamente
hiperbdlico se x € um ponto fizo topologicamente hiperbdlico de ¢*", onde n € o periodo de
x.

Definicao 1.3.5 Um difeomorfismo f de S* é um difeomorfismo Morse-Smale se Per(f)
¢ um conjunto nao vazio e todo elemento de Per(f) € hiperbdlico, i.e., a diferencial de
f" no ponto x ¢ diferente de 1 para todo ponto x de f com periodo n.

Teorema 1.3.6 (Nitecki) Todo difeomorfismo Morse-Smale f : S* — S* € topologica-
mente estdvel.

Demonstracao. (Veja [1]). m

Teorema 1.3.7 (Peizoto) Todo homeomorfismo em S* € aprozimado por difeomorfismos
Morse-Smale.

Demonstracao.(Veja [7], pagina 51). m

1.4 Entropia Topologica

Seja f : X — X uma aplicagdo continua no espa¢o métrico (X,d). Dado um nimero
inteiro positivo n, e € > 0, definimos a distancia

dn,f(m7y) = sup d(f](l‘),f](y))

0<j<n—1

Utilizando esta distancia, um subconjunto S C X é (n, €)-separado para f se d,, (z,y) > €
paratodo x,y € S, x # y. O nimero das érbitas distintas de comprimento n (com respeito
a €) é definido por:

Tsep(n, €, f) = max{#(S) : S C X é um conjunto (n, ) — separado para f}.

7



Assim a taxa de crescimento de 74,(n, €, f) conforme n aumenta, é definida como

hsep(f, 6) = lim sup lOg Tsep(n, €, f) .

N—00 n

Finalmente, definimos a entropia topoldgica de f como
hiop([f) = 11_{% hsep( [ €)-

Analogamente um subconjunto G C X é dito (n, €)-gerador de X se para todo z € X
existe y € G tal que d, ¢(z,y) < e. Definimos

Tspan (1, €, f) = min{#(S) : G C X é um conjunto (n, €)- gerador de X}

! span\Tl, €,
€ hspan(fa 6) = lim sup 09 T'sp (TL € f)

n—00 n

Proposigao 1.4.1 Seja f : X — X uma aplicagao continua no espago métrico (X,d),
entdo hiop(f) = lir% Rospan (f €).
e—

Demonstracao. Seja E.,(n, €, f) um conjunto maximal (n, €)- separado para f, entao
este também é um conjunto (n,e¢)-span. De fato, seja x € X, se nao existir algum
y € Esep(n,e, f) tal que d, f(z,y) < €, entdo d, s(x,y) > € para todo y € Ey,(n, €, f).
Logo {2} U Es,(n,¢, f) é (n,€)-separado, o que contradiz o fato de que Ey.,(n, €, f) é
maximal. Portanto Eg.,(n,e€, f) é (n, €)-span, e

Tsep(Ny €, f) = #Esep(n, €, f) > Tspan(n, €, f).

Seja Esep(n, 2¢, f) um conjunto (n,2e¢)-separado, € Egpan(n, €, f) um conjunto minimal
(n,e)-span. Definimos o mapa T : FEg,(n,2¢, f) — Egan(n,e ). Para cada x €
Esep(n,2e, f) existe y = T(z) € Egpan(n, €, f) com d,, f(z,y) < €. Se T(x1) = T(z2)
para 1,z € Egp(n, 2¢, f), entao

dn (1, 22) < dp p(21,y) + dn s (y, 22) < 2e.

Como FEjp(n, 2¢, f) é um conjunto (n, 2¢)—separado, entdo x; = 2. Isto mostra que 7' é
injetiva, e assim
TS@P(”’? 267 f) = #(Esep<n7 267 f))
< #(Espan(n, €, f))
= Tspan(N, €, f)

Tomando as taxas de crescimento quando n vai para o infinito, conseguimos as desigual-
dades

h'sep(2€a f) S hspan(ea f) S hsep(ea f)

Fazendo ¢ ir para 0, obtemos A, (f) = liné Pspan(f,€). m
e—

8



Teorema 1.4.2 Sejam X e Y espacos métricos compactos com métricas d~ e d¥, res-
pectivamente. Sejam os homeomorfismos g : Y — Y e f: X — X semi-conjugados por
v:Y — X, entao

hiop(9) = hiop(f)-

Demonstracgao. Seja v :Y — X semi-conjugacao de g para f. Pela compacidade de Y
temos que y é uniformemente continua, logo dado € > 0 existe § > 0 tal que d* (y1, 1) > 6,
sempre que d~ (Y(y1),7(y2)) > €. Seja Fyep(n, €, f) € X um conjunto (n, €)-separado para
f, ouseja #(Esep(n, €, f)) = rsep(n, €, f). Logo formamos o conjunto E(n,d, g) tomando
para cada ¥ € E,(n, e f) um y € v '(x). Portanto #(Eup(n, 6, 9)) = #(Eeep(n, €, g)).
Sejam yq, Y2 € Y entdo existem x1, xo € Eyp(n, €, 9) tal que y(y1) = 1 € Y(y2) = 22,
logo para k =0,1,2,...,n — 1 temos

d* (7(g" (1)), 1(g" (92))) (v (w0), fF(v(w2)))
k

=d*
= d*(f*(21), fH(2)) (1.1)

> €.

Logo por (1.1) e pela continuidade uniforme de v temos que d* (¢"(y1), ¢"(y2)) > 6 para
todo k =0,1,2,...,n — 1, portanto o conjunto E(n,d,g) é um conjunto (n,d)-separado
para g, entao

Tsep(1, 0, 9) > #(E(n,6,9)) = #(Esep(n, €, f)) = Tsep(ns €, ).

Logo hsep(0, g) > hsep(e, f), € quando € — 0 temos que 6 — 0
htop(g) = gl_rf(l) hsep(57 g) 2 115)% hsep(€7 f) = htop<67 f)y

o que conclui a prova do teorema. m

Corolario 1.4.3 Sejam X e Y espagcos métricos compactos. Se os homeomorfismos g :
Y =Y ef: X — X sao topologicamente conjugados, entao

hiop(g) = Piop(f)-

Demonstracao. Seja A : Y — X o homeomorfismo que conjuga a f e g. Entao como
A é uma semi-conjugacao de g para f, entdo pelo teorema 1.4.2 hyp(g) > higy(f). E
facil ver que A™! é uma semi-conjugacio de f para g e pelo teorema 1.4.2, temos que

hiop(f) > hiop(g). Portanto hiop(g) = hiop(f). m

Teorema 1.4.4 Seja f : X — X um homeomorfismo de um espago compacto métrico
X. Seja Q2 C X o conjunto dos pontos nao errantes de f. FEntao a entropia de f € igual
a entropia de f restrita ao conjunto dos pontos nao errantes, hioy(f) = hiop(f | §2).

Demonstracao. Veja [8], pagina 370. m

Proposicao 1.4.5 Seja Hom(S") o conjunto dos homeomorfismos do circulo. Se f €
Hom(S"), entio hip(f) = 0.

Demonstracao. (Veja [9], pagina 277). =



CAPITULO 2

ESTABILIDADE TOPOLOGICA DO
PONTO DE VISTA DE
GROMOV-HAUSDORFF

Arbieto e Morales introduziram em [2] a nogao de estabilidade topolégica Gromov-Hausdorff
(estabilidade GH), a qual estd definida em funcdo da distancia C°-Gromov-Hausdorff
GH° para aplicacoes. A distancia GH® permite de certa forma “medir”a distancia entre
aplicagoes que estao definidas em espagos métricos nao necessariamente iguais. Primeiro
passaremos a definir a distancia C°-Gromov-Hausdorff.

2.1 A distancia GH' para aplicacoes.

Seja (X, d) um espago métrico compacto. Dado A, B C X definimos a distancia usual
entre conjuntos como:

d(A, B) = inf{d(a,b) : (a,b) € A x B}.
Definimos o diametro de um subconjunto A C X, como
diam(A) = sup d(a,a’)

a,a’ €A

Defini¢ao 2.1.1 Substituindo A por “a” na notagdo acima, se A = {a}, a distancia
Hausdor ff entre A e B ¢ definida por

dy(A, B) = max{supd(a, B),supd(A,b)}.

a€A beB

Lema 2.1.2 Seja X um espaco métrico compacto e € > 0. FExiste um subconjunto finito
Y ={x,29,...,2,} C X tal que dy(Y,X) <.
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Demonstragao. Tome 0 < § < ¢, e seja B(z,0) = {y € X : d(z,y) < 0}, logo temos que
X = UgexB(z,0) é uma cobertura aberta para X, e como X é compacto, pelo teorema de

Borel-Lebesgue existe uma subcobertura finita X = U, B(x;, ), onde xq, xs, ..., z, € X.
................................... . s
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Figura 2.1: Aproximagao do conjunto X por um conjunto finito

Tomando Y = {x1,z9,...,2,}, temos que d(x;, X) = 0 para todo i = 1,2,...,n,

e portanto supd(y, X) = 0. Logo seja x € X, e como X = U, B(x;,0) existe k €
yey
{1,2,...,n} tal que x € B(xy,?), logo

d(z,Y) = inf d(x,y) < d(z,zy) < 0,

yey

portanto:
dy(X,Y) =max{supd(z,Y),supd(y, X)} < d <e.

zeX yey
|

Definicao 2.1.3 Dado A > 0, um mapa ndo necessariamente continuo i : X — Y
entre espacos métricos X e Y € chamado de A — isometria se

max{dy(i(X),Y), sup |d*(i(z),i(z")) —d*(z,2')|} < A.

z,x'eX

Uma isometria entre espagos métrico X e Y é um mapa ¢ : X — Y satisfazendo
. . / . ~ . 7’ .

d" (i(x),i(z")) = d* (x,2') para todo z,r € X. Dizemos que X e Y sdo isométricos se tal

isometria existir. Poderiamos dizer que uma isometria é uma “zero-isometria”.

Proposicao 2.1.4 Seja X um espago métrico, se A C X entdo:

diam(X) — diam(A)

Demonstragao. Sejam z, 2’ € X, entao:

A, A) < supd(z, A) = dy (A4, X)

reX
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du (@', A) < sup d(w, A) = du(A, X)

z'eX

portanto temos que dy (z, A)+dy(2', A) < 2dy(A, X). Logo dado € > 0, existem a,a’ € A
tais que:

entao
2dp(A, X) > d(z,a) + d(2',a") — 2¢
>d(x,x") —d(',a) + d(z',a") — 2¢ @.1)
> d(z,2") —d(a,a’) — 2e¢ '
> d(z,2") — diam(A) — 2

Finalmente fazendo ¢ — 0, e tomando o supremo d(z, z) sobre todos os pontos z,z’ € X

iam(X) — diam(A
temos que dy (A, X) > diam(X) 5 diam( ) [

Usualmente costumamos identificar ou imaginar a dinamica de um conjunto como
se esta fosse uma dinamica num conjunto mais usual, como por exemplo as dinamicas
definidas num intervalo da forma [a,a + 1] ou também uma dindmica definida em C.
Usando a nogao de A-isometrias, a seguir definimos a distancia GH para conjuntos, a
qual permite ver a semelhanga entre dois conjuntos.

Definigao 2.1.5 A distancia Gromov — Hausdor ff entre espagos métricos X e Y ¢é
definida por

deu(X,Y) =inf{A > 0:3A — isometrias i: X — Y ej:Y — X}.
Proposicao 2.1.6 Seja X, Y espacos métricos, entao:

|diam(X) — diam(Y)| .

den(X,Y) > 3

Demonstragao. Seja i : X — Y uma d-isometria, entao

sup {|d" (i(2), (") — d*(z,2)|} <0

z,x'eX
portanto d* (i(x),i(z")) < d*(x,2") + J, logo
diam(i(X)) = sup d* (i(z),i(2’)) < sup d~(z,2')+6
z,x'eX z,x'e€X (22)

= diam(X) + 4.

Assim, usando a proposi¢ao 2.1.4, temos

du(i(X),Y) > diam(Y") —2diam(z'(X)) - diam(Y') — di;m(i(X)) - 5‘
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Mas como i é d-isometria, entao dy(i(X),Y) < d, e portanto

diam(Y) — diam(X)
3

< 0.

Da mesma maneira, trocando ¢ pela d-isometria j : Y — X, obtemos que :

diam(X) — diam(Y)

<9
3 )

|diam (X)) — diam(Y)|
3

entao < 0. Assim finalmente temos:

|diam(X') — diam(Y)|
3

<dgu(X,Y).
|

Motivados pela definicao da distancia Gromov-Hausdorff entre espagos métricos, que-
remos definir uma distancia que permita relacionar dinamicas definidas em espacos métricos
diferentes e assim poder estudar algumas relacoes entre estas dinamicas. A seguir defini-
mos a distancia GH" entre aplicacdes definidas em espacos métricos arbitrarios.

Definicao 2.1.7 A distincia C° — Gromov — Hausdorff entre mapas f : X — X e
g:Y — Y dos espacos métricos X eY, respectivamente, € definida por

dgpo(f,g9) = inf{A > 0: IA — isometrias 1 : X — Y ej:Y — X tal que
deo(goiyiof) <A edeo(jog, foj)<A}.

Teorema 2.1.8 As sequintes propriedades sao validas para cada par de mapas f : X —
X eg:Y — Y entre espagos métricos X e Y respectivamente:

1. Se X =Y, entao dgpo(f,g) < deo(f,g)(a igualdade nao é necessariamente verda-
deira).

2. dap(X,Y) < dgpo(f,g) e deu(X,Y) = dgyo(ldx,Idy) onde Idy € a identidade
em Z.

3. Se X eY sdo compactos e g e f continuas, entdo dggo(f,g) =0 se, e somente se,
f e g sao isometricamente conjugadas.

4' dGHO(f7g> = dGH()(ng)'

5. Para qualquer mapa r : Z — Z de qualquer espaco métrico Z, temos
demo(f,9) < 2(dgno(f,7) + damo(r, 9)).

6. damo(f,g9) >0 ese X eY sao limitados, entdo dgpo(f,g) < 0o.

7. Se X € compacto e existe uma sequéncia de isometrias g, : Y, — Y, tal que
daro(f, gn) — 0 quando n — oo, entdo f € também uma isometria.

13



Demonstracao. Item 1. Suponha X =Y. Tomee > 0, A = deo(f,g9)+ee ldxy =i =j.
entao, i e j sao A-isometrias que satisfazem dgo(goi,io f) = deo(jog, foj) =deo(f,g) <
A. Portanto, dgpo(f,9) < A =deo(f,g)+e. Como € é arbitrario, dggo(f,g) < deo(f, g).
Tomando dois mapas isométricos f e g temos dggo(f,g) = 0 mas deo(f,g) > 0. Conse-

quentemente dgpo(f. g) # deo(f. 9)

Item 2. Segue facilmente da definigdo que dgy(X,Y) < dggyo(f,g). Por outro lado,
fixe € > 0 arbitrariamente pequeno. Entao existe A < dgp(X,Y) + € e A-isometrias
i: X —>Yej:Y — X. Claramente, doo(Idy oi,ioldyx) = dco(joldy,Idxoj)=0<A
e assim dgpo(ldy,Idy) < A < dgu(X,Y) + €. Como € é arbitréario, dgyo(ldx, Idy) <
dar(X,Y). Disto concluimos que dgpo(Idy, Idy) = dgy(X,Y).

Item 3. Suponha que f e g sao isometricamente conjugados, i.e., existe uma isometria
h:Y — X tal que f o h = hog. Consequentemente, para cada A >0, h:Y — X e
h™': X — Y sdo isometrias (e assim A-isometrias) satisfazendo dco(go h™' h™ o f) =
dco(hog,foh) =0 < A. Como A é arbitrario, dgpo(f,g) = 0. Reciprocamente
suponhamos que Y é compacto, g continuo e que dggo(f,g) = 0. Entdo, existe uma

1 . .
sequéncia de —- isometrias i, : X — Y e j, : Y — X satisfazendo
n

1 1
deo(goin,ino f) < — edpo(jnog, fojn) <—,VneNT.
n n

Como no teorema de Arzelé—Ascoli7 escolhemos um subconjunto A enumeravel e denso
de X. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f(A) C A. Por um argumento
diagonal, desde que Y seja compacto, podemos escolher uma subsequeéncia ,, de i, tal
que ip,(a) converge em Y para todo a € A. Chamando por i(a) o valor para o qual i,,(a)
converge obtemos um mapa i : A — Y satisfazendo

i(a) = lliglo in,(a), paratodo a € A.
Mas cada i, ¢ %—isometria, assim
d*(a,a’) — nll < d" (in,(a),in,(a) < d*(a,a’) + nll’ VI € N,a,d" € A.

Fazendo [ — oo obtemos

d" (i(a),i(a")) = d*(a,a’), para todo a,a’ € A.
A partir disto e da densidade de A obtemos uma extensao de i a todo X, denotada por
1: X =Y, tal que

d" (i(z),i(2)) = d*(z,2'), para todo z,2" € X.

Como i, é uma —-isometria para todo n, obtemos que i é sobrejetora. Além disso, 7 é
n
1sometria.

Logo, como
1
0" (9(in(0)), in,(f(a))) < —, para todo € N,a € 4,

ny
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fla) € Aparaa € A, iy(a) — i(a) quando [ — oo, e da continuidade de g e fazendo
| — oo, obtemos d” (g(i(a)),i(f(a)) = 0 para todo a € A. Portanto, goi =io f em A.
Como A é denso em X, goi=1i0 f em todo X.

Item 5. Fixamos € > 0. Decorre da definicao que existem A;- isometrias i : X — 7,
j:Z — X, Ag-isometrias kY — Z, 1 : Z — Y com
A < dGHO(f7 7“) +ee Ay < dGHO(g,’I“) + €

tais que

ch(TOi,iOf)<A1, dCO(jOT7foj)<Al7
dCO(Tokvkog)<A17 ch(ZOT,gOl><A2,

E fécil ver que loi: X — Y e jok:Y — X sdo (A; + Ay)-isometria e assim 2(A; + Ay)-
isometrias também. Agora, para todo x € X temos

Mas ! : Z — Y é uma A,- isometria assim

" (1(r(i(2))), 1(i(f (2)))) < d*(r(i(x)),i(f(2))) + A.

Substituindo acima, obtemos

d" (g(U(i(x))), 1(i(f(2)))) < d*(r(i(x)),i(f(2))) + 242

< Ay +2Ay
<2(A1 + Ay).
Conseqlientemente,
deo(goloi,loio f) < 2(A; 4+ Ay).
Similarmente,

deo(jokog, fojok) <2(Ar+ Ag).
A partir disto obtemos
deo(f,9) < 2(A1 + Az) < 2(dgpo(f,r) + damo(g, ) + 2€).

Como € é arbitrario, obtemos o resultado.

Item 6. Pela proposigao 2.1.6 e Item 2, temos que dggo(f,g) > 0. A ultima parte
deste item é consequéncia da seguinte desigualdade

dero(f,9) < max{dau(X,Y), diam(X), diam(Y)},

onde diam(X) é o diametro de X.
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Item 7. Uma vez que dgpo(f, gn) — 0, existe uma sequéncia d,, — 0 e d,,- isometrias
in: X =Y, e ,: Y, - X tais que
dco(n 0 tnyin o f) < 0p € dco(fn © Gny f 0 Jn) < 0n, Vn € N.
Logo
A" (in(f (), in(f(2"))) <A (ga(in()), in(f(2)))+

(
A" (g (in()), gn(in(2"))+
A" (gn(in(2)), in(f(2")))

<38, +d*(z,2'), para todo z,2" € X.
Substituindo d* (f(x), f(z')) < 8, + d™(in(f(2)),in(f(2"))), obtemos que
d*(f(z), f(2')) <46, +d*(x,2'), paratodo z,2’' € X.

Fazendo n — oo temos que

d*(f(x), f(z)) < d¥(x,2'), V2’ € X. (2.3)

Por outro lado,

A (f(7,(Yn), X) < du(f(7,(Yn)); 3n(9n(Yn))) + du(jn(gn(Yn)), X), para todo n € N.
(2.4)
Como g, é isometria temos que g,(Y,) =Y, assim

du(jn(gn(Yn)), X) = du(jn(Ya), X),

entao

lim dy(jn(Yn), X)) =0

Temos ainda que dy(£(ju(Ya)): ju(9n (Y2))) = 0. Dis dcty(jn © gus f © jin) < 50 — 0.
Fazendo n — oo em 2.4 temos que dy(f(j(Y,)),X) — 0 quando n — oo. Entao f é
sobrejetiva e portanto é uma isometria por 2.3 e [5]. Isto completa a prova. =

2.2 Estabilidade Topolégica Gromov-Hausdorff

Tendo definido a distancia G H?, nesta secio passaremos a definir a estabilidade topolégica
GH, e veremos que os homeomorfismos GH-estaveis nao sao raros, pois mostraremos que
todo homeomorfismo expansivo com a propriedade do sombreamento é topologicamente
GH-estavel.

Definicao 2.2.1 Um homeomorfismo f : X — X de um espaco métrico compacto
X € topologicamente GH-estdvel se para todo € > 0 emistir & > 0 tal que para todo
homeomorfismo g : Y — Y, de um espago métrico compacto Y, tal que dggo(f,q) < 6,
exista uma e-isometria continua h : Y — X tal que foh=hog.
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Lema 2.2.2 Seja f : X — X um homeomorfismo expansivo, com constante de expan-
siwidade o > 0. Se, para [ > 0, existe n € Z tal que d(f'(z), f'(y)) < « para todo
—n < i <n, entdo d(z,y) < f.

Demonstragao. Suponha por absurdo, que existem pontos z,, y, € X tais que d(x,, yn) >
3 para todo n € N e d(f (), f(yn)) < a para todo —n < i < n. Podemos assumir que
Ty, — T ey, =y, comx #y. Entdo temos que d(z,y) > .

Para qualquer inteiro k, escolhemos m € Z* tal que —m < k < m. Entdo d(f*(z,,), f*(yn))
o para todo n > m. Logo, fazendo n — oo segue que d(f*(y), f¥(y)) < a. Isto implica
que r = y, uma contradicao. m

Teorema 2.2.3 Todo homeomorfismo expansivo de um espago métrico compacto com a
propriedade do sombreamento € topologicamente GH-estdvel.

Demonstragao. Seja f: X — X um homeomorfismo expansivo de um espago métrico
compacto X com a propriedade do sombreamento , e com constante de expansividade k.

Dado € > 0, tome 0 < € < —min{e,x}. Para este € escolha § > 0 como na propriedade

do sombreamento. Podemos assumir que d < €, sem perda de generalidade.

Seja g : Y — Y um homeomorfismo de um espa¢o métrico compacto Y tal que dgpo(f, g) <
. Entao existem d-isometriasi: X — Y e j: Y — X tal que deo(goi,io f) < J e, mais
importante,

deo(jo g, foj) <o

Tomemos y € Y e consideremos a sequéncia (,),ecz definida por z, = j(¢"(y)), para
todo n € Z. Como para todo n € N, temos que

(@1, f(n)) = d(i(g(g" (), [ (9" W)))) = d(j o g(g"(y)), [ © j(9"(¥))) <,
pela escolha de § e pela propriedade do sombreamento, existe x € X tal que

d(f*(z),x,) <€  paratodon € Z.

Em particular, d(f"(z),z,) < g para todo n € Z. Pela expansividade de f temos que x

é inico. Tomando x = h(y), obtemos o mapa h : Y — X, satisfazendo
d(f"(hy)),3(g"(y))) <€  paratodoy € Y,n € Z.
Substituindo n = 0 acima temos que d(h(y), j(y)) < € para todo y € Y, portanto
deo(h,j) <E

Note que
dy(h(Y),X) <dy(h(Y),j(Y)) +dg(j(Y),X) <€+ <e.
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Além disso, para todo v,y € Y temos que

| (h(y), h(y") — d* (y,¥")| <|d¥ (h(y), h(y')) — d* (i (), 5 (¥))|+
J

Portanto, h: Y — X é uma e-isometria.

Por outro lado, temos

d(f"(h(9(v))),3(g"(9(v)))) <€ e d(f"(f(h(y))),i(g"(9(y)))) <€

para todo n € Z. Assim, novamente pela expansividade de f, f(h(y)) = h(g(y)) para
todoyeY. Istoé, foh=hog.

Agora provaremos que h é continua. De fato, dado A > 0. Como k é a constante de
expansividade de f, pelo Lema 2.2.2 existe N € N* tal que d(a,b) < - sempre que

d(f"(a), f*(b)) <k, para todo —N <n < N .
Da continuidade de g no espaco métrico compacto Y, temos que g é uniformemente

continua.
Assim, existe v > 0 tal que d(¢"(y),¢"(y')) < - para todo —N < n < N sempre que

v,y €Y satisfagam d(y,y") < 7.
Entao, se d(y,y’) < 7, temos que

<K, para todo — N <n < N.

A
Assim, pela escolha de N, temos que d(h(y),h(y')) < 5 < A. Entao, h é continua e a
prova segue. W

Corolario 2.2.4 Se f ¢ um homeomorfismo hiperbdlico, entao f € topologicamente GH-
estavel.
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2.3 Estabilidade topolégica e estabilidade topolégica
Gromov-Hausdorff

Os Teoremas 1.3.3 e 2.2.3 mostram que homeomorfismos expansivos com a propriedade
do sombreamento sao topologicamente estaveis e Gromov-Hausdorf estaveis ao mesmo
tempo, entao naturalmente surge a questao sobre a relagdo que possa existir entre a es-
tabilidade GH e a estabilidade topoldgica usual, ja que neste caso elas sao equivalentes.
Nesta secao estudaremos algumas relagoes que existem entre estes dois tipos de estabili-

dade.

2.3.1 Um homeomorfismo topologicamente estavel e nao GH-
estavel

Dado um homeomorfismo, é natural questionar se o fato de ser topologicamente estavel
implica que ele seja topologicamente GH-estavel. O seguinte teorema mostra que em geral
isso nao acontece, pois ele garante a existéncia de um homeomorfismo topologicamente
estavel que nao seja topologicamente GH-estavel. Antes de enunciar este teorema vamos
provar um lema que ajudarad na demonstracao dele.

Lema 2.3.1 Seja f : X — X um homeomorfismo topologicamente GH-estdvel sobre um
espaco métrico compacto X. Se in)f{ du(X,04(z)) > 0, entdao existe 6 > 0 tal que se
zE€

g:Y =Y éum homeomorfismo de um espago métrico compacto Y com dgyo(f,qg) < 0
entao g nao € minimal.

Demonstracao. Por hipdtese existe € > 0 tal que

du(X,0¢(z)) > €, paratodo z € X.

Para este €, seja 0 > 0 dado pela GH-estabilidade topolégica de f. Agora seja um
homeomorfismo g : Y — Y de um espago métrico compacto tal que dggo(f, g) < . Entao
pela GH-estabilidade topologica de f, existe uma e-isometria h : Y — X satisfazendo
foh=hog.

Suponha que ¢g é minimal. Fixando y € Y como ¢ é minimal, O,(y) é denso em Y e assim
pela continuidade de h, h(O,4(y)) é denso em h(Y'). Por outro lado, f o h = h o g implica
h(O4(y)) = Of(2), onde z = h(y). Segue que Of(z) é denso h(Y'). Como h é e-isometria,
entdo dy (X, h(Y)) < e. Como Oy(z) é denso em h(Y'), concluimos que dy (X, Of(2)) < €,
o que contradiz a escolha de e. Assim, se dgpo(f,g) < 0 entdao g nao é minimal. [

Teorema 2.3.2 FEuxiste um espagco métrico compacto X e um homeomorfismo f : X — X
que € topologicamente estdvel mas nao € GH-estdvel.

Demonstracao. Considere o oscilador nio forcado de Duffing dado pelo fluxo ® em R*:

T=1y
§=x—a°.
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Figura 2.2: Homeomorfismo topologicamente estavel e nao GH estavel

Este fluxo tem trés tipos de drbitas, o conjunto Y dos circulos exteriores , o conjunto X
das orbitas que formam a figura oito, e os circulos exteriores como indicamos na Figura
2.2. Definindo f : X — X como a aplicagao do tempo um ®; de ® restrito a X.

Vamos provar primeiro que f é topologicamente estavel. Temos X = C; U Cy como
a uniao dos circulos C} e C5 que se intersectam no ponto de equilibrio p. Qualquer ho-
meomorfismo g : X — X fixa p e se g é C%-préximo a f, entdo C; e C, sdo invariantes.
De fato, primeiro suponha que g(p) = g # p. Podemos supor que ¢ € Cy, como q # p;
entdo (C; — {q}) Uy é conexo, mas g~ (C; — {q}) UCy) = (C, U Cy) — {p} é desconexo,
o que seria uma contradigao. Logo g(p) = p. Agora vejamos que C; e Cs s@o invariantes.
E suficiente provar que C é invariante. Com efeito, temos que C; — {p} é conexo, como
g(p) = p, entdo temos duas possibilidades g(Cy) = Cy ou g(C;) = Cy, mas tomando g
suficientemente préximo a f; e como f(Cy) = C4, entao g(Cy) = C}.

Afirmagao: Dado € > 0, existe § > 0 tal que se d¢,(f,g) < 9, existem quatro pontos
fixos ai, by € C e aq, by € (Y satisfazendo as seguintes propriedades :

e max{d(p,a),d(p,b1),d(p,az),d(p,bs)} < €.

e g([p,ai] U [p,b1] U [p,az] U [p, bo]) = [p,a1] U [p, b1] U [p, as] U [p, ba].

e Sex e\ ([p,ar] Ulp,b1]) entdo lim ¢"(x) =a; e lim ¢"(z) = b;.

n—oo n——oo

o Sex € Cy)\ ([p,az] Ulp,bo]) entao lim ¢"(z) =by e lim ¢"(z) = as.

n—oo n——oo

De fato, dado € > 0, arbitrariamente pequeno, tome Dy = {z € C; : d(p,x) > €} = [y, 9]
e considere



Como f é continua, entdo d é continua sobre o compacto D;. Se z € D, entdo f(z) #x
portanto c?(a:) =d(z, f(x)) > 0 para todo = € Dy, logo existe § > 0 tal que d(z, f(x)) > o
para todo x € D;. Podemos supor ¢ < e. Tomemos agora g : X — X um homeomorfismo
tal que deo(f,g) < 9.

Suponha que exista x € C tal que g(x) = x, entao:

e portanto ¢ D;. Provamos anteriormente que se g estd C’-préximo a f, entdo g(p) = p.
Como g é continua e X é compacto entdo o conjunto Fiz(g), dos pontos fixos por g, é
compacto, assim existem a; € [p, as] e by € [p, aq] tal que g(a;) = ay, g(by) = by e

d(ay,p) = max{d(z,p) : x € [p,as] e g(z) = x}
d(by,p) = max{d(z,p) : x € [p,au] e g(x) = x}.
Como d(g(aq), f(ay1)) < 516

g () € (br,a1), e d(by,g ' (a
g (ay) temos que d(by, g (1))

(2.5)

d(aq, f(or)) > 6, entdo g(ay) € (aq,a2). Portanto
1)) < d(bi, 1), fazendo o mesmo procedimento para
< d(by, g ' (1)) e assim sucessivamente obtemos que :

d(bl,al) > d(bl,g_l(al)) > d(bl,g_ ( )) > d(bl, ( 1)) > ... (26)

Logo, existe b € [by, ay) tal que b= lim ¢ " (), entdo:
n—oo

g(b) = g(lim g7"(en)) = lim g7 (ay) = b.

n—oo n—oo

Figura 2.3: Orbita de a; para g.

Como b € [b
lado, como d(g" (e
que ay € [¢"(« )
lim ¢" () = @y
n—oo

1) € g(x) # x para todo x € (b1,a1), entdo b = b;. Por outro
gk“( 1)) > § para todo k € N tal que g"(a;) € Dy, existe ng tal
no+

),
g™ ()], aplicando o mesmo raciocinio que para 2.7, obtemos que
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—n+k( n+k(

Observe que lim g 1) = ap para todo k € Z. Assim, se
n—oo

k+1(

a;) = by e limg
n—oo

z € [¢F (), ¢" ()], entao g7 (z) € [¢" " (ar), ¢*T ()], logo

lim ¢g7"(z) = by e lim ¢g"(x) = ay.
n—oo n—oQ

n+k (

E claro que como by = lim ¢ "(as) e lim ¢"**(ay) = ay, entdo se z € C1\ ([p, a1]U[p, by))

segue que existe m € Z tal que = € [¢"(a1), g™ ! (ay)], portanto

lim g~"(z) = by, Yo € Cy\ ([p,ai] U [p,bi])

n—oo

lim ¢"(x) = a1, Yo € Cy\ ([p,a1] U [p, b1]).

n—oo

Além disto, como aq, by e p sdo pontos fixos do homeomorfismo g, entao g([p, a1]) = [p, a4]
€ g([pa bl]) - [p7 bl]

Analogamente para Cy obtemos dois pontos fixos ag, by € Cy tal que g([p, a1]U[p, b1]) =
[p,ai] U [p,bi] e
lim gin(x> = b27 Vr € 02 \ ([pa a2] U [p7 bQ])

n—oo

lim ¢"(x) = ag, Yo € Cy\ ([p,az] U [p, ba]).

n—oo

Portanto a afirmacao esta provada.

Agora tomando e; € Cy e eg € Cy, considere os intervalos [e1, g(e1)] e [es, g(e2)].
Segue que para todo z € C; \ ([p, a;] U [p, b;]) existe um tnico inteiro n;(z) satisfazendo
g " () € [es, gles)| para i = 1,2,

Observe que existe m € N tal que —m < inf{n;(z) : z € C;\ ([p, &;]U[p, b;])} e sup{n;(z) :
z € Ci\ ([p,a;] Ulp,bi])}, parai = 1,2.

Diminuindo 4, tal que se x € [e;, g(e;)] e y € [e;, f(e;)] temos d(z,y) < §, i = 1,2,
entao d(f"(z),g"(y)) < € para todo n € Z tal que —m < n < m. Assim, obtemos
difeomorfismos h; : [e;, g(e;)[— [es, f(ei)| que estdo C°—préximos da identidade, para
1 = 1,2. Definimos h : X — X por

(b (g7 (@) se we Cr\ ([p,aa] U p, b))
h(z) = [ (kg7 (x))) se z € Cy\ (Ip,az] Ulp, b))
P se  x € [p,b1]U|p,as] Ulp,bsl.

Temos que h é continua e deo(h, Idx) < e. Além disso temos que foh = ho g. De fato:
se x € Cy \ ([p,a1] U [p,b1]) e como ny(g(x)) = ni(z) + 1, entdo:

F(h(z)) = frO (R (g™ (2)) = [0 (i (g7 (2))) = hg(x))

Da mesma forma se x € Cy \ ([p, az] U [p, ba]) e como ny(g(z)) = na(x) + 1, entao:
f(h(x)) = [ (h(g7"2())) = [ (hag7™ (x))) = h(g()).
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Finalmente, se z € [p,a1] U [p,b1] U [p,as] U [p, bo], entdo f(h(z)) = f(p) = p e como
g([p, 1] U [p,01] U [p, as] U [p,ba]) = [p,a1] U [p,by] U [p, ] U [p, ba], entio h(g(x)) = p.
Assim, temos que f oh = hog. Portanto f é topologicamente estavel.

Agora provaremos que f nao é topologicamente GH-estavel.

Tome g : Y — Y como a aplicagao de tempo um ®; |y de ® restrito aos circulos exteriores
Y. Pode-se verificar facilmente que dggo(f,g) — 0 quando Y converge para X. Também,
como D®,(z).®(x) = ®(P,(x)) para todo z € R?, temos que g é topologicamente conju-
gada a uma rotacao do circulo.

Por outro lado, tomando Y perto de X, podemos ver que o periodo de Y vai para o infi-
nito. Como o periodo depende continuamente em Y, podemos escolher Y arbitrariamente
proximo a X tal que g seja topologicamente conjugada com uma rotacgao irracional do
circulo e, assim, g é minimal. Consequentemente, f pode ser C° — G H-aproximado por
homeomorfismos minimos. Como f satisfaz a condicao Zlg)f( dy((X),0¢(2)) > 0, entao

pelo Lema 2.3.1 f nao é topologicamente GH-estavel. m

2.3.2 Um caso onde a GH-estabilidade implica estabilidade to-
pologica

O Teorema 2.3.2 mostra que estabilidade topolégica nao implica estabilidade GH, agora
passamos a questionar a pergunta inversa, ou seja, se a condi¢cao de um homeomorfismo f
ser topologicamente GH-estavel é suficiente para que f seja topologicamente estavel. Isso
ainda nao esta provado mas a seguir veremos que, para homeomorfismos definidos sobre
St ser G H-estével implica estabilidade Gromov-Hausdorff.

Lema 2.3.3 Sejam f e g homeomorfismos sobre S* que preservam orientacdo e tais que
g seja topologicamente semi-conjugada a f por uma fun¢ao h. Se Per(g) € um conjunto
ndao vazio, entio Per(f) € nao vazio e existe uma constante C, dependendo apenas de
f, de modo que se dco(h,Ids1) < C, a cardinalidade de Per(g) é nao menor do que a
cardinalidade de Per(f).

Demonstracao. Como f é g sdo homeomorfismos de S, entdo existe n € N tal que
Per(f) = Fixz(f"). Logo, tome uma constante positiva C' tal que :

(1) €<

ol =

(2) Se I é um intervalo fechado de S de comprimento L(I) < 4C entdo L(f"(I)) <

o |

Suponha que g é topologicamente semi-conjugada a f por uma funcao h com deo(h, Idg1) <
C. Tomando z € Fiz(f™), como h : S — S* é um mapa sobrejetivo tal que f"oh = hog",
entdao h ™! (x) é um conjunto de S* ndo vazio, fechado g-invariante. Como deo(h, Idgi) < C,
entdo h™'(x) C [x — C,x + C]. Considerando B = [inf h~'(x),sup h~!(x)], temos que

L(B) < L([z — C,z + C]) = 2C (2.7)
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L(g"(B)) < L(ho g"(B)) + 2dco(h, Idg:)
< L(f"oh(B)) +2C (2.8)
1 1 1
< 4-==.
=44 2

Além disso temos que
L(h(B)) < L(B) +2dco(h,Ids1) < 4C.

Portanto, por 2.7 e 2.8, obtemos

L(B) + L(¢"(B)) <2C + 5 <

DN | —
A~ w

Pela invariancia de h~!(x), temos que os pontos extremos de ¢"(B) estdo em B e os pontos
extremos de B estdao em ¢"(B). Como L(S') = 1, temos que ¢g"(B) = B, como g preserva
orientacdo e g"(B) = B, entdo sup k() é um ponto fixo de g". Portanto obtemos uma
injecio = + suph~*(z) de Fiz(f") a Fiz(g") e assim Card(Fiz(f")) < Card(Fiz(g")).
Desta forma,

Card(Per(f)) = Card(Fiz(f")) < Card(Fiz(g")) < Card(Per(g)),
o que implica Card(Per(f)) < Card(Per(g)). =

Teorema 2.3.4 Um homeomorfismo f : S* — S ¢ topologicamente estdvel se e somente
se f cumpre as sequintes condicoes:

(a) Per(f) é nao vazio e finito.
(b) Se p € Per(f), entao p € topologicamente hiperbdlico.

Demonstracao. Suponha que f é um homeomorfismo topologicamente estével de S*.
Pela estabilidade topoldgica de f e pelo Teorema 1.3.7 podemos escolher um difeomor-
fismo Morse-Smale tao proximo a f tal que seja topologicamente semi-conjugada a f.
Supondo que f preserva orientacdo, ou substituindo f por f?, entdo pelo Lema 2.3.3,
temos que Per(f) é nao vazio e finito.

Agora, tome um ponto x € Per(f). Se x nao é topologicamente hiperbdlico, podemos
eliminar o ponto = fazendo uma pequena perturbacao, mas esto contradiz o Lema 2.3.3.
Portanto f cumpre as condigoes (a) e (b).

Agora suponha que f cumpre as condigoes (a) e (b), é facil ver que f é topologicamente
conjugado a um difeomorfismo Morse-Smale (veja 2.3.4), e como a estabilidade topoldgica
é invariante por conjugacoes e pelo Teorema 1.3.6 temos que f é topologicamente estavel.

1
Lema 2.3.5 Seja 0 < e < e entdo toda e-isometria continua h : S* — St ¢ sobrejetiva.
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AN, E])

h(E)

h(P)=h(

S

Figura 2.4: e-isometria sobrejetiva em S*.

- ) 1
Demonstragao. Seja 0 < € < T denote por N, S, E e O os polos norte, sul, leste e

oeste de S*. Denote também por [N, E] o intervalo em S* limitado por N e E tal que
S,0 ¢ [N, EJ.
Suponha que exista P € [N, E] tal que h(P) = h(S), entdo

< d(P,S) = d(h(P), h($)) — d(P, )| < ¢ < .

A

o que ¢é absurdo. Portanto A([N, E]) ndo contém a h(S); da mesma forma obtemos
que h([N, E]) ndo contém a h(O) e assim podemos afirmar que h([V, E]) nao intersecta
{R(S),h(O)} . De forma andloga, obtemos que as imagens correspondentes aos intervalos
[E,S], [S,0] e [O, N] por hnao intersectam a {h(N), h(O)}, {h(E), h(N)}, e {h(S), h(E)}
respetivamente; disto e pela continuidade de h temos que as imagens dos intervalos abertos
(N,E), (E,S), (5,0) e (O,N) sao dois a dois disjuntos. E assim temos que a imagem
de um intervalo com extremos N e E ¢ um intervalo com extremos h(N) e h(E) e como
h((E,S|U[S,0lU[O,N))Nh([N, E]) = 0, temos que

e portanto h é sobrejetiva. m

Teorema 2.3.6 Todo homeomorfismo no circulo topologicamente GH-estdvel € topologi-
camente estdvel.

Demonstracao. Suponha que f : S' — S' é topologicamente G H-estével. Pelo Teorema,
2.3.4 é suficiente provar que f satisfaz (a) e (b). Substituindo f por f2, se for necessério,
podemos assumir que f preserva orienta¢do. Denotamos por L(I) o comprimento do in-

1
tervalo I C S*. Fixemos 0 < € < 1 tal que L(f(B)) < g sempre que B seja um intervalo
de L(B) < 4e.

1
Para este ¢, fixe 0 < § < 6 dado pela GH-estabilidade topolédgica de f.
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Pelo Teorema 1.3.7, existe um difeomorfismo g com deo(f,g) < d tal que Per(g) é nao
vazio e finito. Como f é topologicamente GH estavel, e dggo(f, g) < deo(f,g) < 6, existe
uma e-isometria continua h : S' — S* tal que foh =hog.

1
Como € < —, pelo Lema 2.3.5 temos que h é sobrejetiva. Agora tomemos x € Per(g)

de periodo n. Como f"(h(z)) = h(g"(x)), temos que h(z) € Per(f) e, portanto, Per(f)
nio é vazio. Tomemos qualquer x € Per(f) e consideremos K = h™'(O(z)). Como h é
sobrejetiva, se y € K entdo h(y) = f'(x) para algum 0 < i < n — 1 onde n é o periodo
de z, portanto h(g(y)) = f(h(y)) = f(z) € Os(x), o que implica g(y) € K sempre
que y € K. Consequentemente K é compacto g-invariante e nao vazio. Portanto temos
que K contém um ponto periédico de g. Como a colecio {h~'(Of(z)) : & € Per(f)} é
disjunto e Per(g) é finito, concluimos que Per(f) é finito, e nao vazio. Isto prova (a).
Agora vamos provar a condigao (b).

Afirmagao: existe A > 0 tal que para qualquer homeomorfismo g com deo(f, g) < A,
a cardinalidade de Per(g) é menor que a cardinalidade do Per(f).

Por (a) temos que existe um inteiro positivo n tal que Per(f) = Fiz(f"). Entao,
sem perda de generalidade podemos assumir Per(f) = Fiz(f) onde Fiz(f) é o conjunto
dos pontos fixos de f. Tomemos A = § (6 como na prova de (a) ), z € Fiz(f) e um
homeomorfismo g com deo(f, g) < 6. Pela escolha de ¢ temos que g preserva orientagao.
Como dgpo(f,g) < A = 8, entdo existe uma e-isometria continua h : S' — S* tal que
foh = hog. Logocomo h é sobrejetiva, entdo para todo z € X, h™'(z) é nio vazio
e compacto. Como foh = hog, entdo h™'(x) é um conjunto g-invariante. Sejam
v,y € h™'(z), entdo

d(y,y') = |d(h(y), h(y)) — d(y, )| < e,

logo h™*(z) estd contido em um intervalo de comprimento no méximo 2¢. Seja B

[inf A~ *(z),sup b~ ()], com L(B) < 2¢. Assim pela escolha de e temos que L(f(B)) < %
Como L(g(B)) < L(f(B)) + 2dcn(f,g), temos
1 1
L(g(B)) < 3 +25 < -

Por outro lado, como h™!(x) é g-invariante, entdo ambos pontos finais de g(B) estio em
B. Desde que g é um homeomorfismo e o comprimento total de S* é um, temos que

L(g(B)) < i, o que implica que g(B) C B. Como B é um intervalo e g é continua, isto
implica que g tem um ponto fixo em B. Entao provamos que para todo x € Fix(f) cor-
responde um ponto fixo de g, e assim, sempre que g satisfaz dco(f, g) < d, a cardinalidade
de Per(g) é menor do que a cardinalidade de Per(f). Portanto a afirmagao esté provada.
Agora suponha por contradicao que f possui um ponto periédico que nao é topologica-
mente hiperbdlico. Entao, podemos elimina-lo por uma pequena perturbacao de g o que
contradiz a afirmagao. m
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2.4 GH-estabilidade para aplicagcoes continuas nao
invertiveis

A definicao de topologicamente GH-estavel pode estender-se facilmente para o caso das
aplicagoes nao inversiveis, como veremos a seguir.

Definicao 2.4.1 Uma aplicagcao continua f : X — X de um espaco métrico compacto
X € topologicamente GH-estdvel se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se uma aplica¢ao
continua g : Y — Y de um espago métrico compacto Y satisfaz dgpo(f,g) < §, entdo
existe uma e-isometria continua h : Y — X tal que foh="hog.

Teorema 2.4.2 Toda aplicacao continua positivamente expansiva com sombreamento po-
sitivo, de um espago métrico compacto, € topologicamente GH-estavel.

Demonstragao. Analoga a demostracao do Teorema 2.2.3. m

Exemplo 2.4.3 A aplicacio z — 2% do circulo unitdrio S* = {z € C : |z| = 1} € posi-
tivamente expansiva e tem a propriedade do sombreamento positivo, entao, pelo Teorema
2.4.2, esta aplicacdao € topologicamente GH-estdvel.

Teorema 2.4.4 Seja M uma variedade compacta homogénea, entao toda aplicacdo cons-
tante f : M — M é GH-estavel.

Demonstragao. Seja M uma variedade compacta homogénea e f : M — M uma
aplicagao constante igual a g € M. Suponha que f nao é topologicamente GH-estavel.
Entao, dado € > 0, para todo n € N existe um espaco métrico compacto Y, e uma

aplicagao continua g, : Y, — Y, tal que dggo(f,g9,) < — e nao existem e-isometrias

continuas h : Y,, — M tais que foh = hog,. Assim obtemos uma sequéncia de aplicacoes
continuas (g, )nen tais que lim dggo(f, gn) = 0.
n—oo

Como dggo(f, gn) — 0, entdo existe uma sequéncia de escalares positivos (,)nen tais que
5, — 07 e uma sequéncia de 6,-isometrias i, : M — Y, e j, : Y, — M tais que

dCO(gnoinainof><5n € dC’U(jnogmfojn)<5na Vn € N.

Logo, para todo y,y" € Y, e n € N, temos

(2.9)
< 20,.

Como j, é uma b,-isometria, entdao |d" (ju(9n(y)), n(9:.(¥))) — A" (9:(y), 9. (¥))] < 0n,
portanto:

™ (gu(y), 9n(y)) < A (G0 (¥)), (90 (¥))) + 60

2.10
<96, 46,40, = 30, (2.10)
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Entao,
diam(gn(Yy)) < 36,, Vn eN.

Agora tomando uma sequéncia (y,)nen. Como dgpo(f,9,) — 0, entdao pelo Item 2 do
Teorema 2.1.8 temos que dgy(M,Y,) — 0. Além disso, existe uma sequéncia ¢, — 0"
e uma sequéncia de e,-isometrias continuas j, : Y, — M (Veja [4], pagina 268). Como
M ¢é uma variedade homogénea, pela composicao de 3,,1 com uma isometria de M se for
necessario, podemos assumir

~

Por outro lado, como M é uma variedade homogénea, existe uma sequéncia de aplicagoes
continuas k, : M — M e A > 0 tais que

dco(k’n,]dx) S e kn<B(ZE07A)) =X Vn € N.

ool m

Consideremos a sequéncia de aplicagoes h,, = k, O?n .Y, — M, logo temos que h,, é
€ ~

continua. Ainda como k&, é uma g—isometria e como j, € €,-isometria, temos que h,, é

€ . . ~ , . . . ;
uma (g + €, )-isometria, entdo h,, é uma e-isometria para n suficientemente grande. Além

disso, como En é uma e-isometria, temos
diamx (ju(ga(Yn))) < € + diam(g,(Yy)) < €n + 38,

e assim diamx(j(gn(Yn))) — 0 quando n — oo. Como ¢ = jy\n(gn(yn)) S jn(gn(Yn)),
concluimos que J,(g,(Y,)) C B(zo,A) para n suficientemente grande. Disto e pelas
propriedades de k, obtemos que ky(jn(gn(y)))) = 2o, para todo y € Y, e todo n sufici-
entemente grande. Logo, como f(h,(y)) = xg, isto implica na existéncia de e-isometrias
continuas h, : Y, — M tais que f o h, = h, o g, para todo n grande. Isto é uma
contradicao que completa a prova. m
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CAPITULO 3

PROPRIEDADES DE
HOMEOMORFISMOS GH ESTAVEIS

Neste capitulo verificaremos algumas propriedades para as dinamicas topologicamente
Gromov-Hausdorff estaveis. Convém destacar que os resultados apresentados neste capitulo
sao inéditos.

3.1 Consequéncias da GH-estabilidade em dinamicas
transitivas

3.1.1 Entropia Topologica

Um homeomorfismo topologicamente estavel, por definigao, é topologicamente conjugado
a todo homeomorfismo C°-préximo a ele. Assim, pelo Corolario 1.4.3, temos que a entro-
pia é a mesma para todo homeomorfismo C°-préximo a este homeomorfismo topologica-
mente estavel. Uma curiosidade imediata é saber se ocorre o mesmo para homeomorfismos
topologicamente GH-estaveis na distancia GH". Nesta secdo veremos que isso nem sempre
val ocorrer.

Proposigao 3.1.1 Sejam f e g dois homeomorfismos tais que dggo(f,g9) = 0, entao
htop(f) = htop(g)'

Demonstragao. Sejam X,Y espacos métricos compactos, f : X - X eg:Y =Y
homeomorfismos tais que dggo(f,g) = 0. Pelo item 3 do Teorema 2.1.8 existe uma
isometria h : Y — X tal que foh = hog. Logo como h é isometria, entdo h é um
homeomorfismo, portanto f e g sao conjugadas, e assim

htop(f) = htop(g)'
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Devido a Proposigao 3.1.1 é natural nos perguntarmos se podemos obter constancia de
entropia para homeomorfismos G H® préximos a um GH-estavel ou ao menos continuidade
da entropia. Em geral isso nao é verdade, como podemos ver no resultado seguinte:

Teorema 3.1.2 Fxiste um homeomorfismo f, sobre um espaco métrico compacto, GH-
estdvel com entropia positiva, e homeomorfismos g, convergindo para f na topologia GH®,
com hiop(gn) = 0 para todo n € N.

Para mostrarmos este resultado vamos mostrar algo mais geral. Isto é, que homeomor-
fismos topologicamente transitivos sao sempre G H -aproximados por homeomorfismos de
entropia zero, mais precisamente, temos o seguinte:

Teorema 3.1.3 Seja f : X — X um homeomorfismo topologicamente transitivo, entao
existe uma sequéncia de homeomorfismos g,, sobre espacos métricos Y,, tais que

lim dgpo(f, gn) =0 € hyop(gn) = 0 para todo n € N.

n—oo

Vejamos portanto a demostracao do Teorema 3.1.2.

Demonstragao. Considere a aplicacao Shift bilateral o : ¥ — X5 sobre o espaco de
dois simbolos como na Defini¢ao 4.2.1. Pelo Corolario 4.2.4 sabemos que esta aplicagao é
um homeomorfismo expansivo com a propriedade do sombreamento, e pelo Teorema 1.4.2
temos que o é topologicamente GH-estavel. Como o shift ¢ um homeomorfismo transitivo
(Proposicao 4.2.5) podemos aplicar o Teorema 3.1.3, e assim concluimos a prova. m

Agora vamos demostrar o Teorema 3.1.3.
Demonstragao. Suponha que f é topologicamente GH- estavel. Dado n € N, para

€, = —, existe 9, > 0 como na definicao de estabilidade GH para f. Podemos supor que
n
0, < €,. Além disso, pela continuidade uniforme de f, existe a, tal que se d(z,z') < ay,
0
entao d(f(z), f(z')) < gn Assumindo «,, < 3", como f é transitivo, existe a € X tal

que OT(a) é densa em X, mais ainda O"(f*(a)) é densa para todo k& € N. Assim dado
n € N, existe M € N tal que

U{fl ), X) < 0.

Como OF(fM(a )) é densa, existe N > M tal que d(f"*'(a),a) < a,. Logo tomando
Y, = {a, f(a), f*(a),..., f~(a)}, temos que que Y, é uma a,-pseudo 6rbita periédica, e

dy(X,Y,) < dy U{f@ X)) < .

Considere o espago métrico compacto Y,, com a métrica herdada de X, e g, : Y,, = Y,
definida por g,(f*(a)) = f*(a) se k =0,1,...,N — 1, ¢ g,(fV(a)) = a. Claramente g,
é bijetora, e mais, como Y,, é um conjunto discreto, entao g, ¢ um homeomorfismo. Além

On
disso, observe que d(g(y), f(y)) < — bara todo y € Y,,.
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Afirmacgao: dgpo(gn, f) < On-

De fato, consideremos a aplicagao inclusao i : Y,, — X. Como i(y) = y para todo
y € Y,, entao sup |d(i(y),i(y))) — d(y,y")| = 0 < §,. Além disso, como i(Y,) = Y,

Y,y €YN

entao dy(i(Yy,), X) < a,, < d,,. Logo,

max{ sup |d(i(y),i(y')) — d(y,y)|, du(i(Ys), X)} < bn,

Y,y EYN

e portanto ¢ é d,-isometria.

Por outro lado, temos também que dgo(i o gy, f 0i) < &,. De fato: para todo k =
1,2,...,N — 1, temos

d(i 0 ga(f*(a), f o i(f*(a))) = d(f*(a), [ (a)) = 0 < 4.

d(io g.(f(a)), foi(f¥(a)) = d(a, fF(a)) < dn.
Assim d(i 0 g,(y), f oi(y) < d,, para todo y € Y, logo dco(i o g, foi) < dy.

Por outro lado, como dy (Y, X) < 6,, dado 2 € X tome um f*(a) = j(z) de tal modo

que d(z, f¥(a)) < o, < gn, definindo assim a aplicagao j : X — Y. Agora, observemos
que

d(j(x),j(z") < d(j(x),z) + d(z,2') + d(2, j(z") < d(z,2) + 20, < d(z,2") + by,
e de igual modo
d(z,2') < d(x,j(x)) +d(j(z),j (@) + d(j(2"),2") < d(j(x),j(2")) + In-
Portanto |d(j(z), j(x'))—d(x, z')| < 6, e, por construcdo de j temos que dy (§(X), Y,) <

dn, assim j é d,-isometria. Passamos a provar que deo(jo f,g,07) < 9,. Com efeito, seja
r € X, entao

d(j(f(@)), 9a(i(2))) < d(G(f(2)), f(2)) + d([(2), F(G(2))) + d(f(§(2)), g (5 (2)))
< %" + %" + %” = 0

Logo, d(j(f(x)), 9n(j(2))) < dn, para todo @ € X, assim dco(jo f, gn0j) < 0. E portanto

mostramos que dggo(f, gn) < 9, < — para todo n € N. Assim, finalmente, temos que
n

lim depo(f, gn) = 0.
n—oo

Logo, como Y,, é um conjunto finito para todo n € N, ent@o hy,,(g,) = 0 para todo n € N.
[ ]
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Figura 3.1: Aplicacdo GH'- préxima a f.

3.1.2 Densidade de pontos Periddicos

Os pontos com 6rbitas finitas (pontos periédicos) sao de grande importéancia no estudo do
comportamento dos sistemas dinamicos. Neste sentido, é fundamental estudar a existéncia
de pontos periddicos e ver como eles estao distribuidos no conjunto sobre o qual esté defi-
nido o sistema dinamico. Veremos que para homeomorfismos transitivos topologicamente
GH-estaveis os pontos periddicos se distribuem densamente. Mais precisamente:

Teorema 3.1.4 Seja f : X — X um homeomorfismo topologicamente GH -estdvel e
transitivo, entao cl(Per(f)) = X.

Antes de mostrarmos este teorema, vamos provar primeiro que o conjunto X é Hausdorft-

aproximavel por 6rbitas periodicas.

Proposicao 3.1.5 Seja [ : X — X um homeomorfismo topologicamente G H -estavel e
transitivo, entdo, dado € > 0, existe v € Per(X), O(x) = {z, f(x), f*(x),..., fP(x)}, tal
que dg(O(x), X) <e.

Demonstragao. Seja ¢ > 0, entao existe 6 > 0, como na GH-estabilidade de f.
Usando os métodos da demostracao do Teorema 3.1.3 podemos encontrar um conjunto

Y = {a, f(a), f*(a),..., fN(a)} e g: Y =Y, tal que dgpo(f,g) < 6, onde

fa) se k=0,1,...,N —1,

9(f*(a)) =
a se k=N.

Logo, como dggo(f,g) < 0, existe uma e-isometria continua h : Y — X, tal que
foh=hog. Observe que f*(a) = g*(a) para k =0,1,2,..., N, assim temos que

W((f*(a))) = M((g"(a))) = [*(h(a)).
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Figura 3.2: Aproximagao do conjunto X por orbitas periddicas.
O ponto h(a) € X é um ponto periddico. De fato:
(@) = h(g" () = h(g(f*(a)) = h(a).
Assim h(a) € Per(f), com per(h(a)) < N+1, e O(h(a)) =Y. Mas como h é e-isometria,
dy(O(h(a)), X)) =dy(Y,X) <€

Demostragao do Teorema 3.1.4:

Primeiro suponha o contrario, ou seja, que cl(Per(f)) # X, entao existe b € X e b ¢
cl(Per(f)). Como cl(Per(f)) é compacto, entdo dg(b,cl(Per(f))) = ¢ > 0, mas pelo
teorema anterior existe x € Per(f) tal que dy(O(x),X) < €, e como b € X temos que

di(b,O(x)) < €. Como O(x) C cl(Per(f)), temos
dy (b, cl(Per(f))) < dy(b,O(x)) < e
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O que gera uma contradigao e, portanto, cl(Per(f)) = X. B

Na sequéncia, apresentaremos uma aplicagao imediata do Teorema 3.3.1 para homeo-
morfismos minimais, os quais nao podem ser topologicamente GH-estaveis.

Corolario 3.1.6 Se f: X — X é um homeomorfismo minimal sobre um espago métrico
compacto X, entao f nao pode ser topologicamente GH-estdvel.

Demonstragao. Suponha por absurdo, que f seja GH-estavel. Como f é minimal entao
cl(O*(z)) = X para todo z € X.

Em particular, f é transitivo. Pelo Teorema 3.1.4, se f fosse GH-estavel, implicaria que
Per(f) # 0, o que contradiz o fato de f ser minimal. Logo, f ndo pode ser topologicamente
GH-estavel. m

Corolario 3.1.7 Seja f : X — X wm homeomorfismo minimal de um espago métrico
compacto X. Entao f é nao expansivo ou f nao tem a propriedade do sombreamento.

Demonstracgao. Suponha que f tem as duas propriedades, ou seja que f seja expansivo
e tenha a propriedade do sombreamento, entao pelo Teorema 2.2.3 temos que f é topo-
logicamente GH-estavel, mas isso contradiz o Corolério 3.1.6. Portanto f nao pode ser
expansivo e ter a propriedade do sombreamento ao mesmo tempo. ®

3.2 Consequéncias da GH-estabilidade em dinamicas
sobre espacos desconexos

Existem dinamicas muito interessantes que sao topologicamente GH- estaveis, como por
exemplo o Shift Bilateral, o qual estd definido num espaco métrico compacto desconexo.
Esta dinamica é muito utilizada tanto em sistemas dinamicos como na teoria dos niimeros,
é por isso que torna-se interessante estudar as dinamicas G H’-préximas a esta. O seguinte
teorema da uma ideia a respeito do conjunto sobre o qual devera estar definida uma
dinamica GH"- préxima a uma dinamica topologicamente GH-estdavel definida sobre um
espago desconexo.

Teorema 3.2.1 Seja X um espaco métrico compacto desconexo. Se f : X — X € um
homeomorfismo topologicamente GH-estdvel, entdo existe 6 > 0 tal que, se g : Y —Y €
um homeomorfismo sobre um espag¢o métrico compacto e conexo Y, entao:

dGH()(f? g) Z 5

Demonstracao. Seja C(X) o conjunto das componentes conexas de X. Como X ¢
compacto e as componentes sao disjuntas duas a duas, entao cada componente é compacta.
De fato, sejam C,C’ € C(X) componentes conexas de X, entao C' N C’ = ), portanto
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temos que

cCNnX=CnX
=0n U
eC(X
U U (3.1)
eC(X
CHC
= C.

Entao C € X é fechado e portanto compacto. Como C' é uma componente conexa
arbitraria de X, entao toda componente conexa de X é compacta. Logo fixemos Cy, Cy €
C(X). Como Cy e Cy sao compactos disjuntos, entao dg(Ch,Cs) = o > 0, logo para todo
C € C(X) temos que:

a=dy(C1,Cq) <dg(Cy,0) +du(C,Cy)

e portanto temos que dy (Cy,C) > % oudy(C,Cq) > —. Suponha que dy(Cy,C) > %

entao:
dy(C, X) > dy(C,Cy) >

AR T~

Q@
Logo, tomando € = —, como f é topologicamente GH-estavel, existe 6 > 0 tal que se

g Y — Y é um homeomorfismo de um espago métrico compacto com dgpo(f,g) < 0,
entao existe uma e-isometria continua h : Y — X tal que foh=hog.

Suponha por absurdo que exista um homeomorfismo ¢ : ¥ — Y de um espaco métrico
compacto e conexo tal que dgpo(f,g) < 0. Logo existe e-isometria continua h : Y — X.
Como h é continua e Y conexo entao h(Y) é conexo, entdao h(Y') estd contido em uma
componente conexa de X, ou seja, h(Y) C Cj para algum Cy € C(X). Entao temos que

du(h(Y), X) = du(Co, X)

«
2
€

v

(3.2)

Portanto temos que dy(h(Y), X) > €, mas isso contradiz a o fato de h ser e-isometria,
pois dy(h(Y), X) < e. E assim concluimos a demostra¢ao. m

Corolario 3.2.2 Seja 0 : Yy — Yo a aplicagao shift bilateral sobre o espago de dois
stmbolos, entao para todo homeomorfismo g :' Y — Y de um espago métrico compacto e
conezxo temos que dgpo(o,g) > 9§, para algum 6 > 0.

Demonstragao. Consequéncia imediata do fato de Y5 ser desconexo e do Teorema 3.2.1.
[ ]
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3.3 GH-estabilidade preserva entropia em dinamicas
sobre S'!

Antes de enunciarmos o seguinte teorema, vejamos como é a estrutura de S* como espaco
métrico. Nos referimos ao circulo unitério S* = {(z,y) € R? : 2* + y* = 1}, considerando
[z,y] 0 arco de S com ponto inicial z e ponto final em y em sentido anti-horario, L([z,y])
como sendo o comprimento do arco [z, y]. Logo, olhamos para S* sob o ponto de vista de
uma métrica d : S' x S* — R dada por:

d(x,y) = min{ L([z,y]), L(ly, =]) }-

E f4cil verificar que, para todo z,y € S, a aplicacio d cumpre as propriedades de uma
métrica, ou seja:

1. para todo z,y € S, d(z,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y.

2. d(z,y) = d(y, ).

3. d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2) para todo z € S*.

Teorema 3.3.1 Seja f : S* — S' uma aplicacdo continua topologicamente GH-estdvel.
Eriste § > 0 tal que toda aplicacdo continua g : S* — S*, com dgpo(f,g) < 6, satisfaz
que

htop(g) 2 htoP(f)'

1
Demonstragao. Tomando 0 < € < T Pela estabilidade GH de f, existe 6 > 0 tal que,
para toda aplicacdo continua g : S' — S com dgpo(f,g) < 0, existe uma e-isometria
continua h : S* — St tal que foh = hog. Como € < 1 pelo Lema 2.3.5 temos que

h é sobrejetiva, além disso, como f oh = ho g, entao h é uma semi-conjugacao e pelo
Teorema 1.4.2 temos que htop(g) > hiop(f). ™

Corolario 3.3.2 Seja f : S' — S uma aplicacio continua topologicamente GH-estdvel
tal que hyop(f) > 0, entdo existe § > 0 tal se g : S — S' é homeomorfismo, entdo

dauo(f,g) > 0.

Demonstragao. Seja 6 > 0 como no Teorema 3.3.1 para f. Suponha, por absurdo, que
exista um homeomorfismo g de S* tal que se dgpo(f, g) < 0, entdo hy,(g) > 0, mas isso
contradiz ao Teorema 1.4.5. Portanto dggo(f,g) > 0. m

Exemplo 3.3.3 Considere a aplicacio f : S* — S', z — 2% do circulo unitdrio S* =
{z € C:|z| =1} . Temos que hi,(f) =1log2 > 0 ([8], pag 368 ) e pelo Exemplo 2.4.3
sabemos que f € topologicamente GH-estavel, logo pelo Coroldrio 3.5.2, seque que existe
uma vizinhanca V(f) de f na distancia GH® tal que V(f) N Hom(S"') = 0.
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O Teorema 3.3.1 garante que em S* toda dinamica préxima a uma dinamica topologi-
camente GH-estavel com entropia positiva também tem entropia positiva, agora veremos
que isso é um caso particular do seguinte resultado, quando a dinamica em S* é transitiva.

Teorema 3.3.4 Seja f : S' — S wma aplicacdo continua transitiva e topologicamente
GH-estavel e X um espago métrico compacto e conexo. Existe 6 > 0 tal que toda aplicagcao
continua g : X — X, com dgpo(f,g) <9, satisfaz que

htop(g) > htop(f)'

Demonstragao. Este teorema é uma consequéncia imediata da seguinte proposi¢ao. m

Proposicao 3.3.5 Seja f : M — M uma aplicagao continua topologicamente transitiva
sobre uma variedade unidimensional e 8 > 0. Se f € topologicamente GH-estdvel, entao
existe & > 0 tal que toda aplicag¢ao continua g satisfazendo dgpo(f, g) < 9§, sobre um espago
métrico compacto Y, o qual contém um subconjunto conexo Cy com diametro maior do
que [, satisfaz
htop(g) 2 htop(f)'

Demonstragao. Seja a € M tal que Of(a) = M. Seja € = %B > 0, como f é
topologicamente GH-estavel, existe 6 > 0 tal que para toda aplicacao g : ¥ — Y de um
espago métrico Y com dgpo(f,g) < 0, existe uma e-isometria continua h : Y — M tal
que foh =hog. Como Y contém um subconjunto conexo Cy, com diam(Cy) > [, tome
y1, 2 € Cy tal que d* (y1,y2) > €. Assim,

dX (W), h(y2)) > d¥ (41, y2) — € > 0.

Portanto h(y;) # h(y2) e assim h|Cy é nao constante. Como M ¢é unidimensional e
h(Cy) € M é um conjunto conexo, este conjunto é uma curva. Em particular tem interior
nao vazio, pois ¢ unidimensional. Mas como O7 (a) é denso em Y, entao f™(a) € h(Cy)
para algum ng € N. Logo O7 (f™(a)) C h(Y). Mas observe também que O7 (f™(a)) ¢
densa em M, ou seja,

Of(f(a)) = M,
portanto

du(h(Y), M) < du(OF (F"(a)), M) = 0.

Como Y é compacto, temos que h(Y') é um conjunto compacto tal que dy(h(Y), M) =0,
entao h(Y) = M e, portanto, h é uma semi-conjugacao topoldgica. Pelo Teorema 1.4.2
temos que:

htop(g) > htop(f)'
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3.4 Anosov Clossing Lema como consequéncia da GH-
estabilidade.

Um dos resultados mais importantes em Sistemas Dinamicos é o Anasov Closing Lema
([8], pag 416), onde se usa fortemente a condi¢ao de hiperbolicidade, pelo fato de que
todo conjunto hiperbdlico tem a propriedade de sombreamento. Neste capitulo veremos
que podemos enfraquecer a condicao de hiperbolicidade, trocando hiperbolicidade por
GH-estabilidade. Antes de enunciar o teorema precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4.1 Seja f : X — X um homeomorfismo e X um espago métrico compacto.
Dizemos que um conjunto compacto A C X, f-invariante, é aprorimado por cadeias, se
para todo § > 0 existem 6-cadeias periddicas e disjuntas {x1;}i 0, {T2: 20, - s {Tri ity C
A, com x50 = xj,,, tais que

k

di (| {z}i20, M) < 6.

j=1

Figura 3.3: Conjunto aproximado por cadeias periddicas.

Teorema 3.4.2 Seja A C X aproximado por cadeias e f|A topologicamente GH-estavel,
entao

cl(Per(f)NA) =A.

Demonstracgao. Dado € > 0, tomamos 0 < a < € como na definicao de GH-estabilidade
de f restrito a A. Como f|A é uniformemente continua, existe 0 > 0 tal que se d(z,z’) < 0

entao d(f(x), f(z')) < %. Podemos assumir § < %. Como A é aproximado por cadeias,

existe uma colegio finita de d-cadeias periédicas e disjuntas {z ;}¢*, {za,; Y62, ..., {z, o C
A, onde x;0 = xi,, €

dir(({wis Yo', A) < 6.
=1

n

Tomando Y = U{x”}lg, definamos a fungdo g : Y — Y como g(z; ;) = x; 41 para
i=1

todo ¢ = 1,2,...,n. Fazendo um procedimento andlogo ao da demostracao do Teorema
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Figura 3.4: Densidade do conjunto dos pontos periddicos A.

3.1.3, tomando ¢ =id|Y, ¢ : Y — A, claramente ¢ é - isometria, além disso

d(f o p(zij), pog(iy)) = d(f(zij), Tijr) <.

Assim deo(f o ¢, 0 g) < a. Logo como dy(Y,A) < ¢, construimos uma aplicagdo v :
R(f) — Y, tomando para cada x € A um ¢(x) € Y tal que d(¢(z),z) < §. Como na
demostracao do Teorema 3.1.3, ¢ é §- isometria e portanto a-isometria. Além disso,

A (f(2)), 9% () < dW(f(2)), f(@)) + d(f (@), f((2)) + d(F (¥ (@), 9((x))
+3+3

=

AN
w| e

Entao, deco(Yo f, goth) < a, portanto dgpo(f, g) < a. Pela GH-estabilidade de f|A existe
e-isometria continua h: Y — A tal que foh =hog. Seja {z,;}&, entdo:

f(h(@ig)) = h(g(ziz)) = h(wij41),
ou seja, fC(h(x:;)) = h(wizex) e " (h(2i5)) = h(@s4m) = h(wiz). Logo,
h({wig}e) = {h(ws), f(h(xs), -, f™ (hl), f7 (A(:)) = ()}

Para cada i = 1,2,...,n temos que h({z;,;}o1) = O(h(x;)). Mas h(x;) € Per(f), ou seja,
h(Y) C Per(f) N A. Mas como h ¢é e-isometria temos que dg(h(Y'),A) < € e, portanto,

dg(Per(f)NAA) <du(h(Y),A) <e
Como € é arbitrério, temos que cl(Per(f)NA)=A. =

Proposicao 3.4.3 Seja f : M — M um homeomorfismo sobre uma variedade compacta.
Sejam x # y tal que x,y € R(f). Para todo 6 > 0 existem 0-cadeias {z;}¢,{vi}¢' C R(f),
onde To=x = Ty, € Yo =Y = Y tais que {z;}¢ N {yi}g = 0.
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)
Demonstragao. Seja § > 0. Tomando ¢ = —, pela continuidade uniforme de f|R(f),
existe 0 < &' < € tal que se z,2" € R(f) e d(z,2') < & entao d(f(x), f(2')) < e
!/

)
Logo, tomando x € R(f), como R(f|R(f)) = R(f) ( Teorema 1.1.10), existe E—cadeia
{z;}s € R(f) onde 2y = = = x,. Agora, tome y € R(f), y # x. Novamente pelo
/

Teorema 1.1.10, existe uma E-cadeia {y;}o" € R(f) onde yy = y = y,,. Suponha que

Ty = ygo para algum ig € {1,2,...n—1} e jo € {1,2,...m — 1}. Logo podemos tomar

Viy € B(xo,8") NR(f) tal que y;, # 4, assim temos que

d(f(yzl‘o—l)a yio) < d(f(yzl'o—l)7 37@'0) + d(ziov yio)
< d(f(Yiy_1)s Viy) +
0’ ,
< 3 +9

<0

A(f (Yio): Yig1) <

Logo substituindo y; por y;, obtemos uma J-cadeia.

/ / / / /
{y07y27 s 7%0_17%07%’0“’ s 7ym}

(3.3)

n / / / / / ~ - -
Logo se {@i}o N Y0, Yas - - s Yig—1> Yio» Yigyrs - - - » Y} = O entdo para todo j # ip tomamos
Y = y;, assim {y; };" ¢ uma d-cadeia. No caso contrario aplicamos o procedimento anterior

uma quantidade finita de vezes, e assim fica provado a proposi¢ao. =

Lema 3.4.4 Seja f : M — M um homeomorfismo sobre uma variedade compacta M,

entao:
(I) R(f) é aprozimado por cadeias.
(II) L(f) é aprozimado por cadeias.

(III) Q(f|2(f)) € aproximado por cadeias.

Demonstragao. Item I. Seja 6 > 0, como R(f) é um conjunto compacto, podemos

tomar uma quantidade finita {1, zs,...,2,} C R(f) tal que
di (| J{z:}, R(f)) <.
i=1
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Pelo teorema de Conley’s (Teorema 1.1.10) temos que R(f|R(f)) = R(f) e pela Pro-

posicio 3.4.3 existem d-cadeias disjuntas {z1;}6*, {zo; 162, ..., {Zn;}e» € R(f) onde x;; =
n

Tijik, € Tio = X;. Logo, como {1, Zg,...,x,} C U{xij}gi, portanto
i=1

dun(Ufwite R(D) < du( i R()) < 6

0
Item II. Dado § > 0. Como f é uniformemente continua, existe 0 < o < 3 tal que, se

d(z,2") < «a, entao d(f(x), f(z')) < g Logo, como L(f) = cl( U (a(x) Uw(x)))) e L(f)

é compacto, podemos tomar um conjunto finito {x1,xs,...,z,} C U (a(z) Uw(z)) tal

zeM
que

di (| J{=:}. L(f)) < 6.
i=1
Supondo que z; € w(z;) para algum z; € M, logo existe n;, k; € N tal que
. otk a e a
d(f™(z), [7(2)) < 5 € d(f"(z), 1) < 5

mais ainda, tal que d(f’(z),w(z)) < a para todo n; < j < n; + k;. Logo, podemos
encontrar para cada f"7(z;) um ponto x,; € L(f) tal que d(f"/(z),z;;) < o para
todo j = 0,1,2,...,k;. Considere o conjunto {x;0, i1, %2, ..., %Tik—1}. Assim, se j =
0,1,2...,k; — 2, observe que

A(f (i), i) < d(f(ig), FO" (2)) +d(f(F"H (2)), Tigan)

1) s
<5t d(f" N (z), w4 541)
5 (3.5)

(F(igmr)s FUR(20) + d(F7 7 (2), i)
+d( M (z), f () + d(f(2), 300)

d(f(xi,k:i—l)7 %’,0)
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Portanto, se tomarmos z;,4; = x;, temos que para cada i = 1,2,...,m o conjunto
{Zi0, Tin, Tigy ooy Tigy—1, Tik; b = {mi,j};?izo ¢ uma J-cadeia periddica contida em L(f), e

dH(U{»”Cz‘,j}fi:o; L(f)) < dH(U{xi}7L<f)) <.

Portanto L(f) é aproximavel por cadeias periddicas.

Item III. Imediato. m

Teorema 3.4.5 Seja f : M — M uwm homeomorfismo sobre uma variedade compacta M.
Entao:

(a) Se fIR(f) € topologicamente GH-estdvel, entao cl(Per(f)) =R(f) = L(f) = Q(f).
(b) Se f|L(f) € topologicamente GH-estavel, entao cl(Per(f)) = L(f).
(c) Se fIQUfIAS)) € topologicamente GH-estdvel, entao cl(Per(f)) = Q(f|Q(f))-

Demonstracao. Item (a). Seja f|R(f) topologicamente GH-estével, pelo Lema 3.4.4
Item I, temos que R(f) é aproximado por cadeias periédicas, logo pelo Teorema 3.4.2
temos que

R(f) = cl(R(f) N Per(f)) = cl(Per(f)).
Logo pela Proposi¢ao 1.1.11 temos que cl(Per(f)) = R(f) = L(f) = Q(f).

Item (b). Seja f|L(f) topologicamente GH-estavel, pelo Lema 3.4.4 Ttem II, temos
que L(f) é aproximado por cadeias periédicas, logo pelo Teorema 3.4.2 temos que

L(f) = cl(L(f) N Per(f)) = cl(Per(f)).

Item (c). Analogamente. m

Corolario 3.4.6 (Anosov Closing Lemma). Seja f : M — M um difeomorfismo de
classe C' de wma variedade compacta. Entdo:

(a) Se o conjunto dos pontos recorrentes por cadeias de f, R(f), tem estrutura hi-
perbdlica, entao cl(Per(f)) = R(f) = L(f) = Q(f).

(b) Se o conjunto limite de f, L(f), tem estrutura hiperbolica, entdo cl(Per(f)) = L(f).

(c) Se o conjunto dos pontos nao errantes de f, Q(f), tem estrutura hiperbdlica, entao

c(Per(f)) = Q(fI2S))-

Demonstragao. E consequéncia imediata do Teorema 3.4.5, pois todo homeomorfismo
hiperbélico é topologicamente GH-estavel (Corolario 2.2.4). =
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CAPITULO 4
APENDICE

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos de dinamica hiperbdlica, e mostraremos
algumas propriedades dos homeomorfismos hiperbdlicos. Também introduziremos breve-
mente o homeomorfismo Shift Bilateral e mostraremos algumas de suas propriedades as
quais ja foram utilizados nos capitulos anteriores.

4.1 Homeomorfismos hiperbdlicos
Nesta secao consideraremos apenas homeomorfismos sobre espacos métricos compactos.

Definicao 4.1.1 Seja f : X — X um homeomorfismo. Para todo ponto a € X e uma
constante € > 0, definimos:

WH(a) ={z € X :d(f"(a), f"(x)) < € para todo n € Z"}

W (a) ={z € X : d(f"(a), f"(x)) < € para todo n € 7" }.
Introduziremos o conceito de hiperbolicidade para homeomorfismos.

Definicao 4.1.2 Um homeomorfismo f : X — X € hiperbdlico se existem constantes
€0, p,c>0e0< A <1 tais que

(1).
Wi(a) ={z € X :d(f"(a), f"(z)) < cA\"d(a,z) para todo n € Z"}.

W (a) ={r € X :d(f"(a), ["(x)) < cA\"d(a,x) para todon € Z" }.

(2). Para todo (x1,72) € D(ap) = {(z,2") € X x X : d(z,2") < ap}, os conjuntos
Wi(xy) e W (x2) se intersectam em wm dnico ponto (x1,z2), ou seja,

Wh(w) "W, (29) = {(21,22)}
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Lema 4.1.3 Seja f : X — X um homeomorfismo hiperbdlico. Entao o mapa (,) :
D(op) — X € continuo.

Demonstracao. Seja ((z,,),))neny C D(ap) uma sequéncia que converge a um ponto
(x,2") € D(ag). Tomando z, = (x,,,), pela compacidade de X temos que (z,)nen
tem uma subsequéncia convergente (z,,). Seja z € X tal que z,, — z. Como {z,, } =

Wi (x,) N W (), temos que

d(f'(zn), ['(2n)) < €0 e d(f 7 (2n), [ (20)) < €0

/
n

d(f'(x), ['(2)) < € e d(f(2"), f () < €0

Portanto, z € Wi (x) N W, (') = {(z,2)}, ou seja z = (x,2). Assim, finalmente

(xp,2)) — (x,2"), 0 que prova o lema. m

para todo i € Z*. Mas como (z,,z),) — (z,2') e z,, — 2 temos que

Teorema 4.1.4 Seja f: X — X um homeomorfismo hiperbolico, entao f é um homeo-
morfismo expansivo.

Demonstragao. Primeiro observe que W (z) N W, (z) = (z,2) = {z}. Suponha que
exista z,y € X e o > 0 tais que d(f"(z), f"(y)) < ap, para todo n € Z. Entao temos
que y € Wi (z) "W, (z) = {z}, logo = = y. Portanto, f é expansivo. ®

Lema 4.1.5 Seja f : X — X um homeomorfismo hiperbdlico e €y como na defini¢ao
4.1.2. Entao, existe 3 > 0 tal que se d(z,y) < 3, entao W (z) "W (y) = {{z,y)} para
todo escalar €, com 0 < € < €.

Demonstragao. Seja \g, Sy, ¢ > 0 como na definicao 4.1.2, e 0 < € < ¢5. Pela conti-
€
nuidade uniforme de f, para — > 0 existe § > 0 (podemos assumir 5 < f3y) tal que se

z,y € X ed(z,y) < f3, entdo

d(a, (x,y)) < = e d(y, (x,y)) < -

Mas pela hiperbolicidade de f temos que

WEnw;(y) = {{z.y)}.

Como
d(f"(z), f"({z,y))) < cA"d(z,(z,y)) <€

d(f (), [ "z, ) < cAd(y, (z,y)) <€

para todo n € Z*, temos que
(z,y) e WS NW (y) CWINW (y).
Portanto, segue que WX NW. (y) = {{z,y)}. =
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Lema 4.1.6 Seja f : X — X um homeomorfismo. Se existir « > 0 tal que, toda o-
cadeia (x;)iy, 0 < n < oo, € f-sombreada, para todo 5 > 0, entdo f tem a propriedade
do sombreamento.

Demonstracao. Seja (x;)>, uma a-cadeia. Dado 0 < m,n < oo, temos que (z;)",, é
uma a-cadeia. Tomando
Yj = Tj—m, O§]§m+n7

observe que
d(f(yj)7 yj—i—l)) = d(f(xj—m)7~rj_m+1> < .

m—+n

Isto implica que (y;)72;" também é a-cadeia. Entao, existe y € X tal que d(f(y),y;) < B
para todo 0 < j < m+n—1. Logo, pondo z = f™(y), para todo —m < i < n temos que:

d(f(x), z;) = d(f(y), 2:)

(f (), j-m) (4.1)
(F(y).y;) < B.

d
d
Portanto (z;)7_, ¢é [S-sombreado. ‘

Assim, para todo n € Z", existe um y, € X tal que d(f*(y,), r;) < 8 para todo —n < i <
n. Como X é compacto, a sequéncia (Yn) tem uma subsequeéncia convergente y,, — y € X.
Entdo, existe k € Z* tal que d(f*(y), f'(yn,)) < B para todo i, —ny < i < ny. Assim
temos

d(f'(y),xi) < d(f(Y), f(yn)) + A0 (Y )5 i) < 28
é 2p-sombreada pela orbita de y € X. m

00
1=—00

e portanto (z;)

Teorema 4.1.7 Seja f: X — X um homeomorfismo hiperbolico, entdao f tem a propri-
edade do sombreamento.

Demonstracao. Dado 5 > 0, sejam €p,c, A\ > 0 como na Defini¢ao 4.1.2, e tome 0 =

1
3 min{ e, (1—)\);}. Pelo Lema 4.1.5, existe €; com 0 < €1 < 3, tal que Wy (2)NW; (y) #
c

€ €
) sempre que d(x,y) < €;. Logo, tomando m > 0 tal que \" < L e = —

. . 26c 2m’
d(f'(z), f'(y) <eded(z,y) <e, 0<e<e el <i<m.
Seja ()", 0 < n < oo, uma e-cadeia. Tomando k € Z" tal que n < km, definimos

T; se 0<:<n

Yi = .
fMx,) se i <1< km.

Dessa forma, (y;)¥™ também é uma e-cadeia. Agora, para j € Z tal que 1 < j < m,
temos

-1

d(fj (yl)v yi+j) < d(fjis (yi+s)7 fj7871> (yi+s+1)

<.

@
Il
o

(4.2)

<.
M
)

IN A
| 2
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Como d(f™(yo), Ym) < %, existe um ponto z; € Wy (ym) N Wy (f™(y0)). Assumindo que
2 € Wi (yjm) N Wy (f™(2-1)), entdo

A" W) S () < X"y ) < 5

Assim, z; € Wi (yjm) C W (yjm). Além disso, d(ygr1ym, f™(2;)) < € sempre que
d(f" (Yim) Y+1ym) < %. Isto implica que existe um ponto zj1 € Wy (yg+1ym) N
Wy (f™(25))-
Seja w = f7*™(z,). Entéo, para todo j € Z com (i — 1)m < j < im, temos
d(f(w), y;) <d(f77" (2, 77 (z0)))
+d( 77 (), 7D (Yo m) (4.3)
+ A (Y ym), y5)-

Mas como
d(fj_(i_l)m(zi—1)7 fj_(i_l)m(y(i—ﬁm)) < oMM < g
e
d(fj_km(zk)7fj_(i_1)m(zi—1))
k-1
< d j—(k—s)m Zhs), j—(k—s—1)m 2o
= i (f (2k-s), f (2k—s-1)) (4.4)
k-1
< e\t (k=s)m
s=0
e ainda
j—(t—1)m €
d(f] (=1 (y(z—l)m)7yj) < 517
temos que

A (W), yy) < d(YNT 1) + 5

s=0

Entao (z;), ¢ p-sombreado. Logo, pelo Lema 4.1.6, f tem a propriedade de sombrea-
mento.
[ ]

4.2 O Shift Bilateral

Nesta secao vamos definir a aplicacao shift bilateral sobre o espago de dois simbolos. Esta
aplicacao é muito utilizada em sistemas dinamicos, pois tem muitas propriedades, das
quais mostraremos algumas nesta secao.
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Definicao 4.2.1 A aplicagdo Shift Bilateral € a aplicacdo o : Y9 — Yo, onde Yo € cha-
mado de espaco das sequéncias bilaterais de dois simbolos e € definida da sequinte maneira:

Yy = {0,1}* = {s = (...,5_9,5_1,50,51,52,...)|sx € {0,1},k € Z} com a métrica

definida por
“+oo

|5k — tl
d(s,t) = ) T

k=—oc0

onde s = (Sg)kez, t = (tk)kez € sk, tx € {0,1} para todo k € Z. A aplicagio shift
0 Y9 — 2o, € definida como:

O'(. ..,8_9,85_1, éo, 51,89, .. ) = ( o871, So,él, 59,83, .. )

O conjunto Y5 com a métrica dada anteriormente é um espaco métrico compacto e a
aplicagao Shift é um homeomorfismo .

Proposicao 4.2.2 Dado 6 > 0, existe N € N, tal que para todo s,t € Yo, vale:

B
. o <6

|k|=N

onde s = (Sg)rez € t = (tk)rez-

n

emonstragao. Sejam s,t € Xy, s = (Sg)rez € t = (tx)rez. Como — — 3, quando
D tracdo. Sejam s,t € X t=(t C o 3 d
n vai para o infinito, existe N € N tal que B
1
|k|>N
S — 1t 1
Observe que para todo k € Z temos que 0 < |k2|—k|k| < oD portanto
|Sk — tk’ 1
Do <2 gm <¢
|k|=N k|>N
|

Proposicao 4.2.3 A aplicacao Shift Bilateral o : Yy — Y9 € um homeomorfismo hi-
perbolico.

~ . : -
Demonstragao. Tome ¢y = 5 seja s = (si) € Xy, seja t = (t;) € W (s), entdo:

n n 1
d(o"(s),0"(t)) < € = 5
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Logo pela Proposicao 4.2.2, existe N € N tal que s; = t; para todo 7 > —N. Além disso,
observe que se n € Z*, entdo

A (). () = i oo~ faenl

== ol
_ y-(V4m) [Sj4n — tjsn]
j=—o0 9-—j
_ 12—(N+n) |Sj4n = tjsnl (4.5)

9 =0 2-5—1

12—(N+n—1) |8k+n—1 - tk+n—1|

9 k=00 2~k
= S (), 7 ()

Portanto ]
A(F7(s), () = (3)"d(s, ).
1
Assim, temos que Wi (s) = {t € Xy : d(f™(s), f*(t)) < (5)"(1(3,15) para todo n € Z*}.
2
Da mesma maneira temos que se t' = (t;) € W1 (s), entao s; = t; para todo j < N e que
2
1
Wi(s)={t ey :d(f"(s), ["(t)) < (5)"d(s,t) para todo n € Z~ }.
2
1 1 1
Logo, seja D(ﬁ) = {(s,t) € Xg x Xy : d(s,t) < 5} Como d(s,t) < =, entdao s; = {;

2
para todo i = —3,—2,...,2,3. Pode-se verificar facilmente que N = 3. Seja a = (a;) €

E%’(s) N Zg(t), entao, pelo anterior temos que :
a; = S;, paratodoi > —3
a; =t;, para todo i < 3.
Portanto temos que
a= (..t p,yooyt 1,0, 81,82,y Sny---)
Logo Eg(s) N Eg(t) = {a}, o que completa a prova do teorema. ®

Corolario 4.2.4 A aplicagao Shift Bilateral o : X9 — Yo satisfaz as sequintes proprieda-
des:

(a) o € expansivo.
(b) o tem a propriedade do sombreamento.

Demonstragao. Item (a). Pela Proposicao 4.2.3 e pelo Teorema 4.1.4 temos que o é
expansivo.

Item (b). Pela Proposigao 4.2.3 e pelo Teorema 4.1.7 conclui-se que aplicagao o tem
a propriedade do sombreamento. m
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Proposigao 4.2.5 A aplicagao Shift bilateral o : X9 — Xo € um homeomorfismo transi-
tivo.

Demonstragao. Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Tomando s = (;)icz € U €
t = (ti)icz € V. Como U e V sdo abertos, existe § > 0, tal que B(s,0) CU e B(t,6) C V.
Pela Proposigao 4.2.2, existe n € N, tal que se 5 = (5;)iez € X2 e t = (£;)iez € 2o sa0 tais
que s; =s;et; =t; paratodoi =—n,—n+1,...,n—1,n, entdao d(s,3) < d e d(t,t) < 9.
Portanto s € Y e t € V. Tomando

S=1(o,0,8 1, S ntty- 3805y Smybonytpity oy ln, 0,.00),
temos que
2418\ _ ;
o E) = (0,8 ny oy Sty ey oy eyt T, 0,1,

Portanto, d(c*"(3),t) < 6, e 0®"T1(3) € V, logo o*" "' (U) NV # (. Como U e V sio
abertos arbitrarios de s, pela Proposicao 1.2.2, concluimos que o é um homeomorfismo
topologicamente transitivo. m
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