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RESUMO 

 

De um lado tem-se a crescente atenção dada ao planejamento urbano em especial 

na expansão urbana, no planejamento e na arrecadação. Diversos trabalhos foram 

realizados para transformar o planejamento urbano de forma mais científico com a 

finalidade de melhorar o planejamento urbano. Com isso os governos têm exigido 

mecanismos cada vez mais inteligentes no gerenciamento das cidades. No Brasil isso 

não é diferente, de tal forma que pela Lei Estatuto da Cidade, o governo tem exigido 

que as cidades apresentem alguns mecanismos de planejamento urbano. Apesar da 

Lei exigida pelo governo brasileiro e os guias disponibilizados por ele apresentarem 

os mecanismos necessários para elaborar o planejamento urbano, não são descritas 

as ferramentas nem os métodos necessários para desenvolver os mecanismos de 

análise das cidades. De outro lado tem-se a visão como o principal mecanismo que o 

ser humano utiliza para reconhecer o mundo ao seu redor, sendo ela considerada um 

dos sentidos mais importantes que as pessoas possuem, pois através deste sentido 

que pode-se reconhecer, classificar e diferenciar as coisas que estão ao redor. Sendo 

a visão um dos sentidos mais importantes torna-se interessante transferir essa 

capacidade para computadores e máquinas, tornando-os capazes de identificar o 

ambiente assim como os seres humanos identificam. Da união da necessidade de 

ferramentas para contribuir com o planejamento urbano e a importância que a visão 

tem na realização de ações importantes surge o objetivo deste trabalho que é fornecer 

mais uma ferramenta, utilizando tecnologias da visão computacional, que contribua 

para o planejamento urbano fornecendo mais informações para os diretores de 

cidades, os projetistas e os urbanistas a respeito da volumetria das áreas urbanas. Ou 

seja, este trabalho apresenta como aproveitar fotografias 2D terrestres de áreas 

urbanas e, a partir delas, como obter modelos 3D das estruturas urbanas. 

Contribuindo, assim, como mais uma ferramenta para a elaboração de melhores 

planos diretores e um crescimento mais sustentável das cidades. 

 

Palavras-chave: Reconstrução 3D; Escaneamento 3D; Visão Computacional; 

Processamento de Imagem 

  



ABSTRACT 

On one hand it is increasing the attention to urban planning, especially in urban 

expansion, planning and taxes. Several studies were performed with the purpose of 

transforming urban planning in a more scientific way to improve urban planning. Thus, 

the governments are demanding the use of more intelligent mechanisms in the 

management of the cities. In Brazil this is no different. Through the City Statute Law, 

the Brazilian government is demanding that the cities present some urban planning 

mechanisms. Although this law and the guides, offered by the Brazilian government, 

indicate the mechanisms to develop urban planning they don’t described the tools or 

the methods to develop the analysis that is demanded. On the other hand, the vision 

is the main mechanism that humans use to recognize the world around them in a way 

that it is considered one of the most important sense that people have. Is through this 

sense that one can recognize, classify and differentiate the things that are around. As 

the vision being a so important sense, it is interesting give this ability to computers and 

machines, making them able to identify the environment as well as human beings 

identify. By the union of the need for new tools to contribute to the urban planning and 

the importance that vision has in carrying out important actions emerges the objective 

of this work: to provide an additional tool using computer vision technologies to the 

urban planning, providing more information for directors of cities, urban designers and 

urban planners about the volumes of urban areas. In other words, this work presents 

how to take advantage of 2D terrestrial photographs of urban areas to get 3D models 

of urban structures. Thus, contributing as an additional tool for the development better 

urban master plans and regional plans contributing to a more sustainable growth of 

cities. 

 

Keywords: 3D Reconstruction; 3D Scanning; Computer Vision; Image Processing 
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CáPITULO ϭ 

1 INTRODUÇÃO 

1.1 MotivaçĆo 

A visão é o principal mecanismo que o ser humano utiliza para reconhecer o 

mundo ao seu redor. Dessa forma a visão é considerada um dos sentidos mais 

importantes que as pessoas possuem, sendo através deste sentido que se pode 

reconhecer, classificar e diferenciar as coisas que estão ao redor. Como esse é um 

dos sentidos mais importantes é interessante transferir essa capacidade para 

computadores e máquinas, tornando-os capazes de identificar o ambiente, assim 

como os seres humanos o identificam. A área que estuda a forma com que as 

máquinas podem analisar o ambiente ao seu redor é denominada visão 

computacional. 

A visão computacional é utilizada em larga escala para o reconhecimento, a 

identificação e a autorização de objetos (SMEETS et al., 2010; RAHMAN et al., 2007) 

e, também, para o reconhecimento, a identificação e autorização de pessoas (ZHANG; 

HE, 2010; QIAKAI; CHAO; JING, 2012). Quando é utilizada para análise de pessoas, 

normalmente, ela é realizada pela análise da face, impressão digital, geometria da 

mão, veias da mão, íris, retina e assinatura. 

Devido à grande potencialidade da visão computacional, o seu uso tem 

excedido o tema de reconhecimento para fins de identificação e autorização, sendo 

ela utilizada em diversas outras áreas, como classificação de veículos quanto ao 

tamanho e o número de eixos para as análises do fluxo de veículos, controle do 

trânsito e de pedágios (ZHU-YU; TIAN-MIN; XIAN-YANG, 2011; WANG, 2009; LOVE; 

MASAKI; HORN, 2000). De forma mais futurista, a visão computacional pode ser 

usada para a análise do movimento dos veículos na pista, servindo de computador de 

bordo em um carro inteligente, auxiliando os motoristas (KATO; NINOMIYA; MASAKI, 

2002). 

Outro campo que tem crescido com a análise de imagens 2D é o de 

geoprocessamento, utilizando a análise direta de mapas (EMMERT, 2010) ou pela 
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análise das imagens de construções, auxiliando no plano diretor das cidades como, 

por exemplo, a classificação computadorizada de construções residencial, comercial 

ou industrial (ZHANG; KOŠECKÁ, 2007; TRINH; KIM; JO, 2010). 

Entretanto, em alguns momentos as técnicas de análise de uma única imagem 

em 2D não são suficientes para todas as aplicações. Assim, é necessário realizar a 

análise dos objetos utilizando modelos em 3D. Como exemplo de aplicações em que 

uma única imagem em 2D não é suficiente para modelar o objeto/ambiente pode-se 

citar o trabalho de Carrillo et al (2012) que usou duas câmeras gerando, assim, 

imagens em 3D para o sistema de navegação de veículos não-tripulado. Kamitomo e 

Lu (2012) conseguiram melhorias de reconhecimento de face utilizando um modelo 

em 3D da pessoa. O trabalho de Henn et al (2012) melhorou a classificação e 

discretização de imóveis quando utilizou modelos em 3D. 

 

1.2 Oďjetivo Geral 

O objetivo geral deste trabalho é fornecer uma ferramenta utilizando 

tecnologias da visão computacional, que possa fornecer mais informações para os 

diretores, os projetistas e os urbanistas a respeito da volumetria das cidades. Ou seja, 

será apresentado neste trabalho como obter modelos 3D de áreas urbanas através 

de fotografias terrestres. Contribuindo, assim, para a elaboração de melhores planos 

diretores e um crescimento mais sustentável das cidades. 

 

1.3 Oďjetivo EspeĐífiĐo 

O objetivo específico deste trabalho é apresentar uma metodologia que seja 

capaz de reconstruir em 3D ambientes urbanos utilizando apenas fotografias 

terrestres da área urbana de interesse e, com isso, fornecer uma ferramenta que os 

urbanistas possam utilizar para a elaboração do planejamento urbano e que possa ser 

aproveitado em ferramentas Sistema de Informação Geográfica (SIG). Para isso serão 

abordados os temas: 

a) Obtenção de características da imagem; 

b) Encontrar a posição das câmeras por meio das características da 

imagem; 
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c) Reconstrução da cena em 3D 

 

1.4 JustifiĐativa 

O planejamento urbano tem recebido muita atenção ultimamente na expansão 

urbana, no planejamento e na arrecadação. No início esses planejamentos eram 

realizados de forma subjetiva, onde o governante da cidade definia o que era mais 

interessante para a cidade (LAURINI; 1982A). Diversos trabalhos foram realizados 

para transformar o planejamento urbano de forma mais científica (LAURINI; 1982B). 

Com a finalidade de melhorar o planejamento urbano, diversos países têm exigido 

mecanismos mais inteligentes no gerenciamento das cidades. No Brasil isso não é 

diferente, de tal forma que pela Lei (BRASIL; 2001) o governo tem exigido que as 

cidades apresentem alguns mecanismos de planejamento urbano (BARBOSA; 

COSTA, 2004; CARVALHO et al., 2010). 

A Lei exigida pelo governo brasileiro e os guias disponibilizados por ele 

apresentam os mecanismos necessários para elaborar o planejamento urbano. 

Entretanto, não é apresentado as ferramentas necessárias para desenvolver os 

mecanismos de análise das cidades. Dessa forma, as prefeituras utilizam ferramentas 

de análise de mapas computacionais como o SIG (LAURINI, 2001). 

Para a utilização das ferramentas SIG existem diversos mapas 2D ou a 

possibilidade de obtê-los por imagens de satélites (LAURINI, 2001). Porém, Laurini 

(2001) apresentou a necessidade de utilizar modelos 3D nas ferramentas SIG. Assim, 

atualmente, tem sido utilizado o sistema de Light Detection And Ranging (LIDAR) para 

escanear e obter o modelo 3D das cidades. Entretanto, os equipamentos de LIDAR 

são caros e dispendiosos. Por outro lado, existem veículos equipados com câmeras 

capazes de obter fotografias de vias e fachadas de edificação, como, por exemplo, o 

do Google Street View®. O custo dos equipamentos para obter essas fotografias é 

menor do que os que utilizam o LIDAR. 

 

1.5 Traďalhos RelaĐioŶados 

Como trabalhos relacionados ao planejamento urbano podem ser citados os 

trabalhos de Laurini (1982B) que demonstra a necessidade de um planejamento 
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urbano mais científico, indicando que se deve utilizar ferramentas capazes de fornecer 

informações que possam contribuir para isso. O próprio Laurini (2001) destaca que 

informações 3D de áreas urbanas podem contribuir para essa melhoria. 

Como trabalhos relacionados às melhorias que a visão computacional trouxe 

temos os trabalhos de Carrillo et al (2012) que conseguiu melhorar a navegação de 

veículos não-tripulado ao utilizar duas câmeras e, assim, obter informações 3D do 

percurso. Outro exemplo da melhoria de resultados utilizando imagens 3D é o trabalho 

de Kamitomo e Lu (2012) sobre o reconhecimento de face após ter obtido o modelo 

em 3D da pessoa. Por fim, temos o trabalho de Henn et al (2012) que indicou uma 

melhoria na classificação e discretização de imóveis quando utilizou um banco de 

dados com modelos em 3D de áreas urbanas. 

 

1.6 Metodologia 

Este trabalho será realizado em três etapas experimentais em que cada etapa 

é mais complexa que a anterior. 

Para a primeira etapa foi desenvolvido uma bancada de testes em que 

algumas das variáveis do processo são conhecidas a priori, como as posições de 

câmera e o fundo da cena. Utilizando esta bancada é criado um banco de imagens 

cujas posições de câmera são conhecidas. Dessa forma o foco desta etapa é 

apresentar metodologias de segmentação da imagem, casamento de pontos 

característicos e a triangulação para a reconstrução 3D de um objeto. 

Na segunda etapa é removido o conhecimento a priori das variáveis do 

processo de reconstrução 3D, sendo o banco de imagens criado colocando a câmera 

em posições aleatórias, porém capturando vários ângulos da cena. Com isso nesta 

etapa será abordado uma metodologia capaz de recuperar as posições de câmera, 

analisando apenas os pontos homólogos encontrados nos pares de imagens, e a 

reconstrução 3D quando não se conhece as posições de câmera. 

Por fim, na última etapa foi realizada a reconstrução 3D de um prédio histórico 

da cidade de Pelotas/RS. Nesta etapa o banco de imagens foi criado sem que 

soubesse as posições de câmera. Assim o foco desta etapa é demonstrar que a 

metodologia apresenta neste trabalho consegue realizar a reconstrução 3D de uma 

cena urbana. 
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1.7 CoŶtriďuições 

Espera-se que as discussões apresentadas neste trabalho possam contribuir 

como uma ferramenta a ser utilizada pelos diretores de cidades, os projetistas e os 

urbanistas na elaboração dos planos diretores e nas tomadas de decisões permitindo, 

assim, um melhor desenvolvimento e aproveitamento das áreas urbanas. 

 

1.8 CoŶĐlusões ParĐiais 

Espera-se realizar, ao término deste trabalho, a reconstrução 3D de uma cena 

urbana de qualidade suficiente para ser utilizada em softwares SIG e que possam 

auxiliar os urbanistas na elaboração e fiscalização de planos diretores. 
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Figura 2.2 – Os trilhos são paralelos, mas na imagem eles não são paralelos e convergem para um 
ponto 

 
Fonte: Imagem de ferrovia obtida pelo Google 

 

As modificações geométricas do objeto como perda do paralelismo, perdas 

das relações dos ângulos, etc., surgem devido a uma transformação não-linear 

causada pela câmera ao transformar uma cena 3D em uma imagem 2D. Assim, a 

câmera distorce os pontos que definem o objeto. Essa transformação converte as três 

coordenadas dos pontos do objeto, que ocupam um espaço vetorial de três dimensões 

(ℛଷ) em uma imagem que corresponde a um sistema de apenas duas coordenadas, 

ou seja, um espaço vetorial de duas dimensões (ℛଶ). 

O processo em que se obtém imagens 2D de cenas 3D, processo no qual a 

informação de uma das dimensões é perdida, é denominado de projeção. O método 

mais comum de modelar esse processo é o da projeção central. Nesse processo de 

projeção conecta-se todos os pontos do espaço vetorial 3D por traços em um único 

ponto fixo denominado de centro de projeção. Todos esses traços interceptam um 

plano escolhido como sendo o plano da imagem. As interseções dos traços com o 

plano da imagem representam os pontos que compõem a imagem. A Figura 2.3 

apresenta o processo de projeção central utilizando um modelo de câmera de orifício. 

Como a transformada da projeção remove uma das coordenadas, torna-se 

impossível de restaurar as coordenadas originais apenas com uma única 

transformada reversa, devido à ausência de informações necessárias para essa 

transformação. Em outras palavras, a informação da profundidade dos pontos do 

objeto 3D em relação ao plano de imagem é perdida e não existe uma operação 

reversa que possa recuperar essa informação. Dessa forma, a transformada da 

projeção pode ser considerada uma transformação não-linear. 
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• Relacionar a intensidade dos pontos de uma imagem e a geometria do 

modelo 3D é complicado. Essa intensidade depende de alguns 

parâmetros da superfície, como refletividade, orientação, tipo e posição 

dos iluminadores da superfície e, também, da posição do observador 

(câmera). Reconhecer a geometria (estrutura 3D) das superfícies, 

como orientação e profundidade, é difícil, pois a transformação 

projetiva elimina a informação de profundidade; 

• A oclusão mútua dos objetos na cena, e mesmo a auto oclusão de um 

objeto, prejudica o reconhecimento da geometria; e 

• A presença de ruídos na imagem e o custo computacional de alguns 

algoritmos também dificultam o reconhecimento da geometria e o 

desenvolvimento do modelo 3D. 

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: Serão apresentados 

vários paradigmas da visão em 3D, em especial o teorema de Marr da visão 3D. 

Apesar do teorema de Marr ter sido desenvolvido no final da década de 1970 ele é o 

mais aceito e mais utilizado. Em seguida, são mostrados os problemas de geometria 

que devem ser resolvidos para que o computador seja capaz de criar representações 

em 3D e gerar o modelo 3D da cena. Finalmente, é apresentada a relação de um 

ponto na imagem e a sua posição no espaço 3D e as considerações finais deste 

capítulo. 

 

2.2 VisĆo ϯD 

O estudo da visão 3D pela projeção projetiva é relativamente novo e não 

existe uma teoria unificada disponível. Diferentes grupos de pesquisa apresentam 

diferentes entendimentos do mecanismo de reconhecimento da profundidade dos 

pontos da projeção. Os diversos algoritmos para a visão 3D e os seus paradigmas 

relativos apresentados a seguir apresentam várias opções. 

Marr (1982) definiu a visão 3D como “A partir de uma imagem (ou conjunto de 

imagens) de uma cena, obter a descrição correta da geometria em três dimensões de 

uma cena e determinar de forma quantitativa as propriedades do objeto da cena”. Para 

Marr, a visão 3D é definida como a reconstrução de um objeto 3D, como exemplo: a 

descrição da forma 3D em um sistema de coordenadas independente do observador. 
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Um objeto rígido, que a separação do fundo da cena é realizada facilmente, e o 

controle do processo é estritamente bottom-up desde a intensidade da imagem até 

uma representação intermediária. Dessa forma, é apropriado considerar a visão 3D 

como uma reconstrução da cena. Se a acuidade visual é uma representação precisa 

de uma cena 3D, então pode ser realizada toda a tarefa que dependa da visão. Como 

exemplo de tarefas que dependem da visão, pode-se citar: sistemas de navegação de 

veículos autônomos; inspeção de peças; ou reconhecimento de objetos. O paradigma 

da reconstrução precisa conhecer a relação entre uma imagem e o mundo 3D 

correspondente, assim a formação da imagem deve ser descrita; 

Aloimonos e Shulman (1989) observam o problema central da visão 

computacional como “... a partir de uma imagem (ou sequência delas) obtida por um 

observador monocular (ou poliocular) que se move (ou está estacionário em relação 

à cena) observando um objeto se movendo (ou estacionário na cena) é possível 

entender o objeto ou a cena e as suas propriedades tridimensionais”. De acordo com 

essa definição, o conceito de entendimento é que torna essa abordagem da visão 

computacional diferente. Se apenas um pequeno conhecimento, a priori, está 

disponível, como na visão humana, então o entendimento do objeto (cena) é 

complicado. Isso pode ser visto como um caso limitante. Outro exemplo do extremo 

da complexidade do espectro é a simples verificação de objetos (object matching) em 

que existe apenas algumas interpretações possíveis; 

Wechsler (1990) reforça que deve ser feito a aplicação o princípio do controle 

de processos diversas vezes, seguindo o princípio: “O sistema visual lança a maioria 

das tarefas visuais como problemas de minimização e tenta resolve-los usando 

computação distribuída com aplicações que possuem limitações naturais não 

acidentais”. Para Wechsler, a visão computacional é uma representação paralela e 

um processamento distribuído de forma paralela, para obter uma percepção ativa da 

cena. O entendimento é dado através do ciclo “percepção – controle – ação”. 

Aloimonos (CVGIP B, 1992) questiona quais princípios devem permitir o 

entendimento do sistema visual de organismos vivos e, após conhece-los, será 

possível equipar as máquinas com essa capacidade visual. Ele apresentou algumas 

questões relativas ao entendimento da visão: 

• Pergunta empírica – “O que é?”: determina como os sistemas visuais 

são designados; 
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de imagem, que eram empíricos ou excessivamente restritos às imagens que eles 

podiam lidar. Com isso, ele propôs uma aproximação mais abstrata e teórica que 

permitisse a utilização do trabalho em um contexto maior. Restringindo a 

interpretações 3D de uma única cena estática Marr propôs que um sistema de visão 

computacional fosse apenas um exemplo de um dispositivo para processamento de 

informações que pudesse ser entendido em três níveis: 

• Teoria Computacional: Essa teoria descreve o que o dispositivo, 

supostamente, deve fazer – qual informação ele entrega após 

processar as informações de entrada. Ela também deve descrever a 

lógica da técnica utilizada para desenvolver a tarefa; 

• Representação e algoritmo: Nessa etapa é apresentado, de forma 

precisa, o que o computador deve realizar para cumprir a tarefa – em 

particular, a representação das informações e o algoritmo para 

manipulá-las; e 

• Implementação: Nesse nível é apresentado a realização física do 

algoritmo – especificamente, programas e hardware. 

É importante ser claro sobre qual nível deve ser realizada a tentativa de 

resolver ou entender um problema em particular. Marr apresentou isso ao verificar que 

o efeito de uma pós-imagem é um efeito físico (efeito de observar um objeto sobre a 

mesa). Enquanto a confusão mental, como ocorre ao observar a ilusão causada pelo 

famoso cubo de Necker (Figura 2.4), parece estar em um nível teórico completamente 

diferente. 

 

Figura 2.4 – Cubo de Necker e as duas interpretações possíveis devido a ilusão causada pela 
interpretação do cérebro de suas linhas 

 
Fonte: Imagem do Google 

 

Então, o ponto chave do sucesso é abordar a teoria em vez de algoritmos ou 

da implementação. Vários detectores de borda podem ser desenvolvidos, para a 
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solução de um problema específico, mas não estaria próximo de um mecanismo geral 

de entendimento de como a detecção de bordas deve ou precisa ser realizado, para 

a solução de todos os problemas. Marr ressaltou que a complexidade do processo de 

visão determina uma sequência de passos referentes à descrição da geometria das 

superfícies visíveis. Após ter obtido essa descrição da geometria é necessário 

remover a dependência do ponto de vista para transformar essa descrição em um 

objeto de interesse. Para o sucesso do processo é necessário, então, deixar de 

analisar os pixels e partir para a análise do traçado da superfície. Em seguida para a 

descrição das características da superfície e, finalmente, para a descrição completa 

do objeto em 3D. Essas operações podem ser realizadas partindo de uma imagem 2D 

para um esboço inicial, que se torna um esboço 2,5D e, então, procede-se para a 

completa representação 3D. 

 

2.2.1.1 Esboço inicial 

O objetivo principal do esboço inicial é capturar, de forma mais genérica 

possível, as informações significantes da alteração de intensidade na imagem. Tais 

alterações significantes de intensidade da imagem foram são, normalmente, referidas 

como bordas, mas Marr fez a observação de que esta palavra (bordas) implica um 

significado físico que não pode ser inferido nesta etapa. A primeira etapa é localizar 

essas mudanças em uma série de escalas. Informalmente pode-se dizer que é 

utilizado uma sequência de filtros de suavização na imagem, enquanto um detector 

de bordas por localização de cruzamento por zero, detecta o cruzamento por zero 

utilizando a derivada de segunda ordem da imagem a cada filtragem de suavização 

(MARR; HILDRETH, 1980). O filtro de suavização recomendado é um filtro Gaussiano 

padrão, mostrado na Equação (2.1). O cruzamento por zero é encontrado usando o 

operador Laplaciano, apresentado na Equação (2.2). Vários filtros de suavização 

isolam as características de escalas particulares. O cruzamento por zero realça, na 

mesma localização, das diversas escalas fortes evidencias das características físicas 

da cena. 

 �ሺx, �ሻ = e−(୶మ+୷మ) ଶσమ⁄  (2.1) 

,ଶgሺx׏  �ሻ = ∂మ୥ሺ୶,୷ሻ∂୶మ + ∂మ୥ሺ୶,୷ሻ∂୷మ  (2.2) 
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Para completar o esboço inicial, os cruzamentos por zero são agrupados, de 

acordo com as suas localizações e orientações, de forma a prover informações a 

respeito das características da imagem como bordas, retas, manchas ou outras 

formas que podem prover informações da orientação das superfícies da cena. Na fase 

de agrupamento, deve-se tomar cuidado com as evidências das várias escalas, 

extraindo informações que são prováveis representações das superfícies no mundo 

real. 

É importante observar que existem fortes evidências da existência de várias 

componentes usadas para construir o esboço inicial no sistema da visão humana, pois 

o ser humano também está preocupado em detectar as características das cenas em 

várias escalas, a localização de mudanças bruscas de intensidade e o posterior 

agrupamento em características da imagem. 

 

2.2.1.2 O esboço 2,5D 

O esboço 2,5D reconstrói as distâncias relativas do observador até as 

superfícies detectadas na cena, assim ele pode ser chamado, também, de mapa de 

profundidade (depth map). Tendo isso em mente, pode-se dizer que o resultado dessa 

etapa é utilizado como informação das características detectadas (input) para o 

próximo passo do processo. Mas apenas o resultado obtido pelo esboço 2,5D não 

permite que seja reconstruída a cena em 3D. Dessa forma, essa etapa é um meio 

caminho entre as informações em 2D e as em 3D e, em particular, nada pode ser dito 

a respeito do “outro lado” de qualquer objeto no campo de visão do observador. Mas, 

com o resultado desse passo, pode ser derivado uma superfície normal associada 

com cada superfície previamente detectada no esboço inicial, e pode ocasionar uma 

melhoria implícita na qualidade desta informação. 

Existem várias formas de gerar o esboço 2,5D, mas as suas características 

comuns são a continuação da abordagem bottom-up em que eles não exploram 

qualquer conhecimento sobre o conteúdo da cena. Mas sim utilizam pistas adicionais, 

tais como o conhecimento da natureza da iluminação ou o efeito dos movimentos. E 

são, portanto, de aplicação geral e não de domínio específico. Das abordagens, a 

mais utilizada é a técnica conhecida como “Shape from X”. Ao final dessa etapa a 

representação ainda é em um sistema de coordenadas centrado no observador. 
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2.2.1.3 Representação 3D 

Na representação 3D, o paradigma Marr coincide com uma aproximação top-

down, passando para abordagens baseadas em modelos. Nessa etapa, são utilizados 

os resultados encontrados na tentativa de identificar os objetos contidos na cena. Isso 

só pode ser conseguido pelo conhecimento prévio do “objeto” que está na cena e, 

consequentemente, algum método para descrevê-lo. O ponto importante é que isso é 

uma translação para um sistema de coordenadas centrado no objeto, permitindo que 

a descrição do objeto seja independente do observador. 

Essa é a etapa mais difícil e o sucesso de sua implementação é remota, 

especialmente comparado com o sucesso nos processos de geração dos esboços 

inicial e 2,5D. Uma boa especificação do que se busca tem auxiliado muito na 

orientação da área de pesquisa de visão computacional desde que o paradigma foi 

formulado. Ao contrário das etapas anteriores, nesta etapa existe pouca orientação a 

respeito da forma que pode ser utilizada para desenvolver algoritmos, uma vez que 

este nível de visão humana ainda não é bem compreendido. Marr observou que o 

sistema de coordenadas do objeto deve ser modular, no sentido que cada “objeto” 

deve ser tratado de forma diferente, ao invés de usar um sistema global de 

coordenadas (que geralmente é centrado no observador) e, desta forma, evita-se a 

necessidade de considerar a orientação das componentes do modelo em relação ao 

conjunto. Observa-se ainda que em um conjunto de volumes de formas primitivas é 

provável que tenha mais sucesso na representação dos modelos (em contraste com 

a técnica baseada na descrição das superfícies). Representações baseadas nos eixos 

naturais de um objeto, devido à simetria da forma ou a orientação das características, 

apresentam grandes chances de sucesso. 

O paradigma Marr defende um conjunto de módulos relativamente 

independentes: O objetivo do módulo de baixo nível é recuperar descrições 

significativas da imagem desejada; O módulo de nível intermediário utiliza diferentes 

dicas como mudanças de intensidade, contornos, texturas, movimentos para tentar 

recuperar a forma ou a localização no espaço. Estudos posteriores (BERTERO; 

POGGIO; TORRE, 1988; ALOIMONOS; ROSENFELD, 1994) mostraram mais tarde 

que a maioria das tarefas do módulo de baixo nível e das tarefas do módulo de nível 

intermediário não são bem formuladas, assim não apresentam uma solução única. 

Um método popular de deixar as tarefas melhor formuladas é pela regularização 
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(TIKHONOV; ARSENIN, 1977; POGGIO; TORRE; KOCH, 1985). Limitações que 

exigem continuidade e suavidade na solução são muitas vezes adicionadas 

 

2.2.2 Outros paradigmas de visão: visão ativa e proposital 

Quando informações geométricas consistentes devem ser modeladas 

explicitamente (como, por exemplo, para a manipulação dos objetos) um sistema de 

coordenadas centrado no objeto pode ser apropriado. Não é certo que a tentativa de 

Marr de criar sistemas de coordenadas centradas no objeto é confirmada na visão 

biológica. Por exemplo, Koenderink (1990) mostrou que o espaço global da visão 

humana é um sistema centrado no observador e não-euclidiano. Para pequenos 

objetos, a existência de um quadro com referência centrada no objeto não foi 

comprovada por estudos psicológicos. 

Atualmente existem duas escolas tentando explicar o mecanismo da visão: 

• A primeira escola, e mais antiga, procura utilizar métricas explicitas de 

informações nas primeiras etapas do processo de visão (linhas, curvas, 

normais, etc.). A geometria é extraída em um processo típico de forma 

bottom-up sem nenhuma informação a respeito do processo da sua 

representação. Como resultado, obtém-se um modelo geométrico; 

• A segunda escola, e mais nova, não extrai as informações métricas 

(geometrias) dos dados visuais até que seja necessário para uma 

tarefa específica. Os dados são coletados de forma sistemática para 

garantir que todas as características estão presentes nos dados, mas 

pode permanecer não interpretada até que uma tarefa específica seja 

incluída. Dessa forma, um banco de dados ou coleção de imagens 

intrínsecas (ou vistas) é modelado. 

Muitos sistemas tradicionais de visão computacional e teorias capturam dados 

com câmeras que possuem características fixas. O mesmo ocorre com as teorias 

tradicionais, por exemplo, o observador de Marr é estático. Alguns pesquisadores 

defendem a visão por percepção ativa (BAJCSY, 1988; LANDY; MALONEY; PAVEL, 

1996) e proposital (CVGIP B, 1992). Em um sistema de visão ativa, as características 

da aquisição são dinamicamente controladas pela interpretação da cena – muitas 

tarefas visuais tendem a ser mais simples se o observador é ativo e controla o sensor 

visual. O movimento controlado dos olhos (ou câmeras) é um exemplo, de onde o 
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observador registra a cena. Não existem dados suficientes para interpretar a cena. 

Ele pode observar a mesma cena por outro ângulo. Em outras palavras, a visão ativa 

é um mecanismo de aquisição de dados inteligentes controlados pelas medições 

parcialmente interpretadas dos parâmetros de uma cena e de seus erros obtidos. A 

visão ativa é uma área de pesquisas atuais. 

A abordagem ativa pode tornar as tarefas de visão, que o observador não 

esteja bem posicionado, realizáveis. A Quadro 2.1 a mostra uma visão geral de como 

um observador ativo pode favorecer um observador mal posicionado: 

 

Quadro 2.1 – Comparação entre um observador ativo e um passivo na tentativa de reconhecer uma 
cena 

Tarefa Observador Passivo Observador Ativo 

Formas por Sombras 
(Shape from Shading) 

Mal posicionado. A normalização 
ajuda, mas uma solução única 
não é garantida devido as não-

linearidades 

Bem posicionado. Estável. 
Soluções únicas. Equações 

lineares 

Formas por Contornos 
(Shape from Contour) 

Mal posicionado. Soluções 
regularizadas ainda não 

formuladas. Soluções existem só 
para casos muito especiais 

Bem posicionado. Solução 
única para um observador 

monocular ou binocular 

Formas por Texturas 
(Shape from Texture) 

Mal posicionado. Suposições a 
respeito da textura são 

necessários 

Bem posicionado, sem a 
necessidade de suposições 

Estrutura por Movimento 
(Structure from Motion) 

Bem posicionado, mas instável 
Bem posicionado e estável. 
Constantes quadráticas e de 

solução simples 

Fonte: Autor 

 

Geralmente, tem sido aceito pela comunidade de visão computacional que a 

recuperação da forma exata da imagem de intensidade é difícil. O paradigma de Marr 

é uma boa estrutura de trabalho teórica, mas infelizmente ele não obtém um 

desempenho com muitos sucessos para as aplicações de visão, como, por exemplo, 

reconhecimento e navegação. 

Não existe uma teoria que fornece um modelo matemático (modelo 

computacional) que explica o “entendimento” dos aspectos da visão humana. Dois 

desenvolvimentos para uma nova teoria da visão são: 

• Visão qualitativa – é um processo que busca a descrição qualitativa dos 

objetos ou da cena (ALOIMONOS, 1994). A motivação não é 

representar a geometria que não é necessária nos processos ou na 

decisão qualitativa (análise não geométrica). Além disso, as 
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informações qualitativas são mais invariantes para várias 

transformações indesejáveis (como pequena mudança do ponto de 

observação da cena) ou ruídos das informações quantitativas. A 

“qualitatividade” (ou invariância) permite a interpretação de eventos 

observados em diversos níveis de complexidade. É possível observar 

que os olhos humanos também não fornecem uma medida precisa, 

então um algoritmo de visão computacional deve buscar por 

informações qualitativas nas imagens, como por exemplo manchas (ou 

regiões) superficiais côncavas e convexas no intervalo de dados 

(BESL; JAIN, 1988). 

• O paradigma da visão intencional – é um processo que pode ajudar a 

chegar a soluções mais simples para o modelamento do objeto em 3D 

(CVGIP B, 1992). A questão-chave é identificar o objetivo da tarefa. A 

motivação é diminuir o processo considerando apenas aquele pedaço 

da informação que é necessário. Mecanismos de evitar colisões em 

veículos autônomos é um exemplo no qual a descrição da forma 

precisa não é necessária. A aproximação pode ser heterogênea e a 

resposta qualitativa pode ser suficiente em alguns casos. O paradigma 

da visão intencional ainda não possui uma base teórica sólida, mas os 

estudos relacionados à visão biológica é uma fonte rica de inspiração. 

Essa mudança no objetivo das pesquisas tem resultado em sucesso 

para muitas aplicações de visão onde a descrição perfeita da geometria 

não é necessária. Como exemplo, pode-se citar os processos de evitar 

colisão em navegação de sistemas autônomos, rastreamento de 

objetos, etc. (HOWARTH, 1994; BUXTON; HOWARTH, 1995; 

FERNYHOUGH, 1997). 

Entretanto, existem outras atividades de visão computacional que necessitam 

da obtenção de modelos 3D completos. Por exemplo, obter um modelo CAD 3D de 

um objeto real e digitalizar um modelo de barro gerado por um designer humano para 

obter efeitos especiais em filmes. 
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2.3 CoŶĐeitos BĄsiĐos da Geoŵetria Projetiva 

O campo da visão computacional tem desenvolvido rapidamente. Pode-se 

citar, como exemplo, a identificação da geometria utilizando múltiplas vistas do objeto. 

A matemática utilizada quando envolve geometria utilizando múltiplas vistas do objeto 

é a relação entre: 

• Pontos 3D de uma cena. De forma mais geral, as linhas e os outros 

objetos da geometria simples; 

• A projeção da câmera ao registrar a cena e; 

• A relação entre a projeção de várias câmeras em uma cena. 

A fotogrametria mede as distâncias 3D das fotografias. Os métodos 

fotogramétricos típicos utilizam câmeras caras e especiais calibradas precisamente e 

os pontos na imagem são medidos manualmente com alta precisão. A fotogrametria 

considera uma classe bastante limitada de tarefas. Em contraste, o objetivo da 

geometria de múltiplas vistas na visão computacional 3D é utilizar câmeras comuns, 

que são calibradas parcialmente ou não calibradas em trabalhos com imagens com 

grandes imprecisões de medidas e utilizando algoritmos automáticos para obter os 

resultados. Desenvolvimentos recentes permitem a automação total de tarefas como 

a reconstrução 3D dos pontos observados pela câmera de uma imagem de vídeo sem 

informações de posição e calibração (http://www.2d3.com) ou a reconstrução 

automática em 3D de uma cena utilizando um número elevado de diferentes vistas 

(CORNELIUS et al., 2004). O processo de reconstrução geométrica usando múltiplas 

vistas tem sido pesquisada e apresentada suas tendências em diversos livros 

(FAUGERAS, 1993; HARTLEY; ZISSERMAN, 2003; MA et al., 2004). 

A base dos cálculos matemáticos para obter a geometria usando múltiplas 

vistas é a geometria projetiva. O sensor básico que provê a visão computacional 

com informações sobre o ambiente 3D são as imagens estáticas ou os vídeos 

capturados pela câmera. Este trabalho apresenta os aspectos geométricos e como 

utilizar as imagens com informações 2D para a medição automática em 3D. As 

medições das coordenadas 3D dos pontos ou as distâncias a partir das imagens 2D 

são importantes nesta tese. Para isso é necessário compreender projeção 

perspectiva (também conhecida como projeção central). E na projeção descreve a 

formação das imagens nas câmeras. Nesse processo, as linhas paralelas do mundo 

real não permanecem paralelas nas imagens da projeção perspectiva. Como exemplo, 
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Dessa forma, qualquer ponto em �ௗ irá corresponder a um conjunto infinito 

de vetores paralelos em ℛௗ+ଵ e é único caso seja conhecido um vetor em ℛௗ+ଵ. O 

vetor em ℛௗ+ଵ que forma o ponto de interesse em �ௗ é conhecido como 

representação homogênea (e, também, de projetiva) do ponto em �ௗ. Um vetor 

homogêneo representa o mesmo como qualquer outro vetor em que a diferença entre 

eles é a multiplicação por um escalar diferente de zero. Esse escalar é escolhido, 

normalmente, para que o vetor em ℛௗ+ଵ tenha o valor 1 (unidade) na sua posição mais 

à direita (posição ݀ + ͳ), por exemplo [ݔଵ′ , ⋯ ′ௗݔ , ͳ]். Os vetores homogêneos serão 

representados em negrito, como �. 

Estamos mais acostumados com o sistema de coordenadas de pontos, o 

sistema Cartesiano convencional (também conhecido como sistema de coordenadas 

não homogêneas). Os pontos do sistema de coordenadas Cartesiano fornecem 

pontos no espaço Euclidiano d-dimensional ℛௗ que ocupam o plano com a equação ݔௗ+ଵ = ͳ em ℛௗ+ଵ. O mapeamento de vetores não-homogêneos de ℛௗ para �ௗ é dado 

por: 

 [xଵ, ⋯ , xd]୘ ⟶ [xଵ, ⋯ , xd, ͳ]୘ (2.4) 

Os pontos [ݔଵ, ⋯ , ,ௗݔ Ͳ]் não apresentam contrapartida no espaço Euclidiano, 

mas representam pontos no infinito em uma direção em particular. Considere [ݔଵ, ⋯ , ,ௗݔ Ͳ]் como um caso limite de [ݔଵ, ⋯ , ,ௗݔ ܽ]் que projetivamente equivalente a [ݔଵ ܽ⁄ , ⋯ , ௗݔ ܽ⁄ , ͳ]் e que podemos assumir que ܽ → Ͳ. Isso corresponde a um ponto 

em ℛௗ indo para o infinito na direção do vetor radial [ݔଵ ܽ⁄ , ⋯ , ௗݔ ܽ⁄ ]் א ℛௗ. 

Tendo isso em mente, pode-se compreender as coordenadas homogêneas 

de hiperplanos em �ௗ. Um hiperplano em �ௗ é representado pelo vetor de dimensão ሺ݀ + ͳሻ � = [ܽଵ, ⋯ , ܽௗ+ଵ]் tal que todos os pontos de x pertencentes ao hiperplano 

satisfaz a equação �் ⊙ x = Ͳ (em que �் ⊙ x representa o produto escalar). 

Considerando os pontos na forma x = ,ଵݔ] ⋯ , ,ௗݔ Ͳ]் nos leva à formula familiar de ܽଵݔଵ + ⋯ + ܽௗݔௗ + ܽௗ+ଵ = Ͳ. 

Com isso temos que o hiperplano é definido por ݀ pontos distintos 

representados por vetores ܠଵ, ⋯ ,  ௗ pertencentes ao hiperplano que é representadoܠ

por a e o vetor a é ortogonal aos vetores ܠଵ, ⋯ ,  ௗ. Esse vetor a pode ser computadoܠ

de diversas formas, como por exemplo, através da Decomposição de Valores 

Singulares (SVD – Singular Value Decomposition). Simetricamente, os pontos de 
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de transformações projetivas contém importantes subgrupos: transformação afim, 

transformação de similaridade e transformação métrica (também chamada de 

transformação Euclidiana). Um resumo das transformações pode ser visto no Quadro 

2.2. 

Também existem outros subgrupos, mas a Quadro 2.2 apresenta aqueles 

encontrados frequentemente na visão computacional. Os subgrupos são dados ao 

impormos as restrições na forma de ܪ. 

Qualquer homografia pode ser unicamente composta como ܪ = �ܪ ∙ ஺ܪ ∙  ,ௌܪ

onde: 

 �P = [ � Ͳ�୘ �] (2.9) 

 �A = [ � ͲͲ୘ ͳ] (2.10) 

 �ୗ = [ � −�tͲ୘ ͳ ] (2.11) 

A matriz � deve ser triangular superior. As matrizes de ܪௌ representam as 

transformações Euclidiana. A matriz formada por ܪ஺ ∙  ௌ representa asܪ

transformações afins, pois a matriz ܪ஺ representa o subgrupo das transformações 

afim, a transformação “puramente afim”. Para obter a transformação “puramente afim” 

basta remover a parte da transformação Euclidiana (ܪௌ). A matriz formada por ܪ� ஺ܪ∙ ∙  .”representa o subgrupo da projeção “puramente projetiva �ܪ ௌ representam todo o grupo de transformações projetivas, dessa forma a matrizܪ
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2.3.3 Estimando a homografia entre pontos correspondentes 

Uma tarefa frequente em visão computacional 3D é computar a homografia 

das imagens ao comparar pontos correspondentes em mais de uma imagem. Por 

pontos correspondentes entenda que são um conjunto de pontos ordenados {[ݑ௜, ௜′]}௜=ଵ௠ݑ  tal que cada par sejam correspondentes após as transformações 

homogêneas. Os pontos correspondentes podem ser obtidos tanto por forma manual 

ou cálculos computacionais seguindo um algoritmo. 

Para que seja possível calcular e encontrar ܪ, precisamos resolver o seguinte 

sistema linear homogêneo de equações e encontrar ܪ e as escalas ܽ୧: 
 �୧ ∙ u୧′ = � ∙ u୧  (2.12) 

em que i = ͳ, ⋯ , �. 

Esse sistema possui ݉ሺ݀ + ͳሻ equações e ݉ + ሺ݀ + ͳሻଶ − ͳ incógnitas. Há ݉ 

incógnitas ܽ୧, ሺ݀ + ͳሻଶ componentes em ܪ, enquanto que ሺ݀ + ͳሻଶ − ͳ informações é 

suficiente para encontrarmos todos os elementos de ܪ até um fator de escala global. 

Dessa forma, temos que ݉ = ݀ + ʹ correspondencias são necessárias para 

determinar ܪ de forma única. 

Em determinadas ocasiões, a correspondência de uma configuração 

degenerada significa que ܪ não pode ser encontrado de forma única, mesmo que ݉ ൒݀ + ʹ. Uma configuração é não degenerada se nenhum dos ݀ pontos de ݑ௜ estiver 

localizado em um único hiperplano e nenhum dos ݀ pontos de ݑ௜′ estiver em um único 

hiperplano. 

Quando mais de ݀ + ʹ pontos correspondentes estiverem disponíveis, o 

sistema da Equação (2.12) tem nenhuma solução geral devido ao ruído na medição 

das correspondências. Assim, a forma mais fácil que seria para solucionar o sistema 

linear torna-se a mais difícil da estimativa ótima de parâmetros de um modelo 

paramétrico. Assim, não se soluciona a Equação (2.12), mas define-se um critério 

mínimo adequado, derivado de considerações estatísticas. 

Os métodos de estimativa que serão apresentados não estão restritos a 

homografia, são métodos genéricos aplicados sem modificações conceituais a outros 

problemas de visão computacional 3D. Dentre os outros métodos podem ser citados: 

a recessão de câmera, a triangulação, a obtenção da estimativa da matriz fundamental 

e a obtenção do tensor trifocal. 
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técnica da DLT fornece resultados satisfatórios, mesmo sem a aplicação de métodos 

não lineares na sequência. 

Para os pontos representado em coordenadas homogêneas, ࢛ = ,ݑ] ,ݒ  ,்[ݓ

pode-se rearranjar a Equação (2.12) em uma forma mais adequada para que a 

solução possa ser feita manipulando os componentes manualmente. Entretanto, é 

possível utilizar duas estratégias que permitam que o equacionamento se mantenha 

na forma de matrizes. 

Primeiramente, para eliminarmos ܽ de ܽ ∙ ࢛′ = ܪ ∙ ࢛ multiplica-se a equação 

pela matriz ܩሺ࢛′ሻ, tal que as suas linhas sejam ortogonais à ࢛′. Isso faz com que o 

lado esquerdo da equação seja nulo, pois ܩሺ࢛′ሻ ∙ ࢛′ = Ͳ e obtemos ܩሺ࢛′ሻ ∙ ܪ ∙ ࢛ = Ͳ. 

Se os pontos da imagem possuem a terceira coordenada igual a ͳ (ݓ′ = ͳ), então as 

coordenadas dos pontos podem ser expressas como [ݑ′, ′ݒ , ͳ]், a matriz ܩሺ࢛′ሻ pode 

ser escolhida como: 

 �ሺuሻ = �ሺ[u, v, ͳ]୘ሻ = [ͳ Ͳ −uͲ ͳ −v] = [�| −u] (2.14) 

Essa escolha não é adequada caso algum ponto da imagem tenha ݓ′ = Ͳ, 

pois, assim, ܩሺ࢛′ሻ irá se tornar uma matriz singular se ݑ′ =  Isso pode acontecer se .′ݒ

os pontos não são medidos diretamente na imagem, mas sim calculado indiretamente 

(como o caso dos pontos que se estendem ao infinito como apresentado na Figura 

2.5) e, consequentemente, alguns deles podem estar no infinito. Outra escolha, que 

funciona em situações genéricas, é ܩሺ࢛ሻ = ܵሺ࢛ሻ, onde: 

 �ሺuሻ = �ሺ[u, v, ͳ]୘ሻ = [ Ͳ −w vw Ͳ −u−v u Ͳ ] (2.15) 

Assim, temos que o produto vetorial ࢛ ⊗ ࢛′ = ܵሺ࢛ሻ ∙ ࢛′, para qualquer ࢛ e ࢛′. 
Na sequência, para rearranjar a equação ܩሺ࢛′ሻ ∙ ܪ ∙ ࢛ = Ͳ tal que as 

incógnitas fiquem a o máximo à direita o possível, utiliza-se a identidade ܿܤܣ =ሺ்܋ ⊛ �ሻ܊ (LÜTKEPOHL, 1997), em que ܊ é um vetor construído pelas entradas da 

matriz ܤ empilhada em colunas de primeira ordem e ⊛ corresponde ao produto 

Kronecker de matrizes. Aplicando isso temos: 

 �ሺu′ሻ ∙ � ∙ u = [u୘ ⊛ �ሺu′ሻ]h = Ͳ (2.16) 

Onde h corresponde ao vetor de 9 posições [ℎଵଵ, ℎଶଵ, ⋯ , ℎଶଷ, ℎଷଷ]் das 

entradas da matriz �. Para �ሺu′ሻ = ܵሺu′ሻ, em componente, temos: 
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 [Ͳ ′ݓݑ− ′ݒݑ Ͳ ′ݓݒ− ′ݒݒ− Ͳ ′ݓݓ− ′ݓݑ′ݒݓ− Ͳ ′ݑݑ− ′ݓݑ Ͳ ′ݑݑ− ′ݓݓ Ͳ ′ݒݑ−′ݑݓ− ′ݑݑ− Ͳ ′ݒݒ− ′ݑݒ Ͳ ′ݒݓ− ′ݑݓ Ͳ ] ܐ = [ͲͲͲ] (2.17) 

Considerando todas as ݉ possíveis considerações, nos leva à: 

 [ uଵ୘ ⊛ �ሺuଵ′ ሻuଶ୘ ⊛ �ሺuଶ′ ሻ⋯um୘ ⊛ �ሺum′ ሻ] h = Ͳ (2.18) 

Chamando a matriz ͵݉ × ͻ do lado esquerdo de ܹ, podemos ler como ܹ ܐ∙ = Ͳ. Esse sistema, na maioria dos casos, possui mais equações do que incógnitas 

e não é possível obter uma resposta. Utilizando a Decomposição em Valores 

Singulares (SVD – Singular Value Decomposition) é possível calcular um vetor ܐ que 

minimiza ‖ܐࢃ‖ chegando a ‖ܐ‖ = ͳ. 

Em detalhes, ܐ é a coluna da matriz ܸ na SVD da decomposição ܹ = ܷ ∙ ܦ ∙்ܸ associada com o menor valor singular. Alternativamente, podemos calcular ܐ como 

o autovetor de ்ܹ ∙ ܹ associado com o menor autovalor. Isso é apresentado como 

sendo numericamente ligeiramente menos preciso do que SVD, mas tem a vantagem 

que a matriz ்ܹ ∙ ܹ é apenas ͻ × ͻ, enquanto ܹ é ͵݉ × ͻ. Ambos os casos 

funcionam relativamente bem na prática. 

Para obter um resultado significativo, as componentes dos vetores ࢛௜ e ࢛ ௜′ não 

podem ter muita diferença de magnitude. Magnitudes semelhantes garantem que o 

mínimo obtido pela minimização algébrica da distância é razoavelmente próximo da 

solução da Equação (2.13). Magnitude similar pode ser assegurada por um tipo de 

pré-condição, conhecida no cálculo numérico e utilizada na visão computacional como 

normalização (HARTLEY, 1997). Assim, ao invés de utilizarmos a Equação (2.12), 

pode ser utilizado o sistema de equações ࢛̅௜ ≃ ܪ̅ ⋅ ࢛̅௜ onde podemos substituir ࢛̅௜ ௘��ܪ= ⋅ ࢛௜ e ࢛̅௜′ = ′௘��ܪ ࢛௜′. A homografia ܪ é, então, recuperada como ܪ = ௘′−ଵ��ܪ ⋅ ܪ̅ ⋅  .௘��ܪ

As homografias pré-condicionadas ܪ��௘ e ܪ��௘′  são escolhidas tal que as componentes 

de ࢛̅௜ e ࢛̅௜′ possuam magnitudes similares. Assumindo que os pontos originais 

possuem a forma [ݑ, ,ݒ ͳ]், uma escolha adequada é o escalonamento e translação 

anisotrópico dado na forma: 

 �̅ = [� Ͳ cͲ � dͲ Ͳ ͳ] (2.19) 

Onde ܽ, ܾ, ܿ, ݀ são tais que a média dos pontos pré-condicionados ࢛̅ ,ݑ̅]= ,ݒ̅ ,ݓ̅ ]் seja Ͳ e a variância seja ͳ. 







 

 

55 

equacionando para zero e, então, resolvendo o sistema para encontrarmos os 

parâmetros. Esta abordagem se estende diretamente para muitos outros problemas 

que não possuam modelos lineares. Nos casos prováveis em que os dados são 

imperfeitos o modelo resultante também será imperfeito. Na maioria dos casos isso 

não é problema, se o ruído nos dados é, de certa forma, “bem-comportado”, assim, 

pode ser que o resultado do modelo é, o melhor possível, representado por um 

processo estatístico. Por outro lado, se existem vários dados discrepantes é possível 

que a resposta do modelo estatístico tenha distorções graves. 

Reconhecendo essa possibilidade, pode-se tentar identificar as discrepâncias 

como ponto de dados através de uma grade resíduo em relação ao modelo ajustado. 

Esses pontos podem ser removidos e, então, o modelo pode ser recalculado. Essa 

ideia superficialmente atraente é frequentemente utilizada em muitas circunstâncias 

pode ter o efeito desejado. Por outro lado, ao faz essas hipóteses sobre a natureza 

dos dados, pode-se cometer erro e levar a um resultado inválido. Isso pode ocorrer, 

pois os erros são característicos de dois tipos: 

• Erros de Medição: Uma observação a partir de uma imagem, ou um 

parâmetro adquirido de tal observação, não é totalmente correta. É 

comum que esses erros sejam relativamente pequenos, com média 

zero (ou relativamente próximo a zero) e, normalmente, apresentam 

uma distribuição normal; 

• Erros de Classificação: Esses erros ocorrem quando algo é mal 

identificado. Tais erros são, frequentemente, grosseiros e não existe 

razão de que de maneira geral tenham média zero. 

Erros do segundo tipo (erros de classificação) podem distorcer o modelo de 

tal forma que tentativas de correções normalmente pioram a situação mais do que a 

corrigem. Isso é bem ilustrado em no caso apresentado na Figura 2.9 em que pode 

ser visto em uma simples modelo 2D (FISCHLER; BOLLES, 1981). 

Subjacente à abordagem dos mínimos quadrados tem um pressuposto de que 

usando o máximo de dados possível tem-se um efeito benéfico suavização. Porem 

em muitas circunstâncias onde isso é falso e a aproximação oposta de usando o 

mínimo o possível pode ser melhor. No caso de um procurar um ajuste linear apenas 

dois pontos são o suficiente para definir uma linha. Por exemplo, ao selecionar dois 

pontos ao acaso de uma sequência de dados e que, por hipótese, a linha que une os 

dois pontos seja o modelo correto. Podemos testar o modelo ao verificarmos quanto 
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• �, o desvio "aceitável" de um bom modelo: são raras às vezes em que 

isso pode ser determinada em um sentido analítico, sendo a escolha 

desse parâmetro feita de forma mais empírica. Empiricamente 

podemos ajustar um modelo de ݉ pontos, medir os desvios, e, então, 

escolher � de tal forma que seja um número que corresponda ao desvio 

padrão aceitável acima da média de um erro aceitável; 

 :"é o tamanho do conjunto de consenso considerado ser "suficiente ,ݐ •

Esse parâmetro serve, na verdade, para dois propósitos 

simultaneamente. Ele representa a quantidade de pontos de dados 

"suficientes" para confirmar a suposição do modelo e a quantidade de 

pontos de dados "suficiente" para refinar as estimativas parciais para 

que, no final, chegue na melhor estimativa. O primeiro ponto aqui não 

é fácil de ser especificado, mas é sugerido utilizar um valor tal que ݐ −݉ > ͷ (FISCHLER; BOLLES, 1981); 

• �, corresponde a quantidade de iterações que o algoritmo deverá 

realizar a busca até chegar a um ajuste satisfatório: Tem-se 

apresentado argumentos (FISCHLER; BOLLES, 1981) de que há 

formas de calcular o número esperado de tentativas necessárias para 

selecionar um subconjunto de m pontos de dados "bons". Um 

argumento estatístico simples nos fornece isso como ݓ−௠ , em que ݓ 

é a probabilidade de que um dado escolhido aleatoriamente esteja 

dentro da condição � do modelo. O desvio padrão dessa estimativa 

também é da ordem de ݓ−௠, assim a escolha de � sendo � =  ௠−ݓʹ

ou � =  ௠ é apresentada como sendo uma escolha razoável−ݓ͵

(FISCHLER; BOLLES, 1981). É claro que isso requer um pouco de uma 

pré-avaliação dos dados para, pelo menos, se ter uma estimativa 

aproximada de ݓ. 

O algoritmo RANSAC representa uma mudança de paradigma na escolha de 

um modelo para o ajuste dos dados. Esse algoritmo tem a característica de que 

“começa pequeno e cresce”, o que é o contrário da abordagem do método dos 

mínimos quadráticos e técnicas relacionadas que espera extrair o ajuste através do 

cálculo das médias dos desvios. RANSAC provou ser uma técnica muito fértil e 

confiável, particularmente em muitos aspectos relacionados à visão computacional, e 
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a abordagem provida pelo algoritmo RANSAC tem beneficiado muitas melhorias e 

aplicações desde o seu desenvolvimento. Uma das aplicações que tem chamado a 

atenção recentemente é o Autostitch (disponível em 

http://www.cs.bath.ac.uk/brown/autostitch/autostitch.html) que consegue agrupar 

fotos distintas e criar uma imagem em panorama (BROWN; LOWE, 2003A). 

O aplicativo Autoatitch trabalha através da identificação de “pontos de 

interesses” (por exemplo, cantos) nas imagens e representa eles como vetores de 

características que capturam propriedades de intensidade muito locais. Técnicas 

eficientes foram implementadas no programa para permitir a localização e a 

cominação de prováveis pontos comuns em diversas imagens, quando um par de 

imagens tem uma quantidade significante de combinações, de forma que eles sejam 

os mesmos pontos, o programa sobrepõe as imagens criando uma combinação. 

Se duas imagens são candidatas a serem sobrepostas, a “diferença” entre 

elas é caracterizada por três possíveis rotações de câmera (em relação aos três eixos 

cartesianos) e uma modificação do ponto focal, sendo, então, avaliados quatros 

parâmetros. Busca-se uma homografia que captura essa “diferença” entra as 

imagens. O problema surge quando um conjunto inicial (relativamente grande) de 

pontos correspondentes determinados inicialmente possui muitas falsas 

possibilidades de acertos. Essas falsas possibilidades irão levar a muitas homografias 

discrepantes da correta. Para corrigir esse problema, é utilizado o algoritmo RANSAC 

a esse grande número de possíveis combinações com ݉ = Ͷ, de forma a encontrar o 

conjunto de melhores parâmetros possíveis para a homografia. Na sequência é feito 

um processamento da imagem para verificar a qualidade da montagem, obter uma 

resolução global da geometria da câmara e é aplicado algumas filtragens de 

intensidade sofisticado para remover as variações nas bordas das imagens 

sobrepostas a fim de ter uma imagem única, sem ser possível identificar a posição em 

que houve a sobreposição das imagens. 

O algoritmo obtido é extremante robusto e rápido, sendo capaz de trabalhar 

com vários panoramas e de identificar imagens não pertencentes ao conjunto de fotos 

que formarão o panorama. A qualidade final da cominação das imagens é 

surpreendentemente boa. A Figura 2.11 apresenta uma parte do seu processo de 

reconhecimento e construção do panorama de forma simples, utilizando um único par 

de imagens. 
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pixels podem sofrer cisalhamento, normalmente devido a um 

desalinhamento do chip fotossensível da câmera. Além do mais, os eixos 

de coordenadas podem possuir escalas diferentes. 

De maneira geral, a transformação projetiva pode ser fatorizada em três 

transformações simples, as quais correspondem a três translações entre os quatro 

sistemas de coordenadas diferentes. 

A primeira das transformadas, que envolve o sistema de coordenadas global 

e o da câmera, constitui-se da transição do sistema de coordenadas global (�; ܺ, ܻ, ܼ) para o sistema de coordenadas centrado na câmera (�஼: ܺ஼, ஼ܻ, ܼ஼). O sistema de 

coordenadas global pode ser alinhado com o sistema de coordenadas da câmera 

fazendo a translação da origem � para a �஼ através do vetor de translação t e através 

da rotação dos eixos de coordenadas pela matriz de rotação ܴ, transformando, assim, 

o ponto ࢄ para o ponto ࢄ஼. Expressando esse processo em coordenadas não 

homogêneas fica: 

 XC = �ሺX − tሻ (2.20) 

A matriz de rotação ܴ apresenta três rotações elementares sobre os eixos de 

coordenadas, rotação sobre os eixos ܺ, ܻ e ܼ. O vetor de translação t apresenta três 

elementos de translação da origem do sistema de coordenadas global em relação ao 

sistema de coordenadas da câmera. Assim, existem seis parâmetros extrínsecos da 

câmera, três rotações e três translações, sendo que a matriz ܴ e o vetor t são 

chamados de Parâmetros Extrínsecos da Calibração da Câmera. 

Podemos expressar a Equação (2.20) em coordenadas homogêneas por meio 

do subgrupo de homografia ܪௌ a partir da Equação (2.11). De forma mais formal, 

temos: 

 XC = [ � −� ∙ tͲ୘ ͳ ] X (2.21) 

A segunda transformada, que envolve o sistema de coordenadas da câmera 

e o sistema de coordenadas da imagem, projeta o ponto ࢄ஼, expresso no sistema de 

coordenadas da câmera (�஼: ܺ஼, ஼ܻ, ܼ஼), da cena 3D para criar o ponto ࢛௜ no plano � 

(plano da imagem) de coordenadas (�௜: ݑ௜, ݒ௜, ݓ௜). 
A projeção de ℛଷ ⟶ ℛଶ em coordenadas não homogêneas nos fornece duas 

equações não lineares em ܼ஼: 

௜ݑ  = ௑಴∙௙௓಴  (2.22) 
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௜ݒ  = ௒಴∙௙௓಴  (2.23) 

Em que ݂ corresponde à distância focal. Se a projeção dada pela 

Equação (2.22) e pela Equação (2.23) é incorporada no espaço projetivo, então a 

projeção �ଷ ⟶ �ଶ pode ser descrita de forma linear em coordenadas homogêneas 

como: 

 u୧ ≃ [ f Ͳ ͲͲ f ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲͲ] XC (2.24) 

Uma câmera que possua uma distância focal especial de ݂ = ͳ (também 

conhecida como Câmera com o Plano de Imagem Normalizado – FORSYTH; 

PONCE, 2002) irá levar a simplificação da Equação (2.24), tornando-a em: 

௜ܝ  ≃ [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲͲ]  ஼ (2.25)܆

A terceira transformada envolve o sistema de coordenadas da imagem e o 

sistema de coordenadas afim. A vantagem dessa transformada é que ela consegue 

reunir todos os parâmetros intrínsecos a uma câmera (sendo o comprimento focal ݂ 

um deles) em uma matriz � de ͵ × ͵ denominada de Matriz de Calibração Intrínseca. � é uma matriz triangular superior e expressa o mapeamento �ଶ ⟶ �ଶ que é um caso 

especial da transformação afim. Esse caso especial é chamado, também, de uma 

Transformação Afim Fatorizada por Rotações, e ela cobre o escalonamento não 

isotrópico e cisalhamento da imagem. Ela pode ser realizada dentro do plano da 

imagem, como apresentado na Figura 2.12. Essa transformação �ଶ ⟶ �ଶ pode ser 

descrita como: 

ܝ  ≃ � ⋅ ௜ܝ = [݂ ݏ ଴Ͳݑ− ݃ ଴Ͳݒ− Ͳ ͳ ]  ௜ (2.26)ܝ

Os parâmetros da matriz de calibração intrínseca são: ݂ fornece uma 

mudança de escala em relação ao eixo ݑ enquanto que ݃ fornece uma mudança de 

escala em relação ao eixo ݒ. Frequentemente, ambos os valores são iguais à distância 

focal (݂ = ݃). O parâmetro ݏ fornece o grau de cisalhamento dos eixos de 

coordenadas no plano da imagem. Normalmente presume-se que, na imagem, o eixo ݒ do sistema de coordenadas afim é coincidente com o eixo ݒ௜ do sistema de 

coordenadas euclidiano da imagem. O valor de ݏ representa o quanto o eixo ݑ está 

inclinado na direção do eixo ݒ. O parâmetro de cisalhamento ݏ é introduzido, na 
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prática, para lidar com as distorções. Um exemplo de distorção seria a provocada pela 

colocação de um chip fotossensível de forma não perpendicular ao eixo óptico durante 

a montagem da câmara. 

Agora é possível especificar o efeito de projeção de uma câmera de lente fina 

em toda a sua generalidade. Já foi descrito que projeção da câmera é uma 

transformação linear do espaço projetivo 3D �ଷ para o espeço projetivo 2D �ଶ. A 

transformada é o produto de três fatores já apresentados e que podem ser expressos 

matematicamente pelas Equações (2.21), (2.25) e (2.26). Ao juntarmos os três fatores 

pode-se representar a projeção da câmera como: 

 u ≃ � [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲͲ] [ � −� ∙ tͲ୘ ͳ ] X (2.27) 

O produto do segundo com o terceiro fator apresenta uma estrutura interna 

útil, assim, podemos reescrever a Equação (2.27) como: 

ܝ  ≃ � [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲͲ] [ ܴ −ܴ ∙ ૙்ݐ ͳ ] ܆ = �[ܴ| −ܴ ∙ ܆[ݐ = � ∙  (2.28) ܆

Se expressarmos os pontos da cena em coordenadas homogêneas, pode-se 

descrever a projeção perspectiva de forma linear utilizando uma única matriz � que é ͵ × Ͷ chamada de Matriz de Projeção ou Matriz da Câmera. Os ͵ × ͵ elementos 

mais a esquerda da matriz � fazem parte de uma submatriz que descreve as rotações 

e a coluna mais a direita da matriz � descreve a translação. O delimitador | na notação 

explicita que a matriz � é composta de duas submatrizes (a de rotação e a de 

translação). É possível de verificar pela Equação (2.29) que na notação da matriz � 

contém todos os parâmetros intrínsecos e extrínsecos. 

 � = �[ܴ| −ܴ ∙  (2.29) [ݐ

Esses parâmetros podem ser obtidos pela decomposição de � em �, ܴ e ݐ, 

sendo essa decomposição única para cada câmera. Se escrevermos � = [�|  ,[܊
temos que � = � ∙ ܊ ,ܴ = −� ∙ ݐ e ݐ = −�−ଵ ∙ � A decomposição de .܊ = � ∙ ܴ, em que � é uma matriz diagonal superior e ܴ é de rotação, pode ser realizada através da 

“Decomposição RQ”, similar ao processo mais conhecido de “Decomposição QR” 

(PRESS et al., 1992; GOLUB; VAN LOAN, 1989) como descrito na seção da página 

46 em Subgrupos da homografia. 
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2.4.2 Projeção e retroprojeções em coordenadas homogêneas 

A Equação (2.28) nos fornece um resultado importante, que em coordenadas 

homogêneas a projeção de um ponto ܆ da cena para um ponto ܝ da imagem pela 

câmera é devido ao mapeamento linear simples: 

 u ≃ �X (2.30) 

Pela Equação (2.30) é possível notar que o mapeamento feito pela câmera é 

semelhante ao mapeamento feito pela homografia apresentada na Equação (2.5). 

Entretanto, para homografias a matriz ܪ era quadrada e, em geral, não singular. Isso 

garante que o mapeamento seja 1-para-1, ou seja, o mapeamento é único. No caso 

das projeções a matriz � não é quadrada e, dessa forma, temos o mapeamento de 

muitos-para-1. Em outras palavras, podemos dizer que todos os pontos de uma cena 

pertencente a um raio são projetados em um único ponto da imagem. 

Existe um único ponto da cena que não possui imagem na câmera, esse ponto 

é definido como Centro de Projeção �. O Centro de Projeção tem a propriedade de 

que � ∙ � = ૙. E isso nos permite recuperar � utilizando, por exemplo, SVD. Em 

outras palavras � é um vetor ortogonal às linhas de �. Desta forma, temos que � é 

único e importante. 

A Equação (2.28) também nos permite obter uma derivação simples para a 

expressão da retroprojeção dos pontos e das linhas por uma câmera �. Por meio da 

retroprojeção tem-se a possibilidade de calcular toda a cena 3D que se projeta para 

uma dada imagem pela transformação dada por �. 

Dado um ponto ܝ em uma imagem em coordenadas homogênea, pode-se 

encontrar a pré-imagem de uma cena. Essa pré-imagem não é obtida de forma única, 

uma vez que todos os pontos em um raio da cena serão projetados em ܝ. Um ponto 

nesse raio é o centro de projeção �. Outro ponto no raio pode ser obtido de ܝ = � ∙  ࢄ

como 

 X = �+ ∙ u (2.31) 

Em que �+ = �୘ሺ� ∙ �୘ሻ−ଵ, denominada pseudoinversa, é a generalização 

da inversão de uma matriz não quadrada. Ela tem a propriedade de que � ∙ �+ =  .ܫ
Por exemplo, suponha uma dada imagem de uma linha ܔ, em coordenadas 

homogênea, a qual gostaríamos de encontrar a sua pré-imagem. Neste caso teremos 

uma solução que não é única, pois todo o plano ܉ da cena será projetado em ܔ. Um 

ponto ܆ pertencente a ܉ satisfaz a ்܉ ∙ ܆ = Ͳ e a sua projeção é ܝ = � ∙  Essa .܆
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projeção precisa estar contida em ܔ, o que nos leva à ۷் ∙ ܝ = ۷் ∙ � ∙ ܆ = Ͳ. Dessa 

forma, temos: 

܉  = �் ∙  (2.32) ܔ

Em que esse plano contém o centro de projeção, ்܉ ∙ � = Ͳ. 

 

2.4.3 Calibração da câmera por uma cena conhecida 

Nesta etapa será apresentado como calcular a matriz � da projeção da 

câmera através da correspondência de um conjunto de pontos de imagem, ou seja, 

dado um conjunto {ሺܝ௜, ௜ሻ}௜=ଵ௠܆  onde ܝ௜ é um vetor homogêneo de 3 coordenada 

representando os pontos da imagem e ܆௜ é um vetor homogêneo de 4 posições que 

representa os pontos da cena. Esse procedimento também é conhecido como 

Resseção de Câmera (Camera Resectioning). 

Essa situação é similar a estimação de uma homografia, como descrito na 

subseção 2.3.3. Precisamos solucionar o sistema linear homogêneo 

௜ߙ  ∙ ′௜ܝ = � ∙ ݅ ,௜܆ = ͳ, ⋯ , ݉ (2.33) 

Para � e para ߙ௜. � é determinado até uma escala, sendo que � possui, no 

máximo, 11 parâmetros livres. Dos parâmetros de �, apenas 6 (também dito ͷ ଵଶ) 

correspondências são necessárias para calcular a matriz �. De forma similar ao 

cálculo da homografia, existem configurações degenerativas que corrompem a formas 

da homografia e previnem que � tenha uma solução única, mesmo que ݉ ൒ ͸. As 

configurações degenerativas são mais complexas e não podem ser resolvidas com a 

técnica da homografia (HARTLEY, 1997; HARTLEY; ZISSERMAN, 2003). 

A estimação linear de � pela minimização da distância algébrica é 

completamente análogo à feita para a homografia. Ao multiplicarmos a equação ܝ ≃� ∙ ሻ faz com que o lado esquerdo da equação suma, levando a Ͳܝpor ܵሺ ܆ = ܵሺܝሻ ∙� ∙ ்܆] Rearranjando essa equação, temos .܆ ⊛ ܵሺܝሻ]ܕ = Ͳ, onde ܕ =[�ଵଵ, �ଶଵ, ⋯ , �ଶସ, �ଷସ]� e ⊛ é o produto de Kronecker. Considerando todas as 

correspondências de �, isso nos dá um sistema na forma: 

 [ ଵ்܆ ⊛ ܵሺܝ૚ሻ⋯܆௠் ⊛ ܵሺܝ�ሻ] ܕ = W ∙ ܕ = ૙ (2.34) 

Em que a distância algébrica ‖W ∙ ‖ܕ‖ pode ser minimizada fazendo com que ‖ܕ = ͳ utilizando, por exemplo, SVD. Para isso uma pré-condição é necessária, a 
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garantia que as componentes dos vetores ࢏ܝ e ࢏܆ tenham magnitudes similares. 

Opcionalmente, pode-se decompor � em parâmetros intrínsecos e extrínsecos, tais 

como os dados pela Equação (2.29). 

Ao obter a estimativa inicial pelo método linear, pode-se, em seguida, 

melhorar o resultado pelo processo de aproximação pela maior vero semelhança 

utilizando o método dos mínimos quadráticos não-linear. Entretanto deve-se tomar 

cuidado nesta etapa ao especificar um ruído apropriado para o modelo dos pontos da 

cena, sendo que isso depende do cenário particular no qual a calibração da câmera 

foi usada. 

 

2.5 CoŶsiderações FiŶais 

Este capítulo apresenta a técnica utilizada para analisar as imagens e como 

desenvolver o modelo em 3D utilizando representações 2D das cenas. 

O próximo capítulo mostra a técnica utilizada para analisar as imagens e como 

desenvolver o modelo em 3D utilizando representações 2D de cenas. 
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CáPITULO ϯ 

3 RECONSTRUÇÃO Dá CENá áTRáVÉS DE MÚLTIPLáS VISTáS  

3.1 IŶtroduçĆo 

Aqui será apresentado como calcular os pontos 3D da cena através de 

projeções de várias câmeras. Essa tarefa é fácil se os pontos da imagem e a matriz 

da câmera são dados, dessa forma apenas os pontos 3D da cena devem ser 

calculados. Se a matriz da câmera é desconhecida, a tarefa aumenta, já que é 

necessário encontrar os pontos 3D da cena e as matrizes das câmeras. Isso é 

consideravelmente mais difícil e é a tarefa central da formação de geometria por 

múltiplas vistas. 

 

3.2 TriaŶgulaçĆo 

Assumido que a matriz da câmera � e que os pontos da imagem ܝ são dados 

pode-se encontrar os pontos ܆ da cena utilizando relação de triângulos. 

Representando as diferentes imagens pelo subscrito ݆ e assumido que ݊ vistas estão 

disponíveis para encontrarmos os pontos ܆, basta resolvermos o sistema linear 

homogêneo 

௝ߙ  ∙ ௝ܝ = �௝ ∙ ݆ ,܆ = ͳ, ⋯ , ݊ (3.1) 

Essa técnica é conhecida como Triangulação. O nome é derivado de uma 

técnica de fotogrametria na qual o processo original era a interpretação em termos de 

triângulos similares. 

O procedimento é relativamente simples, pois a Equação (3.1) é linear. É 

muito similar à estimativa homográfica (apresentado na subseção 2.3.3) e à calibração 

da câmera utilizando uma cena conhecida (subseção 2.4.3). 

Geometricamente, a triangulação consiste em encontrar as interseções 

comuns de ݊ raios dados pela retroprojeção dos pontos da imagem pela câmera. Se 

não houver ruído nas medições de ܝ௝ e na determinação de �௝, então esses raios só 

podem se interceptar em um único ponto e o sistema da Equação (3.1) deverá 
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apresentar uma única solução. Na verdade, os raios não deverão se interceptar (skew) 

e o (super determinado) sistema da Equação (3.1) não deverá ter solução. 

Devemos calcular ܆ como sendo o ponto da cena mais próximo o possível da 

intercepção dos raios (skew). Para ݊ = ʹ câmeras, esse processo se resume em 

encontrarmos o ponto médio do menor segmento de reta entre dois raios. Entretanto, 

isso não é ótimo estatisticamente. A aproximação mais correta seria a estimativa pela 

maior vero semelhança, o que permite minimizar o erro de projeção. Denominando 

por [û௝ , v̂௝]்
 os pontos da imagem em coordenadas não homogênea, podemos 

solucionar o problema de otimização por: 

 �in܆ ∑ [ቆܕభೕ యೕܕ܆∙� ܆∙� − û௝ቇ૛ + ቆܕమೕ యೕܕ܆∙� ܆∙� − v̂௝ቇ૛]௠௝=ଵ  (3.2) 

Em que ܕ௜௝ representam a i-ésima linha da matriz da câmera �௝. Esta 

equação assume que somente os pontos da imagem estão corrompidos por ruído, 

enquanto que a as matrizes das câmeras não apresentam ruído. 

O problema de otimização não convexo apresentado na Equação (3.2) é 

conhecido por ter vários mínimos locais, o que impossibilita a obtenção direta do 

resultado desejado. Entretanto uma forma fechada da solução para o caso simples de ݉ = ʹ câmeras já é conhecida (HARTLEY, 1997). Podemos solucionar este caso 

primeiramente encontrando uma estimativa inicial por um método linear e, então, 

utilizar mínimos quadráticos não linear. 

Para formulação de um método linear podemos multiplicar a equação ܝ ≃ � ሻ, dessa forma o lado esquerdo da equação é anulado Ͳܝpor ܵሺ ܆∙ = ܵሺܝሻ ∙ � ∙  .܆

Considerando todas as ݊ câmeras, obtermos o sistema: 

 [ܵሺܝଵሻ ∙ �ଵ⋯ܵሺܝ௡ሻ ∙ �௡] ܆ = W ∙ ܆ = ૙ (3.3) 

O sistema de equações apresentado na Equação (3.3) pode ser solucionado 

pela minimização da distância algébrica utilizando SVD. Porém, a pré-condição para 

que a solução por SVD seja feito é garantir que as componentes de ܝ௝ e �௝ não 

tenham magnitudes muito diferentes. Às vezes basta substituir ܝ ≃ � ∙ ܝ̅ por ܆ ≃ �̅ ܝ̅ Em que .܆∙ = ௘��ܪ ∙ ̅� e ܝ = ௘��ܪ ∙ �. Aqui ܪ��௘ é obtido como descrito na 

subseção 2.3.3. Entretanto, às vezes isso não remove as grandes diferenças nas 

entradas de �. Então, é necessário substituir �̅ = ௘��ܪ ∙ � ∙ �ܶ�௘, em que �ܶ�௘ é uma 
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matriz Ͷ × Ͷ adequada que representa uma homografia 3D. Nesse caso, não existe 

um método único conhecido para determinar �ܶ�௘ e ܪ��௘ parece ser bom em todas as 

situações e o pré-condicionamento ainda é um tipo de arte. 

 

3.2.1 Observação na reconstrução de uma linha 3D 

Dependendo do formato do objeto que do qual será realizada a reconstrução 

3D é melhor reconstruir entidades geométricas do que pontos. Para reconstruir uma 

linha 3D a partir de sua projeção ܔ௝ em uma câmera �௝, deve-se recorrer à Equação 

(2.32). Nas medidas com ausência de ruídos os planos devem possuir uma única linha 

em comum. Podemos representar essa linha por dois pontos ܆ e ܇ que estejam 

contidos na linha, dessa forma satisfazendo [܇|܆]்܉ = [Ͳ,Ͳ]. Para garantir que os 

pontos sejam distintos é necessário que ்܆ ∙ ܇ = Ͳ. A intersecção pode ser encontrada 

ao solucionar o seguinte sistema linear 

 ܹ ∙ [܇|܆] = [ሺܔଵሻ் ∙ �ଵ⋯ሺܔ௡ሻ் ∙ �௡] [܇|܆] = Ͳ, ்܆ ∙ ܇ = Ͳ (3.4) 

Podemos encontrar ܹ facilmente, fazendo ܹ = ܷ ∙ ܦ ∙ ்ܸ sendo ܷ ∙ ܦ ∙ ்ܸ  a 

decomposição SVD de ܹ. Os pontos ܆ e ܇ são obtidos pelas as duas colunas de ܸ 

associadas com os dois menores valores singulares. 

Esse método linear pode ser seguido pela estimativa por máxima 

verossimilhança. Para refletir onde o ruído entra no processo corretamente, um bom 

critério é o de minimizar o erro de imagem retroprojeção dos pontos finais dos 

segmentos de linha de imagem medidos. 

O pré-condicionamento é necessário porque assim pode-se garantir que os 

componentes de ܔ௝ e �௝ possuem magnitudes similares. 

 

3.3 ReĐoŶstruçĆo projetiva 

Suponha que hajam ݉ pontos da cena na forma ܆௜  ሺ݅ = ͳ, ⋯ , ݉ሻ, sendo estes 

pontos diferenciados pelos sobrescritos, e ݉ câmeras �௝  ሺ݆ = ͳ, ⋯ , ݉ሻ, sendo estas 

câmeras diferenciadas pelos sobrescritos. Os pontos da cena projetam nas câmeras 

a imagem como: 

௜௝ߙ  ∙ ௜௝ܝ = �௝ ∙ ݅ ,௜܆ = ͳ, ⋯ , ݉ ݆ = ͳ, ⋯ , ݊ (3.5) 
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 �′௝ ∙ ′௜܆ = �௝ ∙ ܶ−ଵ ∙ ܶ ∙ ௜܆ = �௝ ∙  ௜ (3.6)܆

Dessa forma, ao multiplicarmos por ܶ significa que estamos modificando �௝ 

e ܆௜ por uma transformação projetiva 3D. Este resultado pode ser interpretado como 

a incapacidade de recuperar de forma verdadeira as matrizes de câmeras e pontos 

3D mais preciso do que, de forma geral, uma transformação projetiva 3D. Qualquer 

solução particular {�′௝ , ௜′} que satisfaz a Equação (3.5), ou o processo de calcular {�′௝܆ ,  .௜′}, é chamada de Reconstrução Projetiva ou Reconstrução Projetiva 3D܆

De forma a esclarecer o significado da expressão “incapacidade de recuperar 

de forma verdadeira as matrizes de câmeras e pontos 3D mais preciso do que, de 

forma geral, uma determinada transformação ܩ” suponhamos que exista uma 

verdadeira reconstrução desconhecida que nos forneça {�௝ ,  ௜} e que a nossa܆

reconstrução, {�′௝ ,  ௜′}, difere da verdadeira por uma transformação desconhecida܆

que pode ser fornecida por um grupo de transformação ܩ. Isso significa que sabemos 

algo a respeito da cena verdadeira e da câmera verdadeira, mas não sabemos tudo. 

No caso da ambiguidade projetiva é possível chegarmos ao conhecimento de que 

alguns pontos no conjunto ܆௜′ são, por exemplo, colineares, assim, os pontos 

verdadeiros no conjunto dos pontos ܆௜′ também são colineares. Entretanto, distâncias, 

ângulos ou volumes calculados na reconstrução projetiva são diferentes, de forma 

geral, dos da cena verdadeira porque essas características geométricas não são 

invariantes à transformação projetiva, como já apresentado na subseção 2.3.2. 

Sempre é possível escolher T de tal forma que a primeira matriz de câmera 

tenha a forma simples como 

 �ଵ = [૙|ࡵ] = [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲͲ] (3.7) 

Esta simplificação é sempre conveniente nas derivações. Em detalhes, é 

possível afirmar que para uma matriz de câmera arbitrária � existe uma homografia 

3D ܶ de tal forma que � ∙ ܶ−ଵ =  :Dessa forma, ܶ pode ser escolhido como .[૙|ࡵ]

 ܶ =  (3.8) [்܉�]

Onde ܉ é qualquer vetor de quatro posições tal que ܶ tenha um ranking 

completo. Podemos escolher ܉ convenientemente de forma a satisfazer � ∙ ܉ = Ͳ, por 

exemplo, ܉ representando o centro da projeção. Assim, � = [૙|ࡵ] ∙ ܶ, dessa forma 

satisfazendo a afirmação. 
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3.4 Restrições ĐorrespoŶdeŶtes 

Restrições correspondentes são relações satisfeitas por coleções de pontos 

correspondentes em ݊ imagens. Eles possuem a propriedade de que uma função 

multilinear, do sistema de coordenadas homogêneo da imagem, deve desaparecer. 

Os coeficientes dessas funções formam o Tensor de Múltiplas Vistas (Multiview 

Tensors). Exemplos de tensores multilineares são as matrizes fundamentais e o 

tensor trifocal. Esses elementos são apresentados nas próximas seções deste 

capítulo. Uma função ݂ሺݔଵ, ⋯ ,  .௜ e se todas as outras são mantidas fixasݔ ௡ሻ é multilinear se ela é linear para qualquer variávelݔ

Seja ܝ௝ pontos de uma cena localizados em ݆ = ͳ, ⋯ , ݊ imagens que possuem 

matrizes da câmera �௝. Para as restrições correspondentes é necessário que um 

único ponto ܆ da cena se projete em ܝ௝, ou seja, ܝ௝~�௝ ∙  para todo ݆. Foi ܆

apresentado na subseção 2.3.3 que toda a formulação matemática pode ser expresso 

usando matrizes homogênea como mostrado na Equação (3.3). 

É possível notar que as linhas de ܵሺܝሻ representam as três linhas da imagem 

passando por ܝ, onde duas linhas são apresentadas na cena e, ao menos, é uma 

apresentada no infinito. Pela Equação (2.32), as linhas da matriz ܵ ሺܝሻ ∙ � representam 

os três planos da cena que interceptam no raio retroprojetado a partir de ܝ pela 

câmera �. Dessa forma, as linhas da matriz ܹ na Equação (3.3) representam os 

planos da cena que possuem o ponto ܆ em comum. 

A Equação (3.3) apresenta solução somente se ܹ é uma matriz de rank 

deficiente, ou seja, todas as parcelas dos cofatores Ͷ × Ͷ devem ser nulas. Isso 

significa que qualquer um dos ͵݊ × Ͷ planos da cena, representados pelas linhas de ܹ, possuem um ponto em comum. Esses quatro planos são denominados de ܌ ,܋ ,܊ ,܉. Escolhendo diferentes conjuntos dos quatro planos (܌ ,܋ ,܊ ,܉) conduz a diferentes 

restrições correspondentes. Isso indica que todos eles são multilineares, apesar de 

alguns só se tornarem após serem divididos por um fator comum. A Figura 3.1 ilustra 

uma interpretação geométrica das restrições em termos de quatro planos 
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ponto-linha-linha única. Na verdade, essa é a essência geométrica da restrição 

trilinear. A restrição por três vistas será apresentada em mais detalhes na 

subseção 3.8 deste capítulo. 

 

3.4.3 Para quatro vistas 

Tem-se que ܋ ,܊ ,܉ e ܌ estejam, respectivamente, nas vistas 1, 2, 3, 4. Nesta 

hipótese existem ͵ସ = ͺͳ escolhas, permitindo 81 restrições quadrilineares. 

Novamente, pode-se considerar quatro linhas nas imagens ܔଵ, ܔଶ, ܔଷ, ܔସ, ao invés de 

pontos ܝଵ, ܝଶ, ܝଷ, ܝସ, o que conduz a apenas uma restrição quadrilinear nas quatro 

imagens das linhas. Essa é a essência das restrições quadrilineares. Note que as 

restrições não necessitam que exista uma linha da cena que se projete nessas 

imagens de linha. É suficiente que existe um ponto da cena cuja projeção está contida 

nas linhas das imagens. 

 

3.4.4 Para cinco ou mais vistas 

Restrições correspondentes em cinco ou mais vistas podem ser 

compreendidas e resolvidas com a união de conjuntos de restrições de menos de 

cinco vistas. 

As Restrições Correspondentes encontram-se principalmente no fato que os 

seus coeficientes podem ser estimados usando as correspondências das imagens. 

De fato, os pontos das imagens correspondentes (ou linhas) proporcionam restrições 

lineares para esses coeficientes. 

 

3.5 ájuste de paĐotes 

Quando é calculada uma reconstrução projetiva pelas correspondências da 

imagem, utilizando a Equação (3.5) para encontrar X୧ e �୨, normalmente estão 

disponíveis mais do que a quantidade mínima de correspondências necessárias. 

Dessa forma a Equação (3.5), geralmente, não apresenta solução sendo necessário 

minimizar os erros de retroprojeção, processo similar ao método de estimar a 

homografia, como o apresentado na subseção 2.3.3 deste capítulo. 
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ܑ܆ܖܑܕ  ܒ�, ∑ ∑ ܒ૚ܕ)] ܒ૜ܕܑ܆ ܑ܆ − ૛(ܒܑܝ̂ + ܒ૛ܕ) ܒ૜ܕܑ܆ ܑ܆ − ૚=ܕ૚ܑ=ܒܖ[૛(ܒܑܝ̂ , ܑ = ૚, ⋯ , ;ܕ ܒ = ૚, ⋯ ,  (3.9) ܖ

Para solucionar esse problema deve-se, primeiro, encontrar um estimador 

inicial utilizando um método linear e, então, usar uma aproximação por mínimos 

quadráticos não lineares, como por exemplo, o algoritmo de Levenberg-Marquardt. Os 

métodos de aproximação por mínimos quadráticos especializados para essa tarefa 

são conhecidos na fotogrametria como Ajuste de Grupo. Às vezes, este termo também 

é utilizado, ingenuamente, para outras soluções de problemas dentro da reconstrução 

geométrica por múltiplas vistas que usam, também, a minimização por mínimos 

quadráticos não lineares, como por exemplo o estimador de homografia ou a 

triangulação. 

A aproximação não linear por mínimos quadráticos pode ser considerada 

como proibida computacionalmente para muitos pontos e muitas câmeras. Entretanto, 

as implementações mais modernas e inteligentes que utilizam as matrizes esparsas 

tem aumentando significativamente a eficiência do processo (TRIGGS et al., 2000 

HARTLEY; ZISSERMAN, 2003). 

Não existe um método ótimo para calcular uma reconstrução projetiva 

utilizando correspondências de muitas imagens. O método a ser escolhido depende 

fortemente da quantidade de dados a serem utilizados. Um método diferente deve ser 

usado quando se trabalha com uma sequência de imagens vindas de uma câmera de 

vídeo, pois as mudanças entre as sequências das imagens são pequenas 

(FITZGIBBON; ZISSERMAN, 1998), o que pode não ser possível descrever as 

posições das câmeras ao avaliar os pontos nas imagens semelhantes (CORNELIUS 

et al., 2004). 

Uma aproximação adequada para as sequências de vídeo ou uma grande 

quantidade de fotografias tiradas em sequência pode ser considerada como: primeiro 

realiza-se a reconstrução projetiva a partir de duas imagens. Isso pode ser feito 

estimando a matriz fundamental, decompondo as matrizes de câmera (como 

apresentado na subseção 3.7) e, então, calcula-se os pontos 3D por triangulação 

(como apresentado na subseção 3.2) e, finalizando, com o ajuste de grupo. Na 

sequência, a terceira matriz de câmera é calculada pela técnica de recessão 

(apresentada na subseção 2.4.3) partindo dos pontos 3D já reconstruídos e dos 

pontos correspondentes na terceira imagem seguindo do ajuste de grupo. Este último 

passo é repetido para todos as imagens subsequentes do vídeo. 
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3.6 átualizaŶdo a reĐoŶstruçĆo projetiva Đoŵ o auxílio da auto ĐaliďraçĆo 

De forma geral a solução da Equação (3.6) traz uma ambiguidade projetiva 

que é inerente da solução da equação. Entretanto, é possível remover essa 

ambiguidade sem que sejam conhecidas as informações adicionais. Por outro lado, 

tendo um conhecimento adicional adequado a respeito da verdadeira cena e/ou das 

propriedades da câmera é possível definir as restrições que minimizam a quantidade 

de informações desconhecidas para o processo de reconhecimento da cena, 

permitindo uma maior similaridade entre o que foi reconstruído e a cena real. 

Informações que podem ser adicionadas, como conhecimento a priori, que 

permitem que a ambiguidade projetiva seja redefinida como uma transformada ou 

afim, ou de similaridade ou euclidiana. Métodos que utilizam conhecimentos adicionais 

para calcular uma reconstrução de similaridade ao invés de uma projetiva são 

conhecidos como auto calibração, pois isso é, de fato, equivalente a encontrar os 

parâmetros intrínsecos da câmera (como apresentado na subseção 2.4.1). Os 

métodos de auto calibração podem ser divididos em dois grupos: Restrições na 

câmera e restrições na cena. Eles, normalmente, resultam em problemas não lineares. 

Dessa forma cada um dos métodos necessita de um algoritmo diferente. Exemplo de 

restrição para câmeras são: 

• Restrições ou parâmetros intrínsecos da câmera na calibração da 

matriz � (como apresentado na subseção 2.4.1) 

o A matriz de calibração � é conhecida para cada câmera. Nesse 

caso, a cena pode ser reconstruída até uma escala global, com 

a adição de uma ambiguidade quadrupla. Isso será descrito 

mais detalhadamente na subseção 3.7.2; 

o As matrizes de calibração intrínseca das câmeras (�) são 

desconhecidas e deferentes para cada câmera, mas possuem 

uma forma restrita e sem inclinação (os seus pixels são 

retangulares). Dessa forma a matriz � pode ser aproximada pela 

Equação (3.10); 

 

 � = [݂ Ͳ ଴Ͳݑ− ݃ ଴Ͳݒ− Ͳ ͳ ] (3.10) 
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o As pesquisas apresentam que é possível reduzir a ambiguidade 

para uma mera similaridade quando três ou mais vistas da cena 

estão disponíveis (POLLEFEYS; KOCH; VAN GOOL, 1998; 

HARTLEY, 1997). O algoritmo fica mais fácil de trabalhar caso 

seja aumentada a restrição de � fazendo ݂ = ݃. Em outras 

palavras, seria obrigar os pixels a serem quadrados e fazendo ݑ଴ = ଴ݒ = Ͳ, obrigando o ponto principal ser o centro da imagem. 

Essas restrições, apesar de serem aproximações, são válidas 

para câmeras reais, pois esse método funciona razoavelmente 

bem na prática; e 

o As matrizes de calibração das câmeras (�) possuem parâmetros 

intrínsecos desconhecidos, mas são os mesmos para todas as 

câmeras. Em teoria, isso permite restringir a ambiguidade em 

uma transformação de similaridade (MAYBANK; FAUGERAS, 

1992) utilizando-se as equações de Kruppa. Entretanto, o 

sistema de equações polinomiais resultante é muito instável e 

de solução difícil, dessa forma esse método não é utilizado na 

prática. 

• Restrições nos parâmetros extrínsecos da câmera ܴ e ܜ, que são 

relativos ao movimento das câmeras: 

o São conhecidas rotação ܴ  e a translação ܜ da câmera (HORAUD 

et al., 1995); 

o É conhecido apenas a rotação ܴ da câmera (HARTLEY, 1994); 

o É conhecida somente a translação ܜ. Para essa restrição Pajdla 

e Hlaváĉ (PAJDLA; HLAVÁC, 1998) desenvolveram uma 

solução linear. 

Na subseção 2.3.2 foram listadas algumas invariantes do subgrupo das 

transformações projetivas. Para elas, as restrições da cena podem ser, 

frequentemente, interpretadas como especificar um número suficiente de invariantes 

apropriadas para a cena. Assim, é possível recuperar os grupos das transformações 

correspondentes. Exemplos de restrições para as cenas são: 

• A forma mais simples é especificar a coordenada 3D de pelo menos 

cinco pontos que podem ser identificados na imagem. Sendo que 
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quatro deles não podem ser coplanares. Denominados ܆௜ os pontos 

conhecidos (no mínimo cinco) e a reconstrução deles como ܆௜′, para ܑ = ૚, ⋯ , ͷ, então é possível calcular ܶ usando o sistema ܆௜′ ≃  ,௜܆ܶ
como descrito na subseção 2.3.3; 

• As invariantes afins podem ser suficientes para restringirem a 

ambiguidade de uma transformação projetiva para uma afim. Isso é 

equivalente a calcular um plano especial da cena em �ଷ, denominado 

de Plano no Infinito, no qual todas as linhas paralelas e planas se 

interpretam. Dessa forma, pode-se especificar certos índices de 

comprimento para as linhas ou se certas linhas são paralelas na cena; 

• Invariantes por similaridade ou métrica podem ser suficientes para 

restringir a ambiguidade projetiva ou afim para uma ambiguidade de 

similaridade ou métrica. Isso é equivalente a calcular um cone especial 

(especial por ser complexo) localizado em um plano do infinito 

denominado de Cone Absoluto. Para fazer isso, pode ser o suficiente 

especificar um conjunto apropriado de ângulos ou distâncias. 

De forma particular, em um ambiente construído pelo homem pode-se utilizar 

Pontos de Fuga. Esses pontos são pontos na imagem localizados no infinito. Eles, 

normalmente, são três (um vertical e dois horizontais) em direções da cena 

mutualmente ortogonais. 

As restrições da câmera e da cena apresentadas nessa subseção podem ser 

incorporadas ao ajuste de pacote apresentado na subseção 3.5. 

 

3.7 VisĆo EstereosĐópiĐa UtilizaŶdo Duas Cąŵeras 

Uma das grandes vantagens que o sistema de visão humana fornece, ao 

relacionar com o que já foi apresentado, é a presença de dois olhos e, assim, (a priori) 

é enviado ao cérebro o dobro de informações que uma única imagem fornece, de tal 

forma que a utilização de duas imagens ligeiramente diferentes permite criar ilusões 

em 3D. Esse efeito era tão comum que na década de 1950 começaram os primeiros 

filmes em 3D. Reciprocamente, é de se esperar que em uma cena 3D, em que duas 

vistas são apresentas à dois olhos diferentes, possa permitir capturar a informação de 
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profundidade quando a informação é combinada com algum conhecimento a respeito 

da geometria e/ou posição do sensor (no caso os olhos). 

A visão estereoscópica é de grande importância. Ela tem possibilitado uma 

vasta gama de pesquisas a respeito de sistemas para visão computacional, quando 

se utiliza dois inputs (sensores) e usa-se o conhecimento da geometria relativa dos 

sensores. Esses trabalhos possibilitam obter a informação da profundidade da cena 

ao analisar as diferenças nas imagens. 

A calibração de uma câmera e o conhecimento de um ponto na imagem 

permitem que os pesquisadores determinassem um raio ótico único pertencente à 

cena. Se duas câmeras calibradas observam o mesmo ponto X da cena, como 

apresentado na subseção 3.2, é possível calcular as coordenadas 3D desse ponto ao 

encontrar a interseção dos dois raios ópticos. Esse é o princípio básico da Visão 

Estereoscópica que consiste em três passos simples: 

• Calibração da câmera; 

• Estabelecer a correspondência dos pontos entre os pares de pontos 

fornecidos pelas imagens da direita e da esquerda (ou de cima e de 

baixo); e 

• Reconstrução das coordenadas 3D dos pontos da cena. 

 

Para facilitar a compreensão é utilizado a seguinte terminologia, as entidades 

relacionadas com a primeira imagem (calibração da câmera, pontos, rotação, etc.) é 

escrita sem apóstrofo, por exemplo, o ponto u da imagem. Para as entidades 

relacionadas com a segunda imagem será utilizado o apóstrofo para diferenciar da 

primeira imagem, por exemplo o ponto u' da imagem. 

 

3.7.1 Geometria epipolar e a sua matriz fundamental 

A Figura 3.2 ilustra a geometria de reconhecimento da cena com duas 

câmeras. Nessa figura a linha que conecta os centros ópticos � e �′ é a Linha Base. 

Essa linha intercepta os planos da imagem nos pontos ܍ e ܍′ denominados de 

Epipolos. Alternativamente, pode-se dizer que um epipolo é a imagem do centro de 

projeção de uma câmera no plano de imagem da outra. Matematicamente, o epipolo 

pode ser descrito como ܍ = ��′ e ܍′ = �′�. 
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expressar ܔ� ∙ ܝ = Ͳ. O fato das posições das duas correspondências dos pontos e das 

imagem não serem arbitrárias é conhecido como Restrição Epipolar. 

De acordo com a Equação (2.31), o raio da câmera da esquerda é 

considerado como a retroprojeção do ponto ܝ da imagem que passa por � e pelo ponto 

da cena na forma ܆ = �+ ∙  A linha epipolar l' é a projeção desse raio na segunda .ܝ

imagem, ou seja, ela passa pelos pontos �′ ∙ � = ′� e ′܍ ∙  Assim, pode-se .ܝ+�

relacionar os pontos e a linha epipolar pela Equação (3.11). 

′ܔ  = ′܍ × ሺ�′ ∙ ሻܝ+� = (′܍)ܵ ∙ �′ ∙  (3.11) ܝ+�

Na Equação (3.11) o produto vetorial foi substituído pelo produto matricial, 

como definido pela Equação (2.15). Dessa forma, pode-se mostrar que a linha epipolar ܔ′ é um mapeamento linear do ponto ܝ correspondente. A matriz que representa esse 

mapeamento linear pode ser representada pela Equação (3.12). 

ܨ  = (′܍)ܵ ∙ �′ ∙ �+ (3.12) 

Dessa forma, pode-se simplificar a relação dos pontos com as linhas 

epipolares como mostrado na Equação (3.13). 

′ܔ  = ܨ ∙  (3.13) ܝ

Se desejasse uma restrição em um determinado ponto em duas imagens, 

pode-se utilizar ܔ′் ∙ ′ܝ = Ͳ isso resulta na Equação (3.14). 

୘′ܝ  ∙ ܨ ∙ ܝ = Ͳ (3.14) 

A Equação (3.14) é a representação na forma algébrica da Restrição 

Epipolar. A relação apresentada foi desenvolvida por Longuet-Higgins (LONGUET-

HIGGINS, 1981). Ele foi o primeiro, dos estudiosos do campo da visão computacional, 

a descobri essa relação bilinear. A matriz F é chamada de Matriz Fundamental devido 

a fatos históricos. Porém, alguns autores preferem chamá-la de Matriz Bifocal. 

A transposta da Equação (3.14) monstra que se as câmeras forem trocadas, 

então a matriz bifocal é substituída pela sua transposta. 

Como � e �′ são matrizes de ranking cheio e ܵ(܍′) possui ranking 2, pela 

Equação (3.12), ܨ também é de ranking 2. Um mapeamento linear que mapeia pontos 

para linhas é chamado de uma Correlação Projetiva. Uma correlação projetiva é uma 

colinearização de um espaço projetivo em seu espaço dual, conduzindo os pontos 

para o hiperplano e preservando as incidências. No caso da geometria epipolar, a 

correlação projetiva mostrada na Equação (3.13) é singular. Em outras palavras, os 

pontos não-colineares são mapeados em linhas com uma interseção comum, pois ܍′ ∙
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(′܍)ܵ = Ͳ e a Equação (3.12) requer que ܍′ ∙ ܨ = ૙୘. Ao trocar as imagens, obtém-se a 

relação simétrica ܨ ∙ ܍ = Ͳ. Dessa forma, os epipolos são os vetores nulos da 

esquerda e da direita de ܨ. 

A matriz fundamental é um elemento muito importante para o estudo da 

geometria por múltiplas vistas, pois os seus valores capturam todas as informações 

que podem ser obtidas a respeito de um par de câmeras a partir das correspondências 

nas imagens. 

 

3.7.1.1 Matriz fundamental a partir de matrizes de câmeras com forma restrita 

A Equação (3.12) fornece condições para calcular F utilizando duas matrizes 

de câmera (� e �′) arbitrárias. Entretanto, às vezes as matrizes de câmera 

apresentam uma forma restrita. Existem dois casos importantes em que essas 

restrições simplificam a Equação (3.12). 

No primeiro caso as matrizes de câmera possuem a forma apresentada na 

Equação (3.15). 

 � = ,[૙|ࡵ] �′ =  (3.15) [′܍|′̃�]

Esta forma da matriz da câmera pode ser justificada pelo que foi apresentado 

na subseção 3.3 quando foi mostrada a ambiguidade projetiva. Dessa forma a 

primeira matriz de câmera pode ser sempre escolhida como � =  Assim, se o .[૙|ࡵ]

primeiro centro de projeção � satisfaz a condição de �� = Ͳ, ele está localizado na 

origem com � = [Ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳ]୘. Se a segunda matriz de câmera, �′, satisfaz �′� =  ,′܍
então a última coluna de �′ é, necessariamente, o segundo epipolo, como 

apresentado na Equação (3.15). Substituindo essas informações na Equação (3.15) e 

utilizando �+ =  ୘ a matriz fundamental pode ser escrita como mostrado na[૙|ࡵ]

Equação (3.16). 

 

ܨ  =  (3.16) ′̃�(′܍)ܵ

 

No segundo caso as matrizes de câmera possuem a forma mostrada na 

Equação (3.17). 

 

 � = ,[૙|ࡵ]� �′ = �′[ܴ|  (3.17) [ܜܴ−
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A Equação (3.17) descreve as câmeras calibradas com os parâmetros 

intrínsecos da câmera nas matrizes de calibração � e �′, além do movimento relativo 

da rotação ܴ e da translação ܜ. Assim, tem-se a Equação (3.18). 

 

 �+ = [�−ଵ૙் ] , � = [૙ͳ] (3.18) 

 

Juntando as informações mostradas, ܨ = ܵሺ�′ ∙ �ሻ�′ ∙ �+ = ܵሺ−�′ ∙ ܴ ∙ ′�ሻܜ ∙ܴ ∙ �−ଵ, combinadas com ܵሺܝܪሻ ≃  ,não singulares ܪ e ܝ ଵ, para todo−ܪሻܝሺ்ܵ−ܪ

obtém-se a Equação (3.19) 

ܨ  = �′−୘ܴ ሺܵܜሻ�−ଵ (3.19) 

 

3.7.2 Movimento relativo da câmera e a matriz essencial 

Se a matriz da câmera pode ser expressa pela Equação (3.17) e se os 

parâmetros intrínsecos correspondem às matrizes � e �′ são conhecidas, então pode-

se compensar a transformação afim feita por � e �′. Na subseção 2.4.1 e na Figura 

2.12 foi apresentado diversos sistemas de coordenadas para uma única câmera. Foi 

mostrado o sistema de coordenadas euclidiano escrito com o subscrito ݅ e o ponto de 

medição ܝ௜ pertencente a esse sistema. O sistema de coordenadas afim foi escrito 

sem o subscrito. De acordo com essa convenção, pode-se expressar a transformação 

afim pelas Equações (3.20) e (3.21). 

 

ܝ  = �−ଵܝ௜ (3.20) 

 

′ܝ  = ሺ�′ሻ−ଵܝ௜′ (3.21) 

 

Utilizando a Equação (3.19) e a restrição epipolar, então a Equação (3.19) 

pode ser escrita em função de ܝ௜ e ܝ௜′ transformando-se na Equação (3.22). 

 

௜′୘ܝ  ∙ ܧ ∙ ௜ܝ = Ͳ (3.22) 

 

A matriz ܧ pode ser expressa pela Equação (3.23). 
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ܧ  = ܴ ∙ ሺܵܜሻ (3.23) 

 .é conhecida como Matriz Essencial ܧ 

 

A restrição epipolar na forma ܝ௜′୘ ∙ ܴ ∙ ሺܵܜሻ ∙ ௜ܝ = Ͳ possui um significado 

geométrico simples. Se for observado pelo sistema de coordenadas afim os vetores ܝ௜ e ܝ௜′ representam pontos 2D homogêneos na imagem. Se eles forem observados 

pelo sistema de coordenadas euclidiano esses vetores representam pontos 3D não-

homogêneos. Estas duas representações são equivalentes, pois o problema refere-

se a uma transformação linear entre dois sistemas de coordenadas. E a restrição 

epipolar apresenta que os vetores de três coordenadas ܝ௜, ܴ−ଵܝ௜′ e ܜ são coplanares. 

Três vetores ܋ ,܊ ,܉ são coplanares se, e somente se, detሺ܉, ,܊ ሻ܋ = ܊୘ሺ܉ × ሻ܋ = Ͳ. 

A matriz essencial possui ranking dois, isso significa que existe, exatamente, 

dois de seus valores singulares diferentes de zero. Diferente da matriz fundamental, 

a matriz essencial satisfaz um critério de restrição adicional de tal forma que esses 

dois valores singulares devem ser iguais. Isso ocorre porque os valores singulares de 

uma matriz são invariantes a uma transformação ortonormal da matriz e, dessa forma, 

a decomposição SVD pode ser expressa como ܧ = ܷ ∙ ܦ ∙ ܸ୘ e tem-se a 

Equação (3.24). 

 

ܦ  = [� Ͳ ͲͲ � ͲͲ Ͳ Ͳ] = di�g[�, �, Ͳ] (3.24) 

 

3.7.2.1 Decomposição da matriz essencial em rotação e translação 

A matriz essencial ܧ captura as informações a respeito do movimento 

relativo da segunda câmera em relação à primeira, descrito pela translação ܜ e pela 

rotação ܴ. Conhecido as matrizes de calibração das câmeras � e �′, o movimento 

relativo pode ser calculado pelos pontos correspondentes nas imagens seguindo os 

passos: 

1. Estimar a matriz fundamental ܨ pelos pontos correspondentes 

(subseção 3.7.4 deste capítulo); 

2. Calcular ܧ = �′୘ ∙ ܨ ∙ �; e 
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3. Decompor ܧ em ܜ e ܴ. 

Como apresentado na subseção 3.2, opcionalmente, pode-se reconstruir os 

pontos 3D a partir dos pontos correspondentes da imagem pela triangulação. 

Falta mostrar como pode-se decompor ܧ em ܜ e ܴ. Se a matriz essencial ܧ é 

determinada até uma escala desconhecida, como o que acontece no caso em que ela 

é estimada pelos pontos correspondentes entre as imagens. Como mostrado na 

Equação (3.23), a escala de ܜ é desconhecida também. Isso significa que é possível 

reconstruir as câmeras e os pontos da cena até uma transformação de similaridade 

utilizando as Equações (3.25) e (3.26). 

 

̅ܜ  = [ͲͲͳ] (3.25) 

 

 ܴ̅ = [ Ͳ ͳ Ͳ−ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ] (3.26) 

 

Assim, tem-se que ܴ̅ é uma matriz de rotação e que ܴ̅ ∙ ܵሺܜሻ̅ = −ܴ̅୘ ∙ ܵሺܜሻ̅ =di�g[ͳ,ͳ,Ͳ]. Ao considerar ܧ ≃ ܷ ∙ di�g[ͳ,ͳ,Ͳ]ܸ୘ ser a decomposição SVD de ܧ, tem-

se que a translação pode ser calculada como mostrada na Equação (3.27). 

 

 ܵሺ̅ܜሻ = ܸ ∙ ܵሺ̅ܜሻ ∙ ܸ୘ (3.27) 

 

A matriz de rotação não é obtida de forma única, dessa forma pode-se ter a 

Equação (3.28). 

 

 ܴ = ܷ ∙ ܴ̅ ∙ ܸ୘ ou ܴ = ܷ ∙ ܴ̅୘ ∙ ܸ୘ (3.28) 

 

Hartley (HARTLEY, 1992; HARTLEY, 1997) demonstrou que ܴ ∙ ܵሺ̅ܜሻ ≃ ܷ ∙di�g[ͳ,ͳ,Ͳ]ܸ୘ ≃  e provou que não existe outra decomposição que pode ser ܧ

encontrada. 

A escala de ambiguidade de ܜ também inclui o sinal de ܜ. Dessa forma, no 

todo tem-se quatro movimentos relativos qualitativamente diferentes, devido a duas 

ambiguidades da rotação e duas ambiguidades da translação. 
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3.7.3 Decomposição da matriz fundamental na matriz de câmera 

Na subseção 3.3 foi proposto encontrar uma solução particular para o 

problema da reconstrução projetiva a partir de duas imagens, mostrado na 

Equação (3.5). Ou seja, encontrar a matriz da câmera e os pontos da cena que são 

projetados para formar os pontos da imagem resultante. Isto pode ser realizado ao 

estimar a matriz fundamental pelos pontos da imagem, decompô-la em duas matrizes 

de câmera e, então, calcular os pontos da cena usando a triangulação (subseção 3.2). 

Nesta seção é apresentado como decompor F em duas matrizes de câmera � e �′ de forma consistente com a imagem e a cena. Sabe-se, pela subseção 3.3, 

que devido à ambiguidade, projetiva a primeira matriz de câmera pode ser escolhida 

como � =  .′� sem perda de generalidade. Agora, falta determinar a matriz [૙|ܫ]
Desmembrando a matriz ܵ tem simetria de inclinação se ela satisfaz a 

condição de ܵ + ܵ୘ = Ͳ. Pode-se dizer que qualquer matriz ܵ que satisfaça a condição 

de ܆୘ ⋅ ܵ ⋅ ܆ = Ͳ, para qualquer ܆, possui simetria de inclinação. Para comprovar isto, 

é suficiente escrever o produto matricial na forma da Equação (3.29). 

 

୘܆  ⋅ ܵ ⋅ ܆ = ∑ ௜௜௜ݏ ௜ܺଶ + ∑ ௜௝ݏ) + (௝௜ݏ ௜ܺ ௝ܺ௜<௝ = Ͳ (3.29) 

 

Em que ݏ௜௝ são as entradas de ܵ. A Equação (3.29) é válida para qualquer ܆ 

somente se todos os números ݏ௜௜ e ݏ௜௝ +  .௝௜ são zeroݏ

Substituindo ܝ = ′ܝ e ܆� = ୘′ܝ em ܆′� ⋅ ܨ ⋅ ܝ = Ͳ resulta na Equação (3.30). 

 

 �′୘ ⋅ ܨ ⋅ � = [�̅′୘܊′୘ ] [૙|ܫ]ܨ = [�̅′୘ܨ ૙܊′୘ܨ Ͳ] (3.30) 

 

Como a matriz mais à direita deve ter simetria de inclinação, �̅′୘ܨ deve ser 

simétrica em relação à sua inclinação. Assim, ܊′୘ܨ deve tender a zero. Finalmente, 

tem-se que ܊′ torna-se o segundo epipolo, ܍′. Isso foi mostrado na justificativa da 

Equação (3.15). 

É fácil verificar que se �̅′ = ܵ ⋅ ͵ onde ܵ é uma matriz arbitrária ,ܨ × ͵ e com 

simetria de inclinação, então �̅′୘ܨ também tem simetria de inclinação. Para verificar 

isso, é suficiente escrever �̅′୘ܨ = ୘ܨ− ⋅ ܵ ⋅ ୘ܨe verificar que ሺ ܨ ⋅ ܵ ⋅ ሻܨ + ሺܨ୘ ⋅ ܵ ⋅
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ሻ୘ܨ = Ͳ. Dessa forma, pode-se escolher ܵ =  que fornecerá simplificações (′܍)ܵ

convenientes. 

Resumindo, as matrizes de câmera consistentes com uma matriz fundamental ܨ que pode ser escolhida como mostrado nas Equações (3.31) e (3.32). 

 

 � =  (3.31) [૙|ܫ]

 

 �′ = (′܍)ܵ] ⋅  (3.32) [′܍ | ܨ

 

As Equações (3.31) e (3.32) mostram que é possível verificar que, mesmo que 

a primeira câmera é fixada em � =  a segunda matriz �′ não é determinada de ,[૙|ܫ]

forma única por ܨ, pois existe a liberdade da escolha de ܵ. 

 

3.7.4 Estimando a matriz fundamental através de pontos 

A geometria epipolar possui sete graus de liberdade (MOHR, 1993). Os 

epipolos ܍ ,܍′ na imagem possuem, cada um, duas coordenadas, o que resulta em 

quatro graus de liberdade, e os outros três graus de liberdade surgem do mapeamento 

de qualquer uma das três linhas epipolares da primeira imagem na segunda. 

Alternativamente, pode-se notar que as nove componentes de ܨ são conhecidas até 

uma determinada escala e, assim, temos uma nova restrição em que detሺܨሻ = Ͳ, isso 

conduz à mesma situação de ͻ − ͳ − ͳ = ͹ parâmetros livres. 

A correspondência de sete pontos nas imagens da direita e da esquerda 

permite calcular a matriz fundamental F utilizando um algoritmo não linear 

(FAUGERAS; LUONG; MAYBANK, 1992) conhecido como O Algoritmo dos Sete 

Pontos. Entretanto, se oito pontos estão disponíveis, a solução torna-se linear e o 

método passa a ser conhecido como O Algoritmo dos Oito Pontos. Diferente do 

algoritmo dos sete pontos, o algoritmo dos oito pontos pode ser estendido, 

diretamente, para a utilização de mais de oito pontos. 

3.7.4.1 Algoritmo dos oito pontos 

À primeira vista, o esboço do algoritmo dos oito pontos pode ser visto da 

seguinte forma. Considere ݉ > ͺ pares de pontos ሺܝ௜,  ௜′ሻ em coordenadasܝ

homogêneas, soluciona-se o sistema de equações da Equação (3.33). 
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satisfazem ܹ܎ = ′܎ܹ = Ͳ. A decomposição SVD conduz a esses dois vetores 

mutualmente ortonormais. 

O objetivo do algoritmo dos sete pontos é encontrar os pontos neste 

subespaço que satisfazem a restrição detሺܨሻ = Ͳ. Dessa forma a Equação (3.35) é 

usada para encontrar um escalar �. 

 

 det[�ܨ + ሺͳ − �ሻܨ′] = Ͳ (3.35) 

 

Em geral, a equação cúbica (3.35) possui, em geral, três soluções. Entretanto, 

até duas delas podem ser complexas. Assim, o algoritmo dos sete pontos pode 

apresentar uma, duas ou, até mesmo, três soluções diferentes para ܨ. 

Se seis ou sete pontos são relacionados por uma homografia, então existe 

uma infinidade de espaços que são soluções de ܨ. Em outras palavras, esta é uma 

configuração degenerativa para calcular ܨ (HARTLEY; ZISSERMAN, 2003). 

 

3.7.4.3 Estimativa pela máxima verossimilhança para a estimação da matriz 

fundamental 

A estimativa pela máxima verossimilhança utilizada neste trabalho é muito 

semelhante àquela usada para a homografia, entretanto, para esta etapa, é utilizado 

uma restrição ligeiramente diferente nas correspondências e, também, uma restrição 

adicional, detሺܨሻ = Ͳ. 

Considere [̂ݑ௜, ,′௜ݑ̂] ௜]୘ eݒ̂ -௜′]୘ os pontos da imagem em coordenadas nãoݒ̂

homogêneas. Dessa forma, resolvendo o problema de otimização, tem-se a Equação 

(3.36). 

 

 �inி,௨೔,௩೔,௨೔′,௩೔′ ∑ [ሺݑ௜ − ௜ሻଶݑ̂ + ሺݒ௜ − ௜ሻଶݒ̂ + ሺݑ௜′ − ௜′ሻଶݑ̂ + ሺݒ௜′ − ௜′ሻଶ]௠௜=ଵݒ̂ ,  
 ݅ = ͳ, ⋯ , ݉, ,′௜ݑ] ′௜ݒ , ͳ]ݑ]ܨ௜, ௜ݒ , ͳ]୘ = Ͳ, detሺܨሻ = Ͳ (3.36)  

Uma alternativa frequentemente utilizada é, primeiro, decompor ܨ em 

matrizes de câmera, reconstruir os pontos da cena por triangulação (subseção 3.2) e, 

então utilizar o ajuste de conjunto (subseção 3.5). Não é nenhum obstáculo que a 

otimização seja realizada utilizando mais variáveis do que no problema de otimização 

mostrado na Equação (3.36). 
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Na Figura 3.4 a profundidade A profundidade � do ponto ܆ na cena 3D pode 

ser calculado a partir da disparidade � = ࢛′ − ࢛. Valores de ࢛ e ࢛′ são medidos na 

mesma altura, ou seja, ࢜ = ࢜′. 
Ainda na Figura 3.4 observar-se notar a existência de uma disparidade ݀ entre ݑ e ݑ′. Isto ocorre devido à diferença entre as posições das câmeras, ou seja, ݀ = ݑ ݀ ,′ݑ− < Ͳ. Dessa forma, pode-se utilizar a geometria elementar para tentar deduzir a 

profundidade ݖ da coordenada ܆. 

De acordo com a Figura 3.4 a reta que passa por ܝ e � ou � e ܆ são 

hipotenusas similares de triângulos retângulos. Temos também que as medidas ℎ e a 

distância focal ݂ são valores positivos, ݖ é uma coordenada positiva e ݑ ,ݔ e ݑ′ são 

coordenadas que podem ser positivas ou negativas. Assim, pode-se descrever essas 

relações como mostrado nas Equações (3.37) e (3.38). 

 

 
௨௙ = − ℎ+௫௭  (3.37) 

 

 
௨′௙ = ℎ−௫௭  (3.38) 

 

Eliminando a variável ݔ nas Equações (3.37) e (3.38), resultando em ݖሺݑ′ − ሻݑ = ʹℎ ∙ ݂ e, com isso, obtém-se a Equação (3.39). 

 

ݖ  = ଶℎ∙௙௨′−௨ = ௕∙௙௨′−௨ = ௕∙௙ௗ  (3.39) 

 

É possível verificar na Equação (3.39) que ݀ = ′ݑ −  é a disparidade ݑ

detectada na observação de ܆. Se ሺݑ′ − ሻݑ → Ͳ, então ݖ → ∞. A disparidade nula (݀ =Ͳ) indica que o ponto está (efetivamente) a uma distância infinita do observado. Pontos 

3D distantes possuem uma disparidade pequena. O erro relativo na profundidade ݖ é 

grande para pequenas disparidades e uma grande linha base reduz o erro relativo em ݖ. 

As outras duas coordenadas 3D do ponto ܆ podem ser calculadas como 

mostrado nas Equações (3.40) e (3.41). 
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Considere ̅ܪா e ̅ܪ஽ as homografias retificadoras elementais (ou algum outro 

tipo de homografia retificadora). As homografias ܪா  e ܪ஽ também são homografias 

retificadoras, uma vez que obedecem a equação ܪ஽ܪ∗ܨா୘ = � onde ,∗ܨ� ≠ Ͳ. Isso 

assegura que as imagens são mantidas retificadas. 

As Equações (3.53) e (3.54) mostram que as estruturas internas de ܪா  e ܪ஽ 

permitem entender o significado dos parâmetros livres nas classes das homografias 

retificadoras. 

ாܪ  = [݈ଵ ݈ଶ ݈ଷͲ ݏ ଴Ͳݑ ݍ ͳ ] (3.53) 

 

ாܪ  = ଵݎ] ଶݎ ଷͲݎ ݏ ଴Ͳݑ ݍ ͳ ] (3.54) 

 

Onde: 

ݏ • ≠ Ͳ e é uma escala vertical comum; 

 ;଴ é um deslocamento vertical comumݑ •

• ݈ଵ e ݎଵ são inclinações da esquerda e da direita; 

• ݈ଶ e ݎଶ são escalas horizontais esquerda e direita; 

• ݈ଷ e ݎଷ são deslocamentos da esquerda e da direita; e 

 .é a distorção perspectiva comum ݍ •

O terceiro passo é necessário, pois a homografia elementar pode conduzir a 

distorções severas nas imagens. 

O algoritmo difere pelo modo como os parâmetros livres são selecionados. 

Uma aproximação que minimiza a distorção residual na imagem é apresentada em 

(LOOP; ZHANG, 1999; GLUCKMAN; NAYAR, 2001). Outra aproximação a ser 

considerado é o quanto os dados subjacentes se modificam ao utilizar a análise 

espectral e minimizar as perdas de informações na imagem (MATOUSEK; SARA; 

HLAVAC, 2004). 
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Considere as três vistas geradas por câmeras que apresentam as matrizes de 

câmera �, �′ e �′′. Devido à ambiguidade projetiva descrita na subseção 3.3, pode-

se escolher � =  sem perda de generalidade. Assim, usando os resultados da [૙|ܫ]

Equação (3.15), pode-se desenvolver as Equações (3.55) a (3.57). 

 

 � =  (3.55) [૙|ܫ]

 

 �′ =  (3.56) [′܍|′̅�]

 

 �′′ =  (3.57) [′′܍|′′̅�]

Nas Equações (3.56) e (3.57) os epipolos ܍′ e ܍′′ são a projeção do centro da 

primeira câmera, � = [Ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳ]୘, na segunda e terceira câmera, respectivamente. 

De forma a satisfazer essas restrições, os planos da cena, são representados 

pelas Equações (3.58) a (3.60). 

 

܉  = �୘ܔ = [ͳͲ] (3.58) 

 

′܉  = �′୘ܔ′ = [�̅′୘܍′ܔ′୘ܔ′ ] (3.59) 

′′܉  = �′′୘ܔ′′ = [�̅′′୘܍′′ܔ′′୘ܔ′′ ] (3.60) 

 

Os planos representados pelas Equações (3.58) a (3.60) são retroprojetados 

a partir das linhas da imagem (como também indicado pela Equação (2.32)) possuem 

uma linha da cena em comum. Isto ocorre somente se os vetores representados pelas 

Equações (3.58), (3.59) e (3.60) são linearmente dependentes. Isto é, ܉ = ′܉′� +  ′′܉′′�
para algum escalar �′ e �′′. Aplicando isto à quarta coordenada dos vetores nas 

Equações (3.58), (3.59) e (3.60) conduz a �′ܔ′܍′ =  Substituindo nas três .′′ܔ୘′′܍′′�−

primeiras coordenadas dos vetores nessas equações obtém-se a Equação (3.61). 

 

ܔ  ≃ ሺ܍′′୘ܔ′′ሻ�̅′୘ܔ′ − ሺ܍′୘ܔ′ሻ�′′୘ܔ′′ = ሺܔ′′୘܍′′ሻ�′୘ܔ′ − ሺܔ′୘܍′ሻ�̅′′୘(3.61) ′′ܔ 
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Reorganizando a Equação (3.61) e utilizando ܔ ୘′ܔ]⋍ ଵܶܔ′′ , ୘′ܔ ଶܶܔ′′, ୘′ܔ ଷܶܔ′′]୘obtém-se a equação (3.62). 

 

 ௜ܶ = ୘′′܍′௜ܕ −  ୘ (3.62)′܍′′௜ܕ

 

Tem-se, também, �̅′ = ′ଵܕ] ′ଶܕ ′ଷܕ ] e �̅′′ = ′′ଵܕ] ′′ଶܕ  ଷ′′]. As trêsܕ

matrizes ͵ × ͵ de ௜ܶ podem ser vistas como parcelas do Tensor Trifocal que possui 

dimensão de ͵ × ͵ × ͵. 

A Equação (3.62) é bilinear nas coordenadas das linhas da imagem e 

descreve como calcular a linha da imagem na primeira vista considerando que são 

conhecidas as linhas nas outras duas vistas. Na subseção 3.4 foi mostrado que existe 

uma única função trilinear abrangendo o ponto ܝ na primeira imagem, a linha ܔ′ e a 

linha ܔ′′ que desaparecem se existe um ponto da cena projetado nelas. Dessa forma, 

a partir da relação ܔ୘ܝ = Ͳ pode-se escrever a Equação (3.63). 

୘′ܔ]  ଵܶܔ′′ , ୘′ܔ ଶܶܔ′′, ୘′ܔ ଷܶܝ[′′ܔ = Ͳ (3.63)  

As nove restrições de correspondência entre os três pontos ܝ ,ܝ′e ܝ′′ na 

primeira, segunda e terceira vista, respectivamente, podem ser obtidos ao substituir 

qualquer linha da matriz ܵ(ܝ′) por ܔ′ e qualquer linha de ܵ(ܝ′′) por ܔ′′. 
O tensor trifocal { ଵܶ ଶܶ ଷܶ} possui ͵ ଷ = ʹ͹ parâmetros, porém ele é definido 

até uma determinada escala. Isso conduz a ʹ͸ parâmetros. Entretanto, esses 

parâmetros satisfazem oito relações não-lineares, reduzindo o trabalho para apenas ͳͺ parâmetros livres. 

Devido às múltiplas correspondências nas três vistas, o tensor trifocal pode 

ser estimado ao resolver os sistemas apresentados ou na Equação (3.61) ou na (3.63). 

Geralmente esses sistemas são sobredeterminados e são lineares em relação às 

componentes do tensor. Neste ponto, o pré-condicionamento apresentado na 

subseção 2.3.3 é essencial. 

Se o tensor trifocal é conhecido, então as matrizes de projeção 

correspondentes a cada câmera individual podem ser calculadas a partir desse tensor. 

O tensor trifocal expressa a relação entre as imagens e é independente de uma 

transformação de projeção 3D particular. Isto implica que as matrizes de projeção 

correspondentes às câmeras podem ser calculadas até uma ambiguidade projetiva. 
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O algoritmo para decompor o tensor trifocal em três matrizes de projeção pode ser 

encontrado em (HARTLEY; ZISSERMAN, 2003). 

 

3.8.1 Algoritmos de correspondências estereoscópicas 

Foi apresentado na subseção 3.7.1 que é possível conhecer muito sobre a 

geometria 3D da cena se são conhecidos quais os pontos da primeira imagem 

correspondem à pontos da segunda imagem. A solução deste problema de 

correspondência de pontos é um passo importante em qualquer problema de 

fotogrametria, visão estereoscópica ou análise por movimentação. Este trabalho 

descreve como o mesmo ponto pode ser encontrado em duas imagens se a mesma 

cena é observada por duas vistas diferentes. Neste caso, é assumido que as duas 

imagens se sobrepõem e, assim, os pontos correspondentes são analisados nessa 

área em que ocorreu a sobreposição. 

Na análise da imagem, alguns métodos são baseados na suposição de que 

as imagens possuem um espaço vetorial linear, como, por exemplo, autoimagens ou 

interpolação linear de imagens (WERNER; HERSCH; HLAVÁC, 1995; ULLMAN; 

BASRI, 1991). Esta suposição linear não é válida para imagens em geral (BEYMER; 

POGGIO, 1996), mas alguns autores negligenciam este fato. A estrutura de um 

espaço vetorial assume que a i-ésima componente de um vetor deve referenciar à i-

ésima componente do outro vetor. Com isto, pode-se assumir que os problemas de 

correspondência foram resolvidos. 

Métodos de solução automática do problema de correspondência de pontos é 

um tópico de constante pesquisa na visão computacional. Então, uma conclusão 

pessimista pode resultar na não existência de uma solução que possa unificar todos 

os casos. A causa disso, é que o problema de correspondência de pontos conduz uma 

ambiguidade inerente. Um exemplo disso é uma cena que contém um objeto plano, 

branco e sem textura. A imagem deste objeto apresenta uma grande região de brilho 

uniforme e, quando os pontos correspondentes buscados na imagem da esquerda e 

da direita de um objeto plano, não existe uma característica que poderia distingui-los. 

Como apresentado na Figura 3.7, outra dificuldade inevitável na busca dos pontos 

correspondentes é o problema da auto oclusão que ocorre em imagens de objetos 

não convexos, em que alguns pontos são visíveis pela câmera da esquerda e não são 
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• Restrição de simetria: se as imagens da direita e da esquerda podem 

ser trocadas sem modificar a imagem, então o mesmo conjunto de 

pares de pontos correspondentes devem ser obtidos; 

• Restrição da compatibilidade fotométrica: nessa restrição ocorre 

uma diferença muito pequena de intensidade quando um ponto da cena 

é registrado por duas imagens. Raramente é encontrada a mesma 

intensidade nos pontos devido ao ângulo mútuo entre a fonte de luz, a 

normal da superfície e as posições de observação. Mas estes fatores 

conduzem a uma pequena variação de intensidade e as vistas não 

variam muito. Na prática, esta restrição é muito natural nas condições 

de captura da imagem. A vantagem é que a intensidade na imagem da 

esquerda pode ser transformada em intensidades da imagem da direita 

usando transformações muito simples; e 

• Restrição de similaridade geométrica: as características 

geométricas dos objetos da cena não se alteram muito quando 

observados na primeira e, depois, na segunda imagem, como por 

exemplo os comprimentos, as orientações, as regiões e os contornos. 

O segundo grupo de restrições explora algumas propriedades dos objetos 

típicos encontrados nas cenas. 

• Restrição da diferença de rugosidades: Esta restrição leva em 

consideração que as variações na imagem se modificam lentamente 

quase em todos os locais da imagem. Ao assumirmos dois pontos ܘ e ܙ que sejam próximos um do outro. Se a projeção de ܘ na imagem da 

esquerda é ܘா e na imagem da direita é ܘ஽ e para ܙ temos ܙா e ܙ஽. Se 

assumirmos que foi encontrado a correspondência entre ܘா e ܘ஽, então 

a quantidade fornecida pela Equação (3.64), que fornece a diferença 

absoluta entre os pontos, dever ser pequena; 

ாܘ||  − |஽ܘ − ாܙ| −  ஽|| (3.64)ܙ

• Restrição de Compatibilidade de Características: Aqui a restrição é 

na origem física dos pontos coincidentes. Os pontos só podem ser 

coincidentes se eles apresentam a mesma origem física como, por 

exemplo, a descontinuidade na superfície dos objetos; o contorno de 

uma sombra criada por um objeto; bordas com oclusão; e bordas 
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Desenvolvimento mais recente nesta área utilizam a combinação dos métodos 

de correspondência de baixo nível e de alto nível (TANAKA; KAK, 1990). 

 

3.8.1.1 Correlação baseada em combinação em blocos 

As correlações baseadas em algoritmos de correspondência usam a 

suposição que os pixels na correspondência possuem intensidades semelhante 

(relembrando da restrição da compatibilidade fotométrica). A intensidade de um pixel 

individual não fornece informações suficientes. Como existem muitos candidatos em 

potencial com intensidades similares e, assim, as intensidades de diversos pixels 

vizinhos devem ser consideradas. Normalmente uma janela ͷ × ͷ ou ͹ × ͹ ou ͵ × ͻ 

deve ser utilizada. Estes métodos são conhecidos como Estereoscopia baseada em 

Área. Quanto maior for a janela de busca, maior é a discriminação. 

Pode-se ilustrar esta aproximação com um algoritmo simples chamado de 

Combinação de blocos (KLETTE; KOSCHAN; SCHLÜNS, 1996). Assumindo a 

configuração estereoscópica canônica com os eixos ópticos das duas câmeras 

paralelos, a ideia básica do algoritmo é que todos os pixels na janela (chamada de 

bloco) possuam todos a mesma disparidade. Isto significa que uma, e apenas uma, 

disparidade é calculada para cada bloco. Uma das imagens, digamos a da esquerda, 

é dividida em blocos e uma busca por correspondência, na imagem da direita, é 

conduzida para cada um destes blocos na imagem da direita. A medida de 

similaridade entre os blocos pode ser, por exemplo, o valor RMS do erro de 

intensidade e a disparidade é aceita para a posição onde o valor RMS do erro é o 

menor. A modificação máxima da posição é limitada pela restrição do limite de 

disparidade. A busca do menor valor RMS do erro pode apresentar mais de um 

mínimo e, neste caso, uma restrição adicional é utilizada para ajudar a resolver o 

problema da ambiguidade. 

O resultado não obedece às restrições de simetria, de ordenação e de limite 

do gradiente, pois o resultado não é um casamento direto de um-para-um. 

Outra aproximação relevante é a de Nishihara (1984). Ele observou que na 

tentativa de um algoritmo fazer a correlação de pixels individuais (com por exemplo o 

casamento por cruzamento por zero (MARR; POGGIO, 1979)) ele está destinado a 

ter um péssimo desempenho, pois os ruídos nas imagens irão tornar a tarefa de 

localização das características impossível. Uma observação secundária é de que tais 
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mecanismos de correlação necessitam de um processamento muito pesado e 

demorado para se obter as correspondências. Nishihara verificou que os sinais (e as 

magnitudes) da resposta de um detector de bordas é uma propriedade muito mais 

estável para o processo de busca do que a borda em si ou a localização da 

característica. Tendo isto em vista, Nishihara deixou a disposição um algoritmo que 

explora, simultaneamente, a resposta de um detector de bordas e um ataque de 

correspondência por espaço e escala. 

A aproximação é correlacionar grande manchas em uma grande escala e, 

então, refinar a qualidade da correlação ao reduzir a escala, utilizando as informações 

grosseiras para inicializar a correlação da escala mais fina. Um a resposta de borda é 

gerada em cada pixel de ambas as imagens na escala maior e, então, uma grande 

área da imagem da esquerda (representada pelo, por exemplo, seu pixel central) é 

correlacionada com uma grande área da imagem da direita. Isto pode ser feito de 

forma rápida e eficiente utilizando-se do fato que a função correlação apresenta picos 

muito agudos nos pontos de casamento e, então, apenas um pequeno número de 

teste é suficiente para encontrar o máximo de uma correlação. Este casamento das 

áreas grosseiras pode, então, ser refinado até chegar a uma resolução desejada, de 

várias formas interativas, utilizando-se do conhecimento obtido da escala grosseira 

como dica para a disparidade correta em uma determinada posição. Portanto, a 

qualquer momento do algoritmo, as superfícies nas vistas são modeladas como 

prismas retangulares de alturas diferentes; as áreas da superfície destes prismas 

retangulares podem ser reduzidas através de um algoritmo de refinamento de escala. 

Para tarefas tais como evitar obstáculos é possível que apenas as informações da 

escala mais grosseira sejam suficientes e, assim, o algoritmo terá um ganho na 

eficiência. 

Qualquer algoritmo de correlação estereoscópica pode ser potencializado ao 

utilizar padrões de pontos de luzes aleatoriamente na cena, para fornecer padrões de 

correlação mesmo em áreas da cena que possuam texturas uniforme. O sistema 

resultante tem sido demonstrado em sistemas de movimentação de robôs e em 

manipuladores de objetos, sendo estas técnicas implementadas de forma robusta em 

tempo real. 
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3.8.1.2 Correspondentes estereográficas baseada em características 

Métodos de correspondência baseados em características normalmente 

salientam pontos ou conjuntos de pontos que se destacam e, também, são fáceis de 

serem encontrados. Caracteristicamente, estes são pixels em de bordas, linhas, 

cantos, etc., e as correspondências são procurados de acordo com propriedades de 

tais características como, por exemplo, orientação ao longo das bordas, ou o 

comprimento de seguimentos de linhas. As vantagens dos métodos baseados em 

características sobre as correlações baseadas em intensidade são: 

• Métodos baseados em características são menos ambíguos, pois o 

número de candidatos em potencial para as correspondências é menor; 

• A correspondência resultante é menos dependente da variação 

fotométrica das imagens; 

• As disparidades podem ser calculadas com elevada precisão, as 

características podem ser buscadas na imagem a precisão subpixel. 

Será apresentado um exemplo de um método de correspondência baseado 

em características – o Algoritmo PMF (subseção 3.8.1.3), nomeado com as iniciais de 

seus inventores (POLLARD; MAYHEW; FRISBY, 1985). Ele trabalha assumindo que 

um conjunto de pontos característicos (como um detector de borda, por exemplo) foi 

identificado na imagem por um operador. O resultado do algoritmo é uma 

correspondência entre os pares de tais pontos. De forma a realizar esta tarefa três 

restrições são aplicadas: a restrição epipolar; a restrição de singularidade; e diferença 

limite do gradiente. 

As duas primeiras restrições não são peculiares a este algoritmo, elas também 

foram utilizadas por Marr e Poggio (1979), por exemplo, mas, entretanto, a terceira 

restrição que estipula um limite para a variação do gradiente é a novidade deste 

algoritmo. A Diferença de Gradiente mede a divergência de um par de pontos 

relacionados. 

Suponhamos que um ponto ܣ ou ܤ em 3D apareça com ܣா = (ܽ௫ா, ܽ௬) ou ܤா = (ܾ௫ா , ܾ௬) na imagem da esquerda e ܣ஽ = (ܽ௫஽, ܽ௬) ou ܤ஽ = (ܾ௫஽ , ܾ௬) na imagem 

da direita, como mostrados na Figura 3.11. Foi utilizado a restrição epipolar, assim, 

temos que as coordenadas y devem ser iguais. A imagem Ciclópica é definida como 

aquela dada pela média das coordenadas, ou seja: 

஼ܣ  = ቀ௔ೣಶ+௔ೣವଶ , ܽ௬ቁ (3.65) 
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correlações devem, também, satisfazer a restrição da diferença limite do gradiente. 

Estes requisitos são atendidos da seguinte forma: 

• Considerar apenas correlações que estão “próximas” a aquela a ser 

pontuada. Na prática é tipicamente adequado considerar somente 

aquelas dentro de um círculo de raio igual à ͹ pixels e centrada nos 

pixels da correlação (embora o tamanho do raio depende da precisão 

da geometria em que o algoritmo está lidando, tamanho do objeto); 

• Ponderando o valor da pontuação levando em consideração a sua 

distância a partir da correlação que está sendo avaliada. Assim, os 

pares mais distantes, que são mais prováveis de satisfazerem o limite 

por acaso devem possuir uma pontuação menor. 

O algoritmo PMF tem demonstrado que funciona relativamente bem. Ele 

também é atrativo, pois ele se comporta bem com implementações paralelas e pode 

ser extremamente rápido quando utilizado em um hardware devidamente escolhido. 

Ele apresenta a desvantagem (assim como vários outros algoritmos) de que os 

seguimentos de linhas horizontais são difíceis de serem correlacionados. Muitas 

vezes estes seguimentos de linhas se confundem nas varreduras adjacentes e, devido 

a geometria paralela das câmeras, qualquer ponto em uma linha pode ser 

correlacionado com qualquer ponto da linha correspondente na outra imagem. 

Desde a criação do algoritmo PMF diversos outros algoritmos de várias 

complexidades foram propostos. Dois algoritmos eficientes e fáceis de serem 

implementados utilizam-se tanto de técnicas de otimização, denominada de 

programação dinâmica (GIMEL’FARB, 1999), ou da correlação estável de confiança 

(ŠÁRA, 2002). São mantidos em http://vision.middlebury.edu/stereo/eval/ (site visitado 

em 12/12/2014) uma grande lista de vários algoritmos para correlação estereoscópica. 

 

3.9 CoŶsiderações FiŶais 

Este capítulo apresentou a técnica utilizada para analisar as imagens e como 

desenvolver o modelo em 3D utilizando representações 2D de cenas. 

O próximo capítulo mostra a bancada experimental construída nesse trabalho. 
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Capítulo ϰ 

4 BáNCáDá DE LáBORáTÓRIO 

Neste capítulo será mostrado a bancada de experimentos construída. O 

objetivo desta bancada é permitir desenvolver o modelo em 3D utilizando 

representações 2D de objetos, tendo como conhecimento a priori as posições de 

câmera. 

 

4.1 IŶtroduçĆo 

No Capítulo 2 foi apresentado a teoria geométrica por trás das projeções que 

ocorrem ao converter o mundo 3D em uma imagem 2D pela câmera. Na tentativa de 

implementar esses cálculos geométricos foi elaborado uma bancada experimento que 

consiste em uma mesa rotatória, uma câmera fixa e um fundo elaborado de forma a 

permitir a obtenção dos parâmetros internos da câmera. A Figura 4.1 apresenta uma 

visão geral da bancada de experimento. 

 

Figura 4.1 – Visão geral da bancada de Laboratório 

 
Fonte: Autor 
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Figura 4.3 – Motor de passo NEMA 23 utilizado na Bancada de Laboratório 

 
Fonte: Autor 

 

Essa grande resolução será importante para avaliar quanto de sobreposição 

as imagens devem ter para que seja possível restaurar a profundidade dos pontos da 

cena. 

Para fazer o controle do motor de passo e obter a resolução de 0,9°/pulso, foi 

utilizado uma ponte H (CI L298) controlada pelo microprocessador PIC18F4550 

(fazendo a lógica do acionamento da ponte H) de forma a controlar a corrente nos 

enrolamentos do motor e, assim, conseguir que o movimento do motor seja de meio 

passo. A Figura 4.4 apresenta o diagrama lógico da conexão do motor com a ponte 

H, além de alguns acessórios para o controle da tensão e corrente no motor. 

Para controlar o motor de passo foi criada uma placa contendo um micro 

controlador PIC18F4550, denominada de placa de controle. A função principal da 

placa de controle é permitir conectar um PC ao motor. A maioria dos 

microcontroladores possuem um hardware que interpreta o USART (Universal 

Synchronous Asynchronous Receiver Transmitter) que permite comunicação de forma 

serial com um PC utilizando um simples conversor lógico como o CI MAX232. 

Entretanto, os atuais PC não possuem mais a porta de comunicação serial. A saída 

encontrada para conectar o PC ao motor foi a utilização da porta USB (Universal Serial 

Bus), presente nos atuais PC. Para isso teve-se que recorrer a um micro controlador 

que aceitasse a comunicação nos padrões da USB, dessa forma o PIC18F4550 foi 

escolhido. 
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controle e, dessa forma, não seria necessário instalar algum driver quando fosse 

utilizar o equipamento. 

Para o processamento das imagens optou-se em utilizar o MATLAB®, pois 

esse software já teria incluso nele os mecanismos de captura da imagem por webcam 

e um toolbox de processamento de imagens, permitindo focar os trabalhos apenas 

nos algoritmos de processamento. Entretanto, o MATLAB® não oferece suporte a 

dispositivos USB (MATHWORKS SUPPORT TEAM, 2012). Na tentativa de contornar 

esse problema o código criado para o PIC18F4550 utiliza o USB CDC (USB 

communications Device Class). Ao utilizar o USB CDC o sistema operacional 

reconhece o dispositivo USB como sendo uma porta serial e o MATLAB® é capaz de 

utilizar portas seriais do PC. A desvantagem encontrada nesse caso é a necessidade 

de instalação de um driver para que o sistema operacional identifique o USB CDC. 

Com todos esses mecanismos montados como apresentado foi possível 

desenvolver um software em MATLAB quer permite escolher quanto o motor deve 

girar entre as fotos e, também, adquirir as imagens de forma automática. O que 

permite avaliar o índice de sobreposição das imagens. 

 

4.3 Cąŵera 

Para adquirir as imagens a bancada de laboratório possui uma Microsoft® 

LifeCam Cinema. Essa câmera foi escolhida devido a sua alta resolução, de até 5 

megapixel (2880X1620 pixels). Dessa forma a câmera consegue capturar muitos 

detalhes da cena. Os detalhes são importantes na hora de detectar pontos 

característicos da cena. Outras características da câmera são sistema de 

estabilização da imagem e zoom automático. A câmera é apresentada na Figura 4.6 
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Figura 4.6 – Câmera utilizada na bancada de teste 

 
Fonte: Site do Fabricante (Microsoft®) 

 

Entretanto o fabricante não oferece os parâmetros de calibração da câmera. 

Como foi demonstrado no Capítulo 2, a transformação projetiva da câmera pode ser 

definida como: 

 u = [P] ∙ X (4.1) 

Em que u é a coordenada do ponto na imagem em coordenadas homogênea 

(u = [u, v, 1]்), X é a coordenada do ponto na cena (X = [X, Y, Z, 1]்) e a matriz que 

mapeia X em u é a matriz [P] denominada matriz da câmera. 

A matriz da câmera pode ser dividida em duas em matrizes que traduzem as 

características da câmera. Essas características são classificadas como intrínsecas e 

extrínsecas. Dessa forma temos [P] como: 

 [P] = [�] ∙ [E] (4.2) 

A matriz [E] carrega as características extrínsecas da câmera tais como a 

rotação da câmera no espaço e a distância do centro de coordenadas. Já a matriz [�] 
carrega as características intrínsecas da câmera, em outras palavras, as 

características internas dela como a distância focal e as distorções causadas pela 

curvatura da lente. Como o fabricante não informa a calibração da câmera (matriz [�]) 
e a câmera possui foco automático, torna-se necessário criar um mecanismo que 

permita o cálculo da matriz [�], evitando erros n a matriz [P] e, consequentemente 

problemas na restauração da coordenada � em X. 
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4.4 TrataŵeŶto da Cor do FuŶdo da CeŶa 

Devido às características do fundo como sombras e texturas podem levar o 

algoritmo a detectar pontos que não sejam do objeto em estudo. Ao girar o objeto com 

a mesa giratória esses falsos pontos podem ser encontrados em mais de uma 

fotografia, levando a erros de posicionamento da projeção da câmera e dos pontos no 

espaço. 

Para resolver esse problema, tanto a base da mesa giratória quanto o fundo 

foram pintados na cor verde limão, de forma a obter uma estrutura lisa e de cor 

uniforme, evitando, assim, os possíveis falsos erros. Essa técnica de destacar o fundo 

com uma determinada cor é chamada de “Chroma Key”. 

A importância em utilizar a técnica de Chroma Key é que ela facilita a 

segmentação da imagem, removendo uma determinada cor da imagem para revelar 

outra imagem escondida (VIDAL, 2012), que neste caso é nenhuma. O verde limão é 

comumente utilizado em sistemas de Chroma Key por possibilitar a utilização de 

menos luz por ser claro e refletir luzes fracas, reduzindo as sombras que podem 

interferir na segmentação da imagem (PRODUCCINE, 2013). 

Dessa forma, através da técnica de Chroma Key é possível fazer a 

segmentação da imagem, criando uma máscara e, então, remover o fundo da imagem 

e, também, vários erros de análise por ruídos causados pelo fundo da cena. Com o 

resultado do Chroma Key obtém-se apenas a imagem do objeto. A Figura 4.7 

apresenta o resultado do Chroma Key utilizado na bancada de laboratório. Ainda na 

Figura 4.7 podemos verificar que na imagem da direita tem-se dificuldade em separar 

o fundo do objeto, pois algumas partes dele se assemelham com a cor do fundo, 

enquanto que com o fundo verde não temos tanta semelhança do fundo com o objeto. 
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4.6 CoŶsiderações FiŶais 

Este capítulo apresentou a bancada experimental construída neste trabalho. 

O próximo capítulo apresenta como utilizar as metodologias matemáticas 

apresentadas nos Capítulos 2 e 3 deste trabalho utilizando a bancada experimental 

apresentada neste capítulo. 

  



 

 

124 

Capítulo ϱ 

5 PROCEDIMENTO EXPERIMENTáL E RESULTáDOS OBTIDOS  

Este capítulo apresenta como utilizar as metodologias matemáticas já 

apresentadas e a bancada experimental para a geração de modelos em 3D de 

representações 2D de objetos. 

 

5.1 IŶtroduçĆo 

No Capítulo 2 foi apresentada a parte teórica para o desenvolvimento do 

trabalho. O Capítulo 4 descreve o funcionamento da bancada de laboratório. Neste 

capítulo é descrito como utilizar as metodologias matemáticas apresentadas no 

Capítulo 2, na bancada de laboratório apresentada no Capítulo 4 e, além disso, são 

apresentados os resultados obtidos. Para isso, este capítulo tem o objetivo de: 

• Apresentar os conceitos e o método de segmentação utilizado para 

diferenciar o objeto do fundo da cena; 

• Explicar o procedimento utilizado para a calibração da câmera, 

utilizando elementos da cena; 

• Descrever a cinemática do movimento da câmera em relação ao objeto; 

• Apresentar como obter os pontos característicos da cena/objeto; 

• Demonstrar como relacionar os pontos característicos, já 

determinados, em diferentes cenas; 

• E explicar como utilizar os pontos característicos, a calibração da cena 

e a cinemática da câmera para um modelo 3D do objeto da cena. 

 

5.2 SegŵeŶtaçĆo da Iŵageŵ 

A segmentação da imagem é o processo de dividir a imagem em múltiplas 

partes. Nesse trabalho a segmentação foi utilizada para remover o fundo da cena e o 

apoio circular, permitindo uma definição clara do objeto a ser reconstruído em 3D. 
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Existem diversas formas de realizar a segmentação da imagem. Aqui serão avaliadas 

as seguintes técnicas: 

• Método de Otsu; 

• Baseada em cor utilizando o agrupamento K-means 

• Transformada watershed 

• Detecção de borda e morfologia 

• Por limiar no sistema de cores cieLAB 

A segmentação é importante para os testes na bancada de laboratório, pois 

ao girar o objeto, o fundo da cena não se modifica. Isso poderá interferir na etapa 

seguinte de extração dos pontos característicos, pois poderá identificar pontos fora do 

objeto e pertencente ao fundo da cena. Caso isso ocorra, o algoritmo de triangulação 

irá utilizar esses pontos e, com isso, o resultado será, na melhor das hipóteses, um 

cilindro com o objeto de interesse no seu interior. 

 

5.2.1 Segmentação pelo método de Otsu 

O método de Otsu é um método de segmentação não paramétrico e não 

supervisionado para a seleção automática dos limiares dos níveis de cinza para a 

segmentação de imagens. Para isso o método de Otsu utiliza apenas os momentos 

acumulativos de ordem zero e de primeira ordem do histograma da escala de cinza, 

dessa forma o algoritmo consegue uma seleção ótima de limiar através de um critério 

de discriminação para maximizar a separação das classes resultantes em escala de 

cinza (OTSU, 1979). A Figura 5.1 apresenta o resultado de segmentação pelo método 

de Otsu. Ainda na Figura 5.1 é possível verificar que o resultado não foi satisfatório, 

pois partes do boneco foram confundidas com o fundo da cena. 
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5.2.6 Resultado dos processos de segmentação de imagens 

Como foi mostrado nas seções anteriores, os métodos de segmentação 

apresentados que permitem, de forma satisfatória, a segmentação da imagem para 

separação do fundo da cena e do objeto são as segmentações utilizando o 

agrupamento K-means e a segmentação por limiar utilizando o sistema de cores 

cieLAB. 

Apesar dos dois métodos supracitados permitirem a segmentação de forma 

satisfatória eles apresentam vantagens diferentes. Para começar, a segmentação por 

limiar utilizando o sistema de cores cieLAB necessita de um algoritmo mais simples e, 

então, execução mais rápida. Entretanto, caso o objeto possua áreas com cores 

semelhantes às do fundo da cena essas áreas serão removidas por essa técnica. Já 

a técnica de segmentação utilizando o agrupamento k-means necessita de um 

algoritmo mais elaborado para o seu funcionamento correto, exigindo mais tempo de 

processamento, mas pode não remover áreas do objeto que apresentem a mesma 

cor do fundo. 

Por questões de simplicidade e agilidade, quando utilizado a bancada de 

laboratório será utilizada a segmentação pelo limiar utilizando o sistema de cores 

cieLAB. 

 

5.3 CaliďraçĆo da Cąŵera 

Como descrito no Capítulo 4, não se conhece as distorções causadas pela 

lente da câmera. Também não é possível fixar a distância focal, pois a câmera 

utilizada possui um sistema de foco automático e, dessa forma, cada imagem pode 

possuir uma distância focal diferente. 

Na tentativa de contornar os problemas causados pela câmera, foi adicionado 

na parte de traz do fundo da cena um padrão no formato de um tabuleiro de xadrez. 

Esse tabuleiro permitirá realizar a calibração da câmera. O padrão foi fixado na parte 

de traz da cena para não interferir no processo de segmentação. 

Para a calibração deve-se virar o fundo da cena, revelando o tabuleiro. Em 

seguida deve-se seguir os passos da calibração e, por fim, virar o fundo da cena para 

que a face verde esteja voltada para a câmera. Teste com diversos objetos indicaram 

que a variação da distância focal pode ser desprezada ao inclinar o fundo da cena 
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atrás do objeto. Dessa forma, a calibração obtida não se perderá ao girar o fundo da 

cena. 

 

5.3.1 Detecção do tabuleiro na cena 

O objetivo da calibração de câmeras é obter os parâmetros intrínsecos da 

câmera. A maioria dos processos de calibração de câmeras consiste na detecção de 

um objeto com geometrias conhecidas na cena. A forma mais comum de fazer isso é 

utilizar um padrão quadriculado (preto e branco para aumentar o contraste), 

comumente denominado de tabuleiro (PLACHT et al., 2014). 

Como o tabuleiro possui uma geometria já definida, as suas distorções na 

imagem são causadas pelas imperfeições da lente (ou conjunto óptico). Em termos 

técnicos, pode-se dizer que as deformações na imagem são causadas pelas 

propriedades intrínsecas da câmera. 

O tabuleiro apresenta algumas características que facilitam a sua detecção na 

cena. O algoritmo ROCHADE (PLACHT et al., 2014) aproveita dessas características 

seguindo os passos:  

1. Cálculo do Gradiente, para o reconhecimento das possíveis linhas do 

tabuleiro; 

2. Limiar Local, para separar as linhas do resto da imagem; 

3. Dilatação Condicional, para fechar as possíveis linhas que podem não 

estar contínuas; 

4. Cálculo da Linha Central; 

5. Extrair os Pontos de Intersecção; 

6. Combinar os Pontos de Intersecção; 

7. e Verificação da forma do Tabuleiro. 

Os resultados da implementação do algoritmo ROCHADE é apresentado na 

Figura 5.11 para diversas posições do tabuleiro, demonstrando o reconhecimento com 

sucesso. 
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Figura 5.11 – Resultado do algoritmo ROCHADE reconhecendo o tabuleiro em diversas orientações 
na cena. 

 
Fonte: Autor 

 

5.3.2 Calibração da câmera 

A calibração da câmera é a técnica que tem o objetivo de determinar um 

conjunto de parâmetros da câmera que descrevem o mapeamento dos pontos em 3D 

para o plano 2D. Vários métodos de calibração podem ser encontrados nas literaturas 

(ABDEL-AZIZ e KARARA, 1971; MELEN, 1994; SLAMA, 1980; e TSAI, 1987). Neste 

trabalho utilizou-se o método de quatro passos para a calibração da câmera, descrito 

em Heikkilä e Silvén (1997). Este método foi escolhido pois, diferente da maioria dos 

métodos, este se preocupa com os processos durante a calibração, como: controle 

dos pontos de extração de informação da imagem, modelo de ajuste, correção da 

imagem e, também, dos erros envolvidos em cada estágio. 

Os quatros passos para a calibração podem ser descritos como: Estimação 

dos parâmetros lineares; estimação dos parâmetros não-lineares; ajustes caso os 

pontos de controle que possuam projeções maiores do que o tamanho de um pixel; e, 

por fim, a correção da imagem. 
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Definiu-se, também, que o eixo vertical do objeto é o eixo Y do sistema de 

coordenadas global e, dessa forma, o movimento da câmera é de girar ao redor do 

eixo Y sobre o plano ZX (ou plano de azimute). 

Assim, a rotação da câmera pode ser descrita como sendo (PAUL, 1981): 

 � = [ cosሺ�ሻ Ͳ senሺ�ሻͲ ͳ Ͳ− senሺ�ሻ Ͳ cosሺ�ሻ] (5.2) 

em que � representa o ângulo de giro dado pela câmera ao redor do objeto (ou a mesa 

giratória) para obter a imagem. 

Além da rotação, a câmera está, aproximadamente, a 60 cm de distância do 

objeto (de acordo com a calibração). Se considerarmos a posição inicial da câmera 

sobre o eixo X pode-se descrever essa posição através do vetor de translação 

(PAUL, 1981) 

 T = [͸ͲͲͲ ] (5.3) 

Por fim, todas as posições das câmeras conhecidas através do produto 

vetorial da Equação (5.3) com a Equação (5.2) 

 P = [T] × [�] (5.4) 

A Equação (5.4) define todas as equações de posições das câmeras em 

função do ângulo de giro do motor e, dessa forma, as características extrínsecas. 

 

5.5 DeteĐçĆo dos PoŶtos CaraĐterístiĐos de uŵa Iŵageŵ  

Após conhecer as caraterísticas intrínsecas e extrínsecas da câmera basta 

relacionar os pontos de uma imagem na outra. Entretanto, devido à grande quantidade 

de pixel em uma imagem, torna-se inviável tentar correlacionar todos os pontos de 

uma imagem com os pontos da outra imagem, pois pixels de valores semelhantes 

(cores) podem não serem localizados corretamente na outra imagem. A Figura 5.16 

apresenta a dificuldade na relação direta pixel a pixel. 
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RANSAC como descrito no Capítulo 2. A Figura 5.18 apresenta o resultado do 

casamento de pontos. É importante verificar, também, que a Figura 5.18 apresenta 

menos pontos característicos do que a Figura 5.17. Isso ocorre porque, apesar de 

terem sido encontrados mais pontos característicos (Figura 5.17), o algoritmo não 

conseguiu fazer o casamento de todos eles, seja por oclusão ou o erro de casamento 

superou o limiar estabelecido. 

 

Figura 5.18 – Casamento de pontos característicos da Imagem 1 com os da Imagem 2 

 
Fonte: Autor 

 

5.6 TriaŶgulaçĆo dos PoŶtos CaraĐterístiĐos e o ϯD Esparso 

Conhecido os casamentos dos pontos característicos e as matrizes das 

câmeras (características intrínsecas e extrínsecas) é possível fazer a triangulação 

desses pontos casados, conforme demonstrado no Capítulo 2, e, dessa forma, 

encontrar a distância deles às câmeras. Conhecido a distância dos pontos e as 

posições da câmera torna-se possível o posicionamento desses pontos no espaço e, 

assim, criar uma nuvem de pontos denominada de 3D Esparso. A Figura 5.19 

apresenta a nuvem de pontos 3D e a comparação com uma imagem do objeto 

utilizando 6 imagens. 

 





 

 

146 

Capítulo ϲ 

6 RECONSTRUÇÃO ϯD DE CENáS áTRáVÉS DE CÂMERáS COM 
MOVIMENTOS NÃO DEFINIDOS 

No Capítulo 4 foi apresentado a bancada de testes para trabalhar com 

reconstrução 3D de modelos através de fotografias. Esta bancada permite ter um 

conhecimento a priori das posições de câmera e, assim, simplifica o problema de 

reconstrução 3D por conhecer as posições da câmera. 

Neste capítulo será demonstrado realizar a reconstrução 3D de cenas quando 

não se tem o conhecimento a priori das posições de câmera. 

 

6.1 IŶtroduçĆo 

Até o momento o problema da reconstrução 3D havia sido simplificado devido 

ao fato de que as posições da câmera são conhecidas ou o seu movimento é bem 

definido, e, assim, pode-se aproveitar as equações da robótica para encontrar essas 

posições. Com isso pode-se, facilmente, realizar a triangulação dos pontos 

característicos para obter a nuvem de pontos no espaço. Assim, o algoritmo de 

reconstrução 3D deve ser capaz de realizar as seguintes tarefas: 

1. Obter os parâmetros intrínsecos da câmera (calibração da câmera); 

2. Obter os parâmetros extrínsecos de cada posição de câmera (ou 

conhecido a priori ou calculado); 

3. Obtenção dos pontos característicos da imagem; 

4. Casamento dos pontos característicos; 

5. Triangulação para a obtenção do 3D. 

Entretanto, quando não se conhece as posições da câmera e o movimento 

dela não é definido (não é possível descrever, matematicamente, as posições da 

câmera em função do movimento dela) o algoritmo acima não pode ser utilizado, pois 

falta informações para referente à terceira etapa dele. 

Porém, ao considerar que todas as imagens pertencem à mesma cena pode-

se tentar calcular a posição de uma câmera em relação a uma outra ao relacionar 
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pontos comuns das duas imagens e, assim, obter os parâmetros extrínsecos de cada 

posição de câmera. Conhecido os parâmetros extrínsecos de cada posição de câmera 

pode-se, então, ser feito o processo de triangulação para obter a nuvem de pontos 3D 

da cena. 

 

6.2 Metodologia para Oďter as Posições da Cąŵera átravĠs da áŶĄlise das 
IŵageŶs 

Ao considerarmos um conjunto de pontos {[ݑ௜, ௜′]}௜=ଵ௠ݑ , em que ݑ௜ corresponde 

aos pontos característicos em uma imagem e ݑ௜′ aos pontos característicos em outra 

imagem da mesma cena, haverá, então, uma transformação homogênea ܪ que 

consiga relacionar os pontos ݑ௜ nos pontos ݑ௜′, como apresentado pela 

Equação (2.12). 

Ao fazer o casamento dos pontos do conjunto {[ݑ௜, ௜′]}௜=ଵ௠ݑ  verifica-se que 

alguns casamentos de pontos tendem a seguir o efeito de uma determinada 

transformação homogênea. Isso permite alguns algoritmos para calcular a matriz 

fundamental ܨ. Os valores da matriz fundamental capturam todas as informações que 

podem ser obtidas sobre um par de câmeras a partir das correspondências nas 

imagens. A subseção 3.7.4 apresenta diversos algoritmos que permitem estimar a 

matriz fundamental através da análise dos casamentos dos pontos do conjunto {[ݑ௜, ௜′]}௜=ଵ௠ݑ . Para este trabalho, optou-se em utilizar o algoritmo de estimação da 

matriz fundamental pela máxima verossimilhança, utilizando-se do algoritmo de 

RANSAC para determinar quais os pontos são adequados (inliers) e quais os pontos 

são discrepantes (outliers). 

Ao considerar a transformação homogênea que relaciona as duas imagens 

como sendo uma transformação afim pode-se relacionar os pontos ݑ௜ e ݑ௜′ com as 

matrizes de calibração de cada câmera � e �′ como apresentado pelas 

Equações (3.20) e (3.21). Aplicando a restrição epipolar, as Equações (3.20) e (3.21) 

podem ser escritas na forma da Equação (3.22). Na Equação (3.22) surge, então, a 

matriz essencial ܧ. 

A matriz essencial ܧ captura as informações a respeito do movimento relativo 

da segunda câmera em relação à primeira, sendo essa relação descrita pela 

translação ܜ e rotação ܴ da segunda câmera em função da primeira. Ou seja, através 
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da matriz essencial podemos descrever as matrizes de câmeras como sendo  � ′� e (matriz que representa a primeira câmera) [૙|ࡵ]�= = �′[ܴ|  matriz que) [ܜܴ−

representa a segunda câmera). 

Assim, é possível decompor a matriz essencial em translação e rotação de 

acordo com os seguintes passos: 

1. Estimar a matriz fundamental ܨ pelos pontos correspondentes 
(subseção 3.7.4); 

2. Calcular ܧ = �′୘ ∙ ܨ ∙ �; 
3. Decompor ܧ em ܜ e ܴ. 
 

Entretanto, como apresentado na subseção 3.7.2.1, ao calcular a matriz 

essencial através de pontos correspondentes de duas imagens ela terá uma escala 

desconhecida devido as incertezas sobre as posições de câmera. Com isso, a cena 

será construída mantendo a proporção dos elementos contidos na cena, porém ela 

não terá o tamanho real. Pode-se dizer, então, que a sena será reconstruída até uma 

transformação de similaridade. 

 

6.3 Resultado da Metodologia para Oďter as Posições da Cąŵera átravĠs 
da áŶĄlise das IŵageŶs 

Para a avaliação da metodologia de reconhecimento das posições de 

câmeras através das análises das imagens, criou-se um banco de imagens, contendo 

42 imagens, da bancada de testes apresentada na subseção 2.1 e na Figura 4.1. Esse 

banco de imagens está apresentado na Figura 6.1. Ao observar a Figura 6.1 verifica-

se que foi adicionado à cena um padrão quadriculado em que se conhece o tamanho 

e a forma deste padrão. Através desse padrão foi possível obter os parâmetros 

intrínsecos da câmera utilizada. 

 















 

 

155 

Figura 6.9 – Surgimento de três novos pontos homólogos ao processar uma área de 200x200 pixeis 
ao redor do ponto apresentado na Figura 6.8 

 
Fonte: Autor 

 

De forma a aumentar o número de pontos homólogos foi criado um algoritmo 

de crescimento do número de pontos. Este algoritmo avalia uma área de 200 pixeis 

por 200 pixeis ao redor de cada ponto dos pares de pontos homólogos e, então, o 

algoritmo pesquisa por pontos característicos nessas áreas e tenta fazer o casamento 

desses pontos. Caso o algoritmo não encontre pontos homólogos nesta região ele 

assume que o par que indicou esta região não é um par confiável e, assim, este par é 

removido da lista de pontos que serão utilizados para gerar o 3D denso. 

A Tabela 6.2 apresenta o resultado do algoritmo de crescimento de pontos. 

Pela Tabela 6.2 é possível notar que em alguns pares de fotografia tiveram redução 

no número de pontos homólogos, mais o número total de pontos homólogos foi 

aumentado de 8.713 pontos para 83.791 pontos, ou seja, um aumento de 9,64 vezes. 

Este aumento indica a capacidade de obter uma nuvem de pontos quase 10 vezes 

mais densa que a obtida no processo de 3D esparso. 

Após o procedimento de crescimento do número de pontos repetiu-se o 

processo de reconstrução 3D da cena. Para isso utilizou-se as mesmas posições de 

câmeras já calculadas para o processo de triangulação dos novos pontos. A Figura 

6.10 apresenta o resultado obtido após o crescimento do número de pontos através 

de uma vista em perspectiva. Já as Figura 6.11, Figura 6.12 e Figura 6.13 apresentam, 

respectivamente, as vistas pelos planos X-Y, planos X-Z e planos Y-Z da nuvem de 

pontos que representa a bancada de testes. Na Figura 6.13 foi apresentado parte do 

eixo X pois parte da estrutura obstruiria a visão do boneco e de grande parte da cena. 
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6.6 CoŶsiderações FiŶais 

Neste capítulo foi demonstrado como realizar a reconstrução 3D de uma cena 

em que não se tem conhecimento a priori das posições de câmera. Para demonstrar 

o procedimento foi utilizada a mesma bancada experimental apresentada no 

Capítulo 4, porém, neste capítulo, as fotografias foram obtidas de várias posições 

diferentes de forma a não se ter um conhecimento a priori das posições de câmera. 

O próximo capítulo demonstra como realizar a reconstrução 3D de áreas 

urbanas através das metodologias descritas até o momento. 
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Capítulo ϳ 

7 RECONSTRUÇÃO ϯD DE ãREáS URBáNáS áTRáVÉS DE IMáGENS OBTIDáS 
POR CÂMERáS COM MOVIMENTOS NÃO DEFINIDOS  

No Capítulo 6 foi demonstrado, utilizando a bancada de teste, uma 

metodologia capaz de fazer a reconstrução 3D de uma cena através de fotografias 

que foram tiradas de diversas posições e sem que tivesse o conhecimento a priori 

dessas posições. Esta metodologia apresentou-se eficiente para a reconstrução 3D 

da bancada de teste. 

Devido ao resultado obtido, esta metodologia foi aplicada a uma cena de área 

urbana que contém uma edificação para avaliar o resultado da reconstrução 3D de 

uma edificação. 

 

7.1 IŶtroduçĆo 

Como apresentado no Capítulo 6, a metodologia para a reconstrução 3D de 

cenas através de fotografias deve seguir seis etapas quando não se conhece as 

posições das câmeras. Essas etapas são: 

Etapa 1 -  Obter os parâmetros intrínsecos da câmera (calibração da 

câmera); 

Etapa 2 -  Obtenção dos pontos característicos da imagem; 

Etapa 3 -  Casamento dos pontos característicos; 

Etapa 4 -  Ordenar a sequência das imagens; 

Etapa 5 -  Calcular, pelos pares das imagens, os parâmetros extrínsecos 

de cada posição de câmera; 

Etapa 6 -  Triangulação para a obtenção do 3D. 

 

Para o processo de reconstrução 3D de uma área urbana por fotografias foi 

utilizado a mesma câmera do processo que permitiu a reconstrução 3D da bancada 

destes. Isso permitiu que fosse utilizada a mesma calibração. Assim, para esta etapa 

a calibração da câmera já é conhecida. 
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Em posse do banco de imagem e conhecido a sequência em que as fotos 

foram tiradas, encontrou-se os pontos característicos de cada imagem e, então, foi 

feito o casamento de pontos entre os pares de imagens (pares conhecidos a priori 

pela sequência que foram tomadas as fotografias) a fim de encontrar os pontos 

homólogos que serão utilizados para o cálculo das posições de câmera e para a 

reconstrução 3D da cena. A quantidade de pontos homólogos encontrados em cada 

par de imagem é apresentada na Tabela 7.1. 

 

Tabela 7.1 – Número de pontos homólogos encontrados para cada par de imagem utilizado na 
reconstrução 3D de uma cena urbana 

(Continua) 

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

1->2 6.661 37->38 10.967 73->74 4.292 
2->3 7.294 38->39 11.579 74->75 8.310 
3->4 5.081 39->40 10.761 75->76 7.578 
4->5 4.366 40->41 12.043 76->77 6.684 
5->6 8.091 41->42 14.406 77->78 3.436 
6->7 7.350 42->43 11.404 78->79 2.066 
7->8 6.922 43->44 4.699 79->80 3.704 
8->9 1.007 44->45 10.664 80->81 661 
9->10 555 45->46 7.188 81->82 7.514 

10->11 5.588 46->47 5.636 82->83 4.005 
11->12 11.414 47->48 4.739 83->84 4.064 
12->13 10.041 48->49 5.557 84->85 7.325 
13->14 11.134 49->50 4.187 85->86 6.431 
14->15 9.221 50->51 3.520 86->87 5.384 
15->16 6.820 51->52 2.469 87->88 2.357 
16->17 5.963 52->53 3.704 88->89 1.991 
17->18 7.314 53->54 5.092 89->90 3.005 
18->19 10.288 54->55 6.463 90->91 4.884 
19->20 11.612 55->56 7.647 91->92 4.541 
20->21 6.753 56->57 7.429 92->93 7.950 
21->22 12.562 57->58 7.550 93->94 4.856 
22->23 13.269 58->59 6.229 94->95 6.272 
23->24 15.214 59->60 6.755 95->96 6.008 
24->25 16.539 60->61 8.653 96->97 3.626 
25->26 3.589 61->62 7.514 97->98 6.491 
26->27 10.405 62->63 11.780 98->99 6.718 
27->28 13.275 63->64 2.137 99->100 5.179 
28->29 9.543 64->65 6.180 100->101 7.825 
29->30 9.396 65->66 5.939 101->102 5.963 
30->31 10.184 66->67 5.903 102->103 4.569 
31->32 8.033 67->68 7.263 103->104 2.414 
32->33 5.926 68->69 6.946 104->105 1.901 
33->34 4.907 69->70 7.776 105->106 2.785 
34->35 8.222 70->71 4.734 106->107 5.533 
35->36 8.323 71->72 2.691 107->108 5.244 
36->37 10.955 72->73 3.758 108->109 8.165 
Fonte: Autor 
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Tabela 7.1 – Número de pontos homólogos encontrados para cada par de imagem utilizado na 
reconstrução 3D de uma cena urbana 

(Conclusão) 

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

109->110 7.304 138->139 1.431 164->165 4.791 
110->111 5.970 139->140 887 165->166 7.263 
111->112 6.602 136->137 3.097 166->167 6.058 
112->113 11.050 137->138 2.629 167->168 2.931 
113->114 8.059 140->141 1.660 168->169 766 
114->115 2.282 141->142 1.698 169->170 6.474 
115->116 7.469 142->143 1.612 170->171 5.189 
116->117 7.660 143->144 4.727 171->172 5.053 
117->118 5.650 145->146 5.276 172->173 3.535 
118->119 4.788 146->147 4.120 173->174 5.025 
119->120 6.559 147->148 6.639 174->175 3.754 
120->121 3.459 148->149 9.543 175->176 1.952 
121->122 1.841 149->150 2.969 176->177 1.402 
122->123 1.093 150->151 6.080 177->178 189 
123->124 1.489 151->152 6.872 178->179 3.401 
124->125 4.151 152->153 1.562 179->180 3.056 
125->126 4.730 153->154 2.947 180->181 7.858 
126->127 2.632 154->155 3.002 181->182 6.157 
127->128 3.825 155->156 1.946 182->183 5.393 
128->129 4.935 156->157 1.988 183->184 6.189 
129->130 761 157->158 1.179 184->185 6.082 
130->131 7.327 158->159 664 185->186 6.379 
131->132 7.790 159->160 1.691 186->187 7.856 
132->133 4.944 160->161 1.667 187->188 7.304 
133->134 5.835 161->162 2.331 188->189 6.609 
134->135 4.789 162->163 1.730 Total de números homólogos 
135->136 5.959 163->164 4.688 1.084.419 

Fonte: Autor 

 

7.3 CĄlĐulo das Posições das Cąŵeras e OďteŶçĆo do ϯD Esparso 

O banco de imagens, que parte dele é apresentado na Figura 7.2, é 

constituído de fotografias do casarão da antiga Capitania dos Portos na cidade de 

Pelotas/RS, um prédio histórico da cidade. Este casarão está localizado na esquina 

da rua Benjamin Constant com a rua Álvaro Chaves. 

A Figura 7.3 apresenta as posições de câmera calculadas após a análise das 

fotografias desse casarão. É interessante visualizar na Figura 7.3 que ao calcular as 

posições de câmera foi possível detectar a movimentação da câmera pela esquina na 

qual se localiza este casarão. 
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As direções de alguns eixos das figuras foram invertidas para possibilitar uma 

melhor visão da estrutura a ser representada. 

Como pode ser observado nas Figura 7.4, Figura 7.5, Figura 7.6 e Figura 7.7 

a metodologia utilizada no Capítulo 6 também conseguiu construir, em 3D, uma áreas 

urbanas apenas utilizando imagens obtidas por câmeras em que a posição em que 

cada foto fora tomada não é representada por uma função. 

 

7.4 CresĐiŵeŶto da QuaŶtidade de PoŶtos e GeraçĆo do ϯD DeŶso 

 

Assim como descrito no Capítulo 6 é possível aumentar a quantidade de 

pontos da nuvem de pontos que representa o casarão da Capitania dos Portos de 

Pelotas ao limitar áreas de interesse próximas aos pontos em que já foram 

encontrados os pontos homólogos e, com isso, obter uma nuvem 3D denso. 

Seguindo a metodologia de crescimento de pontos descrita no Capítulo 6 foi 

obtido uma nuvem de pontos composta por 9.001.946 pontos que representa a 

reconstrução 3D da Capitania dos Portos da cidade de Pelotas/RS. A Figura 7.8 

apresenta duas vistas em perspectiva da nuvem de pontos do 3D denso da edificação. 

Já a Figura 7.9 apresenta uma vista no plano X-Y da nuvem de pontos, enquanto que 

na Figura 7.10 é possível visualizar o resultado do crescimento de pontos pelo plano 

X-Z e, por fim, a Figura 7.11 apresenta a nuvem de pontos do 3D denso pelo plano Y-

Z. O resultado da metodologia de crescimento do número pontos para a obtenção do 

3D denso é apresentado na Tabela 7.2. 
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Novamente, inverteu-se as direções de alguns eixos das figuras acima para 

possibilitar uma melhor visão da estrutura a ser representada. 

 

Tabela 7.2 – Número de pontos homólogos encontrados após a metodologia de crescimento do número 
de pontos na reconstrução 3D de uma cena urbana 

(Continua) 

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

1->2 55293 45->46 59669 89->90 24943 
2->3 60545 46->47 46787 90->91 40539 
3->4 42179 47->48 39343 91->92 37699 
4->5 36243 48->49 46127 92->93 65994 
5->6 67159 49->50 34751 93->94 40305 
6->7 61011 50->51 29221 94->95 52060 
7->8 57456 51->52 20498 95->96 49873 
8->9 8357 52->53 30744 96->97 30098 
9->10 4610 53->54 42269 97->98 53884 

10->11 46389 54->55 53653 98->99 55770 
11->12 94744 55->56 63481 99->100 42991 
12->13 83353 56->57 61669 100->101 64960 
13->14 92428 57->58 62670 101->102 49503 
14->15 76545 58->59 51710 102->103 37927 
15->16 56617 59->60 56075 103->104 20042 
16->17 49496 60->61 71829 104->105 15777 
17->18 60718 61->62 62372 105->106 23121 
18->19 85402 62->63 97788 106->107 45927 
19->20 96389 63->64 17735 107->108 43531 
20->21 56054 64->65 51303 108->109 67776 
21->22 104280 65->66 49301 109->110 60627 
22->23 110143 66->67 49003 110->111 49555 
23->24 126294 67->68 60289 111->112 54804 
24->25 137289 68->69 57657 112->113 91729 
25->26 29792 69->70 64546 113->114 66899 
26->27 86377 70->71 39296 114->115 18939 
27->28 110201 71->72 22335 115->116 61999 
28->29 79215 72->73 31193 116->117 63589 
29->30 77999 73->74 35629 117->118 46905 
30->31 84536 74->75 68983 118->119 39746 
31->32 66687 75->76 62907 119->120 54443 
32->33 49192 76->77 55484 120->121 28715 
33->34 40734 77->78 28518 121->122 15285 
34->35 68251 78->79 17153 122->123 9069 
35->36 69090 79->80 30748 123->124 12362 
36->37 90941 80->81 5482 124->125 34460 
37->38 91041 81->82 62378 125->126 39265 
38->39 96114 82->83 33250 126->127 21850 
39->40 89330 83->84 33738 127->128 31748 
40->41 99974 84->85 60806 128->129 40968 
41->42 119589 85->86 53385 129->130 6317 
42->43 94664 86->87 44689 130->131 60825 
43->44 39004 87->88 19568 131->132 64668 
44->45 88523 88->89 16527 132->133 41042 
Fonte: Autor 
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Tabela 7.2 – Número de pontos homólogos encontrados após a metodologia de crescimento do número 
de pontos na reconstrução 3D de uma cena urbana 

(Conclusão) 

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

Par de 
imagem 

Pontos 
homólogos  

133->134 48435 153->154 24464 172->173 29343 
134->135 39756 154->155 24923 173->174 41710 
135->136 49464 155->156 16158 174->175 31161 
136->137 25703 156->157 16506 175->176 16207 
137->138 21826 157->158 9785 176->177 11633 
138->139 11878 158->159 5515 177->178 1569 
139->140 7362 159->160 14034 178->179 28230 
140->141 13781 160->161 13841 179->180 25367 
141->142 14090 161->162 19354 180->181 65230 
142->143 13382 162->163 14358 181->182 51110 
143->144 39241 163->164 38910 182->183 44771 
145->146 38640 164->165 39767 183->184 51374 
146->147 43794 165->166 60292 184->185 50483 
147->148 34203 166->167 50290 185->186 52951 
148->149 55112 167->168 24334 186->187 65216 
149->150 79217 168->169 6358 187->188 60631 
150->151 24648 169->170 53736 188->189 54866 
151->152 50472 170->171 43072 Total de números homólogos 
152->153 57048 171->172 41941 9.001.847 

Fonte: Autor 

 

7.5 ValidaçĆo dos Resultados Oďtidos Ŷa ReĐoŶstruçĆo ϯD de ãreas 
UrďaŶas 

Para validação dos resultados relacionou-se medidas reais da construção 

com alguns dos pontos obtidos da nuvem de pontos 3D denso. Para isso buscou-se 

na nuvem do 3D denso pontos que possam representar a largura e altura de parte da 

estrutura que compõe o Casarão da Capitania dos Portos de Pelotas/RS. 

Assim, no processo de verificação foram selecionados pontos de parte da 

estrutura que se destacam com facilidade e, com isso, escolheu-se uma janela do 

Casarão para facilitar a identificação dos pontos para realizar as medições e, também, 

na nuvem de pontos 3D espaço. 

Os pontos selecionados estão apresentados na Figura 7.12, na qual é 

possível ter uma visão macro da região escolhida. Estes pontos correspondem à 

largura da janela e a distância da base da janela até a uma barra na janela. Para uma 

melhor visualização desses pontos a Figura 7.13 apresenta os pontos escolhidos para 

o cálculo da proporção na vertical, em que é apresentado a distância real e as 

coordenadas dos pontos utilizados, enquanto que a Figura 7.14 apresenta os pontos 
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Já a Figura 7.14 apresenta os pontos P1 e P3 da nuvem de pontos que 

representa o Casarão escolhidos para outra verificação da relação entre a distância 

dos pontos da nuvem com as medidas reais da janela do Casarão. De acordo com a 

Figura 7.14 o ponto P1 está localizado na coordenada (14,1700 ; 45,3464 ; -25,3240) 

e o ponto P3 está localizado na coordenada (14,5166 ; 41,0211 ;  -23,9699). A 

distância calculada entre os pontos P1 e P3 de 4,5455. Pela Figura 7.14 também é 

possível verificar a distância real desses pontos. Medindo diretamente na construção 

do casarão encontra-se que a distância entre P1 e P3 é de 76 cm. Com isso, tem-se 

que a medida real na horizontal é 16,7197 vezes maior do que a obtida pela nuvem 

de pontos. 

Os resultados obtidos estão de acordo com o apresentado na revisão 

bibliográfica do Capítulo 2 em que a reconstrução é possível, entretanto o resultado 

obtido ficará em escala devido as incertezas inerentes do processo de calcular a 

profundidade dos pontos da cena. 

Assim, baseado nas figuras apresentadas nesse capítulo e nas medições 

realizadas, pode-se dizer que a metodologia utilizada foi capaz de reconstruir em 3D 

uma edificação de área urbana com boa qualidade, porém em uma escala média de 

aproximadamente 16,5758 vezes menor. 

  



 

 

178 

Capítulo ϴ 

8 CONCLUSÃO E TRáBáLHOS FUTUROS 

Este capítulo apresenta a conclusão dos resultados obtidos pelo trabalho e, 

também, são apresentadas algumas propostas para trabalhos futuros. 

 

8.1 CoŶĐlusĆo 

Baseado nas condições e metodologias aplicadas nesse trabalho, nos 

resultados obtidos e na análise deles, obteve-se as seguintes conclusões. 

O procedimento para realizar a modelagem 3D de uma edificação urbana 

deve seguir as seis etapas descritas no Capítulo 7, a saber: 

Etapa 1 -  Obter os parâmetros intrínsecos da câmera (calibração da 

câmera); 

Etapa 2 -  Obter dos pontos característicos da imagem; 

Etapa 3 -  Casar os pontos característicos; 

Etapa 4 -  Ordenar a sequência das imagens; 

Etapa 5 -  Calcular, pelos pares das imagens, os parâmetros 

extrínsecos de cada posição de câmera; 

Etapa 6 -  Realizar a triangulação para a obtenção do 3D. 

 

O custo computacional da Etapa 4 pode ser eliminado ao obter as fotografias 

de forma ordenada. Entretanto a ordenação das imagens deve ser informada ao 

sistema que irá fazer a reconstrução 3D da estrutura de interesse. 

O procedimento de reconstrução 3D descrito nesse trabalho obtém uma 

nuvem. Quanto mais pontos estão presentes nessa nuvem de pontos mais fiel é a 

reconstrução 3D. Os pontos dessa nuvem correspondem aos pontos homólogos 

encontrados nos pares de fotografias e quanto menor for a distância entre as câmeras 

mais pontos homólogos são obtidos. Assim, quanto maior for o número de fotografias 

tiradas mais fiel será a reconstrução 3D. 
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8.2 PROPOSTá PáRá TRáBáLHOS FUTUROS 

1) Utilizando a visão computacional, em especial as técnicas de 

casamento de pontos característicos, desenvolver técnicas de 

mapeamento e localização para robôs móveis como o SLAM 

(Simultaneous Localization And Mapping); 

 

2) Estudar o funcionamento de câmeras omnidirecionais e técnicas de 

reconstrução 3D, utilizando tais câmeras omnidirecionais, de forma a 

aproveitar fotografias urbanas de 360 graus na reconstrução 3D de 

áreas urbanas; 

 

3) Combinar técnicas de SLAM com a metodologia de reconstrução 3D 

através de fotografias com a intensão de potencializar o resultado e 

conseguir abranger uma área urbana maior; 

 

4) Verificar o efeito de, após identificada as posições de câmera, utilizar 

transformações projetivas das áreas próximas aos pontos homólogos 

com o intuito aumentar o crescimento do número de pontos homólogos 

para a geração do 3D denso; 

 

5) Desenvolver uma metodologia para realizar a segmentação de 

artefatos em imagens de edificações. 
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