Universidade Federal de Uberlandia
Faculdade de Matematica

Matheus Manoel Dantas

Descobrindo o Universo Transcendente com os Numeros de

Liouville

Uberlandia - MG
2017



Matheus Manoel Dantas

Descobrindo o Universo Transcendente com os Numeros de

Liouville

Monografia apresentada a Faculdade de Mate-
mética, UFU, como requisito parcial para ob-
tencdo do titulo de Bacharel em Matemadtica,
sob a orientacdo de Victor Gonzalo Lopez Neu-

mann.

Uberlandia - MG
2017



Matheus Manoel Dantas

Descobrindo o Universo Transcendente com os Numeros de

Liouville

Monografia apresentada a Faculdade de Mate-
mética, UFU, como requisito parcial para ob-
tencdo do titulo de Bacharel em Matemadtica,
sob a orientagdo de Victor Gonzalo Lopez Neu-

mann.

Aprovada no dia Q0 _de e ?{NV\\')\" S de 30\

At dr bondf

Ciceu) Fernandes De Carvalho

Cervomds Q. Ralsel

Fernando Rodrigo Rafaeli

W/f/ddm /«’m)zsﬁw 9/0 ZOM

Marcos Antnio da Camara

P

Victor Gonzalo Lopez Neumann

Scanned by CamScanner



Agradecimentos

Muito Obrigado! Em resumo este é o sentimento que carrego todos os dias de minha vida. Primeiramente,
Muito obrigado meu Deus onipresente, justo e misericordioso e Muito obrigado Jesus Cristo pelas infinitas
horas de conversa, pelos milhares de pedidos concedidos, por pegar na minha mao todas as vezes que precisei,
por me castigar nas vezes que te decepcionei e aos poucos me ensinar o que significa ser justo. Muito obrigado
pelos 22 anos de protecdo e orientacao.

Muito Obrigado Mae por me educar, me orientar e por moldar este vaso de barro pequeno e fragil. Com
certeza a senhora é o melhor e maior presente que Deus me deu. Muito Obrigado por ser a melhor méie do
mundo! Sem sua atencdo, seu cuidado e seu carinho que recebi todos os dias de minha vida, eu nao seria quem
eu sou hoje. E assim, sem suas maos trabalhando em mim todos os dias da minha vida, eu provavelmente nao
estaria concluindo o bacharelado em matematica.

Muito Obrigado Pai por fazer da minha vida tdo divertida e feliz. Por ser o meu principal exemplo de
homem, por ter me ensinado que um homem faz o que deve ser feito quando ninguém mais poderia fazé-lo sem
uma tnica palavra de reclamagdo. Obrigado por acreditar em mim e com gestos me ensinar o que € a vida.

Muito Obrigado Irméo, por ser sempre 0 meu amigo mais idiota, com quem posso falar sobre o que quiser,
fazer a piada que quiser e mesmo que minha piada seja sem graga, vocé vai fazer todo dar risada. Muito
Obrigado Irmd, por ser sempre a minha amiga mais cabeca oca, por sempre estar comigo (mesmo enquanto
dormimos), e ser essa pessoa com quem posso sempre contar € que ndo importa quantas vezes brigarmos,
sempre ird me perdoar. Muito obrigado por aguentar meu egoismo todos estes anos e obrigado por me fazer ser
minha irmazinha cacula e assim ter me dado a responsabilidade de me tornar uma pessoa melhor.

Muito Obrigado Tia Eliete, por ser a melhor tia do mundo, por ser a defini¢cdo de parceira e a minha
revoltada predileta. A senhora me ensinou a lutar, me ensinou que nenhum dia é cansativo demais, que nenhum
compromisso € mais importante que a familia e que sempre podemos superar qualquer desafio.

Muito Obrigado minha Lis, o melhor presente que Deus me deu nessa aventura de 5 anos. Muito Obrigado
por ter me dado forcas todos os dias, por ter me aconselhado, me deixado descansar deitado no seu colo e por
nunca deixar eu fraquejar e/ou procrastinar. Muito Obrigado meu amor por segurar minha mao e ser um dos
pilares fundamentais da minha vida. Vocé é o meu primeiro sonho realizado ¢

Muito Obrigado madrinhas Eliete e Gisdete pelo apoio, pelos passeios, pelo carinho, pela preocupacio e
por cuidarem de mim. Muito Obrigado padrinho Jodo pelas muitas e muitas horas de brincadeira e historias.
Muito Obrigado pela paciéncia com este afilhado tdo esquecido e preguicoso. Muito obrigado tia Gilvanete
pelas risadas, pelo carinho e por ser minha parceira de pratos!

Muito Obrigado meus amigos de infancia, Celé, Fernandinho, Gabriel, Fabim, Patryck, Siqueira, Miguxa,

Ervilha e Sharingan por me aguentarem todos esses anos, por sempre estarem presentes quando eu precisei,



pelas vdrias e vérias horas de conselhos e conversas aleatdrias. Muito Obrigado por me ajudarem a liberar todo
o0 estresse e tensdo do meu corpo e a relaxar com nossas muitas € muitas jogatinas, noites de filmes, jogos de
peteca e truco. Muito Obrigado pelas varias aventuras e zueiras que passamos juntos que levo comigo todos os
dias de minha vida.

Muito Obrigado aos meus amigos, Japa, Marga, Luis, Dani Alves, Aline, PV, Elis, Carol, Gi, Capitao 48h,
JP, Shadow e Lu, que conheci neste desafio chamado curso de Matematica. Muito Obrigado pela paciéncia
de vocés, sei que nio foi pouca. Muito Obrigado pelo carinho que vocés tiveram comigo, por sempre estarem
ao meu lado nos momentos em que precisei, pelos empurrdes que sdao tdo importantes pra quem encara este
desafio como n6s e pela zueira. Muito Obrigado Jesus por cruzarem nossos caminhos. Com certeza vocés sao
a cereja e o recheio desta graduacdo, com vocés os 5 anos de sofrimento nao foram nada mais que 5 anos de
diversdo e alegrias que vao deixar uma saudade enorme no meu peito.

Muito Obrigado Gonzalo por ser meu amigo, meu orientador ¢ um exemplo de Matematico. Muito Obri-
gado pela paciéncia, pela dedicacdo e por ser uma das pessoas mais incriveis que ja conheci. Muito Obrigado
por sempre me fazer rir e ver um lado "bom"sempre que estive com a corda no pescogo.

Muito Obrigado Cicero, por ser um excelente orientador, pelos muitos e muitos conselhos, pela paciéncia
e por sempre me incentivar ¢ me lembrar de fazer a matemadtica por prazer e nunca por obrigacdo. Muito
Obrigado por ser um dos professores mais divertido, energético, engracado e esforcado que conheci nestes 22
anos de vida.

Muito Obrigado Marcos por ser o melhor tutor que existe. Com certeza uma das melhores decisdes que
fiz nesta graduacdo foi entrar para o PET Matematica pois assim pude aprender e crescer sobre sua orientacao.
Muito Obrigado por sempre deixar o ambiente mais agraddvel, por permitir que cada petiano crescesse a sua
prépria maneira, pelos ensinamentos sobre a vida, trabalho em equipe, pessoas e por me ensinar tantas piadinhas
ruins novas!

Muito Obrigado Fran por ser uma excelente professora, por me fazer rir tantas e tantas vezes, pelas varias
horas de conversas e por ser a melhor coordenadora do curso de matematica! Muito Obrigado também aos
excelentes professores, Salomao, Mério, Edson, Marcus, Fenille, Adriana, Elisa, Luis Renato, Daniel, Fernando
e César que me moldaram durante esta graduacdo e, se sou um bom aspirante a matemadtico, entdo foi gracas a
instrucdo de todos vocés.

E novamente, Muito Obrigado Jesus Cristo por ter me feito ser Matheus Manoel Dantas, filho de Rosalina
Maria de Jesus Dantas e de José do Carmo Alves Dantas, irmdo de Lucas Gabriel Dantas e Maria Eduarda
Dantas, sobrinho de Eliete Almeida dos Santos e alma gé€mea de Elis Coimbra de Moura. Esta conquista nio é
apenas minha, é de todas as pessoas citadas e de muitas outras que nao couberam neste agradecimento.

Muito Obrigado!



“ O ontem ¢ histéria, o amanha € incerto, o hoje é uma dédiva, por isso se

chama presente. ”

“ Depois da guerra, sobra apenas o sentimento de que ninguém ganhou. Depois

da guerra, o que um soldado se torna? ” - Iron Maiden.

“ Amai a justica, vOs que governais a terra, tende para com o Senhor sentimen-
tos, e procurai-o na simplicidade do coracdo, porque ele € encontrado pelos
que o ndo tentam, e se revela aos que ndo lhe recusam sua confianga; com
efeito, os pensamentos tortuosos se afastam de Deus, e o seu poder, posto a
prova, triunfa dos insensatos. a sabedoria ndo entrard na alma perversa, nem
habitard no corpo sujeito ao pecado; o Espirito Santo educador (das almas)
fugira da perfidia, afastar-se-4 dos pensamentos insensatos, € a iniquidade que

sobrevém o repelird. ” - Livro da Sabedoria, Cap. 1, Versiculos 1 - 5.



Resumo

Neste trabalho discutiremos sobre os nimeros de Liouville, um conjunto especial de nimeros transcen-
dentes. O primeiro capitulo € destinado a constru¢do de niimeros transcendentes segundo as ideias presentes
em um artigo de Joseph Liouville de 1844. Estes transcendentes sdo chamados de nimeros de Liouville e no
segundo capitulo iremos explorar as propriedades destes nimeros, 0 quio numerosos sdo e como eles estdo
distribuidos na reta.

Para finalizar o trabalho, demonstraremos que e e 7 sdo niimeros transcendentes que nfo sao nimeros de

Liouville.

Palavras-Chave: Joseph Liouville, nimeros transcendentes, fracoes continuas, aproximacoes racionais,

nimeros algébricos.



Abstract

In this work we shall discuss about Liouville Numbers, a special set of transcendental numbers. The first
chapter is devoted to the construction of transcendental numbers according to the ideas present in an article by
Joseph Liouville in 1844. These transcendents are called Liouville Numbers and in the second chapter we will
explore the properties of these numbers, how numerous they are and how they are distributed on the line.

To finalize the work, we will show that e and 7 are transcendent numbers that are not Liouville numbers.

Key-Words: Joseph Liouville, transcendental numbers, continued fractions, rational approximation,

algebraic numbers.
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Capitulo 1

Introducao

O que ¢ um niimero transcendente? A resposta para essa pergunta é: Um nimero que nio € algébrico. E
quando perguntamos o que € um nimero algébrico, a resposta que obtemos ¢ a seguinte definicdo dada por

Leonard Euler.

Definicdo 1.0.1. Dizemos que um niimero complexo o« € C é algébrico se existe um polinomio f(x) € 7Z|x]

com coeficientes inteiros tal que f(a) = 0.

Seria esta definicdo o berco da teoria dos nimeros transcendentes? Nao! A teoria dos nimeros transcen-
dentes surge com o primeiro transcendente a dar as caras na histéria da matemdtica: m. E nem sabemos ao
certo qual a idade de ! E mesmo que saibamos que 7 € a razdo entre o comprimento da circunferéncia e seu
diametro, a demonstragdo da transcendéncia de 7 surge apenas em 1882 com o esfor¢o de Lindemann.

Por mais que a teoria dos nimeros transcendentes esteja presente na histéria da matematica desde muitos
anos antes de cristo, é apenas no século XVIII que a teoria comeca a tomar forma com Euler. E é apenas
em 1844 que surgem os primeiros nimeros transcendentes construidos por Joseph Liouville. Com uma ideia
relativamente simples Liouville dd um pontapé inicial na teoria transcendente ao construir uma infinidade de
exemplos, no entanto, como veremos adiante, Liouville ndo tentava construir nimeros transcendentes, seu
objetivo sempre foi demonstrar que e € transcendente.

Os primeiros exemplos de nimeros que vamos trabalhar serdo os ndmeros de Liouville, que sao transcen-
dentes muito bem comportados! Antes de adentrar nas ideias de Liouville vejamos um pouco de sua historia.

Nascido em marco de 1809, no auge do governo de Napoledo, Liouville era filho do capitido do exército de
Napoledo Claude - Joseph Liouville com Thérese Balland. Desde jovem Liouville teve interesse em Matematica
e em Fisica entrando, em 1825, para Ecole Polytechnique onde tem aulas de anlise e mecinica com Ampere e
Arago.

Depois de se graduar, Liouville atua como professor na Ecole des Ponts et Chaussées e, enquanto profes-

sor, ele submete varios artigos para a Academia de Paris sobre eletrodindmica, equagdes diferenciais parciais
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e teoria do calor. E em 1831 Liouville consegue seu primeiro posto académico como assistente de Claude
Mathieu (apontado para ocupar a cadeira de Ampere) na Ecole Polytechnique. Nesta época, Liouville j4 havia
sido indicado para vdrias escolas particulares e estava dando de 35 a 40 horas de aula por semana.

Finalmente Liouville ganha fama internacional publicando em um dos melhores jornais cientificos, o Jornal
de Crelle. No entanto ele percebe o quanto é dificil publicar e espalhar matemadtica na Franca e, em 1836,
Liouville fundou o Journal de Mathématiques Pures et Appliquées. Mesmo assim, € apenas em 1850 que
Liouville consegue uma cadeira desocupada no College de France.

Liouville fez grandes contribui¢des para a fisica e a matemadtica. Além de publicar mais de 400 artigos, o
jornal que Liouville criou abriu as portas dessas ci€ncias na Franga e além disso, Liouville foi o responsavel
por chamar a atencdo da comunidade matemdtica para os trabalhos de Galois, republicando-os em seu jornal
em 1846.

Liouville foi um grande matematico que fez contribuicdes importantes tanto na matematica quanto na fisica.

Para mais detalhes sobre sua historia e seu trabalho recomendamos o livro [3]. Vamos construir transcendentes!
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Capitulo 2

O Inicio da Teoria dos Numeros

Transcendentes

O objetivo deste capitulo serd abordar a teoria dos niimeros transcendentes de um ponto de vista histdrico
até obtermos os primeiros ntimeros transcendentes. Com este intuito vamos comecar falando do nimero e.
Depois seguiremos os passos de Joseph Liouville atravessando a teoria das fragdes continuas até obtermos os
primeiros exemplos de nimeros transcendentes da histéria.

O nome transcendente é atribuido a Leibniz que afirmou: “Existem ntiimeros que transcendem o poder
das operagdes algébricas”, no entanto, foi Euler quem definiu nimeros algébricos e transcendentes da maneira
usual. Além disso, Euler demonstrou que o nimero e € irracional em 1737 mas nio conseguiu demonstrar que
e é transcendente nem encontrar um exemplo de nimero transcendente. E apenas em 1844, um século mais
tarde, que Joseph Liouville fornece os primeiros exemplos de tais nimeros.

Quando Liouville comegou a trabalhar com a teoria transcendente seu objetivo era demonstrar que e é um
nimero transcendente. Mas mesmo que Liouville tenha falhado, suas ideias geram muitos frutos e utilizando
parte dessas ideias Hermite, que foi aluno de Liouville, prova que e é transcendente em 1873 e generalizando
as ideias de Hermite, Lindemann demonstra em 1882 - apenas dois meses antes da morte de Liouville - que 7
¢ transcendente. Entretanto, Liouville encontrou uma quantidade infinita de nimeros transcendentes com suas
ideias.

Para acompanhar o desenvolvimento das ideias de Liouville precisamos responder a uma pergunta: Quem
ée?

Em 1619 John Napier publica seu trabalho sobre logaritmos utilizando como base o niimero 1 — 107",
Com o desenvolvimento dos logaritmos a comunidade matemdtica comega a se questionar qual a base dos
logaritmos que melhor simplifica os cdlculos? O que os matematicos da época perceberam foi que, paran € N

o , n 2
suficientemente grande, o nimero (1 + %) fornece uma boa base para se fazer cdlculos e estudando esta base
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eventualmente eles chegam ao ndmero e. Para mais detalhes desta histéria veja [12]. Portanto definimos:
1 n
Definicao 2.0.1. Seja e = lim <1 + > .
n—o0 n

Mas ainda precisamos demonstrar que este limite existe, isto €, que e € um nimero real. Faremos isto no
apéndice A e junto com esta demonstracdo ja iremos obter duas informacdes sobre e: e é um nimero real que

estd entre 2 e 3, e também

o0
1 11 1
e:%m:1+1+2+3!+4!+-~

2.1 As Tentativas de Liouville

O primeiro passo de Liouville em direcao a demonstrac¢do de que e é transcendente foi dado em 1840, passo

no qual ele demonstrou que e ndo € solucdo de uma equagdo quadratica da forma
a-e+—=c
(&

onde a > 0 e a, be csao inteiros.

Depois Liouville demonstra que e? também ndio é uma solucdo de uma equagiio quadratica da forma a -
e2+b-e?=c

O préximo passo de Liouville foi redemonstrar que e = limy;, 00 (1 + %)m utilizando somas finitas com
um certo erro. Ele prova desta maneira porque a demonstracdo que Liouville conhecia foi dada por Cauchy

utilizando séries infinitas com pouco rigor. Nessa demonstracao Liouville escreve:

TIPSR
e = — — J— _ J— .
1 2 3 m) m

\" 1 1 ¢
1+ — =1l4+-4-+—1+=)+€enim)
m 1 m! m

Onde 0 < ¢ < 1,0 < 6 < 1ee,(m) —> 0quando m vai para infinito. Destas equacdes Liouville obteve
1\ 1 60—

e— <1+> ‘— -g—em(m)‘
m

e aplicando o limite quando m tende a infinito Liouville obteve a demonstra¢do formalizada que desejava.

E qual a importancia desta demonstracao no trabalho de Liouville ? Nesta demonstracdo ele percebeu que
trabalhar com aproximagdes é uma boa ideia. Essa demonstracdo tem um maior impacto em 1844 quando,
motivado pela correspondéncia entre Daniel Bernoulli e Christian Goldbach, Liouville decide voltar a trabalhar
com numeros transcendentes. Nas correspondéncias Bernoulli e Goldbach discutem sobre niimeros transcen-

dentes utilizando séries infinitas, tentando obter niimeros cuja escrita decimal nunca seria periddica.
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Por esta época Liouville ja conhecia os trabalhos de Lambert e Legendre sobre fragdes continuas e, prova-
velmente para evitar trabalhar com as séries infinitas, muda sua abordagem. Liouville decide utilizar fracdes
continuas para verificar o quao bem um nimero algébrico pode ser aproximado por nimeros racionais. Sim-
plificando, a ideia de Liouville foi a seguinte: Encontrar uma propriedade que todo algébrico satisfaz e depois
provar que e ndo satisfaz a propriedade encontrada. Portanto, vamos estudé-las para construir o primeiro ni-

mero transcendente da historia.

2.2 Fracoes Continuas

Para definir o que € uma fragdo continua vamos comecar reescrevendo a fracdo % de uma maneira um

pouco diferente:

63 52 11 1 1 1 1
RS I St N T B
11 11 11 54t

2 2

Note que, para qualquer niimero real x, podemos escrever x desta maneira. Com efeito, dado = € R,
definimos

ag =1, ap = |ap] YneN

1

onde |-] denota a fungdo parte inteira. E se o, ¢ Z, entdo definimos a1 = —

para todo n € N. Desse

modo o processo termina sempre que o, € Z para algum m € N e nos permite escrever x da seguinte maneira:

x:a0:a0+a0—a0:ag+%:a0+—1:a0+ 1
an — an a1+ 1 @t 1
040 — az +
a1 — aq 1
a3 —as

Essa construg@o nos permite definir:

Definicao 2.2.1. Dado x € R, definimos a fracdo continua de x como sendo a expressdo

x:=ap;a1,...,0n,...] :=ap+ 1
(L1—|— 1
ag +---+

an + ...

onde os coeficientes a; € Z, para todo i € Zy e ag € N.

Observe que, por construcdo, todo nimero real x pode ser escrito como uma fra¢do continua. No entanto,

ainda temos que responder uma pergunta: Dada uma escrita [ag; a1, . . ., a, . . .|, a fracdo continua correspon-

15



dente converge para um niimero real ? Provaremos adiante que a resposta a essa pergunta € sim.

Definicao 2.2.2. Dada a construcdo da fracdo continua de x, chamamos

T = [CLO?ala o 7a’m—17am]

de m-ésimo truncamento de x onde Q11 = [Am41; Amt2,s -« oy Qpyy - -]

Observe que o truncamento ¢ simplesmente parar a constru¢io da fracdo continua de x depois de m pas-
sos. E importante notar que, caso x seja irracional, o truncamento serd irracional. Mas e se quisermos uma

aproximacao racional de ? Nesse caso vamos trabalhar com as m-ésimas convergentes de z.

Definicdo 2.2.3. Dado uma fracdo continua [ag; ai, . . . , Gy, . .. a fragdo
p
= [ag;at, - - -, Q]
dm

é chamada de m-ésima convergente de .

Note que o truncamento nos fornece exatamente x, enquanto uma m-ésima convergente nos fornece uma
aproximacao racional. Mais adiante estudaremos o quao boas sdo essas aproximacgdes. Por mais que a ideia seja
simples, calcular a fragdo continua de um nimero real pode ser um bom desafio, como veremos adiante. Nao
entraremos em detalhes, mas existem as fracdes continuas periddicas e nestes casos conseguimos determinar a

fracdo continua de maneira mais simples.

Exemplo 2.2.1. Calculemos a fragdo continua de x = /2. Como |\/2] = 1, temos que

1
—
V2-1

V2=1+(2-1)=1+

1 _ 1 241
BT AT vl T \/§—|— 1 obtemos

Observando que

1 1 1 1
V2=14+——-=14—=14+ — =14+ —
V2+1 2+ (V2 -1) 1 1
2+ 2+
1 V2+1
V2 -1
=1+ !
- I
2 + T
24 ...+ T
24+ ——
V2+1

Portanto, \/2 = [1;2,2,2,2,...].
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Vocé pode se perguntar: E quando a fracio continua ndo € periddica ? Nesses casos para nossa felicidade

ha relagdes de recorréncia que podemos utilizar para determinar as convergentes e também os truncamentos.

Proposicao 2.2.1. As sequéncias (pp)n € (qn)n satisfazem as seguintes relagdes de recorréncia:

Pn+t2 = Gni2Pp+1 + Pn € Qnt2 = Apt2Gn+1 + qn

para todo n > 0, com pg = ag, p1 = aga1 + 1, qo = 1 e q1 = a1. Além disso,

Pn+19n — PnQn+1 = (_1)n

Demonstragado.
Primeiramente vamos demonstrar a relagdo de recorréncia por indu¢ao tomando um certo cuidado com os
valores iniciais da mesma. Depois, novamente por indu¢do, demonstraremos a relacdo entre a n-ésima e a

(n + 1)-ésima convergente.

Para n = 0 temos que [ag] = ap = % _—
q0
1 1
Sejan = 1. Nesse caso, [ag;a1] = ag+ — = Goa 1 _ P
ai ai q1
Para n = 2, temos que
ap(araz + 1) + a
M = —_— = Q, =
[ao; a1, az] = ag + i 0+ G T oo 1
al + — _—
as as
_az(aoa +1)+ap _ agpi+po _ p2.
a2q1 + qo aq1+qo  q2

Agora suponha que a relacdo de recorréncia seja satisfeita até um certo 2 < n € N. Provemos que estd

relacdo também vale para n + 1. De fato, pela estrutura das fracdes continuas, temos a igualdade:

1
[ap; a1y .., Gn,Qpy1] = [ao;al, e, Qp_1, Gy + —
n+
1
(an + an+1) DPn—1 + Pn—2
o 1
(an + m) Gn—1+ qn—2
Pn—1
(nPp—1 + Ani1 + Pn—2
nGn—1 + gz;i + qn—2

an—l—l(anpn—l + pn—Z) + Pn—1
an—l—l(anQn—l + Qn—2) + gn—1
(p41Pn + Pn—1 _ DPn41
Uni1Gn + Gn1 Qo1

Portanto, (py,)n € (gn ) satisfazem as relagdes de recorréncia como queriamos demonstrar.
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Ainda precisamos provar que pp+1¢n — Pndn+1 = (—1)". Por indugdo, note que para n = 0 temos
que p1go — q1po = (apa; +1)-1—ag-a; = 1 = (—1)°. Suponha que para algum n € N temos que

Prt1@n — Pagnt1 = (—1)", entdo

Pn+24n+1 — Pn+14n+2 = (an+2pn+1 + pn)Qn+1 - pn+1(an+ZQn+1 + Qn)
= Gn+t2Pn+19n+1 T Pnln+1 — On+2Pn+10n+1 — GnPn+1

= *(anrl‘In - Qn+1pn) = *(*1)71 = (71)11—&-1.

Corolario 2.2.1. Para todo n € N valem as relagédes:

_ QpPp—1+ Pn—2 _ Pn—2—Gn-2"7
= Tt ey =—

QAnQn—1 1+ gn—2 gn—1°"T — Pn—1

Demonstragado.
Para a primeira igualdade basta fazer a,, = o, na relacdo de recorréncia da proposicdo anterior. Podemos
fazer isto pois as operagdes que utilizamos na demonstracdo da proposi¢do anterior ndo consideram que os a;

sdo inteiros. Assim,
ApPn—1 + Pn—2

r = [ag;at,...,an_1,0,) =
QnQn—1 + gn—2

Desta igualdade obtemos a outra. De fato,

_ QpPp_1+Pp_2

= < x(Qn—lan + Qn—2) = apPpn—1+ Pn—2
QpQpn—1 + qn—2

& Tn—10n — OApPp—1 = Pn—2 — qn—2%
_2 — 2
&y, = Pn qn
T4n—1 — Pn—1

O]

Finalmente podemos demonstrar nossa primeira cota superior para aproximagdes racionais via fracdes con-

tinuas. Além disso, o teorema a seguir € crucial no trabalho de Liouville.

Teorema 2.2.1. Dado x = [ag; a1, az, . . .| real, temos que

_Pa_ (="

dn  (nt1Gn + @n-1)gn
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Em particular,
1

(anJrl + 2)%21

1 1
< 2
(an+1Qn + anl)Qn an+14y

<o-

Demonstragado.

Pelo Corolario 2.2.1,

pl _ Ont1Pn + Pn—1 o @ . Qn(anJrlpn +pn—1) - pn(anJrIQn + anl)

dn Opi1qn + gn-1 Gn B Qn(anJrl(hL + anl)
@Pn-1 — Pndn-1 _ —(PnGn—1—Pn-1Gn) _ (-1)"

B QH(an+1Qn + anl) Qn(anJrl(Zn + anl) qn(an+1Qn + anl) '

Pois jd sabemos que pr11¢n — Pngn-1 = (—1)™.

1

Tleara - Como |ont1] = ant1 € asequéncia (g, ), € crescente, temos

Em particular, )x - Z—:

quean, < ap <a,+1leqg, > qy—1 >1>0.Dai,

1

—= <
(an+47+‘2)Q%

O]

Com este teorema podemos demonstrar o teorema de Dirichlet que possui uma certa similaridade com o
teorema de Liouville. Esta similaridade talvez ndo seja coincidéncia, afinal Liouville e Dirichlet eram amigos

préximos e sempre discutiam seus trabalhos de matemadtica entre si.

Teorema 2.2.2 (Teorema da Aproximacdo de Dirichlet). Se o € R é um niimero irracional, entdo existem

infinitos racionais g, com q > 1, tais que
1
o — p‘ < -
q q
Demonstragado.
Se « ¢ irracional, entdo a fragdo continua de o = [a,;aq,...] € infinita. Como a; € Z para todo i > 0,
pelo teorema anterior obtemos que
1
’a—p" ——5 <5, V1<néeN
an an+19n,  4p
onde g—” ¢ um n-ésimo convergente da fracio continua de a. 0

Finalmente podemos formalizar melhor a teoria das fra¢cdes continuas e também demonstrar que as fragdes

continuas nos fornecem uma aproximacao racional tdo boa quanto quisermos.

Proposicio 2.2.2. Seja x = [ag; a1, ..., an, .. .| um nimero real irracional. Se (pn)n € (qn)n SG0 as n-ésimas
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reduzidas de x, entdo
. DPn
lim — ==z
n—oo qn

Demonstra¢do. Dado ¢ > 0, como (g,), é crescente, ilimitada e a,, > 0 para todo n € Z,, existe um

1 . .
0 < ng € Ntal qu¢e ———— < e. E, pela proposi¢do anterior,
an0+1 : qno
1 1
’ D < 7 < 5 <€
an An+1 " qn  Qno+1 - dng

para todo n > ny. O

Enfim, para podermos seguir os passos de Liouville na constru¢do do primeiro nimero transcendente,

precisaremos de apenas mais um teorema. Mas, para demonstrar este teorema, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.1. Sejamz € Re 5—;‘ as m-ésimas convergentes de x. Entdo, para todo indice k € N temos

D2k < P2k+2 <z< DP2k+3 - P2k+1

@k~ q2k+42 T Q2k+3  Q2k+1

Demonstracado.

Observe que

Pnt2 P _ Gnt2Pnil +Pn  Pn

n+2  Gn  Onit2qn+1t4n  Gn

qn(@nt2Pnt1 + Pn) — Pnl@n2gni1 + qn)
qndn+2

an+2(@nPn+1 — Pndn+1) = (-1)" an+2

qndn+2 QnQn+2‘

Assim, se n € par, entdo Z"—ﬁ — Z—" > 0. E se n é impar, entdo Z"—E — 2—" < 0. Por outro lado, sabemos que
n n n n

_Pn (="

& (nt1Gn + @n-1)0n

donde, se n € par, entdo x — Zﬂ > 0esen éimpar, z — % < 0. Portanto
n n

P2k < P2k+2 <z< DP2k+3 < P2k+1
q2k q2k+2 q2k+3 q2k+1

O]

Teorema 2.2.3. Dada uma sequéncia de niimeros inteiros (ay,), com a > 1 para todo k # 0, existe um tinico

niimero real x irracional tal que sua representacdo por fragdes continuas é exatamente x = [ag; a1,a2, ..., An, . . .].
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Demonstragado.
Dada a sequéncia de inteiros (ay, )nen sejam (pp)nen € (¢n)nen duas sequéncias construidas pelas seguintes

relacdes de recorréncia:

Po = ag, p1 = apai + 1 eppio = anropni1 + Pa.
g =1, 1 = a1 € qni2 = Any2Gnt1 + Gn-

Defina x = [ap;a1,...,an+2], nesse caso x € Q e as sequéncias (p,,) e (g,) descrevem as n-ésimas
primeiras convergentes de z. Entdo, dado 0 < k € Z podemos tomar n = 2k + 3 e assim obter condi¢Ges de

aplicar o lema 2.2.1. Do lema obtemos que

P2k P2k+2 < P2k+3 p2k+1'

< <z < < 2.1

@k q2k+2 Q2k+3  q2k+1
Dai, para cada k € N defina [}, = [%, gz:—iﬂ. Observe que pela desigualdade anterior, temos uma
sequéncia de intervalos encaixados I, D I4; D ---. Provemos que o comprimento dos intervalos Ij, vai para

zero a medida que k cresce. Com efeito,

[ = P2ty _ P2k Pok1doh T Pokdakil (= 1

q2k+1 92k q2kG2k+1 q2k92k+1 q2k92k+1

Por defini¢do, como os elementos ay, sdo inteiros, a sequéncia (g, )nen € crescente. Portanto
lim |I| = 0.
k—o00
Entdo, pelo teorema dos intervalos encaixados, {a} = (N, Ix. Mas da equagdo (2.1) temos que
[ap; a1, . .. an,...] =Too € [ Vk €N,

logo @ = x e portanto existe um Unico nimero real « cuja representagdo continua por fracdes continuas é

[ag; a1y ...y an,...]. O

2.3 A Construcio de Liouville de 1844

E qual foi a ideia de Liouville? A ideia de Liouville foi construir fracdes continuas que nao satisfaziam

nenhuma equacio algébrica da forma

f(z) =apz™ + -+ a1z + ap. 2.2)
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Trabalhando com aproximacdes, séries de Taylor e algumas ideias presentes nos trabalhos de Lagrange,
Liouville demonstrou o teorema seguinte. Contudo, a demonstracdo abaixo é uma versdo simplificada daquela
feita por Liouville. Antes do teorema, observe que dado um polinémio f(z) = ap,z™ + -+ + a1z + ap € Z[x],

definimos o polindmio

1 2, n—2

F(z,y) = apa™ + ap_12" 'y 4+ -+ agx®y" 2 + arzy" "t + agy™ € Za]

de modo que F e f satisfazem a relacdo

para todo racional g ndo nulo. Em particular, ¢" - f (p> = F(p, q) é um inteiro ndo nulo.
q

Além desta observacao, precisamos do seguinte lema para demonstrar os dois teoremas de Liouville.

Lema 2.3.1. Se f(x) € Z[x| é um polinomio irredutivel de grau maior ou igual que 2, entdo f ndo possui

raizes racionais, ou seja, f (%) # 0 para todo racional .

Demonstragado.
De fato, se existe um racional § tal que f($) = 0, entdo f(z) = ( — ) - g(z) onde g(z) é um polindmio

com coeficientes racionais, isto €,

Note que, como deg(f) = n > 2, temos que deg(g) > 1 logo g(z) ndo é um polindmio constante. Agora

observe que:

a 1
(:L‘—g> :g-(b:c—a),
1
g(x) = ——————[(an—1bp—2---bo)z" " + - + (agbp—1---b1)].
bu_1---b1 - bo

9(x)

E como por hipétese f(z) = (z — ) g(x) temos que (b-bp—1 - - bo) f(x) = g(z)(bz — a) donde f é redutivel.
Contradigdo! Portanto f (#) # 0.
O

Teorema 2.3.1. Sejam o € R um niimero algébrico irracional, f(x) = a,a"+- - - a1x+ag € Z[z] 0 polindmio

irredutivel que anula o e seja n = deg(f). Se a = [bo; b1, ..., bm, m+1], entdo existem dois niimeros reais
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¢,0 € (o« —1,a+ 1) de modo que valem as relagcoes

bm+1 < ama1 < (_1)m+1qr,n‘ff(](;),%) < (_1)m+1f/(0) : q77711_2

para todo racional é’—m m-ésimo convergente de o. Em particular, existe uma contante real A > 0 tal que para
todo1 < m € Nvale

bm+1 < q:,Ln_z - A.

Demonstragado.

Primeiramente observe que se m > 1, entdo g, > 2 e pelo teorema da aproximacdo das fragdes continuas
temos que 2—7’7’; € (¢ —1,a+ 1) paratodo m > 1.

Dada uma m-ésima convergente %, como todo polindmio € uma fungdo continua, pelo teorema do valor

médio existe c entre Z—m e « tal que
m

s =7 (22) = o (a-22),

Pela observagdo anterior ¢ € (a« — 1, a+ 1). Note que se f/(c¢) = 0, entdo f (%) = f(a) = 0 0 que contraria
o lema 2.3.1, pois como « é irracional, deg(f) > 2. Logo, f'(c) # 0.

Aplicando a relacio do teorema 2.2.1 na igualdade acima obtemos que

) (-1)
f'(c) Im G (Cms1qm + @m—1)
donde
m+1 f/(C)

I (Qm+1Gm + gm—1) = (—1) ; (%)

f'(c)
= (_1)m+1 n
(11%) F(pn"m(Jm)
e 1 PO g

~(-1)

dm F(meQm)
Como ¢, > 1 paratodo m € N
f'@e)-ap* 1 f'e) - ap®
a < (1Ml M gy < (=)L
mrtdm < ) ) < O R G )

Lembre que c depende de Z—m e consequentemente de m. Mas como f’ também € continua, pelo teorema
m
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de Weierstrass, existe 6 € [a— 1, «+ 1] de modo que |f/(6)| > | f’(x)| para todo x no intervalo. Suponha, sem
perda de generalidade, que F'(p,, ¢ ) seja positivo. Dai, como F'(p,, ¢, ) € um inteiro e % €la—1,a+1]
para todo m > 1, temos que

L0 G gy prg)

b = L] < g < (1) e

para todo m > 1. Em particular, para A = | f'(#)| obtemos que

bm+1 < q;l,L_Q - A.

2.4 Os Primeiros Numeros Transcendentes

Assim, bastou Liouville construir nimeros por fragdes continuas que néo satisfaziam esta desigualdade. O

método que ele usou foi o seguinte:
» Escolha b; inteiro maior ou igual a 2 e by qualquer.
» Tome os préximos termos da fracdo continua satisfazendo b,,+1 = ¢,

e este ndmero (para o qual a fracdo continua converge) é o primeiro nimero transcendente da histéria. Lembre

que o nimero dado pelo método acima existe e é tinico pelo teorema 2.2.3.

Exemplo 2.4.1. Escolha by = 2 e by = 3. Temos que

q 2 +2 2 ’

Continuando,

1 4 31
Z2=[3;2,4]=3+—:3+7=—:>b3:93:243.
q2 9 1 9 9

1

E assim continuamos infinitamente.

Observe que os termos da fragdo continua crescem muito rapidamente e que este processo nao € pratico
para se construir um exemplo de niimero transcendente. Este foi seu teorema de 1844 e depois deste resultado
Liouville passa os 7 anos seguintes sem trabalhar com nimeros transcendentes. Este primeiro teorema de 1844
ndo causa um impacto tdo grande na comunidade matemética da época, mas depois de 7 anos sem trabalhar

com nimeros transcendentes Liouville publica em 1851 seu dltimo trabalho sobre niimeros transcendentes. Ele
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ercebeu que nio era necessdrio que £ fosse uma m-ésima convergente da fracio continua de z, bastava que a
q

fracdo % fosse suficientemente proxima de x. Desse modo, Liouville mostra que

R —ilo—"’
10 102 103 =

¢ um nimero transcendente, o primeiro exemplo nimerico deles, e afirma que qualquer nimero da forma

> m ™, m e N\{0}
n=1

¢ transcendente. No entanto, Liouville ndo demonstra tal afirmacao.

2.5 O Teorema de Liouville (1851)

O teorema que Liouville publica em 1851 € o seguinte:

Teorema 2.5.1 (Teorema de Liouville de 1851). Se @ € R ¢é um niimero irracional e algébrico de grau n,
entdo existe uma constante 0 < A € R tal que para qualquer racional g com q > 0 a seguinte desigualdade é

mantida:
1

A-gn

a—p‘>
q

E foi este o teorema que causou um grande impacto na comunidade matemética e imortalizou Joseph Li-
ouville. Este teorema surge apenas 23 anos antes de Cantor demonstrar, em 1874, que o conjunto dos nimeros
algébricos € enumerdvel. Ou seja, praticamente todos os nimeros reais sao transcendentes. Este teorema de
Cantor balanga as ideias da comunidade matemdtica da época, afinal, se quase todos os nimeros sdo trans-
cendentes, entdo por que quase ndo conhecemos nenhum? Além disso, porque é tdo dificil demonstrar a
transcendéncia de um nimero?

Perceba que os nimeros transcendentes ndo possuem uma caracterizacio geral, eles sdo definidos como
nimeros que ndo sdo algébricos. No entanto, essa dificuldade de encontrar uma caracterizagcdo faz todo o
sentido. Pense bem, estes nimeros superam as operacdes algébricas e sdo quase todos os nimeros reais, ou
seja, se existisse uma caracterizacio destes nimeros, provavelmente poderiamos construir os nimeros reais de
uma maneira diferente e isto afetaria também a teoria de conjuntos, a base da matemética.

Para demonstrar o teorema de Liouville precisamos apenas do Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 2.5.2 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja f () = apz™ + - -+ + a1x + ap um polinémio com

coeficientes complexos e ndo contante. Entdo, f(x) possui exatamente n raizes complexas. Em outras palavras,

25



podemos escrever

flx) = ale —y1)(x —y2) -~ (& — yn)
onde a € C é uma constante e y; é uma raiz complexa de f paratodoi € {1,...,n}.

Demonstragado.

A demonstrag¢do do T.F.A. pode ser encontrada no livro [10] ]

Demonstraciao do Teorema de Liouville de 1851.

Sejam f o polindmio irredutivel tal que f(a) = 0 e n = deg(f) > 2. Olhando para f no corpo dos

nimeros complexos, pelo TFA podemos escrever

f(@) =b(z —a)(@—y1)- (= yn-1)-

Em particular, aplicando = = g obtemos que

()=o) o) - -2

onde y1, . . ., Yn—1 sdo as outras raizes de f em C e b € C é uma constante. Dai, para a = (—1)"b obtemos que
P
<a_p) _ 7(3) _ 1 F(p,q)
)l D) () T a(n ) (o ?)
Agora note que a <y1 — g) s (yn—l — %) depende apenas de %' Logo, supondo que % € proximo de

a de modo que ’a - g‘ < 1,existe 0 < M € R tal que % < M para todo g racional proximo de «. Para

N =maz{ly;| : i =1,...,n — 1}, obtemos que

(=) (D) (o G) - (ot ]

<l|a|(N+M)---(N+M)=|a| - (N +M)"L.

Lembrando que F'(p, q) é um inteiro, ou seja,

F(p,q)] > 1etomando 0 < A = |a| - (N + M)" 1 € R

obtemos que

26



Inspirado pelo teorema de Liouville dizemos que um ntimero real o € de Liouville se dado 0 < n € N

existe um racional ndo nulo %’ com g > 1 tal que

0<

pl 1
o — — .
ql " q"

Vamos estudar melhor estes niimeros no capitulo seguinte. Todos os nimeros de Liouville sdo irracionais
e transcendentes mas nem todo transcendente € um ntiimero de Liouville como veremos adiante. Agora que
sabemos o que é¢ um nimero de Liouville vamos dar nomes aos bois! Denotemos o conjunto dos nimeros com-
plexos algébricos por A, o conjunto dos nimeros transcendentes por T e o conjunto dos niimeros de Liouville
por L.

Embora o trabalho de Liouville seja incrivel e importante para a matemadtica, € possivel que mesmo assim
Liouville ndo tenha se orgulhado do que fez, afinal de contas ele ndo explorou os nimeros que encontrou.
Depois de publicar seu trabalho em 1851 Liouville nunca mais publica nenhum trabalho na 4rea de teoria dos

ndmeros transcendentes.
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Capitulo 3

Numeros de Liouville

3.1 Generalizacoes do Teorema de Liouville

No capitulo anterior demonstramos o teorema de Liouville de 1851. Com o tempo, diversos matematicos
contribuiram com o teorema melhorando ainda mais a cota de Liouville. Antes de continuar trabalhando os
nimeros de Liouville vamos demonstrar uma versdo aprimorada do teorema de Liouville de modo que seja

possivel encontrar esta cota.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Liouville). Seja o uma raiz irracional de um polinémio irredutivel p(x) € 7Z|x]

de graun > 2. Entdo, existe uma constante positiva c¢(«) tal que

para todo racional . Uma escolha conveniente para esta constante é

1

cla) = 1+maz{|p@)]: |t —a| <1}

Demonstragado.

Primeiramente observe que se }a — %‘ > 1, entdo pela escolha de ¢(«) o teorema estd provado. Suponha
agora que ‘a - %’ < 1. Como p(z) € irredutivel em Z[z] e deg(p) > 2, temos pelo lema 2.2.3 que p(%) # 0
para todo racional 7.

Como todo polindmio € uma fungdo continua, pelo teorema do valor médio, existe ¢ entre « e 3 de modo

que

pl@)=p ()| =0l o]

28



Mas por hipétese p(a) = 0 e portanto

a’:)p((;)‘_bnp<2)‘> 1 |

ol = el T o] S e o] e (p o+ 1)’

’a_

€ como )a—%’ <1, |a—t| <1.Dai,

1 c(a)

a
2 > .
b’ b (max{|p/(t)] : |t —a <1} 4+1) b

‘O{_

O]

Esta versao do teorema de Liouville € mais simples de entender e demonstrar que as demais e realmente
fornece uma cota inferior (para o erro de aproximacgao dos nimeros algébricos por racionais) que conseguimos
calcular. No entanto, em 1955, K. Roth exibiu a melhor estimativa possivel para a cota inferior: se o é um

algébrico irracional, entdo dado € > 0, existe ¢ = ¢(a, €) > 0, tal que

o —

p ‘ c
q q2+e )

para todo P € Q. Uma demonstracéo desse resultado pode ser encontrada em [9].
q

Exemplo 3.1.1. Vamos determinar c(a) para o = /3.
Note que o é algébrico e que p(x) = % — 3 é o polinémio irredutivel que anula o.. Para calcular a
constante c(c) precisamos determinar o mdximo de p'(x) = 2x no intervalo [\/3 — 1,+/3 + 1], que nesse caso

é simples pois p'(x) = 2x é uma fungdo estritamente crescente. Logo,

1 1 2V/3

o(V3) = 1+7(3+1) 2/3+3 3

— 1.

3.2 Numeros de Liouville: Caracteristicas e Exemplos

O nosso objetivo neste capitulo serd demonstrar as diversas propriedades que os nimeros de Liouville
possuem e também construir muitos exemplos de tais nimeros. Vamos comecar trabalhando a defini¢ao de
nimero de Liouville e encontrar uma outra caracterizacdo. Depois vamos demonstrar que todos 0s nimeros
de Liouville sdo irracionais e também transcendentes. E entdo, no final do capitulo, vamos demonstrar trés

propriedades belissimas destes nimeros.

Definicao 3.2.1 (Nuimeros de Liouville). Dado um niimero real o, dizemos que o é um niimero de Liouville se
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para todo 0 < n € N existe um racional % com q > 1 tal que

0<

p‘ 1
a—f .
q qr

E finalmente vamos ao nosso primeiro exemplo (formal) de ndmero de Liouville.

[e.e]

Exemplo 3.2.1. Demonstremos que a constante de Liouville | = > | 10~™ é um niimero de Liouville.

De fato, dado 0 < m € N, defina p = 10™" Sy 107 e g = 10™ > 1 e observe que p, q € Z. Assim,

o m o
'z — p' = Z 107 — Z 107 = Z 107",
q n=1 n=1

n=m+1

Completando a série com os expoentes de 10 que faltam obtemos que

oo o (o) 1
’z — p’ = > WwM< > 10 =10y 107 =107
n=0

q n=m+1 n=(m+1)!

10—(m+1)! . E < 10—(m+1)~m!+1 — (lo—m!>(m+1)—$ < (10—m')m — i

9 qm’
Portanto | é um niimero de Liouville.

De modo andlogo ao feito no exemplo anterior podemos demonstrar que dado um inteiro b > 2, o nimero
a=>"° a,b~™ éde Liouville para toda escolha de a,, € {1,2,...,b— 1}.

O nosso préximo passo € encontrar uma outra caracterizacdo dos nimeros de Liouville que ird facilitar
diversas demonstracdes ao longo do capitulo. Note que na definicdo dos nimeros de Liouville existe um
racional % paracada0 < n € Nescolhido. O que aconteceria se juntassemos todos estes racionais ? Obteriamos

a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 3.2.1 (Caracterizacdo N° de Liouville). Seja o € R. Entdo, o é um niimero de Liouville se, e

somente se, existir uma sequéncia de racionais (%) com q; > 1 tais que
i)
7>0

.

1
< —, VjeN\{0}.
| < VieN\(0}

J

0<

Demonstragado.

Suponha que a € nimero de Liouville. Por defini¢do, para cada 0 < n € N existe Z’—Z € Q* comg, > 1
tal que ‘a — % < qin. Juntando todos os racionais obtidos variando n construimos uma sequéncia (%)
" 7>0

n J
satisfazendo as condi¢des do enunciado.

Inversamente, suponha que o € R é tal que existe uma sequéncia | 22 comg; >1lel|la—2% L.
J J
7>0 q]'

q;j aj <
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Nesse caso, para cada 0 < n € N existe p = p, e ¢ = g, > 1 tais que

Portanto v € um nimero de Liouville. O

No primeiro capitulo, ao explicar as ideias de Liouville, falamos sobre o quido bem nidmeros algébricos
podem ser aproximados por racionais. Para formalizar melhor nossa conversa sobre essas aproximacdes por

racionais vamos a definicao:

Definicao 3.2.2. Um niimero real  é aproximdvel na ordem n por racionais se existirem uma contante C' > 0

e uma sequéncia (%) de racionais distintos com q; > 1 e mdc(pj,q;) = 1 tais que
i)
J

0 Pi
4aj

n
J

C
<q7, VjeN

E dizemos que o é bem aproximado por racionais se é aproximdvel na ordem n por racionais para algum

natural n.

Esta definicdo em conjunto com o Teorema de Liouville nos diz que os nimeros algébricos ndao podem ser
bem aproximados por ndimeros racionais e, com a préoxima proposi¢do, poderemos concluir que os nimeros de
Liouville sdo bem aproximados por racionais e, além disso, sdo aproximaveis na ordem n paratodo 0 < n € N.

O poder da caracterizacdo que demonstramos acima € a propriedade extra que a mesma possui, propriedade

essa que usaremos em muitas demonstragdes de outros teoremas.

Proposicio 3.2.2. Dado um niimero de Liouville o, a sequéncia dos denominadores (q;);>o construida na

proposicdo anterior € ilimitada.

Demonstracado.
Suponha, por absurdo, que existe uma constante 0 < M € R tal que g; < M para todo 0 < j € N. Como

< 1, pela desigualdade da diferenca obtemos que

4

Ip;] = lgjal < |gjo—pj| = q; < qj

o Pi
4aj

donde |p;| < ¢; + ||g; = ¢j(1 + |a]) < M(1 + |e|). Desse modo, hd no maximo M (1 + |a|) — 1 escolhas
para p; e no maximo M — 1 escolhas para ¢;. Como a sequéncia € infinita, existe um 0 < ¢ € N tal que % se

repete infinitas vezes na sequéncia (‘%)
J
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Por outro lado, ¢; > 1 o que significa que a sequéncia (qin) converge para 0, ou seja, vai existir um
i/ n>0

0 < m € N grande o suficiente de modo que p,, = p;, ¢ = q; €

1 1 1
0<m<‘a—pm <om T gm
q; qm dm q;
Absurdo! Portanto, a sequéncia (g;) >0 € ilimitada. O

Observe que da tltima proposi¢do temos duas informagdes sobre os nimeros de Liouville:

» Como a sequéncia (g;j);j>0 € ilimitada, pela caracterizagdo dos nimeros de Liouville obtemos que a
sequéncia (p—]) converge para o.
4/ j>0

» Se o é um nimero de Liouville, entdo o é bem aproximével na ordem 7 por racionais para todo n natural

ndo nulo. De fato, dado 0 < n € N, considere a subsequéncia (p—J) de (p—J> . Note que esta
97 j>n 937 j>0

subsequéncia satisfaz a definicdo de boa aproximacdo ja que

bj
qj

Vn<jeN, |a—

J4 estamos caminhando para as propriedades mais interessantes dos nimeros de Liouville, no entanto, antes
de comegarmos as propriedades vamos aumentar nossos exemplos de nimeros de Liouville com dois teoremas
bem uteis. Mostremos que basta conhecer um nimero de Liouville para conhecer uma quantidade enumeravel

de nimeros de Liouville.

Teorema 3.2.1. O produto e soma de um niimero de Liouville com um racional ndo nulo sdo niimeros de

Liouville.

Demonstragado.

Primeiro vamos demonstrar para o produto. Para provar que a- ; € um nimero de Liouville vamos combinar

a definicdo de nimero de Liouville e a caracterizagdo. Por hipdtese existe (2—7) com g; > 1 tal que
i/ §>0

‘a - % < L e (gj)j>0 é ilimitada. Assim, dado 0 < n € N existe um natural m > n tal que g, > ab™ 1.
j q

J
Definindo p = p,, - a € ¢ = ¢, - b temos que

Pm

a
—=| = a——| < —- = < = < =
gm| b o@r brgm o brgn gl T (bgm)™ g

[o

1 a™ ! Im 1 1 1
b qr "

s}

SHkS

’ a

Portanto, o - % é um ndmero de Liouville.

Agora provemos que dado m € Z, o + m € L. Por hipétese, dado 0 < n € N existe g €Q*comgqg>1
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tal que ‘a - %‘. Entio,

(p+ mq) 1
a+m)— LT o
( ) . o

o (o)

onde mdc(p + mgq, q) = 1 pois mdc(p, q) = 1. Logo, o + m € L.

Pelo que ja demonstramos, dado 7 € Q* temos que ba + a € L e consequentemente (ba + a) - % =a+j
€ um numero de Liouville. O
Com esta proposi¢@o sabemos, por exemplo, que % 3l,1+2e ll_o—% sdo nimeros de Liouville. Além disso,

12, l% e, de modo geral, [" para qualquer n inteiro ndo nulo € um nimero de Liouville! Mas para demonstrar
tal teorema vamos antes demonstrar o Critério da Simplicidade para verificar quando um ndmero real é de

Liouville.

Proposicio 3.2.3. Seja o € R\Q. Se existe uma constante real C > 0 e uma sequéncia <§—;> - comq; > 1
J>

e (qj); satisfazendo

. C .
0< a—&<—j,Vj€Z+,
4q; 4q;

entdo o é um niumero de Liouville.

Demonstracado.

Provemos que « satisfaz a definicdo de nimero de Liouville. Seja 0 < n € N. Observe que, como ainda
nao concluimos que « é de Liouville, ndo podemos dizer que a sequéncia (g;) do enunciado ¢ ilimitada pela
proposicdo 3.2.2. No entanto, (g;); ¢ ilimitada e a demonstragdo dessa afirmagdo é andloga a da proposigdo
3.2.2. Seja (gm,); a subsequéncia ndo-decrescente de (g;);. Assim, existe & € N tal que C' < g, < Gy,

Definindo p = py,, .., € ¢ = Gm,,,, Obtemos

P C
o= ‘ < T
q ME4n

Como (gm,); € uma subsequéncia de (g;);, entdo my, > k + n para todo indice. Logo,

P C qg 1 1
Ia B q' < qk+n < qk-‘rn - qk+n—1 < qi’rz
pois k > 1.
Portanto, o € um ndmero de Liouville. O

Coroléario 3.2.1 (Critério da Simplicidade). Seja v € R\Q. Se existe C > 0 e, para todo 0 < n € N, existe
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L€ Q" com q > 1demodo que

entdo o é um numero de Liouville.

Demonstragado.
Procedemos de modo andlogo a demonstracao da caracterizacdo dos nimeros de Liouville construindo uma
pj

sequéncia (;) satisfazendo as condi¢des da proposi¢do anterior. O
i)
7>0

E com o Critério da Simplicidade podemos demonstrar de maneira simples que toda poténcia inteira de um

nimero de Liouville € de Liouville.
Teorema 3.2.2. Toda poténcia inteira ndo nula de um niimero de Liouville é também um niimero de Liouville.

Demonstracado.

Seja a € L. Primeiramente vamos provar que para todo n € Z, o nimero a” € de Liouville. Depois
demonstraremos que o~ € L concluindo a demonstragio.

Por hipétese, para cada 0 < m € N existe % € Q* com ¢ > 1 de modo que ‘a — %‘ < qm%. Em particular
% € (o — 1, + 1), logo existe uma constante real M > 0 de modo que (o — 1, + 1) C [—M, M]. Como n

é fixo, C =n - M™ 1 > (0 é uma constante. Assim,

(2]

< qm.n X (Mn—1+Mn—2 M++Mn—1)
1 C
— n- Mnfl -
@ )= @

Basta mostrar agora que o~ também é niimero de Liouville. Com este intuito observe que, como g € Q7

|pa| > || para todo 0 # p € Z. Logo, \Tlal <

1

o] = K > 0 para todo racional ndo nulo %

Como « € de Liouville, dado 0 < n € N, existe 7 € Q" tal que ‘oz — %] < bn% Daf segue que

1 b a—ab b ‘ a‘ < b < K
_——— == — |0 — — _— _—
a a ba lac] bl " |aal-ontl T pn
Portanto, pelo corolério 3.2.1, a1 é um ndmero de Liouville. O

E agora para terminar esta primeira parte e entrarmos nas propriedades mais legais dos nimeros de Liou-

ville, vamos demonstrar uma propriedade simples mas intrigante.

Proposicao 3.2.4. Se 6 é um irracional que ndo é niimero de Liouville, entdo existe um outro irracional 5 de

modo que oo = % € um niimero de Liouville.
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Demonstragado.

Seja a € L qualquer. Defina 8 = g. Provemos que (8 ¢ irracional. Com efeito, suponha que 3 € Q,

nesse caso 6 = « - 5 € um nimero de Liouville, o que € um absurdo. Logo « € irracional. Ou seja, existe um

irracional 3 tal que o = % ¢ um ndmero de Liouville. O

3.3 As Fantasticas Propriedades dos Numeros de Liouville

E finalmente vamos as propriedades! Primeiro vamos demonstrar que todos os nimeros de Liouville sdo
irracionais, transcendentes e também sio densos na reta. Essas propriedades seguem facilmente dos resultados

que j4 demonstramos.

Teorema 3.3.1. Todo niimero de Liouville é irracional.

Demonstragado.
Seja o € L. Entéo existe (%) - comg; >1le ‘a - Z—j < i para todo j € Z4. Suponha, por absurdo,
J> : J
que o = % # 0. Nesse caso,
1,>‘p_pj :’qu_qu’Z 1
q 14 g q4; lqlq

com g #* % para todo j € Z. Segue da desigualdade anterior que % > ﬁ e portanto ¢; < |g/, ou seja
J q‘j

(gj); ¢ limitada. Absurdo!

Portanto, «v ndo € racional. OJ
Teorema 3.3.2. Todo niimero de Liouville é transcendente.

Demonstragado.
Seja o € L. Suponha que « é algébrico e seja f(z) € Z[z] o polindmio irredutivel qua anula «. Como

« € irracional, temos que n = deg(f) > 2. Nesse caso, pelo teorema de Liouville e pela caracterizagdo dos

Pj

nimeros de Liouville, existe uma sequéncia de racionais (
J

) com ¢; > 1 e uma constante c(«) tais que
3>0

(@) pi| 1

- <‘a— < —, VjEL;.
4; aj qj
i ]
J g 4 ; . _1 ; N é Timi
Logo, 7 =¢q < T@)' Como n € fixo, para j > n + 1 temos que g; < o(a)> OU S€ja, (gj); € limitada.
Absurdo!
Portanto, « é transcendente. O

Teorema 3.3.3. O conjunto 1L dos niimeros de Liouville é denso em R.
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Demonstragado.

Dado a € L, j4 temos que o + %’ ¢ numero de Liouville para todo racional IEJ' Como os niimeros racionais
sdo densos na reta, segue que L também ¢é denso na reta. De fato, dado um intervalo real (a,b) temos que
(a — a,b — o)) também é um intervalo. Como os racionais séo densos, existe um racional g talque a — a <
§<b—a,entﬁoa< §+a<b.

Portanto L é denso em R. O

Com os teoremas anteriores ja sabemos que o conjunto dos niimeros de Liouville €, no minimo, enumeravel.
Mas ainda ndo respondemos a algumas perguntas: Quantos nimeros de Liouville existem ? J4 sabemos que
estdo bem distribuidos na reta, afinal I ¢ denso, mas qual a medida do conjunto dos nimeros de Liouville? Isto
€, sdo uma parte consideravel dos nimeros reais ? Pensando na reta real geometricamente, qual o espago que

eles ocupam? Agora vamos caminhar para responder a essas perguntas.

Lema 3.3.1. Sejam a = anl and ™ e B = anl b, d~™ dois niimeros de Liouville com d > 2 e by, a, €
{1,2,---,d —1}. Se existe j € N\{0} tal que a; # bj, entdo o # 5.

Demonstragado.

Seja j € N o menor inteiro positivo tal que a; # b;. Observe que para todo 1 < i € N temos que
—d+1<a;—b; <d-1.
Sem perda de generalidade, suponha que a; > b;. Entdo, como a;,b; € {1,2,--- ,d — 1}, temos

a—B=(a;—b)d 7 +> (a;—b)d " >d 7' +> (a; — bi)d "

1>] 1>7
>d 7 =Y (d-2)-d">dT —(d-2)-> d
i>j i>j!
: : 1 1 , , 1
—d 9 —(d—92).-4a771. (1 — —d 9 —(d—9).479"1
d (d—2)-d <+d+d2—i— ) d (d—2)-d (1_(11>
A d : L d=2 :
—d N (d=-2). —— gt gt 22 g
d (d—2) 71 d d 771 d
1 o
=——-d 7 >0.
T >0
Portanto, o #£ 3. O

Com o auxilio deste lema conseguiremos demonstrar que o conjunto dos nimeros de Liouville é ndo enu-

meravel. Vamos demonstrar este resultado com a técnica da diagonal de cantor.
Teorema 3.3.4. LL é ndo enumerdvel.
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Demonstragado.

Provaremos que o subconjunto

Ly = anm—”! bpe{l,...,9} y C L.
n>1

€ ndo enumeravel. Lembre que ja sabemos que os nimeros de Lo sdo nimeros de Liouville.

Suponha que o conjunto Lj seja enumerdvel, nesse caso, podemos listar os elementos de Ly da seguinte
maneira: || = Zn21 ainl0™™, Iy = Zn21 am10™™, ..., Ly = Zn21 Amnl0~™ ... paratodo m € N.

E cada sequéncia (a;, )n, @ € Z, possui pelo menos um elemento distinto das outras. Agora constuimos o
elemento [ = anl t,10~™ onde para cada 1 < ¢ € Ntemos t; # a;; onde a;; € um elemento de I;. Pelo lema
anterior, temos que [ # [; para todo 0 < ¢ € N, ou seja, [ ndo estd na lista, o que é um absurdo.

Portanto L é ndo enumeravel. O

Note que entdo j4 conhecemos uma quantidade ndo enumeravel de nimeros de Liouville. No entanto, agora

vamos demonstrar o exemplo mais geral deste trabalho.

Exemplo 3.3.1. Seja (sm,)m>0 uma sequéncia crescente de niimeros naturais ndo nulos tais que o complemen-

tar (Z\{Sm }m>0) € infinito. Sejam

tais que, para cada 0 < n € N e para todo k € N comn! < k < (n + 1)!, temos as relacées:
n e {sm}m>0:>ak € {1, ...,d—l}ebkzo,

né& {smtmso = ar=0eb, {1, ...,d—1}.
Entdo, o e 8 sdo niimeros de Liouville.

Demonstracado.
Vamos provar que o € L e a demonstragdo que 3 € L € andloga. Pela defini¢do da sequéncia (s, )m>0,

dado 0 < n € N, existe um natural N > n tal que NV é um elemento de (S;,)m>0 € N + 1 ndo é. Assim, defina

dINF)I-1 d-(N+DH L

q= ep=qlayd 4+ + A(N41)1—1
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o0

donde
oo (N+1)!-1
o — p’ = Z and " — Z apd " = Z and™".
n=1 n=1 n=(N+1)!

q

Como N + 1 ¢ {sy}m>0, ar = 0 paratodo (N + 1)! < k < (N + 2)! e dai
p’ Sooad < Y (@d-1)d"

n=(N+2)!
1
—(d—1)-
)=

n=(N+2)!

1

1) (N+2)! LI
(d—1)d <1+d+d2+

— d*(N+2)!+1 < dfn(N+1)!+1 < dfn(N+1)!+n — dfn((N+1)!71)

—n

=4q
Portanto, o € niimero de Liouville. De modo analogo demonstramos que /3 também é um ntiimero de Liouville.
O

E perceba que este exemplo também nos fornece uma quantidade ndo enumerdvel de nimeros de Liouville.

Para demonstrarmos esta afirmagio, lembre que P(N) é um conjunto ndo enumerdvel e observe que o conjunto

Sy ={A € P(N) : Aéfinito} é enumerével. De fato,
Sp={AeP(N): #A=1}U{Aec P(N): #A=2}U---U{Ac P(N): #A=n}U---

€ uma unido enumeravel de conjuntos enumeraveis e portanto enumeravel.

Além disso, temos uma bijec@o entre os conjuntos
N\({Sm}m>0) € finito} «— Cy = {A € P(N) : A¢é finito}

St = {(Sm)m>o crescente

associando os subconjuntos finitos dos naturais com o complementar do conjunto de pontos das sequéncias de

Sy.

Como o conjunto de todas as sequéncias de nimeros naturais é ndo enumerdvel, associando os complemen-
tares aos subconjuntos de N, obtemos que o conjunto S, = {(Sm)m>0 crescente : N\ ({Sp, }m>0) € infinito}

¢ nio enumerdvel.
Este exemplo serd extremamente ttil em um teorema que demonstraremos adiante. No entanto, antes

deste teorema, vamos demonstrar que o conjunto dos nimeros de Liouville quase ndo ocupam nenhum espago

(geométrico) na reta real. Isto é:
Teorema 3.3.5. O conjunto dos niimeros de Liouville 1L tem medida nula em R.
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Mas antes precisamos formalizar o que significa um conjunto possuir medida nula, e também h4 uma

propriedade de medida que precisaremos utilizar.

Definicio 3.3.1. Dado um intervalo real I = (a,b) C R, definimos o comprimento de I por [(I) = b— a. Seja
A C R. Dizemos que A possui medida nula se dado € > 0, existe uma quantidade enumerdvel de intervalos

abertos I, Iy, ..., In, ..., que cobrem A, isto é, A C |J,>, I, tais que Y > l(I,) < e.

Ou seja, a definicdo de medida nula € intuitiva no sentido que, olhando para o limite, o comprimento

geométrico dos conjuntos de medida nula € 0.

Proposicio 3.3.1. Se {A;};cn € uma familia enumerdvel de subconjuntos de R e cada A; tem medida nula,
entdo U A; possui medida nula em R. Em outras palavras, unido enumerdvel de conjuntos de medida nula
jeN
ainda possui medida nula.
Demonstragado.
Esta proposicdo segue diretamente do fato que unido enumerdvel de enumeraveis é enumeravel. Dado
e > 0, por hipétese, como cada A; tem medida nula, existem intervalos I;1, Ijo, ..., tais que A; C Uy~ Lk

€ . . . . . .
ey g (k) < pYESE Entdo, existe uma quantidade enumerdvel de intervalos I, com j € Ne k € Z tais

que
_ 2 _
Oae U (U)X (Sm0) <Xy - hy -
=0 j=0 \k=1 = k=1 =0 2
Portanto » 2%, A; tem medida nula. O

Demonstragdo que 1. tem medida nula.
Primeiramente, observe que se o € L € tal que || > 1, entdo |a — |a]| < 1 é um nimero de Liouville.

Além disso, como R = U [n, n + 1], basta provar que L. N [0, 1] é um conjunto de medida nula, pois a unido

neL
anterior é enumeravel e pela proposicdo anterior IL terd medida nula.

Para enaltecer a ideia da demonstrag@o, vamos fazer dois dos passos técnicos destacados e, assim, sem olhar
para a demonstragdo destes passos a ideia geral serd melhor compreendida.
Afirmacao 01: Dado e > 0, existe um niimero natural positivo n tal que Z;iz 4.¢7"H <e

Com efeito, note que para cada k > 3 natural temos que

= 4 - 1 4 X1
O<ak:zqk—1— Z =3 qzzzk—szg
q=2 q=2
oo

=1 4 1
= 222 =553 Zqﬁ—l

q= q=1
4 2
_ (e
s <6 )



pois > 7, # = %2. Pela desigualdade obtemos que klim ar = 0. Ou seja, existe 0 < n € N tal que
—00

oo

0<anzz 4 <e€

n—1

q=2

Como 0 < n € N, para o € L. N [0, 1] existe um racional ndo nulo g com g > 1 tal que

Nessas condi¢des temos:

Afirmacao 02: Ha no maximo ¢ possibilidades para p, em particular, 0 < p < ¢ + 1.

Pela desigualdade obtida da defini¢do de nimero de Liouville obtemos que

1 1 1
a-ll<= = Z<ca-2<=
q q" 2 q 2
1 p -1

= -fa>=->—+a«a

q q q

1 1 1
¢¢0<8<7+a§7+1:2i—
qa q q q

—0<p<qg+1.

Logo, hd no mdximo ¢ possibilidades para p e além disso 0 < p < g + 1.

Desse modo p € Cy := {1,...,¢} e portanto

p 1 p 1>
S ———, =4+ —.
U(Q q m

m’
peC, q q

E como ¢ > 2 pela defini¢do de nimero de Liouville, temos que

a 1 a 1
LNI[0,1]c A= - — + =
[0,1] q:LJQ U<b b’ b b”) ’

onde o comprimento de A é




Pela afirmacdo 01 segue que

oy <<y 2yt

q=2 q=2
Portanto, L tem medida nula em R.
[ |

Vamos ainda demonstrar uma outra proposi¢ao sobre medida para compreender melhor a propriedade mais

surpreendente dos niimeros de Liouville.
Proposicao 3.3.2. Todo subconjunto A C R enumerdvel possui medida nula.

Demonstracado.
Como A é enumeravel, existe uma bijecdo n : A — N. Para cada a € A, defina o intervalo I,

( € 1 € 1 ) .
a— — - que pOSSlll comprlmen (0]
3 on(a) ¢ 3 “on(a)-1

€ 1 1 € 1
l<fa>=3(2n<a>—1‘zn<a>> 3 @

Desse modo, como f é uma bijecéo, temos que Q C U 1, e vale
a€A

€= 1
Zl 23 27’1(])(1 5227 e < €.
acA acA 7=0

Portanto, A tem medida nula.

Da proposigdo obtemos que os racionais Q é um conjunto de medida nula.

3.3.1 A Mais Bela das Propriedades

E agora vamos demonstrar a propriedade mais incrivel dos nimeros de Liouville. Observe que, como
os racionais Q e os nimeros de Liouville I possuem medida nula na reta, quase todos os nimeros reais sdo
transcendentes e nao sdo ndmeros de Liouville. Entdo, ndo é surpreendente dizer que todo nimero real pode
ser escrito como soma de dois transcendentes. Agora, como soma de dois nimeros de Liouville, isso sim é
surpreendente afinal isto significa que com uma quantidade muito pequena de nlimeros conseguimos escrever

todos os nimeros reais apenas somando eles dois a dois.
Teorema 3.3.6 (Erdos - 1962). Todo niimero real pode ser escrito como soma de dois niimeros de Liouville.
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Demonstragado.

Note que, se t € Q, entdo para qualquer o € IL temos que 8 =t — o € L donde ¢t = a + 3. Portanto
basta fazer o caso em que ¢ € irracional, e ainda mais, apenas para os irracionais ¢ € (0, 1) pois se ¢t > 1, entdo
t = [t] + {t} onde |t] é um inteiro e {¢} € a parte fraciondria de ¢ e portanto {t} < 1.

Assim, como t € irracional e menor que 1, ao escrever ¢ na base 2, obtemos uma escrita da forma ¢ =

> n>1tn27" onde t,, € {0, 1} e infinitos termos ¢, # 0. Defina

o0 o
o= Zan2_” ef= anQ_”
n=1 n=1

de modo que, para cada 0 < n € N e paratodon! < k < (n + 1)!, temos

ar = tg, by = 0 se n é impar,

ar =0, by =ty senépar.

Observe que a sequéncia dos nimeros impares satisfaz a hipétese do exemplo 3.3.1, e « e 3 coincidem com os

ndmeros de Liouville construidos no exemplo. Portanto, a e 5 sdo nimeros de Liouville tais que

o0 o
at+B= (an+b,)27" =) t,27" =t.
n=1 n=1

O]

Em particular, pelo exemplo 3.3.1, se ¢ € irracional, entdio existe uma quantidade ndo enumeravel de pares
(o, B) € L2 tais que t = o + . E se t é racional, pela demonstracio do teorema, também h4 uma quantidade

nio enumerdvel pois L é ndo enumerdvel.
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Capitulo 4

Nossos parceiros de longa data: ee

Este capitulo vai ser destinado aqueles nlimeros que estdo presentes na nossa caminhada de matematica
praticamente desde o inicio, os nossos parceiros de longa data e e 7.

Ja conhecemos bem os nimeros de Liouville ao ponto de saber que quase todos os niimeros transcendentes
ndo sdo de Liouville. Contudo, ainda ndo conhecemos outros nimeros transcendentes que ndo sejam os nu-
meros de Liouville. Mas isto estd para mudar! Vamos demonstrar que e e 7 sdo irracionais, transcendentes e

observar - ndo faremos os detalhes destas demonstragdes - que e e 7 ndo sdo nimeros de Liouville.

4.1 O Método de Hermite: ¢ e 7 sao irracionais

O método de Hermite é uma ferramenta para provar irracionalidade. Com o método de Hermite demons-
traremos que e com 0 # r € QQ e 7 sdo nimeros irracionais. Depois, ainda seguindo os passos de Hermite,

demonstraremos que e é transcendente.

Definicao 4.1.1. Seja f : Q@ — C wuma funcdo analitica onde 2 C C é aberto, conexo e 0 € ). Nesse
caso dizemos que f(z) é bem aproximada pela funcdo racional % se B(z) - f(z) — A(z) tem um zero de

multiplicidade 2n + 1 na origem, onde A e B sdo polindmios de grau n.

O método de Hermite consiste em obter uma boa aproximag@o para a funcdo inteira e* com z € C e, com
esta boa aproximac@o de ordem n € N, conseguiremos demonstrar por absurdo que ¢” com 0 # r € Q é
irracional. A parte interessante ¢ que usaremos a mesma boa aproximacdo de e* para provar que 7 € irracional.

Antes de construir a boa aproximagdo de e*, observe que se f(z) = > 2, a,z" é uma expansio de Taylor

centrada na origem, conseguimos construir uma outra fungdo g a partir de f de modo que, dado m € N, a
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m-ésima expansao de Taylor de g seja 0. De fato:

f(2) =ap+ a1z + a4+ - mf(z) = apm + aymz + agmz® + - -
=

f'(2) = a1 + 2asz + 3azz® + --- 2f'(2) = a1z + 2a22% + 3a323 + dagzt + - -

Definindo g(z) = 2f'(z) — mf(z) = > reo(k — m)ag2* temos que o m-ésimo coeficiente de g € zero.
Como ¢ divertido zerar coeficientes, vamos zerar mais alguns! Dados nimeros naturais ng € n; vamos construir
g utilizando f e suas derivadas de modo que g(z) = > 7~ brz* € bpgi1 = bugio = -+ = bpgin, = 0. Mas
para isto, vamos utilizar a derivada de um polindmio como um operador linear!

Seja V' = Cl[z] o espago vetorial dos polindmios com coeficientes reais. Seja
D: V=Clz] — V
f(x) — D(f(x)) = f'(z)

o operador derivada. Como D(f(x)+c-g(z)) = f'(z)+¢-¢'(z) = D(f(z)) +¢- D(g(zx)), D é um operador
linear. Daqui em diante utilizaremos a notagio multiplicativa, isto ¢ D?f = f”(z). A derivada é importante

nesta construcdo pois com ela podemos definir o operador linear que precisamos:
0: V=Clz] — V
f(@) — 6(f(x)) = 2- D(f(2)) = 2f'(x)

onde 0(f(z) +c-g(x)) = 2(f'(z) +c- ¢ (z)) = zf'(x) + ¢ z¢'(x) = 6(f(x)) + ¢ - d(g(z)). Portanto, 0 é

um operador linear e possui as seguintes propriedades:
» (P1):6(z%) =k-2* Vk >0.
> (P2):6m(2F) = k™. 2F Yk, m € Z,
» (P3):SeT(z) =anz"+ -+ aiz + ap € C[z], entdo T'(§) é um operador linear definido por

T@0): V=Clz] — V
f(2) —— TO)(f (@) = an(6"f(2) + -+ a1df (=) + aof(2)

Logo, T(8) f(z) = anz™f™ (2)+- - -4a12f'(2)+ao f(z). Assim, T'(4) satisfaz a propriedade T'(5)z* =
T(k)z".

Assim, dados dois polindmios T'(z), f(z) € Clz], se f(2) = Y wo,arz® é a expansido de Taylor de f,

entao,

T(6)f(2) =Y axT(k)2F = bpz”.
k=0 k=0
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Logo, se tomarmos T'(z) = (z—no—1)(z—ng—2) - -- (z—np—nq), a fungdo T'(9) f (z) possui os coeficientes
bn0+1 == bno-‘rnl =0.

Finalmente, para o nosso propésito, tome ng = n; = ne f(z) = e*. Assim,

- k(! )zk—i— > 4.1

k=2n+1
onde T,(z) = (z —n —1)--- (2 — 2n). Logo, completando o fatorial obtemos que, se k < n, entdo T, (k) =
(—1)"((27?:k]€))!! ecaso k > 2n + 1, temos que T),(k) = %

Podemos agora definir os polindmios que irdo aproximar e”. Para cada n € N, definimos

L (20— k)! (k—n—1)
Az = 2D g e B = X e
k=0 k=2n+1

E da equagdo (4.1) obtemos a igualdade

T.(0)e* = An(2) + Rp(2)

onde A, (z) € Z[z] e R,(z) é uma soma formal. Como §(e*) = ze?, temos que T,,(0)e* = T),(z)e*. Assim,
defina B,,(z) = T,,(2) € Z|z]. Dai,

B, (2)e* — An(z) = Ru(2) 4.2)

_ > (k—n-—-1)! (k—n—1)! k=1 o s :
Como Rn(Z) = k:;—i-l mz , D(Rn( )) Zk‘ 2n+1 mkz e indutiva-
mente obtemos que D*" TR, ( Z i 2::1k+ k‘) ¥ Logo, R,(z) tem um zero de multiplicidade

(2)

2n + 1 na origem e portanto e* € bem aprox1mad0 pela fungdo racional g:(z) .

Finalmente terminamos a constru¢@o da aproximagao polinomial de e, no entanto, o que esta aproximagao

tem de especial?

Lema 4.1.1. Dado z € C, temos que

‘Z|2n+1 12|
R < .
’ n(z)’ — (n+1)|e
Em particular, |R,(z)| tende a zero quando n tende ao infinito (e além!).
Demonstragado.
Lembre que Ry, (z) = 352 bon= Dk g dok =1+2n+1
embre que R,,(2) = D 25,11 mz screvendo k£ = [+ 2n+ 1 reorganizamos a expressao

de R,,(z) da seguinte maneira:



Ecomol > 0en > 0, temos que

[+2n+1)!
((l+nn)'):(l+2”+1)(l+2”)'“(l+”+1)>(2n+1)---(n+1)>(n+1)!
donde
2n+1 \z‘l ]2’27”1
R L2+ Je [ R
= Z n+1'l' S )IE T

4.1.1 e é Irracional
Teorema 4.1.1. Para todo racional r € Q¥, e” ¢ irracional.

Demonstragado.
Sejar = ¢ € Q com a > 0. Suponha, por absurdo, que e* = % ¢ racional. Pela constru¢do do método de

Hermite, aplicando 2 = a > 0 na equacdo (4.2), obtemos que
0 < By(a) - g — An(a) = Ru(a) &= 0 < Bu(a) - p — An(a) - ¢ = Ru(a) - q.
Pelo lema anterior existe m € N tal que R,,,(a) - ¢ < 1. Dai,
0< Bp(a)-p—Ap(a)-qg<1.

Como A,,(z) e By,(2) sdo polindmios com coeficientes inteiros, By, (a) - p — A (a) - ¢ € um inteiro entre 0 e
1. Absurdo! Logo, e* deve ser um nimero irracional.

1

Agora note que, se " = (%)t = 2 é racional, entio e® _ é racional. Portanto, " € irracional para todo
q T

r e Q*. O

4.1.2 7 é Irracional

Para demonstrar que 7 € irracional precisaremos tomar um caminho mais longo trabalhando com termos
lideres para construir um absurdo. Isto acontece porque, diferentemente da demonstragdo anterior, ao utilizar a
relacio e’™ + 1 = 0 e supor que 7 = £ € Q" ndo hd como garantir que R, (ia) > 0 uma vez que i> = —1. Por

este motivo, serd um pouco mais dificil demonstrar a irracionalidade de .
Teorema 4.1.2. 7 ¢ irracional.

Demonstragado.
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Suponha, por absurdo, que 7 = ¢ € Q* é racional. Nesse caso, i = i_7 0 que implica ia = ibr e segue

que €’ = ™ = (—1)°. Aplicando z = ia na equacio (4.2) obtemos
By (ia)(—1)" — Ay, (ia) = Ry (ia).
Ainda da equacdo (4.2) obtemos as relagdes

—RpBpy1 = —Bpy1Bre® + Bn+1An
Rn+an = Bn—l—anez - BnAn+1

que somadas resultam na expressao
Rn+1Bn - Ran+1 = An(z) = Bn+1An - BnAn—l—l- 4.3)

. 2n—k)!
Agora vamos olhar para os termos lideres. Como A, (z) = (—1)" > ;_, (n"k ,L,z e Bp(z) =(z—n—
1)+ (2 — 2n), fazendo k = n na expressdo de A, (z) obtemos pelo lado direito da equagdo (4.3) que o termo

lider de A,,(2) é
LT(An(z)) _ zn+1((—1)nzn) _ zn((_1>n+1zn+1> — (_1>n222n+1

Por outro lado, R, (z) possui um zero de multiplicidade 2n + 1 na origem, isto é, existe um polindmio
g(2) € Q[z] de modo que R, (z) = 2*""1g,(2) e z { gn(2). Substituindo esta expressdo no lado esquerdo da

equacdo (4.3) obtemos que
An(z) = Z2(n+1) gn +1B - Z gan+1 = z2n+1(z29n+1Bn - gan+1)'

No entanto, deg(A,) = 2n + 1, logo a igualdade anterior implica que 22g, 1B, — gnBni1 = c € Ré
constante e portanto A, (z) = cz?"t! = (=1)"222"*1, Logo, a tnica raiz de A,, é a origem e da igualdade
A, (2) = Ry41B, — R, By41 podemos concluir que para todo z # 0 temos Ry, (z) # 0 ou Ry,4+1(2) # 0. Em
outras palavras, conseguimos garantir que, como ia # 0, R, (ia) # 0 ou R, +1(ia) # 0 e finalmente podemos
tirar uma conclusdo absurda!

Como R, (ia) converge para zero quando n tende ao infinito, existe m € N tal que 0 < |R,,(ia)|? < 1.
Logo, pelo médulo complexo,

0 < |Bp(ia)(—1)° — A, (ia)? < 1.

No entanto, w = B, (ia)(—1)" — A,,(ia) é um inteiro de Gauss, isto é, w = p + iq com p, ¢ € Z. Portanto,
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|w|? € Z, o que significa que existe um inteiro |w|? entre 0 e 1, um tremendo Absurdo! Portanto, 7 é irracional.

O

4.2 ¢ ¢é Transcendente

Até entdo ndo era nenhuma novidade o trabalho de Hermite, afinal ja era de conhecimento da comunidade
matemdtica que e e 7 sdo niimeros irracionais. A grande novidade do trabalho de Hermite foi demonstrar que

e € um nimero transcendente. Para esta demonstracio precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 4.2.1. Se g(z) € Z[x], entdo para todo k € N, todos os coeficientes da k-ésima derivada g\¥)(z) de g

sdo muiltiplos de k.

Demonstracdo.
Como a derivada € linear basta demonstrar este resultado para um mondmio. Seja g(x) = az® com a €

Z\{0}. Temos dois casos:
» Caso k > s, entdo (az®)*) =0 =10- k.

» Esel <k < s, entio (az®)®) = s(s —1)--- (s —k — 1)az"* = k!(;)az*"" e como (;) € N, k!

divide g ().

Lema 4.2.2 (Identidade de Hermite). Seja f(z) € Rlx] um polindmio de grau n. Se
F(z) = f(2) + f'(2) + f"(@) + -+ [ (@), (44)
entdo
ex/ f(t)e tdt = F(0)e” — F(x),
0
onde x assume valores complexos.

Demonstragado.

Dividindo nossa tese por e® obtemos a equacao

/Ow f(t)e tdt = F(0) — F(z)e ™.

T

Se derivarmos a expressdo —F'(z)e™* e obtermos f(xz)e™” entdo, pelo teorema fundamental do calculo, a

identidade de Hermite esta provada. Observe que o teorema fundamental do célculo pode ser aplicado mesmo
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para valores complexos porque todo polindmio € uma fungio inteira. Com efeito, como f tem grau n, temos

que

(—F(x)e ™) = —F'(z)e™® — (=1)F(x)e™™

E finalmente um dos dois teoremas que ndo podem faltar em um trabalho sobre nimeros transcendentes!
Teorema 4.2.1. e ¢é transcendente.

Demonstragado.

A ideia da demonstrag@o de Hermite €, como todos esperavam, por absurdo! Suponha que e é algébrico de
graune g(z) = apx" +- -+ a1x+ao € R[z] seja o irredutivel que anula e. Os passos da demonstragio serdo
os seguintes: Trabalharemos a identidade de Hermite com os coeficientes a; de g. Depois escolheremos um
certo polindomio f para aplicar na identidade de Hermite, e esta € a grande carta na manga. Em seguida vamos
obter uma equacgio e determinar cotas para os dois lados da mesma com o intuito de obter o nosso tao desejado
absurdo, que serd 1 < 1.

1 [1° Passo] - Relacionar g(x) com a identidade de Hermite.

Pela identidade de Hermite aplicada em = = k,

k
k —t g _ ok '
e /O F(t)etdt = F(0)ek — F(k)

Multiplicando esta equacdo por ay, para todo k& € {0,1,...,n} obtemos n + 1 equagdes da forma

k
F(O)(akek) —a,F(k) = akek/ f(t)e tdt.
0
Somando-as e utilizando que g(e) = 0 obtemos
n n n n k
F(0) (Z “k€k> —Y axF(k) ==Y axF(k) = Zake’“/ flt)e tdt (4.5)
k=0 k=0 k=0 k=0 0
—_———

g(e)

Daremos a esta equag@o o nome de equagdo da felicidade. Note que a equagdo da felicidade é verdadeira
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para qualquer escolha de f(x) € R[z] e o motivo por trds da matemagica da escolha a seguir sdo as propriedades
que obteremos de f. Estas propriedades sdo cruciais para determinar uma cota superior tanto para o lado

esquerdo quanto o lado direito de (4.5).

1 [2° Passo] - Matemagicamente escolher um polindmio f(x) para aplicar em (4.5).

Escolha

1 m— m m
f(a;):mx Yo —1)™. (2 —n)™ € R[z]. (4.6)

Note que o graude fén-m+m — 1= (n+ 1)m — 1 onde n é o grau de g(z). Adiante precisaremos que m

satisfaca uma condi¢@o que se enunciada agora ndo faria sentido. Tanto f quanto F' sdo importantes por suas

propriedades.

1 [3° Passo] - Determinar as propriedades especificas obtidas da escolha de f(x).

A fungdo f escolhida em (4.6) possui as seguintes propriedades:

» P(01): f9)(0) = 0, paratodo j € {0,1,...,m — 2}.

> Py(02): fU) (k) =0, paratodo j € {0,1,...,m — 1} etodo k € {1,2,...,n}.
> P(03): f(m=1(0) = (—1)"™(n))™.

Observe que as propriedades Pr(01) e P;(02) seguem da defini¢ao de f pois f tem um zero de multiplici-
dade m — 1 na origem e zeros de multiplicidade m nos inteiros 1,2, ..., n. J4 a propriedade P;(03) segue das

identidades da derivada. De fato,

FO @) =2 (x = 1) (2 =)™ + Qmoa()

frr@) = (@ =1)" (@ =) + Qo (x)
onde 2™/ | Q; paratodo j € {1,2,...,m — 1}. Daf,
FOD(0) = (1 (=2)™ - ()™ = (L2 ) = (1) )™

Utilizando as trés propriedades acima e aplicando o lema 4.2.1 podemos encontrar expressoes facéis de
se trabalhar para F'(k), definido em (4.4) na identidade de Hermite, qualquer que seja k € {0,1,2,...,n}.

Note que pelo lema 4.2.1 para qualquer j > m, todos os coeficientes de (m — 1)!f (9) sdo multiplos de m!,
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em particular, os coeficientes de f) sdo multiplos de m. Entdo, pelas propriedades P;(01), P;(02) e P;(03),

obtemos:

» Pr(01): F(0) = Zdeg Lf9(0) = (=1)™*(n))™ +-m - A, onde A € Z é constante.

j=m—1
» Pr(02): F(k) = Zdeg fU) (k) = m - By, onde By, € Z é constante para cada k € {1,2,...,n}.
Lembre que deg(f) = (m + 1)n — 1. Perceba que diretamente das propriedades acima obtemos que F'(k) é
inteiro para 0 < k < n.
E agora vamos utilizar estas propriedades na equacgao (4.5).

1 [4° Passo] - Determinar uma cota inferior para o lado esquerdo da equag@o da felicidade.

Note que substituindo Pr(01) e Pr(02) em (4.5) obtemos a equagao
n n k
—(=)™ @)™ ag —m-ag-A—m- Z apB), = Z akek/ f(t)e tdt, 4.7
k=1 k=0 0

cujo lado esquerdo é um ndmero inteiro. Escolhendo m € Z tal que mdc(m,n!) = 1em > |ag| obtemos que

m t (n!)™ap. Portanto,

Z akF

= | 1™ (n)"ag + mA +m (Z akBk>

k=1

1 [5° Passo] - Determinar uma cota superior para o lado direito da equacéo da felicidade.

Para encontrar uma cota superior do lado direito de (4.7) vamos limitar f(z) no intervalo [0, n]. Como

@) = — ™ = 1) (- )™,

(m—1)!
cada fator do produto acima é sempre menor ou igual a n se = € [0, n]. Logo,

n(ntl)m—1

|f(z)] < m7

V€ [0,n].

Dai,

i k/k '
age f(t)e tdt
k=0 s

S e
<D lal- [ [f()|e""dt
k=0 ’ 0

n

pntl)m-—1 k -y
—7(7”_1)! . Z|ak|-/oe t

k=0
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n k
kz—oakek/o f(t)e tdt| = ( Z\ak\ )

IN
—~
®

3
—
~
E
=

<=1 (3l ~(n<"+”)’"-(m1_1)!

il

_C“( — 1)

Note que Cp e C ndo dependem de m. Finalmente vamos ao Gran Finale!
1 [6° Passo] - Obter um absurdo.

Juntando as cotas obtidas nos dois passos anteriores obtemos que

&

1< ZakF(k‘) <Co'm.

Como n é fixo podemos escolher m suficientemente grande de modo que mdc(m,n!) = 1e
n
> apF(k)| < 1. =]«

O

Finalmente conhecemos um nimero transcendente diferente dos exemplos trabalhados nos capitulos ante-
riores € ndo € um nimero de Liouville. Antes de discutirmos sobre a dltima afirma¢do vamos demonstrar que
7 € transcendente porque a ideia geral da demonstracio € semelhante a demonstracio que fizemos acima.

A demonstra¢do de que 7 é um ndmero transcendente ¢ um pouco mais complexa do que a demonstra-
¢do que e ¢é transcendente. Precisaremos trabalhar com raizes conjugadas de um polindmio e também com

polindmios simétricos. Vamos as preliminares!

4.3 Antes de brincar: Polinomios Simétricos

Deste ponto em diante fixemos a notagdo f(X) = f(z1,...,xy) para todo polindmio f(x1,...,x,) €
Clz1, ..., 2p]. Os polindmios simétricos possuem uma relagdo forte com raizes de polindmios e nos fornecem
condicdes para garantir quando somas e produtos de raizes - nesse caso de um mesmo polindmio - sdo nimeros

inteiros, por este motivo precisamos da seguinte definicao:

Definicao 4.3.1. Dizemos que um niimero complexo o € C é um inteiro algébrico se existe um polinémio
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f(z) € Z[z] ndo nulo, ménico com coeficientes inteiros tal que f(a) = 0.

Observe que a tnica diferenca entre algébricos e inteiros algébricos € o detalhe do coeficiente lider, se f é
monico ou ndo. Por exemplo, todo racional 0 # % € Q com g > 1 ¢ algébrico mas nao € inteiro algébrico.

As ideias por trds dos polindmios simétricos surgem com Cardano ao encontrar uma férmula para as so-
lucdes das equacdes de terceiro e quarto grau. Cardano muda a abordagem usual do problema, ao invés de
usar os coeficientes para determinar as raizes, Cardano decide usar as raizes para determinar os coeficientes do
polinémio e assim obter uma relacdo. Mas qual € a ideia importante nesta interpretacdo?

Dada uma equacgdo da forma
2"+ ap_12" L+ ajz+ag =0,
pelo Teorema Fundamental da Algebra, existem z, xo, ..., =, € C tais que
"t an 2" o barfag= (z—x)(z—x0) - (T — ).

Desenvolvendo o lado direito e utilizando a igualdade entre polindmios obtemos as relacdes fundamentais da

teoria dos polindmios simétricos. Sao elas:

r1+rot--t+xy = —ap-1,
122 + 123 + -+ Tp2Tp + Tp_1Ty = Gp_2, (4.8)
n
1Ty Tp_1Ty = (—1)"ap.
Analisando as equagdes acima concluimos que, se J = {aj, ..., a,} é o conjunto de todas as raizes

de um polinémio p(z), entdo as expressdes do lado esquerdo de (4.8) aplicadas nos elementos z; = «;j, j €
{1,...,n}, resultam ou em nimero racional, se o p ndo é monico, ou seja, se o € J & algébrico, ou em um
nimero inteiro se p € monico, isto &, se o € J € um inteiro algébrico.

Mas onde esta a simetria?

Definicao 4.3.2. Sejam A e B dois conjuntos ndo nulos. Uma funcdo f : A" — B ¢é dita simétrica nos

elementos a1, . ..,a, € A se

f(aly--~7an) = f(aa(1)7-~- 7a0'(n))

para toda permutagdo o do conjunto {1,...,n}. E dizemos que [ é simétrica em A se os elementos a; podem

ser tomados de forma arbitrdria em A.

53



Observe que o lado esquerdo de cada equagdo de (4.8) define uma fungdo polinomial de n varidveis que

sdo fungdes simétricas para qualquer escolha de n nimeros complexos. Em outras palavras, definindo

Sp1(T1, .., ) =1+ T2+ -+ Ty,
$n2(T1,. .., &y) = X122 + X123 + - - + Tp—2Tp + Tp—1Tn,
Sn,n(Zﬂla s 7'1:77,) = L1122 Tpn—1Tp.
onde s, ; : C" — C paratodoi € {1,...,n}, temos que s, ; ¢ uma fungdo simétrica em C. De fato, para
qualquer escolha de aq, ..., a, € C temos que
sm-(al, ce ,an) = sn,i(aa(l)a ey aa(n))
paratodo ¢ € {1,...,n} e para toda permutacdo o de {1,...,n}. Estes polindmios simétricos sdo tdo impor-

tantes na teoria dos polindmios simétricos que recebem um nome especial.
Definicao 4.3.3. Os polinomios sy, 1, 5p.2, - .., Snn Sd0 chamados de polindmios simétricos elementares.

Embora a maneira de pensar de Cardano tenha sido inovadora, quem desenvolve a ideia e trabalha com
os polindmios simétricos elementares ¢ Lagrange. Lagrange decide utilizar os polindmios simétricos elemen-
tares aplicados a nimeros algébricos para descrever outros polindmios. Isso mesmo, polindmios descrevendo

coeficientes de polindmios!

O estudo de Lagrange foi o seguinte: Dado um polindémio f(z1,...,x,) € Clz1,...,x,] simétrico em C,
isto &, f(w1,...,2n) = f(T(1),- - -, To(n)) Para toda permutagdo o, quando € possivel encontrar um polindmio
H(zi,...,zpn) € Clxy,...,z,] de modo que

flz1,..,zn) = H(spa(x1, .. &n), - Spn(T1, ..., 20))

E deste estudo surge o Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos (TFPS)! Mas para demonstrar
este teorema precisaremos antes ordenar mondmios. E necessdria uma maneira de ordenar monémios da forma
x]txy? -+ - 2% que tenha uma estrutura forte o suficiente para podermos trabalhar com indugdo e construir

algoritmos.
Definicdo 4.3.4. Uma ordem monomial em Cx1,-- - ,xy] é uma relagdo de ordem > em 7%, satisfazendo:

i) > é uma relagdo de ordem total em Z<,.
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ii) o> = a+y> B+, paratodos o, ey € LY.
iii) > é uma boa ordem, isto é, todo subconjunto ndo vazio de 7=, tem elemento minimo.

Uma ordem monomial possui a estrutura necessaria para demonstrar o TFPS. Precisamos escolher qual

ordem monomial iremos utilizar.

Defini¢do 4.3.5 (Ordem Lexicogrdfica). Sejam o = (a1, ,an), B = (b1, ,Bn) € ZY,. Dizemos que

« >1ep B se na diferenca vetorial o — 3 € 7, a primeira coordenada ndo nula do lado esquerdo ¢ positiva.

Exemplo 4.3.1. Sejam o = (1,2,0) e B = (0,3,4) elementos de Zgzo- Entdo, a >, B jd que o — 3 =
(1,—1,—4). O que significa que xy* >c; 324,

Note que a primeira coordenada de @ € ZY,, estd relacionada com a varidvel 1, e se mudarmos esta relagdo
das varidveis com a coordenadas dos pontos de Z%, entdo mudamos a ordem lexicografica. Logo, na defini¢ao
usual, estamos considerando x1 > xo > - -+ > Xy,

Nao demonstraremos que a ordem lexicogréfica definida acima é uma ordem monomial nem entraremos
em mais detalhes sobre este assunto. Para um detalhado estudo sobre o tema e também uma demonstracio de

que a ordem lexicogréfica é ordem monomial veja o capitulo sobre Bases de Grobner do livro [11].

4.3.1 Teorema Fundamental dos PolinOmios Simétricos

Teorema 4.3.1 (Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos). Todo polindémio simétrico de n varidveis

pode ser escrito como um polindémio em fungdo dos simétricos elementares sy, 1, ..., Spn.

Demonstracado.

A importancia da ordem lexicografica na demonstragao do teorema vai além do fato de usarmos indugao
forte sobre os mondmios. Esta demonstracdo fornece um algoritmo - que ndo funcionaria sem uma ordem
monomial - para escrever qualquer polindmio simétrico f de n varidveis em func¢do dos simétricos elementares.
Seja M, o conjunto de todos os mondmios com 7 varidveis e considere a ordem lexicografica sobre M,,.

Observe que o menor elemento de M, é o termo 1 = 29 - 29 - - - 20. De fato, se M = z{* - 20" € M,
€ ndo constante, entdo o primeiro expoente ndo nulo de M serd a primeira coordenada ndo nula na diferenca
vetorial (aq,...,an) — (0,0,...,0) que serd positiva. Portanto, M >;., 1. Dessa forma, o primeiro passo

da inducdo estd provado, afinal todo polindmio constante ¢ um polinémio simétrico de n varidveis e pode ser

0

escritodaformal =1-s; ;.

Sejam f € Clzy,...,x,] um polindmio simétrico e M := LM (f) o maior mondmio de f com rela-

cdo a ordem lexicogrdfica. Suponha, pelo principio de indugdo forte, que todos os polindmios simétricos
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h € Clzy,...,x,] tais que LM (h) <jep, LM (f) sdo escritos como polindmios nos simétricos elementares

Sn,1s- - Sn,n. Provemos que f € escrito como um polindmio nos simétricos elementares.

Antes de descrevermos o algoritmo, observe que o termo lider de f é da forma LT(f) := a,M =
amx’lm <.z onde my; > mg > --- > my e a, € C. Com efeito, se ndo temos esta ordem dos expo-
entes, entdo existe uma permutagdo o do conjunto {1,...,n} de modo que Mgy(1) = Mg2) = "+ 2 Mg(n) ©
entdo o monémio N = x;n"(” ez ™™ >y M. E como f € simétrico por hipétese, temos que

f(@o), s Tom)) = (215, 70)

O algoritmo consiste em determinar o termo lider de f e entdo construir um polindmio g nos simétricos
elementares com mesmo termo lider de f para assim obter um polindmio com monomio lider menor, a saber
f — 9. E como a ordem lexicografica ¢ uma boa ordem, com um ndmero finito de passos o algoritmo vai
terminar. Felizmente hd uma maneira simples de construir g quando o termo lider de f estd escrito na forma

amM = apmax™ -z Defina

g = am(sn,l)ml_MQ(Sn,Q)mz_ms T (Snn)mn

mi—msg mo—ms3

n
=an | D) > @ )™
j=1

0<j<k<n

Observe que como g € simétrico, o termo lider de g também serd escrito da forma a,, M, = ammlf - xf{b
comly > ly > --- > l,. Em particular, para maximizar os expoentes [; de M, escolhemos no primeiro fator a
parcela x1, no segundo fator escolhemos a parcela x;x9, no terceiro a parcela x1x2x3 € assim por diante. Desse

modo vamos obter que

_ mi1—ma2 mo—m, m3—m. m

Mgy = apma (z122)™2 ™3 (myxows) ™M (kg X)) ™
— mi—mae+mz—m3+-—Mmn+mn ,M2—M3+m3z—mg+--—mMnp+mn m
= am; Tq SRR

= apat - apm =M

Entdo, LM (f — g) <iex LM(f) e pela hipétese de indugdo existe h € Clxy,...,z,] tal que f — g =
h(Sn,1,--.,Snn). Epelahipétese de indugdo h = f— g se escreve como polindmio nos simétricos elementares.
Em particular, f = g + h € escrito como um polindmio nos simétricos elementares. Pelo principio de indugéo

forte, o teorema estd provado. O
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E agora facamos um exemplo do que significa toda esta discussao sobre simétricos elementares e de como

o algoritmo descrito no teorema funciona.

Exemplo 4.3.2. Seja f(z,y,2) = x> + y?> + 2% um polinémio em C|x,y,z]). Como f é simétrico em C3,
pelo TFPS podemos escrever f em fungdo dos simétricos elementares de trés varidveis s31 = x + y + z,
S§32 =Y + T2+ Yz es33 = xY=z.

Pela ordem lexicogrdfica LM (f) = x? = 22y°2°, logo
g=(s31)% = 2% 4+ 2wy + 222 + y* + 2yz + 2°

donde obtemos que f — g = —2xy — 2xz — 2yz. Pelo algoritmo deveriamos continuar e agora repetir o
passo anterior com LT(f — g) = —2xy, mas nesse exemplo ndo é necessdrio outro passo, pois f — g =

—2(zy + xz + yz) = —2s32 = h. Portanto,
f =g+ h = (8371)2 — 28372.

Finalmente!

4.4 7 é Transcendente

Teorema 4.4.1 (Lindemann). 7 é transcendente.

Demonstracado.

A demonstracdo de Lindemann segue a mesma estrutura da demonstra¢do de Hermite que e € transcendente.
Isto é possivel gracas a relagio '™ 4+ 1 = 0. Primeiro vamos transformar o problema em um outro problema
de modo que neste novo problema possamos utilizar as técnicas de Hermite, depois seguindo os passos da
demonstracdo de e precisaremos de alguns trabalhos pesados extras pois perderemos algumas propriedades
importantes na demonstragdo do e. Por exemplo, o termo F'(k) da equagdo da felicidade em e € inteiro para
todo k € {0, 1, ..., k} mas isto ndo serd verdadeiro para a demonstragéo do .

1 [1° Passo] - Simplificar o problema.
Suponha, por absurdo, que 7 seja algébrico. Nesse caso, v = im também & algébrico. Sejam p(x) € Z[x] o

polindmio irredutivel que anula «y, [ = deg(p) e {71, -, } o conjunto de todas as raizes de p(x).
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Como e” + 1 = 0, temos que Hézl(e% + 1) = 0. Expandindo o produto obtemos que

l
H(ew +1) =Tt pente e et e e 4]

i=1
11 1
b1=0by=0 =0
Observe que v = im # 0 estd no conjunto {~,...,7}, logo pelo menos um dos expoentes b1y; + - - - + by

na soma acima € ndo nulo. Seja m a quantidade de expoentes ndao nulos, denotemos estes expoentes por
ai, ..., Q. Como a soma anterior possui 2! parcelas, a = 2! — m é o niimero de expoentes nulos da soma

anterior e podemos reescrevé-la da seguinte maneira:
at+e 4.4 =0a>1 4.9)

A caracteristica principal destes expoentes «, ..., q,, € formar um conjunto completo de raizes de um

polindmio g(z) € Z|[x] de grau m. De fato, note que o polinémio

1 1

1
H T II@=m 4+ b))
bi=0b

2=0 b;=0

possui coeficientes racionais pois é simétrico com relacdo a 1, ...,7. De fato, se olharmos h como um
polindmio de [ varidveis em (Z[z])[y1,. .., V], isto é, com coeficientes em Z[z], temos o produto de todas as
somas possiveis das [ varidveis, e consequentemente nenhuma permutagio o de {1, ..., [} ird alterar o resultado
de h. Portanto, pelo TFPS, h se escreve como uma combinag¢io polinomial nos simétricos elementares s; ; nas
variaveis v1, ..., . Além disso, 71, ...,y formam um conjunto completo de raizes de um polindmio ndo
necessariamente monico, isto implica que s; ;(y1,...,7) € Qparatodo j € {1,...,l}. Ouseja, h(z) € Q[z].

Por construgdo, h(x) possui raiz de multiplicidade a em 0 e suas outras raizes sdo aj, ..., q,, (ndo
necessariamente distintos), desse modo podemos escrever h(z) = x%h(z) com h(z) € Q[z]. Tomando r € Z

como o minimo miiltiplo comum dos denominadores dos coeficientes de 5, temos que

r —

g(x) = —h(z) =rh(z) € Zx].

Denotemos g(x) = by, z™ + - - - + bix + by € Z[z], onde b, > 0 e by # 0.
1 [2° Passo] - Obter a equacdo que utilizaremos para obter um absurdo.

De modo anédlogo ao que fizemos para e, se aplicarmos sucessivamente * = o, ..., T = Q,, na identidade
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de Hermite para um polindémio f qualquer, vamos obter m equacdes da forma
ay
P0)e — Flas) = e / F(t)etdt
0

onde i € {1,...,m}. Somando todas as equagdes e aplicando (4.9) obtemos

_aF(0) — Zm: Flag) = ij o / " e tat. .10)
k=1 0

k=1 =

Que é bem semelhante a equacido da felicidade que obtemos para e.
1 [3° Passo] - Escolher matematicamente f para aplicar em (4.10).
Novamente vamos escolher matemagicamente um polindmio f(x) € Clz| para obtermos um absurdo. A

escolha do f que utilizaremos nesta demonstragio € semelhante ao que fizemos anteriormente. Defina

@) = gy o))"
= e O ) = a)")
— = _1 1)!b$:ln+1)n—1wn—1(x — )" (2 — am)™

onde n € N e discutiremos quais as condig¢des que n deve satisfazer mais adiante.
De modo similar ao que fizemos para e, esta escolha de f possui algumas propriedades importantes. Sdo

elas:
» P(01): fU)(0) = 0 paratodo j € {0,1,...,n —2}.
> P(02): F=1(0) = (—1)mmpI I () = b1,

> P(03): F(0) =SSt 4G) () = pmn—1pn 4 nA, A € Z.

j=n—1
» P(04): fU)(ay) =0paratodoj € {0,1,...,n—1}etodok € {1,...,m}.

b P(05): F(ay) = U™ £(0) () = nb1ep( ) para todo k € {1, ..., m} onde 9 (z) € Zz].

j=n

A demonstragdo das propriedades acima utiliza o lema 4.2.1 e segue de modo andlogo a demonstragdo que
fizemos das propriedades de f para e. A tnica diferencga entre o que fizemos para e e a demonstragdo das
propriedades listadas acima € que os elementos «; ndo sdo inteiros. No entanto, formam um conjunto completo
de raizes do polindmio g(z) = by, x™ + - - - + byz + by. Dessa forma, os polindmios elementares aplicados em

ai, -,y VAo resultar em ndmeros racionais. Em outras palavras,

‘bmf' .
SmJ(Oél,...,am):(—]_)j j, V]E{l,,m}




1 [4° Passo] - Obter uma cota inferior para o lado esquerdo de (4.10).

Aqui precisamos de um trabalho extra porque, diferentemente da demonstracdo da transcendéncia de e,
ndo temos que F'(ay) € inteiro. No entanto, ndo precisamos que cada F'(cy) seja inteiro, basta que a soma
> pey F(ay) seja um nimero inteiro. Para demonstrar que esta soma € um ndmero inteiro utilizaremos os
polindmios simétricos.

Observe que o grau de 1(x) é exatamente deg(f) —n = (m+1)n—1—n = mn—1. Assim, reorganizando

se necessdario as poténcias de b,,,, podemos definir o polindmio

H (bmx) = b~ o (x)

(m+1)n—1
m

n! x
b (n — 1)!
e como j4 retiramos nb™"~! em evidéncia na propriedade P(05), temos que 1(z) se escreve

que possui coeficientes inteiros e é ménico. De fato, o termo lider de f(™) (z) é LT (f")) = mn—1 —

nb%n—lmmn— 1

como

1/)(1’) = g™ ! + Cmnf2$mn_2 +---+cx+oo
onde ¢; = ¢j(bg, . ..,bm) paratodo j € {0,1,...,mn — 1}. Dai, podemos reescrever H (b, ) = b 1op(z)
da forma

H(bpmz) = (bynx)™ 1 + bemn—2(bmx)™ 1 + - 4 107" 2 (b)) + cob™™ L,

ou seja, H(z) € Z[x] é mdnico.
Defina By, = b,y para todo k € {1,...,m}. Desse modo, F'(ax) = n - H(Bj) onde By, é um inteiro

algébrico para todo k. Agora vamos trabalhar com H e By, para provar que a soma y ;" ; F'(cy;) € um nimero

inteiro. Temos que os elementos Bj sdo inteiros algébricos e By, ..., B, forma um conjunto completo de
raizes de um polindmio inteiro de grau m. Com efeito, como aj, ..., o, formam um conjunto completo de
raizes de g(x), reorganizando as poténcias de b,, obtemos que By, ..., B,, formam um conjunto completo de

raizes do polindmio p(z) = b 1g(z). De fato, para y = by, temos que
P(Y) = Y™ + b 1bmy™ D2y + b

onde p(By,) = p(bmay) = b tg(ag) = 0 paratodo k € {1,2,...,m}.

Finalmente provemos que » ", H(Bj,) é um inteiro. Defina o polindmio de m varidveis

H(zy,...,2m) = H(z1)+ H(z2) + - + H(zy) € Zlx1,. .., T

60



Temos que H éum polindmio simétrico e, pelo Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos, existe S €
Zlzxy,. .., xy,] tal que

H=5(m1,---Smm)-

Como { By, ..., By} é um conjunto completo de raizes de um polindmio ménico, sy, ;(Bi, ..., Bpy) = B; € Z

para todo indice j de 1 a m. Logo,

H(By, - 7Bk):ZH(Bk):S(ﬁla---75m>:B€Z~
k=1

Desse modo, obtemos que o lado esquerdo da nossa equacdo da felicidade de 7 € da forma

m

aF(0) + > F(ag) = abgbj" ' + n(aA + B). (4.11)
k=1

E caso n € N é tal que mdc(n, boby,) = 1 e n > a, entdo n { ab3b™" ! o que implica que

1 [5° Passo] - Obter uma cota superior para (4.10).
E seguimos nossa demonstragdo caminhando para obter uma cota superior para o lado direito da nossa
equacdo (4.10). Como temos finitos nimeros complexos oy, ..., an,, existe 0 < R € R tal que todos os

«j estdo no disco de centro na origem e raio I2. Ou seja,

aj| < Rparatodo j € {1,...,m}. Como todo
polindmio é uma funcdo continua e o disco é fechado em R? a funcdo b g(x) atinge m4ximo e minimo neste
disco. Seja

b =(C € cR.
g'lg)él m9 ()| c

1
Assim, como f(z) = 1) mn=lyn=1(g(z))" e C nio depende de n, temos que
e [ ()| = mavx | 0 g )"
lz|<R z[<rR|(n—1)1'"™"
1 n—1limn n
<L ‘g@}w b (g(x))"|
Rn—l
bm n
D mae 00 (o))
Rn—l
< "
~ (n—1)!

1 [6° Passo] - Concluimos um absurdo!

61



Como C e R ndo dependem de n, existe ng € N tal que para todo n > ng temos que

1 <|aF(0)+ >3ty F(ou) = |SohLy ek [ f(t)etdt]
<3 Ie“k\f‘j’ﬂf De~tldt < S ef Oakm';%dt
R JZ o et = e ]ff)l y

< 1. =)«

4.4.1 O Teorema de Hermite-Lindemann

Depois de demonstrar que 7 é transcendente, Lindemann demonstra um resultado ainda mais forte:

Teorema 4.4.2 (Teorema de Hermite-Lindemann). Se « € um niimero algébrico ndo nulo, entdo e™ é transcen-

dente.

Demonstracado.
Para uma demonstracao seguindo a linha de raciocinio que utilizamos para demonstrar a transcendéncia de

e e 7 veja o capitulo 2 do livro [2]. ]

Note que a transcendéncia de e = e e pi sdo coroldrios do teorema de Hermite-Lindemann. De fato, se
7 é algébrico, entdo i é algébrico e pelo teorema acima obtemos que ™ = —1 é transcendente. Absurdo!

Portanto 7 € transcendente.

4.5 e e m Nao Sao Numeros de Liouville

Agora ja conhecemos uma boa quantidade de nimeros transcendentes, inclusive e e 7. Por este motivo, para
fechar com chave de ouro este capitulo, vamos discutir a demonstracdo que e e 7 sdo nimeros transcendentes
que ndo sdo de Liouville. Para demonstrar que e ndo é um niimero de Liouville utilizaremos a teoria das fracdes

continuas que desenvolvemos no capitulo 1 e precisaremos de outro resultado da teoria das fracdes continuas.

4.5.1 A Fracao Continua de e

Lema 4.5.1. A fracdo continua de e é dada por

e=2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,.. ] 4.12)
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Demonstragado.
Nesta demonstracdo deixamos para o leitor a diversdo de fazer as contas intermedidrias! Observe que esta
demonstracdo garante que a fragdo continua de e € infinita, ou seja, a demonstragdo garante que e € irracional.

Para provar a igualdade (4.12) definimos os coeficientes

1 ,.n _1\n
A — / @D o
0

n!
1 .n+1 — 1)
Bn::J/ @D e, (4.13)
0 TL'
1,..n -1 n—1
Ch :/ uexdx.
0 n'

Para todo n > 1 temos que estes coeficientes satisfazem trés relacoes:

An + Bn—l + Cn—l = 07 (414)
B,—2nA,+C,_1 =0, 4.15)
Ay — Bp+C, =0. (4.16)

Utilizaremos os coeficientes A,,, B,, e C,, para definir duas sequéncias de inteiros (p,,) € (¢,,) de modo que

e= lim 2 =1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,.. ].

n—oo Qn

Definapg =qo=p1=1,q1 =0¢e

n>1 = D3n = P3n—1 + P3n—2 43n = @Bn—1 + @3n—2
n>1 = p3pt1=2np3n + P3n—1 (3n+1 = 2NG3n + q3n—1
n>0 = p3pt2 = P3nt1+D3n G3n+2 = @Gn+1 + G3n

Nestas condi¢des, valem as igualdades:

An = q3n€ — P3n,
B, = P3n+1 — 43n+16€, (4.17)
¢, = P3n+2 — 43n4-2€.

A demonstracio segue diretamente das relagdes (4.14). Finalmente, com as equagdes acima, vamos demonstrar

que
e= lim 2% =12:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,.. ].

n—oo Qn
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Veja que para todo 0 < z < 1 temos que |z| < 1e |z — 1| < 1. Dai,

1,..n n 1 1
z"(x —1 1 1 e—1
|An| = / (7)€zd.%' < / |z"(x — 1)"|e*dx < / edr =
0 n! n! 0 n! 0 n!
. e—1 e—1 .
e de modo andlogo demonstramos que |B,,| < — e |Cn| < —- Dessa maneira, como gn, > 1, temos
n! n!
N e—1 . PR -
qi < 1o queimplica que |[—| < [ para todo n, j € N. Dai, utilizando as equagdes (4.17) temos
n ' n:
. DP3n . 43n€ — An . An
lim — = lim —— = lim (e— — | =,
n—oo q3n n—oo q3n n—oo q3n
. DP3nt+1 . @3n+1€+ By . B,
lim ——= = lim =———— = lim (e — =e
N0 g3p4+1 M0 43n+1 n—00 43n+1
e também

. P3n+2 . 43n+2€ — Cn . Cn

lim —~ = lim ————— = lim (e — =e
n—00 (3n+2 N0 q3n+2 n—00 q3n+2

donde e = lim,, oo @.

Qn

Pela defini¢do das sequéncias (py,) e (g, ) obtemos os valores

P2 =p1+po=2 ©2=qn+q=1 B=2
ps=p2+p1 =3 B=@+aq=1 %22—1-%
pa=2p3+p2=38 a1 =2q3+q2=3 ’;j‘;=2+1}r%
ps =ps+p3=11 G=q+q=4 B =121,2,1]

Pe =ps +ps =19 G6=q+au="T B =121,2,1,1]
p7 = 4pe +ps = 87 q7 = 4¢6 + g5 = 32 Pr=12;1,2,1,1,4]

qr

e assim por diante. Portanto,

e=1[21,2,1,1,4,...,1,1,2n,.. .
O

No primeiro capitulo demonstramos que as fra¢cdes continuas fornecem boas aproximagdes racionais para
um dado z € R. Na verdade, as aproximagdes por fragdes continuas sido as melhores aproximagoes possiveis

de ordem 2! E o que nos diz a proposicio a seguir.

Proposi¢ao 4.5.1. Sejax € R. Se 0 # 3 € Q é tal que

entdo § é uma m-ésima convergente da fragdo continua de x para algum m € N.

64



Demonstragado.

Veja o capitulo de fragdes continuas do livro [6]. 0
Teorema 4.5.1. e ndo é um niimero de Liouville.

Demonstragado.

Para demonstrar que e ndo € um nimero de Liouville, vamos provar que para todo racional ; € Q com
b > 1 temos que
1

‘ a
zh

6*5(2

1

= :%:0,125esea§4oua27,

Comecemos eliminando os casosem que b = 2e b = 3. Caso b = 2,
entao |e— %‘ >0,5> %. Vejamos os casos a = 5 e a = 6. Se a = 5, entdo ’e— %‘ >0,2 > é.Ecasoa: 6,
temos que }e - g‘ > 0,25 > %.

Portanto b > 2. De modo andlogo demonstramos que b > 3.

Suponha, por absurdo, que existe 0 # 3 € Q com b > 3 tal que

-3l<7
e——| < .
b b3
Em particular,
-3l < 3
e—— —.
b 2b2
1
Entdo, pela proposigdo anterior, § = *Z—:Z para algum 5 < m € N (pois b > 3). Logo, |e — Z—: < q—g Por
m
outro lado, pelo teorema 2.2.1, temos que
1 DPm 1
—-— > le——> —. (4.18)
T ' Gm| ~ (ami1+2)q,

Agora vamos contruir um absurdo usando a desigualdade anterior e a fracdo continua de e. Escrevendo

€= [Za 1727 ]-a 1545 ]-a 1367 17 1787 17 1) 105 .. ] — [(I[);CLl,CLQ,CLg,CL4,CL5,CL6,a77 .. ]

temos 0S casos:

» Se m = 3k para algum 0 < k € Z, entdo a,,+1 = asp+1 = 1 € consequentemente, como ¢q; = 4,

am+1 + 2 < ¢ para todo m > 5.

» Casom = 3k + 1 paraalgum 0 < k € Z, entdo ay,4+1 = asgip+2 = 2k. Vejamos quando g, > m. Note
que (gn)nen € crescente e que para n > 4 a diferenca entre dois elementos consecutivos desta sequéncia

¢ sempre maior que um. Em outras palavras, ¢,+1 > ¢, + 1 paratodon > 4. Ecomogs =7 > 6em
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cresce de um em um, temos que ¢, > m para todo m > 6. Assim, como g4 = 3, temos que
A1 +2=2k+1)<3k+1=m < qp, Ym > 6.

Entretanto, m > 5 o que significa que precisamos verificar o caso particular m = 5. Se m = 5, entdo

qs =4 e ag = 1donde ag + 2 = 3 < g5. Portanto, a,,41 + 2 < ¢, para todo m > 5.

» Esem =3k +2paraalgum 0 < k € Z, entdo am41 = az(ry1) = 1. Logo, am+1 + 2 < g, sempre que

m > 5.

a 1 1 N .
Da relagdo entre a,,+1 € ¢, que acabamos de demonstrar obtemos que a2 > Voltando a desi-

gualdade (4.18) concluimos que

1

1
3 -om) s pey
Ty

s > e
dm (am+1 + 2)Qm dm

> ’e
Portanto, ndo existe um racional % de modo que ’e — % } < b%, ou seja, e ndo € um ndmero de Liouville. [J

Teorema 4.5.2. 7 ndo é um niimero de Liouville.

Demonstragado.
O passo que ndo iremos demonstrar € a seguinte propriedade que K. Mahler demonstrou em 1953 no artigo

[7]: Para todo numero racional % com ¢ > 2 vale a desigualdade

> —. (4.19)

A demonstragdo deste fato € longa e técnica, motivo pelo qual ndo a faremos aqui.

Suponha, por absurdo, que 7 € um niimero de Liouville. Entdo, existe uma sequéncia de racionais (p—])
i)
Jj>0

tais que para todo j € Z temos g; > le

1
< -
qj

_bi
4

s

Dai, como a sequéncia (g;);>0 € ilimitada, existe j > 42 de modo que ¢; > 2 e entdo, da inequagdo (4.19),

obtemos que
1 <
CI;-Q

1<1
<=l
j J

_Pi
1= d "

q;

T <

Portanto, 7 ndo € um ndmero de Liouville.
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Capitulo 5

Conclusao

Pela histéria da teoria transcendente fica muito claro que o surgimento dos nimeros de Liouville foi um
avango na matemadtica muito importante que abriu as portas desta teoria como nunca ocorreu antes. Além
disso, até hoje os niimeros de Liouville sdo focos de pesquisa e possuem muitos mistérios a serem descober-
tos. Mesmo entre os resultados sobre nimeros de Liouville ji conhecidos atualmente, o que demonstramos
e estudamos neste trabalho € apenas o centro da teoria, seus ramos ainda alcangam lugares longinquos. Um
resultado interessante de 1991 demonstrado por D. Caveny em [13] que ndo discutimos neste trabalho é: A
potenciagdo de dois nimeros de Liouville é sempre transcendente. Além disso, Burger provou, em [8], que
existe um nimero de Liouville o € L tal que e* também € um niimero de Liouville.

A importancia do trabalho de Liouville fica mais evidente quando Hermite e Lindemann demonstram que
e e m sdo transcendentes, respectivamente. Afinal, Hermite segue as ideias de Liouville e Lindemann segue
as ideias de Hermite e desse modo, em menos de 50 anos, a teoria dos nimeros transcendentes cresce de
uma forma maravilhosa e surpreendente. Lembre que passou um século desde que Euler demonstrou que e é
irracional até surgir o primeiro exemplo de niimero transcendente.

Como os numeros algébricos sdo enumerdveis e os reais sdo ndo enumerdveis, conhecer nem que seja
um pouco da teoria transcendente € uma obrigacdo de qualquer estudante de matematica. Pense comigo: A
matemdtica surge dos nimeros, entdo como um matemético pode conhecer tdo pouco sobre eles? E nesse

sentido os nimeros de Liouville sdo um bom lugar para se comegar.

5.1 Proximos Passos

Ainda que os nimeros de Liouville sejam um assunto extenso, eles sdo apenas um anzol na ponta de uma
linha chamada teoria dos nimeros transcendentes. Para aqueles interessados em continuar os estudos desta

teoria ha muito para se fazer. Um dos caminhos divertidos para seguir nesta teoria € estudar alguns dos teoremas
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para construir ndmeros transcendentes e suas consequéncias. Teoremas como o de Hermite-Lindemann citado
no fim do capitulo anterior, o teorema de Gelfond-Schneider, o teorema das seis exponenciais e também o

teorema de Baker.

Teorema 5.1.1 (Gelfond-Schneider). Seja o um niimero algébrico diferente de 0 e 1. Se B é um algébrico

irracional, entdo aB é um miimero transcendente.

Teorema 5.1.2 (Seis Exponenciais). Sejam x1, xo e x3 € C linearmente independentes sobre Q e y1, ys € C

também linearmente independentes sobre Q. Entdo, pelo menos um dos seis niimeros

T1Y1 Z1Y2 Z2Y1 L2Y2 Z3Y1 Z3Y2
eIt etV et2IL etz eIl e

é transcendente.

Teorema 5.1.3 (Baker). Se a1, ..., a, € A sdo niimeros algébricos ndo nulos, e logay, ..., logay, sdo
linearmente independentes sobre os racionais, entdo 1, logay, ..., logay, sdo linearmente independentes

sobre os niimeros algébricos.

Corolario 5.1.1 (De Baker). Se a1, ..., a, € A sdo niimeros algébricos ndo nulos, e 31, ..., Bn € A tais que

Pilogay + - -+ + Bplogos # 0,

entdo Prlogaq + - - - + Bplogay, é um niimero transcendente.

Um outro caminho possivel seria estudar as classificacdes dos nimeros transcendentes. Isto é, dividir os
nimeros transcendentes em classes de acordo com alguma propriedade. Uma das classificacdes mais utilizada
foi construida por Mahler no artigo [14].

E além destes dois caminhos muito tedricos, hd também um caminho divertido para os estudantes que
gostam de fazer contas! H4 muitas relacdes intrigantes relacionando nimeros transcendentes, em particular, e

e 7. Por exemplo:

1S9 ) 2
> </ e_xdac> =T.

nftY cos gz T
> S
-0

1
> /Oo ﬁe*ﬁ cos(2v/mx)dx = e .

Para aqueles que irdo continuar os estudos da teoria transcendente, sugiro as referéncias [1], que € livro
muito bom em portugués, [2] e [4] que s@o livros muito bons em inglés. Espero que vocé meu caro leitor tenha

se divertido com os nimeros de Liouville!
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Muito Obrigado e isso € tudo pessoal!
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Apéndice A
e ¢ um Numero Real

P , . , . . . m
Agora vamos demonstrar que e é de fato um nimero real, isto &, que existe o limite de (1 + %) quando

m tende a infinito. Para isso vamos trabalhar com duas sequéncias:

1 1 1
Su= =141ttt

1\"
pn:<1+> |
n

Demonstraremos que ambas as sequéncias possuem o mesmo limite. Ou seja, provaremos que

—ii—1+1+1+l+
e_n:o"!_ 2 73l

Primeiramente vamos mostrar que ambas sdo crescentes e limitadas e, portanto, convergentes. Com efeito,

como 2" < (n + 1)! para todo n € N, temos que 2% > m Entio,

1 1 1 1 1 1
S, <1 1+-4+-4+-+-+—]<1 - =14+ —=3.
n < +(+2+4+8+ +2n1> +D 5 +1
n=0 2
Logo, S, é limitada. Além disso, 5, é crescente pois S,+1 = S, + % Portanto, .S,, converge e seja S =
lim S,

n—oo

Agora vamos trabalhar a sequéncia P,,. Observe que pelo bindmio de Newton temos que
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ou seja, P, € limitada e € fécil ver que P, ¢ crescente. De fato, 1 — ;75 > 1 — Tt paratodom <n € Zy e
portanto P, > ap + [anzl (1 — nﬂﬂ)} m Portanto, P, converge e seja P = nh_>n010 P,.

Resta provar agora que P = S. Observe que pelas contas acima ja obtemos que P < S, logo basta provar
que S < P. Aqui usaremos um pequeno truque, vamos fixar m € N e olhar para os primeiros m + 1 termos de

P, ouseja, n > m + 1. Estes termos sdo dados por:

1 1 1 1 -1
Pompr=14+14=(1-=) 4+ —(1-=).. (1= <P, <P
’ 2 n m)! n n

Assim, deixando m fixo e fazendo n tender ao infinito, obtemos que

1 1
n—oo ’ 2 m!

e portanto S, < lim P, = P para todo m € N. Em outras palavras, S < P. Isto significaque S = Pe
n—oo

finalmente demonstramos que

N\" &1
o=t (1+0) =20
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