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Carvalho, V. N., Balanceamento Robusto de Máquinas Rotativas com Eixos Flexíveis. 

2017. 56 f. Dissertação de Mestrado - Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia, MG. 

RESUMO 

Esta dissertação de mestrado propõe uma nova abordagem para a técnica de balan-

ceamento baseada no modelo matemático. A metodologia proposta trata das incertezas que 

afetam o balanceamento. Neste caso, os parâmetros incertos foram tratados no modelo ma-

temático através do Método de Monte Carlo e do Método do Hipercubo Latino, que foram utili-

zados de forma combinada no balanceamento robusto. O modelo matemático do rotor foi 

construído utilizando o método de elementos finitos, por este ser capaz de representar ade-

quadamente o comportamento dinâmico de uma máquina rotativa levando em conta os vários 

subsistemas que a compõe (eixo, acoplamento, discos, mancais e o efeito giroscópico). Uma 

vez que os subsistemas foram definidos e agrupados, os parâmetros considerados desconhe-

cidos foram identificados buscando obter um modelo representativo para o sistema. O balan-

ceamento robusto proposto é comparado com o determinístico considerando resultados nu-

méricos e experimentais para a validação da técnica. Os resultados demonstram que o ba-

lanceamento robusto tem um ganho em eficiência quando comparado com a técnica conven-

cional. Desta forma, foram obtidos resultados mais significativos no que diz respeito a redução 

das amplitu-des de vibração do rotor considerado.

 

Palavras Chave: Dinâmica de Rotação; Balanceamento de Máquinas Rotativas; Análise de 

Incerteza; Balanceamento Robusto. 
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Carvalho, V. N., Robust Balancing of Rotating Machines with Flexibles Shafts. 2017. 56 

f. M.Sc. Dissertation - Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia, MG, Brazil. 

ABSTRACT 

This dissertation proposes a new approach to the balancing technique based on the 

mathematical model. The proposed methodology deals with the uncertainties that affect the 

balancing performance. In this case, the uncertain parameters were treated in the mathemati-

cal model by the Monte Carlo Method and the Latin Hypercube Method, which were used in 

combination in the robust balancing. The mathematical model of the rotor was formulated by 

using the finite element method, because it is able to adequately represent the dynamic behav-

ior of a rotating machine taking into account the various subsystems, such as the shaft, cou-

pling, discs, bearings, and the gyroscopic effect. Once the subsystems are defined and cou-

pled, the parameters considered unknown were identified in order to obtain a representative 

model of the system. The proposed robust balancing approach is compared with the determin-

istic methodology considering numerical and experimental results for validation purposes. The 

results demonstrate that the robust balancing approach has a gain in efficiency when com-

pared to the deterministic technique. Therefore, more significant results were obtained by us-

ing the proposed approach regarding to the reduction of the rotor vibration amplitudes.  
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CAPÍTULO I  

Introdução 

 

1.1. Contextualização do estudo 

Cada vez mais, novas tecnologias vêm sendo desenvolvidas nos vários e diversos 

setores da indústria, sendo que as máquinas rotativas são parte fundamental deste contexto. 

Assim sendo, os processos de manutenção e monitoramento desta classe de sistemas se-

guem padrões rígidos que visam, dentre outros fatores, reduzir os custos de substituição de 

peças e a parada repentina de linhas de produção. Dessa forma, é evidente que o monitora-

mento e o controle dos níveis de vibração e ruído vêm ganhando destaque na indústria a fim 

de garantir que as máquinas rotativas operem dentro de limites aceitáveis de segurança, aten-

dendo a critérios de desempenho sempre mais exigentes. 

Com o intuito de atenuar as amplitudes de vibração de máquinas rotativas, observa-

se o desenvolvimento de diversos métodos de controle de vibração ao longo dos anos. Estes 

sistemas podem ser simples e de baixo custo de implementação e manutenção, como é o 

caso dos métodos de controle passivo e das técnicas convencionais de balanceamento (mé-

todo dos coeficientes de influência, balanceamento modal, quatro rodadas sem fase, dentre 

outros) (WOWK, 1998), bem como mais complexos e sofisticados, como é o caso das técnicas 

de controle ativo (CAVALINI Jr, 2013). Na Fig. 1.1 é possível observar uma máquina rotativa 

com eixo flexível onde o eixo é sustentado por dois mancais de rolamento e acionado por um 

motor elétrico de corrente contínua. Este sistema, além de permitir a aplicação de diversos 

métodos de balanceamento, um mancal híbrido constituído de um rolamento associado a atu-

adores eletromagnéticos é utilizado para o controle ativo das vibrações laterais resultantes 

das forças de desbalanceamento. 

Neste contexto, o presente trabalho propõe uma técnica de balanceamento de máqui-

nas rotativas com eixo flexível. A metodologia se baseia no modelo matemático do rotor, onde 

serão analisadas as incertezas inerentes a este sistema de engenharia.  
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Figura 1.1 - Controle ativo de vibração de eixos flexíveis. 

Para isso, o modelo matemático da bancada de teste necessita ser suficientemente re-

presentativo, ou seja, os resultados numéricos devem ser validados com dados experimen-

tais. Isto é feito através da comparação entre as funções de reposta em frequência numéricas 

e daquelas obtidas diretamente na máquina rotativa, experimentalmente. 

É importante ressaltar que a análise de incertezas em sistemas de engenharia vem 

ganhando notoriedade nos últimos anos. Máquinas rotativas possuem imperfeições de fabri-

cação dos seus componentes, variação de parâmetros com a operação (desgaste) e varia-

ções de condições de operação (variação de temperatura, por exemplo), cujos efeitos podem 

ser considerados a partir de técnicas de análise de incertezas.   

1.2. Contribuições prévias ao estudo desta dissertação 

No âmbito do Laboratório de Mecânica de Estruturas “José Eduardo Tannús Reis” da 

Faculdade de Engenharia Mecânica da Universidade Federal de Uberlândia (LMEst-FEMEC-

UFU), diversos trabalhos de pesquisa em dinâmica de rotação vêm sendo desenvolvidos ao 

longo dos anos.  

Simões (2006) apresentou um trabalho acerca do controle ativo de vibrações em roto-

res flexíveis. Neste caso, transdutores piezelétricos do tipo pilha foram instalados nos mancais 

de um rotor horizontal. Saldarriaga (2007) trabalhou com uma técnica de controle passivo de 

vibrações aplicada em máquinas rotativas utilizando materiais viscoelásticos.  

Morais (2010) avaliou o comportamento dinâmico de máquinas rotativas flexíveis com 

a presença de não-linearidades. Como pontos de destaque deste trabalho, deve-se citar a 

investigação de uma metodologia para a identificação de parâmetros variantes no tempo com 
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a finalidade de caracterizar trincas em eixos de máquinas rotativas por meio de sinais tempo-

rais expandidos por séries de funções ortogonais, a utilização de atuadores eletromagnéticos 

para controlar o processo de abertura e fechamento de trincas e o balanceamento de máqui-

nas rotativas na presença de não-linearidades através de uma técnica baseada no modelo 

matemático antes proposta por Saldarriaga et al. (2010). 

Koroishi (2013) avaliou o desempenho de técnicas de controle ativo de vibrações em 

uma máquina rotativa dotada de um mancal híbrido (mancal de rolamento com atuadores 

eletromagnéticos). Cavalini Jr (2013) propôs técnicas de monitoramento da integridade estru-

tural (SHM – Structural Health Monitoring) com o objetivo de identificar trincas transversais 

nos eixos de máquinas rotativas, onde é importante destacar a aplicação da técnica da Impe-

dância Eletromecânica para este fim. 

Oliveira (2015) desenvolveu o modelo de uma bancada experimental de mancais mag-

néticos ativos. Assim, o modelo construído foi ajustado com dados experimentais. Borges 

(2016) trabalhou com o projeto de um controlador modal para a mesma bancada experimental 

usada por Oliveira (2015), com o objetivo de entender e aprimorar todas as etapas de desen-

volvimento de controladores, analisando inclusive as suas incertezas mais relevantes. 

O presente trabalho contribui, principalmente, com o desenvolvimento de uma nova 

abordagem para as técnicas de balanceamento baseadas no modelo matemático. Esta nova 

abordagem tem como intenção manter os níveis de vibração de uma máquina rotativa dentro 

uma faixa aceitável por mais tempo, reduzindo assim as paradas do equipamento para ma-

nutenção. Para isso, a análise de incertezas é utilizada para avaliar os efeitos de possíveis 

variações de parâmetros e condições de operação nas respostas dinâmicas do equipamento.  

Por exemplo, alguns exaustores industriais utilizados em caldeiras apresentam sinto-

mas de desbalanceamento com certa periodicidade devido ao acúmulo de fuligem no rotor. A 

técnica proposta neste trabalho considera este desbalanceamento adicional como sendo uma 

variável incerta durante o processo de balanceamento. Desta forma, espera-se que o resul-

tado do balanceamento obtido pela técnica seja mais robusto em relação ao procedimento 

determinístico, ou seja, que as amplitudes de vibração obtidas em um equipamento deste tipo 

balanceado por meio da técnica proposta se mantenha em níveis aceitáveis de funcionamento 

mesmo com certo acúmulo de fuligem. 

No LMEst, esta nova abordagem tem sido chamada de balanceamento robusto. Esta 

abordagem é relevante quando se deseja retratar cenários encontrados na indústria. 
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1.3. Objetivos do Estudo 

O objetivo do presente trabalho é investigar através de análises numéricas e experi-

mentais o método de balanceamento robusto que será proposto em seguida. O procedimento 

será realizado buscando reproduzir os cenários presentes em máquinas rotativas utilizadas 

na indústria. Neste sentido, a validação experimental da técnica será realizada na máquina 

rotativa apresentada na Fig. 1.1. 

Neste contexto, serão analisados o acúmulo de material nos discos e outros elementos 

da máquina rotativa e também falhas na fixação de mancais (variações das rigidezes dos 

mancais). 

Como mencionado, o acúmulo de material nos componentes móveis do rotor nada 

mais é do que a adição aleatória de massa (em termos de quantidade e posição angular). 

Este fenômeno causa forças de desbalanceamento no rotor e, com isso, níveis de vibração 

maiores. Outro cenário físico real que será contemplado é a variação das rigidezes dos man-

cais que podem ocorrer principalmente por quebra de base de fixação ou de elementos de 

união. 

1.4. Organização do Trabalho 

Além do presente capítulo, que é introdutório, este trabalho foi dividido em outros seis 

capítulos. Neste capítulo tratou-se da contextualização do tema balanceamento de máquinas 

e sua importância, assim como de estudos que têm sido desenvolvidos no LMEst em assuntos 

correlatos, e os objetivos do presente estudo. 

O Capítulo II compreende uma revisão acerca das técnicas de balanceamento basea-

das no sinal de vibração e também da técnica que será utilizada neste trabalho, baseada no 

modelo matemático do rotor. 

O Capítulo III apresenta a formulação matemática do modelo de elementos finitos de 

um sistema rotativo, incluindo os modelos dos mancais e discos. 

O Capítulo IV é dedicado ao detalhamento da técnica desenvolvida. Neste capítulo, 

são apresentadas as formulações determinística e robusta. 

O Capítulo V tem-se o ajuste do modelo matemático da máquina rotativa, bem como 

os resultados numéricos obtidos com a técnica de balanceamento proposta. 

O Capítulo VI apresenta a validação experimental dos resultados obtidos. 

O Capítulo VII é dedicado às conclusões gerais do trabalho e as perspectivas para 

trabalhos futuros. 
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CAPÍTULO II  

Balanceamento de Máquinas Rotativas  

Máquinas rotativas em operação possuem forças centrífugas com amplitudes propor-

cionais ao quadrado da velocidade de rotação. A distribuição irregular de massa ao longo do 

rotor é a maior fonte das forças centrífugas mencionadas, ou seja, forças de desbalancea-

mento. Deste modo, é preciso adicionar ou retirar massa, considerando a posição angular, 

para atenuar esses níveis de vibração. Para isso, existem diversos métodos de balancea-

mento largamente testados e validados na indústria e no meio acadêmico. Contudo, ainda 

cabe aprimorar as técnicas a fim de melhorar os resultados obtidos e minimizar o tempo de 

parada de máquina. Este ponto representa um alto custo nas plantas industriais (LI et al., 

2008).  

Realizar o balanceamento de máquinas rotativas nada mais é do que atenuar os níveis 

de vibração da máquina, ou seja, reduzir os níveis de vibração medidos para limites aceitá-

veis. Diferentes normas técnicas determinam os limites de vibração considerando diferentes 

tipos de equipamentos (ISO 10816, 1995; ISO 7919, 1996; ISO 1940, 2003). Para realizar o 

balanceamento existem diversas técnicas que serão tratadas brevemente ao longo deste ca-

pítulo. 

O balanceamento de máquinas rotativas envolve técnicas que podem ser divididas em 

dois grandes grupos distintos, a saber, os métodos baseados somente nos sinais de vibração 

da máquina (balanceamento baseado nos sinais de vibração) e os métodos que utilizam o 

modelo matemático da máquina, além dos sinais de vibração (balanceamento baseado no 

modelo matemático).  

 Neste capítulo será apresentada uma análise destes dois grandes grupos, conside-

rando trabalhos publicados na literatura (e também trabalhos desenvolvidos no LMEst), bem 

como as vantagens e desvantagens de cada um dos principais métodos de balanceamento. 
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2.1 Balanceamento baseado nos sinais de vibração  

 

Dentro deste grupo de métodos de balanceamento existem várias técnicas largamente 

difundidas em livros, artigos científicos e manuais usados pela indústria. Estes métodos po-

dem ser de simples aplicação, como é o caso do método das quatro rodadas sem fase e o 

método das sete rodadas sem fase (WOWK, 1998), até métodos mais elaborados como o 

balanceamento modal e o método dos coeficientes de influência (MCI). Ainda existe a possi-

bilidade de utilizar mais de um método para realizar o balanceamento, resultando nas técnicas 

combinadas de balanceamento. 

Dentre os métodos de balanceamento citados, o mais empregado na indústria é o MCI 

que foi desenvolvido na década de 1970. Uma das primeiras referências bibliográficas que 

trata deste método de balanceamento é o trabalho de Tessarzik (1970). O autor fez um estudo 

experimental de como estender a região onde o MCI é eficiente. Neste caso, o rotor foi acio-

nado a uma velocidade de operação superior às 3 primeiras velocidades críticas. Os procedi-

mentos de balanceamento convencional e proposto foram avaliados para várias condições de 

desbalanceamento a fim de assegurar a funcionalidade do método. 

Como mencionado, o MCI é um dos métodos de balanceamento de rotores flexíveis 

mais utilizados na indústria. Neste método, fatores como irregularidades geométricas do rotor, 

amortecimento do sistema, parâmetros de fundação (como rigidez) e desalinhamento são le-

vados em consideração automaticamente, por meio das medições realizadas no próprio rotor 

para o procedimento de balanceamento. O método dispensa o conhecimento das frequências 

naturais e dos modos próprios do rotor. Estas informações auxiliam, entretanto, na escolha 

dos melhores planos de balanceamento e planos de medida.  

Uma vez definidos os planos de balanceamento, os planos de medição e as massas 

de teste, as informações necessárias para o MCI envolvem a amplitude da resposta de vibra-

ção da máquina (deslocamento, velocidade ou aceleração) e sua fase em relação a uma re-

ferência fixa no rotor. Assume-se então que a resposta de vibração do rotor é uma função 

linear do desbalanceamento e esta é expressa na forma de uma matriz (conjunto de equações 

lineares). Neste caso, a variação da amplitude de vibração medida por cada sensor conside-

rado é relacionada com a mudança da força de desbalanceamento introduzida pelas massas 

de teste. Uma manipulação matemática é realizada nas equações resultantes a fim de deter-

minar o desbalanceamento original do rotor. O MCI pode ser aplicado considerando diferentes 

velocidades de rotação.  
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Tessarzik; Badgley; Anderson (1972) apresentaram resultados experimentais satisfa-

tórios do MCI. O método se mostrou eficiente em 80% dos casos testados, com o balancea-

mento sendo executado em uma única velocidade de operação da máquina. Assim sendo, o 

MCI se mostrou eficaz desde o início dos testes experimentais a que foi submetido (TAN; 

WANG, 1993). 

O MCI também pode ser utilizado para o balanceamento de rotores assimétricos, como 

é o caso de eixos de manivelas. Kang et al. (2000) propuseram uma modificação do método 

para o balanceamento deste tipo de sistema. Para verificar a eficiência da metodologia pro-

posta, foram analisados vários casos e em todos houve uma melhora das condições de ba-

lanceamento. 

Dyer et al. (2002) apresentaram uma estratégia ótima de controle para a atenuação 

das amplitudes de vibração em vários planos de balanceamento. Segundo o autor, a estraté-

gia é robusta a erros de modelagem, uma vez que a matriz dos coeficientes de influência 

utilizada na técnica é determinada com precisão. No MCI, o controlador de vibração negocia 

objetivamente três parâmetros, que são: a vibração residual, o esforço de controle e a taxa de 

mudança do controle, penalizando o esforço de controle com o objetivo de aumentar a mar-

gem de estabilidade do mesmo. Os resultados experimentais ilustram a melhoria na robustez 

do controlador proposto em comparação com o controle ótimo baseado no método dos míni-

mos quadrados ponderados. 

Lee et al. (2005) desenvolveram um dispositivo ativo de balanceamento com uma es-

trutura simples baseado no MCI. Os resultados mostraram uma diminuição da vibração de, 

aproximadamente, 57% em regiões de velocidades críticas e em mais de 80% em outras ve-

locidades de operação. Isto mostra que o balanceamento foi efetivo, diminuindo a amplitude 

de vibração média em 70%. A estratégia de balanceamento ativo desenvolvida neste trabalho 

se mostrou eficaz e estável. 

Li et al. (2008) utilizaram o MCI para o balanceamento robusto de máquinas operando 

em altas velocidades. Em seu estudo, o método foi associado a um procedimento de otimiza-

ção convexa. Segundo os autores, esta técnica de otimização vem sendo aplicada nos últimos 

anos na solução de problemas lineares e não lineares. Os autores utilizaram a expressão 

“robusto” pois o balanceamento é realizado considerando o pior caso dentre os cenários de 

incertezas avaliados. Li et al. (2008) concluem que o método desenvolvido é bastante flexível 

e eficiente. 

Existem também estudos com a intenção de determinar as condições ótimas para a 

aplicação do MCI, sendo que estas condições são tratadas algumas vezes como a busca das 

melhores posições para os sensores (planos de medição) e também os planos de balancea-

mento mais adequados para a aplicação das massas de correção (KANG et al., 2008) 
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Rende et al. (2015) avaliaram os métodos de balanceamento denominados quatro ro-

dadas sem fase e sete rodadas sem fase aplicados, respectivamente, para o balanceamento 

em um plano e em dois planos. Diferentemente do MCI, estas técnicas não necessitam da 

medição de fase para a realização do balanceamento. Os resultados apresentados por Rende 

et al. (2015) mostram que as duas técnicas são de fácil aplicação e mostraram-se eficientes. 

É importante ressaltar que, na maioria das aplicações, é difícil medir corretamente a fase, seja 

pela dificuldade de instrumentação, seja pelo efeito do comportamento dinâmico do rotor (não-

linearidades). Assim sendo, as técnicas das quatro rodadas sem fase e das sete rodadas sem 

fase mostram-se muito úteis. 

O método das quatro rodadas sem fase utiliza apenas um plano de correção para o 

balanceamento e, consequentemente, um plano de medição. Com o rotor em operação, são 

medidas as amplitudes de vibração do rotor em quatro condições distintas: desbalanceamento 

original (DO), DO associado à uma massa de teste em 0o, DO associado à uma massa de 

teste em 120o e DO associado à uma massa de teste em 240o. Uma soma vetorial é realizada 

para determinar a massa de correção (proporcional à massa de teste utilizada) e sua posição 

angular. A posição angular da massa de correção é obtida a partir da referência 0° conside-

rada. 

 O método das sete rodadas sem fase é uma extensão do método de quatro rodadas 

sem fase para o balanceamento em dois planos. Esta técnica foi desenvolvida com base no 

método dos coeficientes de influência. Everett (1987) apresenta um estudo sobre o método, 

sendo que, uma tradução livre do título do seu trabalho permite ler “ balanceamento em dois 

planos de rotores sem medição de fase”. Assim como o método de quatro rodadas, a aplica-

ção desta técnica é simples e não requer a medição da fase. Apesar de necessitar de rodadas 

adicionais de teste para a medição dos dados, o procedimento é mais simples e aplicável a 

uma ampla variedade de máquinas rotativas, o que o torna mais útil, em vários casos, que o 

próprio MCI. O autor ainda reforça que esta técnica é de fácil utilização em balanceamentos 

em campo, pois não necessita de uma instrumentação sofisticada e atende a uma ampla 

gama de problemas de balanceamento. 

Neste contexto, fica evidente que os métodos baseados nos sinais de vibração têm 

como principal vantagem o vasto conhecimento sobre a forma de aplicação e a facilidade de 

adaptação para os mais diversos cenários, considerando um ou mais planos de balancea-

mento, baixas e altas velocidades de operação, rotores rígidos e flexíveis, dentre outros.  

No que diz respeito aos pontos negativos dos métodos baseados nos sinais de vibra-

ção, o tempo necessário para efetuar o procedimento se mostra como uma de suas limitações 

(necessidade da utilização de massas de teste). No entanto, a principal restrição associada a 
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esta classe de métodos é a relação linear que deve ser mantida entre a força de balancea-

mento e os níveis de vibração resultantes, algo que nem sempre é garantido devido a não 

linearidades encontradas na máquina. 

Tendo em vista estes pontos negativos, é importante ressaltar que é possível superá-

los utilizando um método de balanceamento baseado no modelo matemático do sistema. Este 

método possui um grande potencial pois, uma vez que a formulação matemática (modelo) da 

máquina que se deseja balancear encontra-se disponível, não se faz necessária a utilização 

das massas de teste. A quantidade de acionamentos e parada da máquina é minimizada, 

gerando uma economia significativa de tempo, aspecto este bastante prioritário no contexto 

industrial. 

Além da redução de tempo de parada das máquinas a serem balanceadas, este mé-

todo não necessita de uma relação linear entre a força de balanceamento e os níveis de vi-

bração resultantes, ganhando portanto versatilidade quando comparado com os métodos ba-

seados nos sinais de vibração. 

2.2 Balanceamendo baseado no modelo matemático 

Na literatura existem vários trabalhos dedicados ao balanceamento de rotores através 

da utilização do modelo matemático do sistema. Goodman (1964) foi um dos primeiros, se 

não o primeiro, trabalho publicado utilizando métodos computacionais na área de dinâmica de 

rotação. Ele desenvolveu um procedimento de mínimos quadrados para o balanceamento de 

máquinas rotativas com multiplanos e com múltiplas velocidades de operação. O método dos 

mínimos quadrados simples (conjuntamente com o método dos mínimos quadrados pondera-

dos) foi utilizado para minimizar a vibração residual dos pontos selecionados na base da má-

quina. Tendo em vista que este trabalho é bastante antigo, trouxe na sequência muitas pos-

sibilidades de estudo dos problemas de balanceamento em máquinas rotativas. 

Hundal; Harker (1966) apresentaram um trabalho no qual as frequências naturais e os 

modos de vibração do rotor são utilizados como base para determinar as massas de correção 

requeridas. Estas são determinadas ao comparar o componente modal do desbalanceamento 

aos componentes modais correspondentes das massas de correção. 

Conry; Goglia; Cusano (1982) desenvolveram um método para projetar uma distribui-

ção de desbalanceamento considerada como ideal em um rotor que opera acima da primeira 

velocidade crítica. Segundo os autores, o método, que nada mais é que um problema de 

otimização, também pode ser utilizado para calcular as massas ideais para o balanceamento 



11 
 

  

em planos específicos de um rotor com uma distribuição de balanceamento conhecida. A téc-

nica proposta utiliza o método de otimização para minimizar a energia de deformação do sis-

tema, sujeito as restrições das equações do movimento do rotor, em uma determinada velo-

cidade de balanceamento. Os autores testaram esta metodologia em dois exemplos. Em am-

bos os resultados foram satisfatórios, porém não houve maior aprofundamento das discus-

sões a respeito do método. 

Steffen Jr; Lacerda (1992) utilizaram informações modais para o balanceamento de 

rotores flexíveis. As informações modais foram usadas com o objetivo de reduzir o número de 

testes experimentais necessários para a realização do balanceamento. Os autores utilizaram 

um método de otimização para obter o balanceamento a partir da minimização da energia de 

deformação do sistema e, assim, comparar os resultados com os obtidos através do MCI. Os 

resultados numéricos foram validados a partir de testes experimentais. 

El-Shafei; El-Kabbany; Younan (2002) apresentaram o balanceamento de um rotor 

sem a utilização de massas de teste. Isto foi feito utilizando modos complexos e medições 

complexas dos níveis de vibração. O método apresentado é baseado no modelo matemático 

do rotor cuidadosamente ajustado. Segundo os autores, as vantagens obtidas são claras tanto 

na redução do tempo quanto no desempenho do método. Nos testes mostrados foi usada 

apenas uma medida de vibração, enquanto que nas outras técnicas seriam necessárias no 

mínimo três. Claramente, o número necessário de medidas aumenta conforme a quantidade 

de planos de balanceamento requerida. A técnica proposta se mostrou bastante eficiente para 

o balanceamento de rotores flexíveis. Os autores citam que ainda é preciso testar a técnica 

em outras aplicações, como nas máquinas suportadas por mancais hidrodinâmicos. 

Saldarriaga; Steffen Jr (2003) estudaram o balanceamento de rotores flexíveis utili-

zando técnicas de otimização. Este trabalho teve por objetivo apresentar uma técnica de ba-

lanceamento onde não é necessário utilizar massas de testes. O modelo de elementos finitos 

representativo do rotor foi utilizado juntamente com duas técnicas de otimização, os algorit-

mos genéticos e as redes neurais artificiais. O objetivo do processo de otimização foi encon-

trar um conjunto de massas e suas respectivas posições angulares que, quando aplicadas no 

modelo representativo, são capazes de reproduzir os sinais de vibração medidos diretamente 

no rotor analisado. Resultados satisfatórios foram obtidos com a técnica proposta.  

Saldarriaga; Steffen Jr (2003) afirmam que a técnica baseada nas redes neurais apre-

senta dificuldade quando muitas velocidades de operação do rotor são consideradas ao 

mesmo tempo (custo computacional elevado). Assim sendo, o balanceamento para várias 

velocidades de operação foi realizado com os algoritmos genéticos para a solução do pro-

blema inverso. 
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Mahfoud et al. (2007) apresentaram uma nova técnica de balanceamento de máquinas 

rotativas que não utiliza massas de teste. O balanceamento é baseado no modelo de elemen-

tos finitos reduzido do rotor. O número de graus de liberdade do modelo matemático é igual 

ao de sensores utilizados para a medição dos sinais de vibração. O trabalho de Mahfoud et 

al. (2007) apresentou resultados bastante satisfatórios, inclusive com validação experimental.  

Saldarriaga et al. (2010) estudaram também o balanceamento de máquinas rotativas 

com eixo flexível sem a adição de massas de teste. O modelo de elementos finitos do rotor foi 

utilizado juntamente com um processo de otimização (algoritmos genéticos) para resolver o 

problema inverso associado. A estratégia se baseou, inicialmente, em identificar as caracte-

rísticas do sistema para, então, encontrar um conjunto de massas e posições angulares que, 

uma vez consideradas no modelo matemático, são capazes de reduzir as amplitudes de vi-

bração. É importante ressaltar que Saldarriaga et al. (2010) propuseram uma metodologia 

experimental para o balanceamento de máquinas rotativas flexíveis. O balanceamento foi re-

alizado para várias velocidades de rotação, provando deste modo que a metodologia é eficaz.  

Morais (2010) estudou o balanceamento de rotores lineares e não-lineares baseado 

no modelo matemático do sistema. Neste caso, a não-linearidade do sistema se deve à pre-

sença de atuadores eletromagnéticos no rotor. Em seu trabalho, o balanceamento foi reali-

zado para várias condições de operação. Neste sentido, para as várias situações avaliadas, 

Morais (2010) obteve ótimos resultados numéricos e experimentais para o balanceamento 

sem massa de teste considerando o rotor linear e não-linear. O sucesso das aplicações se 

deve ao ajuste cuidadoso do modelo matemático de elementos finitos formulado para repre-

sentar dinamicamente a bancada de testes.  

Cavalini et al. (2012) aplicaram a técnica de balanceamento baseada no modelo ma-

temático apresentada por Saldarriaga et al. (2010) e estudada em outros trabalhos aqui co-

mentados. Esta técnica é utilizada visando superar as limitações presentes no MCI, especial-

mente exigência de linearidade entre a excitação e a resposta de vibração e a necessidade 

das massas de teste. Neste caso, o desbalanceamento foi identificado através do método da 

Evolução Diferencial (STORN; PRICE, 1995). O trabalho apresenta os resultados de balan-

ceamentos realizados em dois tipos de rotores, sendo um com mancais hidrodinâmicos (ava-

liação numérica) e um exaustor encontrado em uma planta industrial, sendo este suportado 

por dois mancais de rolamento. Os resultados demonstram o potencial da técnica baseada no 

modelo matemático, superando desvantagens presentes no MCI. 

Conforme mencionado anteriormente, o método de balanceamento baseado no mo-

delo se apresenta bem adaptado para aplicações industriais somente quando se dispõe de 

um modelo matemático representativo da máquina rotativa que se pretende balancear. Este 
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é um aspecto que apresenta dificuldade quando as incertezas influem sobre o comportamento 

dinâmico do sistema. 

De acordo com Li et al. (2008) o efeito de parâmetros incertos nas técnicas de balan-

ceamento foi ignorado ao longo dos anos, exceto por alguns autores, que afirmam que as 

respostas de vibração podem variar com as condições de operação da máquina rotativa, a 

saber: com a velocidade, com a temperatura do filme de óleo nos mancais, dentre outros. 

Além disso, os erros de medição (por exemplo, distúrbios e ruídos), a variação do desbalan-

ceamento (devido a efeitos térmicos), e restrições geométricas associadas à introdução de 

massas de correção, também são fontes de incerteza. Consequentemente, o sucesso das 

técnicas de balanceamento depende da precisão das medidas de vibração e das incertezas 

que afetam as respostas de vibração do rotor. 

Neste contexto, uma abordagem robusta para o balanceamento, voltada para as má-

quinas rotativas que operam em alta velocidade foi proposta por Li et al. (2008). A metodologia 

foi formulada com base num problema de otimização convexa, combinando as vantagens en-

contradas no MCI e a abordagem de balanceamento modal. Os coeficientes de influência, a 

vibração do rotor desbalanceado, e as massas de correção foram modeladas com a utilização 

de parâmetros randômicos, ou seja, variáveis incertas. As distribuições de probabilidade uni-

forme e normal foram consideradas nas simulações de Monte Carlo. Uma grande turbina foi 

utilizada para demostrar a eficiência da técnica robusta por eles proposta. 

Silva; Cavalini Jr; Steffen Jr (2016) realizaram um novo estudo sobre o balanceamento 

de máquinas rotativas utilizando o modelo matemático. Neste trabalho, o método de balance-

amento proposto por Saldarriaga; Steffen Jr (2003) foi aprimorado por Silva; Cavalini Jr; Stef-

fen Jr (2016), incluindo agora o efeito de incertezas que afetam o modelo do rotor. Uma técnica 

de análise de incertezas baseada em lógica fuzzy foi utilizada. As rigidezes dos mancais da 

máquina rotativa (modelo de elementos finitos) foram consideradas como parâmetros incer-

tos. A análise de incerteza foi realizada nas rigidezes dos mancais com o objetivo de simular 

situações onde ocorrem falhas de fixação da máquina rotativa. Os autores apresentaram ape-

nas resultados numéricos neste estudo preliminar. Com os dados apresentados foi então con-

cluído que os resultados determinados pela abordagem robusta (com análise fuzzy) foram 

melhores que as respostas obtidas pela abordagem determinística. 

Por fim, é importante ressaltar os pontos positivos que resultam do balanceamento 

baseado no modelo matemático. Um dos principais ganhos deste método é a capacidade de 

superar as limitações presentes nos métodos baseados nos sinais de vibração, especialmente 

a necessidade de uma relação linear entre a força de desbalanceamento e os níveis de vibra-

ção do rotor. Outra vantagem encontrada neste método é a redução do número de paradas 
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da máquina, uma vez que não é necessário utilizar massas de teste para efetuar o balancea-

mento.  

É evidente que não existe apenas pontos positivos no método baseado no modelo do 

rotor. Como ponto negativo é possível destacar a necessidade de um modelo matemático 

representativo da máquina. Isto é considerado um ponto negativo, pois muitas vezes construir 

um modelo matemático confiável é uma tarefa bastante árdua. Também é possível citar o 

custo computacional como ponto negativo, pois a massa e a fase para o balanceamento são 

obtidas através da solução de um problema inverso de engenharia. Como é preciso utilizar 

métodos de otimização para a solução do balanceamento, a velocidade de convergência de-

pende da complexidade do modelo e e do funcionamento e convergência do processo de 

otimização. 

Este trabalho de mestrado é voltado para o balanceamento de rotores flexíveis através 

do método baseado no modelo matemático, como proposto inicialmente por Saldarriaga; Stef-

fen Jr (2003). Contudo, a análise dos efeitos de parâmetros incertos no processo é agora 

acrescentada ao estudo original. 
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CAPÍTULO II I  

Fundamentos de Dinâmica de Rotação 

 

Este capítulo apresenta os conceitos básicos envolvidos na modelagem de máquinas 

rotativas através do método dos elementos finitos. Neste caso, são apresentadas de forma 

sucinta as formulações matemáticas para a modelagem do eixo, discos, mancais, além da 

determinação das forças de desbalanceamento. 

3.1 Equação do movimento  

A equação do movimento de uma máquina deve ser capaz de incorporar vários subsis-

temas como, por exemplo, os ligados à geometria do sistema (eixo, acoplamento e discos), 

os ligados à rotação do sistema (deslocamento) e também o efeito giroscópico (inerente às 

máquinas rotativas). Para que um modelo matemático seja capaz de representar um sistema 

rotativo deve incorporar todos estes subsistemas. 

A Eq. (3.1) representa o comportamento dinâmico de um rotor flexível suportado por 

mancais de rolamento. 

t g t st t u
            Mq D D q K K q W F  (3.1) 

na qual, M é a matriz de massa, D é a matriz de amortecimento (amortecimento proporcional 

devidamente acrescido ao amortecimento associado aos mancais), Dg representa a matriz de 

efeito giroscópico, K é a matriz de rigidez, Kst é a matriz que representa o enrijecimento do 

sistema quando em regime transiente, qt é o vetor de deslocamento,   é a velocidade de 

rotação, W representa a força peso das partes girantes e Fu é a força de desbalanceamento. 

É importante lembrar que o amortecimento proporcional é dado por Dp = λM + βK, com λ e β 

constantes. 
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Nas próximas duas seções serão apresentadas as formulações matemáticas utilizadas 

para determinar as matrizes associadas à energia cinética (M, Dg e Kst) e  à energia de defor-

mação (K), respectivamente. 

3.2 Matrizes de EF associadas a energia cinética 

Neste caso, considera-se um elemento de disco de massa MD (centro de massa em 

D) como rígido e caracterizado apenas por sua energia cinética (LALANNE; FERRARIS, 

1998). A Fig. 3.1 representa o sistema citado, onde Ro (X, Y, Z) representa o referencial fixo 

e R(x, y, z) o móvel (em relação ao disco). Os dois referenciais se relacionam por meio dos 

ângulos θ, φ e ϕ. 

 

 

Figura 3.1 - Representação do elemento de disco (Fonte: CAVALINI Jr, 2013). 

 A Eq. (3.2) representa a energia cinética do disco e é dada por: 

         2 2 2 2 21 1

2 2
D D Dx x Dy y Dz zT M u w I I I  (3.2) 

onde u e w são as coordenadas de D ao longo dos eixos X e Z, respectivamente; IDx, IDz são 

os momentos de inércia de massa em relação aos eixos X e Z, respectivamente e IDy é o 

momento de inércia polar. Já o vetor de velocidades angulares é dado por: 
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     

   

     

   
  

   
      

cos sin cos

sin

cos cos sin

x

y

z

 (3.3) 

 Em termos de graus de liberdade, o elemento de disco possui apenas dois  graus de 

liberdade de deslocamento (u e w) e dois de rotação (θ e φ). Assim, o vetor de coordenadas 

generalizadas qD é definido como: 

  
T

D u wq   (3.4) 

 Aplicando as equações de Lagrange na Eq. (3.2) (em relação ao vetor de coordenadas 

generalizadas qD), tem-se: 

 

 

   
   

          
     
   
   

D D
D D

D D

u u

w wT Td

dt
M D

q q
 (3.5) 

onde MD e DD são as matrizes de massa do disco e do efeito giroscópico, respectivamente, e 

são dadas por: 

 
 
 
 
 
 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

D

D

D

D

D

M

M

I

I

M  (3.6) 

 
 
 
 
 
  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

D

Dy

Dy

I

I

D  (3.7) 

 

Já o eixo é modelado como uma viga de seção transversal circular. O elemento finito 

possui um comprimento L com dois nós (1 e 2). O elemento de eixo possui oito graus de 
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liberdade, sendo quatro deslocamentos (u1, u2, w1 e w2) e quatro rotações (1 , 2 , 1  e 2 ), 

conforme mostra a Fig. 3.2. 

 

 

 

O vetor de deslocamentos nodais do eixo é dado por: 

     1 1 1 1 2 2 2 2

T
u w u wq   (3.8) 

que inclui os deslocamentos qu e qw, correspondendo aos movimentos nas direções X e Z, 

respectivamente. 

 

   1 1 2 2

T

u u uq
                     (3.9) 

 

   1 1 2 2

T

w w wq
                  (3.10) 

 

A matriz elementar é construída a partir das seguintes relações: 

 1 uu N q  (3.11) 

 2 ww N q  (3.12) 

Figura 3.2 – Graus de liberdade associados ao elemento do eixo (Fonte: CAVALINI Jr, 

2013). 
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onde  1 1 2 3 4c c c cN  e  2 5 6 7 8c c c cN  são os vetores formados por coeficientes 

de equações polinomiais de terceira ordem (hipótese considerada), conhecidos como polinô-

mios de Hermite (IMBERT, 1995). Tais polinômios descrevem os deslocamentos nodais nos 

planos XY e ZY, respectivamente, onde ci (i=1, 2, ..., 8) são os coeficientes correspondentes. 

 A energia cinética do eixo para um elemento de comprimento L é escrita como: 





 

   

 
  

 

   







1 1 2 2

0

1 1 2 2

0

21 2

0

2

2

2

L

T T T T

D u u w w

L T T
T TY
u u w w

L T
T

Y u w Y

S
T dy

I d d d d
dy

dy dy dy dy

d d
I dy I L

dy dy

q Ν N q q Ν N q

Ν N Ν N
q q q q

Ν N
q q

 (3.13) 

onde ρ é a massa por unidade de volume, S é a área da seção transversal do eixo e Iy é o 

momento de inércia de área da seção transversal do eixo em relação à coordenada Y. A 

primeira integral representa a energia do eixo em flexão, a segunda integral retrata o efeito 

secundário de inércia de rotação (Rayleigh) e a última integral representa o efeito giroscópio. 

Já o último termo é constante e não tem influência nas equações. 

 Por fim pode-se chegar em: 

        2

1 2 3 4 5

1 1 1 1

2 2 2 2

T T T T T

S u u w w u u w w u w YT I Lq Μ q q Μ q q Μ q q Μ q q Μ q  
 

(3.14) 

onde M1 e M2 são as matrizes de massa, M3 e M4 são as matrizes que correspondem ao efeito 

secundário da inércia de rotação e M5 tem a ver com o efeito giroscópico. Aplicando as equa-

ções de Lagrange na Eq. (3.14), chega-se à: 

 
   

       
  

S S
S T g st

T Td

dt
M M q D q K q

q q
 (3.15) 

 As matrizes elementares formuladas a partir da energia cinética do eixo são apresen-

tadas a seguir (LALANNE; FERRARIS, 1998). 
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

 
 


 
 
 

  
 
 

 
 
 
  

2 2

2 2

2

2

156 0 0 22 54 0 0 13

156 22 0 0 54 13 0

4 0 0 13 3 0

4 13 0 0 3

156 0 0 22420

156 22 0

4 0

. 4

S

L L

L L

L L L

L L LSL

L

L

L

SIM L

M  (3.16) 

 



   
 


 
  
 

 
 
 

 
 
 
  

2 2

2 2

2

2

36 0 0 3 36 0 0 3

36 3 0 0 36 3 0

4 0 0 3 0

4 3 0 0

36 0 0 330

36 3 0

4 0

. 4

Y
T

L L

L L

L L L

L L LI

LL

L

L

SIM L

M  (3.17) 

 



   
 

  
 
  
 

  
 
 
 
 
 
  

2 2

2

2

0 36 3 0 0 36 3 0

0 0 3 36 0 0 3

0 4 3 0 0

0 0 3 0

0 36 3 015

0 0 3

0 4

. 0

Y
g

L L

L L

L L L

L LI

LL

L

L

SIM

D  (3.18) 
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

   
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

   

2 2

2 2

0 36 3 0 0 36 3 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 3 4 0 0 3 0

0 36 3 0 0 36 3 015

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 3 4 0

Y
st

L L

L L L LI

L LL

L L L L

K  (3.19) 

3.3 Matriz associada à energia de deformação 

 A energia de deformação é definida como (LALANNE; FERRARIS, 1998):  

   

   

 
  

 

 
  

 





2 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 20

0 1 1 2 2

0

2

2

T T
L

T T

T T
L

T T

d d d dEI
U u u w w dy

dy dy dy dy

F d d d d
u u w w dy

dy dy dy dy

N N N N

N N N N
 (3.20) 

onde E é o módulo de elasticidade do material e 0F  é uma força aplicada na direção axial do 

eixo (direção Y, como mostra a Fig. 3.2). 

 Integrando a Eq. (3.20), chega-se à: 

           1 2 3 4

1 1 1 1

2 2 2 2

T T T TU u u w w u u w wK K K K  (3.21) 

onde 1K  e 2K  são as matrizes de rigidez clássicas e 3K  e 4K são as matrizes que vêm da 

força axial. 

 É necessário levar em conta o efeito de cisalhamento, que é caracterizador por: 


2

12 Y

r

EI
a

GS L
            (3.22) 

onde rS é a área reduzida da seção transversal e G  é o módulo de cisalhamento (Eq. (3.23)). 
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


2(1 )

E
G  (3.23) 

onde  é o coeficiente de Poisson 

 O efeito de cisalhamento que leva a matriz KS não é demonstrada neste trabalho. 

Contudo, a matriz de rigidez clássica K  é obtida a partir das matrizes K1, K2 e KS. Então, 

aplicando as equações de Lagrange na Eq. (3.21) tem-se: 









U
K  (3.24) 

 Por fim, ordenando os graus de liberdade conforme o vetor q da Eq. (3.8), chega-se à 

matriz de rigidez completa do elemento. 

 

   
   

 
 

 

 





   
 


 
   
 

  

 
 

 
 
 

  

2 2

2 2

2

2

12 0 0 6 12 0 0 6

12 6 0 0 12 6 0
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12 0 0 6
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. 4

Y Y

Y Y

C

Y

Y

L L

L L

L L L

L L L

L

L

L

SIM L

K   

(3.25) 

 

 


3 1

Y
C

EI

L a
K K  (3.26) 

3.4 Força de Desbalanceamento  

 A força de desbalanceamento é definida com uma massa mu, sendo muito menor que 

a massa do rotor, situada a uma distância d do centro geométrico do eixo e com coordenadas 

(u, w) em relação ao ponto O. Para os cálculos considera-se que a massa se mantém em um 

plano perpendicular ao eixo Y, como mostra a Fig. 3.3. 
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Figura 3.3 – Massa de desbalanceamento (Fonte: CAVALINI Jr, 2013). 

 A energia cinética TU da massa mu é dada por: 

              
2 2 2 2 2 cos 2 sin

2

u
U

m
T u w d du t wd t  (3.27) 

 

onde o último termo é constante e não tem influência nas equações (desaparece ao aplicar a 

equação de Lagrange). Assim, a expressão da energia cinética é escrita como: 

         cos sinU uT m d u t w t  (3.28) 

 

 Aplicando as equações de Lagrange na Eq. (3.28), chega-se à: 

   
  

        
  

2sin m cosU U
u u

T Td
m d t d t

dt u u
 (3.29) 

 

   
  

        
  

2cos m sinU U
u u

T Td
m d t d t

dt w w
 

(3.30) 

 

 As forças de desbalanceamento Fu a serem aplicadas ao longo das direções X e Z em 

um nó do modelo matemático do eixo são, respectivamente, FuX e FuZ, como segue: 
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         2sin m cosuX u uF m d t d t  (3.31) 

 

         2cos m sinuZ u uF m d t d t  (3.32) 

3.5 Força de Sustentação dos Mancais 

 As forças de sustentação Fm exercidas pelos mancais quando solicitados em contra-

partida aos deslocamentos e velocidades nodais das partes rotativas do sistema nas direções 

X e Z, FmX e FmZ, respectivamente, são dadas por: 

        
          

        

mX xx xz xx xz

mZ zx zz zx zz

F k k d du u

F k k d dw w
 (3.33) 

 

onde a disposição dos coeficientes de rigidez (kxx, kxz, kzx e kzz) e amortecimento (dxx, dxz, dzx 

e dzz) entre o mancal B e o eixo Sh é apresentada na Fig. 3.4. Vale ressaltar que neste trabalho 

os mancais utilizados são de rolamento. 

 

 

Figura 3.4 – Coeficientes de rigidez e amortecimento dos mancais (Fonte: CAVALINI Jr, 2013). 
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CAPÍTULO IV 

Balanceamento Baseado no Modelo 

O presente Capítulo é dedicado à apresentação das versões determinística e robusta 

da técnica de balanceamento baseada no modelo matemático. Claramente, o objetivo é de-

talhar a metodologia robusta proposta neste trabalho. Neste sentido, será apresentada uma 

seção acerca do Método de Monte Carlo e do Método do Hipercubo Latino, uma vez que 

foram ambos utilizados de forma combinada no balanceamento robusto. O motivo desta com-

binação também ficará claro no decorrer do texto. Como este método de balanceamento ne-

cessita de um método de otimização, será incluída uma seção sobre o método de otimização 

conhecido como Evolução Diferencial. Os dois últimos tópicos deste capítulo são dedicados 

à apresentação do balanceamento determinístico e do balanceamento robusto proposto nesta 

dissertação. 

4.1 Método de Monte Carlo e Hipercubo Latino 

A técnica robusta proposta neste trabalho considera diferentes condições de operação 

ou estruturais da máquina rotativa para efetuar o balanceamento. Neste caso, o Método de 

Monte Carlo (MMC), combinado com o Método do Hipercubo Latino (MHL), é aplicado para 

gerar as diferentes condições mencionadas.  

Existem diversos critérios diferentes para gerar dados numericamente com o objetivo 

de replicar a aleatoriedade presente em um experimento, ou seja, reproduzir as condições no 

modelo matemático que estão presentes quando da execução de testes experimentais. Den-

tre essas técnicas, destaca-se o MMC. 

O MMC pertence a uma classe de métodos que podem ser vistos como técnicas de 

busca exaustiva. A ideia é prever o comportamento estatístico da resposta do modelo sem o 

conhecimento prévio sobre o comportamento estatístico das incertezas. No caso, estas incer-

tezas são consideradas como campos aleatórios e um grande número de amostras é gerado 

para avaliação. As avaliações são feitas por meio do modelo determinístico do sistema mecâ-

nico que está sendo analisado. Com isso, as características estatísticas das respostas do 
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modelo podem ser estimadas, assim como a variabilidade do modelo. Nos trabalhos apresen-

tados por Binder (1979) e Newman; Barkema (2001) é possível encontrar, de forma mais de-

talhada, explicações a respeito da abordagem do MMC. 

McKay et al. (1979) e Iman; Conover (1980) propuseram uma técnica conhecida como 

MHL, visando minimizar o número de avaliações necessárias quando o MMC é aplicado. O 

MHL que permite criar amostras de uma determinada variável em um intervalo desejado. Se-

gundo Viana et al. (2007), existem várias vantagens em usar o MHL. Como exemplos, pode-

se mencionar a ortogonalidade dos pontos de amostragem e a não dependência dos pontos 

de amostragem em relação ao modelo construído. 

A Figura 4.1 exemplifica as características acerca da aplicação do MHL visando a aná-

lise dos efeitos de um parâmetro incerto nas respostas dinâmicas de um modelo matemático 

(DOURADO; CAVALINI Jr; STEFFEN Jr, 2017). Note que, primeiramente, são definidos os 

parâmetros incertos que serão analisados. Em seguida, a geração das amostras é realizada 

com base no campo estocástico considerado e nos limites superior e inferior do intervalo de 

cada variável. Cada amostra é aplicada no modelo matemático para, desta forma, obter a 

resposta do problema. De posse das respostas é possível tratar e analisar os resultados atra-

vés, por exemplo, de envelopes de trabalho. 

 

 

Figura 4.1 – Aplicação do MMC para a análise dos efeitos de um parâmetro. 

 

Para avaliar a aleatoriedade dos parâmetros incertos de um modelo, também existem 

algumas técnicas que são largamente conhecidas e aplicadas, como é o caso do Método dos 

Elementos Finitos Estocásticos (GANHEM; SPANOS, 1992). Pela simplicidade de aplicação, 

o MHL será utilizado neste trabalho. 
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4.2 Evolução Diferencial 

O método de otimização adotado para a solução dos problemas inversos deste traba-

lho (ajuste do modelo do rotor e balanceamento) foi o da Evolução Diferencial. Este método 

tem a capacidade de trabalhar de forma satisfatória com problemas complexos de otimização 

devido a sua robustez (habilidade de evitar soluções de mínimo local). Detalhes acerca da 

Evolução Diferencial podem ser observados em Viana (2006), Lobato (2008), Viana (2008) e 

Cavalini Jr (2013). 

A Evolução Diferencial é um algoritmo evolutivo de otimização proposto por Storn e 

Price (1995). Este método utiliza procedimentos derivados dos processos biológicos, tais 

como a herança genética, mutação, seleção natural e cruzamento. No entanto, diferente do 

que historicamente fundamenta os algoritmos genéticos, a principal ideia por trás do método 

da Evolução Diferencial não é propriamente simular a teoria de Darwin sobre a sobrevivência 

e evolução das espécies (VIANA, 2006). Diferentemente, este método apresenta uma con-

cepção puramente matemática, baseada em operações vetoriais, sendo por esse motivo con-

siderada uma abordagem estrutural (COELHO, 2003). 

As etapas que regem o algoritmo do método de otimização da Evolução Diferencial 

são (LOBATO, 2008): 

 

i. Passo 1: gera-se uma população inicial (aleatoriamente) com soluções factíveis para 

o problema em questão, garantindo que os valores atribuídos às variáveis estão dentro 

das fronteiras delimitadas pelo projetista (espaço de projeto); 

ii. Passo 2: seleciona-se um indivíduo, de forma aleatória, para ser substituído. Três (ou 

mais; Tab. 4.1) diferentes indivíduos são selecionados como genitores (pais), sendo 

que um destes é selecionado como genitor principal; 

iii. Passo 3: adiciona-se ao valor atual da variável (genitor principal) a diferença entre 

duas outras variáveis (ou soma da diferença entre outras variáveis; Tab. 4.1) ponde-

rada por uma taxa de perturbação FDE. Este procedimento representa o operador de 

mutação na Evolução Diferencial; 

iv. Passo 4: aplica-se agora o procedimento que representa o operador de cruzamento 

na Evolução Diferencial, realizado segundo uma probabilidade de cruzamento CR; 

v. Passo 5: se o vetor resultante apresentar uma função de adaptação (Fitness) melhor 

que a do genitor principal, ele o substitui. Caso contrário, este vetor é mantido na pop-

ulação. 
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Tabela 4.1 – Esquemas de mutação do método da Evolução Diferencial. 

Tipo Equação de mutação Alvo 
Popula-

ção 

best/1 trial best DEx x +F ( x x )1 1   bestx  mi>3 

rand/1 trial rand DEx x +F ( x x )1 1   randx  mi>3 

rand-to-best/2 trial mi DE best mix x +F ( x x x x )1 2     bestx  mi>5 

rand/2 trial rand DEx x +F ( x x x x )1 2 3 4     randx  mi>5 

 

A Fig. 4.2 apresenta um fluxograma que ilustra de forma simplificada estas etapas 

(CAVALINI Jr, 2013). 

 

 

Figura 4.2 – Fluxograma representativo do método de otimização Evolução Diferencial (Fonte: 

CAVALINI Jr, 2013). 

 

No que se refere à formulação matemática do método, o passo 1 compreende a gera-

ção randômica da população inicial PDE com mi indivíduos, conforme mostra a Eq. (4.1) 
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T

DE miP x x ... x 1 2[       ]   (4.1) 

onde T

mi nx x x x 1 2[     ...  ]  é o vetor das n variáveis de projeto do indivíduo mi. 

Cada indivíduo mix  da população inicial é determinado da seguinte forma: 

 

l u l

mi mi noise mi mix l x R l x l x ( ) [ ( )- ( )]  (4.2) 

 

sendo l

mil x( )  e u

mil x( )  os limites inferior e superior do espaço de projeto definido, respectiva-

mente. Rnoise é um vetor constituído de ruído branco (distribuição normal no intervalo [0, 1]). 

A aplicação do operador de mutação (passos 2 e 3) pode ser realizada a partir de 

diferentes esquemas quanto à escolha do vetor xmi que sofrerá a mutação. Isto pode ser feito 

randomicamente (vetor escolhido aleatoriamente entre os membros da população atual; tipo 

“rand”; xrand) ou com o vetor associado à melhor função de adaptação (Fitness; tipo “best”; 

xbest). A Tab. 4.1 mostra os esquemas de mutação que são comumente utilizados, sendo trialx  

o vetor resultante do processo de mutação. 

É importante ressaltar que nas aplicações desta dissertação foi utilizado o esquema 

tipo “rand / 1”. Neste esquema, três vetores são escolhidos aleatoriamente (xrand, x1 e x2). A 

partir de dois deles (x1 e x2) é realizada uma operação de subtração. O resultado é multiplicado 

pela taxa de perturbação FDE, gerando assim um novo vetor com módulo diferente da subtra-

ção original. Esse novo vetor é então somado ao vetor xrand, fornecendo um outro vetor xtrial 

que indicará uma nova posição no espaço. Isto, em termos do algoritmo de Evolução Diferen-

cial, tem a ver com a geração de um novo indivíduo (LOBATO, 2008). A Fig. 4.3 apresenta de 

forma gráfica o que foi descrito (problema bidimensional). Neste trabalho, F foi fixado em 0,8. 

De acordo com Viana et al. (2007), resultados satisfatórios são obtidos em processos de mi-

nimização com a taxa de perturbação variando entre 0,5 e 1,0 (quanto maior o tamanho da 

população inicial menor deve ser o valor de FDE neste intervalo). 

A aplicação do operador de cruzamento (passo 4) é realizada como mostra a Eq. 4.3. 

Algumas das variáveis de projeto do genitor principal (Tab. 4.1) são incorporadas ao vetor xtrial 

segundo uma probabilidade de cruzamento determinada CR. Este parâmetro deve ser consi-

derado como sendo menor que 1,0 (por exemplo, 0,3).  

 

trialM DE

trial

trial

x , rand[0,1]<CR
x

x


 


 (4.3) 
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Figura 4.3 – Fundamentação matemática do algoritmo da Evolução Diferencial (Fonte: 

CAVALINI Jr, 2013). 

 

No entanto, Viana (2006) afirma que, se a convergência não for alcançada, uma pro-

babilidade CRDE contida no intervalo de 0,8 até 1,0 pode ser utilizada. Nas aplicações deste 

trabalho, CRDE foi fixado em 0,5. 

4.3 Balanceamento Determinístico 

O método de balanceamento que neste trabalho vêm sendo denominado como deter-

minístico foi proposto por Saldarriaga et al. (2010) e estudado por Morais (2010), além de 

vários outros autores já citados, configura-se como uma técnica baseada no modelo matemá-

tico. 

Assim, o processo de balanceamento para esta técnica está intimamente ligado ao 

modelo matemático da máquina rotativa, pois as massas e fases utilizadas no balanceamento 

são indicadas com base no modelo do sistema. Com isso, a eficiência do método de balance-

amento baseado no modelo matemático está associada à representatividade do modelo da 

máquina rotativa que se deseja balancear. O modelo precisa reproduzir resultados numéricos 

condizentes com os experimentais, claramente considerando as diferentes condições da má-

quina em análise. É importante ressaltar que neste trabalho o método dos elementos finitos é 

utilizado para representar matematicamente o sistema rotativo.  

O ajuste do modelo de elementos finitos construído é comumente realizado para obter 

a representatividade requerida pelo método de balanceamento. A determinação dos parâme-

tros desconhecidos da máquina (por exemplo, os coeficientes de rigidez e amortecimento dos 
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mancais) é realizada através da solução de um problema inverso de engenharia. Um processo 

de otimização é formulado com o objetivo de reproduzir numericamente as funções de res-

posta em frequência (FRFs) experimentais obtidas para o sistema considerado. Mais detalhes 

acerca deste procedimento de ajuste de modelos serão apresentados oportunamente. 

A Fig. 4.4 apresenta um fluxograma acerca do método de balanceamento determinís-

tico baseado no modelo matemático. O procedimento é iniciado com a construção do modelo 

matemático representativo da máquina rotativa (no fluxograma da Fig. 4.4 esta etapa não é 

apresentada). É importante ressaltar que o balanceamento é realizado através de um pro-

cesso iterativo (otimização). O procedimento mostrado no fluxograma é repetido até que haja 

a convergência da função objetivo para o seu valor mínimo, ou seja, quando a diferença entre 

as respostas de vibração (sinais temporais) numéricas e experimentais é minimizada.  

 

 

Figura 4.4 – Fluxograma do balanceamento determinístico. 

 

A primeira etapa para a realização do balanceamento é a medição das respostas de 

vibração experimentais do rotor desbalanceado (condição desconhecida). Em seguida é ne-

cessário determinar as respostas de vibração a partir do modelo representativo do rotor. Os 

sinais de vibração da máquina rotativa e do modelo no domínio do tempo são comparados 

através da função objetivo (veja a Eq. (4.4)).  

 

1

n
ref ,i mod,i

OF

i ref ,i

Temp Temp
DE

Temp


  (4.4) 

 

onde n é o número de sinais temporais utilizadas (04 neste caso, um para cada grau de liber-

dade presente nos discos), Tempref,i são os sinais temporais de referência (com o desbalan-

ceamento original da máquina) e Tempmod,i são os sinais temporais determinadas pelo modelo 
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matemático com os parâmetros determinados pelo otimizador (entradas e saídas nas mesmas 

posições das experimentais). 

O método de otimização é responsável por propor massas de desbalanceamento com 

diferentes valores e posições angulares, visando minimizar o valor da função objetivo, ou seja, 

gerar uma resposta do modelo matemático que seja a mais próxima possível da resposta real 

da máquina, que é o sinal de referência.  

Ao final do processo é adicionado 180° em cada uma das posições angulares das 

massas de correção encontradas com o objetivo de minimizar as respostas de desbalancea-

mento do rotor. Isto se justifica ao se considerar que o método de balanceamento baseado no 

modelo matemático é formulado para determinar a condição de desbalanceamento presente 

na máquina rotativa. Assim, é preciso adicionar 180º nas posições angulares determinadas 

para cada plano de balanceamento considerado a fim de minimizar as respostas de vibração 

do sistema, ou seja, para contrapor o desbalanceamento distribuído ao longo da máquina 

rotativa. 

O que justifica ser necessária a realização do balanceamento frequente em máquinas 

rotativas são as consequências causadas pelas altas amplitudes de vibração, que em casos 

mais extremos poderia levar ao comprometimento de vários componentes e até mesmo ao 

colapso do sistema. Justamente por este fato é importante estudar novas técnicas de balan-

ceamento como a proposta neste trabalho (balanceamento robusto). Claramente, quanto mais 

eficiente for este procedimento, maiores serão os ganhos para as indústrias, além da segu-

rança operacional de máquinas e equipamentos. 

4.4 Balanceamento Robusto 

O método de balanceamento proposto neste trabalho é dito robusto uma vez que são 

levadas em consideração as incertezas que podem afetar o comportamento dinâmico da má-

quina rotativa que será balanceada.  

O contexto tecnológico que aponta para a necessidade de propor uma nova aborda-

gem para o balanceamento baseado no modelo matemático vem da indústria. Existem várias 

possibilidades de alteração do funcionamento normal de uma máquina rotativa, tais como o 

desgaste de componentes, variações na carga de operação, acúmulo de fuligem, perda de 

pequenas partes devido ao desgaste ou algum outro fenômeno. Estas variações são levadas 

em consideração na técnica proposta através da análise de incertezas, ou seja, tais variações 

são consideradas como sendo parâmetros incertos no problema de balanceamento associ-

ado. Espera-se que, após a realização do balanceamento robusto, as amplitudes de vibração 



35 
 

  

permaneçam dentro de um limite aceitável por mais tempo, ou seja, que a máquina necessi-

tará ser balanceada menos vezes durante o seu período de utilização, mesmo considerando 

as várias condições de operação diferentes.  

Na Fig. 4.5 é apresentado um fluxograma que auxilia no entendimento do método de 

balanceamento robusto. Veja que para iniciar o processo de balanceamento robusto é neces-

sário um modelo matemático representativo do rotor. O procedimento de balanceamento é 

iniciado com a medição das respostas de vibração diretamente na máquina rotativa (condição 

desconhecida). O método de otimização é responsável por propor diferentes amplitudes de 

desbalanceamento e posições angulares para o modelo matemático do rotor. As respostas 

de vibração simuladas são obtidas considerando os parâmetros incertos do sistema. Desta 

forma, um conjunto de respostas de vibração associado ao número de sensores disponíveis 

no equipamento é determinado para cada amostra gerada pelo MHL. Assim, cada conjunto 

de respostas de vibração determinado pelo modelo do rotor é comparado com os sinais ex-

perimentais através da função objetivo mostrada na Eq. (4.5). A média dos resultados encon-

trados é considerada como sendo a função objetivo no processo de otimização.  

 

 

 

Figura 4.5 – Fluxograma do método de balanceamento robusto. 

 

1

1 n
ref ,i mod,i

OF

i ref ,i

Temp Temp
DE

m Temp

 
  

 
 
  (4.5) 

 

onde n é o número de sinais temporais utilizadas (04 neste caso, um para cada grau de liber-

dade presente nos discos), m é o número de amostras utilizadas, Tempref,i são os sinais tem-

porais de referência (com o desbalanceamento original da máquina) e Tempmod,i são os sinais 
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temporais determinadas pelo modelo matemático com os parâmetros determinados pelo oti-

mizador (entradas e saídas nas mesmas posições das experimentais). E no final deste pro-

cesso é feita a média dos resultados (
1

m
 ). 

O processo de otimização tem como objetivo minimizar a diferença entre as respostas 

de vibração numéricas e experimentais (domínio do tempo). Este processo é repetido diversas 

vezes até que o valor da função objetivo (valor médio) convirja para um valor mínimo. Quando 

isto ocorre, o processo de balanceamento encontra as amplitudes de balanceamento, e suas 

respectivas posições angulares, capazes de reproduzir as respostas de vibração medidas di-

retamente no rotor. Para que o rotor seja balanceado é necessário adicionar 180º nas posi-

ções angulares obtidas, conforme apresentado anteriormente no método de balanceamento 

determinístico.  

Este processo possui um custo computacional mais alto, quando comparado com o 

método determinístico. A cada iteração do processo de otimização, todas as amostras gera-

das são analisadas. O número de amostras necessário para a análise de incertezas varia de 

caso para caso, sendo determinado avaliando a convergência dos limites superior e inferior 

do conjunto. A análise de convergência adotada neste trabalho será apresentada oportuna-

mente. 

O ganho da aplicação da análise de incertezas no balanceamento é sua capacidade 

de reproduzir no modelo matemático condições de operação que podem acontecer com a 

máquina na indústria. Desta forma, espera-se obter um balanceamento mais efetivo que 

possa diminuir o número de intervenções no equipamento ao longo do tempo.  
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CAPÍTULO V 

Resultados Numéricos 

O Capítulo V é dedicado à apresentação dos resultados numéricos obtidos com os 

métodos de balanceamento determinístico e robusto. Além disso, é mostrado o ajuste do mo-

delo matemático do rotor que, como mencionado, é uma etapa preliminar importante para a 

aplicação das metodologias de balanceamento. É importante ressaltar que em todos os pro-

cedimentos realizados neste capítulo, a máquina rotativa foi balanceada apenas para a velo-

cidade de operação de 1200 RPM. 

5.1. Ajuste do Modelo Matemático do Rotor 

O ajuste do modelo matemático é um procedimento comum na análise de sistemas 

mecânicos. Neste trabalho, o ajuste foi realizado utilizando como base as FRFs numéricas 

(obtidas através do modelo de elementos finitos) e experimentais para identificar os parâme-

tros desconhecidos do sistema. 

A Fig. 5.1 apresenta a máquina rotativa utilizada neste trabalho, bem como o modelo de ele-

mentos finitos construído (Figs. 5.1a e 5.1b, respectivamente). O modelo é composto por 33 

elementos de eixo (Teoria de vigas de Timoshenko). O eixo utilizado na máquina rotativa é 

flexível e de aço, possuindo 800 mm de comprimento, E = 205 GPa, ρ = 7850 Kg/m3 e ν = 

0.29. O sistema é ainda composto por dois discos rígidos (D1 e D3) e uma polia (D2), sendo 

que D1 está localizado no nó #14 e tem massa de 2,6375 kg, D2 está localizado no nó #19 e 

tem massa de 0,4784 kg, já D3 está localizado no nó #26 e possui massa de 2,9495 kg. O 

conjunto eixo-discos é suportado por dois mancais (B1 e B2) com rolamentos auto compensa-

dores. Os mancais B1 e B2 estão localizados nos nós #4 e #32, respectivamente. Os coefici-

entes de rigidez associados ao acoplamento entre o motor elétrico e o eixo (veja a Fig. 5.1) 

foram aplicados nos nós #1 e #2 do modelo de elementos finitos (massa de 0,149 kg). O rotor 

possui dois planos de medição (S8 e S12), localizados nos nós #8 e #12 do modelo. Cada 

plano de medição possui dois sensores posicionados ao longo das direções ortogonais X e Z 

(S8X, S8Z, S12X e S12Z). 
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a) 

 

b) 

Figura 5.1 – a) Bancada experimental e b) modelo de elementos finitos do rotor.  

 

Com a máquina rotativa em repouso, foram obtidas as FRFs aplicando impacto ao 

longo das direções X e Z (horizontal e vertical, respectivamente) dos discos D1 e D3 (martelo 

de impacto). Estas excitações foram aplicadas separadamente nos discos, usando um martelo 

instrumentado. As respostas de vibração foram medidas pelos dois sensores posicionados na 

mesma direção do impacto, chegando a um total de 8 FRFs (faixa de frequência de 0 a 200 

Hz com passos de 0,25 Hz). A média resultante de 20 medições foi considerada para deter-

minar as FRFs. 

No processo de ajuste, foram considerados como parâmetros desconhecidos os coe-

ficientes λ e β do amortecimento proporcional Dp (veja a Eq. (3.1)) e a rigidez de rotação kROT 

devida ao acoplamento do motor elétrico com o eixo. Além destes parâmetros, os coeficientes 

de rigidez e amortecimento dos mancais ao longo das direções X e Z são desconhecidos (os 

coeficientes cruzados dos mancais são nulos). A Tab. 5.1 apresenta todos os 11 parâmetros 

desconhecidos que foram utilizados no ajuste juntamente com os intervalos de busca defini-

dos no processo de otimização. Neste trabalho, o problema inverso associado foi resolvido 

através do método heurístico de otimização conhecido como Evolução Diferencial (STORN; 

PRICE, 1995). 
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Tabela 5.1 – Variáveis desconhecidas e espaço de projeto. 

 Variáveis Espaço de projeto 

  Limite inferior Limite superior 

Mancal B1 kxx 1 x 104 1 x 106 

 kzz 1 x 105 1 x 1010 

 dxx 0 2 x 102 

 dzz 0 3 x 102 

Mancal B2 kxx 1 x 106 1 x 109 

 kzz 1 x 105 1 x 108 

 dxx 0 3 x 102 

 dzz 0 2 x 102 

Amortecimento pro-
porcional 

λ 0 5 

β  0 1 x 10-10 

Rigidez de rotação kROT 0 1 x 103 

             *k [N/m], kROT [Nm/rad] e d [Ns/m]. 

 

A escolha do método da Evolução Diferencial se deve a sua habilidade em solucionar 

problemas inversos complexos, sendo capaz de evitar os mínimos locais e obter a solução de 

forma bastante rápida. O procedimento de ajuste adotado neste trabalho segue a formulação 

apresentada por Cavalini Jr (2013). 

As FRFs numéricas foram determinadas conforme Rade; Steffen Jr (2011), onde é 

utilizada a solução das equações do movimento diretamente no domínio da frequência. A 

função objetivo deste problema de otimização é mostrada na Eq. (5.1). 

 






exp, mod,

1 exp,

FRF FRF

FRF

n
i i

i i

Fo                                                                                                       (5.1) 

 

onde n é o número de FRFs utilizadas (neste caso são 8), FRFexp,i são as FRFs experimentais 

e FRFmod,i são as FRFs obtidas a partir do modelo matemático. A região de busca da função 

objetivo ficou confinada em torno dos picos de ressonância observados nas FRFs obtidas. 

O processo de otimização utilizou 100 indivíduos na sua população inicial. Para agre-

gar maior segurança sobre a solução encontrada ao final do processo de otimização (proxi-

midade do mínimo global), o processo de minimização foi realizado 10 vezes e os valores 

utilizados para os parâmetros desconhecidos foram determinados considerando o resultado 

associado com o menor valor da função objetivo. O melhor resultado obtido é mostrado na 

Tab. 5.2. 
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Tabela 5.2 – Resultado para os 11 parâmetros otimizados. 

 Variáveis Resultados 

Mancal B1 kxx 9,9 x 105 

 kzz 2,0 x 106 

 dxx 81 

 dzz 199 

Mancal B2 kxx 2,4 x 106 

 kzz 9,9 x 107 

 dxx 165 

 dzz 106 

Amortecimento pro-

porcional 

λ 2,6 

β  2,1 x 10-10 

Rigidez de rotação kROT 987 

                   *k [N/m], kROT [Nm/rad] e d [Ns/m]. 

 

As Figs. 5.2 a 5.5 compara as 8 FRFs experimentais com os resultados obtidos nume-

ricamente a partir do modelo ajustado do rotor. Os diagramas de fase também são apresen-

tados nos casos analisados.  

 

           a)                             b) 

Figura 5.2 – Diagrama de Bode experimental (──) e obtidos a partir do modelo do rotor        

(──) considerando a excitação em D1: a) impacto horizontal com sensor S8X e b) impacto 

horizontal com sensor S12X. 
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           a)                             b) 

Figura 5.3 – Diagrama de Bode experimental (──) e obtidos a partir do modelo do rotor        

(──) considerando a excitação em D1: a) impacto vertical com sensor S8Z e b) impacto vertical 

com sensor S12Z. 

 

 

           a)                             b) 

Figura 5.4 – Diagrama de Bode experimental (──) e obtidos a partir do modelo do rotor        

(──) considerando a excitação em D2: a) impacto horizontal com sensor S8X e b) impacto 

horizontal com sensor S12X. 

Note que as curvas experimentais e numéricas são similares, demonstrando a boa re-

presentatividade do modelo de elementos finitos ajustado. 
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           a)                             b) 

Figura 5.5 – Diagrama de Bode experimental (──) e obtidos a partir do modelo do rotor        

(──) considerando a excitação em D2: a) impacto vertical com sensor S8Z e b) impacto vertical 

com sensor S12Z. 

 

A Fig. 5.6 apresenta o Diagrama de Campbell do rotor obtido a partir do modelo de 

elementos finitos ajustado. Neste caso, é possível observar as quatro primeiras velocidades 

críticas da bancada de testes, sendo duas delas associadas a precessões diretas (forward 

whirl; 1815 RPM e 5850 RPM) e duas precessões inversas (backward whirl; 1890 RPM e 6345 

RPM). 

 

 

Figura 5.6 – Diagrama de Campbell do rotor considerado. 

 

Assim sendo, com a etapa de ajuste de modelo concluída os métodos de balancea-

mento determinístico e robusto podem ser aplicados. 

 

/ 60  
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5.2. Balanceamento Determinístico 

A Fig. 5.7 apresenta as amplitudes de vibração obtidas nos planos de medição S8 e 

S12 considerando a máquina rotativa desbalanceada. Estas respostas de vibração resultam 

de um desbalanceamento de 637,5 g.mm / 90o localizado no disco D1 (veja a Fig. 5.1). A Tab. 

5.3 apresenta as amplitudes de vibração associadas com a velocidade de operação do rotor 

(1200 RPM). 

 

Tabela 5.3 – Amplitudes de vibração da máquina rotativa desbalanceada. 

 S8X S8Z S12X S12Z 

Amplitudes de vibração [μm] 49,50 42,61 82,95 75,02 

 

  

a)                                                                        b)   

  

c)                                                                        d) 

Figura 5.7 – Vibração do rotor desbalanceado: a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 
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Com os níveis de vibração apresentados, o procedimento de balanceamento determi-

nístico foi aplicado no sistema, chegando aos resultados da Tab. 5.4. Neste caso, os discos 

D1 e D3 foram considerados como planos de balanceamento (2 planos de medição e 2 planos 

de balanceamento). O espaço de projeto considerado no balanceamento determinístico tam-

bém é apresentado na Tab. 5.4. Note que o método foi capaz de identificar corretamente o 

desbalanceamento presente na máquina rotativa.  

 

Tabela 5.4 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento determinístico. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 900 637,5 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 90 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 900 0 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 320 

  

a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 5.8 – Resultados obtidos pelo método no final do processo de otimização                        

(── desbalanceamento original; : resultado otimizado): a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 
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A Fig. 5.8 apresenta os resultados obtidos pelo método no final do processo de otimiza-

ção. É possível verificar que as respostas de vibração do rotor desbalanceado foram reprodu-

zidas pelo método de balanceamento. A Fig. 5.9 mostra as respostas de vibração do rotor 

desbalanceado e após o posicionamento das massas de correção. Como esperado, as am-

plitudes de vibração do sistema após o balanceamento são próximas de zero. É importante 

ressaltar que as massas de correção são obtidas a partir dos valores otimizados apresentados 

na Tab. 5.4 adicionando 180º nas suas posições angulares (o método identifica o desbalan-

ceamento distribuído no sistema rotativo). 

 

  

a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 5.9 – Respostas de vibração do rotor desbalanceado (──) e balanceado pelo método 

determinístico (:): a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

 

A Tab. 5.5 apresenta as amplitudes de vibração do rotor desbalanceado e balanceado 

na velocidade de operação do sistema (1200 RPM). Com os resultados apresentados na Tab. 

5.5, fica evidente que o balanceamento foi satisfatório, com os valores finais próximos de zero.  
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Tabela 5.5 – Comparação das respostas de vibração do rotor antes e após a realização do 

balanceamento determinístico. 

 S8X S8Z S12X S12Z 

Rotor desbalanceado [μm] 49,50 42,61 82,95 75,02 

Rotor balanceado [μm] 0,007 0,012 0,007 0,011 

Redução [%] 99,98 99,97 99,99 99,98 

5.3. Balanceamento Robusto 

Em se tratando do método de balanceamento robusto, primeiramente é importante 

ressaltar e exemplificar a necessidade real que motivou o desenvolvimento desta técnica. Na 

Fig. 5.10 fica claro que máquinas rotativas no contexto industrial possuem variações das con-

dições de operação, ou seja, a condição nominal da máquina (Fig. 5.10b) não é mantida du-

rante todo o tempo de operação. Um exemplo disso é a condição apresentada na Fig. 5.10a, 

onde incrustações causam o desbalanceamento da máquina. 

 

 

         a)                                                        b) 

Figura 5.10 – Comparação de uma máquina rotativa em condição normal e em condição ad-

versa de operação. 

 

O balanceamento robusto aqui proposto tem por objetivo prever estas variações nas 

condições de operação do equipamento durante o processo de balanceamento. Desta forma, 



48 

o modelo matemático contempla este tipo de alteração na operação da máquina para propor 

um conjunto de massas de balanceamento e posições angulares associadas. 

Nas análises numéricas que serão apresentadas neste capítulo foram abordadas mais 

de uma condição para o balanceamento robusto, sendo os resultados comparados com aque-

les obtidos pelo balanceamento determinístico.  

A primeira condição analisada trata-se da variação da rigidez do mancal da máquina. 

Isto foi feito considerando a rigidez kxx do mancal B1 do rotor da Fig. 5.1 como sendo um 

parâmetro incerto. Esta análise tem por objetivo verificar uma possível alteração nas rigidezes 

dos mancais de uma máquina rotativa. Esse fenômeno pode ocorrer na prática por meio do 

afrouxamento ou quebra de um ou mais parafusos da base de fixação da máquina. A propa-

gação de trincas na base dos mancais também leva a diminuição da rigidez da base.  

Outro fenômeno que foi contemplado na simulação computacional realizada neste tra-

balho foi o acumulo de massa nas partes girantes da máquina rotativa, algo similar ao mos-

trado na Fig. 5.10. Esta condição é recorrente em máquinas rotativas instaladas na indústria, 

principalmente em exaustores. Neste caso, foi realizada uma análise considerando o acumulo 

de massa concentrada no disco D1 do rotor da Fig. 5.1. 

5.3.1 Variação da Rigidez do Mancal 

O primeiro passo que deve ser levado em consideração para a análise de incertezas 

é a convergência do número de amostras geradas pelo MHL. Esta análise é realizada para 

encontrar o número de amostras necessárias para representar de forma correta a variável, 

dentro dos limites definidos.  

Na Fig. 5.11 é possível observar a curva de convergência para o caso das incertezas 

afetando a rigidez do mancal. O valor médio quadrático entre todas as amostras do conjunto 

foi considerado como o parâmetro de convergência. Note que a convergência foi encontrada 

com 400 amostras.  

 

Figura 5.11 – Análise de convergência para a rigidez do mancal.  

A Tab. 5.2 apresenta o valor ajustado para a rigidez do mancal B1 ao longo da direção 

X (kxx = 9,9824 x 105
 N/m), sendo este o valor nominal. De posse desse valor, foi definido o 
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intervalo utilizado para gerar as amostras através do MHL. As amostras geradas obedecem 

aos limites dos intervalos mostrados na Tab. 5.6. O limite inferior do intervalo utilizado para a 

geração das amostras representa a metade do valor nominal da rigidez e o limite superior 

representa o próprio valor nominal. Neste caso, a diminuição da rigidez do mancal (limite in-

ferior da Tab. 5.6) foi determinada de forma arbitrária.  

Tabela 5.6 – Limites utilizados para a geração das amostras de kxx. 

 Limite inferior Limite superior 

Rigidez kxx [N/m] 4,9912 x 105 9,9824 x 105 

 

Neste caso, os discos D1 e D3 foram considerados planos de balanceamento (2 planos 

de medição e 2 planos de balanceamento). O espaço de projeto considerado no balancea-

mento robusto e os resultados encontrados são apresentados na Tab. 5.7.  

 

Tabela 5.7 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento robusto considerando incer-

tezas na rigidez do mancal. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 9000 973 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 311 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 9000 986 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 169 

 

A Fig. 5.12 apresenta os resultados obtidos pelo método no final do processo de ba-

lanceamento. Note que as respostas de vibração do rotor foram reproduzidas pelo método. A 

Fig. 5.13 mostra as respostas de vibração do rotor desbalanceado e após o posicionamento 

das massas de correção. Como esperado, o rotor foi balanceado de forma satisfatória pelo 

método proposto. 

Na Tab. 5.8 são apresentadas as amplitudes de vibração do rotor para os casos des-

balanceado e balanceado na velocidade de operação do sistema (1200 RPM). É possível 

observar que a técnica proposta para o balanceamento com a análise de incertezas incorpo-

rada no modelo apresentou resultados satisfatórios, reduzindo significativamente a amplitude 

de vibração da máquina rotativa. 

Comparando os resultados apresentados na Tab. 5.5 e 5.8 é observado que o balance-

amento determinístico resultou em valores menores para a amplitude de vibração do que 

aqueles que resultam da técnica robusta. Esse resultado é esperado, pois no balanceamento 
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determinístico é analisada apenas na condição usada para o balanceamento, ou seja, as so-

luções determinísticas dominam as soluções robustas. A convergência do método de otimiza-

ção é facilitada quando comparada com a do balanceamento robusto que analisa 400 condi-

ções diferentes da máquina rotativa. Assim, é esperado que o balanceamento determinístico 

seja mais eficiente para a condição em que a máquina rotativa é avaliada. Porém, quando, 

por algum motivo, a máquina sai da condição analisada no processo de balanceamento, o 

balanceamento robusto leva a resultados melhores, ou seja, mantém as amplitudes de vibra-

ção menores do que aquelas que foram obtidas para o balanceamento determinístico. 

 

    

a)                                                                        b) 

   

c)                                                                        d) 

Figura 5.12 – Resultados obtidos pelo método no final do processo de otimização conside-

rando incertezas na rigidez do mancal (── desbalanceamento original; : resultado otimizado): 

a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 
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Para verificar o que foi discutido, uma análise de robustez do balanceamento é apre-

sentada na sequência. Neste caso, a máquina foi analisada para três condições diferentes de 

rigidez do mancal como mostra a Tab. 5.9. 

As Figs. 5.14, 5.15 e 5.16 apresentam as órbitas determinadas nos planos S8 e S12 do 

rotor da Fig. 5.1 considerando os balanceamentos determinístico e robusto (resultados da 

Tab. 5.4 e 5.7, respectivamente) para as condições 1, 2 e 3 apresentadas na Tab. 5.9. Note 

que a técnica de balanceamento robusto foi mais efetiva em todos os casos analisados. Este 

resultado mostra que a técnica proposta é capaz de manter as amplitudes de vibração do rotor 

menores após a mudança estrutural do rotor. 

   

a)                                                                        b) 

   

c)                                                                        d) 

Figura 5.13 – Respostas de vibração do rotor desbalanceado (──) e balanceado pelo método 

robusto para incertezas na rigidez do mancal (:): a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 
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Tabela 5.8 – Comparação entre as respostas de vibração do rotor antes e depois do balance-

amento robusto com incertezas na rigidez do mancal. 

 S8X S8Z S12X S12Z 

Rotor desbalanceado [μm] 49,50 42,61 82,95 75,02 

Rotor balanceado [μm] 2,554 2,181 5,625 4,625 

Redução [%] 94,84 94,88 93,21 93,83 

 

Tabela 5.9 – Condições utilizadas para verificar a robustez. 

 Condição 1 Condição 2 Condição 3 

Rigidez kxx [N/m] 9,9761 x 105 6,4947 x 105 4,9974 x 105 

Variação* [%] 0,06 34,94 49,94 

* Variação em relação ao valor nominal de kxx = 9,9824 x 105
 N/m. 

 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.14 – Órbitas do rotor obtidas para a condição 1 (── balanceamento determinístico; 

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.15 – Órbitas do rotor obtidas para a condição 2 (── balanceamento determinístico; 

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 
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a)                                                                        b) 

Figura 5.16 – Órbitas do rotor obtidas para a condição 3 (── balanceamento determinístico; 

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

A Fig. 5.17 mostra a diferença entre as amplitudes de vibração medidas nos planos S8 

e S12 da máquina rotativa balanceada pelos métodos determinístico e robusto. Para o balan-

ceamento robusto, a vibração residual do rotor foi retirada do sinal obtido pois o balancea-

mento determinístico foi capaz de praticamente anular a amplitude de vibração da máquina 

rotativa (veja a Tab. 5.5). Assim, a comparação feita é mais representativa. Valores positivos 

na Fig. 5.17 indicam que o balanceamento robusto foi mais efetivo que o determinístico. Neste 

caso, as 400 amostras geradas pelo MHL são analisadas. Na Tab. 5.10 é possível observar 

o número de vezes em que os balanceamentos determinístico e robusto foram mais efetivos 

(amplitudes de vibração menores) para cada um dos sensores de vibração do rotor. Note que 

o balanceamento robusto resultou em menores amplitudes de vibração em todos os casos 

analisados.  

 

Tabela 5.10 – Número de casos em que cada balanceamento apresentou amplitudes menores 

de vibração considerando incertezas na rigidez do mancal. 

 Número de casos 

Sensores 
Robusto 

melhor 

Determinístico 

melhor 

S8X  400 0 

S8Z 400 0 

S12X 400 0 

S12Z 400 0 
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a)                                                                        b) 

 

c)                                                                        d) 

Figura 5.17 – Diferença entre as amplitudes de vibração medidas na máquina rotativa balan-

ceada pelos métodos determinístico e robusto considerando incertezas na rigidez do mancal: 

a) sensor S8X; b) sensor S8Z; c) sensor S12X; d) sensor S12Z. 

 

Assim, considerando todos os graus de liberdade do modelo de elementos finitos é 

possível verificar que o balanceamento robusto foi mais efetivo em 94,12% dos casos. 

5.3.2 Acréscimo Concentrado de Massa no Rotor 

A análise desta condição é importante para a indústria pelo fato dela ocorrer com 

grande frequência. Assim sendo, o balanceamento robusto é um método interessante para 

este problema. A Fig. 5.18 apresenta a análise de convergência para o caso de acúmulo de 

massa no disco D1 do rotor da Fig. 5.1. Note que a convergência foi obtida com 400 amostras. 

A Tab. 5.11 apresenta os limites superior e inferior para o desbalanceamento e posição an-

gular (variáveis incertas) utilizados para gerar as amostras através do MHL. O limite superior 
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utilizado para a geração das amostras foi escolhido considerando o valor do desbalancea-

mento residual da máquina, ou seja, o desbalanceamento original do rotor sem acúmulo de 

fuligem (situação evidenciada na Fig. 5.10a; desbalanceamento residual de 637,5 g.mm / 90o 

localizado no disco D1; veja a Fig. 5.7). 

 

Figura 5.18 – Análise de convergência para o acúmulo de massa no disco D1. 

 

Tabela 5.11 – Espaço de projeto para a geração das amostras de massas e fases. 

 Limite inferior Limite superior 

Desbalanceamento [g.mm] 0 637,5 

Posição angular [graus] 0 360 

 

Neste caso, os discos D1 e D3 foram considerados planos de balanceamento (2 planos 

de medição e 2 planos de balanceamento). O espaço de projeto considerado no balancea-

mento robusto e os resultados encontrados são apresentados na Tab. 5.12.  

 

Tabela 5.12 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento robusto considerando o acú-

mulo de massa no disco D1. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 9000 985 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 325 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 9000 1201 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 186 

 

A Fig. 5.19 apresenta os resultados obtidos pelo método proposto ao final do processo 

de balanceamento. Note que as respostas de vibração do rotor foram reproduzidas pelo mé-

todo. A Fig. 5.20 mostra as respostas de vibração do rotor desbalanceado e após o posicio-

namento das massas de correção. Como esperado, o rotor foi balanceado de forma satisfa-

tória. 
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Na Tab. 5.13 são apresentadas as amplitudes de vibração do rotor desbalanceado e 

balanceado na velocidade de operação do sistema (1200 RPM). É possível observar que a 

técnica proposta para o balanceamento com a análise de incertezas incorporada no modelo 

apresentou resultados satisfatórios, reduzindo significativamente a amplitude de vibração da 

máquina rotativa. 

 

Tabela 5.13 – Comparação entre as respostas de vibração do rotor antes e depois do balan-

ceamento robusto com acúmulo de massa no disco. 

 S8X S8Z S12X S12Z 

Rotor desbalanceado [μm] 49,50 42,61 82,95 75,02 

Rotor balanceado [μm] 3,047 2,621 1,416 0,663 

Redução [%] 93,84 93,85 98,29 99,12 

 

De posse destes últimos resultados, fica evidente que mesmo com o acúmulo de massa 

no disco D1 a técnica de balanceamento robusto foi capaz de balancear a máquina rotativa 

com eficiência. Novamente, o balanceamento determinístico promove uma redução mais efe-

tiva das amplitudes de vibração do rotor. Porém, é importante ressaltar que este comporta-

mento já era esperado uma vez que o balanceamento determinístico é aplicado para uma 

condição específica da máquina. Diferentemente, o balanceamento robusto leva em conside-

ração várias condições de operação do sistema. 

Com isso, para testar a eficiência do balanceamento robusto proposto neste trabalho, 

a máquina rotativa novamente foi colocada em outras condições de operação após o balan-

ceamento ter sido realizado. Isto é feito justamente para analisar se a técnica de balancea-

mento proposta atende ao seu propósito, que é manter as amplitudes de vibração da máquina 

mais baixas do que as obtidas pelo balanceamento determinístico, ou seja, manter a máquina 

com amplitudes de vibração que possa mantê-la em operação por mais tempo. A Tab. 5.14 

apresenta oito cenários testados para verificar a eficiência do balanceamento robusto aqui 

apresentado, consideradas todos os casos. Estas condições estão dentro da faixa de condi-

ções prevista pela análise de incerteza (veja a Tab. 5.10).  
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a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 5.19 – Resultados obtidos pelo método no final do processo de otimização conside-

rando o acúmulo de massa no disco D1 (── desbalanceamento original; : resultado otimizado): 

a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

 

Tabela 5.14 – Desbalanceamento adicional aplicado no disco D1. 

Cenários  Desbalanceamento 

[g.mm] 

Posição angular 

[graus] 

1 6,375 45 

2 637,45 45 

3 6,375 135 

4 637,45 135 

5 6,375 -135 

6 637,45 -135 

7 6,375 -45 

8 637,45 -45 
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a) b) 

 

  

c)                                                                        d) 

Figura 5.20 – Respostas de vibração do rotor desbalanceado (──) e balanceado pelo método 

robusto para o acúmulo de massa no disco D1 (:): a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

 

Após a aplicação destas oito condições na máquina rotativa balanceada utilizando os 

métodos determinístico e robusto (resultados da Tab. 5.4 e Tab. 5.12, respectivamente) foram 

calculadas as órbitas apresentadas na Fig. 5.21 a Fig. 5.28.  

Como pode ser observado, os resultados obtidos pelo balanceamento robusto foram 

melhores em 6 dos 8 cenários analisados. Apenas nos cenários 6 e 8 da Tab. 5.14 o balan-

ceamento determinístico foi mais eficiente. Note que nestes dois casos a amplitude de des-

balanceamento é a máxima considerada dentro do intervalo adotado (veja a Tab. 5.11). 
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a)                                                                        b) 

Figura 5.21 – Órbitas do rotor para o cenário 1 (── balanceamento determinístico;                    

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

 a)                                                                        b) 

Figura 5.22 – Órbitas do rotor para o cenário 2 (── balanceamento determinístico;                     

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.23 – Órbitas do rotor para o cenário 3 (── balanceamento determinístico;                    

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 



60 

 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.24 – Órbitas do rotor para o cenário 4 (── balanceamento determinístico;                    

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.25 – Órbitas do rotor para o cenário 5 (── balanceamento determinístico;                    

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.26 – Órbitas do rotor para o cenário 6 (── balanceamento determinístico;                    

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 
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a)                                                                        b) 

Figura 5.27 – Órbitas do rotor para o cenário 7 (── balanceamento determinístico;                    

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

 

a)                                                                        b) 

Figura 5.28 – Órbitas do rotor para o cenário 8 (── balanceamento determinístico;                     

── balanceamento robusto): a) plano S8; b) sensor S12. 

 

A Fig. 5.29 mostra a diferença entre as amplitudes de vibração medidas nos planos S8 

e S12 da máquina rotativa balanceada pelos métodos determinístico e robusto. Para o balan-

ceamento robusto, a vibração residual do rotor foi novamente retirada do sinal obtido devido 

ao procedimento determinístico ter sido capaz de praticamente anular a amplitude de vibração 

da máquina rotativa. Os resultados apresentados na Fig. 5.29 foram obtidos a partir da dife-

rença entre os picos de vibração do sistema na frequência correspondente à velocidade de 

rotação (1200 RPM ou 20 Hz). Neste caso, as 400 amostras geradas pelo MHL são analisa-

das. Valores positivos na Fig. 5.29 indicam que o balanceamento robusto foi mais efetivo que 
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o determinístico. Na Tab. 5.15 é possível observar o número de vezes em que os balancea-

mentos determinístico e robusto foram mais efetivos (amplitudes de vibração menores) para 

cada um dos sensores de vibração do rotor.  

  

a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 5.29 – Diferença entre as amplitudes de vibração medidas na máquina rotativa balan-

ceada pelos métodos determinístico e robusto considerando o acúmulo de massa no disco 

D1: a) sensor S8X; b) sensor S8Z; c) sensor S12X; d) sensor S12Z. 

 

Tabela 5.15 – Número de casos em que cada balanceamento apresentou amplitudes de vi-

bração menores considerando o acúmulo de massa no disco D1. 

 Número de casos 

Sensores Robusto melhor Determinístico melhor 

S8X  400 0 

S8Z 400 0 

S12X 400 0 

S12Z 400 0 
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Note que que para os dois planos (S8 e S12) o balanceamento robusto obteve amplitu-

des de vibração menores para todas as amostras quando comparado com o balanceamento 

determinístico. Porém, considerando todos os graus de liberdade do modelo de elementos 

finitos é possível verificar que o balanceamento robusto foi mais efetivo em 91,84% dos casos. 

Assim, é possível mais uma vez verificar que o método de balanceamento proposto 

neste trabalho é eficiente para o balanceamento de máquinas rotativas, uma vez que apre-

senta bons resultados mesmo em condições diferentes daquelas em que foi originalmente 

balanceado. 
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CAPÍTULO VI 

Resultados Experimentais  

O Capítulo VI contém a apresentação dos resultados experimentais obtidos tanto para 

o balanceamento determinístico quanto para o balanceamento robusto. O objetivo é validar a 

técnica de balanceamento robusto proposta nesta dissertação. Para manter as mesmas con-

dições de operação da máquina rotativa que foi utilizada para o balanceamento, a velocidade 

de rotação foi mantida em 1200 RPM para todas as análises apresentadas neste capítulo. 

6.1. Máquina Rotativa 

Para a realização dos balanceamentos determinístico e robusto experimentais, as res-

postas de vibração da máquina rotativa mostrada na Fig. 5.1 foram medidas. O rotor foi man-

tido operando em 1200 RPM por um determinado período de tempo visando atingir o regime 

permanente do sistema (equilíbrio de temperatura). Para o controle da velocidade, o rotor 

possui um controlador desenvolvido no próprio laboratório que mantém a máquina com vari-

ação máxima de 1  RPM em torno da velocidade de rotação desejada. Todos os resultados 

experimentais foram obtidos a partir da média calculada  de 50 medições. 

A Fig. 6.1 apresenta as amplitudes de vibração obtidas nos planos de medição S8 e 

S12 considerando a máquina rotativa desbalanceada. Estes sinais de vibração foram utilizados 

como referência para que o processo de otimização seja capaz de encontrar as massas de 

correção e suas posições angulares correspondentes, segundo os métodos de balancea-

mento determinístico e robusto. A Fig. 6.2 apresenta os mesmos sinais no domínio da fre-

quência. A Tab. 6.1 apresenta as amplitudes de vibração associadas com a velocidade de 

operação do rotor (1200 RPM). 



66 

   

 a)                                                                        b) 

   

 c)                                                                        d) 

Figura 6.1 – Respostas de vibração no domínio do tempo do rotor desbalanceado: a) S8X; b) 

S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

6.2. Balanceamento Determinístico 

Com as amplitudes de vibração apresentadas nas Figs. 6.1 e 6.2, o procedimento de 

balanceamento determinístico foi aplicado no sistema rotativo levando aos resultados da Tab. 

6.2. Neste caso, os discos D1 e D3 foram considerados como planos de balanceamento (2 

planos de medição e 2 planos de balanceamento). O espaço de projeto considerado no ba-

lanceamento determinístico e os resultados encontrados ao final do processo de otimização 

são apresentados na Tab. 6.2.  

A Tab. 6.3 apresenta os resultados obtidos pelo balanceamento determinístico e as massas 

de correção e posições angulares associadas (somados 180º ao resultado do processo de 
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otimização) que foram aplicadas no rotor para correção. Estas pequenas variações são devi-

das às massas de correção disponíveis e às restrições geométricas no que diz respeito as 

posições angulares onde a correção pode ser realizada nos discos (furos de 10º em 10º). 

   

 a)                                                                        b) 

  

 c)                                                                        d) 

Figura 6.2 – Vibração do rotor desbalanceado: a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

 

Tabela 6.1 – Amplitudes de vibração do rotor desbalanceado.  

 S8X S8Z S12X S12Z 

Amplitudes de vibração [μm] 69,23 68,26 109,5 108,4 

 

Tabela 6.2 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento determinístico. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 10000 1009 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 157,36 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 10000 821 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 90,66 
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Tabela 6.3 – Massas de correção e posições angulares obtidas pelo balanceamento determi-

nístico e aplicadas no rotor. 

Variáveis Otimização Aplicado no rotor 

Massa D1 [gramas] 14,42  14,33 

Posição angular D1 [graus] 337,36  340 

Massa D3 [gramas] 11,91 11,74 

Posição angular D3 [graus] 270,66 270 

 

  

a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 6.3 – Resultados obtidos pelo método determinístico ao final da otimização  (── des-

balanceamento original; : resultado otimizado): a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

 



69 
 

  

Note que os resultados da Tab. 6.3 estão em gramas, pois o valor encontrado após a 

otimização foi dividido pela distância entre o centro do eixo até a posição onde a massa de 

correção é inserida em cada disco (70 mm).  

A Fig. 6.3 apresenta os resultados obtidos pelo método ao final do processo de otimiza-

ção. É possível verificar que as respostas de vibração do rotor desbalanceado foram reprodu-

zidas pelo método de balanceamento. A Fig. 6.4 mostra as respostas de vibração do rotor 

para o caso desbalanceado e após o posicionamento das massas de correção. Note que as 

amplitudes de vibração ainda se mantiveram elevadas mesmo com a aplicação das massas 

de correção, o que não é esperado para este tipo de abordagem visto que as respostas de 

vibração do rotor desbalanceado foram reproduzidas pelo método de balanceamento (veja a 

Fig. 6.3). 

 

  

 a)                                                                        b) 

  

 c)                                                                        d) 

Figura 6.4 – Respostas de vibração do rotor desbalanceado (──) e balanceado (:) pelo mé-

todo determinístico: a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 
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A Tab. 6.4 apresenta as amplitudes de vibração do rotor para os casos desbalanceado 

e balanceado na velocidade de operação do sistema (1200 RPM). A partir dos dados apre-

sentados para o balanceamento determinístico é possível observar que as amplitudes de vi-

bração medidas foram reduzidas em, no máximo, 60 %. Na prática, existem várias condições 

que podem interferir na eficiência do balanceamento, tais como desalinhamento, condições 

dos mancais, empenamento do eixo e outros.  

Tabela 6.4 – Comparação do rotor antes e depois do balanceamento determinístico. 

 S8X S8Z S12X S12Z 

Desbalanceado [μm] 69,23 68,26 109,5 108,4 

Balanceado [μm] 29,87 27,36 60,75 58,60 

Redução [%] 56,85 59,92 44,52 45,94 

 

Neste sentido, um fator que pode ter contribuído para este resultado é o desconheci-

mento da forma com que o desbalanceamento está distribuído ao longo do rotor. 

6.3. Balanceamento Robusto 

O balanceamento robusto, assim como o balanceamento determinístico, utilizou os 

sinais temporais apresentados na Fig. 6.1 como base para a realização da otimização, com o 

objetivo de encontrar as massas de correção e as suas respectivas posições angulares. Po-

rém, agora o procedimento de otimização utiliza a análise de incertezas para auxiliar no pro-

cesso de balanceamento. 

A análise de incertezas neste caso está associada a massas aplicadas em diferentes 

posições angulares do disco D1 da máquina (veja a Fig. 5.1) para simular o acumulo de massa 

no rotor (caso apresentado na seção 5.3.2). Neste caso, os discos D1 e D3 foram considerados 

planos de balanceamento (2 planos de medição e 2 planos de balanceamento). O espaço de 

projeto considerado no balanceamento robusto e os resultados encontrados são apresenta-

dos na Tab. 6.5.  

A Tab. 6.6 apresenta os valores encontrados ao final do processo de otimização e as 

massas de correção e posições angulares correspondentes aplicadas na máquina rotativa 

para efetuar o balanceamento (adicionando 180° nas suas posições angulares).  
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Tabela 6.5 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento robusto considerando o acú-

mulo de massa no disco D1. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 10000 1407 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 94,39 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 10000 2620 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 63,26 

 

 

a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 6.5 – Resultados obtidos pelo método robusto ao final da otimização  (── desbalance-

amento original; : resultado otimizado): a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

A Fig. 6.5 apresenta os resultados obtidos pelo método ao final do processo de otimi-

zação. É possível verificar que as respostas de vibração do rotor desbalanceado foram repro-

duzidas pelo método de balanceamento robusto. A Fig. 6.6 mostra as respostas de vibração 

do rotor desbalanceado e balanceado. 
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Tabela 6.6 – Massas de correção e posições angulares obtidas pelo balanceamento robusto 

e aplicadas no rotor. 

Variáveis Otimização Aplicado no rotor 

Massa D1 [gramas] 20,10  20,08 

Posição angular D1 [graus] 274,39  270 

Massa D3 [gramas] 37,43 37,68 

Posição angular D3 [graus] 243,26 240 

 

  

a)                                                                        b) 

   

c)                                                                        d) 

Figura 6.6 – Respostas de vibração do rotor desbalanceado (──) e balanceado (:) pelo mé-

todo robusto: a) S8X; b) S8Z; c) S12X; d) S12Z. 

 

A Tab. 6.7 apresenta as amplitudes de vibração do rotor desbalanceado e balanceado 

medidas nos planos de medição S8 e S12 com o rotor operando a 1200 RPM. A partir dos 

dados apresentados para o balanceamento robusto é possível observar que as amplitudes de 
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vibração medidas foram reduzidas de, no máximo, 82,11 %. Note que o balanceamento ro-

busto resultou em amplitudes de vibração menores que as obtidas pelo método determinístico 

(compare a Tab. 6.7 e 6.4).  

 

Tabela 6.7 – Comparação do rotor antes e depois do balanceamento robusto. 

 S8X S8Z S12X S12Z 

Desbalanceado [μm] 69,23 68,26 109,5 108,4 

Balanceado [μm] 14,11 12,21 29,30 28,94 

Redução [%] 79,62 82,11 73,24 73,30 

 

A Tab. 6.8 apresenta doze cenários testados para verificar a robustez do balancea-

mento robusto aqui apresentado. A análise realizada contempla três massas diferentes em 

quatro posições angulares distintas aplicadas separadamente no disco D1 do rotor. Estas con-

dições estão dentro da faixa de condições prevista pela análise de incerteza (veja a Tab. 5.11).  

 

Tabela 6.8 – Massas e posições angulares utilizadas na avaliação de robustez. 

Cenários  Massas [gramas] Posições angulares [graus] 

1 

4,84 

0 

2 90 

3 180 

4 270 

5 

15,07 

0 

6 90 

7 180 

8 270 

9 

25,14 

0 

10 90 

11 180 

12 270 

 

As Figs. 6.7 a 6.18 apresentam as respostas de vibração do rotor para os casos des-

balanceado, balanceado pelo método determinístico e pelo método robusto. As respostas me-

didas por todos os sensores disponíveis não são apresentadas; apenas as respostas do plano 

de medição S12 são mostradas, pois os resultados para o plano S8 são semelhantes. É possí-

vel observar que o balanceamento robusto foi mais eficiente (menor amplitude de vibração) 
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na maioria dos casos (7 de 12 dos casos mostrados). Claramente, a análise de todas as 

amostras geradas no processo de otimização pelo MHL não foi realizada pelo tempo experi-

mental requerido para isso. 

Quando a análise é feita sobre a variação da amplitude de vibração com a adição das 

massas da Tab. 6.8 no rotor, fica evidente que o balanceamento robusto apresentou uma 

variação menor que a obtida pela abordagem determinística, como apresentado na Tab. 6.9. 

Note que o balanceamento robusto apresentou uma diferença menor entre a máxima e a mí-

nima amplitude de vibração, do que a obtida pelo balanceamento determinístico, sendo mais 

efetivo que o determinístico em, no mínimo, 12,3 %.  

 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.7 – Respostas de vibração considerando o cenário 1 (* desbalanceado;                        

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.8 – Respostas de vibração considerando o cenário 2 (* desbalanceado;                        

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 
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          a)                                                          b) 

Figura 6.9 – Respostas de vibração considerando o cenário 3 (* desbalanceado;                        

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.10 – Respostas de vibração considerando o cenário 4 (* desbalanceado;                       

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.11 – Respostas de vibração considerando o cenário 5 (* desbalanceado;                      

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 
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          a)                                                          b) 

Figura 6.12 – Respostas de vibração considerando o cenário 6 (* desbalanceado;                      

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.13 – Respostas de vibração considerando o cenário 7 (* desbalanceado;                         

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.14 – Respostas de vibração considerando o cenário 8 (* desbalanceado;                      

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 



77 
 

  

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.15 – Respostas de vibração considerando o cenário 9 (* desbalanceado;                         

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.16 – Respostas de vibração considerando o cenário 10 (* desbalanceado;                     

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

 

          a)                                                          b) 

Figura 6.17 – Respostas de vibração considerando o cenário 11 (* desbalanceado;                     

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 
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          a)                                                          b) 

Figura 6.18 – Respostas de vibração considerando o cenário 12 (* desbalanceado;                     

── balanceamento determinístico; ── balanceamento robusto): a) S12X; b) S12Z. 

 

Tabela 6.9 – Variação total do teste de robustez para todos os sensores. 

 Variação da amplitude [μm] 

Sensor S8X S8Z S12X S12Z 

Balanceamento determinístico 155,62 144,03 271,23 260,99 

Balanceamento robusto 135,44 126,32 224,39 214,66 

Redução [%] 12,97 12,30 17,27 17,75 

 

Diferentemente do que foi apresentado na Tab. 6.9, os resultados das Tab. 6.4 e Tab. 

6.7 não são esperados, uma vez que, em relação às amplitudes de vibração obtidas, o balan-

ceamento determinístico deveria levar a resultados mais efetivos para a condição original do 

rotor (sem a variação da rigidez do mancal ou o acúmulo de massa no disco). Assim, espera-

se um comportamento similar ao mostrado no Capítulo V. 

Para avaliar numericamente o resultado experimental obtido, um desbalanceamento 

randomicamente distribuído foi aplicado no modelo de elementos finitos da máquina rotativa 

mostrado na Fig. 5.1b (análise numérica somente). Isto foi feito para avaliar os resultados 

experimentais da Tab. 6.4 e Tab. 6.7 (balanceamento robusto obtendo amplitudes de vibração 

menores que o determinístico). 

A análise de incertezas neste caso também está associada a massas aplicadas em 

diferentes posições angulares do disco D1 da máquina (veja a Fig. 5.1) para simular o acumulo 

de massa no rotor (caso apresentado na seção 5.3.2). Neste caso, os discos D1 e D3 foram 

considerados como planos de balanceamento (2 planos de medição e 2 planos de balancea-

mento). O espaço de projeto considerado no balanceamento determinístico e os resultados 
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encontrados são apresentados na Tab. 6.10. O espaço de projeto considerado no balancea-

mento robusto e os resultados encontrados são mostrados na Tab. 6.11. A Fig. 6.19 apresenta 

as respostas de vibração do rotor balanceado pelos métodos determinístico e robusto. É im-

portante ressaltar que ambos os métodos foram capazes de reproduzir as respostas de vibra-

ção do rotor desbalanceado ao final do processo de otimização. 

 

Tabela 6.10 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento determinístico considerando 

o acúmulo de massa no disco D1 para o desbalanceamento distribuído. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 10000 387,43 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 82,60 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 10000 3,63 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 149,66 

 

  

a)                                                                        b) 

  

c)                                                                        d) 

Figura 6.19 – Balanceamento do rotor para o ── balanceamento determinístico e o                    

── balanceamento robusto: a) plano S8X; b) sensor S8Z; c) plano S12X; d) sensor S12Z. 
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Tabela 6.11 – Espaço de projeto e resultados do balanceamento robusto considerando o acú-

mulo de massa no disco D1 para o desbalanceamento distribuído. 

Parâmetros  Espaço de projeto Valores otimizados 

Desbalanceamento em D1 [g.mm] 0 até 10000 1040,10 

Posição angular D1 [graus] 0 até 360 34,69 

Desbalanceamento em D3 [g.mm] 0 até 10000 1230,80 

Posição angular D3 [graus] 0 até 360 200,08 

 

Como pode ser observado na Fig. 6.19, o balanceamento robusto foi mais efetivo que 

o determinístico para todos os sensores. Isto reproduz qualitativamente o resultado experi-

mental obtido, validando assim o método de balanceamento robusto proposto neste trabalho. 

Desta forma, fica clara a contribuição que a técnica de balanceamento robusto traz 

para o balanceamento de máquinas rotativas, demonstrando que a análise de incertezas é 

uma ferramenta de grande eficiência para o estudo dos problemas aqui abordados. 
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CAPÍTULO VII  

Conclusão e Perspectivas Futuras 

Nesta dissertação de mestrado duas técnicas de balanceamento baseadas no modelo 

foram analisadas. A primeira foi denominada de balanceamento determinístico e, a segunda, 

desenvolvida neste trabalho, é chamada de balanceamento robusto. 

Inicialmente foi apresentada uma revisão bibliográfica acerca dos principais trabalhos 

de balanceamento que utilizam métodos baseados no sinal de vibração e, também, sobre um 

método que se baseia no modelo matemático do sistema para realizar o balanceamento. Os 

trabalhos científicos disponíveis na literatura abordaram o balanceamento em máquinas rota-

tivas de tamanho e formas diferentes, mas com um único objetivo, qual seja o aprimoramento 

das técnicas de balanceamento para torna-las mais eficientes em diversos tipos de aplica-

ções.  

Para os métodos de balanceamento baseados nos sinais de vibração, foram aborda-

dos o método dos coeficientes de Influência que é comumente empregado na indústria. Os 

métodos das quatro rodadas sem fase e das sete rodadas sem fase também foram apresen-

tados. Todas essas técnicas são eficientes, porém possuem limitações próprias. Para superar 

as limitações dessas técnicas, o método de balanceamento baseado no modelo matemático 

foi desenvolvido. Esta técnica não requer uma relação linear entre a força de balanceamento 

e as amplitudes de vibração resultantes, o que permite considerar diversas situações concre-

tas, particularmente aquelas em que o eixo rotativo é muito flexível. Além disso, não necessita 

de massas de teste, minimizando assim o número de paradas da máquina para a medição 

dos sinais de vibração. Contudo, para a realização do balanceamento por meio desta técnica 

um modelo matemático representativo do rotor é necessário, o que muitas vezes implica difi-

culdades pelo fato de o modelo confiável da máquina não ser facilmente obtido. 

Posteriormente, foi analisado o equacionamento do rotor utilizado para os testes rea-

lizados nesse trabalho, demonstrando a complexidade da construção de um modelo matemá-

tico confiável de máquinas rotativas. Foi utilizado o método dos elementos finitos para a ela-

boração do modelo, uma vez que este possui características que facilitam os cálculos que 

envolvem a operação de balanceamento. O modelo matemático do rotor foi ajustado através 
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da técnica de otimização conhecida como Evolução Diferencial. Este procedimento foi reali-

zado utilizando FRFs obtidas a partir de diferentes posições de excitação e medição com o 

rotor em repouso. Foi considerado que o efeito giroscópico do sistema não é grande o sufici-

ente para comprometer a identificação dos parâmetros considerados desconhecidos. 

Como mencionado, duas abordagens da técnica de balanceamento baseada no mo-

delo matemático foram analisadas neste trabalho. A primeira utiliza o modelo matemático para 

propor um conjunto de massas e posições angulares capazes de balancear a máquina rotativa 

na sua condição de operação. Já a segunda técnica utiliza a análise de incertezas para prever 

um conjunto de condições de operação do rotor que são diferentes da condição original da 

máquina. Esta abordagem tem como objetivo manter a máquina rotativa com amplitudes de 

vibração aceitáveis por mais tempo, mesmo com eventuais alterações nas condições normais 

de operação do sistema, buscando assim representar situações concretas que envolvem a 

operação de máquinas rotativas. 

Os resultados obtidos nesta dissertação foram divididos em dois capítulos, a saber: no 

Capítulo V foram apresentados os resultados numéricos e no Capítulo VI foram apresentados 

os resultados experimentais que pretendem validar o método de balanceamento robusto, 

sendo este o ponto mais importante deste trabalho. 

Os resultados numéricos contemplam duas avaliações diferentes para a análise de 

incerteza, sendo uma associada à rigidez do mancal B1, com o objetivo de simular problemas 

de fixação existentes na máquina e a outra com o objetivo de avaliar a influência do acúmulo 

de massa no disco D1 do rotor. Ambas as análises apresentaram resultados que garantem a 

eficiência da técnica de balanceamento robusto. 

Já a abordagem experimental contemplou apenas o acúmulo de massa no disco. Os 

resultados experimentais demonstraram que a técnica de balanceamento robusto é útil e efi-

ciente, principalmente quando a máquina rotativa está em uma condição desconhecida e/ou 

adversa para a realização do balanceamento. Desta forma, a técnica de balanceamento ro-

busto se mostrou eficiente, validando assim o procedimento de balanceamento desenvolvido 

ao longo da dissertação. 

Com todos os resultados numéricos e experimentais apresentados ficou evidente que 

o balanceamento robusto representa um ganho de eficiência para o método de balancea-

mento baseado no modelo matemático. Isto se deve ao fato do balanceamento robusto ser 

capaz de balancear a máquina rotativa de forma a contemplar variações nas condições de 

operação, levando em alguns casos a amplitudes de vibração menores que as obtidas pelo 

balanceamento determinístico.  

Concluindo, pode-se destacar as seguintes contribuições desta dissertação de mes-

trado: 



84 

• Construção de um modelo matemático representativo para a realização de análises 

dinâmicas 

• Estudo e implementação da análise de incertezas para estruturas dinâmicas comple-

xas, utilizando o Método de Monte Carlo combinado com o Método do Hipercubo 

Latino. 

• Desenvolvimento de uma nova abordagem para balanceamento de máquinas rotati-

vas, que foi intitulado de balanceamento robusto. A técnica neste trabalho foi aplicada 

para o método de balanceamento baseado no modelo matemático. Os resultados 

numéricos obtidos foram validados experimentalmente, demonstrando assim a repre-

sentatividade do modelo desenvolvido bem como da técnica proposta. 

• O balanceamento robusto desenvolvido contribui para uma nova visão do estudo de 

balanceamento, mas também uma nova visão para os balanceamentos aplicados 

dentro da indústria, podendo representar redução de custo de manutenção. 

 

Contudo, ainda há tópicos que precisam ser estudados na continuidade deste trabalho 

como, por exemplo: 

 

a) Realizar a análise de incertezas envolvendo outros parâmetros do rotor; 

b) Realizar a validação experimental da análise de incertezas na rigidez do mancal, 

sendo preciso elaborar um método eficiente para a validação dos resultados numéri-

cos; 

c) Realizar a análise de incertezas referente ao acúmulo de massa nos dois discos; 

d) Estender o conceito de balanceamento robusto para as técnicas baseadas nos sinais 

de vibração, uma vez que estes que são amplamente aplicados na indústria; 

e) Aprimorar a análise de incertezas realizada, considerando, por exemplo, o método dos 

elementos finitos estocásticos e a análise de incertezas utilizando lógica Fuzzy. 

 

Durante a realização deste trabalho, as seguintes publicações foram realizadas ou es-

tão sendo preparadas: 

• Carvalho, V. N.; Silva, A. D. G.; Cavalini Jr, A. A.; Steffen Jr, V., New Balancing Ap-

proach Based on Robustness and Reliability, 2016. Simpósio do Programa de Pós-

Graduação em Engenharia Mecânica. 

• Carvalho, V. N.; Silva, A. D. G.; Rende, B. R. F.; Cavalini Jr, A. A.; Steffen Jr, V., Robust 

Model Based Balancing Approach for Flexible Rotors, 2017. International Conference 

on Structural Engineering Dynamics (ICEDyn 2017). 
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Existem ainda outros dois artigos provenientes do trabalho realizado nesta dissertação 

que serão enviados para revista científica apropriada nos próximos meses. 
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