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RESUMO 

 

 

Este trabalho estuda os mecanismos de extração sólido-líquido, com ênfase no estudo 

do modelo matemático dinâmico proposto por CASTILLO-SANTOS et al. (2017), para a 

previsão das concentrações de vanilina no substrato e no extrato. A vanilina é um aldeído 

fenólico aromático de alto valor comercial extraído da Vanilla planifolia, utilizado nas 

indústrias alimentícia, cosmética e farmacêutica. O modelo matemático admite variações das 

concentrações na direção axial, difusividades constantes, transferência de massa instantânea 

entre o extrato e o substrato e dimensão constante das partículas. O equilíbrio entre as fases é 

representado pela Lei de Nernst. O modelo matemático foi adimensionalizado e para as 

equações de conservação foram considerados valores médios no espaço.  A solução analítica 

proposta por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) é apresentada em termos de uma série infinita 

em função dos autovalores λn. Esta solução analítica foi implementada neste trabalho utilizando 

o software Maple 17® (www.maplesoft.com), avaliando a convergência da série para diferentes 

números de Biot sobre os perfis de concentração. A adimensionalização do modelo matemático 

é demonstrada detalhadamente. Os resultados obtidos são coincidentes com o dos autores e o 

código computacional desenvolvido pode ser facilmente estendido para outros estudos sobre 

extração sólido-líquido. 

Palavras-chave: Extração Sólido-Líquido, Modelagem, Simulação Computacional, Vanilla.

http://www.maplesoft.com/
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1. Introdução 

 

1.1 Revisão Bibliográfica 

 

A extração sólido-líquido é de ampla importância na indústria química em geral, 

principalmente na indústria alimentícia por possibilitar a remoção de componentes específicos 

de matérias-primas de origem majoritariamente natural, como é o caso do café, óleos essenciais, 

e chás. Os extratos são submetidos a processos de separação para obtenção dos componentes-

chave, que são vendidos como insumos para indústrias (ex. nutracêutica, farmacêutica e 

cosmética) ou diretamente ao consumidor final, após o beneficiamento (BART; PILZ, 2011).  

O processo de extração sólido-líquido ocorre pelo contato entre um solvente e um soluto 

que se deseja extrair, resultando no transporte de massa difusivo do soluto para o solvente e 

consequente formação do extrato (BART; PILZ, 2011). Estudos sobre os mecanismos de 

extração possibilita a otimização do processo, o que permite maiores rendimentos e 

seletividade, menor uso de solventes e menor custo operacional. Apesar disso, a maioria dos 

processos de extração atualmente são desenvolvidos de forma empírica e são pouco eficientes 

(BOTH et al. 2014). Perante essa realidade, pesquisas foram desenvolvidas a fim de realizar 

aproximações sistemáticas que permitem modelar e simular os processos de extração, 

validando-os por experimentos reportados na literatura. Os estudos incluem os princípios de 

fenômenos de transporte, termodinâmica (BOTH et al. 2014) e botânica (KASSING et al. 2012) 

para o desenvolvimento do modelo matemático e para a obtenção de parâmetros cinéticos e 

físico-químicos. 

Dentre os processos de extração sólido-líquido existentes, três tipos são os mais 

utilizados: imersão, maceração e percolação (Figura 1). Os dois primeiros consistem em imergir 

os sólidos no líquido extrator com agitação ou não, enquanto que o terceiro ocorre pela 

passagem do solvente por um leito fixo com o material sólido (BART; PILZ, 2011). Os 

extratores podem ser de estágio simples ou múltiplos, o que propicia o desenvolvimento de uma 

grande diversidade de equipamentos como exemplificados na Figura 2. 
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Figura 4 - Princípios de equipamentos de extração sólido-líquido. Figura adaptada de BART; 

PILZ (2011). 

 
Figura 5 - Esquematização de dois equipamentos de extrator contínuos sólido-líquido: a) Extrator 

Bollman; b) Extrator Hildebrandt, figura adaptada de MCCABE et al., (1993). 

Os modelos de extração sólido-líquido podem ser divididos em duas categorias: 

modelos empíricos e modelos fenomenológicos. O primeiro dispõe de correlações ou de 

experimentos com ajustes não-lineares para adquirir os dados de cinética e concentração 

desejados, como visto por KASSING et al. (2012).  Esses parâmetros são mais confiáveis por 

se tratarem de situações reais, porém sua adaptabilidade a outras situações é limitada, 

necessitando de um grande esforço técnico. Os modelos fenomenológicos utilizam-se de 

equações clássicas que representam os fenômenos de transporte e termodinâmica, podendo ser 

dividido em modelos microscópicos ou macroscópicos. No modelo microscópico, o balanço de 

massa é infinitesimal e contempla o transporte tanto no leito quanto no poro da partícula do 

sólido que está sendo processado, sendo os parâmetros cinéticos (ex. coeficiente de difusão) 

obtidos utilizando-se modelos termodinâmicos que descrevem as não idealidade de um sistema 

(BOTH et al. 2014). Para o modelo macroscópico, CASTILLO-SANTOS et al. (2017) propõem 
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que ele seja unificado e que quantifique o sistema todo com balanços de massa nas fases 

substrato e extrato de forma dinâmica, em termos de forças motrizes. CASTILLO-SANTOS et 

al. (2017) utilizaram o recurso de adimensionalização, método das transformadas de Laplace e 

teorema dos resíduos para chegar em funções que descrevem o comportamento da concentração 

no extrato em relação ao tempo de forma adimensional. Sua validação é feita com ensaio para 

extrair o composto vanilina e seus componentes paralelos de favas de Vanilla planifolia. 

Modelos estatísticos da extração de ácido ursólico e oleanólico da sálvia, da vanilina 

das favas de baunilha e da piperina da pimenta do reino foram realizados por KASSING et al. 

(2012). Estes autores obtiveram os modelos matemáticos em trabalhos científicos sobre a 

extração de óleo da soja com CO2 supercrítico que conseguiam predizer o comportamento de 

um processo de extração. Tais modelos utilizaram aproximações físico-químicas tais como: 

“Modelo do Núcleo Não reagido” GOTO (1996); “Modelo das Células Intactas e Partidas” por 

SOVOVA (1994) e “Modelos de Dessorção” por COCERO; GARCIA, (2001).  Os modelos 

descritos foram obtidos por regressão polinomial de dados experimentais, porém não 

apresentavam resultados físico-químicos e termodinâmicos relacionados às características 

botânicas das plantas, dificultando a utilização em estudos preditivos.  

Baseado no estudo de KASSING et al. (2012), BOTH et al. (2014) desenvolveram 

complementos desses modelos, acrescentando parâmetros termodinâmicos, botânicos e 

relações fenomenológicas para calcular os termos difusivos e de equilíbrio. 

CASTILLO-SANTOS et al. (2017) analisaram vários trabalhos que sugeriam modelos 

empíricos utilizando diferentes métodos, entre eles: “concentração em um dado tempo pontual 

(RAKOTONDRAMASY-RABESIAKA et al. 2010); ajuste de soluções analíticas da equação 

de difusão considerando um volume de solvente infinito (FRANCO et al. 2007) e  por equações 

válidas a tempos muito curtos (CACACE & MAZZA 2003)” (CASTILLO-SANTOS et al. 

2017, p.36). Propuseram então modelos cinéticos de extração macroscópicos e estimação da 

difusividade deduzidos de princípios fundamentais de transferência de massa e termodinâmica. 

Desenvolveram também uma solução analítica para estes modelos como alternativa para 

descrever o comportamento das frações mássicas em relação ao tempo tendo como propriedade 

a capacidade de predição a diferentes condições. 

Os autores concluíram que os modelos propostos em seu trabalho podem ser aplicados 

para qualquer sistema de extração sólido-líquido em que as propriedades de transferência de 

massa e equilíbrio são avaliadas como foram descritas no artigo. 
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Os trabalhos citados nessa revisão contemplam o estado da arte que trata de modelagem 

e simulação de extratores sólido-líquido. Foi observado uma tendência em substituir modelos 

empíricos e pouco preditivos por modelos mais generalizados com base fenomenológica. 

 

 

1.2 Objetivo Geral 

 

Realizar um estudo sobre os mecanismos, a modelagem e a simulação de extração 

sólido-líquido e comparar trabalhos recentes avaliando suas vantagens e desvantagens. 

 

1.3 Objetivos Específicos 

 

• Estudar os mecanismos de extração sólido-líquido da Vanilina em favas de 

Vanilla planifolia; 

• Detalhar a adimensionalização do modelo proposto por CASTILLO-SANTOS 

et al. (2017); 

• Implementar um código computacional para simular os modelos desenvolvidos 

analisando a influência dos autovalores; 

• Comparar os resultados obtidos com outros apresentados na literatura. 

 

 

2 Metodologia 

 

2.1 Modelagem Matemática 

 

O modelo matemático proposto por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) e objeto deste 

estudo será detalhado a seguir e as hipóteses simplificadoras adotadas serão discutidas na Seção 

2.3. Os autores utilizaram balanços de massa e relações de equilíbrio para o extrato, o substrato 

e sua interface ilustrados pela Figura 3. 
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Figura 3 – Esquema representativo da interface em um extrator sólido-líquido de forma 

contínua e a geometria (placa infinita de meia-espessura “l”) utilizada no modelo. 

As equações propostas descrevem o comportamento cinético da extração contínua. A 

equação 1 apresenta 𝑥𝛽 como a fração mássica no substrato que depende do tempo e da posição. 

A transferência de massa na interface extrato-substrato é descrita pela Equação 2. O índice i 

representa a variável na interface e 𝑥𝛾 é a fração mássica no extrato, 

 

𝑑(𝜌𝛽𝑥𝛽)

𝑑𝑡
= 𝐷𝛽∇ ∙ ∇(𝜌𝛽𝑥𝛽)      em      𝑉𝛽 (1) 

 

−𝒏 ∙ 𝐷𝛽∇(𝜌𝛽𝑥𝛽𝑖) = 𝑘𝑐𝜌𝛾(𝑥𝛾𝑖 − 𝑥𝛾)      em      𝐴𝛽𝛾 (2) 

 

A Lei de Nernst descreve a relação de equilíbrio na equação 3 e é amplamente aceita 

para a solução analítica das equações de transferência de massa (VELOSO et al., 2005; 

CHILEV et al., 2014 apud CASTILLO-SANTOS et al., 2017). 

 

𝑥𝛾𝑖 = 𝐾𝑒𝑞𝑥𝛽𝑖 (3) 

 

O balanço de massa no extrato é dado pela equação 4, 

 

𝑑(𝑉𝛾𝜌𝛾𝑥𝛾)

𝑑𝑡
= 𝑘𝑐𝜌𝛾𝐴𝛽𝛾(𝑥𝛾𝑖 − 𝑥𝛾)      em      𝑉𝛾 (4) 
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A superfície de transferência de massa (𝐴𝛽𝛾) definida pela equação 5 está em função do 

volume do substrato (𝑉𝛽); do comprimento característico (𝑙) e do fator geométrico (𝑛). O valor 

de 𝑛 depende da geometria do material, sendo 𝑛 = 1 para placas infinitas; 𝑛 = 2 para cilindros; 

𝑛 = 3 para esferas e 𝑙 indica o comprimento característico.  

 

𝐴𝛽𝛾 =
𝑛𝑉𝛽

𝑙
 (5) 

 

Os volumes de solução e do meio, 𝑉𝛾 𝑒 𝑉𝛽 respectivamente, são frações do volume total 

do sistema, podendo ser representados em termos de porosidade pela equação 6 e equação 7, 

 

𝑉𝛾 = 𝜀𝑉 (6) 

𝑉𝛽 = (1 − 𝜀)𝑉 (7) 

 

O balanço de massa total do sistema entre o estado inicial e o de equilíbrio é descrito 

pela equação 8, 

 

𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛽0𝑥𝛽0−𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽𝑒
= −1 (8) 

 

sendo 𝑚𝛽0 e 𝑚𝛽𝑒 referentes ao substrato e 𝑚𝛾0 e 𝑚𝛾𝑒 ao extrato no tempo inicial e no 

equilíbrio respectivamente. 

As massas de substrato e extrato em termos de volume e da densidade são definidas pela 

equação 9: 

 

𝑚𝛾 = 𝜌𝛾𝑉𝛾   e   𝑚𝛽 = 𝜌𝛽𝑉𝛽 (9) 

 

 

2.2 Adimensionalização 

 

O modelo matemático apresentado foi adimensionalizado para obtenção da solução 

analítica por CASTILLO-SANTOS et al. (2017). A complexidade desta adimensionalização 

justifica o detalhamento do procedimento apresentado nesta monografia. 

Definindo as variáveis adimensionais 𝛹𝛽 e 𝛹𝛾 conforme as equações (10) e (11):  
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𝛹𝛽 =
𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽−𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽𝑒

𝑚𝛽0𝑥𝛽0−𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽𝑒
 (10) 

𝛹𝛾 =
𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒
` (11) 

 

O número de Biot modificado proposto por CÓRDOVA-QUIROZ et al. (1996) é 

apresentado na equação (12), adotando a Lei de Nernst como relação de equilíbrio entre fases: 

 

𝐵𝑖 =
𝑘𝐶𝛾𝑙

𝐷𝛽

𝜌𝛾𝐾𝑒𝑞

𝜌𝛽
 (12) 

 

As equações 13, 14 e 15 definem o operador gradiente adimensional (∇̇); o número de 

massa de Fourier (𝜏) e uma relação adimensional da massa de extrato e substrato no equilíbrio 

(𝛼), respectivamente: 

 

∇̇= ∇𝑙    e    𝜉 = 𝑧𝑙 (para direção axial)   (13) 

τ =
𝐷𝛽𝑡

𝑙2  (14) 

α =
𝜀𝜌𝛾𝐾𝑒𝑞

(1−𝜀)𝜌𝛽
=

𝑚𝛾𝑒𝐾𝑒𝑞

𝑚𝛽𝑒
 (15) 

 

Considerando os grupos adimensionais apresentados nas equações 10 a 15, em seguida 

é apresentado o detalhamento do processo de adimensionalização desenvolvido nesta 

monografia. 

Para a adimensionalização das equações 1, 2 e 4 isola-se as variáveis 𝑥𝛽, 𝑥𝛾, ∇ e 𝑡 das 

equações 10, 11, 13 e 14, respectivamente, fazendo as devidas substituições a Equação 1 se 

apresenta na forma: 

 

𝜕[(
𝛹𝛽𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
−𝛹𝛽𝑥𝛽𝑒+𝑥𝛽𝑒)𝜌𝛽]

𝜕(
τ𝑙2

𝐷𝛽
)

= 𝐷𝛽

∇̇∙∇̇[(
𝛹𝛽𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
−𝛹𝛽𝑥𝛽𝑒+𝑥𝛽𝑒)𝜌𝛽]

𝑙2  (16) 

Os termos constantes são removidos das derivadas e simplificados, 

 

𝜕(
𝛹𝛽𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
−𝛹𝛽𝑥𝛽𝑒+𝑥𝛽𝑒)

𝜕τ
= ∇̇ ∙ ∇̇ (

𝛹𝛽𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝛹𝛽𝑥𝛽𝑒 + 𝑥𝛽𝑒) (17) 
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Aplicando as derivadas e observando que as frações iniciais e no equilíbrio são 

constantes obtém-se, 

 

(
𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝑥𝛽𝑒)

𝜕𝛹𝛽

𝜕τ
+

𝜕𝑥𝛽𝑒

𝜕τ
= (

𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝑥𝛽𝑒) ∇̇ ∙ ∇̇𝛹𝛽 + ∇̇ ∙ ∇̇𝑥𝛽𝑒 (18) 

 

Simplificando, 

 

𝜕𝛹𝛽

𝜕τ
= ∇̇ ∙ ∇̇𝛹𝛽 (19) 

  

A equação 3 deve ser adimensionalizada para substituição no processo de 

adimensionalização das equações 2 e 4, 

 

0 = 𝑥𝛾𝑖 − 𝐾𝑒𝑞𝑥𝛽𝑖 (20) 

𝛹𝛾𝑖𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝛹𝛾𝑖𝑥𝛾𝑒 + 𝑥𝛾𝑒 = 𝐾𝑒𝑞 (

𝛹𝛽𝑖𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝛹𝛽𝑖𝑥𝛽𝑒 + 𝑥𝛽𝑒) (21) 

𝛹𝛾𝑖 (
𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝑥𝛾𝑒) + 𝑥𝛾𝑒 = 𝐾𝑒𝑞𝛹𝛽𝑖 (

𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝑥𝛽𝑒) + 𝐾𝑒𝑞𝑥𝛽𝑒 (22) 

𝛹𝛾𝑖 = 𝐾𝑒𝑞𝛹𝛽𝑖

(
𝑚𝛽0𝑥𝛽0−𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑒
)

(
𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛾𝑒
)

+
(𝐾𝑒𝑞𝑥𝛽𝑒−𝑥𝛾𝑒)

(
𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛾𝑒
)
 (23) 

 

O termo 𝐾𝑒𝑞𝑥𝛽𝑒 − 𝑥𝛾𝑒 é igualado a 0 por analogia com a equação 20, substituindo a 

equação 8 e simplificando: 

 

𝛹𝛾𝑖 = −𝐾𝑒𝑞𝛹𝛽𝑖
𝑚𝛾𝑒

𝑚𝛽𝑒
 (24) 

 

Em substituição da equação 15 obtém-se a equação 25, 

 

𝛹𝛾𝑖 = −𝛼𝛹𝛽𝑖 (25) 

 

Após as devidas manipulações algébricas, a Equação 2 na forma adimensional é 

apresentada na sequência: 
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−𝐧 ∙
∇̇𝑥𝛽𝑖

𝑙
=

𝑘𝑐𝜌𝛾

𝐷𝛽𝜌𝛽
(𝑥𝛾𝑖 − 𝑥𝛾) (26) 

 

−𝐧 ∙ ∇̇ [𝛹𝛽𝑖 (
𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝑥𝛽𝑒) + 𝑥𝛽𝑒] =

𝑙𝑘𝑐𝜌𝛾

𝐷𝛽𝜌𝛽
[𝛹𝛾𝑖 (

𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝑥𝛾𝑒) + 𝑥𝛾𝑒 −

  𝛹𝛾 (
𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝑥𝛾𝑒) − 𝑥𝛾𝑒] (27)  

 

Simplificando e isolando, 

 

(
𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
− 𝑥𝛽𝑒) (−𝒏 ∙ ∇̇𝛹𝛽𝑖) + (−𝒏 ∙ ∇̇𝑥𝛽𝑒) =

𝑙𝑘𝑐𝜌𝛾

𝐷𝛽𝜌𝛽
[(𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (

𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝑥𝛾𝑒)] (28) 

 

Observa-se que 𝑥𝛽𝑒 é constante, sendo assim a derivada nula, 

 

−𝐧 ∙ ∇̇𝛹𝛽𝑖 =
𝑙𝑘𝑐𝜌𝛾

𝐷𝛽𝜌𝛽

(
𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
−𝑥𝛾𝑒)

(
𝑚𝛽0𝑥𝛽0

𝑚𝛽𝑒
−𝑥𝛽𝑒)

(𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (29) 

 

Alterando a equação 12 para substituir, e aplicando os mínimos múltiplos comuns, 

 

−𝐧 ∙ ∇̇𝛹𝛽𝑖 =
𝐵𝑖

𝐾𝑒𝑞

(
𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛾𝑒
)

(
𝑚𝛽0𝑥𝛽0−𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑒
)

(𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (30) 

 

Isolando 𝑚𝛾𝑒 e 𝑚𝛽𝑒 substitui-se a equação 15, 

 

−𝐧 ∙ ∇̇𝛹𝛽𝑖 =
𝐵𝑖

𝛼

(𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒)

(𝑚𝛽0𝑥𝛽0−𝑚𝛽𝑒𝑥𝛽𝑒)
(𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (31) 

 

Pela relação da equação 8 e substituindo a equação 25, 

 

−𝐧 ∙ ∇̇𝛹𝛽𝑖 =
𝐵𝑖

𝛼
𝛹𝛾 + 𝐵𝑖𝛹𝛽𝑖 (32) 

 

Finalmente para a equação 4, 
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𝑑𝑥𝛾

𝑑𝑡
=

𝑘𝑐𝜌𝛾𝐴𝛽𝛾

𝑉𝛾𝜌𝛾
(𝑥𝛾𝑖 − 𝑥𝛾) (33) 

 

Substituindo os grupos adimensionais, 

 

𝑑(
𝛹𝛾𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
−𝛹𝛾𝑥𝛾𝑒+𝑥𝛾𝑒)

𝑑(
τ𝑙2

𝐷𝛽
)

=
𝑘𝑐𝜌𝛾𝐴𝛽𝛾

𝑉𝛾𝜌𝛾
(𝛹𝛾𝑖 (

𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝑥𝛾𝑒) + 𝑥𝛾𝑒 −

                    𝛹𝛾 (
𝑚𝛾0𝑥𝛾0

𝑚𝛾𝑒
− 𝑥𝛾𝑒) − 𝑥𝛾𝑒) (34) 

 

Com simplificações análogas às anteriores, 

 

(
𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛾𝑒
)

𝑑𝛹𝛾

𝑑τ
=

𝑙2𝑘𝑐𝜌𝛾𝐴𝛽𝛾

𝐷𝛽𝑉𝛾𝜌𝛾
(𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (

𝑚𝛾0𝑥𝛾0−𝑚𝛾𝑒𝑥𝛾𝑒

𝑚𝛾𝑒
) (35) 

 

𝑑𝛹𝛾

𝑑τ
=

𝑙2𝑘𝑐𝜌𝛾𝐴𝛽𝛾

𝐷𝛽𝑉𝛾𝜌𝛾
(𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (36) 

 

Substituindo a equação 5, 

 

𝑑𝛹𝛾

𝑑τ
= (

𝑘𝑐𝑙𝜌𝛾

𝐷𝛽
) (

𝑙

𝑉𝛾𝜌𝛾

𝑛𝑉𝛽

𝑙
) (𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (37) 

 

Substituindo as equações 6 e 7, 

 

𝑑𝛹𝛾

𝑑τ
= (

𝑘𝑐𝑙𝜌𝛾

𝐷𝛽
) (

(1−𝜀)𝑛

𝜀𝜌𝛾
) (𝛹𝛾𝑖 − 𝛹𝛾) (38) 

 

Substituindo as equações 12, 15 e 25, 

 

𝑑𝛹𝛾

𝑑τ
= 𝑛

𝐵𝑖

𝛼
(−𝛼𝛹𝛽𝑖 − 𝛹𝛾) (39) 

 

Simplificando, 

 

−
1

𝑛

𝑑𝛹𝛾

𝑑τ
= 𝐵𝑖𝛹𝛽𝑖 +

𝐵𝑖

𝛼
𝛹𝛾 (40)  
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2.3 Modelo Final e Obtenção de Parâmetros 

 

O procedimento de solução analítica proposto por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) 

após as adimensionalizações consistiu na aplicação da técnica das transformadas de Laplace e 

do teorema dos resíduos utilizando as seguintes considerações: 

 

• Equações 25 e 32 definidas como unidimensionais, na direção axial; 

• Difusividade efetiva do soluto constante; 

• Transferência de massa da solução retida é instantânea; 

• Dimensão constante das partículas no substrato; 

• Lei de Nernst com 𝐾𝑒𝑞 constante. 

Para as equações 19, 25 e 32 o modelo é transiente e considera-se coordenada 

unidimensional axial (placa infinita) e aplicando as condições de contorno: 

 

𝜕𝛹𝛽

𝜕τ
=

𝛿2𝛹𝛽

𝛿𝜉2      para    0 ≤ 𝜉 ≤ 1  e  τ>0 (41) 

−
𝜕𝛹𝛽

𝜕𝜉
=

𝐵𝑖

𝛼
𝛹𝛾 + 𝐵𝑖𝛹𝛽𝑖     para    𝜉 = 1  e  τ>0 (42) 

 

Devido à simetria das equações 41 e 42 em relação a 𝜉, observa-se,  

 

𝜕𝛹𝛽

𝜕𝜉
 =0    para    𝜉 = 0 (43) 

 

A fração mássica homogênea inicial 𝛹𝛾 = 𝛹𝛽 = 1 quando τ = 0. 

Os autores resolveram as equações utilizando o método das transformadas de Laplace e 

teorema dos resíduos. A solução final é dada pelas equações 44, 45, 46 e 47: 

 

𝛹𝛽(𝜏, 𝜉) = 2 ∑
(1+𝛼)cos(𝜆𝑛𝜉)𝑒−𝜆𝑛

2 𝜏

𝑢′(𝜆𝑛)𝛼𝜆𝑛
2

∞
𝑛=1  (44) 

𝛹𝛾(𝜏) = 2 ∑
(1+𝛼)sin(𝜆𝑛)𝑒−𝜆𝑛

2 𝜏

𝛼𝑢′(𝜆𝑛)𝜆𝑛
3

∞
𝑛=1  (45) 

𝜆𝑛sin(𝜆𝑛)

𝐵𝑖
− cos(𝜆𝑛) −

sin(𝜆𝑛)

𝛼𝜆𝑛
= 0 (46) 

𝑢′(𝜆𝑛) =
cos(𝜆𝑛)

𝐵𝑖
+

sin(𝜆𝑛)

𝐵𝑖𝜆𝑛
+

sin(𝜆𝑛)

𝜆𝑛
−

cos(𝜆𝑛)

𝛼𝜆𝑛
2 +

sin(𝜆𝑛)

𝛼𝜆𝑛
3  (47) 
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Em que 𝜆𝑛 são os autovalores das equações 44 e 45 e seus valores são as raízes da 

equação 46. 

Os autores também apresentaram um modelo adimensional que utiliza valores médios 

no espaço cuja solução analítica é dada pela equação 48: 

 

〈𝛹〉𝛽(𝜏) = 𝛹𝛾(𝜏) = 𝑒
−∅𝑛(1+

1

𝛼+∅
𝛼

𝐵𝑖𝑚

−
∅

𝐵𝑖𝑚+∅
)

 (48) 

 

O parâmetro ∅ é um fator adimensional que depende do formato do substrato. No caso 

estudado que é placa infinita, ∅ = 𝜋2/4. 

Para obtenção dos dados cinéticos e de equilíbrio, os autores realizaram três ensaios a 

temperaturas de 30 oC, 40 oC e 50 oC utilizando pedaços de favas de baunilha (V. planifolia) 

com cerca de 1 cm e como solvente uma mistura de 60% etanol-água. Os modelos matemáticos 

obtidos foram validados utilizando dados apresentados por RODRÍGUEZ-JIMENES et al. 

(2013).  

A constante de equilíbrio aparente 𝐾𝑒𝑞 = 0,86 foi obtida através de uma regressão linear 

dos valores experimentais de 𝑥𝛽 e 𝑥𝛾 apresentados na Figura 4. 

 

Figura 4 - Curva de equilíbrio das frações mássicas de soluto durante uma extração utilizando 

solvente 60% etanol-água. Pontos experimentais (o) 30 oC, (x) 40 oC e (+) 50 oC 

(CASTILLO-SANTOS et al., 2017)  

 

De forma análoga, as difusividades também foram obtidas e constatou-se que seguem a 

relação de Arrhenius e seus valores estão dispostos na Tabela 1: 
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Tabela 1- Valores de difusividade efetiva do substrato durante a extração sólido-líquido a 0,1 

g/mL (baunilha/solvente) (CASTILLO-SANTOS et al., 2017)  

T(oC) 𝑫𝜷. 𝟏𝟎𝟏𝟏(𝐦𝟐𝐬−𝟏) 

30 1,221 

40 1,975 

50 2,433 

 

 

A Tabela 2 é uma transcrição dos resultados obtidos por CASTILLO-SANTOS et al. 

(2017) durante seus experimentos de extração de baunilha (V. planifolia) e que serão utilizados 

na simulação computacional. 

 

Tabela 2 - Valores experimentais do processo de extração sólido-líquido de baunilha 

(CASTILLO-SANTOS et al., 2017)  

g/mL T(oC) 𝒎𝜷𝟎(g) 𝒎𝜸𝟎(g) 𝒎𝜷𝒆(g) 𝒎𝜸𝒆(g) 𝒙𝜸𝒆. 𝟏𝟎𝟐 α 

0,3 30 30,0±0,02 88,2±0,15 84,9±0,13 7,67±0,19 7,67±0,19 2,19 

       1,75a 

       2,63b 

0,4 50 40,1±0,02 48,9±0,34 79,12±1,66 10,0±0,04 10,0±0,04 1,39 

       1,11ª 

       1,67b 

 

Os valores experimentais são médios com desvio padrão de 20 amostras, o índice (a) 

indica limite inferior do intervalo de confiança de 80% da constante efetiva de equilíbrio 𝐾𝑒𝑞 

na equação 15 e o índice (b) é o limite superior. 

  

3 Resultados e Discussões 

 

3.1 Implementação Computacional 
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Para simular e reproduzir os resultados obtidos por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) 

e avaliar a influência dos autovalores 𝜆𝑛 foi utilizado o software comercial Maple 17®, 

desenvolvido pela Maplesoft™. O código completo desenvolvido para simulação desse 

trabalho encontra-se no Apêndice A. 

A primeira etapa deste procedimento consiste na construção do gráfico para avaliação 

do comportamento da fração mássica adimensional pelo tempo adimensional, para tal utilizou-

se da equação 45. Na primeira parte do código, definiu-se as equações 45, 46 e 47 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

Após definidas as equações o código foi dividido em quatro seções: a primeira e a 

segunda seções permitem avaliar a influência de 𝛼 (1, 2, 6 e 10) sobre 𝛹𝛾 com 𝐵𝑖 → ∞ e 𝐵𝑖 →

1 respectivamente; os perfis de concentração dimensionais do modelo original e os que 

admitem valores médios são apresentados na seção 3; na seção 4 a convergência da série 

presente na solução analítica é avaliada considerando números crescentes dos autovalores. 

Primeiramente utiliza-se a função expand para aplicar os limites de 𝐵𝑖 → ∞ nas 

equações 46 e 47. Os valores de 𝛼 são definidos na forma de um vetor com cada elemento 

aplicável às equações 46 e 47. A função Analytic disponível no pacote RootFinding é 

selecionada para a obtenção dos 64 autovalores lambda[n]: 

 

 

Os autovalores determinados para 𝛼 = 6 os autovalores são apresentados na sequência: 
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As soluções analíticas são implementadas e os resultados obtidos são apresentados na 

forma de gráficos: 

 

  

 

 

Os parâmetros coeficiente de transferência de massa 𝑘𝑐𝛾 = 1. 10−4m.𝑠−1 e a 

difusividade efetiva 𝐷𝛾 = 1,45. 10−9m2.𝑠−1 foram obtidos do trabalho de RODRÍGUEZ-

JIMENES et al. (2013) para simulação do modelo dimensional. Como 𝐷𝛽 é de magnitude 

significativamente inferior a 𝐷𝛾, admite-se que para o valor de  𝐵𝑖 = 162  é aceitável a hipótese 

de 𝐵𝑖 → ∞ (CASTILLO-SANTOS et al., 2017). 
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Os pontos experimentais obtidos por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) são declarados 

no código na forma de listas, para fins de apresentação simultânea com os dados simulados. 

 

 

3.2 – Resultados 

 

A Figura 5 apresenta a influência de 𝛼 para 𝐵𝑖 = 1 e 𝐵𝑖 → ∞. Para 𝐵𝑖 → ∞ e para 

menores valores de 𝛼, a transferência de massa ocorre de forma mais rápida, tendo em vista 

que valores baixos de 𝛼 representam uma massa de extrato menor em relação ao substrato. 

 

  

Figura 5 - Influência da relação entre as frações mássicas no extrato/substrato (𝛼) para Biot 

=1 e Biot infinito 

 

As Figuras 6, 7, 8 e 9 apresentam os perfis dinâmicos simulados da fração molar no 

substrato juntamente com os pontos experimentais para as temperaturas de 30 oC e de 50 oC: 
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Figura 6 – Variação da fração molar no substrato em relação ao tempo, na temperatura de 30ºC 

utilizando de autovalores obtidos na solução analítica. 

 

Figura 7 - Variação da fração molar no substrato em relação ao tempo, na temperatura de 50ºC 

utilizando de autovalores obtidos na solução analítica. 
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Figura 8 – Variação da fração molar no substrato em relação ao tempo, na temperatura de 30ºC 

obtido de valores médios no espaço. 

 

Figura 9 – Variação da fração molar no substrato em relação ao tempo, na temperatura de 50ºC 

obtido de valores médios no espaço. 

Na análise das Figuras 6, 7, 8 e 9 é possível observar que o comportamento das curvas 

simuladas apresenta uma boa descrição do comportamento da fração mássica pelo tempo de 

operação em relação aos pontos experimentais, observa-se poucos desvios e que para a 

temperatura de 50ºC há um erro maior. 
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Como o número de autovalores, raízes da Equação 46, é infinito por se tratar de uma 

função trigonométrica deve-se truncar em um ponto arbitrário para prosseguir na solução do 

modelo, as soluções anteriores foram truncadas para n=64, porém no presente trabalho são 

realizados ensaios para observação da influência do número de 𝜆𝑛 utilizados na equação 45. 

Para este procedimento são realizados os mesmos passos para obtenção das frações 

molares de forma dimensional, porém são realizadas 100 soluções diferentes, iniciando com n 

do somatório 1, a primeira solução da Equação 45 recebeu apenas o parâmetro 𝜆1, a segunda 

recebeu 𝜆1 e 𝜆2 e assim sucessivamente até a centésima solução receber 𝜆1 até 𝜆100. 

 

Com todas as soluções armazenadas em variáveis e dispostas em gráfico, obteve-se as 

Figuras 10 e 11: 

 

Figura 10 - Frações molares em função do tempo para diferentes autovalores na Equação 45. 
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Figura 11 - Aproximação da Figura 10 mostrando a solução para valores pequenos de tempo. 

Fez-se a avaliação numérica para o tempo inicial e um tempo com valor no estado 

estacionário, e os erros relativos a cada adição de  𝜆𝑛 à Equação 45.  

O comando a seguir avalia os valores de fração molar no tempo 0 hora e no tempo de 

120 horas, para sequências de autovalores divididos em grupos de 10. 
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3.3 – Conclusão 

 

As curvas obtidas pela implementação do código desenvolvido neste trabalho 

apresentam alta fidelidade às curvas apresentadas por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) o que 

demonstra que a implementação foi bem-sucedida para os casos estudados. 

Na análise das curvas obtidas pela simulação conclui-se que o modelo proposto por 

CASTILLO-SANTOS et al. (2017) representa uma boa aproximação da realidade apresentando 

maiores desvios a 50 ºC, observados entre 10 h e 20 h de operação. Estes desvios podem ser 

justificados conforme sugerido por KASSING et al. (2012) que que subdividem o  processo em 

três fases: i) fácil acesso, na qual o componente-chave encontra-se na superfície; ii) acesso 

médio, em que ocorre uma fase de transição entre o mecanismo de difusão e equilíbrio causando 

uma diminuição do gradiente e iii) acesso difícil, em que a extração é limitada pela difusão em 

partes de difícil acesso do substrato. Foi observado, nesta análise, que a fase “ii” representa o 

desvio observado nos dois trabalhos descritos. 

 

Tendo como referência os estudos citados nesta monografia, é possível concluir que os 

modelos propostos por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) são de fácil implementação, porém 

demandam maior acesso das relações de equilíbrio e transferência de massa. Já KASSING et 

al. (2012) e BOTH et al. (2014) propõem modelos mais descritivos do processo e com difícil 

implementação por não terem solução analítica. São necessárias técnicas mais complexas de 

simulação e que exigem maior esforço computacional, porém seus modelos puderam descrever 

com mais detalhes o rendimento e a pureza do componente-chave do extrato (Vanilina) em 

diversos equipamentos e condições de operação. 
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BOTH et al. (2014) utilizam de modelos termodinâmicos para obter as relações 

difusivas e de equilíbrio através das propriedades botânicas do substrato e do solvente, 

apresentando uma boa possibilidade de contribuição para expansão do modelo de CASTILLO-

SANTOS et al. (2017). 

Com os resultados da última parte do código implementado e desenvolvido nesta 

monografia, conforme apresentado nas Figuras 10 e 11, é possível observar que quanto menos 

autovalores são utilizados na Equação 45, pior a predição da fração molar no tempo inicial. Os 

resultados começam a convergir a partir do tempo de aproximadamente 5 horas, porém após 

este período as soluções passam a ser idênticas. 

Com os valores obtidos é possível observar então que a partir de aproximadamente 40 

autovalores a magnitude da resposta no tempo 0 hora é de 10-4 o que é uma boa aproximação 

do valor teórico que é 0 e no tempo de estado estacionário a resposta da fração molar é idêntica 

para qualquer conjunto de 𝜆𝑛. Com isto conclui-se que para predizer os processos de extração 

sólido-líquido com o modelo de CASTILLO-SANTOS et al. (2017) em estado estacionário, a 

escolha do número de autovalores é irrelevante e para tempos menores já é necessário utilizar 

um número acima de 10 para se obter uma resposta confiável. 

Considerando que o esforço necessário para implementação e simulação dos modelos é 

bem menor do que realizar um experimento em laboratório, os modelos validados auxiliam em 

projetos de plantas e equipamentos diminuindo custos, aumentando rendimentos e prevendo 

com boa aproximação do comportamento real da planta evitando intercorrências. 
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Apêndice A– Código Computacional 
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