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RESUMO

Este trabalho estuda os mecanismos de extragao solido-liquido, com énfase no estudo
do modelo matematico dindmico proposto por CASTILLO-SANTOS et al. (2017), para a
previsao das concentragdes de vanilina no substrato e no extrato. A vanilina ¢ um aldeido
fenolico aromdtico de alto valor comercial extraido da Vanilla planifolia, utilizado nas
industrias alimenticia, cosmética e farmacéutica. O modelo matematico admite variagdes das
concentracdes na direcdo axial, difusividades constantes, transferéncia de massa instantanca
entre o extrato e o substrato e dimensao constante das particulas. O equilibrio entre as fases ¢
representado pela Lei de Nernst. O modelo matematico foi adimensionalizado e para as
equacdes de conservagdo foram considerados valores médios no espago. A solugdo analitica
proposta por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) € apresentada em termos de uma série infinita
em funcao dos autovalores A,. Esta solugdo analitica foi implementada neste trabalho utilizando
o software Maple 17® (www.maplesoft.com), avaliando a convergéncia da série para diferentes
numeros de Biot sobre os perfis de concentragdo. A adimensionalizagdo do modelo matematico
¢ demonstrada detalhadamente. Os resultados obtidos sdo coincidentes com o dos autores € o
codigo computacional desenvolvido pode ser facilmente estendido para outros estudos sobre
extracao solido-liquido.

Palavras-chave: Extragdo Solido-Liquido, Modelagem, Simulagdo Computacional, Vanilla.


http://www.maplesoft.com/

1. Introducao

1.1 Revisao Bibliografica

A extragdo solido-liquido ¢ de ampla importancia na industria quimica em geral,
principalmente na industria alimenticia por possibilitar a remogao de componentes especificos
de matérias-primas de origem majoritariamente natural, como € o caso do café, 6leos essenciais,
e chas. Os extratos sao submetidos a processos de separacao para obtengao dos componentes-
chave, que sdo vendidos como insumos para industrias (ex. nutrac€utica, farmacéutica e
cosmética) ou diretamente ao consumidor final, ap6s o beneficiamento (BART; PILZ, 2011).

O processo de extragdo solido-liquido ocorre pelo contato entre um solvente e um soluto
que se deseja extrair, resultando no transporte de massa difusivo do soluto para o solvente e
consequente formagdo do extrato (BART; PILZ, 2011). Estudos sobre os mecanismos de
extragdo possibilita a otimizagdo do processo, o que permite maiores rendimentos e
seletividade, menor uso de solventes e menor custo operacional. Apesar disso, a maioria dos
processos de extracao atualmente sdo desenvolvidos de forma empirica e sdo pouco eficientes
(BOTH et al. 2014). Perante essa realidade, pesquisas foram desenvolvidas a fim de realizar
aproximacdes sistematicas que permitem modelar e simular os processos de extragdo,
validando-os por experimentos reportados na literatura. Os estudos incluem os principios de
fendomenos de transporte, termodindmica (BOTH et al. 2014) e botanica (KASSING et al. 2012)
para o desenvolvimento do modelo matematico e para a obten¢do de pardmetros cinéticos e
fisico-quimicos.

Dentre os processos de extracdo sélido-liquido existentes, trés tipos sdo 0s mais
utilizados: imersdo, maceragao e percolagao (Figura 1). Os dois primeiros consistem em imergir
os solidos no liquido extrator com agitagdo ou ndo, enquanto que o terceiro ocorre pela
passagem do solvente por um leito fixo com o material sélido (BART; PILZ, 2011). Os
extratores podem ser de estagio simples ou multiplos, o que propicia o desenvolvimento de uma

grande diversidade de equipamentos como exemplificados na Figura 2.
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Figura 5 - Esquematizacdo de dois equipamentos de extrator continuos solido-liquido: a) Extrator
Bollman; b) Extrator Hildebrandt, figura adaptada de MCCABE et al., (1993).
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Os modelos de extragdo soélido-liquido podem ser divididos em duas categorias:
modelos empiricos e modelos fenomenoldgicos. O primeiro dispde de correlagdes ou de
experimentos com ajustes ndo-lineares para adquirir os dados de cinética e concentragdao
desejados, como visto por KASSING et al. (2012). Esses pardmetros sdo mais confidveis por
se tratarem de situacOes reais, porém sua adaptabilidade a outras situacdes ¢ limitada,
necessitando de um grande esforco técnico. Os modelos fenomenologicos utilizam-se de
equacdes classicas que representam os fendmenos de transporte e termodinamica, podendo ser
dividido em modelos microscopicos ou macroscopicos. No modelo microscopico, o balanco de
massa ¢ infinitesimal e contempla o transporte tanto no leito quanto no poro da particula do
solido que esta sendo processado, sendo os pardmetros cinéticos (ex. coeficiente de difusdo)
obtidos utilizando-se modelos termodindmicos que descrevem as ndo idealidade de um sistema

(BOTH et al. 2014). Para o modelo macroscopico, CASTILLO-SANTOS et al. (2017) propdem



que ele seja unificado e que quantifique o sistema todo com balangos de massa nas fases
substrato e extrato de forma dinamica, em termos de for¢as motrizes. CASTILLO-SANTOS et
al. (2017) utilizaram o recurso de adimensionalizagdao, método das transformadas de Laplace e
teorema dos residuos para chegar em fungdes que descrevem o comportamento da concentragao
no extrato em relagdo ao tempo de forma adimensional. Sua validagao ¢ feita com ensaio para
extrair o composto vanilina e seus componentes paralelos de favas de Vanilla planifolia.

Modelos estatisticos da extracao de acido ursolico e oleanodlico da salvia, da vanilina
das favas de baunilha e da piperina da pimenta do reino foram realizados por KASSING et al.
(2012). Estes autores obtiveram os modelos matematicos em trabalhos cientificos sobre a
extragcdo de d6leo da soja com CO» supercritico que conseguiam predizer o comportamento de
um processo de extragcdo. Tais modelos utilizaram aproximacdes fisico-quimicas tais como:
“Modelo do Ntcleo Nao reagido” GOTO (1996); “Modelo das Células Intactas e Partidas” por
SOVOVA (1994) e “Modelos de Dessor¢ao” por COCERO; GARCIA, (2001). Os modelos
descritos foram obtidos por regressdo polinomial de dados experimentais, porém nao
apresentavam resultados fisico-quimicos e termodinamicos relacionados as caracteristicas
botanicas das plantas, dificultando a utilizagdo em estudos preditivos.

Baseado no estudo de KASSING et al. (2012), BOTH et al. (2014) desenvolveram
complementos desses modelos, acrescentando pardmetros termodinamicos, botanicos e
relagdes fenomenoldgicas para calcular os termos difusivos e de equilibrio.

CASTILLO-SANTOS et al. (2017) analisaram varios trabalhos que sugeriam modelos
empiricos utilizando diferentes métodos, entre eles: “concentracdo em um dado tempo pontual
(RAKOTONDRAMASY-RABESIAKA et al. 2010); ajuste de solucdes analiticas da equacao
de difusao considerando um volume de solvente infinito (FRANCO et al. 2007) e por equagdes
validas a tempos muito curtos (CACACE & MAZZA 2003)” (CASTILLO-SANTOS et al.
2017, p.36). Propuseram entdo modelos cinéticos de extracdo macroscopicos e estimagdo da
difusividade deduzidos de principios fundamentais de transferéncia de massa e termodinamica.
Desenvolveram também uma solucdo analitica para estes modelos como alternativa para
descrever o comportamento das fracdes massicas em relacao ao tempo tendo como propriedade
a capacidade de predic¢do a diferentes condigdes.

Os autores concluiram que os modelos propostos em seu trabalho podem ser aplicados
para qualquer sistema de extragdo solido-liquido em que as propriedades de transferéncia de

massa e equilibrio sdo avaliadas como foram descritas no artigo.



Os trabalhos citados nessa revisdo contemplam o estado da arte que trata de modelagem
e simulacdo de extratores solido-liquido. Foi observado uma tendéncia em substituir modelos

empiricos e pouco preditivos por modelos mais generalizados com base fenomenologica.

1.2 Objetivo Geral

Realizar um estudo sobre os mecanismos, a modelagem e a simulagdao de extragdo

solido-liquido e comparar trabalhos recentes avaliando suas vantagens e desvantagens.

1.3 Objetivos Especificos

e Estudar os mecanismos de extragdo solido-liquido da Vanilina em favas de
Vanilla planifolia,

e Detalhar a adimensionaliza¢do do modelo proposto por CASTILLO-SANTOS
et al. (2017);

e Implementar um codigo computacional para simular os modelos desenvolvidos

analisando a influéncia dos autovalores;

e Comparar os resultados obtidos com outros apresentados na literatura.

2 Metodologia

2.1 Modelagem Matematica

O modelo matematico proposto por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) e objeto deste
estudo serd detalhado a seguir e as hipdteses simplificadoras adotadas serdo discutidas na Se¢ao
2.3. Os autores utilizaram balangos de massa e relagdes de equilibrio para o extrato, o substrato

e sua interface ilustrados pela Figura 3.
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Figura 3 — Esquema representativo da interface em um extrator sélido-liquido de forma

661”

continua e a geometria (placa infinita de meia-espessura “1”) utilizada no modelo.

As equacgdes propostas descrevem o comportamento cinético da extragao continua. A
equacdo 1 apresenta xg como a fragdo massica no substrato que depende do tempo ¢ da posi¢ao.
A transferéncia de massa na interface extrato-substrato ¢ descrita pela Equagao 2. O indice i

representa a varidvel na interface e x, € a fragdo massica no extrato,

% = DgV-V(ppxz) em Vg (1)
—n - DgV(ppxp;) = kepy(xyi —x,) em  Ag, (2)

A Lei de Nernst descreve a relagdo de equilibrio na equacdo 3 e ¢ amplamente aceita
para a solugdo analitica das equacgdes de transferéncia de massa (VELOSO et al., 2005;

CHILEV et al., 2014 apud CASTILLO-SANTOS et al., 2017).
Xyi = KeqXpi 3)

O balango de massa no extrato ¢ dado pela equagao 4,

d(Vypyx
( ydty 2 kepyApy(xyi —x,) em ¥, (4)



A superficie de transferéncia de massa (Ag, ) definida pela equagéo 5 estd em fungdo do
volume do substrato (Vg); do comprimento caracteristico (I) e do fator geométrico (n). O valor

de n depende da geometria do material, sendo n = 1 para placas infinitas; n = 2 para cilindros;

n = 3 para esferas e [ indica o comprimento caracteristico.

Agy = —— )

Os volumes de solugdo e do meio, V}, e Vg respectivamente, sdo fragdes do volume total

do sistema, podendo ser representados em termos de porosidade pela equacao 6 e equagdo 7,

V, = eV (6)
Vg=(1-eV (7

O balango de massa total do sistema entre o estado inicial ¢ o de equilibrio € descrito

pela equagao 8,

MyoXyo—MyeX
y0+yo — verye _ __ 1 (8)
mﬁoxﬁo mﬁexﬁe

sendo mg, € mgp, referentes ao substrato € m,o € m,, ao extrato no tempo inicial € no
equilibrio respectivamente.
As massas de substrato e extrato em termos de volume e da densidade sdo definidas pela

equagdo 9:

m, = pyV, e mg=pglp ©)

2.2 Adimensionalizac¢ao

O modelo matematico apresentado foi adimensionalizado para obten¢do da solucao
analitica por CASTILLO-SANTOS et al. (2017). A complexidade desta adimensionaliza¢ao
justifica o detalhamento do procedimento apresentado nesta monografia.

Definindo as variaveis adimensionais ¥ ¢ ¥, conforme as equagdes (10) e (11):



MpReXp—MpeX
p, — MBeXpTMpeXpe 10
g MpoXpo~MpeXpe (10)
(11

Y = MyeXy—MyeXye |
14 myoxyo—myexye

O ntmero de Biot modificado proposto por CORDOVA-QUIROZ et al. (1996) é

apresentado na equacao (12), adotando a Lei de Nernst como relagdo de equilibrio entre fases:

(12)

Bi = kcyl pyKeq
Dg pp

As equagdes 13, 14 e 15 definem o operador gradiente adimensional (V); o niimero de

massa de Fourier (7) e uma relagdo adimensional da massa de extrato e substrato no equilibrio

(@), respectivamente:

V=Vl e & =zl (paradire¢io axial) (13)

Dpt
T=-4 (14)
_ EPyKeq _ MyeKeq (15)

- (1-8)pg B mge

Considerando os grupos adimensionais apresentados nas equacdes 10 a 15, em seguida

¢ apresentado o detalhamento do processo de adimensionalizagdo desenvolvido nesta

monografia.
Para a adimensionaliza¢do das equagdes 1, 2 ¢ 4 isola-se as varidveis xg, x,, V € t das

equagoes 10, 11, 13 e 14, respectivamente, fazendo as devidas substitui¢des a Equacdo 1 se

apresenta na forma:

YeompgXx . YompogXx
e pnsl] A s
= D, . (16)

2
d i)
(DB

Os termos constantes sao removidos das derivadas e simplificados,

¥ ompogXx
6(7’31‘"’[30 ﬁo_l‘"ﬁxﬁe"'xﬁe)
Be _g.¢ ’}’Bmﬁoxﬁo _
=V-V (—mﬁe Wﬁxﬁe + xﬁe) (17)

Jt



Aplicando as derivadas e observando que as fra¢des iniciais e no equilibrio sdo

constantes obtém-se,

mpgoXgo 0Wpg = Oxge  [MmpoXpo . 5 ¢
<m—ﬁe - xﬁe) 9t + 9t ( Mge - xﬁe) \% leﬁ +V VXﬁe (18)
Simplificando,
"5 _y. gy, (19)

A equacdo 3 deve ser adimensionalizada para substituigdo no processo de

adimensionalizagdo das equacdes 2 ¢ 4,

0 =2xy; — Kegxpi 20
‘I’yimyoxyo — lpﬁimﬁoxﬁo
m—ye - lpyixye t Xye = Keq (m—ﬁe o 'Pﬁixﬁe + xﬁe> @D
My0Xy0 _ MpoXpo
Py (m—ye - xVe) + Xye = Keq¥pi ( mpe xﬁe) * KeqXpe .
(M) ( )
_ mge KeqXpe—Xye
‘zin = Keqlluﬁi (myoxyo—myexye) (myoxyo-myexye) &)
Mmye Mye

O termo KqXge — Xy € igualado a 0 por analogia com a equagdo 20, substituindo a

equagao 8 e simplificando:

Mye
Wy = —KeqWpi ﬁ 24)

Em substituicdo da equagdo 15 obtém-se a equacao 25,
¥y = —a¥ (25)

Apo6s as devidas manipulagdes algébricas, a Equacdao 2 na forma adimensional ¢

apresentada na sequéncia:



me _ kep
—ne === e (i — %) (26)

- MmpoXpo _ lkepy MyoXyo
—n-v [lpﬁi< mpe xﬁe) * X/ze] ~ Dppg [lp’/i( Mye x”) T %ye —

(P20 — 2y, ) = 2y @7)

Mye

Simplificando e isolando,

: . Lk,
(—mjf;“ - x,;e) (—n-V¥) + (—n- Vxg,) = Dﬁg; [( yi = %) (m”x” )] (28)

Observa-se que xp, € constante, sendo assim a derivada nula,

myoxyo_
lkcpy ( Mye *y ) (
Dgpp (m_x ﬁe)

mﬁe

—n- V¥, = Y, —¥) (29)

Alterando a equagdo 12 para substituir, e aplicando os minimos multiplos comuns,

(myoxyo ‘myexye)
Bi mye

—n- Vlzuﬁl e <mﬁ0xﬁ0—mﬁexﬁe>( )’l - IIU)/) (30)

mﬁe

Isolando m,,, € mg, substitui-se a equagdo 15,

—n- Vq/ﬁi _ Bi (myoXyo—myexye) (lluyi _ Wy) G1)

a (mﬁoxﬁo_mﬁexﬁe)

Pela relacdo da equacdo 8 e substituindo a equagdo 25,
. Bi .
—n- V¥, = ;‘wy + BiWp, (32)

Finalmente para a equagao 4,



dx kepyA
v _ FePyoBy
75‘-‘;7———(xyi"xy)
vPy
Substituindo os grupos adimensionais,

Yym 0Xy0
(P )
mye yXyetXye) kcpyAﬁy( '(myoxyo
14

d(ﬁ) Wy
P

Com simplifica¢des analogas as anteriores,

MyoXyo—MyeXye\ ¥y  1?KcpyApy, My Xy0—MyeXye
- | = lluyi - y) [

Mye dt DgVypy Mye

dlpy 1? kcpyABy ( _ )
dt DgVypy vi 14

Substituindo a equagdo 5,

av,  (kelpy\ [ 1 nvg
= (52) (5 ) (e = )
YFY

Substituindo as equagdes 6 € 7,

avy _ <k¢lpy) ((1 s)n>( _ )
dt Dg Epy 14

Substituindo as equagdes 12, 15 e 25,

ay; Bi
—Y —n=(—-qW, — W
dt n a aLpi V)

Simplificando,

1d¥y, Y Bi
—;¥ = Bllzuﬁi + ;'Py

— Xye | + Xpe —
Mye ye) ye

10

(33)

(34)

(35)

(36)

(37

(3%)

(39)

(40)
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2.3 Modelo Final e Obtenciao de Parametros

O procedimento de solugdo analitica proposto por CASTILLO-SANTOS et al. (2017)
apos as adimensionalizagdes consistiu na aplicagdo da técnica das transformadas de Laplace e

do teorema dos residuos utilizando as seguintes consideragdes:

e Equacodes 25 e 32 definidas como unidimensionais, na dire¢ao axial;
e Difusividade efetiva do soluto constante;

e Transferéncia de massa da solugao retida ¢é instantanea;

e Dimensdo constante das particulas no substrato;

e Leide Nernst com K, constante.

Para as equacdes 19, 25 e 32 o modelo ¢ transiente e considera-se coordenada

unidimensional axial (placa infinita) e aplicando as condi¢des de contorno:

Mg _ &g
5.~ sz bara 0<é<1let>0 (41)

v Bi .
—a—; = ;llpy +Bi¥; para £{=1e >0 (42)

Devido a simetria das equagdes 41 e 42 em relagdo a &, observa-se,

61{13

PT: =0 para =0 (43)

A fragdo massica homogénea inicial ¥, = ¥ = 1 quando T = 0.
Os autores resolveram as equagdes utilizando o método das transformadas de Laplace e

teorema dos residuos. A solugdo final ¢ dada pelas equagdes 44, 45, 46 e 47:

(14+a)cos(Apé)e ARt

Vp(0,6) = 250 2 (44)
_ . (1+a)sin(/1n)e_l%r

V(1) =220 T (45)

Ansin(n) _sin(y) _

= cos(4,,) o 0 (46)

u’(An) _ cos(1y,) + sin(Ay) n sin(4;,,) _ cos(Ay) . sin(Ay) (47)

Bi Bil, An ar? ald
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Em que A, sdo os autovalores das equagdes 44 e 45 e seus valores sdo as raizes da
equagao 46.
Os autores também apresentaram um modelo adimensional que utiliza valores médios

no espago cuja solucao analitica ¢ dada pela equagao 48:

-¢n +%—ﬁ
W@ =% =e <1 B T Q)) (43)

O parametro @ ¢ um fator adimensional que depende do formato do substrato. No caso
estudado que é placa infinita, @ = 72 /4.

Para obtencdo dos dados cinéticos e de equilibrio, os autores realizaram trés ensaios a
temperaturas de 30 °C, 40 °C e 50 °C utilizando pedacgos de favas de baunilha (V. planifolia)
com cerca de 1 cm e como solvente uma mistura de 60% etanol-agua. Os modelos matematicos
obtidos foram validados utilizando dados apresentados por RODRIGUEZ-JIMENES et al.
(2013).

A constante de equilibrio aparente K., = 0,86 foi obtida através de uma regressao linear

dos valores experimentais de xg € x,, apresentados na Figura 4.

0.12

0.10 - +

+ +

0.08

X, 0.06

0.04

X+
o
o

0.02

0.00 T T
0.00 0.05 0.10 0.15

Wi

Figura 4 - Curva de equilibrio das fragdes massicas de soluto durante uma extracao utilizando
solvente 60% etanol-dgua. Pontos experimentais (o) 30 °C, (x) 40 °C e (+) 50 °C
(CASTILLO-SANTOS et al., 2017)

De forma anéloga, as difusividades também foram obtidas e constatou-se que seguem a

relacdo de Arrhenius e seus valores estao dispostos na Tabela 1:
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Tabela 1- Valores de difusividade efetiva do substrato durante a extracao sélido-liquido a 0,1
g/mL (baunilha/solvente) (CASTILLO-SANTOS et al., 2017)

T(°C) D .10 (m?s™1)
30 1,221
40 1,975
50 2,433

A Tabela 2 ¢ uma transcri¢do dos resultados obtidos por CASTILLO-SANTOS et al.
(2017) durante seus experimentos de extracdo de baunilha (V. planifolia) e que serdo utilizados

na simulagdo computacional.

Tabela 2 - Valores experimentais do processo de extragdo sélido-liquido de baunilha
(CASTILLO-SANTOS et al., 2017)

gmL TCC) mgy(g) Mmye(®)  Mpe(8)  My(8) x,.102 o
0,3 30 30,040,02 88,2+0,15 84,9+0,13 7,67+0,19 7,67+0,19 2,19
1,75
2,63°
0,4 50  40,140,02 48,9+0,34 79,12+1,66 10,040,04 10,0+0,04 1,39
1,112
1,67°

Os valores experimentais sdao médios com desvio padrao de 20 amostras, o indice (*)

indica limite inferior do intervalo de confianga de 80% da constante efetiva de equilibrio K,

na equagdo 15 e o indice (°) é o limite superior.

3 Resultados e Discussoes

3.1 Implementa¢do Computacional
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Para simular e reproduzir os resultados obtidos por CASTILLO-SANTOS et al. (2017)
e avaliar a influéncia dos autovalores A, foi utilizado o software comercial Maple 17®,
desenvolvido pela Maplesoft™. O coédigo completo desenvolvido para simulagdo desse
trabalho encontra-se no Apéndice A.

A primeira etapa deste procedimento consiste na constru¢do do grafico para avaliagdo
do comportamento da fracdo méssica adimensional pelo tempo adimensional, para tal utilizou-

se da equacao 45. Na primeira parte do codigo, definiu-se as equagdes 45, 46 ¢ 47

cos(A[n]) n sin(A[7]) 4 sin(A[n])  cos(A[n]) n sin(A[7])

> wulinhal j] =
ulinhal j] Biof Biot-A[n] A[n] alpha-A[ 7] alpha-A[n]’

( (1 + alpha) -sin(lambda[#]) -exp( —la.mbda[n]z-tan] ]

2 n=1764 | |
(uf.fi?fm[j]-alpha-lambda[n] ]

> Eq45 = y[gamma)] = 2-sum

(M n]-sin(A[n])) _ _ sin(A[n]) _
Biot cos(Mr]) (alpha-A[n])

> Eq46 =
Ap6s definidas as equagdes o codigo foi dividido em quatro segdes: a primeira € a
segunda se¢des permitem avaliar a influéncia de a (1, 2, 6 € 10) sobre ¥, com Bi — o ¢ Bi —
1 respectivamente; os perfis de concentracdo dimensionais do modelo original e os que
admitem valores médios sdo apresentados na se¢do 3; na se¢do 4 a convergéncia da série
presente na solugdo analitica ¢ avaliada considerando ntimeros crescentes dos autovalores.
Primeiramente utiliza-se a funcdo expand para aplicar os limites de Bi — oo nas
equagoes 46 e 47. Os valores de a sdo definidos na forma de um vetor com cada elemento
aplicavel as equacdes 46 e 47. A funcdo Analytic disponivel no pacote RootFinding ¢

selecionada para a obtencao dos 64 autovalores lambda[n]:

> for m from 1 to 4 do AutoV ||m := Analytic(Eq46_1[m], A\[n], re=10..200, im =-1 .1, digits = 12) od:

Os autovalores determinados para @ = 6 os autovalores sdo apresentados na sequéncia:
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[1.67025241720, 4.74748090615, 7.87514211435, 11.0107099092, 14.1489458370, 17.2883996717,
20.4285105998, 23.5690162148, 26.7097773868, 29.8507134906, 32.9917745839, 36.1329280814,
39.2741518176, 42.4154301909, 45.5567519012, 48.6981085637, 51.8394938250, 54.9809027840,
58.1223315985, 61.2637772150, 64.4052371740, 67.5467094755, 70.6881924740, 73.8296848035,
76.9T711853220, 80.1126930665, 83.2542072185, 86.3957270790, 89.5372520480, 92.6787816050,
95.8203152995, 98.9618527370, 102.103393572, 105.244937501, 108.386484255, 111.528033595,
114.669585309, 117.811139202, 120.952695112, 124.094252881, 127.235812374, 130.377373464,
133.518936039, 136.660499998, 139.802065246, 142.943631698, 146.085199278, 149.226767913,
152.368337539, 155.509908095, 158.651479527, 161.793051782, 164.934624815, 168.076198580,
171.217773040, 174.359348155, 177.500923890, 180.642500214, 183.784077096, 186.925654508,
190.067232425, 193.208810820, 196.350389672, 199.491968958 ]

As solugdes analiticas sdo implementadas e os resultados obtidos sdo apresentados na

forma de graficos:

> for mfrom 1 to4 do Sol2[m] = subs(alpha—a[m], 2

“Sum

( (1 + alpha) -sin(lambda||m[n]) -cxp( —lambda” m[n]z-tau) ) _] ]

(ulinha_I[m)-alpha-lambda||m[n]*)
od:

> for mfrom 1 to 4 do HHm = pt’or(Sm'Z[m], tau=0..5, view=[0..5, 0.0001 ..1], axis,
- [modc,=log]) od:

Os pardmetros coeficiente de transferéncia de massa k., = 1. 107*m.s™! e a
difusividade efetiva D, = 1,45.107°m?.s~* foram obtidos do trabalho de RODRIGUEZ-
JIMENES et al. (2013) para simulagdo do modelo dimensional. Como Dg ¢ de magnitude

significativamente inferior a D,,, admite-se que para o valor de Bi = 162 ¢ aceitavel a hipotese

de Bi — oo (CASTILLO-SANTOS et al., 2017).

> for m from 1 to 2 do Sol4_||:

=

1= sub.s-[alpha =a2[m], tan = MGGOO, my0 = my0_||m, xy0
r

=xY0_||m, mye=mye_||m, xye=xye_||m
- - - mye

[3';"3.5-[Eg45_1[3?3]]-[5??}0-.{'}0 — mye-xye)) + mye-xye ] od:

> for m from 1 to 2 do Sol5_||m = sub.s-(alpha =a2[m], tan = MGGOO, my0 = my0_||m, xy0
r

= .‘C}O_ m, mye=mye_|\m, xXye=xye_|\m

(rhs(Eg46a_1[m]) - (my0-xy0 — mye-xjye) ) + mye-xjpe ]od'
’ mye '
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Os pontos experimentais obtidos por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) sdo declarados

no cdédigo na forma de listas, para fins de apresentacdo simultanea com os dados simulados.

> Vecl = ((2.031.2.031, 3.754, 3.877, 5.846. 5.969, 7.815, 7.938, 12.000, 12.000, 23.938, 23.938. 48.062,
48.185, 72.185, 73.169, 96.062, 96.185)[(0.0152, 0.0150, 0.0229, 0.0224, 0.0312, 0.0297. 0.3524,

i 0.0340, 0.0440, 0.0463, 0.0611, 0.0637, 0.0729, 0.0739, 0.0760, 0.0743, 0.0788, 0.0750)) :

> Vec2 = ((1.883, 1.886, 3.941, 3.945, 5.843, 5.931, 7.832, 7.841, 11.906, 11.912, 23.822, 23.898, 47.979,
49.420, 71.899, 71.900)[(0.037. 0.034, 0.059, 0.055. 0.077. 0.069, 0.088, 0.079. 0.094, 0.088, 0.098,

i 0.102, 0.101, 0.100, 0.101, 0.100)) :

> Vec3 = ((1.963. 1.963, 3.926, 4.049, 5.890, 5.890, 8.098, 8.098, 12.025, 12.147, 23.926, 24.049. 48.098,
48.098, 72.025, 73.129, 95.828, 95.951)[{0.015, 0.015, 0.023, 0.023, 0.031, 0.030, 0.034, 0.035, 0.046,

i 0.044, 0.061, 0.063, 0.073, 0.074, 0.076, 0.074, 0.075, 0.078)) :

> Vecd = ((1.811, 1.816, 3.850, 3.858, 5.737, 5.834, 7.737, 7.799, 11.808, 11.876, 23.724, 23.733, 47.855,
49.298, 71.902, 71.905)[(0.037. 0.034, 0.059, 0.055. 0.077. 0.069, 0.079, 0.088, 0.088, 0.094, 0.102,
0.097, 0.100, 0.100, 0.101, 0.100)) :

3.2 — Resultados

A Figura 5 apresenta a influéncia de a para Bi =1 e Bi — oo. Para Bi — o e para
menores valores de a, a transferéncia de massa ocorre de forma mais rapida, tendo em vista

que valores baixos de a representam uma massa de extrato menor em relagdo ao substrato.

10°
N Bi—1
10} A
a=10
a=
Wy 1w0? a=
Bi—om o=
103
10+ a=1 \a=2\ a= a=10

T

Figura 5 - Influéncia da relagdo entre as fragdes massicas no extrato/substrato (a) para Biot
=1 e Biot infinito

As Figuras 6, 7, 8 e 9 apresentam os perfis dinamicos simulados da fragdo molar no

substrato juntamente com os pontos experimentais para as temperaturas de 30 °C e de 50 °C:
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Figura 6 — Variacao da fragdo molar no substrato em relagdo ao tempo, na temperatura de 30°C
utilizando de autovalores obtidos na solugao analitica.
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Figura 7 - Variagao da fragdo molar no substrato em relagdo ao tempo, na temperatura de 50°C
utilizando de autovalores obtidos na solugao analitica.
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Figura 8 — Variac¢do da fracdo molar no substrato em relacdo ao tempo, na temperatura de 30°C
obtido de valores médios no espaco.
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Figura 9 — Variagao da fragao molar no substrato em relagao ao tempo, na temperatura de 50°C
obtido de valores médios no espaco.

Na analise das Figuras 6, 7, 8 e 9 € possivel observar que o comportamento das curvas
simuladas apresenta uma boa descricdo do comportamento da fragao massica pelo tempo de
operacdo em relacdo aos pontos experimentais, observa-se poucos desvios € que para a

temperatura de 50°C ha um erro maior.



19

Como o numero de autovalores, raizes da Equacao 46, ¢ infinito por se tratar de uma
funcdo trigonométrica deve-se truncar em um ponto arbitrario para prosseguir na solucao do
modelo, as solugdes anteriores foram truncadas para n=64, porém no presente trabalho sao
realizados ensaios para observacao da influéncia do nimero de A,, utilizados na equagao 45.

Para este procedimento sdao realizados os mesmos passos para obtencdo das fragdes
molares de forma dimensional, porém sdo realizadas 100 solugdes diferentes, iniciando com n
do somatorio 1, a primeira solu¢do da Equacao 45 recebeu apenas o pardmetro A;, a segunda

recebeu A; e A, e assim sucessivamente até a centésima solugdo receber A, até 1.

> for ffrom 1 to 100 do Egq45/ || flm] = y I[gamma] =2

((1 + alpha) -sin(Ad||m[n])-exp( -&d”m[n]z-tau]]
(uhnha_?[m]-alpha-ﬂ.d”nl[r?]S]

- SUm ,n=1_f od:

Com todas as solugdes armazenadas em variaveis e dispostas em grafico, obteve-se as

Figuras 10 e 11:
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— "Eq 45 " A100

Figura 10 - Fragdes molares em func¢do do tempo para diferentes autovalores na Equacao 45.
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Figura 11 - Aproximagdo da Figura 10 mostrando a solug@o para valores pequenos de tempo.

Fez-se a avaliagdo numérica para o tempo inicial ¢ um tempo com valor no estado
estacionario, e os erros relativos a cada adicao de A,, a Equagao 45.
O comando a seguir avalia os valores de fracdo molar no tempo 0 hora e no tempo de

120 horas, para sequéncias de autovalores divididos em grupos de 10.

for f from 1 to 100 by 10 do PSI_L||f := evalf(TO || f) od
PSI L1 :=0.03058415467

PSI L1]:=0.00316300164
PSI L2] =0.00165852932
PSI L3171 :=0.00112375900
PSI L41 =0.00084973718
PSI L51 =0.00068314701
PSI Lol =0.00057116717
PSI_L71:=0.00049072709
PSI L8] :=0.00043014693
PSI L9] =0.00038288015
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for f from 1 to 100 by 10 do PSI_L ||f := evalf(TEE_|| f) od
PSI LI :=0.09999999998

PSI L11:=0.09999999998
PSI L2] =0.09999999998
PSI L31 =0.09999999998
PSI L4171 :=0.09999999998
PSI L51 =0.09999999998
PSI L6l =0.09999999998
PSI L71 =0.09999999998
PSI L8] =0.09999999998
PSI L9] =0.09999999998

3.3 — Conclusao

As curvas obtidas pela implementag¢do do codigo desenvolvido neste trabalho
apresentam alta fidelidade as curvas apresentadas por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) o que
demonstra que a implementagao foi bem-sucedida para os casos estudados.

Na analise das curvas obtidas pela simulagdao conclui-se que o modelo proposto por
CASTILLO-SANTOS et al. (2017) representa uma boa aproximacao da realidade apresentando
maiores desvios a 50 °C, observados entre 10 h e 20 h de operacdo. Estes desvios podem ser
justificados conforme sugerido por KASSING et al. (2012) que que subdividem o processo em
trés fases: 1) facil acesso, na qual o componente-chave encontra-se na superficie; ii) acesso
médio, em que ocorre uma fase de transi¢cdo entre o mecanismo de difusdo e equilibrio causando
uma diminuicao do gradiente e iii) acesso dificil, em que a extracdo ¢ limitada pela difusdao em

partes de dificil acesso do substrato. Foi observado, nesta andlise, que a fase “ii” representa o

desvio observado nos dois trabalhos descritos.

Tendo como referéncia os estudos citados nesta monografia, € possivel concluir que os
modelos propostos por CASTILLO-SANTOS et al. (2017) s@o de facil implementacdo, porém
demandam maior acesso das relagdes de equilibrio e transferéncia de massa. J4 KASSING et
al. (2012) e BOTH et al. (2014) propdem modelos mais descritivos do processo e com dificil
implementagdo por ndo terem solucdo analitica. S3o necessarias técnicas mais complexas de
simulagdo e que exigem maior esfor¢o computacional, porém seus modelos puderam descrever
com mais detalhes o rendimento e a pureza do componente-chave do extrato (Vanilina) em

diversos equipamentos e condi¢des de operagao.
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BOTH et al. (2014) utilizam de modelos termodinamicos para obter as relagdes
difusivas e de equilibrio através das propriedades botanicas do substrato e do solvente,
apresentando uma boa possibilidade de contribui¢do para expansdao do modelo de CASTILLO-
SANTOS et al. (2017).

Com os resultados da ultima parte do codigo implementado e desenvolvido nesta
monografia, conforme apresentado nas Figuras 10 e 11, € possivel observar que quanto menos
autovalores sdo utilizados na Equagao 45, pior a predi¢cdo da fragdo molar no tempo inicial. Os
resultados comegam a convergir a partir do tempo de aproximadamente 5 horas, porém apos
este periodo as solugdes passam a ser idénticas.

Com os valores obtidos é possivel observar entdo que a partir de aproximadamente 40
autovalores a magnitude da resposta no tempo 0 hora é de 10 o que é uma boa aproximacio
do valor teorico que € 0 e no tempo de estado estacionario a resposta da fragdo molar ¢ idéntica
para qualquer conjunto de 4,,. Com isto conclui-se que para predizer os processos de extracao
solido-liquido com o modelo de CASTILLO-SANTOS et al. (2017) em estado estacionario, a
escolha do nimero de autovalores ¢ irrelevante e para tempos menores ja é necessario utilizar
um numero acima de 10 para se obter uma resposta confiavel.

Considerando que o esfor¢o necessario para implementacao e simulagdo dos modelos ¢
bem menor do que realizar um experimento em laboratdrio, os modelos validados auxiliam em
projetos de plantas e equipamentos diminuindo custos, aumentando rendimentos e prevendo

com boa aproximagao do comportamento real da planta evitando intercorréncias.
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Apéndice A— Cédigo Computacional

Y Simulag¢ao da Extracio Solido-Liquido em placa plana
(Castillo-Santos et al., 2017)

¥ Defini¢iio das Equagdes

;> restart
Equacdo 47 esta inserida na equagdo 44 ¢ 45 ¢ definida como:

cos(A[n]) . sin(A[n]) 4 sin(A[n])  cos(A[n]) . sin(A[n])

> ulinhal j] =

Biot Biot-Mn] An] alpha-A[n]>  alpha-A[n]’
inha = cos(k,7> sirf(k") N sin(kn) ~ cos(?;”) . sin(?;n) ain
- Biot Biot ), A, ok AN

n

Através da equagdo 46 ¢ possivel obter os autovalores Xn

(A[r]-sin(A[n])) sin(A[n])

> Eg46 = — N — " )
1 Biot cos(Aln]) (alpha-A[n])
A, sin(hﬂ) sin(?»ﬂ)
Eq46 = T ot COS(?&n) - TXH =0 1.1.2)

As equagdes 44 e 45 sdo os modelos propostos para obtengdo dos valores de fragdo massica
adimensionalizados em fun¢ao do tempo adimensional.

( (1 + alpha) -cos(lambda[n]-£) -exp( flambda[n]z-tau) )
(ulinhal j]-alpha-lambda[n1*)

Eq44—\|![beta]—2'sum[ ,n=1

=

((1+ alpha) -sin(lambda[#n]) -exp( flambda[n]z-tau) )
(ulinhal j1-alpha-lambda[#1*)

b

> Eg45 = y[gamma] :2~sum(

n=1..64] :

As segdes de simulagdo sdo divididas para Biot tendendo a infinto e Biot tendendo a 1 depois
| simula-se a equacao 45 de forma dimensional utilizando os parametros experimentais.

¥ Procedimento de cdlculo para Biot—o
E, primeiramente, feito o calculo dos 64 primeiros autovalores An atraves da equagdo 46, em
lacos de 1 a 4 para diferentes valores de o.

Primeiro passo € aplicar limite com Biot tendendo a infinito.
> Eg46 _1[j] = expand(g_l}m Eq46>
iof — ®




sin(?\.n)
Eq46_1;:= —cos(kn) T =0 (1.2.1)

u' também ¢ simplificado com Biot tendendo a infinito.
> ulinha_1[j] = expand(B.l}'m ulinha[j])
101 — €

sin(4,) ~ cos<7;”) N Si“(;;n) 1.2.2)
A‘n a)\’” ax

ulinha_]/» =

Valores de o que serdo utilizados.
> a:=[1,2,6,10]
a:=1[1,2,6,10] (1.2.3)

Lagos para substituir os valores de o em u' e na equagdo 46.
> for m from 1 to4 do ulinha_I[m] = subs(alpha=a[m], ulinha_I[j]) od:
> for mfrom 1to4 doEq46_1[m] := subs(alpha=a[m], Eq46_1[j]) od:

E empregado um pacote computacional de fungdes que listam as raizes de uma fungdo.
> with(RootFinding)

Lago para encontrar as raizes da equacéo 46 utilizando a funcdo Analytic, ou seja, os autovalores
para cada o

> for mfrom 1 to4 do AutoV||m = Analytic( Eq46_I1[m], A[n],re=0..200, im=-1..1,
digits=12) od:

Teste para quantificar quantos autovalores foram encontrados dentro do limite estipulado pela
fungao Analytic
> nops([AutoV1])

64 (1.2.4)

Ordenando os autovalores em ordem crescente e ¢ feito um teste para verificar se o procedimento
foi realizado corretamente

> for nfrom 1 to4 do AutoV||m := sort([AutoV'||m]) od:

> AutoV3

[1.67025241720, 474748090615, 7.87514211435, 11.0107099092, 14.1489458370, (1.2.5)

17.2883996717, 20.4285105998, 23.5690162148, 26.7097773868, 29.8507134906,
32.9917745839, 36.1329280814, 39.2741518176, 42.4154301909, 45.5567519012,
48.6981085637, 51.8394938250, 54.9809027840, 58.1223315985, 61.2637772150,
64.4052371740, 67.5467094755, 70.6881924740, 73.8296848035, 76.9711853220,
80.1126930665, 83.2542072185, 86.3957270790, 89.5372520480, 92.6787816050,
95.8203152995, 98.9618527370, 102.103393572, 105.244937501, 108.386484255,
111.528033595, 114.669585309, 117.811139202, 120.952695112, 124.094252881,
127.235812374, 130.377373464, 133.518936039, 136.660499998, 139.802065246,
142.943631698, 146.085199278, 149.226767913, 152.368337539, 155.509908095,
158.651479527, 161.793051782, 164.934624815, 168.076198580, 171.217773040,
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190.067232425, 193.208810820, 196.350389672, 199.491968958 ]

> for m from 1 to4 do lambda|| m[/] od:

> seq(A2[kl], ki=1.64)

190.068986160, 193.210536041, 196.352087290, 199.493639843

Substituindo os A na equacao 44 e plotando seu resultado

> for mfrom 1 to4 do Soll I[m] := subs(alpha—a[m], £=0,2

174.359348155, 177.500923890, 180.642500214, 183.784077096, 186.925654508,

| > for mfrom 1 to4 do assign( (seq(lambda||m[k], k=1..64)) = (op(AutoV|m))) od

1.83659720315, 4.81584231785, 7.91705268465, 11.0408298180, 14.1724320748,
17.3076405374, 20.4448034666, 23.5831433103, 26.7222463742, 29.8618724038,
33.0018723591, 36.1421488970, 39.2826357528, 42.4232862577, 45.5640665962,
48.7049516667, 51.8459224450, 54.9869642515, 58.1280655760, 61.2692172690,
64.4104119630, 67.5516436615, 70.6929074330, 73.8341991855, 76.9755154935,
80.1168534695, 83.2582106615, 86.3995849740, 89.5409746050, 92.6823779975,
95.8237937980, 98.9652208250, 102.106658042, 105.248104539, 108.389559507,
111.531022231, 114.672492072, 117.813968463, 120.955450893, 124.096938903,
127.238432080, 130.379930051, 133.521432477, 136.662939051, 139.804449494,
142.945963550, 146.087480985, 149.229001588, 152.370525162, 155.512051527,
158.653580516, 161.795111978, 164.936645771, 168.078181764, 171.219719837,
174.361259876, 177.502801777, 180.644345444, 183.785890785, 186.927437717,

(ulinha_1[m)-alpha-lambda || m[nT*)

8 || oo

> for mfrom 1 to4 do So/l 2[m] = subs(alphaa[mL £=05,2

- 2-
‘sum( ((1 + alpha) -cos(lambda || m[n]-&) -exp( -lambda || m[n ] -tau) ) =

(ulinha_1[m]-alpha-lambda|| m[n1?)

8 || oo

> for mfrom 1 to4 do Soll_3[m] := subs(alpha—a[m], £=0.7,2

. . . —_ 2»
~sum[ ((1 + alpha) -cos(lambda || m[n]-E) -exp( -lambdal| m[n ] tau) ) =1

(ulinhaj [m]-alpha-lambda || m[n ]2)

'Sum[ ((1 + alpha) -cos(lambda|| m[n]-E) -exp( ~lambda|| m[n]*-tau) ) =1

Definindo A como um vetor e substituindo os autovalores encontrados numa lista de lambdas
para cada o, em seguida € aplicado um teste para verificar se estd correto

(1.2.6)

> for mfrom 1 to4 do ulinha_I[m] = subs(lambda[n]=1ambda | m[n], ulinha_I[m]) od:
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-]J od:

;> with(plots) :
> formfrom 1 toddoG | ||m = plot(Sol]il[m], tau=0..5, view=1[0.5,0.0001 ..1],
color = magenta, axis, = [mode = log]); G2 | m = plot(Sol]_2[m], tau=0..5, view
=1[0..5,0.0001..1], color = yellow, axis, = [ mode = log]); G 3 || m
= plot(SolI_S[m], tau=0..5, view=[0..5, 0.0001 ..1], color = green, axis, = [mode
=log] )od:

[ Tem-se o grafico de y[B] para diferentes valores de a
> display(seq(G_1||j.j=1.4),seq(G_2|| jj=1.4),seq(G_3|j,j=1.4))

[ Substituindo na Equagéo 45 e plotando os resultados

> for mfrom 1 to4 do Sol2[m] := subs[alpha=a[m], 2

- _ 2.
-sum( ((1 + alpha) -sin(lambda || m[n]) exp( lambda;”m[n] tau) ) -JJ
(ulinha_1[m)-alpha-lambda| m[nT’)
L od:
> for mfrom 1 to4 d0H|| mi= plot(SolZ[m], tau=0..5, view=[0..5, 0.0001 ..1], axis,
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\ 4

= [mode= log]) od:

[ Tem-se o grafico de y[y] para diferentes valores de o
> display(seq(H|| j,j=1.4))

1071

Procedimento de cilculo para Biot—1

O mesmo procedimento feito para Biot tendendo a infinito ¢ feito porém para Biot tentendo a 1
> Eq46 1[j] = expand(B_lim 1Eq46)
10t —

Eq46 1= sin(} ) — k)
q46_1;: nsm( n) cos(?»n) Y 0 1.3.1)

n

=> ulinha_1[j] = expand(B_liIm 1Lu’inha[!/'])
0l —
2 sin(k ) cos(?»n)

ulinha 1.:=cos(h ) + VAR + n
J ( n) XH (X;\,i (X7\,3

n

sin(k )

(13.2)

(> ¢ =11,2,6,10]
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L a:=1[1,2,6,10] (1.3.3)
| > for mfrom 1 to4 do ulinha_I[m] = subs(alpha=a[m], ulinha_I[j]) od:
> for mfrom 1 to4 do Eq46 1[m] := subs(alpha=a[m], Eq46 1[;]) od

sin(ln)
Eq46_1, =}, sin(ln) —cos(lﬂ) - -0
1 sin(kn)
Eq46_1,:=} sin(hn) — cos(kn) 7 -0
1 sin(kﬂ)
Eq46_1,:= 7»” sin(kn) — cos(kn) s . =0
Eqd6 1.:=\ si _ _ L sin(%,) _
q46_1,: nsm(?yn) cos(?»") 0 : 0 1.3.4)

;> with(RootFinding) :
> for m from 1 to4 do AutoV||m = Analytic( Eq46_1[m], A\[n], re =0..200, im=-1..1,
L digits=12) od:
> nops([AutoV1])
L 64 1.3.5)
> for nfrom 1 to4 do AutoV||m = sort([AutoV||m]) od:
> AutoV4
[0.901694898055, 3.42775693051, 6.43765658250, 9.52944759560, 12.6453360982, 1.3.6)

157713101732, 18.9024246849, 22.0365060364, 25.1724525773, 28.3096472516,
31.4477178468, 34.5864266285, 37.7256146878, 40.8651717942, 44.0050190932,
47.1450986903, 50.2853671235, 53.4257911325, 56.5663448320, 59.7070077750,
62.8477635970, 65.9885990465, 69.1295032765, 72.2704673250, 75.4114837220,
78.5525461905, 81.6936494190, 84.8347888820, 87.9759606995, 91.1171615265,
94.2583884645, 97.3996389875, 100.540910885, 103.682202216, 106.823511266,

109.964836516, 113.106176618, 116.247530368, 119.388896688, 122.530274612,

125.671663269, 128.813061876, 131.954469721, 135.095886160, 138.237310607,

141.378742528, 144.520181437, 147.661626887, 150.803078469, 153.944535808,

157.085998559, 160.227466404, 163.368939048, 166.510416220, 169.651897670,

172.793383161, 175.934872480, 179.076365424, 182.217861806, 185.359361451,

B 188.500864196, 191.642369889, 194.783878386, 197.925389555]

| > for mfrom 1to4 do Ab||m[k] = Ab||m[k] od:

L > for m from 1 to 4 do assign( (seq(Ab||m[k], k=1..64)) = (op(AutoV||m)) ) od

> seq(MbI1[kI, kI=1.64)

1.20779265515, 3.44823798335, 6.44095444790, 9.53047715620, 12.64577866062, 1.3.7)
15.7715387629, 18.9025576050, 22.0365899836, 25.1725089212, 28.3096868748,
31.4477467588, 34.5864483654, 37.7256314395, 40.8651849752, 44.0050296500,
47.1451072756, 50.2853741990, 53.4257970325, 56.5663498030, 59.7070120020,
62.8477672220, 65.9886021780, 69.1295060000, 72.2704697090, 75.4114858200,
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78.5525480470, 81.6936510695, 84.8347903555, 87.9759620210, 91.1171627160,
94.2583895390, 97.3996399610, 100.540911771, 103.682203023, 106.823512004,
109.964837193, 113.106177240, 116.247530940, 119.388897216, 122.530275101,
125.671663723, 128.813062297, 131.954470112, 135.095886525, 138.237310947,
141.378742848, 144.520181735, 147.661627166, 150.803078731, 153.944536054,
157.085998791, 160.227466622, 163.368939254, 166.510416414, 169.651897854,
172.793383335, 175.934872645, 179.076365581, 182.217861955, 185.359361592,
188.500864330, 191.642370016, 194.783878508, 197.925389671

;> for m from 1 to 4 do wlinha_1[m] = subs(lambda[n]=Ab||m[n], ulinha_I1[m]) od:

> for m from 1 to4 do Sol3[m] := subs| alpha=a[m], E=0.5,2

~sum[ ((1 + alpha) -cos( Ab || m[n]-E) -exp( - Ab || m[n]*-tau) )
L (ulinha_1[m]-alpha-Ab||m[n1*)

;> with( plots) :

> for mfrom 1 to4 do M||m = plot(Sol3[m], tau=0..5, view=[0..5, 0.0001 ..1], axis,
L = [mode:log]) od:

> display(seq(M|| j,j=1.4))
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100,

> for m from 1 to4 do Sol4[m] = subs[alpha—a[m], 2

-sum( ((1 + alpha) -sin (Ab || m[n]) -exp( -2b || m[nT -tau) ) ’_J ] od
L (ulinha_l[m]~alpha~2b||m[n]3)

> for mfrom 1 to4 doNHm = plot(SoM[m], tau=0..5, view=[0..5, 0.0001 ..1], axis,
= [mode=log], color = blue, gridlines = true, labels = [ 1, y |, labelfont

~ ["HELVETICA", 14]) od:

Plotando em conjunto os resultados da equagio 45
> display(seq(N || j,j=1.4), seq(H|| j,j=1.4))
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Simulac¢io da Equacao 45 para x

[> Eq46 111 := expand(  lim _ Eq46)

Eq46_1;:= - COS( A

Y

~

(1.4.1)
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33

> ulinha 2[j] = expand(m(l”irgw ulinha[j])
sin(k”) cos( ?u”) sin( hn)
- +

A o ki o 7‘,31

n

(14.2)

ulinha72/. =

Definindo os pardmetros de entrada do modelo listados na tabela 2 da monografia, nomenclatura

dos dados para 30°C (_1) e 50°C (_2)

> DB 1=1221-10"", DB 2:=2433-10"s 0 1 :=2.19;0 2 :=1.39;1:= 1.5-10"% ¢
2

= nT;ene =1

DB 1 :=1.221000000 107"

DB 2 :=2.433000000 10
a 1:=2.19
a_2:=1.39

/:=0.001500000000

_ 12
¢‘—4n

ene =1 (1.4.3)

> m 1:=882;mf 2 =879 mpe =849 me 2 :=79.12;x I = 7.67-10 % xje 2
=10-10%x10 1 == 0;x0 2 =0

-11

my) 1 :=88.2
my)_2:=879
ne_I =849
me 2:=179.12
xye_1:=0.07670000000
1
x)efz = ﬁ
xW_1:=0
X0 2:=0 (1.4.4)

Definindo o para as temperaturas 30°C e 50°C respetivamente
> a2:=[a_l,a 2]
a2 =[2.19,1.39] (1.4.5)

Lagos para substituir os valores de o em u' e na equagao 46.
| > for mfrom 1 to2 do ulinha_2[m] = subs(alpha=a2[m], ulinha_2[ j]) od:
> for m from 1 to2 do Eq46_1[m] := subs(alpha=a2[m], Eq46_1[j]) od:

Lago para encontrar os autovalores para cada o
> for m from 1 to2 do AutoV || m == Analytic(Eq46_1[m], \[n], re =0..200, im=-1..1,
L digits=12) od:

> nops([AutoV1])




o

64

(1.4.6)

Ordenando os autovalores em ordem crescente e ¢ feito um teste para verificar se o procedimento
esta correto
> for mfrom 1 to 2 do AutoV||m = sort([AutoV||m]) od
AutoV1:=[1.81700243714, 4.80709381854, 7.91163281910, 11.0369228367,

14.1693816873, 17.3051399117, 20.4426851798, 23.5813061682, 26.7206246024,
29.8604208649, 33.0005587456, 36.1409492937, 39.2815319640, 42.4222641191,
45.5631148665, 48.7040612754, 51.8450859680, 54.9861755345, 58.1273194615,
61.2685093915, 64.4097385960, 67.5510015975, 70.6922938915, 73.8336117405,
76.9749520160, 80.1163120810, 83.2576896955, 86.3990829460, 89.5404901865,
92.6819099955, 95.8233411360, 98.9647825300, 102.106233230, 105.247692405,
108.389159316, 111.530633311, 114.672113806, 117.813600282, 120.955092274,
124.096589361, 127.238091168, 130.379597352, 133.521107606, 136.662621647,
139.804139221, 142.945660095, 146.087184056, 149.228710910, 152.370240476,
155511772591, 158.653307104, 161.794843875, 164.936382774, 168.077923682,
171.219466490, 174.361011094, 177.502557398, 180.644105314, 183.785654760,
186.927205658, 190.068757937, 193.210311527, 196.351866369, 199.493422402 ]

AutoV2:=[1.92794881110, 4.85937022653, 7.94429393260, 11.0605271103,

1.4.7)

14.1878306985, 17.3202722880, 20.4555079654, 23.5924293248, 26.7304451070,
29.8692113735, 33.0085145303, 36.1482149636, 39.2882175794, 42.4284553771,
45.5688797922, 48.7094547656, 51.8501529630, 54.9909532880, 58.1318391985,
61.2727975410, 64.4138177250, 67.5548911295, 70.6960106635, 73.8371704425,
76.9783655415, 80.1195918075, 83.2608457145, 86.4021242485, 89.5434248185,
92.6847451840, 95.8260833990, 98.9674377645, 102.108806790, 105.250189163,
108.391583724, 111.532989443, 114.674405401, 117.815830782, 120.957264850,
124.098706947, 127.240156478, 130.381612905, 133.523075741, 136.664544546,
139.806018915, 142.947498484, 146.088982916, 149.230471903, 152.371965166,
155.513462443, 158.654963497, 161.796468109, 164.937976074, 168.079487205,
171.221001326, 174.362518278, 177.504037908, 180.645560082, 183.787084660,
186.928611528, 190.070140571, 193.211671683, 196.353204763, 199.494739720 ]

‘sum[

od:

[ > for m from 1 to2 do Ac || m[k] od:
> for m from 1 to2 do assign( (seq(Ac||m[k], k=1.64)) = (op(AutoV|im))) od

| > for mfrom 1 to2 doulinha_2[m] = subs(lambda[n] = Ac||m[n], ulinha_2[j]) od:
> for mfrom 1 to2 do Eq45 I[m] = y I [gamma]=2

((1 + alpha) -sin(Ac||m[n]) -exp( - Ac||m[n]*-tau) )

(ulinha_2[m]-alpha-Ac|| m[n]3)

Definindo A como um vetor e substituindo os autovalores encontrados numa lista de A para cada

-]a

> for mfrom 1 to2 do Eg46a_I[m] := y 2[gamma] :exp( -0-ene- (l + -

alpha

) au)
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35

> for m from 1 to2 do Sol4_ ‘m = subs(alpha:az[m], tau = (D !m) ! -3600, my0
!

:mW7H m, x 0 :JY?O,‘ m, m}e:m)eiHm, X}e:x}eiH m,

(rhs(Eq45 1[m]) - (m)0-x)0 —me-xe) ) + mpe-xje ) od:
i me

> for m from 1 to2 do So/5 ‘m = subs(alpha:zﬂ[m], tau= (D) 1! m) -t -3600, my0

:mW7H m, x0 :xwi‘ m, mye =mye_||m, x}e:x}eiH m,

(rhs(Eq46a I[m]) - (my0)-x)0 —mje-xjye) ) + mje-xe Jod:
ne

Vec sao os vetores dos pontos experimentais

> Vel = (2.031,2.031, 3.754, 3.877, 5.846, 5.969, 7.815, 7.938, 12.000, 12.000, 23.938,
23.938, 48.062, 48.185, 72.185, 73.169, 96.062, 96.185)((0.0152, 0.0150, 0.0229,
0.0224, 0.0312, 0.0297, 0.3524, 0.0340, 0.0440, 0.0463, 0.0611, 0.0637, 0.0729,

L 0.0739, 0.0760, 0.0743, 0.0788, 0.0750) :

> Vec? = ((1.883, 1.886, 3.941, 3.945, 5.843, 5.931, 7.832, 7.841, 11.906, 11.912, 23.822,

23.898, 47.979, 49.420, 71.899, 71.900)(0.037, 0.034, 0.059, 0.055, 0.077, 0.069,

L 0.088, 0.079, 0.094, 0.088, 0.098, 0.102, 0.101, 0.100, 0.101, 0.100)) :

> Vec3 = (1.963, 1.963, 3.926, 4.049, 5.890, 5.890, 8.098, 8.098, 12.025, 12.147, 23.926,

24.049, 48.098, 48.098, 72.025, 73.129, 95.828, 95.951)|(0.015, 0.015, 0.023, 0.023,

0.031, 0.030, 0.034, 0.035, 0.046, 0.044, 0.061, 0.063, 0.073, 0.074, 0.076, 0.074,

L 0.075, 0.078)) :

> Vecd = (1.811, 1.816, 3.850, 3.858, 5.737, 5.834, 7.737, 7.799, 11.808, 11.876, 23.724,

23.733, 47.855, 49.298, 71.902, 71.905)(0.037, 0.034, 0.059, 0.055, 0.077, 0.069,

0.079, 0.088, 0.088, 0.094, 0.102, 0.097, 0.100, 0.100, 0.101, 0.100)) :

Plotagem dos pontos experimentais
> for mfrom 1 to 2 do OFE||m := plot(Vec||m, view=[0..(160 — 40 m), 0..0.10], color
= black, style =point)od
OEl:=PLOT(...)
B OE2:=PLOT(...) (1.4.8)
> for m from 1 to 2 do PE||m = plot(Vec|| (m +2), view=[0..(160 —40 m), 0..0.10],
color =black, style =point)od
PEl:=PLOT(...)
PE2:=PLOT(...) (1.4.9)

Plotagem dos modelos
> for mfrom 1 to2 do OAHm = plot(SoM_Hm, t=0..(160 —40 m), view=1[0..(160 — 40

rand() rand() rand()
1012 ’ 1012 ’ ]012

‘m), 0..0.12], color = ColorTools :—Color(

j , legend




36

= [typeset("Eq 45 (20 m + 10)") ]Jod

0Al:=PLOT(...)
0A42:=PLOT(...) (1.4.10)

> for mfrom 1 to2 doPA‘

m = plot(Sol5_Hm, t=0..(160 —40 m), view=1[0..(160

— 40 m), 0..0.12], color = ColorTools : - Color(

rand( ) rand() rand()
102 7 102 7 102 >
legend = [typeset("Eq 48" || _(20m +10)) ])od
PAI =PLOT(...)
L PA2:=PLOT(...) (1.4.11)
> display(OAl, OEI)
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(> display(PA2, PE2)
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"Eq 48 "(50)
[>
V Teste da Influéncia dos nimero de Autovalores Considerados
> Eq46_1[j] = expand(B_lgm Eq46)
10l = *
sin(?u”)
Eg46 I.:= -cos(A ) — ———=0 1.5.1)
g4o_ J ( n) OL}",,
|'> P46 = subs(alpha= 10, Eg46_I[ /1)



dos dados para 30°C (_1) e 50°C (_2)

1 sin(?»n>
P46 = —cos<7» ) "0 =0
—> Plot46 := plot( lhs (P46), ?\.n =0.50, c010r=blue)
| Plot46:= PLOT(...)
> display(Plot46)
1-
0.5
0 . ‘ ‘
10} 2 HO 50
;L'V!
-0.5
1
[> ulinha 3[j] = expand(mg}lgw ulinha[j])
sin( A cos( A sin( A
ulinha_3; = (%) - ( 2”) + ( 3)
" (xkn ocln

(15.2)

(15.3)

(15.4)

Definindo os parametros de entrada do modelo listados na tabela 2 da monografia, nomenclatura
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> DB 1:=1221-10"":DB 2:=2433-10"";a 1 :==2.19;a 2 == 1.39;1:= 1.5-10 % ¢
2
= nT;ene =1
DB 1 :=1.221000000 10"
DP 2 :=2.433000000 10!
a 1:=2.19
a 2:=1.39
1:=0.001500000000
_ L2
0= m
ene =1 (1.5.5)

> m 1 :=882;m0 2 == 87.9;mpe I == 84.9;me 2 :=79.12;x I == 7.67-10 % xje 2
=10-10%x10 1 :=0;x0 2 =0

my)_1:=388.2
my_2:=287.9
mye_1:=84.9
me_2:=79.12

xje_I = 0.07670000000

xpe 2= L

10
X0 1:=0
X0 2:=0 (1.5.6)

Definindo o para as temperaturas 30°C e 50°C respetivamente
> a2 = [a l,a 2]
a2 :=[2.19,1.39] (1.5.7)

Lagos para substituir os valores de o em u' e na equagao 46.
> for mfrom 1 to2 do ulinha_2[m] := subs(alpha=a2[m], ulinha_2[ j]) od:
> for m from 1 to2 do Eq46_1[m] := subs(alpha=a2[m], Eq46_1[j]) od:

Lago para encontrar os autovalores para cada o
> for mfrom 1 to2 do AutoV||m = Analytic(Eq46_1[m],A[n], re=0.314,im=-1..1,
L digits=12) od:
> nops([AutoV1])
100 (1.5.8)

Ordenando os autovalores em ordem crescente e € feito um teste para verificar se o procedimento
esta correto
> for mfrom 1 to2 do AutoV||m := sort([AutoV||m]) od:

Definindo A como um vetor e substituindo os autovalores encontrados numa lista de A para cada
o
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L > for m from 1 to2 do Ad || m[k] od:
L > for mfrom 1 to2 do assign( (seq(Ad |/ m[k], k=1.100) ) = (op(AutoV|m))) od
| > for mfrom 1 to2 do ulinha_2[m] := subs(lambda[n]=Ad||m[n], ulinha_2[j]) od:

> m:=2
m:=2 (1.5.9)

> for ffrom 1 to 100 doEq45le[m] =y [[gamma]=2

. 2
s (1 +31Pha)'SIU(M||m["])'eXP(‘M”?[”] tau) ) = |oa:
(ulinha_2[m]-alpha-Ad || m[n]’)

> for ffrom 1 to 100 do Sol4

DB llm) -t llzlm) L3600, 0

f = subs (alpha =a2[m], tau=

m,

:m}O_Hm,x}():x’}O_Hm, mye =mye_ m,x}e:x}e_’
(rhs(Eq451_|| fm]) - (m)0-x)0 — mje-xje) ) + mpe-xje ) od:

L mye
Plotagem dos modelos
> for ffrom 1 to 100 do OA|| f+= plot(Sold_|| £.1=0..(160 — 40-m), color
=COLOR(HUE, (7 ) /123), legend = [typeset("Eq 45 " A|| /) |, axes = boxed) od:

> display(OAl, OA10, OA20, OA30, OA40, OA50, 0460, OA80, OA100, view=[0..50, 0
.0.127)
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=> display(OAl, OA2, OA3, OA4, OAS5, OA6, OA7, OAS, OA9, OA10, OA30, 0A50, OA60,
0480, 04100, view=1[0..5,0..0.08])
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> for ffrom 1 to 100 do 70_|| f':= subs(t=0, Sol4_|| /) od:
> for ffrom 1 to 100 do TEE_|| /' := subs(t=2000, Sol4_|| /) od:
> for ffrom 1 to 100 by 10 do PSI_L||f:= evalf (TO || f) od
PSI L1:=0.03058415467

PSI_L11:=0.00316300164

PSI L2] :=0.00165852932

PSI L31:=0.00112375901

PSI_L41 :=0.00084973718

PSI_L51 :=0.00068314700

PSI_L61:=0.00057116716

PSI_L71:=0.00049072708

PSI_L81 :=0.00043014693

L PSI L91 :=0.00038288014 (1.5.10)
> for ffrom 1 to 100 by 10 do PSI L||f:= evalf (TEE || f) od

PSI_L1:=0.09999999998

PSI_LI11:=0.09999999998

PSI _L21 :=0.09999999998

PSI_L31:=0.09999999998

PSI_L41 :=0.09999999998

PSI L51:=0.09999999998

PSI_L61 :=0.09999999998

PSI L71 :=0.09999999998

PSI_L81 :=0.09999999998

PSI L91 :=0.09999999998 (1.5.11)

> for ffrom 1 t0 99 by 10 doERR_Hf:: 10 ”TJ;_”T(OfJ'l(lf;J’”

ERR_1:=82.63565954
ERR_11:=9.066061490
ERR_21:=4.758245740
ERR_31:=3.224660170
ERR_41 = 2.438527005
ERR 51:=1.960525260
ERR_61:=1.639191692
ERR_71:=1.408353492
ERR_81:=1.234502556
ERR_91:= 1.098855543 (1.5.12)

-100 od

10 1—170 64

06e 100

> teste =

teste = 5517.997374 (1.5.13)

> fested = T0 64—1T0 100

70 100 100

teste2 = 56.24608467 (1.5.14)




