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BRAZ, J. H. S. Dinamica de operadores lineares em espacos de Fréchet. 2017. 84 p. Dissertacao
de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudaremos a nocao de hiperciclicidade, um dos principais fenomenos tratados
em dinamica linear de operadores. Investigaremos as nogoes de operadores mixing e fracamente
mixing que sob determinadas hipdéteses sao hiperciclicos. Mostraremos também alguns critérios
para provar hiperciclicidade e finalmente demonstraremos que em qualquer espago de Fréchet

separavel de dimensao infinita é possivel definir um operador que seja hiperciclico.

Palavras-chave: Hiperciclicidade; Dinamica linear; Espagos de Fréchet.
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BRAZ, J. H. S. Dynamics of linear operators in Fréchet spaces. 2017. 84 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we study the notion of hypercyclicity, which is the main phenomenon studied in
linear dynamics of operators. We will investigate the notions of mixing and weakly mixing
operators that under certain hypotheses are hypercyclic. We will also show some criteria to
obtain hypercyclicity and finally we will prove that in any separable infinite dimensional Fréchet

space it is possible to define an operator that is hypercyclic.

Keywords: Hypercyclicity; Linear dynamics; Fréchet spaces.



Lista de Simbolos

N-{1,2,3,...}

No-{0,1,2,3,...}

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos ntimeros reais

C - Conjunto dos niimeros complexos

K - Corpo R ou C

D(a,r)-{z€C:|z—a|<r}

H(U) - Espago das fungoes inteiras f: U — C, onde U C C é um aberto em C
B(z,r) - Bola aberta de centro x e raio r em um espago métrico

| - || - Norma

L(E, F) - Conjunto dos operadores lineares e continuos de £ em F'
[A] ou spanA - Espaco gerado pelo conjunto A

U® - Interior do conjunto U

U, - Familia das vizinhancas do ponto x

By - Base de vizinhancas de 0

By(E) - Base de vizinhangas de 0 em E

E’ - Dual topoldgico do espaco E

;i - Delta de Kronecker

M @ N - Soma direta topolédgica dos espagos M e N

n vezes



Orb(F,z) - {x, F(x), F*(z),...}
F~(U) - Imagem inversa de U por F™
arg(z) - Argumento do niimero complexo z

re? - r(cosf + isend)

ép-{(@);*;1eK:Z|5j|p<oo,1gp<oo}

j=1

o - {(fj);’ozl & — 0 quando j — oo}
coo - 1(&5)72, € K1 existe k € N tal que & = 0,Vj > k}
M, (K) - Espaco das matrizes n x n com entradas em K

A - Fecho do conjunto A

G - Conjunto escrito como a intersecao enumeravel de conjuntos abertos

KN-Kx...xKx...

en - (0,0,...,1,0,...) onde o 1 ocupa a n-ésima entrada
A" - Fecho de A na topologia 7

card(A) - Cardinalidade do conjunto A

XVoXxooox X x---

x1
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Introducao

De acordo com [6], a dindmica linear é uma area recente da Matemadtica que teve um dos seus
primeiros indicios em 1982, na tese de C. Kitai e vem se tornando popular entre os matemaéticos
de todo o mundo. Como o préprio nome indica, a dinamica linear consiste em estudar o
comportamento das iteradas de transformacoes lineares. Em espacos de dimensao finita, o
comportamento das iteradas sao bem conhecidos ja que as transformacoes lineares sao bem
descritas pela sua forma canonica de Jordan. Entretanto, um novo fenomeno aparece quando
estamos em espacos de dimensao infinita: operadores lineares podem ter érbitas densas.

Seja X um espaco vetorial topolégico e T" um operador linear continuo definido em X, isto
é, T € L(X). A T-6rbita de um vetor x € X é o conjunto

Orb(T,x) = {z,T(x), T*(z),...}

e dizemos que um operador linear tem orbita densa quando existe algum vetor x € X tal
que o conjunto Orb(T,x) é denso em X. Quando isso acontece, dizemos que o operador é
hiperciclico. Hiperciclicidade é o principal assunto desta dissertacao. Note que para falarmos
em hiperciclicidade de um operador definido em um espaco vetorial topolégico X, é condicao
necessaria X ser um espaco separavel, pois caso contrario, nao existiria nenhum subconjunto
denso e enumeravel em X e entao nenhuma érbita poderia ser densa.

De acordo com [16], os operadores de Birkhoff (1929), L: H(C) — H(C) definido por
L(f)(z) = f(z+1),Vz € C e MacLane (1952), D: H(C) — H(C) definido por D(f) = f’,
ambos definidos no espaco das funcoes inteiras de C em C, foram os primeiros operadores
hiperciclicos que apareceram na literatura. Conforme [11], os primeiros exemplos conhecidos
de operadores hiperciclicos em espagos de Banach sao devidos a Rolewicz, em 1969. Seja ¢,

(1 < p < ) o espaco de Banach das sequéncias p-somaveis, isto é, o espago

ly = {(ﬁj)}ﬂ eKY: ) |4 < OO}

j=1

]l = (Zléﬂ’“) :
j=1

Para cada a € R, o operador de Rolewicz T,: ¢, — ¢, é definido por

munido com a norma

Ta(€17§27 <. ) = a(£27€37 - )



Rolewicz provou que esses operadores sao hiperciclicos quando a > 1.

Neste trabalho, apresentaremos a definicao de hiperciclicidade, fenomeno estudado pela
dinamica linear que apenas acontece em espacgos de dimensao infinita. Comecaremos com a
nocao de operadores que sao topologicamente transitivos e que, sob algumas hipoteses, vao
ser hiperciclicos e nos fornecerao uma caracterizacao para a hiperciclicidade em espacos de
Fréchet separaveis. Também trabalharemos com operadores mixing e fracamente mixing e
veremos a relacao entre eles e a hiperciclicidade. Existem teoremas, os quais chamaremos
de critérios, que nos permitem dizer se um operador é hiperciclico ou nao e eles sao muito
uteis para a demonstracao de alguns resultados relacionados a hiperciclicidade. Esses critérios
sao muito interessantes, pois nao ¢ necessario exibir um vetor hiperciclico para se garantir a
hiperciclicidade do operador. A seguir, mostraremos como os capitulos desse trabalho foram
divididos.

No primeiro capitulo deste trabalho serao apresentados alguns resultados que serao ne-
cessarios no decorrer dos demais capitulos. No segundo capitulo, é apresentado a defini¢ao
de operadores hiperciclicos e alguns resultados que envolvem essa definicao. Posteriormente,
é apresentado o conceito de operadores mixing e fracamente mixing e alguns resultados que
envolvem esse tipo de operadores com os hiperciclicos. No terceiro capitulo sao apresenta-
dos teoremas (critérios) tal que se o operador linear satisfaz as hip6teses deles, entao ele serd
hiperciclico. E, por fim, no quarto capitulo, é mostrado que em qualquer espaco de Fréchet

separavel ha operadores hiperciclicos.

José Henrique Souza Braz
Uberlandia-MG, 19 de Dezembro de 2017.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre niimeros reais, nimeros complexos,
espacos topologicos e espacos vetoriais topologicos que serao utilizados em algumas demons-

tracoes no decorrer deste trabalho.

1.1 Numeros Reais e Numeros Complexos

Proposicao 1.1.1 O conjunto
{2% ‘n, ke N}

é denso em R.

Demonstracgao. Sejam z > 0 e ¢ > 0. Tome n € N tal que n > x +¢. Logo, n —e > x. Tome

k € N tal que 55 < 5. Dai

2k 2
— > —. 1.1
> (1.1)
Como (z —¢) < (z + €), segue que
2k ok

Afirmamos que existe [ € N tal que

2k 2k
—(r—¢)<l<— :
n(x £) n(x+€)
De fato,
2" 2" 2 2k 12
—(z+e)——(r—e)=—(r+e—ax+e)=—+:2 > —-2c=4>1.
n n n n £

Tomando esse [, mostremos que ZQ—Q € (x —e,x +¢). De fato,

(x—e)<l<—(x+e)=

2k 2k
n n

Fr—e)<l-n<2f(z+e)=

3



l-n
r—e< —<xr+e=

ok
l-n
S € (x —e,z+¢)
Portanto,
{2% ‘n, k€ N}

édensoem R. m
Para demonstrar um resultado da dissertacao, apresentaremos a seguir a definicao de plano
estendido e o Teorema de Runge. Mais detalhes sobre essa definigao e resultados relacionados

podem ser vistos em [10].

Definigao 1.1.2 Chamaremos de plano estendido o conjunto C., = CU{oc}, munido da tinica

topologia tal que

(a) Para cada a € C, os discos D(a;r), com r > 0 formam uma base de vizinhangas abertas

de a.

(b) Os conjuntos
D(oco; R) = {0} U{z € C: |z| > R},

com R > 0, formam uma base de vizinhancas abertas de oco.
Teorema 1.1.3 (Teorema de Runge) Sejam K um compacto em C e A um subconjunto de
Co \ K que intercepta cada componente conexa de Co, \ K. Seja U uma vizinhanc¢a aberta

de K em C e seja f € H(U). Entio existe uma sequéncia (R,)5, de fungdes racionais, com

todos os seus polos em A, que converge a f uniformemente sobre K.

Demonstracao. Veja [10, Theorem 1.7, p. 198]. =

Coroléario 1.1.4 Seja K um compacto de C tal que Co, \ K € conexo. Seja U uma vizinhanga
aberta de K e seja f € H(U). Entao existe uma sequéncia (P,)2, de polinomios que converge
a f uniformemente sobre K.

Demonstragao. Basta aplicar o teorema de Runge com A = {c0}. =

Proposicao 1.1.5 Sejam K um subconjunto compacto de C e G uma vizinhanc¢a de K tal que
C\ G € conexo. Entao, para cada fungdo analitica f em G, existe uma sequéncia de polinémios

(pn)22, em C que converge uniformemente para f em K.

Demonstragao. Veja [10, Corollary 1.15, p. 200]. m



1.2 Espacos Topolégicos

Nessa secao estudaremos alguns resultados basicos de topologia, principalmente para espagos

métricos e normados.

Proposicao 1.2.1 Seja M um espaco métrico sem pontos isolados e D C M denso em M.
Entao D\ {x1,...,z,},xzj € D,j=1,...,n € denso em M.

Demonstragao.
Facamos para o caso n = 1 e o resultado segue fazendo-se indugao sobre n. Como z; nao é
isolado, M \ {x1} é denso em M. Mas D\ {z1} é denso em M \ {z;}. Assim, D\ {z;} é denso

em M. m

Teorema 1.2.2 Sejam E e F espagos normados sobre K e T: E — F linear. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
(a) T € lipschitziano.
(b) T ¢é uniformemente continuo.
(¢c) T € continuo.
(d) T é continuo em algum ponto de E.
(e) T € continuo na origem.
() swp{IT@)] - 2 € B e |Jo] <1} < o0.

(9) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < Cllz|| para todo x € E.

Demonstracao. Veja [9, Teorema 2.1.1, p. 32]. m
O conjunto de todos os operadores lineares e continuos de E em F' serd denotado por
L(E,F). Quando E = F escrevemos simplesmente L(F).

Proposicao 1.2.3 Sejam E um espago vetorial normado, com norma || - ||, de dimensao finita

n, ug,u € L(E) e k € N. Se up(z) — u(z), para todo x € E, entao ||ux — ul| — 0.

Demonstragao. Fixe {ej,...,e,} uma base em E e defina
n n
lzll = D Nesl| =D 1Al
j:l 1 J=1
onde z = Y77, Aje;. E claro que || - ||; é uma norma em E e como E tem dimenséo finita,

sabemos que todas as normas em FE sao equivalentes. Logo existe ¢ > 0 tal que

[zl < ellzl], Vo € E.



Temos que ug(e;) LN u(e;),Vj =1,...,n. Dai
k : ) k
lluk(e;) —ule;)|| = 0,¥5 =1,...,n = max;—1 __,|ux(e;) —ule;)| = 0.
Dai,
lup —ull = sup [Jup(z) — u(z)]]
lzlp<1
= sup ||uk Z)\jej —u Z)\jej
llzll <1 j=1 j=1
= sup || ) Nukley) — Y Auley)
|zl z<1 j=1 j=1
= sup || ) Ai(ukle) — ule;))
lellz<t || 455

sup DA flur(e;) — uley)

<
lellz<1
n
<  sup Z [Ajlmaxj=1 o llur(e;) — ules)|
lellz<t \ 95

= sup ([lefly - maxjoynlluk(e;) —ule;)l)
lzlp<1

= méxjoynllur(e;) —ulej)l - sup [[z])y
lzllg<1

< max oy, llue(e;) —ule;)l| - sup clz||x
|z <1

) k
= ¢c- man:L_,.,nHuk(ej) - U(ej)H —0
n

Teorema 1.2.4 Sejam X e Y espagcos métricos, S C X denso e Y completo. Se f: S — Y
¢ uniformemente continua entio existe uma tinica extensio continua de f em S que também é

uniformemente continua.
Demonstracao. Seja g: X — Y dada por

g(a) = lim f(z,),(x,)py € S tal que x,, — a.

n—oo

Mostremos que g estd bem definida. De fato, seja ()22, C S tal que x, — a e considere

também ¢ > 0. Dai, existe 0 > 0 tal que se
a,be S,d(a,b) <o =d(f(a), f(b)) <e.

Como z,, — a, segue que (z,)°; é uma sequéncia de Cauchy em X e entao existe N € N tal
que
d(xp, Tpy) < 0,Ym,n > N.



Logo, se m,n > N, temos que d(z,,z,) < ¢ e entdao d(f(x,), f(x,)) < &, provando que
(f(x,))22; é de Cauchy em Y. Como Y é completo, lim,,_,, f(x,) existe. Agora, se xz, — a

e yn, — a, seja (2,)22; a sequéncia definida por

Yns2, S€ N ¢ par
Zn
Tnt1, Se n é impar

2

isto é, a sequéncia (x1, y1, T, Y2, ...). Seja e > 0. Como x,, —> a, exite N; € N tal que
d(xy,,a) <e,Vn > Ny

e também como ¥y, — a, existe Ny € N tal que
d(yn,a) < e,¥n > Ns.

Tomando M = max{Ny, Ny}, temos que

d(zn,a) <eed(yp,a) <e,Vn> M.

Dai, se n > 2M, entao § > M en+ 1> 2M, isto ¢, ”TH > M. Logo, se n > 2M e n é par,

d(zn,a) = d(yz,a) < ¢

e se n é impar,

d(zp,a) = d(anH, a) < e.

Portanto, Vn > 2M temos que d(z,,a) < &, provando que z, — a. Dai, lim,_,, f(z,) existe

e como (f(x,))22; e (f(yn))22, s@o subsequéncias de (f(z,))22, segue que

lim f(x,) = lim f(z,) = lm f(yn).

n—oo n—oo n—oo
Isso conclui que g(a) nao depende da sequéncia (z,,)%; que converge para a, isto é, g(a) é bem
definida. Mostremos agora que g é uma extensao de f. Se a € S, tome a sequéncia constante
T, =a,Vn € N, E claro que z, — a e

9(a) = lim f(z,) = lim f(a) = f(a),

n—0o0

logo g(a) = f(a),Va € S. Por fim, mostremos que ¢g é uniformemente continua. Seja ¢ > 0.
Como f é uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que se
a,b e S, dla,b) <= d(f(a), f(b) < %

Sejam a,b € S tal que d(a,b) < 2. Dai, existem sequéncias (z,)3%,, (y,)°2,; C S tais que

Tn, — a ey, — b. Como x, — a, existe K; € N tal que

)
d(xp,a) < §7Vn > K,



e como ¥y, — b, existe Ky € N tal que
)
d(yn,b) < g,‘v’n > K.

Tome Ny = max{ K7, K»}. Dai, se n > Ny,

Wl &>

3
d(zn,a) < 3¢ d(Yn,b) <

Logo, se n > Ny,

o & 6
d(@n, Yn) < d(zn, a) + d(a,b) + d(b, y,) < 3 + 3 + 3 =0

e entao,

A(f(a). f() < 5.¥n > N,

Como, por defini¢ao, f(z,) — g(a) e f(y,) — g(b), existe K3 € N tal que
3
d(f(xn)ag(a)) < §>vn > K3

e existe i, € N tal que
€

Tomando Ny = méx{ K3, K}, temos que Vn > No,

d(f (). 9(a)) < 5 e d(Fun).9(0)) < 5.
Tome N’ = max{Ny, No}. Assim, se a,b € S e d(a,b) < g,
d(9(a). 9(b)) < d(g(a). f(xx)) +d(F(en). Fn)) +d(Flyn). 9(0)) < 5+ 5+ 2

provando que g ¢ uniformemente continua e, consequentemente, continua.
Agora note que g é tinica. Se h é uma extensdo continua de f em S, tomando a € S, existe
()22, € S tal que x, — a. Como h é continua, h(z,) — h(a). Mas, h(z,) = f(z,) —

g(a), e entdo, pela unicidade do limite, h(a) = g(a). =

Defini¢ao 1.2.5 Um espago métrico (em particular um espa¢o normado) F é dito separdvel

se E contém um subconjunto enumeravel e denso em X.

Proposicao 1.2.6 Um espag¢o normado E é separdvel se, e somente se, existe um subconjunto

enumerdvel A C E tal que [A] é denso em E.

Demonstracao. Veja [9, Lema 1.6.3, p. 19]. =

Para a préxima proposicagao, precisamos das defini¢oes a seguir.

Definigao 1.2.7 Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Diremos que uma familia B C 7 é uma

base para T se dado U € 1 existe C C B tal que

v=JWv

vec



Definigao 1.2.8 Seja (X, 7) um espago topolégico. Diremos que (X,7) satisfaz o sequndo

axioma de enumerabilidade se existe uma base B para 7 que é enumeravel.

Proposicao 1.2.9 Seja X um espaco métrico. Sao equivalentes:
(i) X satisfaz o sequndo azioma de enumerabilidade.
(ii) X € separdvel.

Demonstracao. (a) = (b) Suponha que X satisfaga o segundo axioma de enumarabilidade
e seja (V)5 uma base para a topologia de X. Para cada n € N, seja x, € V,, e tome
D ={xz, :n €N} E claro que D é enumerdvel. Provemos que D é denso em X.

Seja U um aberto nao vazio de X. Logo, existe k € N tal que V, C U e entao x, € Vi C U.
Portanto, z;, € U N D, provando que U N D # () e entao D é denso em X.
(b) = (a) Seja D = {x,, : n € N} um subconjunto denso de X e scja

B:{B (xm,l) :m,nGN}.
n

E claro que B é enumeravel. Provemos que B é uma base para os abertos de X.
Seja U um aberto nao vazio de X e seja x € U. Como U é aberto, existe r > 0 tal que
B(z,7) CU. Tome n € N tal que + < r. Logo, B(z,1) C U.

Como D é denso em X, existe m € N tal que z,,, € B(z, %), isto é, x € B(xy, %) Agora
B (xm,l) cB (x,l> cuU.
2n n

11 2 1
< on T o T o5 T
dly, @) < dly, 2m) + d(wm, w) < 5o+ 50 =50 =<7

note que

De fato, dado y € B (2, 3-),

eentao y € B (x, %) Logo, dado = € U, existem r,s € N tal que

1
xGB(:cT,—) cU.
s

Dai, U ¢ escrito como a uniao de elementos de B e entao B é uma base para os abertos de X.

Corolario 1.2.10 Seja X um espaco métrico separdvel. Se M C X ¢é subespaco de X entdo

M ¢ separdvel.

Demonstracao. Como X ¢é separavel, pela Proposicao 1.2.9 X satisfaz o segundo axioma
de enumerabilidade. Logo M satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade e novamente pela

Proposicao 1.2.9 segue que M é separavel. m
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1.3 Espacos Vetoriais Topolégicos

Definicao 1.3.1 Diremos que X é um espago vetorial topologico se X é um espaco vetorial

munido de uma topologia 7 tal que as seguintes aplicacoes sao continuas:
s: X x X — X dada por s(x,y) =x+y

m: K x X — X dada por m(\, z) = A\x

Neste caso dizemos que 7 é uma topologia vetorial.

Note que pela definicao de espaco vetorial topoldgico, as translagoes T,: X — X, a # 0
definidas por T,(x) = a + = e as homotetias Hy: X — X, A € K /A # 0 definidas por

H)(z) = Az s@o homeomorfismos.

Proposicao 1.3.2 Seja X um espago vetorial topologico. Entdo dado U uma vizinhancga de

zero, existe V' também vizinhanga de zero tal que V +V C U.

Demonstracao. Como U ¢ vizinhanca de zero, segue que 0 € U°. Como U° é aberto em X e
s: X xX — X é continua, segue que s~(U°) é aberto em X x X. E claro que (0,0) € s~ 1(U°).
Como s~} (U°) é aberto em X x X, existem Vi, V, C X abertos tal que (0,0) € V; x V5 C
s~ (U°). Tome V = ViNV;. Eclaro que 0 € V, V éabertoe (0,0) € VXV C VyixV, C s H(U°).
Dai, 0 =5(0,0) € s(V x V) CU°CU. Como s(VxV)=V+V segueque V4+V CU. m

Corolario 1.3.3 Seja X um espago vetorial topologico. Se U C X € um conjunto aberto e nao

vazio, entao existe um conjunto aberto e nao vazio Uy C U e uma vizinhanca W de zero tal

que Uy + W CU.

Demonstracao. Como U é nao vazio, seja a € U. Como U é aberto, segue que U € U,. Logo,

—a + U € Uy. Pela Proposicao 1.3.2 existe V € U tal que
Ve4VeC —a+U.

Dai,
(a+V°)+V°CU.

Definigao 1.3.4 Seja X um espaco vetorial e A C X.
(i) A é dito equilibrado se Az € A para todo x € Ae A € K, com |\ < 1.

(ii) A é dito absorvente se para cada r € X existe § > 0 tal que Az € A para todo A €
K, [\l <4.

Proposicao 1.3.5 Em um espaco vetorial topologico X, cada vizinhanca de zero é absorvente.
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Demonstracao. Seja U uma vizinhanca de zero e x € X. Como a aplicacao
AeK—= A reX
é continua em 0, existe § > 0 tal que \x € U para todo |A\| < §. Logo U é absorvente. m

Proposicao 1.3.6 Seja X # {0} um espago vetorial topoldgico. Entdo X nao tem pontos

1solados.

Demonstracao. Suponha que x € X tal que x # 0. Seja U € U, . Entao existe Uy € U, tal
que U = = + Uy. Pela Proposicao 1.3.5, segue que Uy é absorvente, isto é, existe d > 0 tal que

Az € Up para todo A € K com || < 8. Daf, $z € Uj e entédo
4]
I’+§ZE€I‘+U0:U

Como x + %(ﬂ # x, segue que x nao é ponto isolado.
Agora, se x = 0, tome y € X tal que y # 0. Seja Uy € Uy . Novamente pela Proposicao
1.3.5 segue que U, é absorvente e entao existe § > 0 tal que \y € Uy para todo A € K com

|A| < 6. Assim, gy elye gy # 0 o que implica que 0 também nao é um ponto isolado. =

Definicao 1.3.7 Em um espaco vetorial E, um conjunto A C E é dito convexo se ax+ Py € A

para todo z,y € Aea,8>0coma+ [ =1.

Definicao 1.3.8 Diremos que X é um espaco localmente convexo se X é um espaco vetorial
topoldgico tal que cada vizinhanca de zero contém uma vizinhanga convexa de zero. Neste caso

diremos que a topologia de X é uma topologia localmente convexa.

Definicao 1.3.9 Seja E um espago vetorial. Uma funcao p: £ — R é chamada de seminorma

se verifica as seguintes condicoes:
(i) p(z) > 0,Vz € E.
(ii) p(Az) = |A|p(z) para todo z € Ee A € K.
(iii) p(z +y) < p(z) + p(y) para todo z,y € E.

Note que se uma seminorma p é tal que p(z) = 0 implica x = 0, entdo p é uma norma.

Proposicao 1.3.10 Sejam E um espaco vetorial topolégico, e seja p: E — R uma semi-

norma. Sao equivalentes:
a) p é continua.
b) O conjunto U,y ={x € E: p(x) <1} € aberto.

¢) O conjunto U,. = {x € E : p(x) < e} € aberto para cada ¢ > 0.
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d) p € continua na origem.

Demonstragao. (a) = (b) Note que U,; = p~*((—00,1)) = {z € E : p(z) < 1}. Como
(—o0, 1) é aberto em R, segue que U, é aberto em E.

(b) = (c) Seja e > 0. Note que U, = ¢ - U,. De fato, seja € U,.. E claro que z = ¢ - Ze

D (g) = ép(w) < 15 = 1.

Logo, * =¢- % € €+ Up1. Analogamente, se x € €U, 1, existe y € Uy, tal que = ey. Dal,
p(x) =pley) =eply) <e-1=¢

mostrando que z € U,.. Como E ¢ espaco vetorial topolégico e U,; é aberto entao U, . ¢é
aberto.

¢) = (d) Seja e > 0. Tome U, . a vizinhanga de zero em E. Dal, para todo z € U, ,
p? p7
p(z) <= p(Upe) C (—¢,¢)

provando que p é continua na origem.
(d) = (a) Suponha p continua na origem. Sejam a € E,e > 0 e (p(a) — ¢,p(a) + €). Dali,
—p(a) + (p(a) — ,p(a) + €) é vizinhanga de zero. Dai, existe V, vizinhan¢a de zero em E tal
que

p(V) € —p(a) + (p(a) — &, p(a) +¢) = (—¢,¢).
Tome W = a+V. E claro que W é vizinhanca de a. Mostremos que p(W) C (p(a)—¢, p(a)+¢).
Sejax e W, istoé, x =a+vcomveV. Dal, rt—a=ve

p(z) = p(a)| < p(z — a) = p(v) <e.

Logo, p(x) € (p(a) —e,p(a) + €) e entdao p(W) C (p(a) — &, p(a) + €). Dai, p é continua em a.

Proposicao 1.3.11 Seja E um espaco vetorial e seja p: E — R uma seminorma. Entao o

conjunto
Upe ={z € E:p(x) <¢e}

¢ convero, equilibrado e absorvente para todo € > 0.
Demonstracao. Sejam ¢ > 0,2,y € U,.,a, 8 > 0 tais que o + = 1. Dal,

plar + By) < p(ax) + p(By) = ap(z) + Bp(y) < ac + fe = (a + Ble = ¢.

Logo, azx + By € U,., provando que U,. ¢ convexo. Para provarmos que é equilibrado, seja
x € Uye, A € K tal que [N < 1. Dai,

p(Az) = [Ap(z) < p(z) <e
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e entdo Az € U, .. Finalmente, seja © € E. Se p(z) = 0, tome § = 1. Logo, para todo A € K
com |A| <1,
p(Az) = [A]p(z) =0 <e

implicando que Az € U, .. Se p(x) # 0, tome § = 55y Assim, para todo A € K com A <6,

pO) = Mpla) < 505

implicando que Az € U, e entao U, é absorvente. m

Proposicao 1.3.12 Seja E um espacgo vetorial e seja P uma familia de seminormas em E.

Seja
Boz{ﬂ Up,gzpogpﬁmto,wo}

PEPo
Entao existe uma unica topologia localmente convera Tp em E que admite By como base de
vizinhancas de zero. A topologia Tp € a mais fraca em E tal que cada p € P € continua.

Diremos que mp € a topologia localmente convexa definida por P.
Demonstragao. Veja [21, Proposigao 4.3, p. 10]. =

Corolario 1.3.13 Seja E um espaco vetorial e seja P uma familia dirigida de seminormas em
E, ou seja, dadas p1,ps € P, existe ps € P tal que ps > p1 e p3 > pa. Entdao os conjuntos Uy,

com p € P,e >0 formam uma base de vizinhancas de zero em (E, p)

Demonstracao. Seja U uma vizinhanca de zero. Entao existem pq,...,p, € P,e > 0 tais que
n
(Up,e CU.
j=1
Tome p maior que p,...,p, e considere U, .. E claro que
n
Upe €[ Uy CU.
j=1

Logo, {U,¢ : p € P,e > 0} forma uma base de vizinhancas de zero em (E,7p). ®

Corolario 1.3.14 Seja E um espaco localmente convero e P uma familia dirigida de semi-
normas em E que define a topologia de E. Entao os conjuntos U,.,p € P,e > 0 formam uma

base de vizinhancas de zero na topologia de E.
Demonstracgao. Segue imediatamente do Corolario 1.3.13. =

Proposicao 1.3.15 Seja E um espago vetorial topolégico e Ey um subespaco vetorial denso de
E, e seja F' um espago vetorial topoldgico de Hausdorff completo. Entao, dada Ty € L(Ey, F),
existe uma unica T € L(E, F) tal que T(x) = To(x) para todo x € Ej.
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Demonstracao. Veja [21, Proposi¢ao 10.3, p. 29]. =

Proposicao 1.3.16 Seja E um espaco vetorial topolégico. Se E ¢é de Hausdorff, entao cada

subespaco de E de dimensao finita € fechado.
Demonstracao. Veja [21, Coroldrio 11.2, p. 34]. =

Definicao 1.3.17 (a) Um espaco vetorial topolégico E é dito metrizdvel se existe uma

métrica em E que define a topologia de F.

(b) Se E é um espago vetorial, entdo uma métrica d em F é dita invariante sob translagoes
se

d(z,y) = d(a + x,a + y) para todo z,y,a € E.

Teorema 1.3.18 Seja E um espaco vetorial topologico de Hausdorff. Entdio E ¢é metrizdvel
se, e somente se, existe uma base enumerdvel de vizinhancas de zero. Neste caso existe uma

métrica em E, invariante sob translacoes, que define a topologia de E.
Demonstragao. Veja 21, Teorema 12.3, p. 40]. =

Definicao 1.3.19 Dizemos que E é um espaco de Fréchet se E é um espaco localmente convexo

metrizavel e completo.

Um exemplo importante de espaco de Fréchet que utilizaremos nesse trabalho é o espaco
H(C) das fungoes inteiras f: C — C. Esse espago munido com a topologia compacto-aberta,

isto é, a topologia localmente convexa gerada pelas seminormas pg : H(C) — R definidas por

pr(f) =sup[f(2)],

zeK

com K C C compacto, se torna um espago de Fréchet. Os conjuntos

Ui, = {f € H(C) : sup|f(2)] < }

zeK

com K C C compacto e ¢ > 0, formam uma base de vizinhancas de zero que sao convexas,

equilibradas e abertas nessa topologia.

Lema 1.3.20 Sejam X um espago de Fréchet e (p,)>2, uma sequéncia dirigida de seminormas
que define a topologia de X. Sejam xp,x € X, k>1eU C X. Entao:

(a) xp — x se, e somente se, p,(xx —x) — 0, quando k — oo, Vn > 1.
(b) (zx)r € de Cauchy se, e somente se, p,(zr, — ;) — 0, quando k,l — oo, Vn > 1.
(c) U € vizinhanga de x se, e somente se, existem n € N e € > 0 tais que

{ye X po(y—2) <e} CU
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Demonstracao. (a)(=) Sejan € N e e > 0. Pelo Corolério 1.3.14, U, . é vizinhanca de zero.
Logo, existe ky € N tal que
zp—x €Uy, ., Yk > k.

Dai, para todo k > ko, p,(zr — ) < € e entao p,(zx — ) — 0.
(<) Seja U uma vizinhanca de zero. Pelo Coroldrio 1.3.14, existem n € N,e > 0 tal que U,,, . C
U. Por hipétese, p,(zx — ) — 0, logo existe kg € N tal que para todo k > ko, pn(zr — ) < €.
Entao para todo k > ko,

rp—x €U, .CU

e portanto, ry — .

(b)(=) Sejam n € N e € > 0. Pelo Corolario 1.3.14, U, . é vizinhanca de zero. Logo, existe
ko € N tal que para todos k,l > ko, x — x; € U, .. Dal, para todos k,l > ko, p,(zr — x;) < e,
provando que p,(zx — x;) — 0 quando k,[ — oo.

(<) Seja U uma vizinhanca de zero. Pelo Corolédrio 1.3.14, existem n € N e ¢ > 0 tal que
Uy, € U. Por hipétese, p,(zy, — z;) — 0 quando k,l — oco. Logo, existe ky € N tal que para
todos k,l > ko, pn(x — x;) < €. Entao, para todos k, 1 > ko,

T — X € Upn’g cU

e entao (xy)x ¢ de Cauchy.
(¢)(=) Seja U uma vizinhanga de x. Logo, —z + U é uma vizinhanca de zero e pelo Corolario

1.3.14 existem n € N e € > 0 tal que
Up,: € —x+U.

Dai,
{yeX:pn(y_w)<5}:x+Upn,ng-

(<) Suponha que existam n > 1 e e > 0 tal que
{fye X pu(y—2) <e} CU
Pelo Corolario 1.3.14, U, . é vizinhanca de zero, logo = + U, . é vizinhanca de z. Dai,
re(x+U,) Cao+U, . ={yeX:py—2z)<e}CU
e portanto, U ¢é vizinhanca de x. =

Proposicao 1.3.21 Sejam E e F' dois espacos localmente convexos, e sejam P e Q) familias
dirigidas de seminormas que definem as topologias de E e F', respectivamente. Entdo uma
aplicacao linear T: EE — F € continua se, e somente se, dada q € QQ, existem p € P ec > 0
tais que

q(T(z)) < ep(x),Vx € E.
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Demonstragao. Primeiramente, lembre que se a topologia de um espaco localmente convexo

E é definida por uma familia dirigida de seminormas P, entao os conjuntos
Upe={z € E:px)<e},peP

formam uma base de vizinhangas de zero em E conforme o Corolario 1.3.14. Além disso,
dados E e F espagos vetoriais topolégicos, By(E) e By(F') bases de vizinhangas de zero em
E e F', respectivamente, uma aplicagao linear T: E — F' é continua se, e somente se, dada
V € By(F), existe U € By(F) tal que T(U) C V.
(=) Suponha T" continua e seja ¢ € Q). Considerando a vizinhanga U, 1, existem p € P ee > 0
tal que

T<Up,a) - Uq,l

ou seja, se x € E é tal que p(x) < ¢, entdao ¢(T'(z)) < 1. Seja z € E e suponha que p(z) # 0.

Entao ﬁ(x)x cFe

p( c :)3): c p(:v):g<z—:

2p(x)

dai, #(x)x € Upe, logo

Tomando 0 < ¢ := 2, entdo ¢(T(z)) < cp(z). Agora suponha que p(z) = 0. Mostremos que
q(T'(z)) = 0. Suponha que ¢(7T'(z)) > 0. Como p(x) = 0 < ¢, segue que x € U,., e entdo
q(T(z)) < 1. Dai, 0 < ¢(T'(z)) < 1. Seja b > 0 tal que bg(T'(x)) > 1. Entao

0=bp(x) =p(bx) < e = q(T(bx)) < 1. (1.2)

Mas,

(T (bx)) = bg(T(x)) = 1 (1.3)
e entdo, de (1.2) e (1.3) temos um absurdo. Logo ¢(T(z)) = 0 e entao
0=¢(T(x)) < ep(z) = 0.

Logo,
q(T(x)) < cp(x),Yo € E.

(<) Seja U, . uma vizinhanga de zero em F, com g € () e € > 0. Por hipdtese, existem p € P e
c > 0 tal que ¢(T'(x)) < cp(x), para todo x € E. Tome ¢’ = £ > 0 e U, a vizinhanga de zero
em E. Afirmamos que T(U,. ) C U,.. De fato, seja x € U, ., dai p(z) < ¢’. Logo,

q(T(z)) < ep(z) <ce' =c- Z =¢

e entao T'(z) € U,.. Portanto, T" é continua. =
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Proposicao 1.3.22 Em um espaco localmente convero E, cada vizinhanca de zero contém

uma vizinhanc¢a conveza e equilibrada de zero.
Demonstragao. Veja [21, Proposi¢ao 3.6, p. 8. =

Proposicao 1.3.23 Seja E um espaco localmente convexo, e seja By uma base de vizinhangas
convexas e equilibradas de zero em E. Entao existe uma familia dirigida de seminormas que

define a topologia de E.
Demonstragao. Veja 21, Coroldrio 4.8, p. 12] =

Definicao 1.3.24 Sejam E um espaco localmente convexo, P a familia de seminormas que
define a topologia de F e (,)5; uma sequéncia em E. Diremos que a série Z]Oil x; é absolu-

tamente convergente em E se, e somente se,

Zp(xj) < o0, Vp € P.

=1

Proposicao 1.3.25 Seja E um espaco localmente convexo. Entao E € completo se, e somente

se, toda série absolutamente convergente for convergente.

Demonstragao. (=) Sejam P a familia de seminormas que definem a topologia de FE,

(z;)52, € E e considere a série absolutamente convergente

0
i=1

Sejap € P ee > 0. Como a série é absolutamente convergente, segue que

Zp(l"j) < 00

e entao existe ng € N tal que
[o.¢]

Z p(x;) <e,Vm > ng.

Jj=mi1

. k ~
Assim, se n > m > ng, sendo s, = ZFl xj, entao

p(sn—sm)=p<zﬂfj—2%> =p< > ffj) < Y oplx) < ) play) <e

j=m+1 j=m+1 j=m+1
provando que (s,)52, é de Cauchy em FE, pelo Lema 1.3.20. Como por hipétese E é completo,
segue que (s,) converge. Portanto, 3 °° | x; converge.
(<) Seja (7,)52, C E uma sequéncia de Cauchy. Provemos que (z,), converge em E. Sejam

p € P e tome (n;);2, C N estritamente crescente tal que

1
p(Tn — ) < E,Vm,n > n;.
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Em particular, p(z,,,, — ;) < 5; € entao

Zp Tnjp — xnj < Z% =

provando que
o

Z($"j+1 — ;)

J=1
¢ absolutamente convergente e entao Z;; T,y — Loy converge. Como

xnk-H = Tn, + § (xnj+1 - xnj)
Jj=1

segue que (T, ., )3, converge em £. Como (&, ,)r é subsequéncia da sequéncia de Cauchy

(n)n, segue que (x,), converge e entao E é completo. m

Definicao 1.3.26 Seja X um espaco topoldgico, F' um espaco vetorial topologico e F uma
familia de aplicagoes de X em F. Diremos que F é equicontinua em um ponto a € X se dado

V' vizinhanga de zero em F', existe U vizinhanca de a em X tal que
f(z) € f(a)+V,Vx € UVf € F.
Diremos que F é equicontinua quando for equicontinua em todos os pontos de X.

Definicao 1.3.27 Seja X um espaco vetorial topologico. Diremos que X é um espaco de
Baire quando a intersecao de cada sequéncia de subconjuntos abertos e densos em X for um

subconjunto denso em X.
Teorema 1.3.28 Todo espaco métrico completo é um espaco de Baire.
Demonstracao. Veja [18, Theorem 1, p. 87]. =

Definicao 1.3.29 Em um espago vetorial topologico E, um conjunto A C F ¢é dito limitado
se dado qualquer vizinhanca de zero U, existe 0 > 0 tal que AA C U para todo A € K, com
Al <.

Proposicao 1.3.30 Seja E um espago vetorial topologico. Um subconjunto A C E ¢é limitado
CAe (M), CK, com N\, — 0, tem-se que

se, e somente se, dadas sequéncias (,)5° <,

n=1

ATy — 0.
Demonstragao. Veja [24, Proposition 5.3, p. 26]. =

Lema 1.3.31 Seja E um espago vetorial topologico metrizavel. Entao

lim d(az,0) =0

a—0

para todo v € E.
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Demonstracao. Relembre que em um espago métrico, z,, — x se, e somente se, d(x,,x) —
0 em R.
Sejam = € F e \, — 0. Como {x} é limitado, segue da Proposigao 1.3.30 que A,z — 0

em F e como E é metrizavel, segue que d(\,z,0) — 0 quando n — oo. Logo

lim d(az,0) =0

a—0

paratodox € . m

Proposigao 1.3.32 Sejam E um espaco vetorial topoldgico metrizdvel e (y,)5>, C E. Entdo

existem a, € (0,1],n € N tal que a,x, — 0.

Demonstracao. Pelo Lema 1.3.31, como lin% d(ay,,0) = 0, existe oy € (0, 1] tal que d(a1y1,0) <
a—
1.

Da mesma forma, como lir% d(ays,0) = 0, existe ag € (0, 1] tal que d(agys,0) < %
a—r

Procedendo dessa forma, para cada n € N, existe a,, € (0, 1] tal que
1
d(any,, 0) < —. (1.4)
n

Dai, fazendo n — oo na equacao 1.4, temos que d(a,y,,0) — 0 e como E é metrizavel,

segue que oy, — 0. =

Teorema 1.3.33 (Teorema da Aplicagao Aberta) Seja E um espago vetorial topoldgico
metrizdvel e completo, seja F' um espago vetorial topoldgico de Baire, e seja T € L(E,F).

Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) T ¢é sobrejetiva;
(i) T € aberta.
Demonstracao. Veja 21, Teorema 13.4, p. 47]. =

Corolario 1.3.34 Seja E um espaco vetorial topoldgico metrizavel e completo, seja F um
espago vetorial topoldgico de Buaire, e seja T € L(E, F) uma aplicag¢do bijetiva. Entdo T € um

1somorfismo topoldgico.
Demonstragao. Segue do Teorema 1.3.33. =

Teorema 1.3.35 (Teorema do Gréfico Fechado) Sejam E e F dois espagos vetoriais to-
pologicos metrizaveis e completos. Seja T: E — F uma aplicacao linear cujo grifico G €

fechado em E x F. Entdao T ¢é continua.

Demonstragao. Veja 21, Teorema 13.7, p. 49]. =
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Teorema 1.3.36 (Teorema de Hahn-Banach) Seja E um espago vetorial sobre K e seja
p: B — R uma seminorma. Seja My um subespaco de E, e seja ¢o: My — K um funcional
linear tal que |po(z)| < p(x) para todo x € My. Entdo existe um funcional linear ¢: E — K
tal que ¢(x) = ¢o(x) para todo x € My e |¢(z)| < p(z) para todo x € E.

Demonstracao. Veja [18, Theorem 2, p. 126]. m

Proposicao 1.3.37 Seja E um espaco localmente convexo de Hausdorff, e sejam x1,...,x, n
vetores linearmente independentes em E. Entdo existem ¢1, ..., ¢, € E' tais que ¢j(xy) = 0,

para j, k=1,...,n.

Demonstracao. Veja [21, Coroldrio 16.5, p. 60]. =

Finalizamos as preliminares com o Teorema 1.3.42 que é um resultado essencial na prova
do Lema 4.2.3 que é necessario para demonstrar o principal resultado deste trabalho. Para

demonstrar esse teorema precisamos das defini¢coes e dos dois resultados a seguir.

Definicao 1.3.38 Seja E' um espaco vetorial e M um subespacgo de E. Definimos a codimensao

de M como sendo a dimensao do espago E/M.

Definicao 1.3.39 Seja E um espaco vetorial topoldgico, e sejam My, Mo, ..., M, subespacos
vetoriais de E. Diremos que E é a soma direta topologica de My, ..., M,, e escrevemos FE =
My & My &®...H M,, se aaplicacao S: My x ... x M,, — E definida por

S(1,..yxp) =21+ ...+ Ty
¢ um isomorfismo topoldgico.

Proposicao 1.3.40 Seja E um espago vetorial, e seja P uma familia de seminormas em E.

Entao (E,1p) € um espago topolégico de Hausdorff se, e somente se,
() p'{0} = {0}.
pEP

Demonstracao. Veja [21, Corolédrio 4.5, p. 11]. =
Proposicao 1.3.41 Seja E um espacgo vetorial topologico de Hausdorff. Entao para cada su-
bespaco fechado M de E de codimensao finita, existe N subespaco de E tal que dim N < 400

e
E=MG®®N.

Demonstracao. Veja [21, Corolédrio 11.6, p. 36]. =

O préximo teorema serd importante num lema necessério para demonstrar o ultimo resultado

desta dissertacao.
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Teorema 1.3.42 Seja F' um espago localmente convezo, completo e de Hausdorff, (pn)s,
uma sequéncia crescente de seminormas que define a topologia de F. Suponha que ker p,, tenha
codimensdo finita para todo n € N. Entdo F € topologicamente isomorfo a KY, munido da

topologia produto.

Demonstracao. Defina K, = kerp,,n € N. E facil ver que ker p, é um subespaco fechado
de F' e como p, < ppi1,Vn € N, temos que K, .1 C K,,,Vn € N. Como a codimensao de K; é

finita segue da Proposicao 1.3.41 que podemos escrever

F =K & M;, com dimM; < 4.
Da mesma forma, podemos escrever

K, =Ky ® My, com dim My < +o00,

Ky = K3 & M3, com dim M3 < +o0,

K,=K, 1 ® M,,, com dim M, | < +oc.

Note que
F:Kn@Mn@Mn_l@@Ml,VTLEN

Seja m,: F' —> M, a projecao sobre M,, e considere

T
n=1

Como E é o produto cartesiano de espacos de dimensao finita, é facil ver que £ e K" sao
algebricamente isomorfos e considerando a topologia produto em E segue que eles sao topologi-
camente isomorfos. Sendo assim, basta mostrarmos que E e F' sao topologicamente isomorfos

que o resultado segue. Para isso, defina T': FF — FE por

T(z) = (ma(r))5

E claro que T é linear e continua, pois cada m, é continua. Mostremos que T é injetora e

sobrejetora. Suponha que T'(z) = 0. Logo, (m,(x))>2, = 0, isto é, m,(z) = 0,Vn € N. Dali,

T € ﬁ ker p,

n=1
e entao, x = 0, mostrando que T é injetora. Para mostrar que T é sobrejetora, seja y =

(yn)22, € E. Defina x, = y; + ... + y,. Fixando uma seminorma p,,r € N temos que para

todosm >n >r

Pr(@m — ) = Pr(Yns1 + - - + Ym) = 0.
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Logo, (z,)5, é de Cauchy em F. Digamos que z,, — = quando n — oo. Note que 7,.(x,) =

yr, Vn > 1. De fato, se n > r, como
F=K,®oM,®...®M &...0...0 M,

segue que
Te(tn) = me(y2) + -+ 7(ye) + -+ T (Yn) = T () = vre
Dai, segue que 7.(z,) — v, quando n — oco. Mas, m.(z,) — m.(z). Dai, m.(z) = y,,Vr € N.
Logo,
T(z) = (ma(2))5Zy = (Yn)nzr = Y-
Pelo Teorema 1.3.33 segue que T é um isomorfismo topoldgico, isto é, T' é continua, bijetora e

T~ é continua. Logo, F ¢ isomorfo a KN. m



Capitulo 2
Operadores Hiperciclicos

Conforme ja dito na introducao, neste capitulo estudaremos principalmente a nogao de hiper-
ciclicidade. Mas além disso abordaremos as nocoes de transitividade topoldgica, operadores
mixing e fracamente mixing e veremos a relagao entre elas. Estudaremos também diversos

resultados basicos a respeito dessas nogoes.

2.1 Hiperciclicidade

Defini¢ao 2.1.1 Um sistema dindmico é um par (X, F) onde X é um espago métrico e
F: X — X é uma funcao continua. Muitas vezes vamos nos referir ao sistema dinamico

(X, F') simplesmente por F': X — X.

Definigao 2.1.2 Sejam (X, F') um sistema dinamico e z € F. Definimos a F-érbita de z como
sendo o conjunto
Orb(F,z) = {z, F(z), F*(x),...}

e dizemos que F' tem 6rbita densa quando existe algum x € X tal que o conjunto Orb(F, ) é

denso em X.

Definicao 2.1.3 Um sistema dinamico F': X — X é topologicamente transitivo se para quais-

quer U,V C X abertos e nao vazios, existe um n > 0 tal que F"(U) NV # ().

Proposicao 2.1.4 Seja F': X — X uma funcgao continua no espagco métrico X sem pontos

1solados.

(a) Se x € X tem drbita densa sobre F, entao F"(x) também tem drbita densa sobre F, para
todon > 1.

(b) Se F' tem drbita densa entao F € topologicamente transitivo.

Demonstragao.

23
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(a) Sejax € X tal que Orb(F, x) é denso em X en > 1. Entao Orb(F, x)\{x, F(x),..., F""}(z)}
¢ denso em X pela Proposicao 1.2.1.

(b) Seja z € X tal que {z, F(z), F%(z),...} seja denso em X. Sejam U,V C X abertos nao
vazios. Como Orb(F,z) é denso em X, existe n € N tal que F"(x) € U. Pelo item (a), existe
m > n tal que F(x) € V. Note que F"(x) = F" " (F"(x)) € F""(U) e F™(xz) € V. Assim,

F™™(U)NV # () e assim concluimos que F é topologicamente transitivo. =

Proposicao 2.1.5 Seja F': X — X um sistema dinamico. Entao F é topologicamente tran-

sitivo se, e somente se, para qualquer U C X aberto ndao vazio, |J7— oy F~™(U) € denso em
X.

Demonstracgao.

(=) Seja U C X aberto e nao vazio e considere A = (J~ F~"(U). Seja V C X aberto nao
vazio. Como F é topologicamente transitivo, existe n > 0 tal que F™*(V) N U # (), ou seja,
existe v € V tal que F"(v) € U e entdo, v € F~"(U), o que implica que v € |J,—, F"(U) = A.
ComoveVeveA VNA#(Deentao A é denso em X.

(<) Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Por hipétese, | J ~, F~"(V) é denso em X. Entao,
existe n > 0 tal que F7"(V)NU # 0, ou seja, existe u € U tal que u € F~"(V) e entdo,
F™(u) € V. E claro que F™(u) € F™(U). Logo F*(U)NV # () e entdo F ¢ topologicamente

transitivo. m

Teorema 2.1.6 (Teorema da Transitividade de Birkhoff) Seja F': X — X uma fun¢ao
continua no espaco métrico, separavel e completo X sem pontos isolados. Entao as sequintes

proposicoes sao equivalentes:
(i) F € topologicamente transitivo.

(i1) Eziste v € X tal que Orb(F,z) € denso em X.

Demonstracao.

Pela Proposicao 2.1.4 item (b), temos que (i) = (¢). Mostremos que (i) = (i7). Seja D(F') o
conjunto dos pontos de X que possuem Orbita densa sobre F. Como X é separavel, existe um
subconjunto denso e enumeravel. Digamos {y; : j > 1} esse conjunto. Assim, para m,j > 1, as

1
bolas B <yj, —> formam uma base enumerével para a topologia de X. Seja (Uy)r>1 essa base.
m >

Assim, x € D(F) se e somente se para todo k > 1, existe n > 1 tal que F"(z) € Uy, isto é:

D(F) = JF .

k=1n=0

Pela continuidade de F', como Uy, é aberto, F~"(Uy) é aberto, logo |J,—, F'~"(Uy) é aberto para
todo k € N. Além disso, como cada Uy, é aberto, segue pela Proposicao 2.1.5 que |, , F'~"(Uy)

é denso em X.
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Como X é métrico e completo, X é um espaco de Baire, logo D(F) = (N~ Ur—o F"(Us)
¢ denso em X e consequentemente, ndo vazio. Entao existe € X tal que Orb(F,z) é denso
em X. m

Como foi demonstrado, a implicagao (i) = (i) sempre é verdadeira pelo item (b) da Pro-
posicao 2.1.4. Entretanto, se retirarmos a hipétese de X ser completo, a implicagao (i) = (it)
nao é sempre verdadeira. No exemplo a seguir, mostraremos um exemplo de operador que é

topologicamente transitivo mas nao tem orbita densa para nenhum ponto.

Exemplo 2.1.7 Seja Bc = {z € C: |z| = 1} com a topologia induzida de C e T': B¢ — Bg¢
dado por T(z) = 22. E claro que T estd bem definido, pois se z € B¢ temos que |T(z)| = |22 =
|2|2 = 1 e entdao T(z) € Be.

Mostremos que T' é topologicamente transitivo. Sejam U,V C B¢ abertos e nao vazios.
Como U ¢ aberto, U contém um arco fechado de medida —: para algum n > 1. Observe
também que se z = re? = r(cos f + isenf) entdao 2% = r?(cos 20 + isen26), ou seja, ao aplicar T
em z € C temos que o argumento de 22 é o dobro do argumento de z.

Como U contém um arco fechado de medida 2—:, T"(U) contém um arco fechado de medida

2" . Z—:— = 2.
Entao T™(U) = Bc e, assim, T"(U)NV = BcNV =V # (), provando que T é topologicamente
transitivo.

Agora considere X = {z € C: 22" = 1, para algumn € N} e Tx: X — X dado por
Tx(z) = T(z). Mostremos que Ty estd bem definida (7(X) C X), é topologicamente transitivo
mas para nenhum ponto tem o6rbita densa.

Primeiramente mostremos a boa definicao. Seja z € X. Entdo 22" = 1 para algum n € N.

Mostremos que Tx(Z)Qk =1 para algum k € N. Se n = 1, entao z?> = 1 e dal,

2

Tx(2)=T()=2>=1=Tx(z)" =T()¥ =1*=1=T(z) € X.

Agora se n > 1, tomando k = n — 1 temos que

27L71+1

TX(z)zk = T(z)Qk = () =22 =" =, =" =1=Tx(2) =T(z) € X.
Mostremos agora que X é denso em Bc. Seja x =€ € B e U € U,. Dai x € U° e como
U° é aberto, existe § > 0 tal que e € U° sempre que § — 6 < ¢ < 0 + . Tome k,n € N tal
que
2k

< —<40 .
<2n_ + 0

(2km
2km ' mn
Com06—5§0<2—n§9+5, segue que z = €

)GX,zEUOQU.
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Para mostrar que T'x é topologicamente transitivo, sejam U,V C X abertos e nao vazios.
Entao U = UNX,V =VNX,onde U,V C Bg sao abertos e nao vazios. J& provamos no inicio
do exemplo que T' é topologicamente transitivo. Logo, existe n € N tal que T(U) NV # 0,
isto é, existe zy € U tal que T"(z) € V.

Como U é aberto, existe §; > 0 tal que se arg(z9) — 01 < ¢ < arg(z) + 1, entao €% € U.
Também como V' é aberto, existe d2 > 0 tal que se arg(T™(z)) — 2 < ¢ < arg(T"(z0)) + d2
entdo ¥ € V. Seja 6 = arg(z) e § = min{dy, d>}. Tome k,I € N tal que

' 2km 1

0——| < —=
2! 2n

([ 2km
: \ 2
e considere z = e . Temos que

'9_%_7T

1

e entdao z € U. Como z € X, segue da definicio que z € U. Agora
2k 2k
2l

2" —— =20
1

larg(T"(2)) — arg(T"(z0))| = ol

eentio T"(z) € V. Como z € X e T(X) C X, segue que T"(2) € X edai T"(2) e VN X = V.
Portanto, existe z € U e n € N tal que T%(z) = T™(z) € V o que implica que Tx é
topologicamente transitivo.

Por fim, mostremos que T'x nao tem érbita densa para nenhum ponto de X. De fato, se

e
x € X entao existem k,n € N tais que k € {0,1,...,2" — 1} e x = ez< 2n ) Dai,
{ n 2km
T%(x) =T"(x) = ez< 2 ) = 2™ = cos(2km) + isen(2km) = 1

logo, para todo k > n, T%(z) = T*(z) = 1 e assim Orb(Tx,x) = {T™(x) : n € N} nao pode ser
denso em X.

E claro que X nao é completo. Seja z € Bc tal que 23 = 1. E claro que z ¢ X. Como

o

X é denso em B, existe (z,)22,

C X tal que z, — z, provando que X nao é fechado e

consequentemente, nao é completo.

Defini¢ao 2.1.8 Um sistema dindmico linear é um par (X, T) onde X é um espacgo de Fréchet

separavel e T: X — X é um operador linear e continuo.

A principal nocao estudada na dinamica linear é o conceito de hiperciclicidade, que trata-
remos agora.

A defini¢ao de fungao hiperciclica pode ser feita em qualquer espago topolégico X. No nosso
caso, vamos nos restringir a espagos de Fréchet separaveis e operadores lineares continuos entre

€sses espacos.
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Definigao 2.1.9 Seja (X,7) um sistema dinamico linear. Dizemos que T é hiperciclico se
existe z € X tal que Orb(T,z) = {z,T(x),...,T™(x),...} é denso em X. Nesse caso, x é um
vetor hiperciclico de T. O conjunto de todos os vetores hiperciclicos de T' serd denotado por
HC(T).

Vejamos a seguir dois exemplos de operadores lineares que sao hiperciclicos.

Exemplo 2.1.10 Seja £,(1 < p < 00) o espago de Banach das sequéncias p-somaveis e para

cada a € R, considere o operador T} : ¢, — {,, definido por

Ta<€1,52, . ) = (I(fQ,fg, .. )

Se a > 1, entao T serd hiperciclico.

De fato, considere T": ¢, — ¢, e S: {;, — {,, definido por

(6,8, ) = (62,65, ), 5 (6 &2, 1) = (0,61, 65, )

1
esejam T, = al'e B = =S, com a > 1. Como /, é separdvel, existe um conjunto que ¢
denso e enumerével em ¢, e formado por sequéncias de c¢oo. Digamos que {z,,: n € N} seja esse
conjunto. Para cada n € N, seja k(n) o maior indice das coordenadas de x,, tal que z, # 0 e
considere ()22, uma sequéncia de inteiros positivos tomados da seguinte forma

1

a’

1 1
A< =. 2.1
el < 57 21)

Tn > méxlgignk’(i) € ||Brn($n)|| = ‘

(ana'-wgl?g%"')” =

Considere p,, = Z r; e tome y = Z BP*(x,). Mostremos que y estd bem definido. De fato,
j=1 n=1

como p, > 1T, € a > 1, segue que aP* > a™ e entao

1)

1 1 2n 1
B )l = —Tnl|| £ —|[Zn]| < —,\V/ .
1B @)l = )l < ]| 2 o

o0 o0 1
Logo, Z | BP" ()] < Z on < 00. Como ¢, é um espaco de Banach, segue que
j=1 j=1

Z BPr(z,) < o0
j=1

e y estd bem definido, isto é, a série é convergente.

Por outro lado, se i < n, entdo r, > maxi<;< k(i) > k(i),i = 1,...,n. Logo, k(i) < ry,,i =
1,...,n e entao
Trm(x;) = 0. (2.2)
Portanto,

o0 J J
Ty = T (Z B (a:w) =10 (Jlggo S B <xk>> = lim 77" (Z B <xk>>
k=1 k=1

k=1
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— Pn pk Pn pk 'Pn pk Pn Pk
_]131102T (BP*(x,)) ZT (BP*(x3,)) ZT (BP*(x)) k:Z-HT (BP* ().

Para k < n, temos que py < p, € entdo p, = px + k41 + ... +7,. Dal, pela equagao (2.2), segue

que TP (BPx(z)) = 0 e consequentemente, Z TP (BP*(xy)) = Ty

k=1
Agora, para k > n, p;, > p, e entdo TP~ (BP(xy)) = BPxPr(xy) e dai, Z TP (BP* () =
k=n+1
Z BPE7Pr(g,). Portanto,
k=n+1
TP W) = vt Y BU (),
k=n+1

Note que

- _ = 1 = 1 e 11

Z B () Z || BPEPn ()| < Z pr— ||| < Z ark||xk|| < Z o =3
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

1
Portanto, || TP (y) — z,|| < — on Para todo n € N.

1
Mostremos que Orb(1,,y) é denso em £,. Seja € > 0, entdo existe m € N tal que om <e.

Seja I = N\ {n : n < m} e considere a subsequéncia (z;)rer. E claro que (4)pe; continua

£
densa em /,,. Seja z € £,. Entao existe n € I tal que ||z — z,|| < 3 Note que tal n cumpre

1 < 1
— < — <e.
AL 2m
Logo,
1T (y) — =l = T2 (y) — xp + z0 — 2|
< TP (y) =zl + |20 — 2|
< 1 +5<5+5_€
- o 2 72 2

Como z € {, é arbitrério, segue que Orb(T,,y) é denso em ¢, e, portanto, T, ¢ um operador

hiperciclico em £,,.

Exemplo 2.1.11 Considere o espaco H(C) das fungdes holomorfas de C em C. Existe uma
fungao f € H(C) com a seguinte propriedade: dados uma fungao g € H(C) e € > 0 quaisquer,
para todo R > 0 existe um numero natural n tal que |f(z +n) — g(z)| < € qualquer que seja
z com |z| < R. Em outras palavras, o operador L: H(C) — H(C) definido por L(f)(z) =
f(z+1),Vz € C é hiperciclico.

De fato, note que para toda fungao f € H(C), temos que L"(f)(z) = f(z + n) para todo
n € N. Para n =1, é claro que L(f)(z) = f(z+ 1). Suponha que isso seja valido para k = n,
isto é, L"(f)(z) = f(z+n). Entao

L™(f)(2) = LI (P)) = D' () +1) = f(z+14m) = f(z+n+1).
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Portanto, Orb(L, f) = {f.: n € N}, onde f,(z) = f(z +n),Vz € C. Para mostrar que esse
operador é hiperciclico, vamos exibir uma funcao f € H(C) e mostrar que sua érbita é densa
em H(C).

Para isso, observe que toda funcao inteira pode ser aproximada por polinomios complexos
definidos em compactos K C C, pois basta considerar a sequéncia das somas parciais da ex-
pansao em série de Taylor de cada funcao inteira f e além disso, essa sequéncia de polinomios
converge uniformemente para f em K. Mais ainda, podemos aproximar os polinomios com-
plexos por polinomios com coeficientes em Q + i(QQ. Sendo assim, existe uma sequéncia de
polinomios (F;)32; densa em #H(C). Para facilitar o argumento de demonstragao, podemos

supor que cada P; aparece uma quantidade infinita de vezes na sequéncia, pois caso contrério,

o0
=1

se a sequéncia (P;)2; contém apenas uma quantidade finita de um certo polinomio Py para
algum k € N, basta acrescentar uma quantidade infinita e enumerdvel do polinomio (Py) a
sequencia.

Consideremos agora uma sequéncia (D;)22, de discos fechados e disjuntos, onde cada D;
tem raio j e centro ¢; de tal forma que a sequéncia (c;)52,; formada pelos centros desses discos
formem uma sequéncia crescente de ntimeros inteiros positivos. Consideremos também uma
sequéncia (F£;)52, uma sequéncia de discos fechados e centrados na origem de tal forma que
D; C E; e Djx1 N E; = (. Em outros termos, Dy, C E;, para todo 1 <k < je DyNE; =10,
para todo k > j.

Seja Q1 = Py e consideremos K| = E; U Dy. Como F; e Dy sao compactos, segue que K é
compacto. Considere h; uma funcao analitica em um aberto contendo K; da seguinte forma:
Como E; e Dy sao compactos disjuntos, tem-se que a distancia entre eles é estritamente maior
que zero e assim é possivel encontrar abertos A; e Ay, com F; C Ay, Dy C Ay e AjN Ay = 0.

Tal funcao sera definida como:

0, se z € Ay
PQ(Z — CQ) — Ql(Z), se z € Ag

hl (Z) =

Em particular, temos

0, se z € Ey
Py(z —¢3) — Q1(2), se z € Dy

hi(z) =

Como C \ K; é conexo por caminhos, e portanto conexo, pela Proposigao 1.1.5 existe um

polinémio ()5 tal que

sup [Q2(2) — hn(2)] = sup [Qa(2) — (P2 — &) = Qu(2))] < % (2.3)

zeKy zeKy

Assim, como E; C K, temos

sup [Qa(2) — ()] < sup [Qo(2) ~ ()] < 1

zeF z€Ky
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Agora, hy(z) = 0 sempre que z € Fy, logo
1
sup [Q2(2) — hi(2)] = sup |Q2(2) — 0] = sup |Q(2)] < 3,
zeE, z€Eq z€Eq

e, portanto,

Q2 =, = sup [Q2(2)] < %

z€FE

Observe que Dy C K e entao, pela equagao (2.3)

up [Q2(2) = (Po(z = ) = Q)| < sup [@a2) — (o= — e2) — Qu()] < 5.

z€Do zeK,

Considere agora Ky = Fy U D3 e defina a funcao hs, que serd analitica em um aberto

conveniente (andlogo ao caso da funcao hy) por

0, se z € Es
Py(z —c3) — Q1(2) — Q2(2), se z € Ds

hg(Z) =

Como C \ K3 é conexo por caminhos, e portanto, conexo, novamente pela Proposi¢ao 1.1.5

temos que existe um polinomio ()3 tal que

sup [Qa(2) — ha(2)] = sup |Qa(2) — (Pa(= — ea) — Q1(2) — Qal2)] < 55

-
zeKo z€Ko 2

E, como fizemos no caso anterior, temos que

1 1
Qs &, < 52 € Sup |Q3(2) — ha(2)] < 3

z€D3 22

Para o caso geral, considere K, = F,,_1 U D,, e a funcao analitica h,_; satisfazendo

0, seze E, 1

hp_1(z) =
1(?) (2 —¢n) ZQ] ), se z € D,

Repetindo o procedimento acima, existe um polinémio @, tal que

Qullzs < g © 5 |Qule) = (Pale =) = Q)| < g 24

Considere a série ZQ”' Essa série é de Cauchy. De fato, seja ¢ > 0. Entao, dado um

n=1

1
compacto K de C, existe N € N tal que K C Ey e oN < €. Assim, paran > m > N, com

m — 1> N, temos que

> Q>0
j=1 j=1

= Ssup
zeK

< sup
zeEN

ZQJ ZQ] ZQJ Z i(2)

7=1 7=1
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= sup
ZGEN

< sup Y [Q(2)]. (2.5)

ZEEN i

> Q)

j=m+1

Agora, se m+1 < j <neze Ey, tem-se que |Q;(2)| < ||Qjllzy. Como N <m < j—1, segue
que [|Q;llzy < [|QjllE,., J& que Ex C Ej_y.

1 R —~ 1
Logo, para todo z € Ey, |Q;(2)] < [|Q;]lE,_, < 21 © entao Z 1Q;(2)| < Z 21 ©
j=m+1 j=m+1

que implica que

= "1 S| 1 1

Z€EN jomt1 j=m+1 j=m+1

provando que Z Q. ¢ de Cauchy.

n=1

oo oo
Como o espago H(C) é completo, seque que Z @, ¢ convergente. Considere f = Z @Qn €
n=1

n=1
H(C) e mostremos que a drbita de f é densa em H(C), ou seja, dados e > 0, R > 0 e g € H(C),
existe n € N tal que

sup, ILM(F)(2) = 9(2)] = sup, [f(z+n) —g(2)] <e

Mostremos que dados € > 0 e R > 0, é possivel para cada Py de (Pj)jil encontrar [, € N tal

que sup |f(z +c,) — Pu(2)] < e. De fato, sejam € > 0, R >0 e P, € (P;)52,. Sejam l;,l; € N
|z|<R
tais que

1 €
l1>ReF<§.

Tome [ = max{ly,lo}. Entdo, como por hipdtese Py aparece uma quantidade infinita de vezes

na sequencia, podemos tomar [ suficientemente grande tal que

1 €
Note que se z € C for tal que |z| < R, entdo w = z+¢; € (RBc+¢;) C (IBec+¢) C D, C E.
Logo
sup [f(z +c) — Fu(2)] < sup [f(w) = B(w —a)
[z|I<R weD;
I !
= sup | f(w) — Y Qi(w) + ) Qi(w) = Aw — )
wes j=1 j=1
I I
< sup |f(w)— ZQJ'(UJ) + sup ZQj(w) — B(w —a)
weD; =1 weD; =1
00 l l
< sup ZQn(w) - ZQj(w) + sup ZQj(w) — P(w— )
weD, 1 =1 weD; -1
0o l
= sup Z Qn(w)| + sup ZQj(w) — P(w—q)
weD; n=I+1 weD; =1
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0 -1
< sup Z |Qn(w)| 4+ sup ZQj(w) + Qi(w) — P(w — ¢)
weD; n=i+1 weD; =1
0 -1
< swp 3 [Qu(w)| + sup |Qifw) - (B(w—c» —wa))'
weD, n=Il+1 weD, Jj=1
< L + L <e
- 9l 2l-1 ’

pelas equagoes (2.5), (2.6), (2.4) e (2.7).

Mostremos finalmente que a érbita de f sob translagoes é densa em H(C). Sejam e > 0, R >
0eg e H(C). Como asequéncia (F;)32, é densa em H(C), existe k € N tal que sup, <z [9(2) —
Pi(2)] < 5.
Py(2)| < 5. Assim,

Pelo o que provamos anteriormente, existe Iy € N tal que sup, < |[f(z + c,) —

sup |f(z +a,) = g(2)] < sup [f(z + ) = Bu(2)| + sup [9(2) — Pr(2)| <
|2|<R |2|<R o|<R

provando que Orb(L, f) é denso em H(C).

Como pudemos ver nos exemplos anteriores, os operadores hiperciclicos foram definidos em
espacos de dimensao infinita. Isso é de fato uma exclusividade da dimensao infinita, conforme

resultado a seguir.

Teorema 2.1.12 Seja X um espacgo vetorial de dimensao finita e T' € L(X). Entao T nao é

hiperciclico.

Demonstracao. Sejan =dim X e T € £(X). Suponha que T seja hiperciclico. Entao existe
r € X tal que Orb(T, z) = {z, T(x),T*(z),...} é denso em X. Note que {z,T(x),...,T" 1 (z)}
¢ linearmente independente, pois se fossem linearmente dependentes, existiriam ag, a1, . .., a,—1 €
K nao todos nulos tais que agzr+a;T(z)+...+a, 17" (z) = 0. Sejal = mdx{s =0,...,n—1:
as # 0}. Entao

aor + ayT(x) + ... +aT'(x) = 0.

Dali,

T" Hapz + ayT(x) + ...+ /T (x)) = 0= agT" " (z) + o, T " (2) + ... + T (z) =0 =

= q,T"(z) = —agT" ' (2) — a, T (2) — ... — g, T" (2) =
1
=T"(z) = = [—aoT" (z) — asT" " (2) — ... — i T (2)] (2.8)
a
logo T™(x) é combinagao linear de {z,T(z),...,T" '(z)}. Aplicando T sucessivamente em

(2.8), teremos que
Orb(T,z) C [z, T(x),..., T" *(z)].

Como dim[z, T(z),...,T" ()] < n, segue que dim[Orb(T, z)] < n e entdao Orb(T,z) nao pode

ser denso em X, o que é um absurdo pois estamos supondo Orb(T,z) denso em X. Logo
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{z,T(z),...,T" *(z)} ¢é linearmente independente e portanto ¢ uma base de X. Denotemos
por B = {x,T(x),...,T" (z)}.
Seja a € R;. Como ax € X e Orb(T,x) é denso em X, existe uma sequéncia (ng)y>,; C N

tal que T™ (x) — ax. Dal, para todo indice i menor que n tem-se que
T (T"(x)) = T (T"™(z)) — T"(ax) = oT"(x).

Logo, dado z € X, como B é base de X,

n—1
z=Y a;T(z)
7=0
e entao
n—1 n—1 n—1 n—1
T (z) = T™ (Z ajTj<x>> =310, T (@) = > 0 T (T (@) — Y a; - ol (z) =
=0 =0 =0 =0
n—1
= aZajTj(x) =z
=0

Portanto, 7" (z) — «az,Vz € X.
Seja S: X — X tal que a matriz de S na base B seja

0
0 «
[S]5 =
0 0 . «
Assim, dado = = (xy, ..., x,)s, temos que

0 T oy
0 o . 0 x ax
S(x) = =
0 0 o} Tn, Ay,

E claro que S € L(X). De fato, S é continuo pois a dimensdo de X ¢ finita e dados
xr = (:Ul’"'?xn)B?y: <y17"'7yn)8 € A GK’

S(x+Ay) = (a(xr+ M), a(xs + Ny2), ..., @, + A\yn))s
= (axy,axs,...,ax,)5 + (A Y1, AAYa, . .., XYL )B
(axy, azs, ..., ax,)p + Moy, ays, ..., Qyn)B

— S(x) + AS(y).
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k—oo

Dai, T (z) — S(z),Vz € X. Pela Proposigao 1.2.3, segue que
| T — S| — 0

e entao 7™ — S em L(X). Considere a funcao determinante det: M, (K) — K. Como essa
funcao é continua, segue que

det[T™*] — det[S] = a™.

Assim, dado o € Ry, existe (ng)%2; C N tal que det[T™] — o™, o que implica que
| det[T™]| — |a™| = a™. E entao, segue que o conjunto {| det[T™]| : n € N} é denso em Ry, o
que é um absurdo, pois se |det[T]| > 1, entao |det[T"]| = | det[T]|™ > 1,Vn. Caso contrario, se

| det[T]| < 1, entao |det[T"]| = |det[T]|" < 1,¥n. Portanto T nao pode ser hiperciclico. =

Voltando aos exemplos de operadores hiperciclicos, podemos perceber que exibir um vetor
hiperciclico pode se tornar uma tarefa muito complicada o que nos faz buscar por outras
alternativas para mostrar quando um operador é hiperciclico ou nao.

Seja X um espago de Fréchet separdvel e T € L(X). Por X ser um espago de Fréchet se-
paravel, segue que X nao tem pontos isolados, é separavel e é completo. Assim, pelo Teorema
2.1.6, podemos afirmar que 7' é topologicamente transitivo < existe x € X tal que Orb(T, x)
é denso X <« T ¢é hiperciclico. Dessa forma, o teorema da transitividade de Birkhoff apli-
cado em espacos de Fréchet separaveis nos fornece uma caracterizacao para operadores lineares

hiperciclicos.

Teorema 2.1.13 (Teorema da Transitividade de Birkhoff) Seja X um espaco de Fréchet

separdvel e T € L(X). T € hiperciclico se, e somente se, T € topologicamente transitivo.

Diretamente ou indiretamente, esse teorema sera uma das principais ferramentas para provar
se um operador 1" é hiperciclico ou nao. A seguir, utilizaremos o Teorema da Transitividade de

Birkhoff para mostrar que os operadores de Birkhoff, MacLane e Rolewicz sao hiperciclicos.
Exemplo 2.1.14 Considere o operador de H(C) em H(C) dado por

T.f(2) = f(z+a),a #0.

Sejam U,V C H(C) conjuntos abertos e nao vazios e fixe f € U e g € V. Como U é aberto
e f € U, segue que U é uma vizinhanca de f, logo existe um disco fechado K centrado na
origem e g, > 0 tal que {h € H(C): sup,cg, |h(z) — f(2)] < 1} € U. Da mesma forma,
como V é aberto e g € V, temos que V ¢ vizinhanca de g e entao existe um disco fechado
K, centrado na origem e g2 > 0 tal que {h € H(C): sup,cg, |h(z) — g9(2)] < e2} C V.
Tome K = K; UK, e ¢ = min{ey,e5}. E claro que {h € H(C): sup,x |h(z) — f(2)] < &}
e {h € H(C): sup,ck |h(z) — g(2)| < €} s@o vizinhangas de f e g, respectivamente e que
{h € H(C): sup,ek [h(2) — f(2)] < e} € {h € H(C): sup,ck, |h(2) = f(2)] < er} e {h €
H(C): sup,cr [h(=) — g(2)] < €} C {h € H(T): supeg, () — 9(2)] < e},
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Seja n € N qualquer inteiro positivo tal que K e K + na pertencam a discos disjuntos. Seja
s: H(C) — H(C) definida como

f(2), seze K
s(z) =
g(z —na), se z € (K + na)

Considere K = K U (K 4 na). E claro que K é compacto. Além disso, como K e (K +na)
sao fechados, tem-se que a distancia entre eles é maior que zero. Dai, é possivel encontrar bolas
abertas By e By tal que K C By e (K +na) C By e BN By = (). Tomando B = By U By, temos
que s ¢ holomorfa em B. Como K é compacto, s é holomorfa em B que é uma vizinhanca de
K, segue pelo Coroldrio 1.1.4 que existe uma funcdo p polinomial tal que

sup | f(z) —p(z)] <ee sup |g(z—na)—p(z)] <e.
z€K z€K+na

Entao,

sup lg(z) — (T3'p)(2)| = Sup l9(2) = p(z +na)| <e.

Dai, temos que p € U e T (p) € V, logo T, é topologicamente transitivo. Como H(C) é
um espaco de Fréchet separavel, pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff temos que T, é

hiperciclico.

Exemplo 2.1.15 Considere o operador diferenciagao D: H(C) — H(C) definido por D(f) =
I
Como os polinémios sao densos em H(C), dados U,V C H(C) abertos e ndo vazios, existem

polinomios p € U e ¢ € V tais que

Zakz e q(z Zbkz

para algum N € N. Como p € U e U é aberto, existe um disco fechado centrado na origem
de raio R > 0 e e > 0 tal que {h € H(C) : sup, < |h(2) — p(z)| < e} C U. Vamos criar um
polindémio 7 tal que r € U e D*(r) € V para algum n € N e entao teremos que D"(U)NV # (),
o que implicard que D é hiperciclico, pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff.

Para isso, note que

N
k‘|b/€| Rk+n _ |bO|Rn | 1| Rn+1 L+ N'|bN| RN+n 50

— (k+n) (n+1)! (n+ N)!

quando n — oo. Dessa forma, tome n € N tal que

N kb

P R v cen> N+1
(k+n)!

k=0

e considere
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Temos que r € H(C) pois é um polindomio e

— KlJb
e Rk+”<€VzE(Ctalque||<R

N

Kby (k+n) . o,
:;(mn)!' o = b =) eV

Dai, segue que D ¢é topologicamente transitivo e entao D ¢ hiperciclico.
Exemplo 2.1.16 Sejal <p <ooeT: {, — {, definido por

T((61,62,--) = (62,85, )

e considere também A € K e \T': £, — ¢, definido por

NT((€1, 82, --4)) = A(62,83, - - )

Se |A| <1, AT nao pode ser hiperciclico. Consideremos entao |A| > 1. Sejam U,V C ¢, abertos
e nao vazios. Como cyy é denso em ¢,, podemos encontrar x € U e y € V, com y # 0 tais que
x e y sao da seguinte forma

x=(x1,29,...,2x5,0,0,...)

v = (y1,y2,---,yn,0,0,...)

para algum N € N. Encontremos z € ¢, tal que z € U e (\T)"(z) € V para algum n € N.

1
Como x € U e U é aberto, existe 6 > 0 tal que B(z,0) C U. Como |\| > LW — 0

quando n — oco. Tome n € N tal que

A" < en>N
[Iyl, Hp

e defina z da seguinte forma

rE,ose 1 < k<N
2k =S AN Y, sSen+1<k<n+N

0, caso contrario
E claro que z € £, jd que z € ¢ €

lz—=z[, = 11(0,0,...,0,0, A" y1, A"ya, ..., A""yn,0,0,...)],
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= ”>‘_n(0707"'70707y1ay27'"7yNa070707"')Hp

0
= [X"ylly < 5 - llyllp = 0.
"yl
o que implica que z € U e além disso,

(AT)”(Z) = (AT)”((.I'l,Z’Q,...,Z’N,O,...,Ainyl,)\iny%...,AinyN,0,0,...))
= A" A", o A YN 0,0, )

= (y1,¥2,---,yn,0,0,...)
= yeV

o que implica que AT é topologicamente transitivo. Como ¢, ¢ um espaco de Fréchet, segue

que AT é hiperciclico, pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff.
Vejamos agora diversas propriedades bésicas e importantes dos operadores hiperciclicos.

Proposicao 2.1.17 Seja (X,T) um sistema dinamico linear com T inversivel. Entio T é

hiperciclico se, e somente se, T~ é hiperciclico.

Demonstracao. (=) Note que pelo Corolario 1.3.34, T' é um isomorfismo topolégico e entao
T—! é continuo. Suponha T hiperciclico. Pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff segue
que T é topologicamente transitivo. Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Logo existe
n > 0 tal que T"(U) NV # 0, isto é, existe x € U tal que T™(x) € V. Logo x € T™"(V) e
entao T-"(V)NU # 0. Logo, T~ é topologicamente transitivo e novamente pelo Teorema da
Transitividade de Birkhoff temos que T é hiperciclico.

(<) Andlogo a demonstracao anterior. m

Proposicao 2.1.18 Sejam (X, T) um sistema dinamico linear com T hiperciclico. Entao T"

¢ hiperciclico para todo n € N.

Demonstracao. A demonstracao nao sera feita neste trabalho por ja ter sido objeto de estudo
de outras dissertacoes, por exemplo de [4]. Para mais detalhes sobre essa demonstragao, veja

1] ou [4]. m

Proposicao 2.1.19 Seja (X, T) um sistema dinamico linear com T hiperciclico. Entdao T(X) =
X.

Demonstracao. Seja x € X tal que Orb(T,z) é denso em X. Por X ser um espago de
Fréchet, segue da Proposicao 1.3.6 que X é um espago métrico sem pontos isolados. Dai, pela

Proposigao 1.2.1 temos que Orb(T, z) \ {x} é denso em X. Portanto,

Orb(T,x)\{z} CT(X)C X = X =Orb(T,z) \ {z} CT(X) C X = X.
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Definicao 2.1.20 Sejam S: Y — Y e T': X — X sistemas dinamicos.

(a) T é quase conjugado de S se existe uma funcao continua ¢: ¥ — X com imagem densa

tal que T'o ¢ = ¢ 0 .S, isto é, o diagrama a seguir comuta.

y 2.y
¢ ¢
xX-T.x

(b) Se ¢ é um homeomorfismo entao S e T sao chamados de conjugados.

Proposigao 2.1.21 Sejam S:Y — Y eT: X — X sistemas dinamicos quase conjugados.

Se S € topologicamente transitivo entao T é topologicamente transitivo.

Demonstracao. Seja ¢: Y — X uma funcao continua com imagem densa tal que T'o¢p = ¢o.S.
Note que é valido T"o¢p = ¢oS™, para todon € N. Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Como
¢ é continua e tem imagem densa, ¢~ '(U) e ¢~!(V) sdo subconjuntos abertos e nao vazios de
X. Entao, como S é topologicamente transitivo, existe n > 0 tal que S™(¢~H(U))Ng~1 (V) # 0,
isto é, existe y € ¢~ H(U) tal que S"(y) € ¢~ (V). Logo ¢(y) € U e ¢(S™(y)) € V. Dali,
T"(d(y)) = (T" o @) (y) = (¢ o S™)(y) = ¢(S™(y)) € V o que implica que T' é topologicamente

transitivo. m

Corolario 2.1.22 Sejam X e Y espacos de Fréchet separdveis, T: X — X ¢ S:Y — Y

sistemas dinamicos lineares quase conjugados. Se T é hiperciclico entao S é hiperciclico.

Demonstracao. Supondo T hiperciclico, pelo Teorema 2.1.6 tem-se que 7' é topologicamente
transitivo. Pela Proposicao 2.1.21, tem-se que S é topologicamente transitivo e novamente pelo

Teorema 2.1.6, S é hiperciclico. =

Definicao 2.1.23 Sejam S: X — X e T: Y — Y sistemas dinamicos. Definimos a funcao
SxT: XxY — X xY por

(S X T)(x,y) = (5(x), T(y))-
Proposicao 2.1.24 Sejam S: X — X eT: Y — Y sistemas dinamicos. Entao:
(i) S x T € continuo e (S x T)* = S" xT™.

(ii) Se Orb(S x T, (xo,y0)) € denso para algum (xg,yo) € X XY, entdo Orb(S,z) e Orb(T,y)

sao densos para algum r € X ey €Y.

(i1i) Se S x T ¢é topologicamente transitivo, entio S e T também sao topologicamente transi-

tivos.
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Demonstracao.
(i) Seja (zo,y0) € X XY e mostremos que S x T é continua em (zg,%). Seja W €
U(S(20),T(y0))> €ntao (S(xo), T'(yo)) € W°. Dai existem U C X,V C Y abertos tais que

(S(w0), T(yo)) €U xV,

isto é, S(zg) € U e T'(yo) € V. Como S é continua em z, existe A € Uy, tal que S(A) C U. Da
mesma forma, como 7" é continua em ¥, existe B € U,, tal que T'(B) C V. Portanto, tomando

A° x B° temos que
o A° X B° € Uy yy Ja que (z0,10) € A° x B° = (A° x B°)°.
o (SXxT)A°xB°)=8S(A°)xT(B°)CS(A)xT(B)CUxV CW°CW

provando que S x T' é continua em (z,yo). Como (zg,yo) foi tomado arbitrariamente, segue
que S X T é continua em X X Y.

Para ver que (S x T)" = 8™ x T", seja (z,y) € X x Y, entao
(S x T)"(z,y) = (5"(x), T"(y)) = (5" x T")(z,y).
(1) Suponha que existe (xg,yo) € X x Y tal que
{(SxT)"(x0,y0) : n > 0} (2.9)

é denso em X X Y. Sejam z € X,U € U,y € Y eV € U, Como (z,y) € U°x V° C
(U x V)°, segue que U x V' € Uy, ). Pela densidade do conjunto (2.9), existe m € N tal que
(S x T)Y™(xo,y0) = (S™(0), T™(10)) € U x V, isto é, S™(x9) € U e T™(yy) € V e entdo o
conjunto {S™(xy) : n > 0} é denso em X e {T"(yo) : n > 0} é denso em Y, provando que S e
T também tem drbita densa.

(731) Sejam Uy, Uy C X, V1,V C Y abertos e nao vazios. Dai, Uy x V] e Uy x V5 s@o abertos e

nao vazios de X x Y. Como S x T é topologicamente transitivo, existe n € N tal que
(SxT)"(Uy x V1) N (Uy x Vo) £ 10

isto é, existe (z,y) € Uy x Vi tal que (S x T)"(z,y) = (S™(x),T"(y)) € Uy x Va. Logo,
existem z € Uy, y € Vi tais que S™(x) € Uy e T"(y) € Vs, provando que S™(U;) NUy # () e
T (V1) NV, # ), ou seja, S e T sao topologicamente transitivo. =

Sejam X e Y espagos de Fréchet, (p,)52, C X, (¢,)5%; C Y sequéncias crescentes de

seminormas que definem as topologias de X e Y. Entao o espaco
XoY ={(r,y):zeXeyecVY}

munido das seminormas (z,y) — pp(z) + ¢,(y),n > 1 induz a topologia produto em X @Y.

Esse espaco se torna um espacgo de Fréchet separavel se X e Y também sao separaveis.
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Definicao 2.1.25 Sejam S: X — X eT: Y — Y operadores lineares definidos nos espacos
de Fréchet X e Y. Definimos o operador S®T: X &Y — X @Y por

(S@T)(z,y) = (5(x), T(y))

Proposicao 2.1.26 Sejam (X, S) e (Y, T) sistemas dinamicos lineares. Se S®T € hiperciclico

entdo S el também sao hiperciclicos.

Demonstragao. Segue imediatamente do item (iii) da Proposi¢ao 2.1.24. m

2.2 Operadores Mixing e Fracamente Mixing

Definigao 2.2.1 Seja (X,7T) um sistema dinamico. Dizemos que (X,7T) é mixing se para

quaisquer abertos e nao vazios U,V C X, existe N > 0 tal que
T (U)NV #£0,Yn > N.
Vejamos a seguir um exemplo de uma funcao que é mixing.

Exemplo 2.2.2 Considere Bc = {z € C : |z| = 1} e T: Bc — B¢ dado por T(z) = 2%
Sejam U,V C B¢ abertos e nao vazios. Ja provamos no Exemplo 2.1.7 que existe n € N tal
que T™(U) = Bg. Dai, para todo j > n,

TNV =TT UNNV =T"""(Be)NV =BcnNV =V £
e entao segue que o operador T é mixing.
Proposicao 2.2.3 A propriedade mixing € preservada por quase conjugac¢ao.

Demonstracao. Sejam 7T: X — X, R: Y — Y sistemas dinamicos quase conjugados
definidos nos espagos métricos X e Y, com T mixing. Seja ¢: X — Y uma fungao continua
com imagem densa tal que Ro¢p =¢oT.

Sejam U,V C Y abertos e nao vazios. Como ¢ é continua e tem a imagem densa, segue que

¢~ HU) e 71 (V) sao abertos e nio vazios de X. Como T é mixing, existe N € N tal que
(¢~ (U))N¢ (V) #0,¥n > N.

Assim, Vn > N, existe x, € ¢~1(U) tal que T"(x,) € ¢~ (V). Logo, Vn > N, existe x, € X
tal que ¢(z,) € U e p(T"(x,,)) € V.

Dai, concluimos que Vn > N, existe =, € X tal que ¢(z,) € U e R"(¢(x,)) € V e entao,
Vn > N, R"(U)NV # (). Portanto R é mixing. m

Definigao 2.2.4 Seja (X,T') um sistema dinamico. Dizemos que T' é fracamente mizing se, e

somente se, T' x T é topologicamente transitivo.
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Proposicao 2.2.5 Seja (X,T) um sistema dinamico. T € fracamente mizing se, e somente
se, dados Uy, V1,Us, Vo C X abertos e nao vazios, existe n € N tal que T"(Uy) NVy # 0 e
T(Us) N Va #£ 0.

Demonstracao. (=) Suponha que 7' é fracamente mixing, entdo 7" x T' é topologicamente
transitivo. Sejam Uy, Vi, Us, Vo C X abertos e nao vazios. E claro que U; x Uy e V; X V5 sao

abertos e nao vazios de X x X. Logo, existe n € N tal que
(T xTY"(Up xUx) NVy x Vo 0
isto é, existem (x1,z5) € Uy X Us tal que
(T x T)"(x1,229) = (T" X T") (21, 22) = (T (1), T"(22)) € V1 X V5.

Logo, como x; € Uy e T"(x1) € Vi, temos que T™(U;) NV} # () e da mesma forma, como
x9 € Uy e T"(12) € Vs, segue que T™(Usy) NV, # .
(<) Sejam U,V C X x X abertos e nao vazios. Sem perda de generalidade, suponha U =
Uy x Uy, V=V, x Vs, onde Uy, Vi, Us, Vo C X sao abertos e nao vazios.

Por hipdtese, existe n € N tal que T"(U;) N Vi # 0 e T"(Uy) N Vo # 0. Logo, existem
z € U,y e U, tais que T"(x) € Vi e T"(y) € Va. E claro que (z,y) € Uy x Uy = U e

(T T)"(w,y) = (T" x T")(2,y) = (T"(x), T"(y)) e Vi x Vo =V

e entao (T x T)"(U) NV # B, mostrando que T x T é topologicamente transitivo. Logo, por
definicao, T' é fracamente mixing. m

Note que sao validas as seguintes implicagoes.
mixing = fracamente mixing = topologicamente transitivo.

De fato, para vermos que mixing = fracamente mixing, sejam (X, 7") um sistema dinamico
tal que T' é mixing. Considere Uy, V;, Uy, Vo C X abertos e nao vazios. Como 7' é mixing, existe
N; € N tal que

T"(U)NVi #0,Yn > Ny

e existe Ny, € N tal que
T"(Us) NVa £ (,Yn > No.

Tome N = méax{N;, No}. Dai, temos que TV(U) NV # 0 e TN(Us) N Vy # 0, e entao T é
fracamente mixing.

Para vermos que fracamente mixing = topologicamente transitivo, considere novamente
(X,T) um sistema dinamico, com T fracamente mixing. Tome U,V C X abertos e nao vazios.
Como T é fracamente mixing, existe n € N tal que T"(U)NV # (), e entdao T é topologicamente

transitivo.
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Entretanto, as duas implicagoes contrarias sao falsas. Abaixo daremos apenas um exemplo
de operador que é topologicamente transitivo mas nao é fracamente mixing.
Antes cabe ressaltar que quando estamos com operadores lineares continuos em um espaco

de Fréchet separavel, temos as implicagoes
mixing = fracamente mixing = topologicamente transitivo < hiperciclico

ja que pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, T" é hiperciclico se, e somente se, T é

topologicamente transitivo.

Exemplo 2.2.6 (Operador topologicamente transitivo que nao é fracamente mixing)
Seja Bc = {2z € C:|z| =1} e T,,: Bc — Bg definido por T, (z) = €¢'“z, onde « € [0, 27[. Esse
operador T, rotaciona o ponto z em B¢ de acordo com o angulo a. Se a € 7Q, chamaremos T,
de rotacao racional, caso contrario, T,, sera chamado de rotacao irracional. As rotacoes irraci-
onais sao exemplos de operadores que sao topologicamente transitivos mas nao sao fracamente
mixing.

Seja a ¢ 7Q. Entao a = 7t, onde t é um ntimero irracional. Seja z = ¢ € Be. Mostremos
que T"(z) # T(z) sempre que m # n. De fato, seja m # n e suponha que T*(z) = T™(z).
Entao e'(mat0) = ¢iltmat0) o que implica que na + 6 = ma + 0 + 2km para algum k € N. Dai,

2k

n—m

na = ma + 2kr = na — ma = 2kt = (n —m)nt = 2knr =t =

o que é um absurdo ja que t é um ndmero irracional. Portanto T7(z) # T.'(z) sempre que
m # n.

Agora, sejam 21,22 € Bc e defina d(z1, z2) como sendo o comprimento do menor arco que
“liga”0 ponto z; ao ponto z. E claro que d(T™(z),T"(z2)) = d(z1,2), para todo n € N.
Provemos que {77%(z;) : n > 0} é denso em Bc.

Seja z9 € Be e A o arco centrado em zy de “comprimento”’c. Tome N € N tal que % <e¢
e considere o conjunto dos pontos {21, T (21),...,TN(21)} que é formado por pontos distintos
como ja provamos anteriormente. Dividindo B¢c em N arcos de comprimentos iguais, pelo
Principio da Caixa dos Pombos, existem 0 < n < m < N tais que d(T2(z1), T7(21)) < % < &.

Consideremos agora 7"~" e note que

AT (1), 2) = d(TP (), T)) < < =

67

isto é, T"~" rotaciona z; por um angulo menor que €. Logo, considerando
Tm—n T2(m—n)
{Zlv a (21)7 « (Zl>7}

temos que a distancia entre dois pontos consecutivos desse conjunto é menor do que £. Tome
J € N tal que Tg(mfn)(zl) € A. Dai {T?(z) : n € N} é denso em Be.
Para provar que T, ¢é topologicamente transitivo, sejam U,V C B¢ abertos e nao vazios.

Como U # (), existe € U. Pelo que acabamos de provar, {T/*(z) : n € N} é denso em
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Be. Logo, existe k € N tal que TF(z) € V e entao TF(U) NV # (), mostrando que T, é
topologicamente transitivo.

Agora, suponha por absurdo que T, seja fracamente mixing. Seja W um arco aberto em B¢
de comprimento #. Tome U e V arcos abertos em Bg tais que U e V sao disjuntos e |0 — 05| > 6
para todo €t € U e %2 € V. Como estamos supondo T, fracamente mixing, existe n € N tal
que T"U)NW £ 0 e TH(V)NW # 0. Logo, existem z € U e v € V tais que T (z) € W e

Tm(v) € W. Sendo z = ¢ e v = €, entao
T (z) = '"ot9) ¢
T (v) = €'+ ¢ W

Dai, segue que |na+ ¢ —na — & < 0, ou seja |p — &| < 6, o que é um absurdo, pois como

e e Uee® eV, temos que |p — &| > 6. Portanto, T, nao é fracamente mixing.

A partir de agora até o término desta secao veremos diversos resultados envolvendo opera-

dores mixing e fracamente mixing.

Proposigao 2.2.7 Sejam (X, S) e (Y,T) sistemas dinamicos onde S e T sdo quase conjugados.

Se S € fracamente mixing entao T € fracamente mizxing.

Demonstracao. Sejam U, Uy, Vi, Vo C Y abertos e nao vazios e ¢: X — Y continua com
imagem densa tal que T'og = ¢oS. Como ¢ é continua, segue que ¢~ (U;), ¢~ (Us), o~ (V1), o~ (V3)
sao abertos e nao vazios de X.

Como S é fracamente mixing, existe n € N tal que S"(¢~1(U1))Ng~ 1 (Us) # D e S™ (¢~ (V1))N
o1 (V) # 0, isto é, existe x € ¢~ 1(U;) tal que S™(x) € ¢~ 1(Us) e existe y € ¢~ (V7)) tal que
S'(y) € 671(Va). Da, 6(x) € Uy o TH(0(x)) = G(S"(x)) € U e dly) € Vi, T"(0(y)) =
é(S™(y)) € Va. Entao T™(Uy) NUy # 0 e T™(V1) N Vy # 0, o que implica que T é fracamente

mixing. =

Proposicao 2.2.8 Sejam (X, S) e (Y,T) sistemas dinamicos. Se S x T € fracamente mizing

entao S eT" também sao fracamente mixing.

Demonstracgao. Sejam Uy, Us, Vi, Vo C X abertos e nao vazios, Wy, Wy, R1, Rs C Y abertos e

nao vazios. Como S x T é fracamente mixing, existe n € N tal que
(S X T)n(Ul X Wl) N (U2 X Wg) 7é @ e (S X T)n(‘/l X Rl) N (‘/2 X RQ) 7é @

Logo, existem u; € Uy, w; € Wi tal que (S x T)"(u1,wy) = (S™(uy), T™(wy)) € Uy x Wa 0
que implica que

S™(uy) € Uy e T (wy) € Wh. (2.10)

Também existem v; € V; e r; € Ry tal que (S x T)"(vy,71) = (S™(v1),T™(r1)) € Va X Ry, 0
que implica que

S™(v1) € Vo e T"(r1) € Rs. (2.11)
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De (2.10) e (2.11) segue que S™(Uy) N Uy # 0, S*"(Vi) N Vy # 0, T"(Wy) N Wy # 0 e
T"(Ry) N Ry # 0. Logo S e T sao fracamente mixing. =

Definicao 2.2.9 Seja A C N. Dizemos que A é cofinito se o seu complementar é da forma

A ={1,2,...,n} para algum n € N.

Definigao 2.2.10 Seja (X,T) um sistema dinamico. Para quaisquer conjuntos A, B C X,

definimos o retorno de A para B por
Np(A,B)=N(A,B)={neNy:T"(A)N B # (}.

Note que nessa notagao, temos que 7' é topologicamente transitivo se, e somente se, para
quaisquer U,V C X abertos e nao vazios, N(U,V) # (); T é mixing se, e somente se, para
quaisquer U,V C X abertos e nao vazios, N(U,V) é cofinito e T' é fracamente mixing se, e
somente se, para quaisquer Uy, Uy, V1, Vo C X abertos e nao vazios, N(Uy, Us) NN (Vi, Va) # 0.

Proposicao 2.2.11 Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Temos que T € mizing se, e
somente se, para qualquer aberto e nao vazio U C X e para qualquer vizinhanca de zero W,
NU,W) e N(W,U) sao cofinitos.

Demonstracao. (<) Sejam U,V C X abertos e ndo vazios. Pelo Lema 1.3.3, existe um
aberto U; C U e uma vizinhanca de zero Wy tal que U; + W; C U e existe também um aberto
Vi €V e uma vizinhanca de zero W5 tal que Vi3 + Wy C V. Tome W = W, N W,, que também

¢é vizinhanca de zero. Dai
UL+WCUH,+W, CUeVi+WCVI+W,CV.
Por hipotese, existe N € N tal que para todo n > N,
T U)NW Qe T (W)NVL £

isto é, para todo n > N, existe u, € Uj tal que T"(u,) € W e existe w, € W tal que
T"(w,) € V1. Mas, u,+w, € Uy+W C U eentao T" (u,+w,) = T"(u,)+T"(w,) € W+V; CV
e entdao T"(U) NV # ) para todo n > N. Portanto, T' é mixing.

(=) E imediato da definicio de mixing. m

Utilizando a Proposicao 2.2.11, vejamos um exemplo concreto de um operador linear definido

em um espaco de Banach que é mixing.

Exemplo 2.2.12 Seja T': /1 — {1 o operador dado por

3 4
T((z1,22,...)) = <25(327 5553, 51747 X ) .
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Sejam x,y € {1, A € K dai,

T(x+Ay) = T((wn)ply + AYn)nz1)
= T((xn+ A\yn)oZ 1)

((
= (2 To + Ay2), (:L‘g + A\y3), . )
= (2$2+)\ 2y2,§w3+)\ 5 )
= (2;1;2, + (A 299, A - ;yg,...)
= T(x)+ \(y)

mostrando que 7T é linear. Agora, para mostrar que T é continua, note que para todo x € /1,

o = [ (ot )|

oo

= ijj|fj|

Jj=2

= E - |
j= J
Jj=

1
22!%! = 22 ;] = 2|]]
1

IN

provando que 1" é continuo.

Agora, seja U C {1 um aberto nao vazio e W uma vizinhanca de zero. Como ¢oy = ¢, existe
uma sequéncia nao nula u = (uy, ug, ..., uy,0,0,...) € U para algum N € N. Assim, para todo
n> N,T"(u) =0¢€ W, logo N(U, W) é cofinito. Note agora que

k+2 k+3
9 Tpi2, 3

TH(x) = <(k: + D)zpyq, Thig, - - ) k> 1.

onde x = (x1)%2,. Como W ¢é vizinhanga de zero, segue que 0 € W*° e entao existe r > 0 tal
que By, (0,7) CW° CW.

Defina w,, € ¢, onde w,, = (wnr)5>; da seguinte forma
Ak =n+1,....,n+N,neN

o k
Wn,k =

0, caso contrario

Note que para todo n € N,

. n -+ 2 n+3
T (wn) = <<n+1)wn,n+17Twn,nJrQ;Twn,nJri’n"')
1 n+2 2
((n+ e S e L )

= (uj,us,...,un,0,0,...) =u € U.
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Seja ng € N tal que %HUH < r. Dali, para todo n > ng, temos que

1 2 N
nll = 0,0,..., , R, ,0,0...
Hw H H( n—i—lul n—i—2u2 n—i—NuN )H

N
N N
< = 1< | <
< S Xl < ol <

provando que w, € W,V¥n > ny. Logo, para todo n > ng,w, € W e T"(w,) € U e entao
T"W)YNU # 0,Yn > ng. Dai, n € N(W,U),Vn > ng, mostrando que N(W,U) é cofinito.

Portanto, segue da Proposicao 2.2.11 que T é mixing.

Teorema 2.2.13 Sejam (X, T) um sistema dinamico linear com T hiperciclico, U,V C X
conjuntos abertos e nao vazios e W uma vizinhanca de zero. Entao existe um aberto nao vazio

U, C U e uma vizinhanca de zero Wy, Wy C W tal que
N(U,,Wy) TNV, W) e N(Wy,Uy) C N(W, V).

Demonstracgao. Pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff temos que T' é topologicamente
transitivo. Afirmamos que existem m € Ny, U; C U aberto e nao vazio, W; C W uma
vizinhanca de zero tal que

T(U;) CVeT™W;) CW. (2.12)

De fato, como T é topologicamente transitivo existe m € N tal que T™(U) NV # (). Dali,
UNnT™(V) # 0. Tome Uy =UNT™(V). Como T é continua, T™ é continua e entao 7" (V)
¢é aberto. Como U é aberto por hipdtese, segue que U; & aberto, pois é a intersecao de dois
abertos. E claro que Uy CUU, # 0 esey =Tm"x),x € Uy entao y € V, provando que
™ (Uy) C V.

Agora, como W ¢ vizinhanca de zero, segue que 0 € W°. Tome Wy = We nT-™(W°). E
claro que Wj é aberto e 0 € W° N T~™(W?), provando que W é vizinhanca de zero. Além
disso, se y = T™(x),x € Wy, segue que y = T™(z) € W° C W, mostrando que T™(W;) C W.

Considerando entao N(Uy, Wy) e N(Wy,Uy), vejamos que

De fato, se n € N(Uy,Wy), existe x € U tal que T"(x) € W;. Como x € Uj, segue que
T(z) € V. Dal, T"(T™(x)) = T™(T"(z)) € W, por (2.12), mostrando que n € N(V,W) e
entao N (U, Wy) C N(V, W).

Agora, se n € N(Wy,Uy), existe x € W; tal que T"(x) € U;. Como z € Wy, temos que
T (z) € W e entao T"(T™(z)) = T™(T"(z)) € V, novamente por (2.12). Dain € N(W,V) e
entdo, N(W1,U;) C N(W, V). =m
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Lema 2.2.14 (4-Set Trick) Seja (X,T) um sistema dinamico, Uy, V1,Us, Vo C X abertos e

nao Vazi08.

a) Se existe uma funcao continua S: X — X tal que SoT =T oS, S(U)NUy; # 0 e
S(V1)NVy #£ 0, entao existem conjuntos abertos e nao vazios Ui C Uy, VII C Vi tal que

N(U, Vi) C N(Us, Vo) e N(Vy, Uy) © N(Va, Us).
Além disso, se T ¢é topologicamente transitivo, entao N(Uy, Vi) N N(Us, Vo) # 0.
b) Se T € topologicamente transitivo, entdo

N(Uy,U2) N N(Vi, Vo) # 0 = N(Ur, Vi) N N (U, Va) # 0.

Sy
/@ K7)

(\r(\
\/ .

Figura 2.1: 4-Set Trick

Demonstracao. (a) Como S(U;) NUs # 0, existe x € U tal que S(z) € Uy. Como S é
continua, existe um aberto U; C U; tal que S(U;) C Us. Da mesma forma, existe um aberto
V) C V; tal que S(V;) C V,. Agora, se n € N(U,,V;), existe y € U, tal que T"(y) € V;. Dai,
como S(y) € Uy, T"(S(y)) = S(T™(y)) € Va, provando que n € N(Us, V). Da mesma forma,
se n € N(V/,U,), existe z € V] tal que T"(z) € U,. Dai, T"(S(z)) = S(T"(z)) € U, e entdo
n € N(Vy, Uy).

Agora, supondo T topologicamente transitivo, temos que N (U{, Vl/) # (). J4 provamos que
N(U, V) € N(Uy, V). Agora se n € N(Uy,Vy), existe 2 € U, tal que T"(z) € V;. Logo
x €Uy e T"(z) € V4 o que implica que n € N(Uy, Vi)e portanto, N(U;,V;) € N(Uy, V1). Logo
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(b) Suponha que T seja topologicamente transitivo e N(Uy, Us) N N(V3,V3) # (). Entéao existe
n € N tal que
TLEN(Ul,UQ) enEN(Vl,VQ). (213)

Defina S = T™. E claro que S é continua, So T =T"oT =T oT"=To S e
S(Ul)ﬂUg:Tn(U1)ﬂU27£®eS<‘/1)ﬂ‘/2:Tn(%)m‘/g%Q

por (2.13). Como T é topologicamente transitivo segue do item (a) que N (Uy, V)N (Us, Va) #
0. m

Proposicao 2.2.15 Seja (X,T) um sistema dinamico. T € fracamente mizing se, e somente
se, dados U, V1, Vo C X abertos e nao vazios, N(U, Vi) N N(U,V3) # (.

Demonstracao. (=) Simples de verificar pela Proposicao 2.2.5.
(<) Sejam Uy, U,, Vi, Vo C X abertos e nao vazios. Por hipdtese, existe n € N(Uy,Us) N
N(Uy, Va). Definindo U = U; N T "(Us), segue que U é aberto e nao vazio. Como T "(V3)
também é aberto e ndo vazio, novamente por hopétese, existe m € N(U, Vi) N N(U,T~"(V3)),
daf existe x € U tal que T™(x) € T-"(V;). Entao T™(T™(z)) = T"(T™(z)) € Vo. Como
T"(z) € Uy e T™(T"(z)) € V, segue que m € N(Us, Va).

Também existe y € U tal que T™(y) € V;. Dai, y € Uy e T™(y) € Vi e entdao m € N(Uy, 11).
Logom € N(Uy, V1)NN(Uy, Va) e entao N(Uy, Vi)NN (Us, Vo) # (0, provando que T é fracamente

mixing. m

Proposicao 2.2.16 Seja (X,T) um sistema dinamico. T € fracamente mizing se, e somente

se, dados U,V C X abertos e nao vazios, N(U,U) N N(U,V) # 0.

Demonstracgio. (=) Obvio (pela definicio de fracamente mixing).
(«) Utilizaremos a Proposigao 2.2.15. Sejam U, V;, Vo C X conjuntos abertos e ndo vazios.
Por hipétese, N(U,U) N N(U,V;) # 0. Logo, existe n € N tal que T"(U) NV} # 0 e entdo
UNT (Vi) # 0. Seja Uy = UNT"(V;). E claro que U, é aberto.

Como T~™(V,) também é aberto e nao vazio, por hipdtese, existe
m € N(Uy,Uy) N N(Uy, T7(Va)).

Dai, existem z,y € U; tais que T™(x) € Uy e T™(y) € T "(V3), isto é, T™(T™(y)) € Va.
Portanto T™*"(x) = T"(T™(xz)) € Vi o que implica que m +n € N(U,V;) e T™™"(y) =
T™(T™(y)) € Va, e entao segue que m +n € N(U,Va). Logo N(U,Vi) N N(U,Vs) # 0 e pela

Proposicao 2.2.15 segue que 1" é fracamente mixing. m

Teorema 2.2.17 Seja (X, T) um sistema dinamico linear com T hiperciclico. Se para qualquer
aberto e nao vazio U C X e W wizinhanca de zero existe uma fun¢ao continua S: X — X tal

que SoT =ToS, S(UNW #0 e S(W)NU # 0, entao T € fracamente mizing.
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Demonstracao. Como 7' ¢ hiperciclico, segue do Teorema da Transitivade de Birkhoff que T é
topologicamente transitivo e entao, segue do Lema 2.2.14 (item (a)) que N (U, W)NN(W,U) #
para todo aberto U e vizinhanga de zero W, nao vazios. Para demonstrar o teorema, utilizare-
mos a Proposicao 2.2.16.

Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Pelo Lema 1.3.3, existem U; C U, V; C V abertos e

nao vazios e uma vizinhanga de zero W; tal que
U1—|—W1QU€‘/1+W1QV

Pelo Teorema 2.2.13, sendo Uy, V) abertos e nao vazios e W} uma vizinhanca de zero, existe

um aberto nao vazio Uy C U; e uma vizinhanga de zero W5 tal que Wy, C Wy e
N(Wy,Us) € N(W1p, ). (2.14)

Seja n € N(Uy, W) N N(Wy,Us) (note que isso é possivel de acordo com o argumento
do inicio dessa demonstracao). Entao existe ug € Us tal que T"(ug) € Wy, Mas como n €
N(Wy, Us), segue de (2.14) que n € N (W, V]) e entdo existe wy € Wi tal que T"(wy) € V].

Também existe wy € Wy tal que T"(wy) € Us. Definindo ug = ug + wy € Us + Wy C
U+ Wi CUeus=uy+w € Uy + W, CU, +W; CU, temos que

Tn(U'g,) = Tn(UQ + 'LU2) = Tn('LL2> -+ Tn(U)Q) € W2 + U2 Q W1 + Ul Q U
e entdo, n € N(U,U). Da mesma forma,
Tn(U4) = Tn(UQ + wl) = Tn(UQ) + T"(wl) eWe+ViCW+V1CV

e entdon € N(U,V). Logo N(U,U) N N(U,V) # 0 e entao, pela Proposicao 2.2.16 segue que

T ¢é fracamente mixing. =

Teorema 2.2.18 (Furstenberg [13]) Seja (X,T) um sistema dindmico, com T fracamente

mixing. Entao T x --- X T é fracamente mixing para n > 2.
—_——

n vezes

Demonstracao. Pela definicao, o produto cartesiano T' x --- x T é fracamente mixing se, e
—_—

n vezes

somente se, T' X --- X T é topologicamente transitivo. Logo, basta mostrarmos que T’ x --- x T
— —

2n vezes n vezes

¢é topologicamente transitivo para n > 2.
Facamos por inducao. Para n = 2, como T é fracamente mixing por hipdtese, ja temos pela

definicao que T x T é topologicamente transitivo. Suponha que T X --- x T é topologicamente
Gao q polog \Y p q , polog

n vezes

transitivo.

Para mostrarmos que T x --- X T' é topologicamente transitivo, sejam U,V C X x --- x X
—_— —_—

n + 1 vezes n+1 vezes
abertos e nao vazios. Sem perda de generalidade, suponha que U = Uy X -+ X U,y1,V =

Vi x -+ X Vyu1, onde Uy, Vi C X sao abertos e nao vazios. Dal



tal que (1% X -+ X T%)(xy, ..
—_—

T x ---xT étopologicamente transitivo
—_—

n+1 vezes

existe s € N tal que (T x --- x T)*(U)NV # 0
n+1 vezes

existe s e Nex € U tal que (T x --- xT)*(x) € V

n+1 vezes
existe seNex = (v1,...,2p41), 2, €Uyi=1,...,n+1
tal que (T'X -+ X T)*(x1,..., 1) EV
—_—
n+1 vezes
existe seNex = (21,...,2p41), 2, €Uyi=1,...,n+1

n+1 vezes

existem s € N, z; € U; tais que T°(x;) € V;,
i=1,...n+1

s € N(U;,V;), paratodoi=1,...,n+1
n+1

() N (Uk, Vi) # 0.

k=1
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. ,l’n+1) = (TS(ZEl), . ,TS<I'n+1)) S ‘/1 X ... X Vn+1

Como T é fracamente mixing, existe m € Ny tal que T™ (U, )NU,11 # 0 e T™(V,)NV,i1 # 0.

Pelo Lema 2.2.14, existem abertos e nio vazios U, C U,,V, C V,, tais que

N(U,,V,) € N(Uni1,Vay1) € N(V,,,U,) © N(Vigr, Ung)-

n’'n

Agora note que se | € N(U,,V.), entdo THU,) NV, # 0, isto é, existe x € U, tal que

nr'n

TY(z) € V.. Dafx € U, e T'(z) € V,,, mostrando que T"(U,)NV,, # 0 e portanto, | € N(U,,V,,).

Logo, N(

U, V) C N(U,,V,) eentdo N(U,,V.) C N(Uy,, V;,) " N(Ups1, Vi1

n’ 'n

n’ 'n

Por hipdtese de indugao, existe k € N tal que

isto é

(Tx ... x T Uy x ... xUp_y xUIN (VX ... X Vg x V)20

(TF 5 .o xTEYUy X .o X Uy x U)O (VI XX Vg X V) # D

logo existe © = (zy,...,2,),2; €Upi=1,...,n—1eux, € U, tal que

Dai, T#(z;) € Vi;i =1,...,n—1eT*(x,) € V,. Logo, k € N(U;, Vi) paratodoi € {1, ...

(TF x ... x T*(zy, ... z0) = (T*(xy),..., T"x,)) € Vi X ... X Voiy X V..

eke N(U,, V). Entdo

nr'n

n—1

ke (\NU;, V) NN(U,.,V,).

n’'n

J=1

,n—1}
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Mas como k € N(U,,V.), segue que k € N(Uy,,V,)) e k € N(Upy1, Viy1) € entdo

n+1
ke (N(U;, V)

Jj=1

e o resultado segue. m

Teorema 2.2.19 Seja (X, T) um sistema dinamico. T &T € fracamente mixing se, e somente

se, T' € fracamente mizing.

Demonstracao. (=) Suponha que T'@® T é fracamente mixing. Sejam U, Vi, Uy, Vo C X
abertos e nao vazios. Como T'@ T é fracamente mixing, existe n € N tal que (7" ® T)"(U; x
Uy)N (Vi xVa) # (). Dal, existem uy € Uy e ug € Us tal que (T®T)™(uy,uz) = (T™(u1), T™(ug)) €
Vi x V4 o que implica que T™(uy) € Vi e T™(ug) € V. Logo, T"(Uy)NVy £ 0 e T™(Us) NV £ ()
e portanto T é fracamente mixing.

(<) E o Teorema 2.2.18. =

O 1ltimo resultado dessa secao dd uma interessante decomposicao dos vetores de um espaco

de Fréchet separavel, em termos de vetores hiperciclicos.

Teorema 2.2.20 Seja (X,T) um sistema dinamico linear, com T hiperciclico. Entdo
X =HC(T)+ HC(T),

ou seja, todo vetor de X pode ser escrito como a soma de dois vetores hiperciclicos.

Demonstracao. Seja x € X. Pelo argumento na demonstracao do Teorema da Transitividade
de Birkhoff, temos que HC(T') é um Gs-conjunto denso. Note que x — HC(T') também é um

Gs-conjunto. De fato, como HC(T) é Gs-conjunto, temos que

- m Ak7
k=1
A € X é aberto para todo k € N.

Agora, note que

yex—HC(T) = yEx—ﬂAk
k=1
= y=ux—22¢€ A Vk

= yex— A, VEk

= yem(x—Ak)

provando que

v —HC(T) C [z — Ap). (2.15)
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Por outro lado,

ye[w—A) = ye(x—A)Vk

k=1

= y=x—apa; € A,k €N
= ay=x—y,VkeN
= y=z—(r—vy),zr—yec AVk
= ny—ﬁAk:x—HC’(T),
k=1
provando que .
(== Ax) Ca— HC(T). (2.16)
k=1

De (2.15) e (2.16) concluimos que © — HC(T) = (o, (x — Ag). Como A é aberto para
todo k € N, segue que x — A, também é aberto para todo k € N porque translagao e homotetia
sao homeomorfismos. Dai, segue que x — HC(T') é um G5 conjunto.

Como HC(T) e x — HC(T) sao G conjuntos densos, pelo Teorema de Baire segue que
HCO(T)N (z — HC(T)) # 0

isto ¢, existe y € HC(T) tal que y =z — z,z € HC(T). Logo, z =y+2 € HC(T)+ HC(T).
|



Capitulo 3
Critérios de Hiperciclicidade

O Teorema da Transitividade de Birkhoff reduz a hiperciclicidade para um problema de tran-
sitividade topoldgica. Entretanto, em muitas situagoes nao é tarefa simples verificar se um
operador é topologicamente transitivo ou nao. O nosso objetivo agora é estudar alguns critérios
que podem ser aplicados em operadores a fim de sabermos quando o operador é hiperciclico ou
se mixing, ou fracamente mixing e consequentemente, hiperciclico.

Alguns desses critérios tiveram sua origem em situacgoes especificas, isto €, inicialmente
foram estabelecidos para operadores definidos em espacos de sequéncias ou de funcoes, mas

estudaremos todos eles de maneira geral.

Teorema 3.0.21 Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Suponha que
Xo :=span{x € X : T(x) = Az para algum X € K || < 1}
Yo := span{z € X : T(x) = A\x para algum X € K |\| > 1}

sejam densos em X. Entao T € mizing e, em particular, hiperciclico.

Demonstragao. Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Por hipdtese, podemos encontrar

reXoNUeyeYyNV. Dal,

r=Y wwrey=> by,
b1

k=1

onde T'(xy) = Mk, T(yx) = pryr para escalares ay, by, Ag, i € K, com [A\g| < 1e|ux| > 1,k =
1,...,m.

Agora, para cada k € N, considere a sequéncia (apAfzr)ps; € (pj)52; a sequéncia de semi-

normas que define a topologia de X. Dali, para todo 7 > 1,
pilarAiwr) = lak||Ae|"pj(2r) — 0

quando n — oo, provando que azA}zr; — 0 em X quando n — oo. Dai

T (x) =1T" (Z ak:vk) = Z ap T (vg) = Z agApz — 0

k=1 k=1 k=1

23
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quando n — oo. Definindo

" 1
Un 22251«?'%
k=1 k

temos que u,, — 0 quando n — oo e para todon >0

T"(uy) =T" (Z%ﬁ%) Zzbk'—'MZ'ykZZbkykzy-
k=1 k k=1

n
o k=1

Dai, c +u, — x+0=zeT"(x+u,) = T"(x) +T"(u,) =T (x) +y — 0+y = v,
quando n — oo.

Como z + u,, — x, existe N7 € N tal que = + u,, € U,¥Yn > N;. Como T"(x + u,) — v,
existe Ny € N tal que T"(x + u,) € V,¥n > Ny. Tome N = max{Ny, No}. Dali, para todo
n>N, x4+u, €U eT"(x+u,) €V oque implica que T*(U) NV # 0,¥n > N. Logo T é

mixing. ®

Teorema 3.0.22 (Critério de Kitai [19]) Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se exis-

tem conjuntos densos Xg, Yo € X e uma fungao S: Yy — Yy tal que para todos x € Xg ey € Yy
(i) T"(x) — 0
(i) S"(y) — 0

(i) (T'o S)(y) =y

entao T é mixing e, em particular, hiperciclico.

Demonstracao. Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Por hipdtese, existem x € XoNU e
y € YoNV. Pelo item (i) da hipdtese, segue que 7" (z) — 0. Defina u,, = S™(y). Dali, pelo
item (ii) da hipdtese, u, — 0. Mostremos que para todo n > 0, T"(u,) = y.

Sen =1, T(u) = T(S(y)) = y, pela condicao (iii) da hipétese. Suponha que T"(u,) =
T"(S™(y)) = y, mostremos que T"(u, ) = T"(S"(y)) = y. De fato,

T () = (5™ (y))
— (To..0T)o(So...08))

-
n+1 vezes n+1 vezes

= (T"oT)o(S0oS8")(y)
= (T"o(ToS8)oS")(y)
= T"(T'o85)(5™(y)) =T"(S"(y) =y

portanto, 7" (u,) = y para todo n > 0.

Como x 4+ u, — x + 0 = x, existe N; € N tal que = + u,, € U,¥n > N;. Também, como
T"(x +u,) = T"(x)+y — 0+y =y, existe Ny € N tal que T"(x + u,,) € V,Vn > Ns.
Tomando N = méx{ Ny, Na}, temos que para todon > N, z+u, € U e T"(x+u,) €V, 0 que
implica que T"(U) NV # () para todo n > N e entdao, T é mixing. =



95

Como aplicacao do critério de Kitai mostraremos que os operadores de Rolewicz e MacLane
sao mixing. Apesar de nao provarmos aqui, o operador translacao de Birkhoff, que ja provamos

ser hiperciclico, também satisfaz critério de Kitai, logo é mixing.
Exemplo 3.0.23 Seja 1 <p < oo, A € K, |\ >1eT: ¢, — £, definido por

T((&1,82,--4) = M€, &3, ).

Tome Xy =Yy =cog e S: cgo —> coo definido por

S((61,6,...) = %(0,51,52, ).

Ja sabemos que T' ¢ linear e continuo e ji sabemos também que X e Y sao densos em £,,.
Provemos que as trés condigoes do Critério de Kitai sao satisfeitas.
(i) Seja x € Xy. Entao x = (x1,29,...,2x,0,0,...) para algum N > 1. Logo, para todo
n>N,T"(x) =0 eentdao T"(x) — 0.
(ii) Seja y € Yy. Entao y = (y1,¥2,...,yn,0,0,...) para algum N > 1. Logo

1
S™(y) = V(O,O,...,O,yl,yz,...,yN,O,O,...) —0
quando n — oo.

(iii) Seja y € Yy. Entao y = (y1,42,.-.,Yn,0,0,...) para algum N > 1. Logo

—_

S(y) = X(O,yl,yg,...,yN,O,...) = T(S(y)) = (y1,y2,---,Yyn,0,0,...) = y.

Portanto, de (i), (ii) e (iii), temos pelo Critério de Kitai que 7' é mixing.

Exemplo 3.0.24 Seja D: H(C) — H(C) o operador diferenciagao. Ja sabemos que D é
linear e continuo. Mostremos que D satisfaz o critério de Kitai.
Tome Xy = Yy = P(C), onde P(C) é o espago dos polindomios com coeficientes em C. Ja

sabemos que P(C) é denso em H(C). Considere S: Yy — Y} definida por

2 k+1

VA VA
Slag + a1z + a2 + ... +apz*)=ag+a, - — + ... +ay -
(o 1< 22 kz) 0T a1 5 ag k1

k € N. Note que dado P € Xy, D"(P) = 0 sempre que n for maior que o grau do polinémio P.
Logo D"(P) — 0, quando n — oo, para todo P € X.
Seja K C C compacto. Entao existe R > 0 tal que K C B(0, R). Note que

Zk+n

(k+1D(k+2)...(k+n—1)(k+n)

S™(2F) =

para todo k € N. Note também que

klzk+n klZkt+n ktn o
i)~ rmiin—1). DR Grmin-D. . (krD &)




56

e entao
k!ZkJrn ]{7'|Z|k+n

(k+n)|  (k+n)

Assim, se z € C ¢ tal que |z| < R, entdo |z[F" < RFm e

B k'|Z’k+n k!Rk:-i-n

[™(=")] =

qn kY| —
SE= vl = G
o que implica que
S™(2F)) < R Vk € N
n —_ G
R R
e entao
sup |[S"(2")| — 0 (3.1)
zeK

quando n — c0.

Sejam P € Yy, digamos P(2) = ap2* +... + a1z + ag e € > 0. Entao

S™(P)(z) = S™(apz" + ... + a1z + ap) = apS™(2") + ... + a1 5™(2) + apS™(2Y),

logo
1S"(P)(2)] < lagl[S™(z)] + .. + lar[[S™(2)] + |aol|S™ (2°)].
Por (3.1), existem constantes ng, n1, ...,n; € N tais que
€
S"(2Y)| < ———————, sempre que n > n
5
S"(2)] < —————, sempre que n >n
5
S (%) < ——————, sempre que n > ng.
Tomando 7 = méx{ng, ny,...,nk}, temos que sempre que n > n,
1S"(P)(2)] < Ja|lS™(2")] + ... + |aa|[S™ (2)] + [ao| | (2°)]
< ol s e ] g o] 5
= Tk Ve T T 20k Dad] T 20k + 1)]agl
B e ., 4, €& ¢ _e(k+1) € _.
o2k +1) T 2(k4+1)  2(k+1) 2k+1) 2

Logo, |S™(P)| < & sempre que n > 7, ou seja, S™(P) — 0 quando n — 0.
Por fim, se P(z) = axz¥ + ... + a12 + ap € Yy, entdo

k1 2
(Do S)(P)=D(S(P)) = D(ak-k+1+...—|—a1-3+aoz)

a a

— k—_:lD(zk“) + ..+ éD(ZQ) + aoD(2)
a a

= k_tl-(k:—i-l)zk—i-...—i—?lﬂz—i-ao

= w4+, . +az+ay=P.

Portanto, pelo critério de Kitai, segue que D é mixing.
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Teorema 3.0.25 (Critério de Gethner-Shapiro [14]) Seja (X,T) um sistema dinamico
linear. Se existem conguntos densos Xo,Yy C X, uma sequéncia crescente (ng)p, de intei-

ros positivos e uma fungao S: Yy — Yy tal que para todo x € Xy e y € Y
(i) T (x) — 0
(i) S™(y) — 0

(iir) (T o S)(y) =y

entao T € fracamente mixing.

Demonstracgao. Sejam Uy, Us, Vi, Vo C X abertos e nao vazios. Por hipdtese, podemos encon-

trar vetores x; € U; N Xo,y; € V; NYy, 7 = 1,2. Note que

zj+ 5" (y;) — xj+0=125,j=1,2

Tnk($j + S"’“(y])) = Tnk(ZE]) + Y — 0+ Yy = y]-)j = 1, 2

quando k — oo.

Dal, existem nq,no,ng,ny € N tais que
x1 + S™(y1) € Uy, sempre que k > ny,
xo + S (y9) € Uy, sempre que k > no,
T (xy + S™(y1)) € Vi, sempre que k > ng,
T (x9 4+ S™(y2)) € Va, sempre que k > ny.
Tome k = max{ny, ng, n3,ny}. Dal
x1 + S (y1) € Uy e T (z1 4+ S™*(y1)) € Vi = ng € N(Uy, Vi)
Ty + S"F(y2) € Uy € T"k(x9 4+ S"k(y2)) € Vo = ng € N(Us, Va).

Logo, N (U, V1) N N(Us, Va) # 0 e entao, T é fracamente mixing. =

Lema 3.0.26 Sejam X um espaco de Fréchet separdvel e T um operador hiperciclico em X.

Tome (y;)52, € X uma sequéncia densa em X e defina

~ 1
Gj,k: = U Tﬁn <B (yj7 E)) y
n=1

para todos j, k € N. Seja HC(T) o conjunto de todos os vetores hiperciclicos para T'. Entdo

HC(T) = () G-

j,keN
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Demonstracao. Como T é hiperciclico, segue por definicao que T é continuo. Logo, para
cada n € N, T™ é continuo como composicao de func¢oes continuas e entao T—" (B (yj, %)) é
aberto para quaisquer n, j, k € N.

Por hipétese, como T é hiperciclico, entao HC(T) # 0. Seja x € HC(T). Entao para
cada j, k € N, existe n;, € N tal que T"*(x) € B (yj,%). Logo, para cada j,k € N, z €
T=% (B (y;, 1)) € Gy, provando que HC(T) C ﬂ Gk

j,keN

Para demonstrar a outra inclusao, seja x € ﬂ Gk, mostremos que Orb(T, z) é denso em

j,keN

X.

Seja z € X ee > 0. Tome ky € N tal que % < 5 ecomo (y;)%2, é densa em X, existe jo € N
tal que d(z,y;,) < 5.

Como = € Gy k., existe ng € N tal que x € ™ (B (yjo, %)), isto é, T™(z) € B (yo, k—lo)
Dai

AT™ (2), 2) < d(T™ (), yio) + d(yin,2) < =+ = <

€+—6
ke 2 2 -

€
2
Logo, Orb(T,x) é denso em X o que implica que x € HC(T), concluindo que ﬂ Gk C
j,keN
HC(T). Portanto,
HC(T) = () Gj-

J,keN

Teorema 3.0.27 (Critério de Hiperciclicidade) Seja (X,T) um sistema dinamico linear.
Suponhamos que existam subconjuntos densos Z,Y C X, uma sequéncia crescente de inteiros

positivos (ng)s, e uma familia de aplicagoes Sy, : Z — X tais que
(i) para caday €Y, T™(y) — 0 quando k — oo;
(ii) para cada z € Z, Sy, (2) — 0 quando k — oo;

(11i) T o S, (2) — z quando k — oo para todo z € Z.

Entao T € hiperciclico.

o0

Demonstragao. Como X ¢ separdvel, consideremos uma sequéncia (y;)32, densa em X. Para

°° 1
Gj,l = U T (B <yj7 7)) 5
n=1

definidos no Lema 3.0.26. Mostremos que para cada j e para cada [, G; ¢ denso em X, pois

cada 7,l € N, seja

se Gj; ¢ denso em X para cada j,l € N, pelo teorema de Baire segue que ﬂ G, ¢ denso em X
4l
e entao ﬂ G, # 0. Dai, pelo Lema 3.0.26 segue que HC(T') # 0 e, portanto, T' é hiperciclico.

j?l
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Sejam j,! € N fixos e considere GG,;. Para facilitar a notagao, vamos denotar y; por y e %

por €. Seja z € X e § > 0, devemos encontrar x € G;; tal que d(z,z) < 4.
Como Z e Y sao densos, existem yy € Y e zg € Z tais que
€ 4]
d(y,z0) < = ed(z,9) < =.
2 2
Por (i), T™ (yo) — 0, assim existe k; € N tal que

d(T™(yo),0) < —, sempre que k > ki,

A~ m

isto é, T™(yo) € B(0, §) sempre que k > k.
Por (ii), Sy, (z0) — 0 e entdo existe ky € N tal que

)
Sni(20) € B (0, —) , sempre que k > ko.

2
Por (iii), 7™ o Sy, (20) — 2o ¢ entao existe k3 € N tal que
T o Sy, (20) € B (zo, Z) , sempre que k > ks.
Seja k € N tal que k > max{ky, ko, k3} e considere z = S, (29) + yo € X. Note que
T (x) = T™ (Sn, (20) + yo) = TS, (20) + T (yo)
e como d é invariante sob translacoes

d(T™(x),20) = d(T" Sy, (20) +T"(%0), 20)
d(T™ Sy, (20) + T (yo), T™ S, (20)) + d(T™ Sy, (20), 20)
)

<

= d(T”kSnk (Z(] -+ T (yo) — T”ksnk (Z(]), TnkSnk (Zo) — T”kSnk (20>>
+d(TnkSnk(Zo), Zo)

= d(Tnk (y0)7 O) + d(TnkSnk(Z’b)a ZU)

L £, _c¢
4 4 2

dai, T™(z) € B (zo,g . Comoy € B (zo, %), segue que

A(T™ (@), ) < d(T™(2), 20) + d(z0,9) < 5 + 5
e entdo 1™ (x) € B(y, <) o que implica que x € T~ (B(y,¢)) C Gj;.

Como z = Sy, (20) + Yo, temos que & — yo = Sy, (20) € entdo z —yy € B (O, g) Agora, note

que 5
d(z,y0) = d(x — Yo, Y0 — Yo) = d(x — 1o, 0) < B
o que implica que x € B (yo, g) Como z € B (yo, g),
o 9
d(z,z) < d(x,yo) + d(yo, 2) < 3t5= 4.

Como z foi escolhido arbitrariamente, segue que Gj; é denso em X para todos j,l € N.

Logo pelo Teorema de Baire segue que ﬂ Gjiédensoem X. m
4l



60

Corolario 3.0.28 Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o critério de hiper-

ciclicidade entdo T'® T também satisfaz o critério de hiperciclicidade.

Demonstracao. Como T satisfaz o critério de hiperciclicidade, existem subconjuntos densos
Z,Y C X, uma sequéncia de inteiros positivos (ny)52, e uma familia de aplicagoes S, : Z — X

tais que
(i) T™(y) — 0,Vy € Y
(i) Sp,(2) — 0,Vz e Z
(iii) TSy, (2) — 2,Vz € Z

Para mostrar que T' @ T satisfaz o critério de hiperciclicidade, considere os conjuntos Z @
Z,Y Y C X x X, asequéncia (ng)52, e a familia de aplicagoes S, @& Sy, -

Provemos que Z@ Z e Y @Y sdo densos em X x X. De fato, seja (z1,72) € X x X e > 0.
Como Z e Y sao densos em X, existem z1,20 € Z,y;,y2 € Y tais que d(21,71) < £,d(29,22) <
S.d(y1, r1) < §5 e d(ya, v2) < 5.

E claro que (z1,22) € Z® Z e (y1,42) € Y @Y. Além disso,

27

3
d((’zb ZQ)? (xla x2)) = d(zl,xl) + d(Zg,.fQ) < 5 —+ 5 =€

e €
d((y1,y2), (w1, 72)) = d(y1, 1) + d(ya2, 2) < 5 + 5

provando que (z1, 22), (y1,y2) € B((x1,22),¢). Logo, Z@® Z e Y @Y sao densos em X x X.

Mostremos agora que T @ T satisfaz o critério de hiperciclicidade.

i) Seja (y1,y2) € Y@Y. Temos que (T®T)™ (y1,y2) = (T™®T™)(y1, y2) = (T (y1), T™ (y2)) —

(
(0,0).
(ii) Seja (21,22) € Z @ Z. Temos que (Sn, ® Sp,) (21, 22) = (S, (21), S, (22)) — (0,0).
(iii) Seja (21, 20) € ZHZ. Entao (THT)™ o(Sn, D Sn, ) (21, 22) = (T ST™)(Sp, (21), Sy (22)) =
(T Sy, (21), T Sy (22)) — (21, 22).

De (i), (ii) e (iii) segue que T'&® T satisfaz o critério de hiperciclicidade. m

Introduziremos agora uma variagao da nocao de hiperciclicidade que também ¢é estudada na

dinamica linear.

Definigao 3.0.29 Sejam X um espaco de Fréchet separdvel e (n)72, uma sequéncia crescente
de inteiros positivos. Um operador T é chamado hereditariamente hiperciclico com respeito
a (ng)i2, se para cada subsequéncia (ng,);2; de (ng)2,, existe » € X tal que {T™(x) :
j > 1} é denso em X. Um operador é chamado apenas de hereditariamente hiperciclico se é

hereditariamente hiperciclico com respeito a alguma sequéncia (ny)52 ;.

Para provar alguns resultados adiante, precisamos de uma nog¢ao mais geral do que hiperci-

clicidade, que definiremos agora.
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Definicao 3.0.30 Sejam X e Y espacos métricos, T,,: X — Y funcoes continuas. A érbita

de x € X com respeito a (7,,)°; é o conjunto
Orv((T,,),x) = {T(x) : n > 1}.
Um elemento x € X é universal para (T,), se Orb((1,),x) é denso em Y.

Definig¢ao 3.0.31 Sejam 7,,: X — Y, n > 0 fungoes continuas entre os espagos métricos X
e Y. (T,), é topologicamente transitivo se para qualquer par U C X e V C Y de conjuntos
abertos e nao vazios, existe n > 0 tal que T,,(U) NV # 0.

Teorema 3.0.32 (Critério Universal) Sejam X um espago métrico completo, Y um espago

métrico separdvel e Ty,: X — Y,n > 1 funcoes continuas. Sdao equivalentes:
(i) (T,,)n € topologicamente transitivo.

(ii) Existe um conjunto de pontos Z C X denso tal que Orb((T},),z) € denso em'Y para todo
T € L.

Se uma dessas condigoes € satisfeita, {x € X : Orb((T,,),z) € denso em Y} é um Gs conjunto

denso.

Demonstracao. (i) = (i) Suponha que A = {z € X : Orb((T},,), z) é denso em Y} seja denso
em X. Sejam U C X,V C Y abertos e nao vazios. Como A é denso em X é possivel encontrar
ye ANU. Dai, Orb((T,),y) é denso em Y e entdo existe n € N tal que T,,(y) € V. Portanto,
T.({U)NV #0.

(i) = (ii) Suponha (7},),, topologicamente transitivo. Seja

A={z e X :0rb((T,),z) é denso em Y'}.

Como Y ¢ separdvel, existe {y; : 7 € N} denso em Y. Assim, para m,j > 1, as bolas B (y;, =)
formam uma base enumerdvel para a topologia de Y. Seja (Uy)r>1 essa base.

Se x € A, entao Orb((T),,),z) é denso em Y. Logo, dado k > 1, existe ng > 1 tal que
T, (x) € Uy, provando que

Ac YUz ). (3.2)

k=1n=1
Supondo que z € ("~ Ui, T, *(Uk), provemos que Orb((T},), z) é densoem Y. SejaU C Y
um aberto nao vazio. Logo, existe kg € N tal que Uy, C U. Como z € |2, T, (Uy, ), existe
ng € N tal que x € T,,.'(Uy,) e entao T, (x) € Uy, € U, provando que Orb((T,,),x) é denso em

Ye o e
A U7z W c A (3.3)

k=1n=1

De (3.2) e (3.3) concluimos que

A= Fﬁ EjfT;l(Uk)

k=1n=1
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Para cada n,k € N, como T,, é continua e Uy é aberto em Y, segue que T,;*(Uy) é aberto
em X. Logo | J>2, T,, ' (Uy) é aberto em X para cada k € N. Mostremos que para cada k € N,
U.—, T, ' (Uy) é denso em X. De fato, seja k € Ne V C X um aberto nao vazio. Como (7},),
é topologicamente transitivo, existe ng € N tal que T,,, (V) N Uy, # 0, ou seja, existe v € V tal
que T, (v) € Uy e entdo v € T, "(Uy) € Un—, T,,' (Ux). Dali,

v (G Tgl(@)) #0

e entdo [ J°2, T, 1(Uy) é denso em X para cada k € N.

n=1"n

Como X é completo, segue que X é um espaco de Baire e entao
o o
A=z (W)
k=1n=1

é¢densoem X. m

Proposicao 3.0.33 Seja (T},),, uma sequéncia de operadores continuos T,,: X — X,n € N,
que comutam entre si e de imagem densa definidos em um espaco métrico completo e separdvel

X. Sao equivalentes:

(i) (T, € topologicamente transitivo.
(i1) Eziste v € X tal que Orb((T,,),x) é denso em X.

Demonstracao. (i) = (ii) Como (7},), é topologicamente transitivo, segue do Teorema 3.0.32
que
Z ={x € X :0rb((T,),x) é denso em X}

é denso em X. Logo Z # () e existe y € X tal que Orb((T},),y) é denso em X.
(17) = (i) Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Como Orb((T},),z) é denso em X, existe
no € N tal que T,,,(z) € U. Agora note que Orb((T,,), T, (x)) é denso em X. De fato, sejam

y€ X ee>0. Como T,,,(X) = X, existe wy € X tal que d(T,,(wo),y) < 5.

Como T,,, ¢ continua, existe J > 0 tal que para todo w € X,
d(w, wy) < & = d(Thy (w), Toy (wo)) < g
Como Orb((T,), ) é denso em X, existe ko € N tal que d(Tk, (), wy) < 0. Dali,

d(Tko (Tno (I))a Tno (wo)) = d(Tno (Tko (ZL’)), Tno (wo)) <

DO ™

Logo

d(To (Tng (%)), y) < d(Tiog (T (), Ty (w0)) + (T (wo), y) < g + g

e entao Ty, (Th,(x)) € B(y,¢) e isso prova que Orb((T,,), T,,(z)) é denso em X.

Dal, existe jo € N tal que Tj,(T,,(z)) € V e entao Tj,(U) NV # 0. Logo (T5,), ¢ topologi-
camente transitivo. =

Os Teoremas 3.0.34 e 3.0.36 que estudaremos a seguir, darao equivaléncias entre alguns dos

critérios estudados nesta secao.
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Teorema 3.0.34 (Bés-Peris [7]) Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Sao equivalentes:
(i) T satisfaz o critério de hiperciclicidade.

(i) T é fracamente mizing.

(11i) T' é hereditariamente hiperciclico.

Demonstracao. (i) = (ii) Como T satisfaz o critério de hiperciclicidade, segue do Corolario
3.0.28 que T' @ T também satisfaz o critério de hiperciclicidade. Dai, T' @ T é hiperciclico e
pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, T'@® T é topologicamente transitivo e entao, por
definicao, T' é fracamente mixing.

(ii) = (iii) Como X é separdvel, seja (y;)32; € X densa. Assim, B (yj, %) ,J, k € N formam
uma base enumeravel para a topologia de X. Seja (0,)22; essa base de conjuntos abertos.
Seja (Uj, V)22, uma enumeragao de todos os pares (O, O,),m,n > 1. Como T é fracamente

mixing, segue do Teorema 2.2.18 que T' x ... x T é fracamente mixing para todo k£ > 2.
—_—

k vezes

Como T ¢é topologicamente transitivo, existe n; € N tal que 7™ (Uy) NV # (). Agora, como
T @ T é topologicamente transitivo, segue do Teorema da Transitividade de Birkhoff que T'&®T
é hiperciclico. Dali, existe (z,y) € X x X tal que {(T® T)"(z,y) : n > 0} é denso em X x X
e entdo {(T ® T)*(z,y) : k > n;} também é denso em X x X.

Como U; x Uy C X x X é aberto e nao vazio, exite ky > ny tal que (T®T)* (z,y) € Uy x Us,
isto &, T" () € Uy e T*(y) € Us.

Seja k; € N tal que ky > ko e ky — kg > ny. Como {(T & T) (z,y) : | > k;} é denso
em X x X, existe Iy € N tal que Iy > ki e (T @ T)o(x,y) € Vi x Vs, isto é, T(x) € V} e
T (y) € V,. Tome ny = ly — k. E claro que ng = ly — ko > k1 — ko > ny e como TH(z) € U,
e Tm2(Tko(x)) = Th—ko(T*(z)) = Tl (z) € Vy, segue que T™2(U;) NV} # (. Também, como
T (y) € Uy e T2 (T (y)) = Tlo=Fo(Tho(y)) = Th(y) € V5 e entdo T"2(Uy) N Vy # (.

Procedendo dessa forma, podemos encontrar uma sequéncia crescente de niimeros inteiros
positivos (ng)s2, tal que

TU) OV, £0,5=1,..., k.

Agora, seja (my)72, uma subsequéncia de (ng)pe,, U,V C X abertos e ndo vazios. Pela

construcao, existe [ > 1 tal que U; C U e V; C V e entao para um j suficientemente grande
DA£T™(U)NV, CT™U)NV

e entdao, segue do Critério Universal que (T"*); tem Orbita densa o que implica que T é
hereditariamente hiperciclico.

(iii) = (i) Seja T hereditariamente hiperciclico com respeito a uma sequéncia crescente de
inteiros positivos (my)52,. Em particular, podemos encontrar x € X tal que {T"*(z) : k > 1}
¢ denso em X. Como 0 € X, existe (gx)52; subsequéncia de (mg)s2, tal que T%(z) — 0.

Como T é hereditariamente hiperciclico, existe y € X tal que {T%*(y) : k > 1} é denso em X.



64

Seja Uy, = B (z, 7). Entao podemos encontrar uma subsequéncia (ng)72, de (g)72, tal que
T”’“(y) €k -Ugk>1.

Definindo z;, := ¥,k > 1 temos que x;, — 0 e T™*(x;) — 2. De fato, seja ¢ > 0 e B(z,¢).
Tome [ € N tal que % < e. Note que U; C B(z,¢). Dai, para todo k > [,

() = 17 (Y) = 1 T7e(y) €

’ ? k-Uy=U, CU C B(z,¢),

1
k
provando que T (z) — x.

Sejam Z =Y = Orb(T,z) o qual é denso em X. Como (ng), é subsequéncia de (g )y,

T (x) — 0, logo dado z € Z, existe n > 0 tal que z = T"(x) e entao
T (T™(x)) =T"(T™*(z)) — T™(0) = 0, quando k — o0

e entao a condigao (i) do Critério de Hiperciclicidade ¢ satisfeito.
Por outro lado, seja y € Y. Entao existe n € N tal que y = T"(z). Defina S, (y) =
T"(xy), k > 1. Dai,

S (y) =T"(xx) — T"(0) =0, quando k — oo

TS, (y) =T (T"(x)) = T™(T™ (x1)) — T (x) =y, quando k — o0
provando as condigoes (ii) e (iii) do Critério de Hiperciclicidade. m
Teorema 3.0.35 (Mittag-Leffler) Seja (X,,), uma sequéncia de espagos métricos completos

e fn: Xnt1 — Xp,n € N fungoes continuas com imagem densa. Entdo, para todo aberto e

nao vazio U C X7, existe uma sequéncia (x,,),, onde x, € X,,x1 € U e fn(xpy1) = zp,n € N.
Demonstragao. Veja [17, Theorem 3.21, p. 79] ou [3, Theorem 2.4]. =

Teorema 3.0.36 Seja X um espaco de Fréchet separavel. Um operador satisfaz o critério de

hiperciclicidade se e somente se satisfaz o critério de Gethner-Shapiro.

Demonstracao. (=) Suponha que 7 satisfaz o critério de hiperciclicidade. Definindo X,, =
X, f, =T,n € N, considere

Y :={recX:3x,), € X" com z; =2, T(2,4,) = zn,n € N}.

Mostremos que Y é subespaco denso de X. Para ver que Y ¢é subespago de X, sejam x,y € Y
e A € K. Logo, por definicio, existem subsequéncias (z,), € (yn), € X" tal que x1 = z,9; =
Y, T(xps1) = Ty T (Yns1) = Yn,n € N. Considere a sequéncia (x,, + \yy )n-

Temos que x1+Ay; = 2+ Ay e T(xpy1+ANyni1) = T(@pi1) F AT (Y1) = xp+ Ay, provando

que z+ Ay € Y. Para provar que Y é subespago denso de X, note primeiro que T(X) = X isto
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é, T tem imagem densa em X. De fato, como T satisfaz o critério de hiperciclicidade, segue
que T é hiperciclico. Logo, da Proposicao 2.1.19 segue que W = X.

Sejam z € X e € > 0 e considere B(x,e). Pelo Teorema 3.0.35, existe (z,),, onde z, €
X, x1 € B(x,e) e T(xp41) = xp,n € N. Note que x1 € Y, 0 que implica que Y N B(x,e) # 0 e
entao Y é denso em X.

Considere X~ munido com a topologia produto. Entao
X ={(zn)n € X" : T(2,41) = 2,,n € N}

é subespaco fechado de XN. De fato, sejam (2, )n, (Yn)n € X e A € K. Temos que (z,), +
AYn)n = (20 + Ayn)n € X e

T(xps1 + Aynt1) = T(Tps1) + AT (Yng1) = 2o + AYn

provando que (Z,), + AM(Yn)n € X. Para ver que X é fechado, seja (yx)r C X tal que yp —
y € XN quando k — co. Mostremos que y € X.

Digamos que para cada k € N,y = (zF),,, com T'(z%_,) = 2%, ¥n € N. Sendo y = (7,(y))n,
devemos mostrar que T'(y;11) = y;,Vj € N.

Seja j € N. Da topologia produto segue que 7;41(yx) — 7;4+1(y) quando k — oo, onde
mj41 € a projec@o sobre a (j + 1)—ésima coordenada. Logo, x?H — Yj+1 quando k —> oo e
entao T'(x%,,) — T(y;+1), quando k — oo, isto é, ¥ — T(y;41) quando k — oo. Por
outro lado, 7;(yx) — m;(y) quando kK — oo e entao $§ — y; quando k —» oo. Dai, pela
unicidade do limite, segue que T'(y;+1) = y; e entdo y € X, provando que X ¢é fechado.

Como X é espaco de Fréchet separdvel, segue que X" também é um espaco de Fréchet

separavel sobre a topologia induzida. Considere o operador 7 : X — X definido por

T (21,20, 23,...)) = (T(x1), T(x2), T(23),...) = (T(x1), 21, 29, . . .).

Note que 7 é invertivel com 7! = B: X — X dado por

B((x1,x9,...)) = (29,23, ...).

De fato, para qualquer (x1,x,23,...) € X,

(T o B)((x1, 22, 23,...)) =T ((x2,23,...)) = (T(22), T(x3),...) = (x1, 29, ...)

(BoT)((x1, 29, 23,...)) = B(T(21), 21,22, ...)) = (21,22, ...).

Pelo Teorema 3.0.34, temos que T é hereditariamente hiperciclico com respeito a uma
sequéncia (my)x de inteiros positivos.

Afirmamos que (7™k); é uma sequéncia de operadores topologicamente transitivos. Para
provarmos isso, sejam U,V C X conjuntos abertos e nao vazios. Sem perda de generalidade,
considere que

U={(zp)n€X 2, €Upn=1,...,N}
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V=Alz)neX :x,e€V,,n=1,... N}

com NeNelU,,V,CX,n=1,..., N conjuntos abertos e nao vazios.

Fixe 2 = (x,), € U e y = (yu)n € V. Como T é continua e Uy_; é vizinhanga de xy_1,
existe uma vizinhanca Ui de zy tal que T(U{) C Un_1. Também, como T2 é continua e Uy_s
¢é vizinhanca de zy_», existe uma vizinhanca Ué de zy tal que TQ(U;) C Upn_3. Procedendo
assim, como TV~1 é continua e U; é vizinhanca de z;, existe uma vizinhanca U]/\,f1 de xn tal

que TN=1(Uy_,) C U;. Dessa forma, tomando
Uy=UNUyN...NUyn_yNUy

segue que U]/V é vizinhanca de xy e
THUy) CUy_jj=1,...,N—1.

Da mesma forma também encontramos uma vizinhanca Vy, C Vi de yy tal que
T (Vy) S Vn_jj=1,...,N—1.

Como T' é hereditariamente hiperciclico com respeito a (my)x, entdo existe z € X tal que
{T™(z) : k> 1} é denso em X. Também, temos que T™* é hiperciclico para todo k € N em
virtude da Proposicao 2.1.18. Dai, pela Proposigao 2.1.19, TT(X) = X para todo k € N. E
claro que para todo x € X, k,j € N

T™e(T™ (@) = T () = T70 ™ () = T (T (2).

Logo, pela Proposigao 3.0.33 segue que (T"*); é topologicamente transitivo. Dai, existe k € N
tal que T™ (Uy) N Vy # 0 e entdo Uy NT™(Vy) # 0. Definindo Uy := Uy N T~ ™ (Vy),

temos que Uy, é aberto, Uy, C Uy e
T (Uy) = T™(Uy N T~ (Vyy)) © T (Uy) NT™ (T (Vy)) € T™ (T (Vy)) € V.

Como Y é denso, existe uy € Y N U]'\/,. Logo existe (wy,), € XY tal que w; = uy e

T(wpy1) = wy,n € N. Considere agora

2= (T Yuy), TV 2(uy), ..., T(uy), uy, wy, ws, . ..).
E claro que z € X. Agora,sen=1,..., N — 1 temos que

T (uy) € TV (Uy) € TY7"(Uy) € Un-nin = Un

e como uy € UJI\'] - UJ’V C Uy, segue que z € U. Por outro lado, para facilitar a notacao, defina
2y = TN "™(uy),n=1,...,N — 1. Logo,

Tre(z) = (T™(21), ..., T™ (zy_1), T™ (uy ), T™ (ws), . ..).
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Dai, paran=1,...,N — 1,
T (z,) = T™ (TV " (uy)) = TN (T™ (uy)) € TV (T™ (Uy)) € TV "(Vyy) C Vi-nin = Va

e como T™ (uy) € T™ (Uy) C Vy C Vi, segue que T™(z) € V, provando que 7™ (U)NV # (.
Portanto, (7" ) é topologicamente transitivo.

Mostraremos agora que existe Yy C X denso, S: Yy — Yj e uma subsequéncia (gx)x de
(my)x tal que S%*(y) — 0e T o S(y) =y, Yy € Y.

Como (7™*); é topologicamente transitivo, dados U,V C X abertos e nao vazios, existe
k € N tal que T™(U) NV # (), isto é, existem k € N e z € U tal que T™(x) € V, o que
implica que B™ (T™(z)) = x € U e entao B™(V)NU # (), provando que (B™*); também é
topologicamente transitivo.

Pelo Teorema 3.0.32, temos que os conjuntos
{xr € X : Orb((T"*),x) é denso emX'} e {y € X : Orb((B™*),y) ¢ denso em X'}
sao densos em X (e portanto, nao vazios). Logo,
{x € X :0rb((T™),x) é denso emX'} N {y € X : Orb((B™*),y) é denso em X'} # 0,

pois eles sao conjuntos Gs. Seja y € X nessa interse¢ao. Logo Orb((T™),y) e Orb((B™*),y)

sao densos em X, isto é,

Orb((T™m), y) = {T™(y) - b € N} = {(T™(y1), T™*(y),...) : k €N} = X

OTb((Bmk),y) = {Bmk(y) ke N} = {<ymk+17ymk+27 e ) ke N} =&

Defina Yy = {y, : n € N}. Como {(Ymy+1:Ymyt2,---) : k € N} é denso em X, segue que
Yy é subconjunto denso de X. De fato, seja x € X e ¢ > 0 e considere B(z,e). Como Y é
denso em X, existe y € Y tal que y € B(z,¢). Como B(z,¢e) é aberto, existe § > 0 tal que
B(y,d) C B(z,¢).

Como y € Y, existe (z,), € X" tal que z1 = y e T(zn41) = xn,n € N. Considere a
sequéncia (y, x2,2s3,...) € X. Como {(Ymy+1, Ymet2,---) : kK € N} é denso em X, existe uma

subsequéncia (Ig)x de (gx)x tal que
(ylk+1’ Yip+25 - - ) — (y, XTo,X3, .. .), quando k — oo.
Sendo 7 : XN — X a projec@o na primeira coordenada, como esta é continua segue que

T (Y15 Yipt2y - - -)) — m1((y, 2, x3,...)), quando k — o0

isto é,

Y,+1 — Y, quando k — oo
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Assim, existe kg € N tal que y;, 11 € B(y, ), Vk > ko. Dal, Yi+1 € B(y,d) C B(zx,¢), provando
que Yy é denso em X.

Agora, defina S: Yy — Yy por S(y,) = yYnt1,n € N. S estd bem definida desde que y,,, # yn
se m # n, pois caso contrario, se y,, = ¥y, para algum m > n, T "(y,) = T "(Ym) =

Ym—min = Yn € €ntao
T (yn) =TT Hyn)) =T Hy) = T (Yn) = T (Um) = Ym-mt1 = Y1,

Logo, y; seria um ponto periédico para T e isso contradiz o fato de {(T™*(y;),...) : k € N} é
denso em X (novamente tomando a proje¢ao na primeira coordenada).

Como (yYn)n € &, temos que dado y € Yy, existe n € N tal que y = y, e entdo S(y) =
S(Yn) = Yn+1 0 que implica que T'(S(y)) = T(yn+1) = yn = y. Portanto, T'(S(y)) = y,Vy € Y.

Como {B™(y) : k € N} = X, existe (qx)r subsequéncia de (my)y tal que
B%*(y) = (Y14qy Y24qs, - - -) — 0, quando k — oo

em X. Entao

S%(Yn) = Yntq, — 0,n € N, quando k — oo.

Agora, provemos que o operador T satisfaz o critério de Gethner-Shapiro. De fato, como T'
é hereditariamente hiperciclico com respeito a sequéncia (my ), existe w € X tal que {T%(w) :
k € N} é denso em X. Logo existe uma subsequéncia (ng)x de (qx)x tal que T (w) — 0.
Defina Xy = Orb(T,w). Dali, como Yy = {y, : n € N}, temos que
(i) Dado x € X, existe n € N tal que 2 = T"(w) e entao

T (z) = T™(T"(w)) = T™(T™(w)) — T"(0) = 0.
(ii) e (iii) Dado y € Yp, existe n € N tal que y =y, e

S"™(y) = S" (Yn) = Yntn, — 0

T(Sy) =T(S(yn)) = T(Wnt1) = yn =y

provando que 7T satisfaz o critério de Gethner-Shapiro.
(<) Suponha que T satisfaz o critério de Gethner-Shapiro. Entao existem subconjuntos densos

Xo, Yo C X, uma sequéncia crescente (ny), de inteiros positivos e S: Yy — Y tal que
(i) T™(x) — 0,Vx € X,
(il) S™(y) — 0,Yy € Yy
(iil) T(S(y)) =y, vy € Yo

Basta tomar S,, = 5™,k € N e entao
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(i) T™(x) — 0,Vz € Xy
(i) Sp(y) = S™(y) — 0,Vy € ¥y
(iii) TSy, (y) = T (5™ (y)) =y —y
e entao T satisfaz o critério de hiperciclicidade. m

Durante um longo tempo, todos os operadores hiperciclicos que eram conhecidos satisfaziam
o Critério de Hiperciclicidade. Portanto, era natural se perguntar se existia algum operador
hiperciclico que nao satisfazia o Critério de Hiperciclicidade. Esta pergunta foi, durante muitos
anos, um dos principais problemas em aberto envolvendo hiperciclicidade. Em 2006, de la Rosa
e Read construiram um operador hiperciclico que nao satisfazia o Critério de Hiperciclicidade.
Tal construcao, apesar de feita em 2006, sé foi publicada em 2009 em [12]. De posse de tal
construgao, em 2007 Bayart e Matheron [5] construiram um contraexemplo nos espagos de
Banach de sequéncias cldssicos ¢y e £,, 1 < p < oo. Esta construcao de Bayart e Matheron
também é bastante complexa e foi tema principal da dissertacao de mestrado [22], por isso nao
a abordaremos aqui. Para mais detalhes, veja [4, Capitulo 4], [5, 12] ou [22, Capitulo 8, paginas
73 - 84].



Capitulo 4
Existéncia de Operadores Hiperciclicos

O principal resultado dessa secao é que que em todo espago de Fréchet separavel de dimensao
infinita ha operadores hiperciclicos. Para isso, precisamos de alguns resultados relacionados aos

operadores denominados Unilateral Weighted Shifts.

4.1 Unilateral Weighted Shifts

Definicao 4.1.1 Um espaco vetorial topolégico X ¢é dito espaco de sequéncias se X C KN e a

inclusao é continua, em que K é munido da topologia produto.
Definicao 4.1.2 Seja X um espacgo de sequéncias. Definimos B, : X — X por
By(x1, 22, .. .) = (Wake, waxs, wyly, . . .)

onde (w,)32; é uma sequéncia de escalares nao nulos chamada de weighted sequence. B, assim

definido é chamado de unilateral weighted shift.

Proposicao 4.1.3 Seja X um espaco de Fréchet de sequéncias. Todo operador B, € linear e

continuo.

Demonstracao. Sejam z = (2,)22,,y = (yn)7%; € X, A € K e (w,)?2,; uma weighted

sequence. Entao,
Bu(z+Ay) = Bu((@n + Ayn)nZi)
= (wa(xe + A\y2), w3(xs + Ays), .. .)
= (waxe, wsxs,...) + (WaAYa, W3AY3, . . .)
= By (x) + Mwayz, wsys, - . .)
= By(x)+ ABy(y).

Para provar a continuidade usaremos o Teorema do Grafico Fechado. Seja (z,, By (x,))32, C

Gp, tal que
(Tp, By(Ty)) — (a,b)

70
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quando n — oo. Devemos mostrar que b = B,,(a). Sendo a = (a1, as,as,...), b = (b1, by, bs, .. .),
note que b = By (a) & b; = wj1a541,7 > 1.
Como x, — a, segue que Vg(z,) — ¥r(a), k > 1, isto é

Sk = ag, k> 1 (4.1)
onde z, = (§,5)72,. Como By (z,) — b, segue que Y (By(7,)) — ¥r(b), k > 1, isto é,
Wit1&nkr1 — by, B > 1,
logo

1

Wik+1

En o1 — b, k > 1. (4.2)
Portanto, para cada k € N, por (4.1) temos que &, y+1 — ax+1. Por outro lado, por (4.2) temos

1
W1

que &, pr1 — br. Logo, pela unicidade do limite

1

We41

by = apy1,k > 1

e entdo by = wgi1ax11,k > 1, provando que b = B, (a), mostrando que Gp, é fechado. Pelo

Teorema 1.3.35 segue que B, é continuo. m

Os proximos resultados sobre os weighted shifts sao preparatorios para o principal resultado

deste capitulo. Comecamos com um lema sobre convergéncia de séries em K.

e}

Lema 4.1.4 Sejam (e,)%%, a sequéncia dos vetores canonicos de KN e (a,)%, um elemento

qualquer de KN. Entdo, a série Y o aye, converge em K.

Demonstracao. Seja (s,)22; tal que

n
Sp — E a;€;
j=1

. , , A~ . .. o0
isto é, s, ¢ a sequéncia das somas parciais de ) -, ane,. Provemos que
Sp — s = (a1, as,as,...).

Temos que s, — s em K" se, e somente se, 7;(s,) — 7;(s), para todo j € N. Seja j € N e note
que para todo n > j, m;(s,) = a;. Logo m;(s,) — a; = m;(s) quando n — co. Portanto, s,, — s
e entdo a série Y~ | a,e, converge em KN,

Definicao 4.1.5 Seja B,, um weighted shift qualquer definido em um espacgo de sequéncias X.

Seja (w,)5%, a sequéncia de escalares nao nulos que definem esse operador. Definimos

n ~1
vn:<ij) ,n>1,
j=1
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Xo ={(@n)nls : (Un2n)pz, € X}
e ¢y X, — X por
Go((Tn)nzt) = (nZn )y

Proposicao 4.1.6 Sejam X um espago de sequéncias de Fréchet, B,, um weighted shift qual-
quer definido em X. Defina

7, = {AC X, : ¢,(A) € aberto em X}.

Entao 7, € uma topologia para X, e ¢y: (Xy, 7p,) —> X € um isomorfismo topoldgico entre X,
e X.

Demonstracao. E claro que 7, ¢ uma topologia para X,. Provemos que ¢, ¢ linear. De fato,

sejam (2,)0% 1, (Yn)22, € X, e A € K. Dal,

Go((Tn)nzs + AWn)nZe) = Gol(zn + Ayn)iZy)
= (@0 + Ayn)vn)ny
= (TnVy + AYnUn)pey
= (@nvn)nly + AYntn)nly

= u((wn)nsy) + ADu((Yn)nsr)

Para mostrarmos que ¢, ¢é injetora, seja (x,)22, € X, tal que ¢,((x,)3,) = 0. Dali,
(Unxn)p>y = 0 e entao vjz; = 0,Vj € N. Como v; # 0,Vj € N, segue que z; = 0,Vj € Ne
entao (r,)02, = 0.

Enfim, para mostrarmos a sobrejetividade, seja (2,,)°2; € X. Tome a sequéncia (x,v, 1) ;.

E claro que (z,v;')2, € X,, pois
(@nvy on )iy = (Ta)ily € X

€ %((ivnvil)?:l) = (Tn)n21-

Pela definicao de 7,, ¢, é continua, pois dado A C X aberto,

du(ey ' (A)) = A

mostrando que ¢, '(A) é aberto em X,. Logo, pelo Teorema 1.3.33 segue que ¢, ¢ um isomorfimo

topoldgico. m

Proposicao 4.1.7 Seja X um espago de sequéncias, B,, um weighted shift definido em X e
X, o espaco de sequéncias associado a X . Entao os operadores B,: X — X e B: X, — X,
definido por

B(xy1,x9,23,...) = (22,23, ...)

sao conjugados.
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Demonstracao. Considere ¢, a aplicacao definida na Proposicao 4.1.6. Pela Proposigao 4.1.6,
segue que ¢, é continua. Logo, basta mostrarmos que B, o ¢, = ¢, o B. Seja (x,)22, € X,,

entao

Bu(@u((2n)nz1)) = Bul((zavn)ily)

(Wn 41T 1Vn 41 )

(wn+1vn+1$n+1)

= (wps1-wy - w;l T w;-il-l *Tpt1)pet
(wy - oy )i
(Uﬂmn+1)n 1

= Gu((®Tnt1)nls)
= Gu(B((xn)n21))-

Definigao 4.1.8 Seja X um espago de sequéncias de Fréchet e (e,)2% | a sequéncia dos vetores
canonicos de KY. Dizemos que (e,)>%, é base para X se cada e, pertence a X e, para todo

r € X, temos
N 0o
z = lim E TpCp = E TpCr-
N—o0
n=1 n=1

Proposicao 4.1.9 Seja X um espaco de sequéncias de Fréchet tal que (e,)>, € base para X.

Entao (e,)22, também € base para o espag¢o X, associado a qualquer operador B,,.

Demonstragao. Seja z = (1;)52, € X,. Basta notar que como

¢fu<x> xjvj Zﬁnem

entao
r=¢, 1((%1}] (Z 5n€n> Zﬂn €n)
& 1 B
_;m <O’O""’Z’O"") _;Een
[

Proposicao 4.1.10 Seja X um espaco de sequéncias de Fréchet tal que (e,)32, é uma base

para X. Sendo B o operador backward shift definido em X, sao equivalentes:
(i) B € mizing.

(ii) e, — 0 em X quando n — cc.
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Demonstracao. A demonstracao desse resultado pode ser feita de modo analogo a demons-
tragao de [17, Theorem 4.3, p. 91] substituindo o Critério de Hiperciclicidade pelo Critério de
Kitai. m

Proposicao 4.1.11 Seja X um espaco de Fréchet de sequéncias tal que (e,)32, é uma base

para X. Suponha que B, € um operador definido em X. Sao equivalentes:
(a) B, € mizing;
(b)
n -1
(H wj> en, — 0 em X quando n — oo.
j=1
Demonstracao. (a) = (b). Suponha B, mixing. Pela Proposigao 4.1.7, os operadores B, e
B sao conjugados. Pela Proposicao 2.2.3, segue que B também é mixing. Dai, pela Proposicao

4.1.10 temos que e, — 0 em X, quando n — oco. Como ¢, é continua, segue que ¢,(e,) — 0

em X quando n — oo, isto é, v,e, — 0 em X quando n — oo. Portanto,

n -1
(H wj> e, — 0
j=1

em X quando n — oo.

(b) = (a) Suponha que
" -1
(H wj> en — 0
j=1

em X quando n — oo, isto é, v,e, — 0 em X quando n — co. Como ¢, ! é continua, segue

que ¢, (vpe,) — ¢,1(0) em X, quando n — oo, isto 6,
v;lvnen =e, —0

em X, quando n — oo.
Novamente, pela Proposicao 4.1.10 segue que o backward shift B: X, — X, é mixing.

Dai, novamente pela Proposi¢ao 2.2.3, segue que B, ¢ mixing. =
Proposicao 4.1.12 Todo operador B,, definido em K € mizing.

Demonstracao. De fato, seja (w,)?; uma sequéncia de escalares nao nulos que define B,

Pelo Lema 4.1.4 temos que

2 (1) -

converge em K. Logo,
n —1
(H wj> en — 0
j=1

em K" quando n — oo. Dai, pela Proposicao 4.1.11 temos que B,, ¢ mixing. m
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Proposicao 4.1.13 Seja 1 < p < 00 e (w,)22, uma sequéncia de escalares nao nulos tal que

SUD,ey |Wn| < 00. Entdo I + B, é mizing em £,,.

Demonstracao. Veja [17, Corollary 8.3, p.217] m

4.2 Existéncia de Operadores Hiperciclicos

Finalmente, nessa secao vamos provar que todo espaco de Fréchet separavel de dimensao
infinita admite um operador mixing e, portanto, hiperciclico. A existéncia de operadores hi-
perciclicos definidos em espacos de Banach separaveis de dimensao infinita foi obtida por Ansari
2] e Bernal [15], resolvendo um problema de Rolewicz [23]. Posteriormente, esse resultado foi
generalizado para espagos de Fréchet separaveis por Bonet e Peris [8].

Um dos resultados centrais para a demonstracao de tal resultado estd baseado no seguinte
lema devido a Metafune e Moscatelli [20]. A demonstracao deste lema é bastante complexa e
usa varios resultados de teoria de conjuntos que fogem do escopo deste trabalho, por isso nao

a apresentaremos aqui.

Lema 4.2.1 Seja F um espaco de Fréchet e K C F um subespaco fechado de codimensao
infinita tal que d(F/K) = d(F), onde d(F) = min{card(D) : D C F ¢ denso}. Entdo existe
um subespago M C F denso tal que M N K = {0}.

Lema 4.2.2 Seja F um espaco de Fréchet de dimensdo infinita. Se existe uma seminorma
continua p tal que kerp tem codimensao infinita e d(F/kerp) = d(F), entio F contém um

subespaco denso com norma continua.

Demonstracao. Seja p como na hipdtese do Lema, isto é, p seminorma continua tal que ker p
tem codimensao infinita e d(F/kerp) = d(F'). Como ker p ¢ subespago fechado de F, segue do
Lema 4.2.1 que existe M C F denso tal que M Nkerp = {0}. E claro que p é uma norma em
M. De fato, se x € M é tal que p(z) = 0, segue que x € M Nkerp, eentdo x =0. m

Lema 4.2.3 Todo espaco de Fréchet separdvel de dimensao infinita que nao ¢ isomorfo a KN

admite um subespaco denso com uma norma continua.

Demonstracao. Seja F' um espacgo de Fréchet separavel de dimensao infinita que nao é iso-

)
n=1

morfo & KN e (p,,) a sequéncia de seminormas que define a topologia de F'. Pela Proposicao
1.3.42, existe k € N tal que ker p; tem codimensao infinita. E claro que pr é continua, pois
a sequéncia (p,)°, gera a topologia de F' e essa é a topologia mais fraca que torna cada
pn continua. Como d(F/kerpy) = d(F) = card(N), segue do Lema 4.2.2 que F' admite um

subespaco com norma continua. m

Lema 4.2.4 Seja X um espago de Fréchet separavel e de dimensao infinita que nao seja iso-

morfo a K. Entao existem sequéncias (z,,), € X e (2%), C X' tais que
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(i) &, — 0 e span{z, : n € N} é denso em X.
(i) (x), é equicontinua.
(ili) xf(zx) =0se k#n el <z)(x,) <1 para todo n.

Demonstragao. Do Lema 4.2.3, existe M C X subespaco denso em X munido de uma norma

| - || continua. Como M ¢é separavel, existe (w,)5>; € M tal que
[wn:neN™ =M
onde 77 é a topologia de X induzida em M. Note que
dim[w, : n € N] < card(N).

Afirmamos que dim[w,, : n € N] = card(N). De fato, suponha que dim[w, : n € N] < oo.
Entao, [w, : n € N] é fechado em M. Logo,

M =T[w,:neN" =[w,:neN].
Dai, dim M < oo e entao, M é fechado em X, o que implica que
M=M*=X

e entao, dim X < 0o, o que é um absurdo. Logo dim[w,, : n € N| = card(N).

Tome (2,)2°, € M uma base de [w, : n € N]. E claro que

zn:neN" =[w,:neN " =M,

isto é, [z, : n € N] é denso em M. Também, temos que [z, : n € N| é denso em X. De fato,
seja x € X e U uma vizinhanca de zero. Tome V' uma vizinhanga de zero tal que V 4+ V C U.
Como M ¢é denso em X, existe y € M tal que y —x € V. Como V ¢ vizinhanca de zero em X,
segue que V N M é vizinhanca de zero em M e entao, existe n € N tal que z, —y € VN M.
Dali,

Zn—x =z, —y+y—axeVnNM+VCV4+VCU

provando que [z, : n € N] é denso em X.
Agora, pelo Teorema de Hahn-Banach, existem funcionais y* € (M, || -||)’ tais que para todo
n>1,

Yn(zn) =leyn(z) =0,k <n.
Definindo y; = 23 e

Yn = Zn — Z ylt:(zn)yk (43)
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obtemos uma sequéncia (y,)p2; € M tal que [y, : n € N] = [z, : n € N]. De fato, da equagio
(4.3) obtemos que
n—1
20 =Y+ Y Ui(za)yk,n > 1
k=1

provando que z, € [y, : n € N] e entéo [z, : n € N] C [y, : n € N]. Para ver a outra inclusao,
basta notar que y; € [z1,...,2;],7 > 1. De fato, facamos por indugao. Para j = 1, é claro
que y; = 21 € [#1]. Suponha que y; € [z ..., z;] e provemos que y;41 € [z1,..., 2}, 2j4+1]. Pela
equagao (4.3) temos que
J
Vit = Zim1 — Y Yi(Ze)ye €z + 21,0, 2] C 21, 25, 20]
k=1

e entdo [y, : n € N] C [z, : n € N] o que implica que [y, : n € N] = [z, : n € N].
Note que

[yniTlEN],M:[zn:neN]TM:M,

isto é, [y, : n € N] é denso em M e portanto, denso em X.

Note também que como, para cada n € N, g, é continuo, existe K, > 1 tal que
yn(2)] < Ky||z||, Vo € M

Como M é denso em X e || - ||: M — R é uniformemente continua, segue pelo Teorema

1.2.4 que existe uma unica p continua em X tal que
p(x) = [lz||, Vo € M

Também, para cada n € N, y admite uma tunica extensao linear para X e que continuaremos
denotando por y.
Agora, dado x € X, existe (z,,)3>, C M tal que z,, — x. Como |y (zx)| < K, ||z, Yk € N
e para cada n € N temos que
Tim g5 ()] < Jim Kl ]

isto é,

yr <lim xk)‘ < K, lim ||xg||
k—o0 k—o0
ou seja,

lys(2)] < Kop(x).

Como z foi tomado arbitrariamente, temos que
v ()] < Kpp(a),Vo € X,n > 1.

Dai, temos que a familia {K,'y* : n € N} é equicontinua. De fato, seja B(0,¢), tome
U = U, . vizinhanga de zero em X (¢é aberto, pois p é continua). Assim, para todo x € U e
n €N,
|K yn(2)] = K yn (o) < Kt Kopla) = p(a) < e.
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Como X ¢é metrizavel, segue da Proposicao 1.3.32 que existem numeros «, € (0,1] tal
que any, — 0 em X. Definindo = = K;'y* e 2, = a,¥yn, é claro que z,, — 0, (x%), é

equicontinua. Além disso, se k = n,

2 (@0) = Ky (o) = 0By (yn) = 0K € (0,1].

Teorema 4.2.5 Todo espaco de Fréchet separdvel de dimensao infinita X admite um operador

maxing e, portanto, hiperciclico.

Demonstragao. Suponha que X seja isomorfo a KY. Considere (w, )%, uma sequéncia de
escalares nao nulos, ¢: X — KN o isomorfismo topolégico, B,, o weighted shift definido pela
sequéncia (w,)2, e considere o operador
-1
B, : X % kv I KN 20X

r — (Tp)n — (Wpp1Tpy1)n +—— WX,

Note que By, = ¢~ 0 B, 0 ¢. E claro que B, € L(X) e pela Proposicao 4.1.12 segue que B, é
mixing.

Agora suponha que X nao seja isomorfo a K. Pelo Lema 4.2.4, existem sequéncias (z,,), C
X e (7)), € X' tal que

(i) , — 0 e span{z, : n € N} é denso em X.
(i) (x), é equicontinua.
(iii) zi(xk) =0sek#nel<ai(x,) <1,n>1.

Tome T': X — X definido por
o 1 §
T(z)=x+ 321 Z—Hxnﬂ(x)xn, z e X.

E claro que T estd bem definido. De fato, seja (p,), a sequéncia de seminormas que define a

topologia de X, j € Ne x € X. Dal,

S0 (i) =3 gilena@lpo)
n=1 n=1

*
n

z; (V) € B(0,1),¥n € N. Como V' é absorvente, existe 6 > 0 tal que dz € V. Logo,

Como (x}), é equicontinua, para a B(0,1) existe uma vizinhanga de zero V' C X tal que

1

z;(0x) € B(0,1),Yn € N= |z (dz)| < 1,Vn € N=d|z)(2)] < 1,Vn € N= |z} (2)] < 5

,Vn € N
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Também, como z,, — 0, segue que p;(x,) —> p;(0) = 0 e assim, existe M; > 0 tal que
p;(x,) < M;,¥n € N. Logo,

o0

00 1 M. 0o 1 M.
Z n+1 ’pj xn SZQ_ ]:TJZQ_TL:TJ

=1 n=1

provando que Z 27372 +1(x)x, é absolutamente convergente em X. Como X é completo, segue

[e.@]
que Z 2—nxfl +1(z)x, converge e entdo 1" estd bem definido. Mostremos agora que 7" é linear e

n=1
continuo. Para mostrar a linearidade da 7', sejam z,y € X e A € K. Dai

T(x+X\y) = z+Ay+ Yzl (@+ M),

n=1

= l‘—f—)‘y—}_z n+1 +)‘xn+1( ))
n=1

= T+ A\y+ Z $;+1($)$n + )‘xiwrl(y)xn

n=1
= v+ Ay + Z Ty 41 ()T + A Z Ty (Y)2
n=1 n=1

= (x + Z xzﬂ(x)xn) + A (?J + Z x:LH(y)xn)

= T(z)+ XT'(y). "

Para mostrar a continuidade de T, considere S: X — X dada por
— 1
Z 2_ n+1
n=1

E claro que S estd bem definida. Mostraremos que S é continua. Seja pr uma das seminormas

que define a topologia de X. Dali, para todo x € X,

=1
ZQ_ n+1 |pk($n)

Defina ¢: X — {, por

E claro que ¢ estd bem definida, pois novamente como (x)n € equicontinua, para B(0, 1) existe
V' vizinhanga de zero em X tal que z(V) C B(0,1). Dai, dado = € X, existe 6 > 0 tal
que 0z € V e entdo |z} (z)| < 3,Vn € N o que implica que sup,, ¢y |2} (z)| < 3, provando que
x} () € b,V € X. Também temos que ¢ ¢ linear. De fato, sejam z,y € X e A € K|

¢+ Xry) = (2,(x) + Ay))n
= (5(2) + Az, (y))n
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= (@(2)n + M@ (Y))n
= ¢(x) + Ao(y).

Para mostrarmos que ¢ é continua, seja (x;, ¢(z;)) C G, uma sequéncia tal que
(xj,0(z;)) — (z,y) € X X ls, quando j — o0.
Dai, x; — 2z quando j — oo e ¢(x;) — y quando j — oo. Note que para cada k € N,
sendo ¥y = (Yn)n,
|z (25) — yil < Sup k() =yl = [[é(z;) =yl — 0
quando 7 — 0o e entao
xy(z;) — Yk, quando j — oo, Vk € N.

Por outro lado, para todo k € N,

vi(w;) — wi(x)

e pela unicidade do limite, y; = x;(x). Portanto,

P(x) = (23,(2))n = (Yn)n =y

provando que o grafico de ¢ é fechado. Pelo Teorema do Grafico Fechado segue que ¢ é continua.
Como ¢ é continua, pela Proposicao 1.3.21, existem uma seminorma p; definida em X e ¢ > 0
tal que

16(2) o0 < p(), V2 € X.

Como py, é continua e x,, — 0, segue que pg(z,) —> 0 quando n — oo e entdo existe My > 0

tal que pg(x,) < My, Vn € N. Logo, para todo x € X,

=1 =1
—|zF (z ) < —sup |zt (2)| - M,
> grleta@ln(e) < 3 sl My
- 1 * o]
= ZQ_n||(xj(x))j:1||w'Mk
n=1
=1
= MY o0
n=1
=1
=1
= Mk.c.pj(x).ZQ_n
n=1
= Mk'C~pj(&3)

isto é, existe K > 0 tal que
pe(S(z)) < K - pj(z),Vz € X
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e entao temos novamente pela Proposicao 1.3.21 que S é continua. Denotando I: X — X
a identidade em X, temos que T'= I + S e entao T é continua como soma de duas funcoes

continuas.

Agora, tome R: ¢{; — {1 definido por

R((an)n) = (al + %a% Qg + %O{g, s a) .

E claro que R esta bem definida. De fato,

. 25 1(@j41) - i (2541)
>l + oy 1| S > ol + TR
j=1 j=1

oo
2541 (241)]
= Z |aj] + jT|ij+1|
j=1

= x;+1(wj+l)
= Z |aj] + T\%’H\

j=1
< Y lagl + oyl < oo
j=1
Note que R é uma pertubacao da identidade, isto é, R = I + B,,, onde B,, é um weighted

backward shift, com w = (w,), dada por

x¥ n
2n
Como
xr o (x, 1
lw,| = Tn 1 (Ens1) <~ <1,VneN
n n
segue que

sup |w,| < oo
neN

e entao, pela Proposicao 4.1.13, segue que R ¢é mixing. Considerando agora a aplicacao
1: {1 — X dada por

Y((an)n) = Z Qndn

temos que ¥ é continua e ¥(¢;) = X. De fato, provemos primeiro que ¢ estd bem definida.

Sejam (ay,), € ¢ e p; uma seminorma definida em X. Dai,

ij(anxn) = Z |an|pj(zn) < M Z |an| = Mj|[(an)nllr < oo
n=1

n=1 n=1
o
Como X ¢é completo, segue que E anT, converge em X para toda sequéncia (o), € ¢,. Para
n=1

ver que ¢ é continua, dada uma seminorma p; em X, para todo (a,), € ¢; temos que

PL(((@)a)) = i (Z a) <3 pelann) < My~ ()l
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Agora mostremos que ¥(f;) = X. Sejam z € X e U uma vizinhanca de . Como span{z,, :

n € N} é denso em X, existem a,,, Q. - .., ap, € K tal que
Oy Ty + ...+ o,z €U
ni,...,n, € N. Tome y a sequéncia
Y=0aQye€y +...+tayeéEn.
Dali,

k
U(y) = anz,, €U
7=1

provando que 1(¢;) = X.
Agora, note que 7" o ¢ = 1) o R. De fato, para (¢;); € {1,

Top((ay);) = T(W((ay);)

n=1
0o > 1 .

— Z oy, |z + Z ﬁxkﬂ(xn)xk
n=1 k=1

B 0o 00 1 .

= Z ATy + ap Z ?xk+1(xn)xk
n=1 k=1
0o 00 1 .

= Z Ty, + Z (07 ?xk-i—l(xn)xk
n=1 k=1
0o 1 .

- Z Oy Ty, + (0790 I 2_nx”+1 (xn—l—l)mn
n=1
> i (z,

= Z (anxn + n+lén +1)an+1xn>
n=1
> xr i (x,

_ Z (an+ n+1(n +1)05n+1) T,

e dai segue que T' e R sao quase conjugados e pela Proposicao 2.2.3 temos que T é mixing e

consequentemente, T é hiperciclico. m
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